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RESUMO

Um campo vetorial descontinuo 3D sobre uma superficie suave de codimensao um, pode
ser genericamente tangente a ambos os lados da superficie em um ponto p. Os pontos onde

esse fendmeno ocorre sao chamados de singularidade dobra-dobra.

Nesse trabalho, estudamos a dinamica local de um sistema dinamico suave por partes
tri-dimensional em uma dobra-dobra. Vimos que a dinamica local depende principalmente

de um tnico parametro que controla uma bifurcacao.

Especificamente no caso onde as dobras sao ambas invisiveis, a chamada singularidade
Teixeira, encontramos que o sistema pode admitir um fluxo exibindo dinamica ca6tica, mas

nao deterministica.
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ABSTRACT

A 3D discontinuous vector field on a smooth surface of codimension one, can be generically
tangent to both sides of the surface at a point p. The points where this phenomenon occurs

are called two-fold singularities.

In this project, we study the local dynamics of a three-dimensional piecewise smooth
dynamical systems at a two-fold. We have seen that the local dynamics depends mainly on

a single parameter that controls a bifurcation.

Specifically in the case where the folds are both invisibles, the so-called singularity Teix-
eira, we find that the system can admit a flow exhibiting chaotic but non-deterministic

dynamics.
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INTRODUCAO

Um Sistema Dinamico Suave por Partes é caracterizado por um conjunto finito de

equacoes diferenciais ordinarias,

i=G(r) , e RCR", i=1,..k (1)

cujo lado direito sdo campos vetoriais G* definidos sobre regioes disjuntas R’ e que podem
ser estendidas suavemente para o fecho de R*. Consideraremos o caso quando as regioes R’

sao separadas por um conjunto n — 1 dimensional M, chamado conjunto de descontinuidade.
A unido de M e dos R’ cobre R™.

Estaremos sempre considerando o conjunto de descontinuidade como sendo uma hiper-

superficie conexa M e assim podemos falar da variedade como localmente tendo dois lados.

Sistemas suave por partes surgiram ao longo da historia dos sistemas dindmicos como
modelo de dispositivos mecanicos e eletronicos, e mais recentemente, tem tido crescente uso

em campos como a ecologia, economia e neurociéncia (veja por exemplo, |5, 22, 23, 24]).

Seu crescente uso foi também acompanhado pelo interesse em sua matemética genérica
e em suas propriedades dinamicas, a qual tem sido o objeto de intimeros livros (por exemplo
[16, 17, 18]). Um dos maiores desafios tem sido estabelecer de forma consistente defini¢oes

e convengoes.

Numerosas questoes fundamentais surgem quando lidamos com sistemas dinamicos des-

continuos. A mais basica dessas questoes é a nocao de solucao.



Consideremos por exemplo um sistema dinamico da forma

o(t) = X(z(t)), x(to) = o, (2)
onde z € R".

Nos referimos a uma solu¢do continuamente diferenciavel ¢ — x(t) de (2), isto é, uma
curva continuamente diferencidvel cuja derivada segue a direcao do campo vetorial, como

solucao classica.

Para um campo vetorial descontinuo, no entanto, a existéncia ou unicidade de uma

solucao classica passando por um ponto p € M, nao é garantida.

Caratheodory generalizou a definicao de solugoes classicas. Grosseiramente falando,

solucoes de Caratheodory sao curvas absolutamente continuas que satisfazem

:c(t)::c(to)+/X(x(s))ds, I (3)

onde a integral é a integral de Lebesgue.

Solugoes de Caratheodory enfraquece a exigéncia classica de que a solugao deve seguir a
dire¢do do campo vetorial para todo tempo, isto é, a equacao diferencial (2) nao precisa ser

satisfeita em um conjunto de medida nula (para maiores detalhes, veja |2]).

Filippov [2], trocou a equagao diferencial (2) por uma inclusao diferencial da forma

(1) € F(x(t)), (4)

onde F : R" — B(R") e B(R") denota a colecao de certos subconjuntos de R”. Em um
determinado estado x, em vez de focar no valor do campo vetorial em x, a idéia de solugoes
de Filippov é introduzir um conjunto de direcoes que sao determinadas pelos valores do

campo vetorial X numa vizinhanca de x.

Solugoes de Caratheodory sao empregadas para campos vetoriais que dependem descon-
tinuamente do tempo, tais como sistemas dindmicos envolvendo impulsos. Como aqui tra-

balharemos com sistemas auténomos, usaremos a formalizagao de Filippov [2].



Objetivos

A teoria de singularidades em sistemas suaves por partes tem mostrado ser uma rica fonte
de novas dinamicas, particularmente proximo a pontos onde o campo vetorial é tangente a

superficie de descontinuidade, os chamados pontos de “dobras”.

Aqui, discutimos um problema particular da teoria da dinamica nao-suave, pontos onde
um campo vetorial é tangente a ambos os lados de uma superficie de descontinuidade em
sistemas tri-dimensionais. Esse problema dobra-dobra foi bem definido em [2]. Em [9], Teix-
eira exibiu um tipo especial de dobra-dobra, que mais tarde seria chamada de singularidade
Teixeira. Nesse trabalho, foi estudado algumas propriedades relacionadas a estabilidade

estrutural dessa singularidade.

Em [5], a dindmica proximo a singularidade dobra-dobra foi estudada considerando uma
aproximacao linear dos campos vetoriais acima e abaixo da variedade de descontinuidade.
Nesse trabalho, é mostrado que a dinamica local depende principalmente de um parametro
que controla uma bifurcacao, e dependendo desse valor é possivel determinar se cada oérbita

cruza a variedade de descontinuidade um ntumero finito ou infinito de vezes.

Um resultado mais forte foi provado recentemente em [26]. De fato, nesse trabalho foi
demonstrado que sobre certas condicoes ¢ possivel determinar o niimero de vezes que a Orbita
cruza a variedade de descontinuidade antes de entrar para a regido de deslize (veja secdo

(1.2.1) para a defini¢ao de regiao de deslize).

Aqui, analisamos a dinamica proximo a singularidade Teixeira, considerando o sistema
truncado para terceira ordem. Tomamos como referéncia bésica o artigo [I]. Estudamos a
dindmica diretamente, revelando o comportamento explicito que deve ser refletido nas teorias

gerais sobre estabilidade estrutural.
Estrutura dos Toépicos Apresentados

Esse trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No Capitulo 1, definimos alguns dos conceitos que serao utéis no decorrer do texto.
Apresentaremos também alguns resultados sobre estabilidade estrutural de campos

vetorias definidos em variedades com bordo e de campos vetoriais suaves por partes.



e No Capitulo 2, n6s definimos a singularidade dobra-dobra de campos vetoriais des-
continuos tridimensionais e seus quatro tipos. No6s discutimos a primeira delas, a
dobra-dobra invisivel, ou singularidade Teixeira, em detalhes na se¢ao (2.2); Nos anali-
samos as dindmicas deslizante e costurante separadamente nas se¢oes (2.2.2)-(2.2.3) e
entao reconstruimos o sistema completo na se¢ao(2.2.4). Discutimos, mais brevemente,
os outros tipos de dobra-dobra nas se¢oes (2.3)-(2.4) e comentamos sobre suas bifur-
cagoes na secao (2.5). Na se¢ao (2.2.5), comentamos sobre a propriedade caotica de
uma classe de sistemas. Na sec¢ao (2.6), simulamos numericamente, algumas dinamicas

particularmente interessantes preditas na secao (2.2).

e No Capitulo 3, apresentamos dois modelos de circuitos elétricos como exemplos de

sistemas fisicos que possuem genericamente uma singularidade dobra-dobra.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo vamos introduzir alguns conceitos basicos e definicoes os quais nos serao

ateis no decorrer do texto.

Apresentamos alguns conceitos relacionados a estabilidade estrutural de campos vetori-
ais definidos em variedades com bordo. Posteriormente introduzimos algumas defini¢oes e
convencoes para campos vetoriais descontinuos, bem como apresentamos alguns resultados

sobre estabilidade estrutural de tais campos.

1.1 Campos Vetoriais definidos em variedades com

bordo

Consideremos N uma variedade compacta C'* orientavel de dimensao trés com fronteira

ON=Mepe M.

Definicao 1.1.1. Dados X e Y campos definidos numa vizinhanca (Q de p em N, defina a

sequinte relagao de equivaléncia:

X ~Y < eziste vizinhanca U dep (U C Q) talgue X|y=Y]y.

As classes dessa relacao de equivaléncia sao chamadas germes em p de campos de ve-

tores.



Denotemos por x" o conjunto de todos os germes em p de campos vetoriais de classe C”

sobre (R?,p) dotados com a topologia C", com r suficientemente grande.

Por simplicidade vamos considerar N mergulhada em uma variedade tridimensional N

sem fronteira.

Um campo de vetores X em NN é por definicao um representante da classe de campos de
vetores tangentes a N, definidos em N. Ele é dito ser de classe C" se ele tem um representante
X de classe C" sobre N.

Seja ¢ o fluxo de um representante X de X. ¢ é definido sobre um conjunto
D(X) = {(z,t) € N xR :t € I(x)}, onde I(z) & um intervalo aberto com extremos é(z) e
B(z). O fluxo ¢ de X é definido por ¢(x,t) = ¢(x,t) para x € N e ¢t € I(z), onde I(z) é o
intervalo maximal contendo t = 0 (¢x(z,0) = x) para o qual ¢(t,z) € N. Nos denotamos
por a(z) ( resp. B(x)) o extremo inferior (resp. superior ) desse intervalo. Esses extremos
podem ser infinito. O fluxo ¢ e seu dominio D(X) ndo dependem da particular escolha do

representante X de X.

A orbita y(x) de X passando por x € N ¢é por definicao a imagem de I(X) pela curva
integral ¢x(.,z) : t — ¢x(t,x). Orbitas sdo orientadas pela orientacdo induzida por essa

aplicacdo via orientacdo positiva de I(x).

Definicao 1.1.2. Dois campos de vetores X, Y em N sao ditos topologicamente equi-
valentes se existe um homeomorfismo & : N — N levando orbitas de X em drbitas de Y,

preservando a orientacao, isto €, dados p € N e d > 0, existe € > 0 tal que se 0 <t < ¢
entdo £(dx(t,p) = ¢y (t,E(p)) para algum 0 <t < e.

Definicao 1.1.3. Dizemos que X € x" é estruturalmente estdvel em x" se existe uma

vizinhangca B C x" de X tal que para todo Y € B ¢ equivalente a X.

Seja p € M e considere Xy = 3y(p) o conjunto de todos os campos vetoriais estrutural-

mente estaveis em x".

Por simplicidade, assumiremos que existe uma fungao C*, h : (R3,p) — (R,0), tendo 0
como um valor regular, de forma que M ¢ dada implicitamente pela imagem inversa de h
(ou seja, h=1(0) = M).

Defini¢ao 1.1.4. Dizemos que p € M é um ponto M-singular (resp. M-regular) de X se
Lxh(p) =0 (resp. Lxh(p) #0).



Denotaremos por Sx o conjunto singular de X.

Definigao 1.1.5. Dizemos que p € M é um ponto dobra (resp. cispide) de X se Lxh(p) =0
e L3h(p) # 0 (resp. Lxh(p) = L5N(p) =0, Lh(p) # 0 e {dh(p), d(Lxh)(p), d(L5N)(p)} ¢

linearmente independente).

Observacao 1.1.6. O simbolo Lxh denota a derivada de Lie ao longo do fluxo de um campo
X, dada por Lxh =< X,\yh >.

Em [10] Sotomayor e Teixeira estudaram o conjunto de bifurcacao que ocorre em M.
Neste trabalho esta caracterizado o conjunto de campos em x” que é estruturalmente estavel

em x'.
Teorema 1.1.1. Um campo X € X" € estruturalmente estdvel se e somente se
1. X(p) #0, para todo p € M;
2. Para toda definicao local de h em p, uma das sequintes condigoes é satisfeita:

(a) Caso regular : (Lxh)(p) # 0;
(b) Caso dobra : (Lxh)(p) =0 e (L%h)(p) #0

(¢) Caso Cuspide: (Lxh)(p) =0 = (L%h)(p), (L%h)(p) # 0 e o conjunto de vetores
{dh(p),d(Lxh)(p),d(L%h)(p)} € linearmente independente;

Além disso, fizando h(xg,x1,x2) = X2, as formas normais dos campos de vetores em Xo sdo

dadas por:

1. Caso regular: X (xg,x1,72) = (0,0,1);

2. Caso dobra: X (xg,x1,72) = (1,0, 0);

3. Caso cuspide: X (xg,11,22) = (1,0, 2% + 1)
e Yo € denso em x".

Considere x] = x" — 3o (r > 3) o conjunto bifurcagdo de x" e ¥ o conjunto dos campos

de vetores estruturalmente estaveis em x7j.

Observe que, X} = AU B , onde, X € A (respectivamente Y € B) se X(p) = 0
(respectivamente X (p) # 0).



Definicao 1.1.7. Um M -ponto critico hiperbolico de X € um ponto critico hiperbolico p € M
de X tal que:

1. os autovalores de DX (p) sao dois a dois distintos e os autovalores correspondentes sao

transversais a M em p;
2. cada par de autovalores complexos nao conjugados de DX (p) tém parte real distinta.

Denote por ¥ (a) a colegao de campos vetoriais X em A tal que p é um M-ponto critico
hiperbélico de X.

Definicao 1.1.8. Chame %1(b) o conjunto de campos vetoriais X em B tal que X (p) # 0,
(Lxh)(p) =0, (L3%h)(p) =0 e uma das sequintes condicoes é verdadeira:

1. (L%h)(p) # 0, rank { Dh(p), D(Lxh)(p), D(L%h)(p) } = 2 € a fungdo (Lxh)|y tem

um ponto critico nao-degenerado em p;
2. (L%h)(p) =0, (LYh)(p) # 0 e p € um ponto reqular de (Lxh)|y
O seguinte resultado esta provado em [10].
Teorema 1.1.2. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:
1. ¥y =31(a) UX(b);
2. Y1 € uma subvariedade de codimensao 1 de X",
3. X4 € aberto e denso em x] na topologia induzida de x";

4. Para um conjunto residual de curvas suaves v : R — X", ~v intercepta ¥, transver-

salmente e y71(x5) = 0 onde x5 = X} — 2.

Observacao 1.1.9. Ressaltamos aqui que todos os resultados e defini¢coes nao dependem

da particular escolha da funcao h.



1.2 Campos Vetoriais Descontinuos

Nessa secao introduziremos algumas defini¢oes e resultados acerca de sistemas descon-
tinuos. No6s vamos considerar equacoes diferenciais cujos termos do lado direito sao fungoes
descontinuas. Vamos supor que tais descontinuidades sao de primeira espécie e que elas estao

concentradas sobre uma superficie C°, bi-dimensional M, contida em R3.

Sejape M e h: (R M) — (R,0) uma representacdio C* local implicita de M em
p com dh(p) # 0. A superficie M representa a fronteira comum separando os dominios
Mt ={h >0} e M~ ={h < 0}. Nos podemos assim, via h, dar uma orientagao para toda

curva em (R3, p) cruzando M.

Consideremos G" o conjunto de todos os germes em p de campos vetoriais de classe C",

7, sobre R? satisfazendo:

Z(x) = (1.1)

X(z) se xze Mt
Y(z) se ze M~

onde X,Y € y".

Podemos considerar G = x" x x" e dotarmos esse conjunto com a topologia produto.

Assim nos denotamos todo elemento em G” por Z = (X,Y).

1.2.1 Convencao de Filippov

Dado Z = (X,Y) em G" , Filippov (em [2] ) descreveu trés formas basicas de dinamica
que ocorrem em M, dependendo da orientacao do campo vetorial em ambos os lados da

superficie M. Sao elas:

1. Regido de Costura (RC): Caracterizado por (Lxh)(Lyh) > 0. Nesse caso, a
componente do campo vetorial normal a M tem a mesma diregao sobre ambos os
lados. Se um ponto estd numa 6rbita de Z sobre M entao ele cruza M para a outra

parte do espacgo (Figura 1.2a).

2. Regiao de Escape (RE): Caracterizado por Lxh > 0e Lyh < 0. A solugao através
de um ponto p € M segue a 6rbita do campo que tem a maior componente normal

com respeito a M (Figura 1.2¢).



Observacao 1.2.1. Observe que nesse caso o campo Z = (X, Y') pode estar indefinido
em alguns pontos de M. Assim, se em ¢ € M as componentes normal de X e Y

coincidem, convencionamos que Z(q) = X (q).

3. Regiao de Deslize (RD): Caracterizado por Lxh < 0 ¢ Lyh > 0. Nesta regiao
definimos um campo vetorial f¢ = f¢(X,Y) (chamado campo vetorial deslizante asso-
ciado a Z = (X,Y)) definido da seguinte maneira: Se p € RD, entao f%(p) denota o
vetor no cone gerado por X (p) e Y (p) tangente a M (ou ainda, f¢(p) = m —p, onde m
é o ponto onde o segmento ligando p+ X (p) e p+ Y (p) é tangente a M). Observe que
se X(p) e Y(p) sao linearmente dependentes entdo p é um ponto critico de f¢ (Figuras
1.1 ¢ 1.2b).

p+ X(p)

Figura 1.1: O campo vetorial deslizante

Observacao 1.2.2. Na regiao de escape definimos outro campo vetorial f¢ por
fé(p) = (—f4—X,-Y))(p). Usaremos a mesma notagiao f*(Z) para indicar f? e f©.

Observagao 1.2.3. Se fixarmos um sistema de coordenadas local (zg, 71, z9) € R* em uma
vizinhanga de p € RD talque a aplicagio h : (R?,p) — (R,0) é dada por h(zg, z1,72) = o,
entao, a expressao do campo deslizante é dada por:

== X970, XY° - Xy YOx? — X, (1.2)

onde X = (X%, X', X2) e Y = (Y°, Y, Y2).
O campo deslizante ¢ topologicamente equivalente ao campo f* = (0, X'Y0— X0y y0x2_

XO0Y2) restrito a regiao de deslize. Assim, obtemos uma expressao mais simplificada a qual
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Regiao de Costura Regiao de Deslize

(a) (b) (c)

Figura 1.2: Dinamica na variedade de descontinuidade em um sistema tri-dimensional suave
por partes. Uma orbita que encontra a variedade pode: (a) atravessa-la, ou (b) escapar dela
em tempo finito, embora possa deslizar sobre a variedade por algum tempo antes de escapar,

ou (c) alcangé-la em tempo finito e entao seguir o campo vetorial deslizante f*

possui a mesma dinamica do campo deslizante e que pode ser C" estendida a uma vizinhanca

da origem em M.

Assim, a solucdo de (1.1) na variedade de descontinuidade incluem todas as solugoes da

inclusao diferencial

tef=Y+ANX-Y), (1.3)
onde A = 0 quando h(z) < 0, A =1 quando h(X) > 0, e A € [0, 1] quando h(x) = 0.

A dinamica em um sistema suave por partes é entao uma composicao das dinamicas de

X, Y, e f°. Faremos as seguintes distingoes.

Definicao 1.2.4. (Definicao de drbitas e fluzo)

1. Um segmento de drbita orientado € todo caminho suave x = x(t) satisfazendo (1.3),
inteiramente contido em uma das regioes {x : h(z) > 0}, {z : h(z) < 0}, ou {z :

h(xz) = 0}.

2. Uma 6rbita orientada é todo caminho suave por partes x(t) que satisfaz (1.3), formada

pela concatenacao de segmentos de orbitas.

3. O fluxo de (1.3) através de um ponto & em um tempo t é dado por todos os pontos

z(t+ 1) com x(1) = & para algum T € R, x(t) satisfazendo (1.3).
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Uma importante consequéncia dessa definicao é que o fluxo através de um ponto Z na
regiao de deslize nao é dnico, pois T sempre pertence a uma familia a um parametro de
Orbitas (exceto se Z for um ponto de equilibrio). Da mesma forma, para pontos na regiao de

escape. (Veja, por exemplo, as figuras (1.2b) e (1.2¢)).

1.2.2 Singularidades de Z

Na se¢ao (1.1) definimos os conceitos de M-singularidades e singularidades do tipo
dobra e caspide. A seguir introduziremos o conceito de singularidade genérica para cam-
pos vetoriais descontinuos tri-dimensionais, que serd utilizada no decorrer do texto. Antes
observamos que se p é um ponto critico de f*, entao p é chamado de pseudo singularidade
de Z.

Dizemos que p € M é uma singularidade genérica de Z = (X,Y) € G" se satisfaz

uma das seguintes condicoes:

1. p pertence a regiao deslizante e ¢ uma pseudo singularidade hiperbolica de Z;

2. p &€ um ponto de dobra ou cuspide de X (respectivamente Y) e ponto regular de YV

(respectivamente X).
3. p € um ponto M-singular de ambos os campos vetoriais X e Y satisfazendo:

(a) p & um ponto dobra de X e Y e

(b) Sx é transversal a Sy em p.

Devemos dizer mais sobre a tltima situacdo. E facil checar que as curvas Sy, Sy deter-
minam 4 quadrantes: @1 (RD), @2 (RE), @3 (RC, com a érbita de Z apontando para M)
e Q4 (RC, com a orbita de Z apontando para M~). Além disso, é provado nesse caso que
o campo vetorial deslizante pode ser C'- extendido para uma vizinhanca completa de p em

M e que p é um ponto critico desse campo vetorial.

Devemos adicionar a seguinte hipOtese extra nessa situacao:

“O ponto p é um ponto critico hiperbélico de f* e seus respectivos autoespacos sao

transversais a Sy e Sy em p.”
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Sx
X

Szl | jSN=S)

v

(a) Tipo 1 (b) Tipo 2 (c) Tipo 2 (d) Tipo 3

Figura 1.3: Exemplos de campos descontinuos que possuem a origem como uma singularidade

genérica

Na figura (1.3) temos representado em:

(a) a dinAmica de um campo descontinuo onde a origem é um ponto critico hiperbolico
para o campo deslizante f* (singularidade genérica do tipo 1);

(b) um campo descontinuo do tipo dobra-regular (singularidade genérica do tipo 2);

(¢) um campo descontinuo do tipo ctspide-regular (singularidade genérica do tipo 2);

(d) um campo descontinuo do tipo dobra-dobra (singularidade genérica do tipo 3).

1.2.3 Estratificacao de M

Seja p € M uma singularidade genérica de Z = (X,Y’) € G". Nessa se¢do iremos listar
algumas subvariedades de M que sao distinguidas devido a sua persisténcia por pequenas
perturbacoes de Z. Além disso, toda equivaléncia entre 7 e Z deve necessariamente preservar
as correspondentes tais subvariedades.

Nos separamos 08 ¢casos:
1. Se p é do tipo 1, distinguimos {p} e as separatrizes de sela de f*.

2. Se p édo tipo 2, ou seja, p é uma singularidade de Z do tipo tangencial e as componentes
conexas C'(p) do conjunto de todas as singularidades genéricas de Z é uma curva regular

(isto &, C'(p) é ou Sx ou Sy), listamos somente C(p).

3. Se p é do tipo 3, listamos {p}, Sx — {p}, e Sy — {p}. Nos adicionamos nessa lista as

separatrizes de sela de f* se elas estao contidas em RD. Se os autovalores de df; sao
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reais e tem o mesmo sinal entao devemos distinguir a variedade invariante forte de df;

se ela estd contida em RD.

Em [1] é mostrado que os conjuntos acima sdo invariantes por equivaléncia entre campos

vetoriais em G'.

1.2.4 Estabilidade estrutural

Definicio 1.2.5. Sejam Z, Z € G". Nés dizemos que Z em p é C° equivalente a Z em p
se existem vizinhancas abertas V de p e V de p em R3 e um homeomorfismo M -invariante

f:V — V talque f(p) =p e [ envia drbitas de Z em drbitas de Z.

Definicao 1.2.6. Dizemos que Z € G é M-estruturalmente estdvel, ou simplesmente
estruturalmente estdvel, em p, se existe uma vizinhanca U de Z em G" tal que todo

Z e U éC° equivalente a Z em p.

Definicao 1.2.7. Consideremos os conjuntos

Gola) ={ Z=(X,Y); X, Y sao regulares em p € M} (caso reqular-reqular);

Go(b) = {Z=(X,Y); X é dobra e Y ¢ regular em p € M (ou vice-versa)} (caso dobra-
reqular);

Gole) = { Z = (X,Y); X ¢é cuspide e Y € regqular em p € M (ou vice-versa)} (caso
cuspide-regular);

Go(d) = { Z=(X,Y); X, Y sao dobras em p € M e p é uma singularidade genérica de
Z} (caso dobra-dobra); Nesse caso distinguimos os subconjuntos:

- Caso eliptico: Gy(d.1) = {Ze Go(d); (L%h)(p) <0 e (L2h)(p) > 0};

- Caso parabdlico: Gy(d.2) = {Ze Gy(d); (L3%h)(p) > 0 e (L2h)(p) > 0 ou (L%D)(p) <
0 e (L3h)(p) < 0};

- Caso hiperbdlico: Go(d.1) = {Ze Go(d); (L%h)(p) > 0 e (L2 h)(p) < 0};

Seja, Gy = Go(a) U Go(b) U Gy(c) U Go(d). Segue do teorema (1.1.1) e das condicoes de
transversalidade que Gy C G" é um subconjunto aberto e denso de G", relativo a topologia
de G".
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No proximo capitulo, estudaremos o conjunto Gy(d), com énfase em Gg(d.1), conhecida
como singularidade Teixeira. Veremos que a dinamica local depende principalmente de um
tinico parametro que controla uma bifurcacao e que no caso Go(d.1) o sistema pode admitir

um fluxo exibindo dinamica cadtica, mas nao deterministica.
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CAPITULO 2

A SINGULARIDADE DOBRA-DOBRA

Nesse capitulo, estudamos campos vetoriais descontinuos que possuem uma singularidade
dobra-dobra em p € M |, ou seja, em p o campo vetorial é tangente a ambos os lados da

superficie de descontinuidade.

Estudamos a dinamica em torno da singularidade caracterizando seu comportamento
local. Como antecipamos na introducao, estudaremos a dinamica diretamente, abordando

os aspectos qualitativos do espaco de fase.

Afim de facilitarmos a notacdo, passaremos a denotar os campos X e Y por [t e f~

respectivamente.

2.1 O problema dobra-dobra

Seja Z representado por um sistema tri-dimensional suave por partes de equacoes difer-

enciais ordinarias

i { ft(z) quando h(x) >0, (2.1)

f~(z) quando h(z) <0,

onde r € R3 ¢ o vetor de estado x = (zg, 71, 72) , h(z) € uma fungao regular escalar talque

M = {x € R3 h(z) = 0} (ver se¢ao [1.2]) e fT, f~ sdo campos vetoriais suaves.
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Definicao 2.1.1. Um ponto p € M € uma singularidade do tipo dobra-dobra de Z € G" se

Ly+h(p) = Ls-h(p) =0 e L h(p) #0,L5-h(p) #0, (2.2)

ou seja, se p € uma dobra para ambos 0s campos [T e f~.

O sinal da segunda derivada de Lie (L’%h) determina se uma dobra é:

o visivel, se L7, h(p) > 0 ou L3 h(p) < 0 (significando que o campo vetorial se curva

afastando da singularidade , veja figura (2.1));

o invisivel, se £, h(p) < 0 ou L3 h(p) > 0 (significando que o campo vetorial se curva

em diregdo a superficie de descontinuidade, veja figura (2.2)).

I M

(a) Dobra visivel (b) Dobra visivel (a) Dobra invisivel  (b) Dobra invisivel
para o campo f+ para o campo f~ para o campo f+ para o campo f~
Figura 2.1: Singularidade dobra visivel Figura 2.2: Singularidade dobra invisivel

Assim, existem 4 tipos possiveis de singularidade dobra-dobra, dependendo do sinal de

(£3:h) e de (L3 h). Esses 4 tipos sdo mostrados na figura (2.3).

Por simplicidade colocaremos h(x) = xq, pois todo sistema suave por partes, em uma
regiao onde h(x) = 0 define uma variedade M, por uma mudanca de variavel apropriada

tem essa forma. Entao, M = h=(0) = {(zo, z1,72) € R3; 29 = 0}.

Assim, o sistema (2.1) fica

P { ff(z) quando z( >0, (2.3)

f~(z) quando z( <0,

Seguindo a defini¢ao de Filippov [2], (2.3) admite uma solu¢do que mora na variedade M

e satisfaz o sistema dado por:
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28 am g5 A

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.3: Tipos de singularidade dobra-dobra: (a) dobra-dobra invisivel-invisivel, quando
(L£3:h) <0e (L5 Rh) >0, (b)dobra-dobra invisivel-visivel, quando (£3,h) < 0 e (£3_h) <0,
(c) dobra-dobra visivel-invisivel, quando (£3,h) >0 e (£5_h) > 0 e (d) dobra-dobra visivel-
visivel, quando (£3,h) >0 e (L} h) < 0.

&= f*(r) quando zp=0 (2.4)

onde o campo vetorial deslizante, f*, é definido por:

Ly-h

m(ﬁ - f7), (2.5)

=+
No que segue, assumiremos que:

e ambos o campos fT e f~ tenham contato quadratico com a variedade na origem, isto
¢,
Lyp+h(0) =L;-h(0)=0 e L3 h(0)£0 , L5 h(0)#0 (2.6)

e /T e f~ nao tem equilibrios proximos da origem, isto é,

FFO)£0 e f7(0)£0 (2.7)

e ¢ que o par de curvas dado por Ly+h = 0 e Ly-h = 0 sobre h = 0 se intersecta

transversalmente na origem, isto é,

det(dh(0), dL s+ h(0), dLs-h(0)) # 0. (2.8)
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Ou seja, estamos assumindo que p = 0 é uma singularidade genérica (dobra-dobra) do
campo Z = (f*, /7).

Observagao 2.1.2. Podemos escolher coordenadas (zg, z1, z2) em R? de forma que

St={reM;z;=0} ¢ S ={r€ M;zy=0} (2.9)

sejam os conjuntos M-singulares de f* e ™, respectivamente. Nas proximas secoes, fixare-

mos este sistema de coordenadas.

2.2 Singularidade Teixeira

Nessa segao vamos estudar a dinamica do sistema (2.3) quando £7, h(0) < 0 e £5_1(0) >
0, ou seja, quando a origem é uma dobra-dobra invisivel-invisivel, conhecida como singula-

ridade Teixeira (veja figura (2.4)).

Figura 2.4: Dinamica proximo a uma singularidade Teixeira. Orbitas fora da variedade de

descontinuidade se curvam ao longo das dobras e cruzam a variedade em RC, e RC5.

2.2.1 Aproximacao Local

Para determinar o itinerario e destino das 6rbitas na vizinhanca da singularidade, obte-

mos uma aproximagao local para os campos vetoriais.

Como tangéncias cibicas locais em M estdo proibidas (pelas condigoes E?Hh(()) <0

e L7 h(0) > 0) e estamos assumindo que ndo existe equilibrio local (ou seja, f*(0) #
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0, f7(0) # 0 ) numa vizinhanga suficientemente pequena da singularidade, a projecao
dos campos vetoriais sobre a superficie M é aproximadamente constante. Isto é, por uma
expansao de Taylor linear na diregao x( e de ordem 0 nas diregoes x; e x9, podemos expressar

o campo vetorial préximo da origem como:

—z1 + O(xo, | |71, 22| ?)

fr= 1+ O(||z|]) : (2.10a)
VT 4+ O([|z]])
w9 + O(wo, ||1, fﬁsz)
= V= 4+ O(||z]]) , (2.10D)
1+ O(|[=|])

onde V¥ sdo constantes reais.
Para mais detalhes sobre essa troca de coordenadas veja Apéndice A.

Geometricamente, V' (respectivamente V'), mede a cotangente do angulo 0" (respecti-
vamente 6~) entre o campo vetorial f* (respectivamente f7) e sua linha dobra L+h|z,—o
(Lf-h|z=0). Estes, podem ser recuperados para um campo vetorial geral em uma singulari-

dade Teixeira de

LeiLih
(L L n)
—L; Ly+h
(L)L h)

VT =cotf" =

(2.11a)

V™ =cotf = (2.11b)

avaliado em pontos do conjunto singular.

A dinamica de (2.10) é ilustrada na figura (2.4). O fluxo de f* aplica pontos da regiao
{xog = 0,21 < 0} para a regiao {xo = 0,2; > 0}, afetando uma reflexdo ¢* no plano x; =0
ao longo da dire¢ao (0,1,V") + O(||x||). Do mesmo modo, o fluxo de f~ aplica pontos da
regiao {xg = 0,25 < 0} para a regido {xo = 0,29 > 0}, afetando uma reflexdo ¢~ no plano
x5 = 0 ao longo da diregao (0,V~,1) + O(||z|]).
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Como visto na se¢do (1.2.2), a variedade de descontinuidade é dividida em quadrantes
consistindo de regido de deslize {z; = 0,z; > 0,20 > 0} (RD), regido de escape
{0 = 0,21 < 0,29 < 0} (RE) e regides de costura {zo = 0,2y > 0exy < 0} (RC}) e
{0 =0,21 <0exy >0} (RCy), separadas pela dobra.

Nas regioes de costura, C'R; 5, a dinamica pode ser analisada por uma aplicacao “segundo
retorno”, a composicdo dos mapas reflexdo ¢+ e ¢~ (veja figura (2.5) ). A sequéncia de
costuras sera finita se esta aplicar para a regiao de deslize RD (ou seja, para a regiao onde
fT e f~ apontam na dire¢ao da variedade de descontinuidade). Além disso, essa aplicagao
tem pontos iniciais na regido de escape RE (ou seja, na regiao onde ambos os campos vetoriais

apontam para fora da variedade).

RE

Figura 2.5: A aplicacdo ¢t o ¢~. Um ponto p € RC; é aplicado para RCy pelo fluxo do

campo [~ e entao pode voltar a RC; pelo fluxo do campo f7

Através das regioes de costura o fluxo é continuo e inversivel. Na regiao de deslize uma
orbita é definida unicamente no futuro, mas existird um ntmero infinito de érbitas chegando
de M* e M~ no passado. Na regiao de escape o fluxo é definido unicamente no passado,

mas no futuro nao o ¢, gerando uma infinidade de orbitas que escapam para M+ e M.

Vamos estudar as Orbitas sobre a singularidade em termos de dois sistemas dinamicos

sobre a variedade de descontinuidade:

1. um sistema dindmico de tempo continuo nas regices de escape e de deslize (& = f*(x)),

cujas solucoes sao o6rbitas deslizantes que moram na variedade de descontinuidade, e

2. um sistema dinamico de tempo discreto (x — ¢ o ¢~ (z)), cujas solugbes sdo Or-
bitas costurantes, que envolvem a singularidade induzindo um mapa retorno sobre a

variedade de descontinuidade.
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Nas duas proximas se¢des [2.2.2 - 2.2.3|, analisamos essas dinamicas separadamente e
entdo remontamos a dinamica tridimensional na se¢ao [2.2.4]. Na segdo [2.6] apresentamos

algumas simulagoes numeéricas feitas no software Matlab.

2.2.2 Dinamica nas Regioes de deslize e de escape

Avaliando (2.10) em xy = 0 e substituindo em (2.5) o campo vetorial deslizante é:

0

V—z14+x24+0(||z1,22][?
fs — 1t 2;(@(“ 1,22[|%) (212)

z1+V T 22+0(||21,22]]?)
d(z)

onde d(z) = z1 + x2 + O(||z1, 22||?).

Esse campo vetorial é indefinido na origem, pois como f* e f~ sdo ambos tangentes a

variedade em 0, todos os vetores nas suas combinacoes convexas sao tangentes a variedade
M.

Assim, para que possamos estudar o campo vetorial deslizante numa vizinhanca da
origem, definimos um campo vetorial planar regularizado fs, multiplicando f* por d(x)

e omitindo a componente trivial g,

5 V- 1 1 o2
i —( o ) <x2)+0<|| 1) (2.13)

Observe que d(x) > 0 para x € RD e d(x) < 0 para x € RE, assim, f5 e f* tem o mesmo
retrato de fase na regido de deslize (RD) e o mesmo retrato de fase com tempo invertido
na regiao de escape (RE). Além disso, como d(0) = 0 , temos que f* tem um equilibrio na

origem, onde f* nao é bem definido.

Dessa forma, além do tempo invertido na regido de escape (observado acima), a outra
diferenca entre o campo vetorial deslizante e o campo vetorial deslizante regularizado é que
enquanto as Orbitas de fs que chegam a singularidade, a alcancam em tempo infinito, as
mesmas Orbitas para f* alcancardo a singularidade em tempo finito. E importante ter isso

em mente para traduzirmos as dinamicas de f° para o campo vetorial original f*.
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Na origem, f® tem autovalores

s — %(v* V4 VT VR 1) (2.14)

e os autovetores associados sio:

pe —VF
(=77 o1

Se o autovalor p4 tem parte real negativa (positiva), nos dizemos que ele, e seu autovalor

associado sao estaveis (instaveis).
Observe que os dois autovalores sdo reais, pois (VT —V7)%+4) > 0.

Chame ky = u.—V™", entdo k4 representa a tangente do angulo que o autovetor associado

ao autovalor puy faz com o eixo z,.

Observe que kyk_ = (uy — V1) (u_ —V*+) = —1, assim os autovetores sao ortogonais, ou
seja, um autovetor estd sempre nas regioes de deslize e de escape, e o outro esta sempre nas
regioes de costura. Os autovetores nunca podem ser tangentes a uma das dobras, pois isso
corresponderé a uma tangéncia cibica de f* ou f~ na origem (chamado um ponto ciispide),

excluido por (2.6).
Em particular, temos que k- <0 < ky e
1.se VI V- >0e VTV~ > 1, temos que 0 < p_ < puy.
2. se VTV ™ < 1, temos que pu_ < 0 < g ;

3.5e VH V- <0e VTV~ > 1, temos que pu_ < g <0 ;

Ou seja, o autovetor associado com o autovalor p estd sempre em RD, e

1.se VT, V- >0e VTV~ > 1, ambos os autovetores sao instaveis.
2. se VTV~ < 1, o autovetor de RD \ RE ¢ instéavel e o outro é estavel;
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3.5e VT, V- <0e VTV~ > 1, ambos os autovetores sao estaveis;

Logo, quando o autovetor em RD \ RE é estével, ele é associado com o autovalor estavel
fraco, assim segmentos de 6rbitas deslizantes sao assintoticamente atraidas para o autovetor

aproximando da singularidade. Os diferentes casos estao ilustrados na figura (2.6).

RD RD

RE RE

©

RD

RE

Figura 2.6: Diagrama de bifurcacao e retratos de fase da dinamica deslizante.

Referindo as definiges de orbitas e fluxo na segao [1.2] (definigao (1.2.4)), os retratos de
fase ilustrados na figura (2.6), implicam que no caso (3) , orbitas cruzam a singularidade
de RD para RE em tempo finito, enquanto nos casos (1)-(2) elas cruzam de RE para RD.
Observe que na origem o campo vetorial deslizante f* nao é unico, quando V*V~™ > 1,
V+, V= <0 (Regido (3) na figura (2.6)). Nesse caso, uma familia a um parametro de orbitas
se intersectam na origem ao longo de uma tnica dire¢do (um autovetor de fs) Nos outros

casos, somente uma tnica oOrbita intersecta a singularidade.

No caso (3), orbitas com condigbes iniciais longe da descontinuidade pode entrar na
regiao de deslize e evoluir para a singularidade (Figura 2.7), onde sua evolucao futura é
multivaluada. Tais 6rbitas alcancam a singularidade em tempo finito, e ao cruza-la, todas
as informagoes sobre suas condigoes iniciais é perdida. Assim, unicidade no futuro é perdida

para Orbitas que convergem para a singularidade.

Podemos estudar a estabilidade estrutural de f® considerando fs. E é o que faremos a

seguir.
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Figura 2.7: Nao-determinismo da singularidade Teixeira: Orbitas com condicGes iniciais
longe da descontinuidade podem entrar para a regiao de deslize e entao seguir a orbita
deslizante aproximando da sigularidade. Dessa forma, a orbita alcanca a singularidade em
tempo finito e entra na regiao de escape. A partir dai, uma familia a um parametro de

orbitas partem da regiao de escape.

A Jacobiana de (2.13) em 0 é singular quando VTV~ = 1, e uma rapida inspegao de
(2.10a) e (2.10b), mostra que isso corresponde a fT e f~ serem antiparalelos (se V', V'~ < 0)
ou paralelos (se V', V= > 0) na origem (de fato, f7(0,0,0) =V*f7(0,0,0) se VTV~ =1).

O autovetor (—V*, 1) associado com p_ = 0, sempre aponta para a regiao deslizante se
VT, V= < 0, e para uma das regioes de costura se V', V= > 0. Dessa forma somente o
caso quando V1, V™ < 0 resulta em um retrato de fase estruturalmente instavel do campo

vetorial deslizante, quando VTV~ = 1.

Para VY, V- < 0e VTV~ & 1 0 comportamento das orbitas de f* ao redor da origem ¢
capturada pela dinamica na variedade central unidimensional com expansao de Taylor
= VTV~ —Du+ au’® + O(u?) (2.16)

que exibe uma bifurcagao transcritical em VTV~ =1 (detalhes sobre essa forma normal sao
dadas no Apéndice B). Observe que, para f*, isso significa que existe um tnico equilibrio

que cruza a singularidade quando V'V~ = 1, trocando a estabilidade no processo.

Observe que (2.16) tem 2 equilibrios:
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u=0 (2.17a)

we V21 (2.17h)

a2

Mas u = 0 corresponde a origem nas coordenadas (z1,xs) e portanto (2.17a) nao é um

pseudoequilibrio de f*. Dessa forma, analisaremos apenas (2.17b).

Temos que:

1. Seas >0e

(a) se VTV~ —1> 0, entdo (2.17b) & um no estavel para (2.16) e estd no semi-eixo

negativo de u.

(b) se VTV~ —1 <0, entdo (2.17b) ¢ um no instavel para (2.16) e esta no semi-eixo

positivo de w.
2. Seay <0e

(a) se VTV~ —1> 0, entdo (2.17b) & um no estavel para (2.16) e estd no semi-eixo

positivo de w.

(b) se VTV~ —1 <0, entdo (2.17b) ¢ um no instavel para (2.16) e esta no semi-eixo

negativo de wu.

Dessa forma, assumindo que o semieixo positivo u estd em RD, o pseudoequilibrio de f*

e (s1) se ap > 0 em (2.16), uma sela em RE para VIV~ > 1e VT V™ <0, e um no
estavel em RD quando VTV~ <1ou VT, V™ >0,

e (s2) se ay < 0 em (2.16), uma sela em RD para VIV~ > 1e VT V™ <0, e um no
instavel em RE quando VTV~ <1ou V', V™ > 0.

Isso ¢ ilustrado na figura (2.8).
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2.2.3 Dinamica nas regioes de costura

Nas regioes costurantes, orbitas de f™ e f~ induz aplicacoes ¢* e ¢~ da variedade M
nela mesma, através das dobras.
Os campos vetoriais ( 2.10a ) e ( 2.10b ) truncados para primeira ordem sao facilmente

integrados obtendo

- -1 0
ot R xR—R" xR = < Loyt 1 ) ( o > + O(||z1, z2|?), (2.18)

T2
- 1 2V —
¢ RxR —»RxR" = (0 1 ) <x1>+O(Hx1,xa|l2)- (2.19)

As aplicacoes completas ¢ e ¢~ , cujas expansoes de Taylor para a terceira ordem
é reportada no Apéndice C, sao entao recuperadas como perturbacoes genéricas desses,
impondo que eles preservem a correspondente linha dobra, e que eles sejam involugoes. Essa
ultima exigéncia segue, pela teoria de singularidades de aplicacoes, e do fato das linhas

x1 =0 e x5 = 0 serem dobras das aplicagoes ¢T e ¢~ (veja, por exemplo [19]).

Para entender as dinamicas das orbitas que enrolam sobre a singularidade, costurando
através de RC, e RC5, podemos estudar a aplicagao de Poincaré de uma regiao costurante
(RC; ou RC5) nela mesmo. Essa aplicagao é obtida como a composigao de ¢+ e ¢~. Qualquer

ordem para essa composicao ird descrever completamente a dindmica do campo.

Nos consideraremos a aplica¢ao ¢ = ¢ o ¢~ (argumentos similares seguem se consider-

armos a composigao ¢~ o ¢T).

O dominio de ¢ é o conjunto D C RC tal que ¢~ (D) C RC,. Orbitas com condigo
inicial em D cruzam RC, e retornam para RC; ou RD. O complemento de D em RC,
consiste de condicoes iniciais que sao aplicadas em RD por ¢—. Isso implica que D esta
entre o eixo negativo xy e a pré-imagem do eixo positivo zs pelo mapa ¢~. Como ¢~ é uma

involu¢do, a pré-imagem é uma curva dada por ¢~ (z1 = 0,29 > 0).

A aplicacao de Poincaré assim obtida é:

1 —1 2V — T ,
" ( 72 ) - ( 2Vt (—144VTV) ) ( 2 > + O[lz1, 2:[%). (2.20)
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Essa aplicacao tem um ponto fixo na origem, com autovalores

A = VTV = 1) £2/VHV-(VHV - —1) (2.21)

Os autovalores sao reais quando VTV~ > 1 ou VTV~ <0, e complexos caso contrario.
Mais do que isso, temos que:

1. se VTV™ >10u VTV~ < 0 o ponto fixo ¢ do tipo sela;

2. se 0 < V*V~ < 1 o ponto fixo é do tipo eliptico, sendo do tipo centro para a parte

linear, com autovalores conjugados complexos sobre o circulo unitério.

Os autovetores correspondentes sao

2V~
( Lo > (2.22)

O seguinte resultado esta provado em [5]:

Teorema 2.2.1. Para um sistema dindmico (2.3) onde os campos vetorias f+, f~ estao na

forma (2.10) temos que:

1. Se VIV= > 1 e VY V™ < 0, toda drbita de (2.3) cruza M um nimero infinito de

vezes. Fxiste um par de superficies invariantes que se interceptam na singularidade.

2. 8e VIV- <1ouV*t >0 o0uV™ >0, toda drbita de (2.3) cruza M um nimero finito

de vezes.
Uma bifurcacio toma lugar em VIV~ =1 para VT,V < 0. Além disso,

1. SeVTV= >1e VT V™ <0, uma das superficies invariantes é assintoticamente atra-
tora, e encerra a regiao de escape RE dentro do domino de repulsao da singularidade;
a outra superficie € assintoticamente repulsora e encerra a regiao deslizante RE dentro

do dominio de atracao da singularidade.

2. SeVTV~- <1louV*t >0o0uV~ >0, drbitas deslizantes sao repelidas da singularidade,

e
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(a) se VT >0, toda érbita cruza M no mdzimo uma vez de M~ para M,
(b) se V= >0, toda orbita cruza M no mdximo uma vez de M™ para M~, e

(c) se 0 <VTV™ <1eVT V™ <0, toda érbita cruza M no minimo uma vez antes

de entrar na regiao de deslize.

Uma bifurcacao da dinamica costurante ocorre quando V*V~- =1e V1 V- < 0. Na
bifurcacao, o Jacobiano da aplicacao de Poincaré na origem é nao-diagonalizével, e tem 2
autovalores iguais a 1. Como uma consequéncia de ¢ e ¢~ serem involugdes, isso corresponde

a uma bifurcacao degenerada 1-1 do mapa.

Proximo a bifurcacao, a aplicagao pode ser reduzida a forma normal

Uy U+ U2+ O(||UH4)

(2.23)
U9 —> 4pu1 + (1 + 4p)UQ + BHUﬂLQ + Bgoui’ + Bglu%UQ + Bogu% + O(||U||4>

com

p=V*tV-—1, (2.24)
através de uma série de trocas de varidveis e parametros que sao reportadas no apéndice D.

Na bifurcagdo e na origem, o eixo u; fica ao longo do vetor diregio (1, V%), o autovetor
singular do Jacobiano de ¢, e a dire¢do positiva de u; aplica para dentro de (RC,), enquanto

0 €eixo us € tangente ao eixo x; nas coordenadas originais.

A forma normal tem um ponto fixo na origem para todos os valores de p, enquanto mais

dois pontos fixos , localizados em
up =+24/—=—— , us=20 (2.25)

surgem quando 5—5) é positivo.
A positividade dos autovalores (2.21) implica que o eixo u; negativo intersecta RCY, e fica

dentro do dominio do mapa de Poincaré ¢, implicando que o ponto fixo em u; = —2 ;—ﬁ)

corresponde a uma orbita periddica costurante proxima a singularidade.
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Os autovalores desse ponto fixo sao

1— Bll\/_—p + [ L (8Byy + B2) + O(p) (2.26)
B3U B30

Dependendo dos valores de By, e B3y temos que:

e (cl) Se Bsy > 0, os autovalores sao reais, 1 positivo e 1 negativo;

e (c2) Se Byy < 0, e |8B3| < B3, ambos os autovalores sao reais, e estao dentro do

circulo unitario se By > 0, ou fora do circulo, caso contrario;

e (c3) Se B3y < 0 e [8B3g| > B%, os autovalores sdo conjugados complexos, e estao

dentro do circulo unitario se By; > 0 e fora caso contrario.

As orbitas da aplicacao (2.23) sao aproximadas para p = 0, pela substitui¢do de um fluxo

tempo-unitario que é equivalente a

vo= v+ O(lo][")

. s B ) A (2.27)
Uy = Buvivy + Byovy + (52 + Bar — 3Bso)vive + O([|v][*)

como explicado no apéndice E.

Assim, os casos (cl), (c2), (c3) origina os seguintes cendrios de bifurca¢do da dindmica

costurante numa vizinhanca da origem:

e (cl) Para p > 0 a singularidade é um ponto sela do mapa ¢. Para p < 0 um ciclo sela

emerge da singularidade , e a singularidade ¢ um centro do mapa ¢.

e (c2)Para p < 0 a singularidade é um ponto fixo do tipo eliptico do mapa ¢. Parap > 0
um ciclo n6 emerge da singularidade, e a singularidade ¢ uma sela do mapa ¢. Em
p = 0 0 mapa costurante na singularidade pode exibir um setor eliptico ( uma regiao

para a qual toda orbita converge para a singularidade em tempo passado e futuro).

e (c3) Para p < 0 a singularidade é um centro do mapa ¢. Para p > 0 um ciclo foco

surge da singularidade, e a singularidade ¢ uma sela do mapa ¢.
Os retratos de fase de cada tipo sao mostrados na figura (2.8)
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T 1 R

p<0 p>0 p<0 p>0

Figura 2.8: O catalogo completo da dinamica local sobre a singularidade Teixeira, quando
p=V*TV~-—1~=0, éobtida compondo um dos possiveis retratos de fase deslizante (sl),

(s2) com um dos retratos de fase costurante (cl),(c2;,) ou (¢3s,,).
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2.2.4 Dinamica sobre a singularidade Teixeira

Uma vez que as dinamicas das regioes de deslize, de escape e de costura foram estudadas,

elas podem ser “coladas” para obter o retrato global de 6rbitas sobre a singularidade.

A dindmica em RD foi completamente descrita na segao [2.2.2] e pode ser somente de 2

tipos, (s1) e (s2) na figura (2.8), dependendo do sinal do parametro as em (2.16).

A dinamica em RC} e RCy foram derivadas diretamente da aplicagao (2.23). A troca de
variaveis que da lugar a aplica¢do de Poincaré genérico (2.20) na forma (2.23) garante que,
para p suficientemente préximo de 0, o eixo positivo u; permanece completamente dentro do
dominio D do mapa ¢. Assim, a origem e a soluc¢ao negativa de (2.25) sao pontos fixos do
mapa de Poincaré. Em particular, em termos das dindmicas do sistema (2.1), a origem é um
ponto limite (tempo passado ou futuro) das orbitas costurantes, enquanto a solugao (2.25)
corresponde a um ciclo costurante cujo tipo (foco/nd/sela, estavel/instavel) depende, como
no6s vimos na se¢ao [2.2.3], dos coeficientes Bsg e By da forma normal. Dessa forma, podemos
esbogar as orbitas costurantes do sistema (2.1), ou mais precisamente, suas interse¢oes com
a variedade de descontinuidade, como os casos (c1)-(c3) na figura (2.8). Os retratos de fase
descritos sdo obtidos tomando as dinamicas do mapa (2.23), restritas a C'R;, e refletida na
linha x; = x9. Nos casos (¢2) e (¢3) o mapa contém um né ou foco, que pode ser estéavel
((c2s) e (¢3s)) ou instavel ((c2u) e (c3u)).

A dinamica completa em torno da singularidade Teixeira é obtida entao, “colando” um dos
retratos (sl), (s2) para a dinamica deslizante, com um dos retratos (c1)-(c3) para a dinamica
costurante. Dessa forma, temos um total de 10 retratos de fase qualitativamente diferentes,
(veja, por exemplo a figura(2.9)). Observamos que nao foram encontrada condigoes que
proibam alguma das 10 combinagoes desses retratos. De fato, em [1] foi exibido exemplos

de cada um dos 10 possiveis retratos de fase. Na secdo (2.6), apresentamos esses exemplos.

Caracteristicas qualitativas interessantes das dinamicas podem ser diretamente deduzidas
da Figura (2.8).

Por exemplo, para p < 0, a dinamica nos setores costurantes proximo da singularidade
é similar em cada caso (c1)-(¢3). Aqui, um namero finito de costuras levam orbitas de RE

para RD. Uma vez que elas chegam em RD, os campos vetoriais em (s1)-(s2) entram em
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cena. Nesse caso, todas as Orbitas desenvolvem-se afastando da singularidade, convergindo

em dire¢do de um pseudo-n6 em (s1), ou deixando a vizinhanga local em (s2).

Para p > 0 entretanto, (c1) é fundamentalmente diferente de (c2) e (¢3). Em (c1), orbitas
costurantes deixam a vizinhanca da singularidade no passado ou no futuro, e portanto nao
existem localmente 6rbitas costurantes que passam de RE para RD. Em (¢2) e (¢3), sempre
existem oOrbitas costurantes que podem localmente passar de RE para RD. O mapa costurante
contém um ponto fixo do tipo né ou foco. Se o ponto fixo é estavel ((c2s) ou (c3s)), entdo
todas as Orbitas costurantes que surgem de RE suficientemente préoxima da singularidade
convergem para o ponto fixo. Se o ponto fixo ¢ instavel ((c2u) ou (c3u)), entao todas as
orbitas costurantes suficientemente proximas da singularidade irao alcancar RD em tempo
finito.

(a) p<0 (b) p>0

Figura 2.9: Composigao do retrato deslizante (s1) e o retrato costurante (c3u) da figura(2.8).
(a) Para p < 0 todas as oOrbitas alcancam a regiao deslizante, e uma orbita costurante é
mostrada. (b) Para p > 0 esse sistema tem um conjunto invariante proximo a singularidade,
gerado pela evolucao futura da regiao hachurada de RE. O ciclo limite é mostrado em

vermelho.

2.2.5 Caos nao deterministico

Um caso particularmente interessante ¢ revelado se no6s tomarmos os retratos costurantes
(¢2,) ou (¢3,) e combina-lo com o retrato (s1), como exemplificado na figura (2.9). Segue o

resultado.
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Proposicao 2.2.1. Se um sistema exibe uma singularidade Teizeira com retratos costurantes

(c2,) ou (c3,) com p >0, e o retrato deslizante (s1), entio localmente:

e todas as drbitas costurantes alcancam RD, com excecao do ciclo limite instdvel,
e todas as orbitas deslizantes alcancam RE via o singularidade, e além disso

e todas as orbitas visitam a singularidade recorrentemente.

A evolucao no futuro da singularidade nao é tnica, e portanto nao deterministica. No6s
podemos caracterizar esse comportamento dizendo que o sistema exibe uma forma nao de-

terministica do caos.

O termo “caos nao deterministico” apareceu anteriormente em [20] em uma colocagao
um pouco diferente, embora que referindo a uma similar perda de unicidade na qual uma

infinidade de é6rbitas recorrentemente passam através de um tnico ponto em tempo finito.

Para definir essa no¢ao nao familiar, comecemos definindo caos deterministico disponivel

em muitos textos usuais. A definicdo que daremos a seguir foi dada em [21].

Definicao 2.2.2. Um fluzo ¢ € cadtico sobre um conjunto compacto invariante A se 1 €

transitiva e exibe sensibilidade em relacao as condigoes iniciais em A.

De fato, o sistema descrito na proposi¢ao (2.2.1) tem um conjunto invariante A, proximo
da singularidade, gerado pela evolucao futura da regiao em RE limitada pelas dobras e

pela variedade instavel da pseudosela (incluindo a pseudosela; veja regiao hachurada na
figura(2.9b)).

A seguir damos as defini¢oes de transitividade e sensibilidade a condigoes iniciais para

fluxos de sistemas nao deterministico. Primeiramente, como em [21], dizemos que:

Definicao 2.2.3. Um fluzo 1 € topologicamente transitivo sobre um conjunto invariante

A se para todo par de conjuntos nao-vazios, abertos, U e V em A, existe um t > 0 talque

Y (U)NV £,
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Isso é satisfeito pelo sistema descrito na proposicao (2.2.1), pois todo ponto z € U alcanga

a singularidade em tempo finito quando sua evolucao futura gera o conjunto A.

E, finalmente, a defini¢do de sensibilidade em relacao as condicdes iniciais em [21] foi

adaptada para ser aplicada no nosso caso como segue.

Definicao 2.2.4. Seja B.(x) uma bola de raio € centrado em x. Um fluzo multivaluado
exibe sensibilidade sobre um conjunto invariante A se existe um r fizado tal que para cada
x € A e todo € > 0 eziste uma vizinhanca y € B.(x) N A tal que o didmetro de 1y(x) Uy (y)

€ mazior do que r para algum t > 0.

A tnica diferenga entre essa defini¢do e a em [21] é que essa usa o diametro de () U1l (y)
no lugar da distancia ||1y(x) — ¢4 (y)||. As duas definigoes coincidem para fluxos no sentido

usual, fazendo com que essa seja uma extensao natural.

Para nosso fluxo, a evolucao futura de algum ponto em A gera todo o conjunto invariante,
depois costurando a singularidade, assim o fluxo na proposi¢ao (2.2.1) exibe dependéncia

sensivel em relacao as condicoes iniciais , e A é um conjunto cadtico nao-deterministico.

A seguir, nas duas proximas secoes descreveremos brevemente os outros possiveis tipos

de singularidade dobra-dobra.

2.3 A dobra-dobra visivel

Um campo vetorial intersectando transversalmente dobras visiveis genericamente satisfaz
(2.6)-(2.8), com L3 h < 0 < L%, h na singularidade. Isso é ilustrado na Figura (2.10) e tem

forma normal

—x1 + O(zo, || 21, $2||2)

fr= —1+O(||]]) : (2.28a)
=V +O(||]])
Ty + O(xo, ||21, 22| )
= ~V=+0(||=||) : (2.28b)
—1+ O(l]z[)
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Figura 2.10: Dinamica préoximo a uma singularidade dobra-dobra visivel

Assim como para a singularidade Teixeira, geometricamente, os parametros V*, mede
a cotangente do angulo % entre o campo vetorial f* e sua linha dobra. Eles podem ser

recuperados para um campo vetorial geral com uma dobra-dobra visivel por

~LpLs-h
V(LR h)
I i o (2.29b)
V(L h)

V=

(2.29a)

Dinamicas costurantes nesse caso sao triviais, pois em dobras visiveis, érbitas costurantes

se afastam da vizinhanca da singularidade (veja figura (2.10)).

Dinamica deslizante pode ser entendida da mesma maneira da segao [2.2.2]. A expressao

explicita para o campo vetorial deslizante é:

0

—V—a1 —2p+0(||lz1,22[%)

fP= d(z) (2.30)

—21 =V F 2+ O(||lz1,22[%)
d(z)

onde d(z) = z1 + x5 + O(||z1, z2|[?).

Como foi feito na secdo [2.2.2|, tomemos um campo vetorial planar regularizado, fs,

multiplicando f*por d(z) e omitindo a componente trivial x,

- V- -1 T
o= ( 1 _yT > (x; > +O(HI1’$2||2 (2'31)
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O equilibrio na origem de fs tem autovalores

s = —%(w V4 TSV R 1) (2.32)

(0 negativo de 2.14) enquanto os autovetores associados sao:
+ VT
( - 1 ) (2.33)

Assim, a dindmica deslizante é a mesma da singularidade Teixeira, mas com tempo

(0o mesmo como (2.15)).

invertido (veja figura 2.11).

Esse tempo invertido tem uma importante implicacao para a complexidade da dinamica
local. Similarmente a singularidade Teixeira, um pseudoequilibrio cruza entre RD e RE
quando VTV~ =1, com V1, V- < 0. Entretanto, considerando que em uma singularidade
Teixeira uma famfilia a uma parametro de 6rbitas em RD podem intersectar a singularidade,
em uma dobra-dobra visivel somente uma tnica 6rbita em RD pode intersectar a singulari-
dade. Em todos os casos, todas as trajetorias desenvolvem afastando da singularidade para
os campos vetoriais superior ou inferior, partindo da variedade de descontinuidade ou de

uma dobra visivel ou de RE.

Dessa forma, existem somente duas classes topologicas estruturalmente estaveis na origem

para o sistema (2.28a)-(2.28b), especificado pelas inequagoes:
1. VIV >1, VT, V- <0
2. VT V- <louV=—>0

A estabilidade estrutural foi provada em [2]. Para sistemas com VTV~ =1, V~ < 0,

existe arbitrariamente préximo, sistemas que pertencem a qualquer uma dessas duas classes.

2.4 A dobra-dobra invisivel-visivel

Um campo vetorial intersectando transversalmente dobras visivel e invisivel generica-

mente satisfaz (2.6)-(2.8), com (£3_h)(L7,h) > 0 na singularidade, sendo denominada uma

37



RE

RD

RE]|

RE

\/

7al\

RD

©

RD

Figura 2.11: Diagrama de bifurcacao e retratos de fase da dindmica deslizante de uma

singularidade dobra-dobra visivel.

dobra-dobra visivel-invisivel (se £5.h > 0 e L3, h > 0) ou invisivel-visivel (se L5, h < 0 e

L3 h <0). Isso é ilustrado na figura (2.12).

Consideraremos o caso quando £?+h <0e E?c_h < 0. (O caso ,Cfurh > 0, /J?_h >0, é

reduzido a esse trocando xg, T2, 1 por —xg, T1, Ta).

Figura 2.12: Dinamica proximo a uma singularidade invisivel-visivel

Esse caso tem forma local:
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—x1 + O(zo, || 21, $2||2)

fr= 1+ O(||z]]) : (2.34a)
VE+O(]]z]])
x + O(xo, ||21, 22| )
/o= Vool | (2.34D)
=1+ O(|[z])

Os parametros V* podem ser recuperados para um campo vetorial geral com uma dobra-

dobra invisivel-visivel de

v - ErLih (2.35a)
(L5+h)(L5-h)
y- o Lk (2.35b)

(L3 1)(£3h)

O campo vetorial deslizante regularizado f* nesse caso é:

- V- 1 x
o= < 1 yH > (x; ) +O(H$1>'T2H2 (236)

O equilibrio de fs na origem tem autovalores

= %(V* VIV RV =) (2.37)

enquanto os autovetores associados sao:

1
() s

Seja ky = uy + V'~ e observe que ki k™ = 1.

Os autovalores sao imaginarios quando |V 4V ~| < 2 e reais caso contrario. Além disso:
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1. Se [Vt + V7| < 2 entdao nao existem dire¢oes nas quais trajetorias podem chegar na

singularidade.

2. Se |Vt + V7| >2, VTV- <1eV*T -V~ >0, entdo os autovalores sdo positivos e os
dois autovetores estdao em RD/RE (puy > u— > 0e 0 < k- <1 < k™). Dessa forma, a

origem é um no instavel.

3. Se [VT4+ V| >2, VIV- <1e VT -V~ <0, entdo os autovalores sdo negativos e os
dois autovetores estao em RD/RE (u_ < uy <0e 0 < k- <1< k™). Dessa forma, a

origem é um noé estavel.

4. Se [VT+V~| >2e VTV~ > 1, entao um autovalor é negativo e o outro ¢ positivo
e ambos os autovetores estdo em RD/RE (u- <0 < py e 0 < k- <1 < k™). Dessa

forma, a origem ¢ um sela.

Figura 2.13: Diagrama de bifurcagao da dinamica deslizante de uma singularidade dobra-

dobra invisivel-visivel.

RD RD RD RD

RE RE RE RE
(1) (2) (3) (4)

Figura 2.14: Retratos de fase da dinamica deslizante.
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Quando V*V~ = 1, um autovalor vai a 0. Nesse caso, f* tem uma variedade central

uni-dimensional (veja Apéndice F) com dinamica

= (VTV" = Du+ agu® + O(u?) (2.39)

Com VTV~ passando através da unidade com V', V= > 0, um pseudoequilibrio cruza a

singularidade ao longo do autovetor singular.

Como a origem ¢ uma singularidade dobra invisivel para T, temos que proximo a origem,
as trajetorias da regido xy > 0 vao de RCy = {xg = 0,21 < 0,25 > 0} para
RD = {xy = 0,21 > 0,25 > 0}. Podemos entao definir uma aplica¢do primeiro retorno
¢t : ROy — RD dada por:

-1 0
ot = ( e ) ( " ) + O(la, 2ol (2.40)
- 2

Observe que o fato da origem ser uma dobra visivel para f~ previne o inicio da dindmica
costurante recorrente (figura 2.12). No entanto, devemos observar também que a classe
topologica de trajetorias na regido x3 + % + 23 < 6% depende nao somente da combinagao de
trajetorias no plano xy = 0, mas sim de combinacoes de trajetorias e de suas imagens pelo

mapa ¢*. Dessa formas devemos estudar a imagem da aplicacao ¢+,

.« . . + - . o d: o
Em uma vizinhanga pequena da origem, ¢ aplica uma linha y = 1(x) com 3 = k sobre

uma linha y = ¢;(z) com

dy k dx

—=———40(1 2VTE#£0 — =0(1 2Vtk =0 2.41

dm 2V+k _ 1 + ( ) se ?é Y € dy ( ) se ( )
Assim as imagens dos eixos 7 e de trajetorias entrando na origem com inclinacoes k. e

k_ sao curvas entrando na origem com inclinagoes

1 oo ke 1 oo |
VE Tt T Utk — 1 2Vt —k. T T 2Vt —k,

*

(2.42)

Consequentemente, a classe topolégica depende da combinacao dos niimeros k., k_, k*,
ki, KL

Assim, nos iremos encontrar os valores de bifurcacao dos parametros V1,V
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1. Colocando k* = ky > 0, nos temos 2V+ = ﬁ =k_ > 0 e portanto 2VH (VT — V™) =

-1, V*t > 0.

2. Colocando k™ =k_ > 0 noés temos VT +V— = 2.

3. Colocando k™ = ki > 0 nos temos k_ = i =2V*T —k, > 0 e portanto VTV~ = 1.

4. Colocando k* = k1 > 0 nos temos k_ = ﬁ =2Vt —k_ > 0e portanto VT —V~ =0,

VvVt >0.

As relacoes obtidas definem as linhas que separam o plano dos parametros V., V™ em

11 regides de dinamicas estruturalmente diferentes (figura 2.15). A estabilidade estrutural

dos sistemas dessas 11 classes e a auséncia de outros sistemas estruturalmente estivel esta

provado em [2].

o

V=1

Figura 2.15: Diagrama de bifurcagao de uma dobra-dobra invisivel-visivel

2.5 Observacoes sobre bifurcacoes deslizantes

Embora o comportamento local de dobra-dobra visivel e invisivel-visivel ser menos com-

plexo do que o da singularidade Teixeira, eles podem ter implicacoes surpreendentes para a

dinamica global.

Vimos nas figuras (2.10), (2.12) que ndo existem orbitas costurando a dobra-dobra da

regiao deslizante para a regiao escapante. Assim, localmente todas as 6rbitas eventualmente



partem da vizinhanca da dobra-dobra, deixando a variedade de descontinuidade via uma
dobra visivel.

No entanto, isso significa que as dinamicas deslizantes locais interagem com a dinamica
global. Dessa forma, familias a um parametro de 6rbitas podem sofrer bifurcacoes deslizantes
assim chamadas catastroficas. Nessas bifurcagoes, por exemplo, orbitas peridédicas podem ser
subitamente destruidas através de um encontro com uma dobra visivel ou invisivel-visivel.
Isso ocorre quando elas cruzam a dobra-dobra de RD para RE, de modo que a geometria local
é dada pelos campos vetoriais nas se¢oes (2.4)-(2.3). Em alguns casos, por exemplo em uma
dobra-dobra invisivel-visivel com VTV~ < 1, VT +V~ > 2, V* <V~ essas bifurcagoes sao

provavelmente associadas com dinamica caética nao deterministica sobre uma escala global.

2.6 Simulacoes numéricas

Como vimos na se¢ao (2.2.4), um caso particularmente interessante é quando tomamos
na figura (2.8) os retratos (sl1) para a dinamica deslizante e (¢3,) para a dindmica costurante.
Tais retratos sao obtidos tomando (2.5) e (2.20) com coeficientes By; > 0, B3y < 0, |8B3o| >
B}, e ay > 0.

Um exemplo numérico desse caso ¢ dado pelo sistema:

-3 -1 0 Z 0

ff=1 -1 -3 0 o |+ 1 |, (2.43a)
0 1 =2 T vVt
0 1 o 0

I 0 —2 0 o |+ v |, (2.43b)
1 0 3 To 1

com a variedade de descontinuidade sendo xy = 0.

As formas normais deslizante e costurante (2.5) e (2.20) para esse sistema tem coeficientes
Bi1 = —16, B3y = —1666,93, as = 61.4, quando Vt = —5e V~ = —1/5, e portanto, estamos

no caso (sl) — (¢3,) da singularidade Teixeira.

Na figura (2.16), simulamos o sistema usando o software Matlab, com um integrador

suave por partes introduzido por [13], com VT = —5.01, V- = —0.2. Nesse exemplo,
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p=VTV~—1=0.002 > 0. Tomamos a condi¢ao inicial (1072, —107%, —107%). Assim, a
condicao inicial est4 proximo da bifurcacao e portanto os campos vetoriais abaixo e acima

da variedade de descontinuidade sao aproximadamente antiparalelos na origem.

(a) (b)

Figura 2.16: Simulagao do sistema (2.43) com VT = —5.01 e V~ = —0.2, exibindo um
pseudoequilibrio (mostrado em vermelho) em RD e um ciclo foco instével. Na figura (b) &
mostrada intersecoes da orbita com a variedade de descontinuidade. O pseudoequilibrio em

RE estd mostrado em vermelho.

Para uma melhor visualiza¢do do comportamento da o6rbita ampliamos a figura (2.16),
obtendo (2.17). Observamos que apés a tltima costura, a orbita alcanga a regiao de deslize
(no ponto superior em RD). Depois, segue a orbita do campo vetorial deslizante (via uma
caminho aproximadamente reto, como mostrado na figura). A oOrbita entdao segue para a
singularidade e a alcanca apds um tempo t ~ 0.48. Nesse tempo o integrador falha, o que
é coerente com os resultados obtidos teoricamente, pois nesse tempo a 6rbita esta entrando

em RE, onde sua evolugao futura nao é tnica.

Trocando VT para —4.99 no sistema (2.43), teremos que p = VTV~ — 1 = —0.002.
Simulamos esse sistema na figura (2.18). As orbitas se curvam ao longo da singularidade
um ndmero finito de vezes e alcangam RD. Nesse caso, (como vemos na figura (2.18b)), a
orbita deslizante se afasta da singularidade sobre um caminho reto. A o6rbita termina em

um pseudoequilibrio (ponto verde na figura (2.18)).
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0.0006

RC, RD

e

pseudoequilibrio

uitima costura

s

RE RC,

~ 00006 0.0006

Figura 2.17: Ampliagao da figura (2.16). Uma tnica 6rbita originando proximo de RE, com
condi¢oes iniciais (10720, —107% —1079) enrola sobre a singularidade e atinge RD, e entao é

atraida para a singularidade e volta a RE.

Observamos que trajetorias do sistema truncado para primeira ordem em (2.10) sdo

curvas (xo(t), z1(t), z2(t)) cujas coordenadas satisfaz

(5e=22 + 5722 — 222 + )V se 19> 0
(VY — Dz =4 (2.44)

1 2 1 2
(2‘/—_131 + FvT Ly — T1T2 + C)V+ se x9<0

onde a constante ¢ fixa a altura que a orbita alcanca ao longo do eixo .

Quando VTV~ (1 — VTV ™) > 0, essas equagbes definem um par de paraboloides, um
acima e um abaixo da variedade de descontinuidade, unidos nao diferencialmente, formando
uma bola com o equador achatado. Quando VTV~ (1 — VTV ™) <0, eles definem um par de
superficies acima e abaixo da variedade , cada um dos quais faz parte de uma sela, novamente

unidas nao diferencialmente.

Se ¢ = 0, as superficies formam um duplo cone nao suave através da singularidade, que

sofre uma bifurcacao, quando p = 0, veja por exemplo figura (2.19).

Afim de exemplificar cada um dos 10 retratos de fase diferentes da figura (2.8), conside-

remos o sistema (2.43), trocando a Jacobiana de f* para
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(a) (b)

Figura 2.18: Simulagao do sistema (2.43) com V* = —4.99 e V~ = —0.2. Uma tunica orbita,
com condicdes iniciais (10720, —1075, —1075), enrola sobre a singularidade e alcanca RD, e

entao é repelidade da singularidade por uma pseudo singularidade (ponto verde).

a1l —1 0
-1 =3 0 (2.45)
0 aszo -2

Assumindo os valores da Tabela (2.1) para os parametros a1, asz, V' e V7, nés obtemos

um exemplo de cada cenario predito.
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Retrato || a;q | asy | V7T V-
sl-cl -3 1 ]-1/20 | -20
s1-¢24 301 | -1/5 -5
s1-c2, 100 0O -20 | -1/20
sl-e3, | -3 ] 1] - 1
s1-¢3, 31 -5 -1/5
s2-cl -3 10 | -1/2 -2
s2-¢2, || -3 | 10 | -2/3 | -3)2
§2-c2, 100 | 100 -9 -1/5
s2-c3; -3 10 -1 -1
§2-c3, -3 | 100 -9 -1/5

Tabela 2.1: Lista de valores dos parametros aii, ass, V', e V=

de todos os retratos descritos na figura (2.8)

usados para obter exemplos

Figura 2.19: Variedades Invariantes préximo a uma singularidade dobra-dobra. Os trés tipos

qualitativamente diferentes de érbitas sao mostradas. 1) Uma orbita comegando proximo de

U (pelo lado de dentro), espirala em direcao da singularidade e atinge a regiao deslizante

(regido hachurada). 2) Uma orbita comegando proximo a variedade U (pelo lado de fora)

inicialmente espirala em direcao da singularidade e entao espirala se afastando da singulari-

dade, e tende assintoticamente para S. 3) Uma orbita espirala para fora da regiao de escape

se afastando da singularidade, aproximando assintoticamente de S.
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CAPITULO 3

SINGULARIDADE DOBRA-DOBRA
EM SISTEMAS ELETRICOS NAO
SUAVES

Modelos nao suaves sao amplamente usados em engenharia elétrica e eletronica para

capturar a dinamica de um grande niimero de circuitos e dispositivos.

Nesse capitulo mostraremos que a singularidade dobra-dobra, mais precisamente a singu-
laridade Teixeira pode aparecer em sistemas elétricos nao suaves. Para isso, apresentaremos
dois exemplos de circuitos elétricos que com escolhas adequadas dos parametros, possuem

genericamente a singularidade Teixeira.

3.1 Um circuito com comutacao de poténcia

Como um primeiro exemplo nos consideraremos o circuito da figura (3.1), onde a fonte
de energia a esquerda (u,, R,) é selecionada quando vy é negativo, e o da direita (up, Rp) €

selecionada quando vy é positivo.

O modelo ¢ um sistema suave por partes cujas equacoes sao:
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© [ D] 1

Figura 3.1: Um circuito elétrico com uma fonte de for¢a descontinua. A for¢a da direita (u,
Ry) é selecionada quando vy € positivo, enquanto a forga da esquerda (u,, R,) ¢ selecionada

quando v, é negativo

dva ST o ) R
dt Co RyCs Ca
dop | — | _u _ vidvp 4 i
o &S A | se > 0 (3.1)
di _v2 _ iRg
dt L L
dva _Ya _ witva 4 i
dt 02 RaCQ CQ
duy = _UYa _ vitvs 4 i
- ot e [ se v <O (3.2)
di _v2 _ iRg
dt L L
Aqui, M = {vy = 0} é a variedade de descontinuidade e portanto podemos tomar

h(vq,i,v1) = vy como a funcgao tal que h=1(0) = M.
Temos entao que as linhas de tangéncia (Ls+h|y,—0) = 0 e (Ls-h|y=0) = 0 dos 2 campos

vetoriais sobre o plano M tem equagoes:

. U1 . U1
i=Uup+— se 15>0 e i=u,+— se vy <0 3.3
vt R 2 R 2 (3.3)

Essas linhas se intersectam em uma singularidade dobra-dobra em

o ugBR, — up R, R,R
1 = TRbbb , U1 = (Ub — ua)ﬁ. (34)

Observe que na singularidade:
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(ubRb — UGRG)(L - RgRbol)
CoRy(Ry — R,)CL L
(UbRb — uaRa)(L — RgRacl)
CoRy(Ry — R,)C1 L

L5 h = (3.5a)

£§+h —

(3.5b)

Assim, a dobra-dobra é uma singularidade Teixeira se as duas seguintes condicoes sao

satisfeitas:

UaRa — ubRb CleRQRb — RbL
YaTta — Wl <0 3.6
R.RCiCy - ¢ CLRyR.R, — R.L (3.6)

Tomemos, por exemplo, R, = 0.1, R, =10, Ry =1, C; =1,Cy, =2, L =1, u, = 1,

ub:2.

3.2 Um circuito resistivo com memoria

Circuito elétrico resistivo com memoria é um circuito elétrico que além da triade de
elementos fundamentais (o resistor, o capacitor e o indutor), possui um quarto elemento
elétrico que é chamado de “memristor” ou resistor com memoria. Na pratica, esse quarto
elemento atua como um resistor cujo valor de resisténcia elétrica pode variar segundo a
corrente elétrica que passa por ele, e que o mesmo se lembraria do valor da corrente mesmo

depois dela ter cessado.

O proximo exemplo é uma leve modificacao do oscilador memristor canonico de terceira

ordem estudado em ([25]). O circuito esté esquematizado na figura (3.2).

A dinamica do circuito pode ser descrita pelo modelo:

dv i _ Wlpw),

dt C C

di _ Ri v

@ | = T I (3.7)
do .

dt

onde nos definimos o(v, p) :=coy+ v+ e
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Figura 3.2: Um oscilador memristive canénico de terceira ordem

W, v) aty se o(v,9) >0 (3.8)
V) = X
v a~p se o(v,p) <0

Assim, a variedade de descontinuidade nesse caso é M = {(v,i,¢);¢0 + v+ o = 0} e
h(v,i,9) = o(v,p).

Observe que:

+ —
£f+hzc—cl,z'—acclg0v+v e Effh:%i—acclgov—l—v (3.9)
Assim, as linhas de tangéncia (Lf+h|,—0) = 0 e (Ls-h|,—9) = 0 dos 2 campos vetoriais
sobre o plano M tem equacoes:

i=—(atv+ateco—C) se

o(v,p) >0, (3.10a)
(&1
i= E(a_cfv +acieg—C) se o(v,p) <0 (3.10Db)
(&1

Essas curvas se intersectam nos pontos

P1 = (Oa 07 _CO)
—co coC
p2:(c_1072_270)
1
Agora,
+ +
) atey ‘ a R. 1 atey o
- Bl T - ) — 11
Livh=( e —i—l)(Cz Cc,pv)—i—C(Lz Lv) oY (3.11)
9 a ¢ 1 aq R 1 a ¢ o
h=(— 1) (=i — — S e 3.12
£ h= (-2 o+ 1)(Gi— Son) + D(Fi - 70) - Tt (3.12)



Assim,

co(CL+ RCcy + 2 —ateiegL)

k() — e (3.14)
CL+ RCc, + ¢ —acicolL)

£2 hipy) = 1 3.15

( 2) LCC% ( )

Dessa forma o primeiro ponto nao é uma singularidade dobra-dobra, enquanto o segundo
por uma escolha adequada de parametros é. Mais precisamente, podemos escolher valores

de parametros de forma que py seja uma singularidade Teixeira.
De fato, nesse caso, se T = (dh(p2),d(L+)(p2), d(L-)(p2)) entdo

C% Co

det(T) = C—(a_ —a') (3.16)

e, portanto se ¢, ¢g # 0, temos que a condigao de transversalidade (det(T') # 0) é satisfeita.

Assim, p, corresponderd uma singularidade Teixeira se os parametros do circuito sao tais
que:
CL+ ¢ RC + ¢}
a” < ! L <a* (3.17)

CoClL

assumindo que ¢y > 0 e coc1 L > 0.
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APENDICE A - UMA EXPRESSAO
EXPLICITA PARA OS CAMPOS
VETORIAIS

Para encontrar a forma normal (2.10), observamos primeiramente que na singularidade a

componente xy de ambos os campos vetoriais se anulam, e localmente nés podemos expandir

para primeira ordem nas coordenadas, dando:

fH@) =10+ Df 0z +0(2) e f(x)=f(0)+Df (0)z+0(2),

onde,

fr0)=(0.¢f,c5) e f7(0)=(0,¢,c35)

Df™(0) = (af;) e Df(0) = (a;;)

Assim,

L3 0(0) = ajpey +afzey e L3h(0) = appey + agzey

Observe que se ¢ = (cf,c5) forem paralelos, f*(0) também serdo e como estamos
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j::<:|: +

interessados somente em tangéncias quadraticas, vamos entao assumir que ¢ ¢1,C5) nao

sao paralelos.

Da mesma forma a transversalidade dos conjuntos S* exige que a* = (af, ai;) ndo sio

paralelos. De fato, se a* = (ai,,ai3) forem paralelos teremos que afha; = apafz. No

entanto, por (2.8) det{dh(0),dL;+h(0), L;+h(0)} = afhay; — apais # 0.
Agora faremos uma troca de coordenadas de forma que S* tome a forma (2.9).

Primeiro, observe que existem tnicos (a menos de sinal) vetores unitarios (0, s*) normais
a S*.

Os vetores s* satisfazem

e a escolha de coordenadas dando (2.9) ¢,

_ + + +

To = Toly + T1019 + Talq3

Essa ¢ uma transformacao de coordenadas diferenciavel dada a condigao

st.at st.a~
£ 0.

sT.at sT.a”

A anélise depois aplica-se numa vizinhanca da singularidade satisfazendo:

+ £ + + + + + +

- - - - - + - -
s~ .(xoan + w105, + T2a3;, Toaz, + T1a5, + Taa3y) << 5.

Escrevendo,

f+ ~ (_'Ihci‘r?C;) € f— ~ (IQJCl_7CZ_)7

podemos reescalonar o tempo separadamente acima e abaixo da variedade de descontinui-
dade, isso troca as velocidades das trajetorias de f™ e f~ mas preserva seus retratos de fase

e também o de f°.
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Facamos entao t — C% paraxg > 0et— C% para xg < 0, resultando em
1 2

f+ ~ <_x17 1,V+) € f_ ~ (x27v_7 1)
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APENDICE B - FORMA NORMAL DE
REDUCAO DO CAMPO VETORIAL
DESLIZANTE DE UMA
SINGULARIDADE TEIXEIRA

A forma normal (2.16) ¢ obtida multiplicando (2.13) pela quantidade (V' + o), e
entdo tomando a dinamica sobre a diregao (—=V ™, 1) do autovetor singular, definindo z = pu
e u = qfs(pu), com p e ( respectivamente os autovetores da direita e da esquerda da
jacobiana de fs na origem, quando V*V~ =1e VT, V- < 0. Chamando al‘fj e a;;, 0,J €
{1,2,3}, os coeficientes da Jacobiana de f* e f~, para essa transformacao nos obtemos
u= VTV~ = 1Du+ au® + O(u?), com

+

a
R Y + + 33 — (1/+)2 — 1+ -1+ —
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APENDICE C - PERTUBACAO
GENERICA DA APLICACAO DE
POINCARE

Assumindo analiticidade das aplicacoes retorno, ¢ pode ser expandida em torno da

singularidade produzindo

Ty —21+ 0420113% + 12122 + 060256‘3 + Oé30$‘f + 0421$%$2 + om:w% + Oé03l’§ +O(||x1, 22| |4)7

Ty — =2V a4 2o + Pooxt + Brizize + Loty + Psoxt + Parrive + Braxial + Posas +
O(||JZ1,I2H4),

enquanto ¢~ ¢é igual a

T > 11 — 2V 72y + Yoot + Y11T1Te + Y0275 + Y305 + V217100 + V127175 + Y037 +
O(J|1, m2[|*),

Lo ——> —Xo + 5201'% + 511331902 + (502.%% + 530.(6? + (521%%1’2 + (512.%11'% + (503.%% + O(‘ |£L'1, l’2H4),

Entretanto, os possiveis valores dos coeficientes das aplicagoes sao restritos, pois as duas

aplicacoes sao involugoes e o fluxo induzido é quadraticamente tangente aos eixos z; e xs.

Impondo entdo que ¢* e ¢~ preservam os eixos T, e x1, respectivamente, temos que:
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ape = 3 = Bz = Boz = Va0 = Y30 = 020 = 030 = 0

Pela condigao de involucao, podemos impor que ¢To¢™ e ¢~ o0¢p™, truncados para terceira
ordem, ¢ a identidade. Dai concluimos que:

;= Qg =011 = 091 =0

azo = —(ady + an V")

B = 5(—az0fu + Bh) + (aar — 2612)VF

Bao = (
Yoz = (do2 — 111)V' ™~

Y2 = 5(—602711 +751) + (012 — 2721)V ™

do3 = — (03 + 012V ™)

Assim, reduzimos o namero de coeficientes independentes de cada mapa de 15 para 6,
produzindo:

T > =T + a0Tt + Q13T — (3 + a1 V) 2d + O(||z1, 22||*),

Ty — T — 2V 2y + Brizixs + (ag0 — Sun) Vel + froziai + (%(—0420511 + B11) + (a1 —
2B12)VF)atas + Baoat + O([| (21, 2)[[*)

para ¢* e

x1 — 21 — 2V " mo + e + (Jo2 — 111)V 23 + Yo xizs + (%(—502711 + 1) + (012 —
2921)V7) w123 + osx3 + O(||(21, x2)|[*),

Ty > —Ty + 0023 + 0102125 — (05 + 612V ")l + O(]|(w1, z2)[|*)

para ¢~ .

Finalmente, compondo ¢~ o ¢, nos obtemos a expansao de terceira ordem geral da

aplicacao de Poincaré ¢:

xy — —x1 + 2V 29 + a)zoxf + 4111122 + aoﬂ% + 43035? + a2113%$2 + au:clx% + ﬂosl’g +
O(I(z1, z2)|[*),
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Ty —> =2V Ty + (=1 4+4V TV 7)) wg + byt + b11 2100 + boo®s + b3o + by 23wy + browi 23+
boszs + O(||(z1, 22)|[*),

com

a0 = 20,

@1 = —y11 — dagV T,

ag2 = V= (—do2 + 11 + 4agV ),

a0 = —(a3y + an V1),

a1 = 2090711 — Y21 + 603V " 4+ ag (=1 + 6V V),

aip = —77%1 — 6agoyV™ + %(’711 + 4ag V") = V7 (—4ag + 612 — 2921 + 1205V +
1200 VTV ),

a3 = —yo3 + 4(V7)? (ago(—doz + 711 + 2090V 7) + a1 (=1 + 2V-VH)),

by = (=P + V),

by = —2(711 + 2000V )VF + B (=1 +4VFV7),

b2 = o2 — 2002V TV ™ 4+ 2V (P11 — 2681 VTV ™ + (711 + 200V )V,

b30 = [Bso,

by = —67%1 — 6030V " —an VT + 28V = 28171V = 292V + 92 (B + 4y V),

by = Bra+ 012+ 285 V™ +12850(V )2 4+ dooyn VY — 71V +dag VIV =88,V V' +
2090002V VT =201V VT —6000711V VT +47901 V=V T+ 11 (002 — 11 — 20000V ™ — 2002V -V T 4
6711V V),

boz = —5(2)2 — 2612V = 3811002V = 012V ™ + Byl VT + 20420511(‘/_)2 - 25%1(‘/_)2 -
8830(V )% — 2903V T — 4o (V) 2V T + 881 (V™ )2V T — daagdoe (V7 )2V T +4811002(V )2V +
4agoy (V™) VT — 481y (V) VT,
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APENDICE D - FORMA NORMAL DA
APLICACAO DE POINCARE

Quando
p=VV" —1=0,

a aplicacao de Poincaré tem um ponto fixo, na singularidade, com uma linearizacao nao-

semisimples duplo 1.

Isso pode ser colocado em uma forma normal de ressonancia 1 : 1 que é simétrica, devido

as restrigdes impostas pelo pressuposto de involugao (veja Apéndice C).

A forma normal da aplica¢do (2.20) é encontrada, através de uma transformagao linear
seguida por uma sequéncia de transformacoes proxima a identidade, eliminando os termos

nao ressonantes de diferentes graus iterativamente.

Primeiro, a parte linear da aplicagdo (2.20) é simplificada através de uma troca de vari-

aveis dependendo dos parametros
r1\ [ 2-— AV+TV- 1 &
i) —2V+ 0 52
=& +&

§o > 4p&1 + (1 +4p)&s

tornando-se
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Isso corresponde a forma de Jordan do sistema linearizado quando p = 0.

Nas coordenadas (z1,z3) e na bifurcagdo, o eixo coordenado &; aponta na dire¢do do
autovetor singular (—1,V™) de ¢|,—o, enquanto o eixo & aponta na direcdo x;. Assim, a
troca de coordenadas alinha o autovetor singular com a direcao &, e nas novas coordenadas
0 eixo & esté estritamente dentro da regiao costurante. Isso é uma observagao importantes,

pois os mapas costurantes esta definido somente nas regioes escapante e costurantes.

Agora, a troca de varidveis de segunda ordem, proximo a identidade

&1 = p1 + coopd,
§o = o + dzo/ﬁ + dyippre + dozﬂ%»

com

_ b2o+2bo2 (V) 24011Vt —agoVT

C20 = VH(12p+16p2+2) )

Ao = 16b20p+4boo+16baop® +4bo2 (V)2 +4b11 VT +8V T bi1p
20 — oV + )

dii — _ 6bao+4bo2 (VF)2+4b11 V' —2a90V++32b20p+80b20p +64b20p> +12V Tby1p+16V + by p?
= VF(12p+16p2+2)

doo = —4bo2(V1)2—2b11 VT +2a20V T +12b20p+16b20p?
02 — 2V+(12p+16p2+2)

simplifica os termos quadraticos, obtendo

G R el )
po = Appy + (1 + 4p)ps + BQO,U/% + Byipia o

com

Baolp=o = 4(a20 — b11 — bV~ + ap VT — b VT + ape(V1)?)
Bll|p:0 = —4502VJr — 2by; — 20l11VJr — 4day

Devido a condigao de involugao, o termo Bsyy é identicamente nulo préoximo a p = 0, e
essa expansao em segunda ordem ¢é estruturalmente instavel. Para obter a forma topologica

da aplicacao de Poincaré, a expansao em terceira ordem deve ser considerada.

Mais uma vez, através de uma transformacao proxima a identidade
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3 2
M1 — U + €e30U7 + €21U U2

3 2 3
po > ug + faoug + faruiug + fozus
no6s simplificamos os termos de grau 3 na expansao da aplicagao, obtendo a forma normal

up = uy +ug + O(||ul[*),
us = 4puy + (14 4p)us + Briuyus + Bsgu} + Bajuius + Bogus + O(|[ul]*).
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APENDICE E - APROXIMACAO POR
UM FLUXO

Um fluxo cujo shift tempo-unitario aproxima a aplicagao (2.23) é facilmente encontrada

por meio de sucessivas iteracoes de Picard. Para p = 0, isto é

: B B
Uy = ug — SR ugug + 2Hud + Caoul + Coyuiug + Crougus + Cogud

. B
Uy = BHU1UQ — —211 U% + Dgouzf —+ DQ{IL%UQ + Dlgulug + Dogug

com
_ _ Bso _ B} Ba _ 2B} 2821 B3o
030——7, 021—7—7—1‘330; 012——T+T—T>
_ B 3B} B B _ _ B} 3B
Coz = =32 + g+ — %8 + 38, Dso = Bag, Doy = ==+ + By — =32,

58?2 B B2 B
Dy = =" — By + 552, Do3 = Bos — =3 + .

Os termos quadraticos podem ser simplificados seguindo a reducao a forma normal

genérica de Bogdanov-Takens, definindo

Ulzfl

up =& + Bg6 — Bug,
multiplicando o fluxo resultante por uma funcao escalar 1 + B;1&;, e entao definindo

fl = M1,
& = o — B11&i&o.
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Entao os termos cubicos nao ressonantes sao eliminados definindo

M1 = U1 + %(23%1 — 12821 + 15330)'0% + %(6303 - 58%1 + 5321 — 3330)1)%1]2,
M2 = U + B% -+ %(133%1 — 6321 -+ 3330)1)%1}2 + %(6303 — 43121 + BQl)Ul”Ug -+
%(45.803 - 7B%1 + 15B21 - 3330)1}3.

O fluxo resultante tem equacoes

0y = vy + O(|[v][*),

. 2
Vg = Bllvlvg + BgoU% + (% + B21 — 3830)?)%1}2 + O(H’UH4)
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APENDICE F - FORMA NORMAL DE
REDUCAO DO CAMPO VETORIAL
DESLIZANTE DE UMA
DOBRA-DOBRA VISIVEL-INVISIVEL

A forma normal (2.39) é obtida da mesma maneira do Apéndice B, multiplicando f* pela
quantidade (V* — o), e entdo tomando a dinamica sobre a dire¢do (V1) do autovetor

singular. O coeficiente do termo de segunda ordem em (2.39) é

+
a-
— Tyt + + 33 — (1/+)2 -+ — 1+ —
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