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Resumo

Nessa dissertagdo estudamos certas categorias de médulos graduados para uma classe
de dlgebras de Lie que inclui as dlgebras de correntes. Em particular, estudamos diversas
propriedades homolégicas dessas categorias tais como resolugdes projetivas e o espaco
de extensdes entre seus objetos simples. Em certas situa¢des, os resultados levam ao
estabelecimento de um relacionamento com algebras de Koszul. O estudo é baseado em
artigos recentes de Vyjayanthi Chari e seus co-autores.



Abstract

In this dissertation, we study certain categories of graded modules for a class of Lie
algebras which include current algebras. In particular, we study several homological
properties of these categories such as projective resolutions and the space of extensions
between two given simple objects. Under certain conditions, these results establish a
relationship with Koszul algebras. The study is based on recent papers by Vyjayanthi
Chari and her co-authors.
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Introducao

O interesse pelo estudo de representacdes graduadas de dlgebras de Lie tem crescido
bastante nos tltimos anos. Uma das motivag¢des para tal interesse é o relacionamento de
tais categorias com aquela das representacdes de dimensdo finita das dlgebras de Kac-
Moody afim quantizadas. Embora nossa motivagao para estudarmos tais categorias nessa
dissertacdo seja exatamente este relacionamento, em particular na dire¢do de se entender
a estrutura das chamadas afiniza¢des minimias de grupos quanticos, é importante men-
cionar que o estudo das mesmas tem ido muito além das motivagdes originais, tendo se
tornado uma 4rea de pesquisa interessante por si s6.

Seja g uma éalgebra de Lie simples de dimensao finita sobre o corpo dos ntmeros
complexos, § = g® C[t,t7!] sua 4lgebra de lacos e g[t] = g ® C[¢] sua 4lgebra de correntes.
Ap6s os artigos [2, 7, 8], ficou claro que boa parte do estudo da estrutura dos médulos
de Kirillov-Reshetikhin (as afinizagdes minimais correspondentes as representagdes com
peso maximo multiplo de um peso fundamental) podia ser feita trabalhando-se com
certas representagdes gradudas para g[t]. Isso motivou o artigo [3] onde foi mostrado
que a categoria dos médulos graduados para g[t] com partes graduadas de dimensao
finita tem varias propriedades interessantes. Em particular, ela é uma categoria de peso
maximo no sentido de Cline-Parshall-Scott.

Mais adiante foi explorado o fato que os limites cldssicos de boa parte dos médulos
de Kirillov-Reshetikhin (todos se g é de tipo cldssico) fatoram a médulos para a algebra
quociente de g[t] pelo ideal g ® 2C[t]. E facil ver que essa dlgebra é isomorfa ao produto
semidireto g g,; sendo g,; a representacdo adjunta de g vista como &lgebra de Lie com
a estrutura trivial. Isso motivou o estudo mais sistematico de representagdes graduadas
para esta algebra [4]. Em particular, foi mostrado que certas subcategorias sdo equiva-
lentes a categorias de médulos para certas dlgebras de Koszul. Os limites cldssicos dos
modulos de Kirillov-Reshetikhin que fatoram a representagdes de gi<g,;, pertencem a tais
subcategorias. De fato, varias afiniza¢des minimias mais gerais que médulos de Kirillov-
Reshetikhin também tém limites cldssicos em tais subcategorias [5, 18, 19]. Embora nédo
trataremos deste assunto aqui, é interesante observar que as mesmas propriedades ho-
moldgicas dessas subcategorias que garantem sua Koszulidade foram usadas em [5] para
obter uma férmula de carater para tais afinizagdes minimais. Além disso, esta férmula foi
usada para verificar a validade de conjecturas feitas em [18] e [25] em casos particulares.

Porém, nem toda afinizacdo minimal tem limite cldssico que se fatora a um mdédulo
para g[t]/g ® t>C[t] se g for de tipo excepcional ou D,,. Por exemplo, se g é de tipo Gy, pre-
cisamos considerar g[t]/g ® t*C[t]. Nestes casos, provavelmente nao temos Koszulidade,
mas talvez tenhamos propriedades “préximas” de Koszulidade de modo que consigamos
estudar os caréteres dos limites cldssicos de afiniza¢cdes minimais de maneira semelhante
e, quem sabe, demonstrar a conjectura de [18]. Nosso principal objetivo nesse projeto de
mestrado foi o de fornecer ao aluno parte dos pré-requisitos necessdrios para estudar este
problema em seu doutorado. Em especial, os resultados do artigo [4]. Nao trataremos do
relacionamento com grupos quanticos aqui.



Boa parte dos resultados de [4] podem ser desenvovidos em um contexto mais geral
como em [6]: a categoria de mdédulos graduados para uma &lgebra de Lie graduada
a = ®,50a[r] com a[0] = g e a[r] um g-m6dulo de dimensao finita. E neste contexto que
desenvolvemos a parte principal desta dissertacdo, o Capitulo 3. De fato, enunciamos e
provamos um dos principais resultados de [4, 6], o calculo dos espaco de extensdes entre
os objetos simples da categoria, de maneira ligeiramente mais geral que a encontrada
nesses artigos (veja o Teorema 3.2.6). Em particular, tivemos que usar uma versido mais
geral (ver equagdo (3.2.3)) de uma propriedade usada em [6] que, no caso em que a[r] = 0
parar > 1, coincide com a propriedade de que um certo subconjunto do politopo de pesos
de a[1] esteja contido numa das faces desse politopo [14].

A fim de se estudar os artigos [4, 6], varios conceitos e resultados que ndo sdo usual-
mente estudados por um aluno de mestrado se fizeram necessarios. Tais conceitos e
resultados sdo relembrados de maneira sucinta e sem demonstragdes nos dois primeiros
capitulos da dissertagdo. No primeiro capitulo sdo relembrados conceitos sobre coho-
mologia e espagos de extensdes em categorias abelianas. Em particular, sdo revisados os
conceitos de resolugdes projetivas, coberturas projetivas e de dimensao global de uma
categoria de comprimento finito.

No segundo capitulo revisamos alguns conceitos sobre dlgebras e médulos e fixamos
a notacao bésica referente a dlgebras de Lie usada no terceiro capitulo. Também é apre-
sentado o conceito de algebras de Koszul e um método numérico para averiguar que, sob
certas condigdes, uma élgebra é de Koszul. Este é o método usado em [4].

Também incluimos um apéndice onde relembramos o material basico sobre categorias
e funtores e fixamos a notacdo correspondente que serd usada na parte principal da
dissertacdo. Em particular, o conceito de categoria abeliana é revisado no apéndice.



Lista de Simbolos

Hom,, (A, B)
Ext” (A, B)

AL B

wt(V)

cardinalidade do conjunto X

o anel dos inteiros

0s inteiros ndo negativos

uma categoria

o conjunto dos morfismos entre A e B

o espago das n extensdes entre A e B

morfismo entre os objetos A e B

O conjunto de pesos de uma representacdo V de uma élgebra de Lie



1 CONCEITOS HOMOLOGICOS EM CATEGORIAS ABELIANAS 4
1 Conceitos Homolégicos em Categorias Abelianas

Esta secdo tem como objetivo principal de relembrar e fixar notagdo sobre homologia
e dimensdo projetiva que serdo usadas na parte principal da dissertacdo (Capitulo 3).
Como se trata de material bem conhecido, omitiremos as demonstragdes que podem
ser encontradas, por exemplo, em [9, 17, 21]. Usamos a notagdo de categorias como no
Apéndice.

1.1 Extensoes

Dada uma categoria abeliana .7, defini-se uma nova categoria, denotada por Ext,,, onde
os objetos sdo as sequéncias exatas curtas

X: 0—ASAY A o
Dada uma outra sequéncia exata curta Y : 0 — B’ L B ﬁ—) B” — 0, um morfismo
X — Y é uma tripla ordenada de morfismos em .o/

A 5 p,a-5BAa" LB

tal que o diagrama
A, a/ A a// A/,

l ” i 0 l o
ﬁ/ ﬁ"

B —>B——B"

seja comutativo. Dado um outro morfismo (B’ L C’,B L C B” lP—> C”), a composigdo

é o morfismo
w(p ’’ ’7

@At carh oy,
A categoria Ext,, é aditiva.
Fixados A, B € o/, uma sequéncia exata curta

X: 0—B-SE-5S5A—0

é chamada de uma extensdo de A por B. Diremos que duas extensdes de A por B sdo
equivalentes se entre elas existir um morfismo da forma (13, &,14). Mais precisamente,
diremos que a extensdo X é equivalente a extensao

X: 0—BSESA 0
se existir um morfismo & : E — E’ tal que o diagrama

B——E—>A

;

B——F —A
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seja comutativo.Neste caso denota-se X = X’. A relagdo “X é equivalente a X’” é uma
relacdo de equivaléncia na classe das extensdes de A por B.

Denota-se o conjunto das classes de equivaléncias das extensdes de A por B por
ext. (A, B). Dada uma extensdo X de A por B, sua classe de equivaléncia é denotada por
[X]. Obviamente ext. (A, B) contém pelo menos um elemento: a classe da extensdo

N:0—B—A®B— A —0.

Qualquer extensdo equivalente a esta é dita trivial.

Doravante fixe A,B € o e
X: 0—B-—SE-5A—0

um representante de algum elemento de ext./ (A, B).

Lema 1.1.1. Seja A’ € o e fixe um morfismo A’ — A em A. Entdo existem uma extensdo de
A’ por B

X,: 0—B5E5HA —0
e um morfismo E, s Eem o tal que o diagrama

B—~E, > A

f, ok

B——E——=A
é comutativo. Além disso, se
X: 0—B5HE-S5A—0
¢é uma extensio de A’ por Be E’ 25 Eum morfismo tal que o diagrama

B—-F —> A

Pk

B——=E——=A
seja comutativo, entdo X' é equivalente a X,.
Definigdo 1.1.2. Pelo Lema 1.1.1, dado A’ — A, estd bem definida a funcio
exty(a, B) : exty (A, B) — ext(A’,B) : [X] — [X,].
Lema 1.1.3. A Definigdo 1.1.2 dd origem a um funtor contravariante o — Sets.

. . . B .
De uma maneira andloga, a cada morfismo B — B’ em &/, B’ € 4/, existe uma
extensdo de A por B’

pX: 0—B S ESHA—0
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e um morfismo E 5 p E tal que o diagrama

B—K>E—>A

>

B —— ﬁE ——A
seja comutativo. A funcdo
exty(A,p) : exty (A, B) — exty(A,B') : [X] — [pX]
estd bem definida e a da origem a funtor &/ — Sets.
Teorema 1.1.4. A definicio
exty(a, B) = exty(a, B') exty (A, B) : exty (A, B) — exty (A, B)

dd origem a um bifuntor ext,, : /P X o/ — Sets.

O conjunto ext. (A, B) pode ser equipado com uma estrutura de grupo abeliano,
chamada de soma de Baer. Dadas duas extensdes X e Y de A por B define-se

XI+[Y] = [v,(X@Y)a,l
onde Ay é uma diagonal e Vg uma codiagonal (Definicdo A.4.5).

Proposicdo 1.1.5. Munido da soma de Baer, ext.(A, B) é um grupo abeliano, e seu elemento
neutro é a classe da extensdo trivial. Além disso

exty : AP X o — Ab

é um bifuntor aditivo.

Relembre a defini¢do de um objeto projetivo dada em A.1.5.

Proposicdo 1.1.6. Um objeto P € o/ é projetivo se e somente se ext.y(P,B) = {0} para todo
Be g

1.2 O funtor Ext
Uma apresentagio projetiva de um objeto A € &7 é um epimorfismo
P-5A—0

com P projetivo. Dada uma apresentagdo projetiva de A (como acima) e um objeto B € <7,
temos uma sequéncia exata

0 — Hom./(A, B) - Hom, (P, B) = Hom,, (ker(v), B) — Ext’,(4,B) — 0, (1.2.1)
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onde {ker(v), x} é um ntcleo de v e {Ext (A, B), 7y} € um contcleo de Hom, (P, B) LN
Hom,, (ker(v), B).

Cada morfismo B i) B’ induz um morfismo
Ext’ (A, ) : Ext!,(A, B) — Ext’ (A, B')

que equipa Ext'(A,:) : &/ — Ab com uma estrutura de funtor. O homomorfismo de
grupos Ext"(4, ) é unicamente determinado por

Ty B = Ext), (A, B)my.
Proposicao 1.2.1. Sejam
PLA—0 ¢ P5A —0

~ . - . o . . .
apresentagdes projetivas. Entdo, para cada morfismo A’ — A existe um diagrama comutativo

, ¥ ,_V ’

Pk
K——P——A.
Além disso, para cada B € </, 0 tinico homomorfismo de grupos
(a;v/,v;B) : Ext’,(A, B) — Ext”,(A’, B)

tal que @ 1ty = T},

natural

(a; V', v; B) depende apenas de o (ndo de @) e dd origem a uma transformagio

(a;v',v;) : Ext(A,-) — Extz;(A’, )
que satisfaz
(14;v,v; B) = 1gg(a,B)-

Dada mais uma apresentacio projetiva P” —— A” —s 0 e um morfismo A” —— A’ tem-se
(@’ v", v B)(a; V', v; B) = (ad;v", v; B).
Segue da Proposigdo 1.2.1 que ndo causara confusdo a simplificagdo de notagdo obtida
por escrever simplesmente Ext./(A, B) ao invés de Extfzi(A, B).

Proposicdo 1.2.2. Dados A,A’,B € o/, € Hom/(A’, A), uma apresentagio projetiva P SN

A — 0de A e uma apresentagio projetiva P’ S A — 0de A’, a definigio
Ext.(a, B) = (&;v,v"; B) : Ext,y(A, B) — Ext(A’,B),
dd origem a um funtor contravariante &/ — Ab tal que
Exty : &/P X o/ — Ab

é um bifuntor.
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Teorema 1.2.3. A cada sequéncia exata

0oL e o

associa-se duas sequéncias exatas

0 — Hom(A,C) AN Hom_/(A,C) o, Hom,/(A,C"”)
— Ext (A, C")— Ext(A, C)— Ext (A, C")

0 — Hom,,(C”, B) ¥ Hom,,(C,B) “> Hom,,(C', B)

— Ext/(C”, B)— Ext/(C, B)— Ext(C’, B).

Proposicao 1.2.4. Os bifuntores Ext,, e ext,, sido naturalmente equivalentes.

Devido a dltima proposigdo, s6 usaremos a notagdo Ext., de agora em diante.

1.3 Complexos e Homologia

Um complexo de cadeias sobre <, ou simplesmente um complexo, é um par constituido

de uma familia {C,},cz de objetos em &7 e de uma familia {C, N Cji-1}nez de morfismos
em .o/ tais que
an+1an = 0, Vl’l € Z

Denotamos um complexo por C = {Cy, d,} ou

9 9
C: "'_)Cn+ln_+1>cn_n’cn—1_)

Dados dois complexos {Cy, d,} e {C},, d,} sobre o7, um morfismo de cadeia é uma familia

{Ch BN C,,} tal que

0 Pn = Py-19y, nel.

A colecdao dos complexos sobre .o/ juntamente com os morfismos de cadeia formam
uma categoria abeliana, denotada por Comp(%/). Além disso, cada funtor aditivo F :
o/ — %, onde % é uma categoria abeliana, induz um funtor F : Comp(=%/) — Comp(%)
que associa o complexo {C,, d,} sobre &7 a0 complexo

{F(Cy), F(dn)}
sobre %.

Dado um complexo {C,, dy}, seja

0 — ker(d,) — Cy — im(d,) SEN Cpo1 — coker(d,) — 0 (1.3.1)



1 CONCEITOS HOMOLOGICOS EM CATEGORIAS ABELIANAS 9

uma analise de d,;, n € Z (ver definicdo de andlise em A.5.4). Como
an+1an =0,

temos que
im(dy4+1) C ker(dy).

Define-se o objeto H,(C) € ./, chamado de n-ésima homologia de C, por

H,(C) = ker(d,)/ im(d,;41), ne€Z.

Dado um outro complexo {C;, d;,} e um morfismo de cadeia ¢ : C — C’, asigualdades
3,Pn = Pu-10n, NEeZ,
determinam morfismos
Halg) : Hi(C) — Ho(C), neZ.
Teorema 1.3.1. Para todo n € Z tem-se que
H, : Comp(%) — o
é um funtor aditivo. Além disso, a cada sequéncia exata curta de complexos
0—c S,
existem morfismos H,(C"") = H,_1(C’), chamados morfismos de conexdo, tais que a sequéncia

On+ , Hrl / Hn ¢ 174 n 4
s Hyt (C7) 23 Hy(©) ™% H,(0) ™5 Hy(C) S ot (C)) — -+

é exata.

Observacao 1.3.2. Analogamente, define-se um complexo de cocadeias como sendo um par

constituido de uma familia {C"},,cz de objetos em </ e uma familia {C" LN Cr1) o7 de morfismos
em o/ tais que 56" 1 = 0. O objeto

H™(C) = ker(6")/ im(5"1)

é chamada n-cohomologia de C e, novamente, H" é um funtor.

1.4 Os funtores Ext"

Definicao 1.4.1. Uma resolugdo projetiva de um objeto A € .o/ é uma sequéncia exata
-oo—>P,—P, 1 —:--—P1—>Py—A—0 (1.4.1)
onde P, € < projetivo, n > 0. O complexo
p....—»pP,—P,1—---— P —Py—0 (1.4.2)

é chamado de resolugdo projetiva apagada de A.
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Dizemos que a categoria ./ possui suficientes projetivos se cada objeto A € &/ ad-
mite uma apresentacdo projetiva. Equivalentemente, dizemos que A possui suficientes
projetivos se cada objeto A adimite uma resolugdo projetiva.

Definigao 1.4.2. Dizemos que uma apresentagio projetiva
¢
P—A—0

. .y . 4 L. .
é uma cobertura projetiva se, para cada morfismo A’ — P, A’ € o/, tem-se @ é epimorfismo
somente se 1 é epimorfismo.

Doravante, supomos que a categoria .2/ possui suficientes projetivos. Dado A € <7,
seja
p. .-.—P)p— P —P)—A—0

uma resolugdo projetiva de A. Dado B € </, consideramos o complexo de cocadeias
Hom,(P,B): 0 — Hom,(Py, B) — Hom(Pq,B) — Hom(P,B) — --- (1.4.3)
Denote por Ext,(A, B) a n-ésima cohomologia H"(Hom(P, B)), nn > 0.
Cada morfismo B LN B’ induz um morfismo de cadeia

Homy(P,B): 0——Homg(Py, B) —— Hom(P1, B) —— Hom4(P2,B) —— """

T

Hom,(P,B’): 0—— Hom(Py, B’)—— Hom,/(P;,B’) —— Hom/(P,,B’) ——---

denotado por Hom/(P, ). Assim, a cada morfismo B L B’ temos homomorfismos de
grupos

Extp(A, B) = H"(Hom, (P, B)) : Ext}j(A, B) — Extp(A, B').
Logo, temos um funtor Exty(4, ) : &/ — Ab.
Observagdo 1.4.3. Sejam C = {C,,dy} e C' = {C},d,,} complexos e ¢ = {C, BLN C,} um
morfismo de cadeia. A cada B € o7, ¢ induz um outro morfismo de cadeia

Homy(C,B): -+ ——Hom(Cy-1,B) — Hom,/(Cy, B) — Hom(Cy11, B) — -

i@* | qu

Hom(C’,B): ---——Homy(C/_,,B) —— Hom(C}, B) — Hom(C, ,,,B) —— -

n+1’
Tal morfismo de cadeia serd denotado por Hom (¢, B).

Proposicao 1.4.4. Sejam P uma resolugio projetiva de A € </ e P’ uma resolugio projetiva de
A’ € of. Entdo, para cada morfismo A’ = A, existe um morfismo de complexos

a={P;&>Pn}n20
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tal que o diagrama

P, Py Py A’ 0
PR
P Pq Py A 0

é comutativo. Além disso, para cada B € <7, a definigio
(a; P', P; B)y = H"(Hom(a, B))
depende apenas de a (ndo de @) e dd origem a uma transformagio natural
(a; P, P;-)n : Extpp(A, -) — Extp, (A7)

que satisfaz
(14; P, P; B)n = 1gxey(a,p)-

Dada outra resolugio projetiva P de A" € o/ e um morfismo A" 25 A tem-se
(a’;P”,P’; B)u(a; P', P; B),, = (&’ ; P”, P; B)y,.

Definigao 1.4.5. Sejam A, B € <. Pela Proposicio 1.4.4, Extj(A, B) ndo depende da particular
escolha de uma resolugio projetiva P de A. Escrevemos simplesmente

Ext" (A, B)
para Ext(A, B).

Proposicao 1.4.6. Fixados B € .o/, reslugdes projetivas P e P’ de A € o/ e A’ € </, respectiva-
mente, n>0e A’ =5 A, a definigio

Ext” (a,B) = (a; P’, P; B), : Ext” (A, B) — Ext (A", B),
dd origem a um funtor contravariante o/ — Ab tal que
Ext”, : o/ x o/ — Ab
é um bifuntor. Além disso, tem-se que
Ext” ., (B,A) = Ext’ (A, B).

Proposicdo 1.4.7. Os funtores Extg{ e Hom,, sdo naturalmente equivalentes. Além disso, os
funtores Ext}y e Ext. sdo naturalmente equivalentes.

Observacao 1.4.8. Em virtude da equivaléncia natural entre Extg{ e Hom,y, escreveremos Extg{
ou Hom,, conforme a conveniéncia.

Teorema 1.4.9. A cada sequéncia exata curta

0—c S e o
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associa-se duas sequéncias exatas longas

0 — Hom,,(4,C’) % Hom,,(4, C) ¥5 Hom (A, C")— Ext’(4,C) — ---
-+ — Ext" (A, C")— Ext" (A, C)— Ext" (A, C")— Ext"}1(A,C") — -

0 — Hom,/(C”, B) ™3 Hom,/(C, B) 5 Hom,,(C’, B)—> Extl (C", B) —> -
-+ — Ext",(C", B)— Ext" (C, B)— Ext" (C’, B)— Ext"{'(C"", B) —> - --

Definicao 1.4.10. Cada sequéncia do teorema 1.4.9 é chamada de sequéncia exata longa associada
a correspondente sequéncia exata curta.

Proposicao 1.4.11. Seja

aq+1

9
PZ---Hqu Pq ! Pq—l Py A 0

uma resolugdo projetiva de A e suponha que dy = e, com € : Py - im(d,) e u : im(dy) > Py1,
q = 1. Entdo
Ext”,(im(d,), B) = Ext”"(4,B), n>1

e é exata a sequéncia

Hom(P,_1, B) > Hom(im(d,), B) — Ext1(A, B) —> 0.

1.5 Objetos de comprimento finito e dimensao global

Recorde a defini¢do de subobjeto em A.5.5.

Um objeto A € &/ ndo zero é chamado de simples se os tinicos subobjetos de A sdo 0
eA.

Defini¢ao 1.5.1. Uma sequéncia de subobjetos
0=ApCAICAC---CA,1CA, =A

¢ uma série de composicdo de A se cada Aj/Aj_1 ésimples, j = 1,...,n. Os objetos simples Aj/A; 1
sdo chamdos fatores da série de composigdo e n é chamado de comprimento da série de composigio.

Teorema 1.5.2 (Jordan-Holder). Suponha que A € </ possua uma série de composigio de
comprimento n. Entdo todas as suas séries de composicido tem comprimento n e, a menos de
ordenagdo, os fatores de duas séries dadas sdo dois a dois isomorfos.

Definigao 1.5.3. Dizemos que um objeto A € &/ possui comprimento finito se possui uma série
de composigdo, que por definigio é finita. Denota-se por length(A) o comprimento de alguma série
de composigio de A. A categoria o/ é dita de comprimento finito se todo objeto possui uma série
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de composigio. No caso em A € o/ possui comprimento finito, para cada objeto simples S € o/
define-se o inteiro nio negativo
[A:S]

como sendo o niimero de vezes que (a classe de isomorfismo de) S aparece como fator em alguma
série de composigdo. Dizemos que [A : S] é a mutiplicidade de S em A.

Proposicao 1.5.4. Seja
0—A—B—>C—0

uma sequéncia exata curta. Se B tem comprimento finito, entdo A e C possuem comprimento finito
e tem-se
length(B) = length(A) + length(C).

Em particular, um epimorfismo ou monomorfismo entre objetos de comprimentos iguais é um
isomorfismo.

Corolario 1.5.5 (Caracteristica de Euler). Suponha que o/ possua comprimento finito. Entdo,
dada uma sequéncia exata

0—A)—A — - — Ay — Ay —0,

temos que
n
Z(—1)f length(A;) = 0.
j=0
Proposicdo 1.5.6. Suponha que S C A, S,A € o/, A de comprimento finito e S simples. Entdo
existe uma série de composigio de A que tem S como fator. Em particular, [A : S] # 0.
Teorema 1.5.7. Seja

am+ am
P:-oi—— Py =Py —> Ppyq Py A— 0

uma resolugio projetiva de A € o/ e m > 1. Sdo equivalentes:

(a) P, =0, para todon > m.

(b) Ext"(A,B) =0, paratodon >meB e o

(c) Ext""Y(A, B) = 0, para todo B € 7.

(d) im(dy,) é projetivo.

Definicdo 1.5.8. Se A € .o/ satisfaz uma das condigoes do Teorema 1.5.7 escrevemos
proj.dim.A £ m.

Defini-se a dimensio projetiva de A como sendo proj.dim.A = inf{m : proj.dim.A £ m}. A
dimensdo global de <7 é
gl.dim.o/ = supiproj.dim.A: A € o/}
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Proposicdo 1.5.9. Dado A € &/ tem-se
projdimA <m = Ext/(A,S)=0, S e o/simples,
Em particular, gl.dim.o/ < m se, e somente se

Ext",(S5,S) =0, S,5 € o/simples, n>m.

n>m.

14
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2 Algebras

No mesmo espirito do Capitulo 1, relembramos alguns conceitos e fixaremos notagdo
sobre dlgebras a serem utilizados no Capitulo 3. Em particular, na Se¢do 2.3 definimos
0 que vém a ser dlgebras de Koszul e recordaremos um método numérico para saber se
uma 4lgebra é de Koszul ou néo (sob certas condi¢des) que serd fundamental no Capitulo
3. As referéncias serdo citadas no inicio de cada secao.

2.1 Algebras

O material desta se¢do é bastante elementar e pode ser encontrado em [12, 22], por
exemplo.

2.1.1 Conceitos basicos

Fixe um anel comutativo com unidade R. Dizemos que um anel associativo com unidade
A é uma R-dlgebra (associativa com unidade) se existe uma func¢do » : RX A — A tal que
(@) (A, *) éum R-moédulo.

(b) 7+ (ab) = (r+a)b = a(r b), paratodor € Rea,b € A.

Observacao 2.1.1. Como nosso anel R estd fixo, diremos apenas A é uma dlgebra ao invés de A é
uma R-dlgebra. Salvo mengdo em contrdrio, os R-médulos sempre serdo médulos a esquerda.

Definicdo 2.1.2. Sejam A e B dlgebras.

(a) A dlgebra A é comutativa se o anel A é comutativo.

(b) Uma subdilgebra de A é um subanel do anel A que é um R-submédulo de A.

(c) Um ideal (bilateral ou unilateral) da dlgebra A é um ideal do anel A que é um submédulo.

(d) Um homomofismo de dlgebras f : A — B é um homomorfismo de anéis que é um homomor-

fismo de médulos.

Se I éum ideal de A, o0 anel A/l tem uma estrutura natural de dlgebra induzida pela estrutura de
A. Dizemos que A/I é o quociente de A por I.

Observacao 2.1.3. Define-se epimorfismo, monomorfismo e isomorfismo de dlgebras de maneira
natural.

Teorema 2.1.4. Sejam A e B dlgebras. Entdo o produto tensorial A®g B é uma dlgebra definindo-se
(a®b)(a' ®b') = (aa") ® (bV').

Além disso, A ®g B é comutativa se A e B sido comutativas.
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Lembre que uma intersecgdo arbitrdria de ideais da dlgebra A é também um idel da
algebra A.

Definicdo 2.1.5. Seja A uma dlgebra. Dado X C A, o ideal gerado por X (denotado por (X)) é o

ideal
s

le7

onde .F ¢é a familia de todos ideais em A tais que X C I.

Uma Z-graduacdo em uma élgebra A, ou simplesmente uma graduacao, é uma familia
{A[n]} ez de R-submodulos de A tal que

A= Am 2.1.1)

como R-médulo e, dados x € A[p], y € Alg], temos

xy € Alp +q].

Dizemos que A é uma algebra Z-graduada, ou simplesmente graduada, se foi escolhida
uma graduacdo em A.

Definicgao 2.1.6. Sejam A e B dlgebras graduadas.

(a) Dizemos que um ideal I (bilateral ou unilateral) é graduado se

I:GBIOAML

neZ
(b) Dizemos que A é Z-graduada se A[n] =0, n <0.
(c) Um homomorfismo de dlgebras f : A — B é dito graduado se f(A[n]) C B[n], Vn € Z.

Definigao 2.1.7. Seja A uma dlgebra.

(a) Um médulo a esquerda para a dlgebra A é um R-mdédulo V que também é um médulo a
esquerda para o anel A e que satisfaz

r(av) = (ra)v = a(rv), VreR,aeA,veV.

Doravante, a expressio A-médulo significard médulo para a dlgebra A (ndo apenas para o anel
A).

(b) Um A-submédulo é um R-submédulo que também é um submédulo sobre o anel A.

(c) Um A-médulo é dito simples se possui exatamente dois A-submddulos, a saber, {0} e A. Um
A-mddulo é dito semissimples se é soma direta de A-submoédulos simples.

(d) SeV e W sido A-médulos, um homomorfismo entre Ve W é uma funcdo f : V. — W que é, ao
mesmo tempo, um homomorfismo de médulos para os anéis R e A.
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Observacgao 2.1.8. Como na teoria de anéis, uma dlgebra A é dita simples (semissimples) se A é
um A-mddulo simples (semissimples). A definigdo de A-médulo a direita é similar.

Lembre que uma intersec¢do arbitrdria de A-submoédulos de um A-médulo V é
também um R-submédulo de V. Dado um subconjunto X de V denotamos por (X) a
interseccdo de todos R-submédulos de V que contenham X.

Fixe uma éalgebra graduada A. Uma Z-graduagdo, ou simplesmente graduagdo, em
um A-moédulo V é uma familia de A-submédulos {V[k]}iez tal que

V=P vik 2.1.2)

keZ
como R-médulo e, dados x € A[p], v € V[g], tem-se

xv € VIp+q].

Como em élgebras graduadas, um A-homomorfismo entre A-médulos graduados é dito
graduado se preserva as graduagoes.

Defini¢ao 2.1.9. Seja V um A-médulo graduado. Dizemos que V é

(a) Z,-graduado se V[k] =0,k < 0.
(b) Concentrado em grau p se V[k] =0, k # p.

(c) Geradoem graupseV =(V[pl).

2.1.2 Algebra tensorial

Seja V um R-médulo. Defina

T'"V)=Veg---& YV, n>2.
———
n

Para acompanhar a notacdo, seja T'V = V e T°V = R. Defina

(V)= P 1TV

n>0

Observagao 2.1.10. Identificamos V com T*(V) de maneira natural de modo a podermos escrever
V € T(V). Além disso, dado um conjunto X, denotamos por F(X) um R-médulo com base X, isto

F(X) = EB R.

¢,
xeX
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Proposicao 2.1.11. Dado um R-médulo V, T(V) é uma dlgebra onde a multiplicagdo é a extensdo
linear de

(1@ ®x) (1® ®Y) =X1@ QX QY1 ®---Yy, Xi€V,1<i<pyjeV1<i<j

Equipado com essa multiplicacdo, T(V) satisfaz a sequinte propriedade universal: Dados uma

dlgebra B e um R-homomotfismo V 4, B, existe um tinico homomorfismo de dlgebras

f:T(V)—B
tal que ﬂv) = f(v) para todov € V.

Observacgao 2.1.12. No caso em que V = F(X), A := T(V) é chamada de uma dlgebra livre sobre
X.

Definicao 2.1.13. Seja X um conjunto ndo vazio e considere a dlgebra A livre sobre X. Dado
rel C A, dizemos que a dlgebra quociente A/(rel) é a dlgebra definida por geradores X e relagdes
r=0,r¢€rel

Doravante fixe um conjunto ndo vazio X, V = F(X) e A = T(V) uma é4lgebra livre sobre
X.

Definicao 2.1.14. Uma dlgebra com geradores X relagdes r = 0, r € rel, é dita quadrdtica se

rel C T*(V).

Se rel = {vw —wv : v,w € V} C TA(V), a 4lgebra quadratica SymV dada por geradores
X e relagdes r = 0,7 € rel, é chamada de dlgebra simétrica de V. Note que SymV é uma
algebra comutativa.

Proposicdo 2.1.15. Dados uma dlgebra B e um R-homomorfismo V LB satisfazendo

f@)f(w) = f(w)f(v), Yv,weV,

existe tinico homomorfismo de dlgebras

f:SymV — B
tal que ﬂv) = f(v), para todov € V.

Observacao 2.1.16. Devido a esta proposigido, SymV é dita uma dlgebra comutativa livre sobre
X. Por abuso de notagdo, continuaremos denotando por v a imagem v € V em SymV. Quando R
é um corpo de caracteristica 0, SymV é isomorfa a uma subdlgebra de T(V).

Se rel = {vw + wv : v,w € V}, a dlgebra quadrética associada AV é chamada de dlgebra
exterior de V. Por abuso de notagdo, continuaremos denotando por v a imagem v € V em
AV. A imagem de v ® w,v,w € V, em AV serd denotada por v A w. Seja também NV a
imagem de TI(V) em AV.
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Proposicao 2.1.17. Dados uma dlgebra B e um R-homomorfismo V B satisfazendo
(f@)? =0, YoeV,
existe tinico homomorfismo de dlgebras
f:AV—B
tal que ﬂv) = f(v), para todov € V.

Observacao 2.1.18. Quando R é um corpo de caracteristica 0, AV é isomorfa a uma subilgebra
de T(V).

Teorema 2.1.19. O conjunto
xp-xpixjeX,1<j<nn=0}
é uma base de T(V). Mais ainda, se X é simplesmente ordenado temos que

x1-xpixj€eX1<j<nx <---<x,,n20}

A AxyixjeX,1<j<nx <. <xpn20}

sdo bases de Sym(V) e T(V) respectivamente. Em particular, N"V = 0sen > |X|.

2.2 Algebras de Lie

A partir de agora, em todo o resto da dissertagdo, fixaremos um corpo F de caracteristica
0 e algebricamente fechado e todas as dlgebras serdo F-algebras. Maiores detalhes sobre
os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [11, 13, 24].

2.2.1 Conceitos béasicos

Uma algebra de Lie (sobre F) é que um espago vetorial g sobre F com uma operagao binaria
[,-]1:9Xg— g, chamada de colchete, que satisfaz:

(L1) O colchete é bilinear.

(L2) [x,x] =0, para todo x € g.

(L3) [x, [y, 211 + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, para todos x, y, z € g.

Combinando (L1) com (L2) temos que o colchete é anticomutativo. A propriedade (L3)

é denominada identidade de Jacobi. Combinando a identidade de Jacobi com anticomuta-
tividade temos

[x, [y, 211 = [[x, y1, 2] + [y, [x, z]. (22.1)

Fixe uma algera de Lie g.
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Defini¢ao 2.2.1. Dizemos que g é abeliana se

[x,y]=0, xyeaq.

Exemplos 2.2.2.

(a) Um espago vetorial V tornd-se uma dlgebra de Lie abeliana definindo-se [x, y] = 0,Vx,y € V.

(b) A cada dlgebra associativa A associamos uma dlgebra de Lie £(A) que tem a mesma estrutura
de espago vetorial e o colchete, neste caso também chamado de comutador, é definido por

[x,yl=xy—-yx xy€A.
Denota-se a dlgebra (Endr(V)) por gl(V), onde V é um espago vetorial. No caso em que
V = F", abrevia-se gl(V) por gl,,.

(c) Seja slp o subespago vetorial de gl, formado pelas matrizes de traco nulo. Explicitamente é

, 1 0 01 00
oespagovetortalcambaseh—(O 1 ),x—(o O)ey—(l 0). Como [x,y] = h,

[h,x] = 2x e [h,y] = =2y seque que sl é uma subdlgebra de gl,.

Um homomorfismo de dlgebras de Lie f : ¢ — g’ € um homomorfismo linear tal que

fley) =1f0,. fW],  xyeq (2.2.2)

Epimorfismos, monomorfismos e isomorfismos de dlgebras de Lie sdo definidos de
maneira natural.

Exemplo 2.2.3. Um homomotfismo linear f : ¢ — A, onde A é uma dlgebra associativa, satis-
fazendo f([x,y]) = f(x)f(y) — f(y)f(x) é um homomofismo de dlgebras de Lie f : g — L(A).

Dado um subespaco vetorial h de g, dizemos que §) é uma subidlgebra se

[x,yl€ebh, xyeb.
Dizemos que b é um ideal se
[x,yleh xebhyeq.
Se b é um ideal de g, entdo o espago vetorial g/l) tem uma estrutura natural de dlgebra de

Lie induzido pelo colchete em g. Dizemos que g/} é o quociente de g por b.

Observacao 2.2.4. Diferentemente do caso de dlgebras associativas com unidade, um ideal de
uma dlgebra de Lie é uma subdilgebra.
Definicao 2.2.5. Dados dois ideais ) e )’ em g, 0 subespaco [b, H’] gerado pelos elementos da forma
[x,yl, x e hey el éumideal de 3. Em particular, a série central descendente definida por
o' =g
¢! = [g,d, k=20

é uma série de ideais. Uma dlgebra de Lie é chamada nilpotente se ' = 0, para algum i > 0.
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2.2.2 Algebra Universal Envelopante e Representacdes

Seja U(g) o quociente de T(g) pelo ideal gerado por

xy—-yx—[x,y]=0, xyegq.

Teorema 2.2.6 (Poincaré - Birkhoff - Witt). Seja X um subconjunto de g simplesmente ordenado
tal que X é uma base de g. Seja  : T(g) — U(g) a projegdo candnica. Entdo

{m(x1) - m(xn) i x; € X, 1< j<nxg <~ <xy,1n 20}
é uma base de 2(g). Em particular, t|; é um monomorfismo de dlgebras de Lie.

Observacao 2.2.7. O Teorema 2.2.6 é abreviado por PBW. Como ml|q é um monomorfismo,
identificaremos g com 1(g). Desta forma, g C U(g) e 1t(x1) -~ 1(xp) = X1+ Xp.

Proposigdo 2.2.8. Para cada homomorfismo de dlgebras de Lie f : ¢ — £(A), onde A é uma
dlgebra associativa, existe um tinico homomorfismo de dlgebras f : W(g) — A tal que

@) = f(x), ¥x .
Devido a esta proposicéo, a dlgebra [(g) é chamada de Algebra Universal Envelopante
de g.
Observacgao 2.2.9. Dada uma subdlgebra ¥y de g, pela Proposi¢io 2.2.8 e por PBW, () pode ser
vista como uma subdlgebra de U(g).
Um g-mddulo é um espaco vetorial V munido de uma fungéo bilinear
gxXV > V:(x,0)— xv

tal que [x, y]Jo = x(yv) — y(xv). Equivalentemente, um g-médulo é um espago vetorial V
munido de um homomorfismo de 4lgebras de Lie

g — L(Endp(V)),
chamado de representagio.

Observacgao 2.2.10. Pela Proposigio 2.2.8, todo g-mddulo pode ser naturalmente visto como um
U(g)-médulo. Reciprocamente, como g C U(g) (por PBW) as relagdes que definem U(g) implicam
que todo W(g)-mddulo é também um g-médulo. Em outras palavras, a categoria das representagdes
de g é equivalente a das representat¢des de U(g). Sendo assim, as definigoes de submddulos sequem
diretamente daquela para dlgebras associativas.

De grande interesse é a representagio adjunta ad : g — gl(g) definada por

ad(x)(y) =[x, vy], xye€aq.

O ntcleo desse homomorfismo de algebras de Lie é chamado de centro de g e denotado
por Z(g).
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Exemplos 2.2.11. Suponha que V e W sio g-mdédulos.

(a) O corpo F é um g-médulo com estrutura
xA=0, xe€eg,AeF
(b) Se W é um g-submddulo de V, o espago vetorial V/W é um g-médulo com estrutura
xv+W)=@xv)+ W, xeguoveV.

(c) O espago vetorial Homp(V, W) é um g-médulo definindo-se

(xf)(©) = x(f(v)) - f(x0), x€g,feHomp(V,W),v€ V.

Em particular, V* = Homg(V, F) é um g-médulo com a estrutura (xf)(v) = —f(xv).

(d) O espago vetorial V & W é um g-médulo definindo-se

x(v,w) = (xv,xw), xeg,veV,weW

(e) O espago vetorial V @ W é um g-mdédulo definindo-se
x(wQw)=@x)Qw+vQ (xw), xeguveV,weW.

Definicdo 2.2.12. Seja V um g-médulo.

(a) Dizemos que V é simples se possui exatamente dois g-submddulos, a saber, {0} e V.

(b) Dizemos que V é semissimples se V é soma direta de g-subméddulos simples.
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Uma Z-graduagdo em g, ou simplesmente uma graduagdo, é uma familia indexada

em Z de subespacos vetoriais {g[n]},cz tal que
9= (P alnl
nezZ

como espago vetorial e
[slpl slgll Calp+4], pge’l

Uma éalgebra de Lie graduada é uma 4algebra de Lie na qual se fixou uma graduagéo.
Homomorfismos graduados entre dlgebras de Lie graduadas sdo homomorfismos de

algebras de Lie que preservam graduacao.

Fixada uma élgebra de Lie graduada g = &, _,a[n] e um g-modulo V, uma Z-
graduacdo em V é uma familia indexada em Z de subespacos vetorias {V[n]},cz tal que

V=GBVM]

neZ

como espaco vetorial e
alplVlgl € VIp +4q], p,geZ
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2.2.3 O Complexo de Chevalley-Eilenberg

Oespago vetorial C,, = U(g)®A"(g) tem uma estrutura natural de g-médulo pela multiplicacdo
a esquerda, isto é

x(@a®v)=(xa)®v, xe€g, acU), ve~A ).

Defina Cy = U(g) e D), : C;, — Cp—1, n > 0, por

n
D,(@®(x1---xy) = Z(—l)”laxi@(xl A AXi A AXy)
i=1

(2.2.3)
+ Z (—1)i+ja®([xi,x]-]/\x1A---/\E/\---/\J/C;A---/\xn).

1<i<j<n
D, é chamada a n-ésima diferencial de Koszul.

Teorema 2.2.13 (Complexo de Chevalley-Eilenberg). Com a notagio acima

ﬂcnﬂ)cn_l_)_)clﬂ)coi)lf_)o

é uma resolugdo projetiva do corpo F na categoria dos g-médulos, onde ¢ : U(g) — F é o 1inico
homomorfismo de dlgebras tal que e(x) = 0,Vx € g.

2.2.4 Algebras semissimples de dimensio finita

Dizemos que g é simples se g ndo é abeliana e se possui exatamente dois ideais distintos.
Dizemos que g é semissimples se possui exatamente um ideal abeliano. Doravante, fixe
uma algebra de Lie de dimensdo finita g.

Para uma outra definicdo de dlgebra de Lie semissimples, considere a forma bilinear
simétrica k : g X g — F definida por

k(x, y) = Tr(ad(x) ad(y)).

Tal forma é denominada forma de Cartan-Killing e é associativa no sentido que, dados
X, Y,z € g, tem-se
x([x, yl, z) = x(x, [y, 2).

Teorema 2.2.14. Sio equivalentes:

(a) g é semissimples.

(b) A forma de Cartan-Killing é ndo degenerada.

(c) Existem um inteiro positivo n e tinicos ideais simples g;, 1 < i < n tais que

=019 - Dgn.
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Doravante, suponha que a dlgebra g seja semissimples.

Definicdo 2.2.15. Dado um espago vetorial V e um endomorfismo T : V — V, dizemos que
T'=S+N

é sua decomposigio de Jordan-Chevalley se S é diagonalizdvel, N é nilpotente (isto é, existe n > 0
tal que N" = 0) e SN = NS.

Proposicdo 2.2.16. Dado x € g, existem 1inicos xs, x, € § tais que x = X5 + X, €
ad(x) = ad(xs) + ad(x;)

é a decomposigio de Joradan-Chevally de ad(x). Além disso, a cada representagio ¢ : g —
L(End(V)), onde V é um espago vetorial de dimensdo finita, temos que

P(x) = p(xs) + @(xn)
é a decomposigio de Jordan-Chevally de ¢(x).
Defini¢do 2.2.17. Dado x € g, dizemos que a decomposigio
X =Xs+ Xy

da Proposicio 2.2.16, é a decomposigio abstrata de Jordan de x. Dizemos que x5 é a parte
semissimples de x e que x,, é a parte nilpotente de x. Dizemos ainda que x é semissimples se x, = 0.

Uma algebra semissimples sempre possui elementos semissimples. Uma subélgebra
em que todos os elementos sdo semissimples é dita uma subdlgebra toral.
Lema 2.2.18. Uma subdlgebra toral é abeliana.

Fixe uma subélgebra toral maximal b de g, isto €, h ndo estd incluida propriamente em
nenhuma subdlgebra toral de g. Como ) é abeliana, Lema 2.2.18, ad(}) é uma familia de

endomorfismos diagonalizaveis que comutam. Segue que essa familia é simultaneamente
diagondlizavel. Em outras palavras, g é soma direta dos subespagos

e ={xeg:[hx]=al)x Vx e g}, (2.2.4)
onde a € h*. Para a # 0, esses subespacos sdo denominados espacos de raizes. O conjunto
R={aebh :a#0eg, # 0}

é chamado sistema de raizes e cada a € R é chamado raiz.

Lema 2.2.19. Para cada a € R tem-se que g, tem dimensio 1. Além disso, para cada x, € g, ndo
nulo, existe um 1inico Yo, € §—o tal que a subdlgebra gerada por X, Yo € hy = [Xa, Yol € isomorfa,

, . ) 01 00 1 0
comoalgebmsdeLze,a5Izvzaxar—>(O O),yaH(l 0)€ha+—>(0 1 )
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Proposicdo 2.2.20. Se b é uma subdlgebra toral maximal de g, entdo g0 = b e a forma de
Cartan-Killing restrita a Y é ndo degenerada.

Como a forma de Cartan-Killing « restrita a f) é ndo degenerada, ela induz um iso-
morfismo h* = f) dado por ¢ - t, com t, sendo o tnico elemento tal que ¢p(h) = x(ty, h),
para todo i € h. Em particular a forma (A, u) = (¢, t,) definida em b* € ndo degenerada.
Defina

b =QRCY".

Proposigao 2.2.21. Temos que (-,-) toma valores racionais quando restrito a Y e é um produto
interno em Y. Além disso, a dimensdo de Y, é a mesma de V) e tem-se as seguintes propriedades:

(a) R é finito, ndo contém 0 e gera by,

(b) Se a € R, entdo +a sdo os tinicos multiplos de a que estio em R.
o)
(@, q)

G _
ez

€ R.

(c) Seaepestioem R, entdo f —2

(d) Se ae B estidoem R, entdo 2

a,

Defini¢ao 2.2.22. Um subconjunto ® de um Q-espago vetorial E munido de um produto interno
satisfazendo (a), (b), (c) e (d) é chamado de sistema de raizes.
Fixemos um Q-espaco vetorial E e um sistema de raizes ®.

Definigao 2.2.23. Um subconjunto A C @ é dito uma base de ®@ se A é base de E e cada raiz f3
pode ser escrita da forma p = ) ,cp katt, onde os coeficientes sdo todos inteiros ndo negativos ou
todos inteiros ndo positivos.

Teorema 2.2.24. O conjunto @ tem base.

Fixada uma base A de @, as raizes a € A sdo chamadas de raizes simples. Com
relacdo a esta base, uma raiz f8 é dita positiva, e denota-se > 0, se os coeficientes de § sdo
inteiros ndo negativos e dita negativa, denotando-se § < 0, caso contrério. O conjunto de

raizes positivas é denotado por ®* e o conjunto das raizes negativas por ®~. Claramente
OP=0TUD e D =-D".

Defini¢do 2.2.25. Seja R* uma escolha de raizes positivas. A decomposicio
g=hen"en’, n* =®uwr8a

é chamada decomposigdo triangular.

Fixado uma escolha de raizes simples {ay, - -, a;} de @, defina

aj, o
Ci]'=2(l ]) € L.
(aj, aj)
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Lema 2.2.26. Fixada a notacdo acima

(a) Ci=2,paral <i<lI.

(b) Cij = 0, —1,—2 ou —3.

(c) Cji=—-1seCjj =—2o0u -3.

(d) Cji = 0 se, e somente se, Cj; = 0.

O diagrama de Dynkin de ®, com relac¢do a escolha de raizes simples {ay,--- ,a;}, é um
grafo com [ vértices onde o i-ésimo vértice € ligado ao j-ésimo vértice, i # j, por C;;Cj;
arestas mas com o adicional de uma seta, de acordo com as regras abaixo
(a) Se Cjj = Cji = 0 ndo existe ligagao:

o O
i j
(b) Se Cjj = Cji = =1 temos que i e j sdo ligados por uma aresta:
o—0
i j

(c) Agora se Cjj = =2 ou Cj; = -2 fazemos

caso Cjj = -2e

caso Cjj = —2.

(d) De maneira andloga quando C;; = =3 ou Cj; = —3 bastando trocar os dois segmentos
por trés.

Definigao 2.2.27. Um sistema de raizes P é dito irredutivel se nio pode ser escrito como unido
disjunta entre dois subconjuntos proprios tal que cada raiz de um subconjunto é ortogonal a todas
as raizes do outro conjunto.

Proposicdo 2.2.28. O diagrama de Dynkin nio depende da particular escolha de raizes simples.
Além disso, se © é irredutivel e possui | raizes simples, os diagramas de Dynkin possiveis sio

Al 3 Cl 1 2 3 1-2 -1 é 1

-1
D, 0—0—0 -+
! 1 2 3 -3 -2 i
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1 2 3 1 5 6
o—o—o—o—is—o—o
8 1 2 3 1 5 6 7

F o—c{z>—o

4 1 2 3 4
1 2 3 1 5 G (E@
2 1 2

Teorema 2.2.29. (a) Dada uma outra dlgebra toral maximal Yy, os diagramas de Dynkin deter-
minados por elas sido os mesmos. Em particular, g determina sem ambigiiidade um diagrama
de Dynkin.

(b) Duas dlgebras de Lie semissimples isomorfas possuem o mesmo diagrama de Dynkin.

(c) Cada diagrama de Dynkin da Proposicdo 2.2.28 é diagrama de Dinkyn de uma dlgebra de Lie
semissimples.

(d) Duas dlgebras de Lie semissimples que possuem o mesmo diagrama sio isomorfas.

2.2.5 Representacdes de dlgebras de Lie semissimples de dimensao finita

Usaremos a notagdo da secdo anterior para a algebra de Lie semissimples de dimenséao
finita fixada g. Isto é, supomos fixada uma decomposi¢do triangular g = n~ @ h & n*,
denotamos por R* uma escolha de sistema de raizes positivas, etc. Além disso, fixaremos
o conjunto das raizes simples {«; : j € I}.

Defini-se uma ordem parcial em bh* por

ALy & u-AeZ,R%.
Chama-se reticulado de pesos o grupo abeliano

P=3Aeby :Ahy) €eZ,aeR,h, = Lta
(a, )

. Dizemos que A € P é dominante se A(h,) > 0, @ € R*. Denota-se o conjunto de pesos
dominantes por P*. O reticulado de raizes Q é o subgrupo de P gerado por R. Os funcionais

C()j(hai) = 61']', i,j el

sdo pesos dominantes denominados pesos fundamentais. Em particular, {w; : j € I} ¢ uma
Z-base de P.
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Dado um g-médulo V, dizemos que V é um médulo de peso se
V=DV

onde V) = {v € V: hv = A(h)v, Vh € h}. Em particular, um submédulo W é de peso se, e

somente se,
W:QEan.

Lema 2.2.30. Seja V um g-mdédulo.

(@) g.ViC Vasr,a €ReA el
(b) A soma

V=YV,

Aeh*

édiretae V' é um g-submoédulo de V.

(c) SeV éde dimensdo finita tem-se V' = V.

Um vetor ndo nulo v € V), é dito de peso mdximo A se v € VI, onde
Vi={veVy:n'o=0}

Dizemos que um g-médulo V é um g-mddulo de peso miximo A se existe um vetor de peso
maximo A tal que
V = U(g)v.

Teorema 2.2.31. Sejam V um g-médulo de peso mdximo A e vetor de peso mdximo v € V.
Suponha que R* = {B1,...,Bm} e que xﬁij € 9up; \ {0}

(a) V é gerado pelos vetores do tipo (x;l)il “e (xlgm)im v,ij € Zy. Em particular V é modulo de peso.
(b) Os pesos i de V sdo da forma u < A.

(c) Para cada peso p de V tem-se que V, é de dimensdo finita e dim(V) = 1.

(d) Cada submédulo de V é de peso.

(e) Nio existem g-modulos U e W tais que V seja isomorfo a U® W. Além disso existe um tinico
submédulo maximal proprio e um tinico quociente irredutivel correspondente.

(f) Todo quociente de V é médulo de peso mdximo A.

(g) SeV éirredutivel e W é outro médulo de peso maximo A irredutivel, entido V e W sdo isomorfos.
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Pelo teorema 2.2.31(e), para mostrar a existéncia de um g-médulo irredutivel de peso
maximo A, é suficiente mostrar a existéncia de um g-médulo M(A) de peso maximo A.
Seja I(A) o ideal a esquerda em (g) gerado pelos elementos da forma

X hy — A(ha)l, a€RY,

e M(A) = U(g)/I(A). O g-moédulo M(A) é chamado médulo de Verma de peso A. Denota-se
por V(A) seu tinico quociente irredutivel.

Teorema 2.2.32. Seja V um g-médulo irredutivel de peso mdximo A. Entdo V tem dimensio
finita se, e somente se, A € P*.

Teorema 2.2.33. Seja A € P*. Para cada v, € (V(A))a \ {0} temos
ntoy =0, (o)) = Ao, Yheh, (x;) ey, =0,Viel (2.2.5)

Além disso, V(A) é isomorfo ao quociente de (g) pelo ideal a esquerda correspondente as relacdes
(2.2.5).

Lema 2.2.34. Sejam A, u € P* e V um g-médulo de dimensio finita. Entdo:

(a) dim Homy(V(A), V) = dim V7.

(b) Como espagos vetoriais tem-se

[l

Homy(V(A), Ve V(w) = {ve Vi : )Mo =0= (x ) +1o)

Homg(V ® V(A), V(u)).

IR

Observacao 2.2.35. Segque de 2.2.34(a) que dim Homy(V(A), V) é a multiplicidade de V(A) em
uma série de composicio de V (Definigio 1.5.3), isto é,

[V : V()] = dim Homy(V(A), V).

2.3 Algebras de Koszul

Os reultados desta se¢do ndo sao elementares como o das se¢des anteriores e podem ser
encontrados em [1].

Seja A = @keL Alk] uma 4algebra associativa Z,-graduada tal que A[0] seja uma
algebra semissimples. A algebra A[0] tem uma estrutura de A-médulo concentrado em

grau 0 via

k>0

a=apa, a;€ Alk],ace A[0].

Diz-se que essa graduagdo para A é de Koszul se A[0] adimite uma resolucao projetiva
v — Pp — Py — Py — A[0] — 0

na categoria dos A-médulos Z,-graduados tal que que P, é gerado por P,[r] como um
A-modulo graduado.
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Proposicao 2.3.1. Toda dlgebra de Koszul é quadritica. Além disso, a dlgebra A é de Koszul se, e
somente se, A é uma dlgebra de Koszul.

Fixe uma algebra Z.-graduada A e suponha que

(a) Cada A[i] tem dimens3o finita, i > 0.

(b) A[0] = ®)¢jF1,, onde 1, sdo elementos idempotentes ortogonais dois a dois e I é um
conjunto finito, o que é equivalente a exigir que A[0] seja uma algebra semissimples
e comutativa.

(c) dim(Eth mod(SurS1)) e dim(1,A[i]1,) sdo finitas, onde Sy = F1, € 0 A-médulo simples

referente a 1,.

Nessas condigoes existe um critério numérico para Koszulidade. Defina as matrizes
H(A,t) = (H(A, Oraper,  H(E(A), £) = (H(E(A), )au)a et

onde
H(A, D)y, = Z Fdim(13A[i]1,)  H(E(A), Hay = Z t dim(Ext’ (S, S1))
i>0 i>0

sdo as séries de Hilbert da algebra A e da algebra de Yoneda de A. A matriz H(A,t) é
chamada de matriz de Hilbert de A e H(E(A), t) é a matriz de Hilbert da 4lgebra de Yoneda
de A. Diz-se que A satisfaz a condigdo de Froberg se

H(A, HH(E(A), —t) = 1. (2.3.1)

Definigao 2.3.2. Uma dlgebra B ¢ dita noetheriana a esquerda se dada uma sequéncia de ideais i
esquerda
LchCclz<---

existe p tal que I, = I, g > p.

Teorema 2.3.3. Suponha que A seja noetheriana a esquerda. Entdo A é Koszul se, e somente se,
satisfaz a condigdo de Froeberg.
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3 Um exemplo de dlgebra de Koszul via dlgebras de Lie

Neste capitulo estudamos certas subcategorias da categoria de médulos graduados para
certas dlgebras de Lie graduadas. Estaremos especialmente interessados em entender
resolugdes projetivas dos objetos simples e calcular o espaco de extensdes entre dois
objetos simples. Isto nos levara naturalmente a alguns exemplos de dlgebras de Koszul
construidos a partir das coberturas projetivas dos objetos simples. A secdo é baseada
nos artigos [4, 6]. Porém, alguns resultados estdo enunciados e demonstrados de forma
um pouco mais geral que aquela encontrada nestes artigos. Destacamos especialmente
o Teorema 3.2.6 que s6 havia sido considerado para o caso em que a algebra de Lie tem
graduacdo concentrada em graus 0 e 1.

3.1 A categoria ¥
3.1.1 Definicao e classificacdo dos objetos simples

Sejaa =P, <z, A[n]umaalgebra de Lie graduada. Suponha que a[0] = gseja semissimples
e que a[n] tenha dimensdo finita para todo n > 0. Usaremos a notagdo da Segdo 2.2 para
g. Isto é, supomos fixada uma decomposigdo triangular g = n~ @& ) @ n*, denotamos por
R* uma escolha de sistema de raizes positivas, etc.

Seja ¢ a categoria cujos objetos sdo os a-médulos Z-graduados V tais que V[k] é um
g-médulo de dimenséo finita para todo k € Z e os morfismos sdo os a-homomorfismos
f:V — W tais que f(V[k]) € W[k], para todo k € Z.

Observe que um g-submédulo graduado de um a-médulo graduado V é um g-
submoédulo U satisfazendo
U= @ unvir.

Lema 3.1.1. Seja V um objeto de 4. Dado um g-submédulob graduado U de V, existe um
g-submédulo graduado W de V tal que V.= U @® W como g-médulo. Em particular, para cada
epimorfismo € : 'V = V' graduado, existe um g-monomorfismo graduado x : V' > V tal que
ex = 1y,

Demonstragido. Como cada V[k] é de dimensao finita, pelo teorema da decomposicdo de
Weyl, existe um g-submédulo W[k] de V[k] tal que V[k] = U[k] ® W[k] como g-médulo,
para cada k € Z. Defina W = &,czW[k]. A segunda parte segue tomando U como o niicleo
de ¢. |

Considere o ideal

ay = EB a[n].

n>0
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Dado um g-médulo V, podemos olhar V como um a-médulo definindo
a,V=0.
Para cada inteiro r, podemos considerar V como um a-médulo graduado definindo
VIkl|=0, k#r e V[r]=V.

Dessa maneira, se a dimensdo de V é finita, podemos considerar V como um objeto de 4.
Em particular, dado A € P*, denotamos por V (A, r) o a-mddulo assim construido a partir
de V = V(A). Considere

A=P"xZ

Evidentemente V(A, r) € um objeto simples de ¢ para todo (A, ) € A. A seguir mostramos
que A parametriza o conjunto das classes de isomorfismo dos objetos simples de ¢.

Proposicao 3.1.2.
(a) SeV éum objeto simples em &, entdo V = V(A,r), para algum (A, 1) € A.

(b) Dados (A,r),(u,s) € A, Homg(V(y,s), V(A, 1)) # 0 se, e somente se, (u,s) = (A, ).

Demonstragio. A parte (b) é 6bvia. Provemos (a). Suponha que V seja simples. Suponha
que existam r,s € Z tais que V[r] # 0 e V[s] # 0 e que s > r. Entdo @IQS VIk] é um
a-submoédulo préprio e nédo trivial de V, o que contradiz o fato de V ser simples. Assim
existe um tnico r € Z tal que V[r] # 0. Em particular, a,V = 0. Assim, como V é simples,
devemos ter que V[r] é um g-mé6dulo simples, donde V[r] = V(A), paraalgum u € P*. O

Para cada objeto Vem ¢ e (A,r) € A defina

[V : V(A,7)] = dim Homy(V(A), V[r]).

Observacgao 3.1.3. Para cada inteiro s, seja Vs = @>;V[k]. Claramente, para cada inteiro s,
Vs é um a-submédulo de V e que Vs 2 V5, ses < I. Entdo [V : V(A,r)] é a multiplicidade de
V(A,r) numa série de composigio de qualquer quociente Vsg/Vs,1, com s < r (cf. Observagio
2.2.35).

3.1.2 ApresentacOes projetivas

Dado um g—moédulo V, considere o a-médulo
P(V) = U(a) @) V
com ag¢do dada por multiplicagdo pela esquerda em (a).
Lema 3.1.4. Para todo g-médulo V, temos isomorfismo de g-mddulos
P(V)=U(ay)®@V

com g agindo em W(ay) via agio adjunta. Além disso, se a,V = 0 tal isomorfismo é um isomorfismo
de a-modulos. Também, se V € ¢ e existe ko tal que V[k] =0,k < ko, P(V) € 4.
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Demonstragio. Seja f : W(ay) ® V — P(V) o tnico homomorfismo linear tal que f(a ® v) =
a®v, para todoa € U(a,), v € V. Dado x € g temos

fix-(@a®v) = f(x-a)®@v+a®(xv) = (x-a)®v +a® (xv).
Mas em (a) temos que xa = ax + [x,a] e que [x,a] = x - a. Dai

fx-@®v) = [xa]l®v+a®(xv)=x1)Qv—-(Ax)®v+a®(x) = (xa)®v=x-(a®0)
= x-f(@a®o).

Logo, f € um homomorfismo de g-médulos. O fato que f é isomorfismo agora segue do
Teorema de PBW.

Suponha que a,V = 0. Entdo, dado y € a[k], k > 0, temos

fly-@®v)=f((yn)®v) =(y))@v=y-@®v)=y- f(a®0)

mostrando que f é um a-homomorfismo (claramente graduado se V for graduado).

A dultima afirmagdo consiste de simples verificagdo de que as partes graduadas de
U(a;) ® V tém dimesao finita. O

Em particular, segue do Lema 3.1.4 que se se V € ¢ estd concentrado em algum grau,
entdo P(V) € 4. Dado (A, r) € A, defina

P(A,r) = P(V(A, 7).

Sejam V,IWe ¥4 e f : V — Wum g-homomorfismo graduado. Defina 5 : W(a) XV — W

por
p(a,0) = af(0).

Como f(ax, v) = (ax) f(v)~= af(xv) = B(a, xv), para todo x € g, existe um tinico homomor-
fismo linear graduado f : P(V) — W tal que

fla®v) =af(v). (3.1.1)
Agora note que
af(b®0v) = a(bf(v)) = (ab)f(v) = f((ab)®v) paratodos a,bea,0€V,
mostrando que fé um é um a-homomorfismo. Chamamos fde extensio de f.

Proposicao 3.1.5. Sejam V,W € & e suponha que V seja concentrado em grau r. Entdo temos
um isomorfismo de espagos vetoriais

Homg(V, W[r]) = Homg (P(V), W).

Em particular,
[V : V(A,1)] = dimHomg(P(A, 1), V). (3.1.2)



3 UM EXEMPLO DE ALGEBRA DE KOSZUL VIA ALGEBRAS DE LIE 34

Demonstragio. Seja ¢ : Homy(V, W[r]) — Homg (P(V), W) : f f~com f~ dada por (3.1.1).
Para mostrar que ¢ é linear, sejam f, g € Homy(V, W[r]) e c € F, entdo

plcf +9aev) =alcf + g)(v) = claf(v)) +ag(v) = (cp(f) + @(g))a ®v).

Pela unicidade, ¢(cf + g) = co(f) + ¢(g). Para ver que ¢ é monomorfismo, suponha
@(f) =0, f € Homy(V, W[r]). Entdo f(v) = ¢(f)(1®v) =0, para todov € V. Assim, f =0
e ¢ é monomorfismo. Para ver que ¢ é epimorfismo, tome g¢ € Homg(P(V), W) e defina
f:V—= Wlrlpor f(v) =¢g(1®v), ©veV.Dai

P(N@®V) = af(©) = ag(l®0v) = ga®0), acl(), veV,

donde ¢(f) = g. ]

Proposicdo 3.1.6. Sejam V € G e ¢ : P(V) — V a extensdo da identidade de V. Se P(V) € 9,
entiio P(V) » V é uma cobertura projetiva de V em &. Em particular, P(A, 1) é cobertura projetiva
de V(A,r) para todo (A, 1) € A.

Demonstragido. Como ¢(1®v) = v, para todo v € V, temos que ¢ é epimorfismo em ¢. Para
mostrar que P(V) é projetivo considere o diagrama

P(V)
Js
wW—"u
Pelo Lema 3.1.1, existe um g-monomorfismo graduado j : U — W tal que hj = 1. Seja
f:VoW:ve j(g(l1®v)).

Se ]T : P(V) = W é a extensdo de f, temos

h(f(a®0)) = haf(v) = ah(f(0)) = ah(j(g(1 ®v))) = ag(1® ) = g(a & v).
Logo, hf~= g e P(V) é projetivo.

Resta mostrar que P(V) % V é uma cobertura projetiva. Seja ¢ : W — P(V) um
morfismo de ¥ tal que ¢g seja um epimorfismo. Mostremos que g é epimorfismo (cf.
Definicdo 1.4.2). Identifique V com o subespago 1 ® V de P(V). Segue entdo que V =
1®V C g(W). Como claramente V gera P(V) como a-médulo, o resultado segue. m]

Corolario 3.1.7. Para todo (A,r) € A, P(A, 1) é 0 a-mddulo gerado por um elemento p, , de grau
r com relacoes

wpr, =0,  hpr,=A(Wpr, VhED, () *p, =0, Viel (3.1.3)
Demonstragio. Sejap,, = 1®v,. Como v, satisfaz (2.2.5) temos que p, , satisfaz as relagdes

(3.1.3). E claro que p,, gera P(A, ) como a-médulo. Seja P o a-médulo gerado em grau r
por v, , que satisfaz as relagdes dadas por (3.1.3). Note que P[r] = V(1) como g-médulos.
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Pela defini¢do de P existe um a-homomorfismo f : P — P(A, r) tal que f(v),) = pi,. Como
pir € gerador, f é epimorfismo. Como P(A,r) é projetivo, existe um a-monomorfismo
g : P(A,r) »> P tal que gf = 1p(y . Existe escalar ndo nulo c tal que g(pp,) = cv,,, pois
gpar) #0, gpas) € (Plr])a e dim((P[r])a) = 1. Assim g é um epimorfismo, ou seja, um
a-isomorfismo. m]

3.1.3 Relag¢do de ordem em A

Dados (A, 1), (u,s) € A, diz-se que (u,s) cobre (A,r) ser < se pu— A é peso do g-médulo
af[s —r]. Defini-se uma ordem parcial < em A como sendo o fecho transitivo e reflexivo da
relacdo (A, 7) < (u,s) se (u,s) cobre (A, r). Em particular, se (A,7) < (u,r) entdo A = u.

Coroldrio 3.1.8. Sejam (A,r),(u,s) € Acomr <s.

(a) Se Homg(a[s — 7] ® V(A), V(u)) # {0}, entdo (u, s) cobre (A, r).

(b) Se Homy(U(ay)[s —r]® V(A), V() # {0}, entdo (A, 1) < (u,s).

(c) Se Hom, ((H(a+) ® /\fa+) [s—r]® V(A), V(y)) # {0}, entdo (A, r) < (u,s).

Demonstragio. Para a parte (a), pelo Lema 2.2.34 segue que a[s — ],y # {0}, ouseja, u — A
é peso do g-médulo a[s — r]. Como r < s temos que (u, s) cobre (A, r).

Para (b), do Lema 2.2.34 segue que U(a4)[s—r],-a # {0}. Daiexistemn > 0,ky,..., k;, >0
ev; € wt(a[k;]) satisfazendo

p—A=vi+--+v,, ki+---+k,=s5-r
Agora note que

A <A +vy,r+k) < <A +vi+-Fv,r+ki+ -+ k1) < (W, 9).

A parte (c) é andloga a (D). O

Corolario 3.1.9. Para (A,r),(u,s) € A temos (A, r) < (u,s) se e somente se existirem n > 0,v; €
wt(ay[ki]),i=1,...,n, tais que

A=pu=vi+--4+v, e s—r=k+--+ky.

Demonstragio. Se (A,r) < (u,s), entdo existem n > 0,(u;,t;) € A, i = 0,...,n, tais que

(o, to) = (A, 1), (tin, tn) = (4, 5) € (Uis1, tis1) cobre (u;, t;) paratodoi =0,...,n— 1. Tomando
Vi = Wi — Wi, ki=ti—ti1,i=1,...,n,o0resultado segue. Por outro lado, se

p=A=vi+-+vy, viewtalkl), s—r=k+--+ky,

definindo (uo, to) = (A, 1), (Ui, ti) = A +vi +---+vi, v+ ki +--- +k;), temos (uy, ty) = (u,s) e
(Uis1,tis1) cobre (u;, tj) parai =0,...,n —1. Logo, (A, r) < (1,5). O
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3.1.4 As subcategorias truncadas ¢(I')

Para cada subconjunto I' de A, seja ¢(I') a subcategoria plena de ¢ constituida dos objetos
de V € 4 tal que
[V:VIA,nN]#0= (A,r)€el.

Definigao 3.1.10. Um subconjunto I de A é dito convexo se

A=Wt (s, KN (ws)el = wtel.

Dado um objeto V € ¥, seja
AV)={A,r)e A:[V:V(A, 1]+ 0}
e defina o g-moédulos Z,-graduados
Ve=U@Vi e  VI=V/Vapr,
onde Vi ={v e V[r]y: (A,r) e [,n*v =0}
Proposicdo 3.1.11. Seja Ve G el C A. Se Vr ndo é um a-médulo, existem (u,s) € A(V)\T e

(A, r) €eI' N A(V) tal que (u, s) cobre (A, 7).

Demonstragido. Como Vr é Z-graduado e gerado por V7, podemos assumir sem perda de
generalidade que existe a € a[k] e v € V[r]] tais que av ¢ Vr, para algumk > 0,7 € Ze
A € P* tal que (A,r) € I'. Considere entdo o g-homomorfismo

alk]®@ W(g)o —» V[r+k]:b®u + bu.

Seja W um g-submédulo Z-graduado de V tal que V = Vr @ W (Lema 3.1.1). Entdo, a
projecdo de av em W é ndo nula. Dai existe w € V[r+k];, (u,r+k) ¢ I', tal que a composicao
de g-homomorfismos

alk] @ W(g)v — V[r+ k] » W[r + k] » U(g)w

é ndo nula. Tomando s = r + k e notando que U(g)v = V(A), U(g)w = V(u), o resultado
segue do Lema 2.2.34. m]

Corolario 3.1.12. Seja V € ¢. Suponha que I’ C A seja convexo e que exista (A, r) € T tal que
A1) = (1), Y(us)eAV).

Temos:

(a) V' éum objeto de 4(T) e

V' v, Dl=[V: VD], Yt el. (3.1.4)
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(b) Dada uma sequéncia exata curta
0 W5V u—o (3.1.5)
WL, U € A(T) e é exata a sequéncia
r ffoor 8 g r
0—W —V —UuU —0
em A(T).
(c) SeV éprojetivo em 4, entdo V' é projetivo em 4(I).
(d) Se W € 4(T') entio
Homg(V, W) = Homgq(V!, W). (3.1.6)

Demonstragio. (a) Caso Vz\r ndo fosse a-médulo, existiriam (i, s) € ANTe (v, t) € A(V)\T

tal que (u, s) cobriria (v, t), pela Proposi¢do 3.1.11. Como (A, r) < (v, t) teriamos
(A, 1) < 1) <(Ws),

0 que seria uma contradicdo, ja que I' é convexo.

Dado s € Z,, considere a sequéncia exata curta de g-médulos graduados
0— Varls] = V[s] — VI[s] - 0.
Como cada g-médulo de dimensé&o finita é semissimples, tem-se,
dim Homgy(V(u), V[s]) = dim Homgy(V(p), VIs]) + dim Homg(V (1), Varls]).
Mas, pela definigdo de V\r, tem-se
Homy(V(u), Varrls)) =0, (u,8) €T,

e dai temos [V : V(u,s)] = [Vl V(u,s)]

(b) Como a sequéncia (3.1.5) é exata, temos que A(V) = A(W) U A(U). Dai é é claro que

A1) <(ws), Ar)<wb, (us) eAW),wt)eAl).

Pela demostracdo da parte (a), Wa\r e Ua\r sdo a-médulos. Como Vayr = War@®Uar

como g-moédulos, temos um diagrama comutativo com linhas exatas

0 War Var Uar 0
0 4% \% u 0.

Agora, basta aplicar o Teorema A.5.16.
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()

(d)

Para mostrar que V! é projetivo, considere o diagrama

VF
ig
W — 1

Como V é projetivo, existe um morfismoem & f : V. — W tal que hf = gny, com
ny: V- Vla projegdo candnica. Como f(Var) = 0, pois W é um objeto de ¥(I’),
existe tnico morfismo f : VI - W em #(I) tal que frty = f. Assim

hfny = hf = gny.
Como 7y é epimorfismo, hif = g.

Dada f € Homg/(V, W), como f(Va\r) = 0, existe Gnico morfismo {(f) : VI — W em
¢ (T') tal que Y(f)my = f. Assim, fica definido um homomorfismo linear

i : Homg (V, W) = Homgn)(VH, W) : f 5 9(f).

Mostraremos que 1) é um isomorfismo linear. De fato, dados morfismos f,g: V — W

tal que (f) = (g) temos
f=9(f)nv =P@mnv =g,

. L . h .
mostrando assim que ¢ é monomorfismo. Suponha agora que Vi S W seja um
morfismo. Entdo

¢(hﬂv)ﬂv = hﬂv.

Pela unicidade temos que y(hmy) = h. Logo, 1 é um epimorfismo, ou seja, um
isomorfismo.

Proposicao 3.1.13. Seja I um subconjunto convexo de A e suponha que (A, r), (u,s) € I.

(a)
(b)
(c)

P(A, 1) é cobertura projetiva de V (A, r) em 4(T).
[P(A, 1) : V(u,s)] = [P(A, e V(u,s)] = dim Homg ry(P(u, s)T, P(A, r)D).

Homg(P(A, 1), P(, 8)) = Homgr(P(A, )Y, P(u, s)'), e esse isomorfismo é compativel com
composigoes.

Demonstragio. Seja 1y, : P(A,r) - P(A, Nl a projegdo candnica.

(a)

Se (v,t) € A(P(A,r)), entdo Homg(U(as)[t — r] ® V(A), V(u)) # 0. Pelo corolério 3.1.8
temos que (A,7) < (v, t). Aplicando o corolario 3.1.12 temos que P(A, I é um objeto
projetivo de 4(I'). A demonstragdo de que P(A, )l é uma cobertura projetiva imita a
demonstra¢do da Proposicdo 3.1.6, identificando V(A,r) com a imagem de 1 ® V(A, 1)
pela projegdo canonica.
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(b) Basta manipular as igualdades (3.1.2), (3.1.4) e (3.1.6).
(c) Note que
¢ : Homy(P(A, ), P(,s)) = Homy(n)(P(A, 1", P(w,s)") : f = f,
onde fT ¢ o tinico morfismo ¥ tal que

Tsf = fim, (3.1.7)

¢ um homomorfismo linear. Se f € Homg(P(A,r), P(u,s)) é ndo nula, como f(p,,) ¢
P(A,7)a\r temos que fT # 0. Logo ¢ é um monomorfismo. Como, pela parte (b) e pela
igualdade (3.1.2),

dim Homg (P(y, s), P(A, 7)) = [P(A,7) : V(,s)] = dim Homg(r)(P(y, 5)', P(A, 7)),

temos que ¢ é um isomorfismo linear. Esse isomorfismo é compativel com composigado
no sentido que, dados (,t) € T e ¢ € Homg(P(y,s), P(v,t)), entdo (gf)' = ¢'fI. De
fato temos que

(8 f1) = gmusft = gfmar
O resultado segue pela unicidade da (3.1.7).

O

Proposicao 3.1.14. Seja I' convexo e finito. A categoria ¢ (') é equivalente a categoria dos
mddulos a direita da dlgebra asscociativa Endgry P(I), onde

P(T) = @ P(u,s)".
(u,5)el

Mais ainda, temos uma graduacdo em Endy ) P(I') dada por

(Endgqy PO)KI = @) Homy (P, N, P(u,5)").
(A1), (u,s)elr—s=k

Demonstragio. Pelo Teorema A.6.5 basta mostrar que P(T') é progerador. O fato de P(T') ser
projetivo segue de P(I') ser soma direta de objetos projetivos. Notando que P(I') é gerado
como a-moédulo pelo conjunto finito

par: (A ely,

segue da Proposicao A.6.4 que P(I') é do tipo finito. Mostremos agora que P(I') é gerador.
Suponha que f, g : V — W é um morfismo em ¥4(I') tal que f # g. Como, em particular,
f e g sdo g-homomorfismos, existe v € (V[r])] ndo nulo tal que

f() # g(v), paraalgum (A, r)eTl.
Seh:P(A,v) — V é a extensdo do g-homomorfismo
V(A) — V[r] vy > 0,

entdo f(h(pa,)) # g(h(pa,)). Logo, fh # gh, mostrando P(I') ser um gerador de 4(I'). O
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3.2 Propriedades homolégicas

De agora em diante supomos que I' C A é convexo e finito.

3.2.1 Resolucdes projetivas para os elementos simples

Para cada j € Z, e (A, 1) € A, considere o g-médulo (Ala;) ® V(A,r) e defina
Pj(A, 1) = P(Nay) ® V(A, 7).

Note que
(Nay)®V(A, 7))kl =0 se k<j+r

e, portanto, segue do Lema 3.1.4 que Pj(A,r) € 4. Note ainda que Py(A,7) = P(A,r). Por
conveniéncia, seja P_1(A,r) = V(A,1).

Considere o complexo de Chevalley-Eilenberg para a. (cf. Teorema 2.2.13)
H D]' i—1 D1 &
oo Ulap) @ ANay = U(a) @A ay — -+ > U(ay) ®ap — U(ay) > F
e, dado (A, 7) € A, defina homomorfismos lineares d; : Pj(A,r) — Pj_1(A,r) por

dy(u®v)=uv, uellay), veV@Ar),

d]' = D]' ® lv()\,,), j>0.

Observagdo 3.2.1. DadosT C Ae(A,r) € T, tem-se que V(A, r)a\r = {0}. Neste caso, V(A, Nl =
V(A ).

Proposicao 3.2.2. Seja (A,r) € A.
(a) Sej>0e[Pj(A,1): V(ys)]#0,entdo(A,r) < (u,s).
(b) A sequéncia
S PN D P ) = o PiL ) D PO, B V(L) (32.1)
é uma resolugdo projetiva de V(A,r)em 4.
(c) Temos isomorfismo linear ds_,(Ps—r(A,7)[s]) = (A*"a[1]) ® V(A).

(d) Pi(A, )t é um objeto em 9(T) e a sequéncia induzida

dr dr
<+ > PiA, Nt S P\t 5> PiA, 0" S Pt (3.2.2)

é uma resolugdo projetiva finita de V(A,r) em 4(I').
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Demonstragio. (a) Como j >0, Pj(A,r)[r] =0, donde [P(A,7), V(A, )] = 0. Agora se
Homg((W(a,) ® Aay)[s = r1® V(u), V(1)) = [Pj(A,7) : V(4,9)] %0,
temos que (A, r) < (y,s), pelo corolério 3.1.8(c).

(b) Pj(A,r) é projetivo pela Proposigdo 3.1.6. A sequéncia é exata pois, como o produto
tensorial é sobre o corpo F, temos que todo médulo é plano. Resta mostrar que d; é
um morfismo em ¢ para terminar (b). Segue da definicao de D; que
i
Z(—l)””uxp@xl AN ARy A AXj®U
p=1
Z P uexp, X AXY A ARy A ARg A - AXj®T
1<p<q<j
= udj(1®x1 A+ Axj®0)

diu®x1 A= Axj®0)

+

o que completa a demonstragéo.
(c) Como Pj(A,r)[s] =0 paras < j+r, segue que Ps_11(A, r)[s] = 0. Dai
0 = ds—r41(Ps—r41(A, 7)[s]) = ker(ds—)[s]
pela exatiddo da sequéncia (3.2.1). Logo
ds—r(Ps—r(A, 1)[s]) = Ps—r(A, 1)[s] = (A°*Tay) [s = 1] ® V(A) = (A*"a[1]) ® V(D).

(d) A sequéncia (3.2.2) € exata pelo Coroldrio 3.1.12. Como Pj(A, r) € projetivo para j > 0,
pelo Corolario 3.1.12(d), segue que P;(A, ' € 4(I). A resolucéo é finita devido ao
conjunto I' ser finito juntamente com P;(A, 7)[r + j — k] = 0 para k > 0.

O
3.2.2 Um refinamento da ordem em A
Dados W C wt(a;) ndo vazio, A, u € b*, considere a relagdo definida por
Asyp & u-A=p+-+p, paraalgum n=>0 e B;jeW.
Defina também
W, =¥ nwt(a[k]), k>0,
e
d\p(/\,y):min{k1+---+kn:y—/\:ﬁ1+---+ﬁn, nZO,ﬁje‘I’kj,l Sjﬁn}.
Considere a seguinte propriedade para V:
Se pi+-+Pu=ar+--+ay
com f;¢€ \Pk]., 1<i<n, ajewt(ai[li]), 1<i<m, (3.2.3)

entdok; +---+k;, <y +--- + 1, com a igualdade se e somente se a; € V..
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Observacgao 3.2.3. A propriedade (3.2.3) que apresentamos aqui é uma generalizacio daquela
considerada em [6]. A genralizagio se faz necessdria pois a propriedade usada em [6] é apropriada
apenas para caso em que a[k] = 0 para k > 1. Neste caso, a propriedade (3.2.3) coincide com a de

[6].

Doravante fixamos W satisfazendo (3.2.3). Defina ainda a relagdo em A
A1) =2w(us) & Ayuy e dy(Adu)=s-r.

Lema 3.2.4. Sejam A, u,v € bher,s, t € Z

(a) Sed <y u eb*,oconjunto{k1+~~+kn:y—)\ :ﬁ1+~--+ﬁn,n20,ﬁj€‘lfkj,1 San}
possui um tinico elemento.

(b) Se (A, 1) = (v, t) 2 (u,8)e (A, 1) 2w (u,s), entdo (A,7) 2y (v, t) 2w (1, 5).

Demonstragio. (a) Suponha que
p=—A=p1+-+pp=&++&n, ﬁje\ij, 1<j<n, &eV¥,, 1<j<m.
Pela propriedade (3.2.3) temos que

k14 4+ky<si+-+su <ki+-+k.

(b) Escreva
p=—A=p1+--+pBn ‘BjE\I/k],, s—r=ki+---+k,.

Pelo Lema 3.1.9, podemos escrever
p-—v=ar+---+ay v-A=& +--+&;, ai€wtlaa]), & €wt(ay[b])

coms—t = ay+---+apet—r = by+- - -+b;. Como u—A = (u—v)+(v-A7A), (s—r) = (s—t)+(t-7r)
e (A, r) 2w (4,5), segue da propriedade (3.2.3) que a; € Wy e & € Wy, 1 < i < p,
1<1<4q. Logo, A <y v <y u e, pela parte (a), o resultado segue.

Dados (A, r) <y (u,s), defina

[(/\/ 1’), (/.l, S)]S\y = {(V/ t) EA: (A/ 1’) <y (V/ t) <y ([U, S)}
De maneira andloga defina [(A, 1), (1, s)]<.
Proposicdo 3.2.5. Sejam (A, r),(u,s) € A tais que (A, 1) <w (u,s).

(a) A relagcio <y é uma ordem parcial em b*. Mais ainda,
dw(A,v) +dw(v, 1) = dy(A, 1), VA <y v <y

(b) A ordem parcial <y é um refinamento de < e [(A,7), (1, )<, = [(A, 1), (1, 9)]<.
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Demonstragio.

(a) Por defini¢do, <y é reflexiva e transitiva. Para mostrar que <y é anti-simétrica,
suponha que A <y peyu <y A, A, u € h*. Dai, existem m,n > 0,a; € WV, Bj € \Iflj,i =
1,...,n,7=1,...,m, tais que

p—-A=ag+-+a, e A—pu=p1+-+Pm

Entao
O=a1+--+ap+p1+ -+ Pum

Pela a propriedade (3.2.3), temos que m = n = 0, o que implica A = p.

Se A <y v <y p€bh’, 0Llema 3.2.4(a) junto com o fato A — u = (A —v) + (v — A), mostra
que dy(A,v) +dw(v, p) = dw(A, p).
(b) O fato de <y ser uma ordem parcial segue imediatamente da parte (2). Para ver que é
um refinamento, note que

A <w(s)e=A-u=vi+-vy, vieW, s—r=k+--+k,.
Agora, comparando com o Coroldario 3.1.9, o resultado segue.

Por <y ser um refinamento de <, segue que [(A,7),(u,s)l<, é um subconjunto de
[(A,7), (1, 8)]<, para todo (A, ) <y (u,s). A outra inclusdo segue imediatamente do Lema
3.2.4(b). O

Doravante, fixamos I' € A convexo com relacdo a ordem parcial <y (em particular, I’
permanece sendo convexo com relagdo a <).

3.2.3 Extensdes entre objetos simples

Denote por im f a imagem de uma fungdo f.

Dado (A, r) € A, relembre a resolugdo projetiva de V(A, r) dada pela Proposicao 3.2.2(b)
e considere
¢ - Homy (Pi1(A,7), V(1 5)) — Homy (imd;, V(y,5))

que leva f € Homg(P;-1(A, ), V(u,s)) em sua restricdo a imd; C P;_1(A, 7).

Teorema 3.2.6. Sejam (A,r),(u,s) € A, e j > 0. Temos:

(a) Ext;(V(A, ), V(u,s)) = Homg(im dj, V(u,s))/imy. Emparticular, se Ext;(V(A, ), V(u,s)) #
0, entdo j <'s —re Homg((A ay)[s — 7] ® V(A), V(u)) # 0.

(b) Se k € Z, é tal que a[n] = 0 para n > k, entdo Ext{;(V(A, 1), V(u,s)) # 0 somente se
j = 5. Além disso, se (j— 1)k +r < s, entdo Homg (Pj-1(A, 1), V(u,s)) = O e, em particular,
Extfy(V()\, r), V(u,s)) = Homg (imd;, V(y, s)).

(c) Ext;(V(A, ), V(u,s)) = Homg(imdy, V(y,s)).



3 UM EXEMPLO DE ALGEBRA DE KOSZUL VIA ALGEBRAS DE LIE 44

(d) Sea[n] =0 paran > 1, entdo

. H /\j R V(A i \%4 , C o ’
Ext),(V(A,7), V(u,s)) = { omy(Na) ®V(A), V(y), sej=s-—r, |
| 0, caso contrdrio.

(e) Sel éfinitoeconvexoe(A,r),(u,s) € I, entdo Exté(r)(V(A, 7, V(u,s)) = Ext{]%(V(/\, 1), V(u,s)).

Demonstragio. Usando a resolugdo projetiva da Proposi¢do 3.2.2(b) temos
Ext],(V(A, 1), V(y,s)) = Extl,(imdj_, V(,5)).
Por outro lado, tomando a sequéncia exata curta
0 —imd; - Pj1(A,r) > imdj 1 - 0
temos a seguinte sequéncia exata longa associada

0 — Homy (imd;_1, V(3,5)) — Homy (P-1(A, 1), V() 5

(3.2.4)
— Homgy/(imdj, V(u,s)) — Exty(imdj_1, V(y,5) >0 — -+,

sendo o ultimo zero decorrente do fato de P;_1(A, r) ser projetivo. A primeira afirmagao
da parte (a) segue. Mostremos que

Homg(imd;, V(y,s)) #0 = j<s-—r,

completando a demonstragdo de (a). Seja f € Homg(imdj, V(u,s)) ndo nulo e escolha
v € imdj[s]com f(v) # 0. Escrevav = Zp(up®1)d]-(1®wp), uy € U(ay), wy € AN(ap)®V(A,7)
homogéneos. Portanto,

f©) = Y 4y ® D1 @ wp)).
p

Observe que d(1 ® wy) € imd;[k,] com k, > j + r para todo p. Como f(v) # 0, existe p tal
que f(d;j(1®wy)) # 0. Para tais valores de p, temos f(d;(1®wy)) € V(u,s)[k,] e, portanto,
s=ky>j+re

(Nay) @ V() — V() : w - f(dj(1®w))

é ndo nula.

Para provar a primeira afirmacdo de (b), repetimos o argumento anterior observando
que ky < jk + r. A segunda afirmagéo de (b) segue pois

(N la) e VA, Ml #0 = n<(j-1Dk+r

e, portanto, Pj_1(A,r) é gerado como a-médulo por veotres de grau menor que s. Isso
junto com a parte (a) implicam a tltima afirmacao de (b).

A parte (c) é demonstrada de forma andloga a segunda afirmagdo de (b). A parte (d)
por sua vez segue de (b) junto com a Proposicdo 3.2.2(c).
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Finalmente, provemos (e). Temos que
Ext,(V(A,7),V(u,s) e Ext, oV, V(y,s)
sdo as homologias dos complexos

0 - Homg(P(A, 1), V(u,s)) = Homg(P1(A, 1), V(u,s)) — -+

0 — Homgry(P(A, ', V(,s)) = Homgr(P1(A, 1), V(i,8)) — -+

associados as resolucdes projetivas dadas pela Proposicdo 3.2.2. Em particular, o isomor-
fismo enunciado fica verificado se mostrarmos que

Homg (Pa(A, 1), V(u,s)) — Homgry(Pe(A, )T, V(u, 5)) (3.2.5)

é um isomorfismo, pois nesse caso os dois complexos sdo isomorfos e, entdo, suas ho-
mologias coincidem. Mas isso é consequéncia imediata de (3.1.6). m]

3.3 Koszulidade

Nesta se¢do, suponha que I' C A seja convexo e finito e que a[n] = 0 se n > 1, ou seja,
a=gxV,
onde V = a[1]. Em particular, U(a;) = SymV como g-médulo e
Pi(A, 1) =SymVe ANV V(A1)
é gerado em grau j + r. Supomos também que wt(V) # {0}.

Nosso tltimo objetivo é apresentar uma demonstracdo para o fato que, sob as hipéteses
que acabamos de fixar, a algebra Endgr)(P(I')) considerada no Teorema 3.1.14 é uma
algebra de Koszul.

Relembre que fixamos W C wt(V) satisfazendo (3.2.3) e defina

Ay = Z dim(Vp)p e Ny = Z dim(V)

pew Bew
Lema 3.3.1.
(a) Se u, i+ Ay € P*, entdo dim(Homy(ANYV @ V(u), V(u + Aw))) < 1.
(b) Dado v € P*, existe u € P* tal que

vy, wu+iyePt e dimHomg(ANV @ V(w), V(u+ Aw))) = 1.
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Demonstragiio. Suponha que Yo, A+ A Yay,, € (ANYV) ), @i € wt(V),i=1,...,Ny. Entdo

mtotan, =Ay= Y dim(Vp e Nu= Y dim(Vp).
pev pe¥

Pela propriedade (3.2.3) temos que a; € ¥ e, entdo, dim((AN*V),,,) = 1. Dai (a) segue do
Lema 2.2.34(D).

Pela demonstragdo da parte (a), temos dim((AN*V),,) = 1. Seja u um gerador do
espaco vetorial (AN¥V),, e escreva

)\\y = Zdl‘a)l‘ e V= Zcia}i

i€l i€l
Escolha k € Z, suficientemente grande tal que

ci+2k>0, ci+di+2ke”Z, >0

(x;i)c,»+2k+1u =0 = (x;i)ci+di+2k+lu, Viel
. _ _ — 1 .
Sejau=v+2kpcomp =Y, w;i=75Y g+ @ Assim,v< e

(x;)l-l(hi)+1u =0 = (x;)(p.+/\\y)(h,')+lu'

Segue entdo do Lema 2.2.34(b) que Homg(AN*V ® V(u), V(i + Aw)) = Cu. O

Relemebre a defini¢do de gl.dim. em 1.5.8.

Lema 3.3.2. Seja (v,r) € A tal que (v,t) <y (A, r) para todo (A,r) € I. Fixe (A,r),(u,s) € I.

(a) Se Homgr)(P(A, nr, P(y,s)r) # 0, entdo (u,s) 2y (A, 7).

(b) Se Ext!

g(r)(V(A, ), V(u,s)) # 0, entdo (A, r) <w (u,s)ej=s—r.

(c) Temos gl.dim.%(I') < Ny e a igualdade ocorre para alguma escolha de I'.

Demonstragio. Pela Proposi¢do 3.1.13 temos que
dim(Homgy((SymV)[r —s]® V(u), V(A))) = [P(u,s) : V(A, )] #0.

Pelo Corolario 3.1.8 temos que (u,s) < (A,r). Como (v,t) 2y (u,s) e (v, t) 2w (A, 1), (a)
segue do Lema 3.2.4.

Para provar (b), note que as partes (a) e (b) do Teorema 3.2.6 implicam que j = s —r (j&
que temos k = 1 em (b)) e que

Homy((A°*7'V)® V(A), V() # 0.

O restante se demonstra de maneira anéloga a (a).
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Para mostrar a primeira parte de (c), como estamos querendo apenas estabelecer uma
cota superior, é suficiente mostrar que

Ext;(r)(vm,r),vw,s));eo — j<Nuy.

Pela parte (b), (A,r) =g (1,s) e j = s —r. Segue entdo do Teorema 3.2.6(a) e do Lema
2.2.34(b) que (AfV)H_A # 0. Logo,

pu—A= Z mee, My €Zy, my <dim(Vy), Z My <S—1.
aewt(V) aewt(V)

A Propriedade (3.2.3) entdo implica s — r = ) gy mg. Daf

j:S—T:ZTHﬁSZdim(Vﬁ)IN\y.

pew pew

Resta mostrar que a cota é atiginda para algum conjunto I'. Pelo Lema 3.3.1(b)
Homym((AM"V) @ V(), V(g + Aw)) # 0
para algum u € P* tal que u + Ay € P*. Sejar € Z, e defina

= [([1/ 1’), ([/l + /\\P/ r+ N‘I’)]S\p
Entdo, pelo Teorema 3.2.6(d), temos
Extg‘(yr)(V(y, 1), V(i + Aw, 7+ Ny)) = Homgq) (AN V) ® V(w), V(i + Aw)) # 0.
Entdo gl.dim.9(I') = Ny. m|
Para encurtar a notagdo, seja A = (Endg(r)(P(I'))). Pelas Proposicoes 3.1.13 e 3.1.14
temos

Al @ Homy(P(A,7), P(y,s)).
(A1) (9)elr—s=k

Em particular

A[0] = @ Endy (P(A, 7).

(A, r)el
Vamos mostrar que a dlgebra A estd nas codi¢des do Teorema 2.3.3:
1. Como I é finito e Homg (P(A, ), P(1,s)) tem dimensdo finita para (A,7), (u,s) € T,
segue que A[k] é finito, k > 0.

2. Se 1p(y ) € aidentidade em P(A,7), (A,r) € I, entdo

Al0] = €D Flpp.

(Ar)el

Os elementos 1p(, ) sdo idempotentes e ortogonais dois a dois com I' finito.
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3. Por ser de dimensao finita, a dlgebra A é noetheriana a esquerda.

Relembre da secdo 2.3 a matriz de Hilbert H(A, t) de A, a matriz de Hilbert H(E(A), t)
da algebra de Yoneda de A e a condigdo de Froberg. Antes do préximo teorema, vamos
calcular as matrizes H(A, t) e H(E(A), t).

Fixe i > 0 e suponha que

IpepAlillps #0, (&), (u,8) €T.

Entdo existem (v, t), (v, t —i) € I, f € Homg(P(v,t), P(V',t — 1)) tal que

Lpus f1pe) # 0,

pois estamos na élgebra oposta de Endgr)(P(I')). Segue dai que
(v, t)=(&,]) e ', t—i)=(u,s9).

Em particular, 1p¢nAlillpy,s = Homyq)(P(E, 1), P(u,s)), donde dim(1pe,)Alillp,s)) =
[P(u,s) : V(&,1)], pela equagdo (3.1.2). Ainda temos que (y,s) <y (&, 1) ei = dw(y, &), pelo
Lema 3.3.1(a). Entdo H(A, t) é

td‘i’(f‘"f)[P(/J, s): V(& D], se (u,8) 2w (&),

H(A, )& us) = {0 (3.3.1)

, caso contrario.

Por outro lado, a categoria ¢(I') e a categoria dos A-médulos Mod,4 sdo equivalentes,
pela Proposicdo 3.1.14. Dai temos que

Extyoq, (S Sn) = Exty (V(E,D, VA, 7),  (&,D,(A,n €T,
onde S, , = Flp( ,) ¢ 0 A-m6dulo simples referente a 1p(, ,). Pelo Lema 3.3.1(b) temos que
dim(Extyyoq, (Sen Sun) #0 = (&) <w (A,7), i = dw(&,A).
Em particular, a matriz H(E(A), t) é

. . dw(EA
D dim(Exty (VIED, VAN, se ED=w A, oo

H(E(A), anen = { B
0, caso contrdrio.

Teorema 3.3.3. A é uma dlgebra de Koszul.

Demonstragido. Mostraremos que a algebra A satisfaz a condicdo de Froberg. Pelas
equagoes (3.3.1) e (3.3.2), tanto H(E(A), —t) quanto H(A, t) sdo triangulares inferiores. Por-
tanto, H(E(A), —t)H(A, t) é triangular inferior. Portanto, basta calcular (H(E(A), =t)H(A, 1)) 1,5, (u,5)
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quando (y,s) 2y (A, 7):

(H(E(A), _t)H(Ar t))()\,r),(y,s)

= ) HEA), =B e hHA, e )
(&Der

= Z H(E(A), =t)a,n, hHA, )& 1) (u5)
(1s)2w(ED=w(A,r)

=), CoMEN dimE S VED, VA, MEEIP(,s) : V(ED]
(yrs)ﬁ\y(é/l)ﬁ\l’(/\/r)

=N () ED dim(Ext SV (V(E D, VA I)IP(,s) < V(ED]
(1)< (ED=w (L)

— pw(uA) Z [P(u,s) : V(E,1)] Z(—l)f dim(Ext;(F)(V(é D, V(A,1))

(&)el >0
= 0y (<1)] dim(Ext], 1) (P(, ), V(A, 1))
j=0

= 1) Homg (P(u, s), V(A, 1))

_ o(us)
=0 (Lr)’
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Apéndice

Neste apéndice relembramos alguns conceitos e defini¢des sobre categorias e fixamos
anotacdo usada sobre isso na parte principal da dissertagdo. Os resultados aqui men-
cionados podem ser encontrados em [16, 21].

A.1 Categorias

Uma categoria o/ consiste de trés ingredientes: uma classe de objetos, um conjunto de
morfimos Hom/ (A, B) para cada par ordenado (A, B) de objetos, e a composigio

Hom,/(A, B) x Hom/(B,C) = Hom(A,C) : (p,¢) = ¢,

para toda tripla ordenada (A, B,C) de objetos. Escreve-se ¢ : A — Bou A 5B para
denotar ¢ € Hom,/ (A, B). Esses trés elementos satisfazem os seguintes axiomas:

(a) Os conjuntos Hom/(A, B) e Hom,,(A’, B’) sdo disjuntos, amenos que A = A’ e B = B'.
Dado um morfismo ¢ : A — B, dizemos que A é o dominio de ¢ e escrevemos
dom(p) = A e que B é o contradominio de ¢ e escrevemos codom(¢) = B.

(b) Para cada objeto C, existe uma identidade 1¢ € Hom,,(C, C) tal que

pla=¢ e 1lpp=¢, paratodo ¢:A— B.

(c) A composigdo é associativa: Dados morfismos

ALBYS A D,

entao

xWe) = (xP)p.

Observagao A.1.1. Cometeremos o abuso de notagdo escrevendo A € o/ para dizer que A é um
objeto de < .

Dada uma categoria <7, tem-se uma outra categoria <77, chamada de categoria oposta,
onde a cole¢do de objetos é a mesma de &7, o conjunto de morfismos de A,B € &/
é Homg (A, B) = Hom,/(B,A) e, dados ¢ € Homw»(A,B) e i € Hom«(B,C) entdo
Yr =@y

Dizemos que uma colegdo % de objetos e morfismos em .7 € uma subcategoria de .7/
se:

(a) Todo objeto em # é um objeto em &7 e todo morfismo em % é um morfismo em <.

(b) Se a colegdo de morfismos em Z contém ¢ : A — B, entdo A, B € £.
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(c) Se A € #, entdo a cole¢do de morfismos em % contém a identidade A — A.
(d) Sea cole¢do de morfismos de Z contém ¢ : A — Be1) : B — C, entdo também contém
Y.
Uma subcategoria % de uma categoria </ é dita plena se
Homg(A, B) = Hom (A, B),
para todo par de objetos A, B em 4.

Exemplos A.1.2. (a) &/ = Sets, a categoria dos conjuntos, os morfismos sio as fungdes e a
composi¢io é a usual.

(b) o/ = Groups, a categoria dos grupos, os morfismos sido 0s homomorfismos de grupos e a
composi¢io é a usual.

(c) o/ = Ab, a subcategoria plena de Groups, constuida dos grupos abelianos.

(d) Seja R um anel associativo com unidade. Seja Modg a categoria onde o0s objetos sio os
R-médulos a esquerda e os morfismos sdo os R-homomorfimos. Note que se R = Z, entio
Ab = Modz. No caso em que R = F é um corpo, denotamos Modgr por Vectr, a categoria
dos espagos vetoriais sobre F.

(e) Dadas duas categorias o/ e 9, defini-se a categoria produto o/ X 98 onde os objetos sio os
pares ordenados (A, B), onde A € o7 e B € A,e os morfismos sio os pares ordenados (¢, 1),
onde @ é um morfismo de <7, Y é um morfismo de % e a composigdo é dada pela regra

(@, V)", Y) = (pp’, PY).

Doravante, &/ denotara uma categoria.

Definigao A.1.3. Sejam A,B € &/ ¢ A % Bum morfismo. Dizemos que ¢ é um:

(a) monomorfismo se dados dois morfismos A’ Laea S A, A’ € o tais que
Y = @&, entio P =¢.
Neste caso denotamos ¢ : A > B.
(b) epimorfismo se dados dois morfismos B SBeBS B’, B’ € < tais que
Yo =C&p, entdo P =¢.

Neste caso denotamos ¢ : A — B.

(c) isomorfismo se existe um morfismo B Y% Aem o tal que

Yo =14, o =1p.

Neste caso, ) é dito um inverso de ¢. Dizemos que A e B sio isomorfos e denotamos por
@:A=B.
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(d) retratagio se existe Y : B — A tal que o = 1. Neste caso, dizemos que B é um retrato de A.

Observacao A.1.4. Claramente todo isomorfismo ¢ é monomorfismo e epimorfismo. Seu inverso
é unicamente determinado e denotado por ¢ . E 6bvio que (™')™ = .

Definicao A.1.5. Um objeto P € </ é dito projetivo se para cada diagrama
P

¥
B

existe um morfismo \ : P — A tal que ¢ = ey. Um objeto I de </ é dito injetivo se é projetivo em
o P

A.2 Funtores

Dada uma outra categoria %, um funtor covariante F : o/ — 98 é um par constituido
de duas associagdes, ambdas denotadas por F, que a objeto A € &/ associa um objeto
F(A) € & e para cada par de objetos A, A’ € &/ associa uma fungdo

Hom,,(A, A") — Homg(F(A), F(A")) : ¢ = F(p)

tal que
F(14)
F(y)
Um funtor contravariante F : &/ — 98 é um funtor covariante F : &/ — %. Dada mais
uma categoria ¢, um funtor B : &/ X 8 — ¢ é chamado de bifuntor.

1F(A) , A€,
F())F(p), se Y@ esta definido em 7.

Observagio A.2.1. Doravante, todos funtores serdo covariantes, a menos se dito o contrdrio.

Exemplos A.2.2. (a) O funtor identidade 1., : o/ — </ que associa a cada objeto e a cada
morfismo ele mesmo.

(b) Fixado um objeto A € <7, defina R : o/ — Sets por

R(B) Hom_,(A, B), Bem o,
R(p) = o, @:B— B em,

onde ¢. : Hom/(A, B) — Hom,,(A, B’) é dada por ¢.(1) = @y. Essa definigio da origem
a um funtor.

(c) Fixado um objeto B € <7, defina L : o/ — Sets por

=
2
I

Hom_,/(A, B), Aem o,
L) = ¢, p:A"—>Aem o,

onde ¢* : Hom (A, B) — Hom,,(A’, B) é dada por ¢*(1) = Y. Essa defini¢io da origem
a um funtor contravariante.
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Observagdo A.2.3. Dado um morfismo A B o simbolo @ serd exclusivo para R(q) assim
como @* para L(¢).

Proposicao A.2.4. Adefini¢io Hom (¢, ) = ¢.@" ddorigem aum funtor Hom, : #/PXa —
Sets.

Dados funtores F,G : &/ — 2, uma transformagio n : F — G é uma associagdo que
a cada objeto A em &/ associa um morfismo 14 : F(A) — G(A). Dizemos que uma
transformacdo n : F — G é natural se para cada morfismo ¢ : A — A’ em <7, o diagrama

F(A) "~ G(A)
F(p) G(p)
F(A") - GAY)

é comutativo. No caso em que 174 é uma isomorfismo para cada A em .7 dizemos que 7
é uma equivaléncia natural. Dizemos também que 7 é natural em A.

Exemplo A.2.5. Seja F um corpo e considere a categoria Vectr de todos F-espagos vetoriais.
Definimos G : Vectr — Vectr por

G(V) Homp(Homp(V, F),F) = V™, V em Vecty,
G(p) = ¢~ @ :V — Wem Vectr,

onde (™ (f))(g) = f(gp), para todas f € V™ e g € Homp(W,F). Definan : 1 — G por
(nv())(Q) = §(v), v € V, g € Homg(V, F). Entdo 1 é uma transformagio natural. Em particular,
se V é de dimensdo finita, entdo ny é um isomorfismo.

Definic¢ao A.2.6. Dado uma outra categoria % e um funtor F : o/ — 9B, dizemos que F é uma
equivaléncia se existe um funtor G :  — </ e equivaléncias naturais

n:GF — Iy ¢ FG - 1y

Neste caso, dizemos que as catgorias o/ e A sdo equivalentes.

A.3 Categorias com objeto trivial, produtos e coprodutos

Um objeto A € o7 é dito inicial (terminal) se Hom/(A, B) possui apenas um elemento
(Hom,/ (B, A) possui apenas um elemento) para todo B € /. Dizemos que ./ possui um
objeto trivial se possui um objeto que € inicial e terminal. Caso A e B sejam objetos triviais,
existe um tinico morfismo A — B, que na verdade é um isomorfismo. Utiliza-se o simbolo
{0} para designar um objeto trivial.

Caso ./ possua um objeto trivial, Hom,,/ (A, B) possui o elemento distinguido

A — {0} = B,
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para cada par de objetos A,B € «/. Tal morfismo poderia depender do particular ob-
jeto trivial, podendo ndo ser “o elemento distinguido”, mas isso ndo ocorre. De fato,

sejam A 2 {0} o tnico morfismo em Hom,/ (A, {0}) e {0} i B 0 tnico morfismo em

Hom,,({0}, B). Dado um outro objeto trivial C, sejam A %5 cec® Bos respectivos

morfismos unicamente determinados. Sendo {0} 4 C um isomorfismo é imediato que
xp=¢ e Yxl=y

Logo ¢ = 1’¢’. Tal elemento distinguido é chamado morfismo zero e denotado por 045,
ou simplesmente 0 quando ndo ha perigo de confusao.

Em particular, caso &/ possua um objeto trivial, Hom,, (A, B) é diferente do vazio, para

cada par de objetos. Além disso, dados um morfismo A % Bem o e C € o tem-se

Opcp = Oac, ¢@0ca = Ocp.

Proposic¢ao A.3.1. Suponha que <f possua um objeto trivial. Sejam A,B € </. Entdo Osp é
monomorfismo se, e somente se A é um objeto trivial. Além disso, 0ap é epimorfismo se, e somente
se B é um objeto trivial.

Dada uma familia {A;};c; de objetos em &7, um produto dessa familia é um par {A, {pi}ici},
onde A é um objeto em <7 e {p; : A — Aj}ief € uma familia de morfismos em </, chamados
de projegdes, tal que, para cada objeto B e familia {¢; : B — A;}ic de morfismos, existe um
tnico morfismo ¢ : B — A com p;p = ¢;, Vi € I.

A

]

Aj

i
Figura A.3.1: Produto

Segue da definicdo de produto que, se {A, {pi}ic1} € {A’,{plf lic1} sdo ambos produtos
da familia {Aj}e, existe um unico isomorfismo ¢ : A” — A determinado por p;p = p;.
Denotamos um produto de {A;}ic; por {1 Ai, {piticr}-
iel

Dada uma familia {A;};c; de objetos em &7, um coproduto dessa familia é um produto
em ./, ou seja, é um par {A, {u;}ier}, onde A é um objeto em &7 e {u; : A; — Alic1 €
uma familia de morfismos em </, chamados de injegdes, tal que para cada objeto B e cada
familia {¢; : A; = B}ic; de morfismos, existe um tinico morfismo ¢ : A — B com pu; = ¢;.

Segue da defini¢do de coproduto que, se {A, {u;}icr} e {A’, {yzf }ie1} sdo ambos coprodutos
da familia {A;}ie], existe um tnico isomorfismo ¢ : A — A’ determinado por ¢u; = ;.
Denotamos um coproduto de {A;}ic; por {1 A;, {ui}icr}-

i€l
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A

o

A;

i
Figura A.3.2: Coproduto

A.4 Categorias Aditivas

Dizemos que a categoria </ é aditiva se

(a) &/ possui pelo menos um objeto trivial.

(b) Dois objetos em &7 possuem um produto.

55

(c) Para cada par de objetos A, B € <7, o conjunto de morfismos Hom,,(A, B) é um grupo

abeliano tal que a composigado
Hom,_,(A, B) x Hom_/(B, C) - Hom (A, C)

¢é bilinear.

Doranvante, </ denotard uma categoria aditiva.

Proposicdo A.4.1. Dados dois objetos A, B € o7 e um produto {A ® B, {p, q}}, o par
{A®B,{i, j}}
é um coproduto de A e B, onde A s A®BeB 1A ® B sdo determinadas por
pi=1a, q=0, pj=0, gqj=1s.
Além disso, ip + jq = 1 4ep.

Observaciao A.4.2. A notagdo
{A®B,{p,q,ij}}

(A41)

serd usada para indicar que os mofismos p, q, i e j satisfazem (A.4.1). Dizemos ainda que A ® B é

uma soma direta de A e B.

Dadas somas diretas {A ® B, {p,q,1,j}} e {A" @ B’ {p’, 9,7, j’}} em <7, sejam A Koae

B i B’ dois morfismos em .o7. Defina
poyY=i'pp+jyg:A®B—> A" @B

Essa defiini¢do da origem a um funtor ® : & X & — /.
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Definicao A.4.3. Seja % uma outra categoria aditiva. Dizemos que um funtor F : o/ — 8 é
aditivo se para todos A, B € of

F(p + ) = F(@) + F(), V¢, € Hom,,(A, B).

Proposicao A.4.4. Seja % uma outra categoria aditiva, F : o/ — 98 um funtor. Sio equivalentes:

(a) F éum funtor aditivo.

(b) {F(A®B),{F(p), F(q), F(i), F(j)}} é uma soma de F(A) e F(B), se {A® B, {p, q,1, j}} é uma soma
direta de A e B.

(c) Para cada A,B € o/, Hom (A, B) = Homg(F(A),F(B)) : ¢ = F(p) é homomorfismo de
grupos abelianos.

Definicao A.4.5. Seja {A® A, {p,q,1, j}} uma soma direta de A e A.

(a) Adiagonal é o morfismo Ay =i+j=A—>ASA.
(b) A codiagonal é o morfismoVa=p+q: A®A — A.

Lema A.4.6. Dados A, B € </, asomaemHom,, (A, B) é unicamente determinada pela composigio
em </ . Em detalhes

P+ =Vp(@dYP)Ay,

onde Ap é uma diagonal e Vg é uma codiagonal.

A.5 Categorias Abelianas

Suponha que 7 seja uma categoria com pelo menos um objeto trivial. Dado um morfismo
@ : A — Bem &/, seu niicleo, quando existe, é um par {A’, u},onde A’ € S eu: A’ > Aé
um monomorfismo tal que: pu = 0 e se outro morfismo 7 satifaz ¢t = 0, entdo 7 = uty,
7o : dom(t) — A’. Segue da definicdo que se {A”, u’} também é um ntcleo de ¢, entdo
existe um isomorfismo 1 : A” — A’ unicamente determinado por u’ = ui.

O coniicleo do morfismo ¢ : A — Bem &/ é um par {B’, 7}, onde B’ € &/ e : B -» B’
um epimorfismo tal que: @ = 0 e se outro morfismo v satisfaz v = 0, entdo v = vo,
vg : B" = codom(v). Segue da defini¢do que se {B”, '} também é um conticleo de ¢, entdo
existe um isomorfismo ¢ : B” — B” unicamente determinado por n’ = ipn”.

Exemplo A.5.1. Dado um morfismo ¢ : A — B em gRMod, seu niicleo é o par {p~1(0), j}, onde j
é a inclusdo e seu conticleo é o par {B/p(A), 1}, onde m é a projecdo natural.

Observacao A.5.2. Um niicleo (coniicleo) de um morfismo A 25 B & muitas vezes denotado
apenas por ker(¢) (coker(p)), onde é assumido que o monomorfismo (epimorfismo) ker(g) = A
(B - coker(¢)) é conhecido.

Uma categoria aditiva é dita abeliana se:
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(a) Cada morfismo possui nticleo e contcleo.

(b) Cada monomorfismo é um nticleo do seu conticleo e cada epimorfismo é um conticleo
do seu nucleo.

Doravante, &/ denotard uma categoria abeliana.

Teorema A.5.3. Seja ¢ : A — B um morfismo em <. Dados um niicleo {K, x} e um conticleo
{C, v} de @, podemos desenvolver a sequéncia

KSAa51585c (A.5.1)
onde ¢ = ue, {1, e} é um coniicleo de x e {1, u} é um niicleo de v. Além disso, se existem morfismos
ASTS B tal que @ =u'e,

existe um isomorfismo 1\ : I — I’ tal que

’

&=pe  u=uo

Definicao A.5.4. A sequéncia (A.5.1) é chamada de anilise de ¢. Geralmente, I é denotado por
im(¢q) e esse objeto é chamado de uma imagem de .

Definicdo A.5.5. (a) Dada um objeto A € <f, um subobjeto de A é simplesmente um monomor-

fismo A’ A

(b) Dado um subobjeto A’ S Ade A, denota-se um conticleo de 1 por {A/A’, t}. Chamamos
AJA’ de quociente de A por A’ e dizemos que 1t é uma projegio.

(c) Dado um subobjeto A’ £ Ade Aeum morfismo A B, denota-se uma imagem de @u
por p(A”).

Observacao A.5.6. Dada um subobjeto A’ 5 A, muitas vezes é mais relevante destacar os
objetos A" e A. Denotamos nesse caso A" C A e dizemos apenas que A’ é um subobjeto de A,

) , ) b .
ficando entendido que o monomorfismo A" — A é conhecido.

Proposicao A.5.7. Seja A’ um subobjeto de Aen : A — AJA’ uma projecio. Entdo para cada
morfismo ¢ : A — B tal que p(A”) = 0, existe um tinico morfismo ¢ : AJA” — B tal que

P = QT

Além disso, A’ C ker(p) e
ker(¢p) = ker(p)/A’.

Proposicdo A.5.8. Seja ¢ : A — B um morfismo em < .

(a) @ é monomorfismo se, e somente se ker(¢) é trivial.

(b) @ é epimorfismo se, e somente se B/ im(¢) é trivial.
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(c) @ é um isomorfismo se, e somente se ker(q) e B/ im(¢q) sido ambos triviais.
Em particular, um morfismo que é tanto monomorfismo quanto epimorfismo é um isomorfismo.

Considere uma sequéncia

X: s A 23 A, Ay —

em /. Dizemos que a sequéncia X é exata em A, se im(q;,-1) = ker(¢,). Dizemos que a
sequéncia é exata se é exata para todo A,,.

Defini¢ao A.5.9. Dizemos que uma sequéncia

0—A%5BYCc—0 (A5.2)

é exata curta se é exata.

Dizemos que a sequéncia (A.5.2) cinde se (A.5.2) é exata curta e 1) é uma retratagdo, ou
seja, se existe C > B tal que x = 1¢. Dizemos que « cinde a sequéncia (A.5.2).

Proposi¢do A.5.10. Se C > B cinde a sequéncia (A.5.2), entdo {B, {@, x}} é um coproduto de A
e C. Em particular, (A.5.2) cinde se, e somente se, é exata e existe B 5 A tal que vp = 14.

Definicdo A.5.11. Um funtor F : of — 2, onde % é uma categoria abeliana, é chamado de exato
a esquerda se dada uma sequéncia exata

0—ASB Y C

é exata a sequéncia

0 — F(A) 4 ey ™ po).

Um funtor exato a direita é definido de maneira 6bvia. Dizemos que um funtor é exato se é exato a
esquerda e a direita.

Teorema A.5.12. Para todo A € < temos que Hom,, (A, -) é exato a esquerda.

Definicao A.5.13. Um funtor contravariante F : o/ — 9B, onde 9 é uma categoria abeliana, é
chamado de exato a esquerda se dada uma sequéncia exata

A B Y c—o0

é exata a sequeéncia
0 — FC) ™ r@) 9 Fa).

Um funtor contravariante a direita é definido de maneira 6bvia. Dizemos que um funtor con-
travariante é exato se é exato a esquerda e a direita.

Teorema A.5.14. Para todo B € </ temos que Hom (-, B) é exato a esquerda.



3 UM EXEMPLO DE ALGEBRA DE KOSZUL VIA ALGEBRAS DE LIE 59

Teorema A.5.15. Seja P € </. Entdo, sido equivalentes:

(a) P é projetivo.
(b) Se B — B’ é epimorfismo, entdo e, = Hom (P, €) é epimorfismo.
(c) Hom, (P, -) é exato.

(d) Toda sequéncia exata curta
0—A5B5 P50
cinde.
Teorema A.5.16 (Lema da Serpente). Dado o diagrama comutativo com linhas exatas

a ap

Aq Ar Az 0
N
0 B, p1 B, B2 Bs

Existe um morfismo 0 : ker(ys) — C1/im(y1) tal que a sequéncia

ker(y1) —> ker(y) —> ker(ys) —> Cy/im(y1) —> Co/im(y2) —> Cs/im(ys)

é exata.

A.6 Um teorema de equivaléncia

Um subconjunto X constituidos de objetos de &7 é dito um conjunto de geradores se para

diferentes morfismos f,g: A — B, existe G € X e G % A tal que hf # hg. Se X contém
apenas um elemento G, dizemos que G é um gerador.

Proposicao A.6.1. Um objeto G € o/ é gerador se, e somente se, Hom (G, ) : &/ — Ab é fiel.

Proposicao A.6.2. Suponha que </ possua arbitrdrios coprodutos. Um objeto G € o/ é gerador
se, e somente se, para cada A € <, existe um conjunto I # () e um epimorfismo

[[céi»a  G=gGviel

i€l
Definicao A.6.3. Um objeto projetivo P é chamado do tipo finito se o funtor Hom (P, -) preserva
coprodutos arbitrdrios. Caso P seja gerador, P é chamado de progerador.

Proposicdo A.6.4. Seja R um anel e P um R-médulo projetivo. Entdo P é do tipo finito se, e
somente se, é finitamente gerado.

Teorema A.6.5. Existe uma equivaléncia F : o/ — Modg entre a categoria </ e a categoria dos
R-médulos a direita, para algum anel associativo com unidade R, se, e somente se, o/ possui um
progerador P e arbitrdrios coprodutos de cdpias de P. Se F é uma equivaléncia, entdo P pode ser
escolhido de tal modo que Hom,(P,P) = R e F = Hom (P, -).



REFERENCIAS 60

Referéncias

[1] A. Beilinson, V. Ginzburg, W. Soergel, Koszul duality patterns in representation theory,
J. Amer. Math. Soc. 9 (2) (1996), 473-527.

[2] V. Chari, On the fermionic formula and the Kirillov-Reshetikhin conjecture, Int. Math. Res.
Not. 2001 (2001), 629-654.

[3] V. Chari, J. Greenstein, Current algebras, highest weight categories and quivers, Adv. in
Math. 216 (2007), no. 2, 811-840.

[4] V. Chari, ]. Greenstein, A family of Koszul algebras arising from finite-dimensional repre-
sentations of simple Lie algebras, Adv. in Math. 220 (2009), no. 4, 1193-1221.

[5] V. Chari, J. Greenstein, Minimal affinizations as projective objects, ]. Geom. Phys. 61
(2011), no. 3, 594-609.

[6] V. Chari, A. Khare, T. Ridenour, Faces of polytopes and Kozul algebras, to appear in the
Journal of Pure and Applied Algebra, arxiv:1105.2840.

[7] V.Chari, A. Moura, The restricted Kirillov-Reshetikhin modules for the current and twisted
current algebras, Comm. Math. Phys. 266 (2006), 431-454.

[8] V. Chari, A. Moura, Kirillov-Reshetikhin modules associated to G, Contemp. Math. 442
(2007), 41-59.

[9] P.J. Hilton, U. Stammbach, A course in Homological Algebra, Springer (1971).
[10] V. Ginzburg, Lectures on Noncommutative Geometry, preprint arxiv:0506603.

[11] J. E. Humphreys, Introduction to Lie Algebras and Representation Theory, Springer
(1987)

[12] T. W. Hungeford, Algebra, Springer (1974).
[13] N.Jacobson, Lie Algebras, Interscience Publishers (1962).

[14] A. Khare, T. Ridenour, Faces of weight polytopes and a generalization of a theorem of
Vinberg, to appear in Algebras and Representation Theory, arxiv:1005.1114.

[15] U. Krdhmer, Notes on Koszul Algebras, preprint,
http://www.maths.gla.ac.uk/~ukraehmer/connected.pdf

[16] S. MacLane, Categories for the working Mathematician, Springer (1971).
[17] S. MacLane, Homology, Springer (1963).
[18] A.Moura, Restricted limits of minimal affinizations, Pacific ]. Math 244 (2010), 359-397.

[19] A. Moura, F. Pereira, Graded limits of minimal affinizations and beyond: the multiplicity
free case for type Eg, Algebra and Discrete Mathematics 12 (2011), no. 1, 69-115.



REFERENCIAS 61

[20] E. B. de Medeiros, Algebras de Koszul e Resolugdes Projetivas, Dissertagdo de
Mestrado, IME-USP (2009).

[21] B. Pareigis, Categories and Functors, Academic Press (1970).

[22] ]J.]. Rotman, Advanced Modern Algebra, Prentice Hall (2003).

[23] J.]. Rotman, An Introduction to Homological Algebra, Prentice Hall (2003).
[24] L. A. B. San Martin, Algebras de Lie, Editora da Unicamp (1999).

[25] W. Nakai, T. Nakanishi, Paths, tableaux and q-characters of quantum affine algebras: The
Cn case, J. Phys. A 39 (2006), no. 9, 2083-2115.



