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• 
CAPITULO O 

PRELIMINARES 

1 • HITRODUÇJW 

N&o se pode dizer exat.ament.e quais as origens da t.eoria de 

medidas mas sabe-so quo algumas civilizaçO&s ant-igas jA t.inha.m a 

i dê-i a básica d& medi r embuti da em seus pensamentos. não como uma 

teor i a mat.ernát.i c a bem desenvolvi da como está at.ualment.e. onde o 

principio que a rege pode ser t.raduzido da seguint.o rorrna: 

"A teoria de medida matemática é um .ramo da m.at-'9-mática 

moderna qve lida com técnicas sistemáticas para m~t1dir objetos 

com.pticados o-u irre~-utar&s quando as medidas de objetos sim.ptes sao 

cot'>.hec idas"[ 16), 

A partir desta idéia cert.ament.e t.oda a teoria se desenvolveu, 

mas quais roram est.as civilizaç~es ant.igas e de que ~orma 

colaboraram para o desenvolviment.o da teoria? 

Naturalmente, nao se podam obt.er inrormaçóes completas a 

r-espeito das civilizaçOes que. erelivamenLe, lidaram com medida. 

mas sabe-se que civilizaçóes como os babilônios e os egipcios jâ se 

preocupavam com o cálculo de áreas através da mediç~o de Lerrenos. 

~ f".at.,o. no caso dos babilônios~ sçgundo escavaçO.S f'eit..as por 

arqueólogos nas colinas da Mesopot.Jlmia (no fim do século XIX) • 

haviam milhares de tabletes de argila cont-endo inscriçbes que se 

para as áreas de triângulos e t-rapézios, aproximaçOes grosseiras da 

área e perímetro do c.irculo, fórmulas (algumas corret.as e out.ras 

Nkio) para volumeos d& vár·ios :s6lidos. A mat&mát-ica dos babilônios sa 
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limi~ava apenas ao uso prá~ico das fórmulas conhecidas bem antes do 

século VIII a. C. Tal uso era cul-tivado sobret.udo petlos escribas~ 

responsáveis pela guarda dos tesouros reai~. 

O próprio conceito de unidade já tinha sido desenvolvido por 

ambas as civilizaçOes Cegipcios 1& babilônios). Os egípcios. por 

exemplo. usavam como unidade de medida o cúbi to. definida 

originalmen~e C8000 a.C.) como a distAncia do cotovelo ató a ponta 

do dedo médio do Far-a6 < rnei o met.ro, aproxi rnadament.e). Na 

Mesopotâmia~ o cúbito era bem menor. equivalente a cerca de 0,43 m 

(talvez porque seu rei ~osso mais baixo). 

O historiador Heródoto (considerado o pai da Hístó~iaO relata 

uma sit.uaç~o que mostra bem o faLo de que medir á um ato bas~ante 

antigo: 

·~o Rei Sesóstris r6part íu o Eei to. cerca de 4000 anos atrás 

em. -porçOss retan.çul.are-s de terra. entre a poputação B($1pcia.. Cada 

individuo tinha como ob:rieraç8.o paerar wn. c&rto tributo por ano. Se 

aLtr"Wn terrano fosse diminui do petas áeruas do NiLo e o dono 

racl.ama.sse ao Rei. este mandaria medidores ao toca. L para saber em 

quanto diminuído, o trib'Uto 

dimint.údo. 

Vemos desta forma que. a~ravés das civi1iza0es, a teoria de 

medidas nao tinha ainda alcançado uma postura de deserwol vin'!Gnto 

baseado no principio atual. Islo s6 foi ocorrer a partir dos 

séculos VI & V a.C .. na Grécia. através dos matemáticos Tales de 

Milet.o (640-662 a.C.) e Pit.àgoras de Samos (6Q2-600 a..C.). 

Sabe-se que- m-edida era um dos assuntos mais trabalhados na 

ma~emá~ica grega, nao no sen~ido moderno de associar um número a um 

cbjG-t-o (conjunto), de uma relaçao 
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comprimen~os, áreas e volumes. 

Um exemplo dist.o é o famoso teorema at.ribuidc à Pitágoras~ 

que relaciona os lados da um 

lriângulo r&t..A.ngulo de Forma. 

perfei t.a. A relaçao é dada por 

az + bz = cz 

onde ~ ó a hipo~enusa. ~ e ~ sao os 

catetos do triângulo retângulo Cver 

figura 1). Os gregos consideravam 

ost.a relaçao como uma igualdade 

entre duas áreas (ver figura 2). 

figura 2: A + a :::c C 

2. O ~TODO DA EXAUSTAO 

Um tratamento rigoroso sobre o conceito de área foi dado pelo 

matemático grego Euclides C330-260 &,C.) num ~rat.Qdo do geome~ria, 

modest-amente denominado Os Eteme-n.tos de Geometria (escrito por 

volta de 300 a.C.). 

Este primeiro grande t.rat.ado malemâtico conjunto de 13 

livros dedicados ao f'undamento e desenvolvi ment...o 16gico da 

Geomet.ria pôde organizar os resultados ob~idos por alguns 

matemáticos qu$ o antecederam CTales. Pitágoras~ Eudoxo e outros) e 

contém muit.os resul~ados sobr·& áreas de retângulos, triângulos ou 

regiOes formadas por estas :figuras. Mas o objet.ivo principal era 

determinar a ãrea de qualquer região plana. 

Como :fiZt&l'am para det.erminá-la? 

A principio, cobriam a ragi&o com retângulos e obtiam a área 
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cobriam C V<>r f'igur-a 3). Porém. 

sof'isticaçào matemática dos gregos n~o 

admi t..i a apr oxi maçOes grosseiras - o que 

ocorria at.é ..,nt,&o. pois consideravam um 

número f'ini to de rat.ângt.üos cobrindo a 

regUlo queriam obter a área exata desta 

N&st.a direç&o, t.rocaram os ret.ângulos pelos t-riângulos para 

/' f'azer a cobertura da regiao 
i 
i 

/ 
i/ 

(t.riangulaçao). Notemos que. com 

esta troca. de qualquer regiao 

plana limitada por linhas 

poligonais podoria sor obt-ida 

sua área de f'orma exata (ver figura 4). 

Mas quando a regiao fosse limitada 

por linhas curvas t.ais rogiO.s nao 

poderiam ser cobertas por um número 

finito de triângulos para obter uma área 

9xat.a (ver ~igura 6). Nest.o caso, 

ut.i 1 i zar am o método 

descoberto por Eudoxo C40S-366 a.C.). hgu.ra '5 

Es~e método tinha como base a seguin~e propriedade: 

qv.e a sua metade e do :resto novamente subtrair-se não menos que a 

m6tadg s so esse- processo d& subtraç&o é continuado. finaLm9n.t•• 

restará <..tm.a eran®za menor que quaLquer srandezo: de mesma espécie••. 

Equivalentemente, a propriedade diz O, 

onde o. 5 < r· < 1 e w á uma grandeza dada. 
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Com is~o, o próprio Eudoxo deu uma prova sa~isra~ória (diz-se 

ser a prime i r a) da que o vol uma do cone é um t-er-ço do volume do 

cilindro de mesma base e mesma alt.ura. Este mét.odo .foi t..ambém usado 

no livre XII de Os ELementos d9 Geom9tria para demons~rayQo de S9US 

teoremas, dant.re os quais. a prova de que a razao ent.re a área e o 

r ai o de um circulo é igual a uma constante C n) - que foi t.am.bém 

encont.rada por Arquimedes de S1racusa (297-212 a.C.) em seu t.ratado 

de nome A medida dq "Um. Circ11to. 

Para ilustrarmos o mét.odo da exaustao veremos adiante o 

cálculo da árQa d de um circulo de raio ~ que será precisamente o 

que Euclides .fez em seu livro~ com mudanças apenas na notaç~o e no 

argumento do limite: 

Consideremos um circulo de raio c 

os triângulos inseri tos 

circunscritos (conforme figur-a ô) com 

Angulo Céntral igual a 2n/n onde n. é 

um núme-ro natural maior- do que a. O 

t-r i àngul o inseri t.o tem base 

a. r. s&n( n./l'l.), al t.ura i gua.l a r. cose n/rD 

por-tant.o. área igual a 

• r .sen(n/n).cosCn/n). 

\ Ai\ 
I '1'1 \ 

I 
r 

\ 
\ 

figuro. d 

Considero os !2 t.ri&.ngulo$ inscrit.os contidos no circulo, .fi\ 

área t.ot.al é A • = n. r. sEm(rr/n).cosCn/n). Como a regi~o dada 
~ 

pelos triângulos inscritos está totalmente contida no circulo t.$mos 

A 2: A • para Lodo n e IN, n ~ 2 e dai A ~ lim A = lim 
n n-~>00 n n-.oo 

Q a área do circulo. 

sen(n/n) 
--------.cos(n/n) 

n/n 
• = n. r • 

[:;!q, f'orm& análoga., para os t.r- i ângulos circunscritos temos a 
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dii9St.es igual " A n 
• = n. r . t.g(rr/n) <61' A ~ A 

n 
logo A S: 

• = lim n.r- .t.gCrr/n) 
HOO 

• = rr.r .lim 
n•OO 

~gÇ!!(t:?. = 
n/n 

• n.r .Portanto. A = 

• n:. r . 

Arquimodes demonstra em outro tratado denominado A Quadratura da 

Parábol..a que a área ª- de_ um /' 
y"'"(" k'5 

i 
f' i gur a 7) 4 qua t..r o t.er ços da s 
área S&U t-riângulo \ 
inscrito de maior área. 

Observemos que a Teoria de Medidas at.ual est.á baseada no 

método da exa.ust.ao mas teve seu desenvolvi ment..o est.abel eci do dois 

mil4-nios d$<pois qulf» Eudoxo o propôs. Um dos mot..ivos a que se 

at..ribui tal acontecimento é o f'at.o de t.orem :se limitado a t.rabalhar 

apenas com triangulaçOes e isto dificultava muito os cálculos pois 

cada caso axigia um tratamento dif'erent.o. Ou~ro motivo qu& se pode 

observar é que os gregos na o possui am o conceit-o de número real 

desenvolvi do, 

3. NEWTON, CAUCHY E RIEMANN 

Foi através do abandono dos triângulos Ca t.radição grega) 

área, que a teoria de medidas obteve seu desenvolvimento. 

Observa-se. por exemplo, no tratado Phitosophie Natv.ra.ti.s 

Principia Hathematica (Os principios matemáticos da filosofia 

na:t.ural) de Isaac Newt.on (1642-1727) em 1687 figuras que denotam 

tal abandono Cver figura 8) 
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O t..r atament..o dado por Newton, em 

termos de medida de área, era mais 

cuidadoso e feilc mediante a descriç~o da 

curva a~ravós do que chamamog hojo do 

funç&o. A área e-ra vista como um limit-e das somas das áreas 

retangulares Ca integral, definida). E tal área poderia ser 

calculada at..rav4-s do uso de :famoso Toorema F'undament..al do Cá.lculo 

Cque relaciona o cálculo das tangentes com o cálculo de áreas). No 

trabalho de Newton já constava a relaç&o entre a derivada e a 

i nt.egral d&finida, apesar de n&o expressá-las com a devida 

precisao. 

Num trecho de Tratado da Qu:a.dra.tv.ra da5 Curvas C1704) de 

Newt-on vemos que a idéia precisa de limite e fl . .mçS.o ainda. na.o 

es~avam bem 9stabelecidos por ele: 

Considero aqv..i as q'Uant idades matemáticas. Mo formadas pela 

adfunç&o de partes mini~, 

continua. 

As linhas descri tas~ e portanto 5er-ada.s. n&o por aposiçlà.o de 

movimento d<9 ~ inhas; os sól. idos pelo movimento de super fi c is-s; os 

ãneulos pe-la rotaçao do lados; o tempo por um fl.cuxo continuo. e 

natt.U'e:a:a das coisa.5 e rev&l.am.-se todos os dias no movimento dos 

corpos ... 

Isaac Barrow (1630-1677) já trabalhavam esta idéia ~ambém de forma 

impr-ecisa. Tais cone e i los só f' oram dados com maior- precisao por-

Augusti n Loui s Cauchy ( 17BQ-1 867) em 1920, at..ravés das noçOes 
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formais de runçao~ limi~e e inLegral. Com a de~iniçao da inLegral 

d$ Cauchy o nümero d~ funçO&s que poderiam ser int~grãveis iam além 

das funçóes con~inuas. 

O 'trabalho de Cauchy foi generalizado por Bernard Riemann 

(1926-1866) at-ravés da de:finiçao de int.egral que conhecemos pelo 

seu nome. At-ravés desta definição Riemann obt.ém uma condição 

necessária e su:ficien~e para as :funçOes integráveis. 

Mas, apesar 

teor i ade medi das já 

do principio básico moderno 

estar-em bem est.abelecidos nas 

que envolve a 

definições de 

Cauchy e Riemann seus objetivos ~st.avam b$m longe de serem o de 

ast.udar medidas propriamen~e dit.as. A preocupaçao de Cauchy era o 

est.udo das propriedades das funçOes continuas & Riemann se 

preocupava em es~udar a Lo~alidada de funçOes que possuiam a 

propriedade de ser in~egráveis. 

4. O NASCIMENTO DA TEORIA 

Apesar de todos os es!'orços dos gregos e dos t-rabalhos de 

Newi.,on. Cauchy e Ri emano a Teor i a de Medi das soment.e t.omou 

corpo a part..ir das noçO<iô>s de conjunt.o mensuré.vel dadas por P~aano 

(1859-1932) & generalizadas por Jordan. 

Tais noçóas respondem de certa forma às questOes que 

&nvolviam c problema de se deí.r&r-minar a área de uma r-egiQ.o plana 

qualquer. pois apesar de t.udo que SG' t.inha. "feit-o nest-e sentido 

muit.as dúvidas ainda &xi sti am como. por exemplo~ se todo 

subconjunt.o do plano ~inha, de ~ato. uma área. 

Foi at-ravés do est-udo dos objetos que possuem esta 

propr-iedade interessante que levou Peano a considerar algo dist.int.o 
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da int.ogra.l. Apesar do Peano t.é-lo feit.o baseado nas idéias de 

Newton e Riemann sua definiçáo de área cert..ament.e seria o que os 

gregos teriam escolhido. Sua deriniçao roi dada da seguinte rorma: 

"ConsideJ•e R t.Jm subconjunt-o do plano e divida regi Aio 

numa quantidade finita de retângulos contidos int.eirament.e em R. 

entao a área t.otal de t.odos estes ret.ângulos é menor ou igual a 

Área A de R (ver figura Q). Dai. segue 

que o máximo (ou supremo) destas 

divisOes constitui uma subestimaçao de 

A. Tal valor' foi denominado conteúdo 

interno denotado por c,CR)". 
' 

Analogament-e, Peano definiu 

conteüdo Gxtsrno de R, d0not.ado por 

c CR). considerando a área t.otal d~ 
• 

retângulos que cobrem completamente R. 

Cvsr- figura 10) 

Dest.a f'or ma. 

c,CR) :S 
' 

Quando se 

temos 

A :S c CR) 
• 

c. C R) = c (R), 
' . 

Peano define a área de R como sendo 

e-st.e valor. E quando c.CR) < c CR). Peano 
' . 

t..em 4.rea.. 

considera que R n.l:lo 

Se t.odo subconjunt.o do plano. tivesse conteúdo no sent..ido de 

Peano e Jordan. o problema estava resolvido. Mas pode-se obter um 

conj unt.o P.! t.al que c. C A\) < c C !J.). 
' . 

Consideremos. por exemplo, o quadrado~ de ârea 1, ret.iremos 

o conjunt..o dos pares ordenados racionais cont.idos neste quadrado e-
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chamamos de ~ o conjun~o destes pontos re~irados. 

Vemos qu$ ~~ possui con~eúdo externo igual a zero e con~eúdo 

interno igual a 1. O mesmo ocorre com o conjunto~. pela de~iniç~o 

de Peano e Jordan. Mas é in~uitivo pensar que um conjunto 

enumerável ~eria área e esta seria O. 

Além disso. mostr-a-se que se dividirmos um retângulo numa 

sua área é sempre a soma das áreas dos retângulos menores. Assim~ 

[E podaria ser dividido numa quant.idadoEt enumerável de pontos~ como 

um ponto deveria ter área zero~ !E ter-ia área O e ~"JE deveria ter 

área 1. 

Este fato mostra uma falha na noç~o de área de Peano e Jordan 

e 1 eva à uma necessidade de estender- t.al de!' i ni ça.o • i st..o f' oi 

iniciado por Emile Borel. const.it.uindo at.ualmente uma def"iniçao 

bastante geral de medida e mais natural para se medir ár&as. 

Tal o~ens&o usou uma idéia impo~Lants que era de considerar 

infinit-as. porém enumeráveis,divisOes da região ao invés de 

finitas como faziam Peano e Jordan. A idéia foi desenvolvida dentro 

Lebesgue definiu uma medida exterior m análoga ao cont..eúdo 
• 

externo só que considerando in:fini t.as di vis6es da regià\o. Esta 

Por exemplo. os conjunt.os A~ e ~ consider-ados anteriorm&nt.e 

possuiam medida externa 1 e o. respectivamente. 

Mas a noç.íal.o de medida ext.erna de L..ébesgut~õt nQ.o possibilitlill.va 

est-abelecer a propriedade de que o t.odo é igual a soma das part-es < 

a propriedade de ser enumerâvelment.e aditiva. como veremos no 
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ca.pit..ulo 1), Para ist.o. considerou uma noçQ.o d.o medida interna m. 
' 

qu~& náo é análoga a noçao de conteúdo interno da Peano e Jordan. 

Dai, definiu os conjuntos Lebesgue-mensuráves que s~o os conjuntos 

[M t.ais quo m (IM) = m.C!Jü. 09st..a f'orma~ o t.odo era igua.l Q uomo. do.a . ' 
part.es para os conjun-tos Lebesgue-mensuráveis. 

A noç~o de medida de Lebesgue foi reformulada mais tarde por 

Carat.heodóry dando a noç~c de medida e~erna m para uma classe do 

conjuntos abst.rat.os C a a-álgebra) definindo um conjunto 

mensura:vel. S através da igualdade: 

m(JD) = mCtD n $) + mCID '- $) 

para todo conjunto ID na classe considerada. 

Através desta de-finiçáo, obteve uma medida sobre uma class• 

dQ conjunLos quo possuiam a propriedade d• que a medida do ~odo •ra 

igual a soma das medidas das pa~tes. A pe~gunta que surge 

naturalmenLe é se me($), quando S é mensurável. correspondia 

ela é a noçao ideal para se obter área apesar de sua ~orte dose de 

absL~açao. Nada f'oi encontrado que se prove o contrário ou que 

se &ncont.rou um conjunto mensurável cuja área (como demanda nossa 

int.uiç.tio) seja outra que-· nao a de Lebesgue. Além disso, nao se 

encon~rou um conjun~o nao-mensurãvol que poderia possuir Qroa 

segundo nossa int.uiçao. 

Desta f'orma. está ai a noção mais geral de medida de área e 

quo obt.eve muit.as aplicaçOee. 

5. APLICAÇÃO DA TEORIA 
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A noçKo de mensurabilidade dada por L•bQ-sgue e rof'or-rnulada 

por Carathêodory possibili t.ou dar uma definição de Integral mais 

geral do que a Integral de Riemann. denominada Integral de 

Lebesgu&. Tal i nt.egral dependi a exclusi vam&nt.e da medi da defini da 

num espaço totalmente abstr-ato Co espaço mensurável) ao invés de. 

simplesmente. o espaço euclideano como par a a I nt.egr al de 

Riemann. 

Entretanto. mais do que uma simples generalização da Int.egral 

de Ri emann a I nt.egr al de Lebesgue possi .bi 1 i t.ou a expl i caçao de 

quo ocorr-iam 

exemplo. uma ~unção limitada é Riemann-integrável se, e somente se. 

é cont.1nua "quase-sempre". Tal fato nao fazia sentido sem os 

recursos da ~ooria de Lebesgue de in~egrac&o. 

Mas. além de poder estabelecer resul t.ados import.antés em 

análise. a noçao de mensurabilidade de Lebesgue reformulada por 

Caratheodóry ~ove aplicaç~o numa ~eo~ia que ~oi originada no s4culo 

XVII através de problemas matemáticos que envolviam jogos: a teoria 

de probabilidades. 

Tal assunto. sistematizado por Laplace por volta dé 1900. n~o 

era considerado um ramo da matemAtica mas apenas uma disciplina 

separada que fazia uso das f'errament.as de análise mat.emâtica. Ela 

s6 f'oi obter o sou lugar do destaque a pa.rt.ir de 10'30 com A. N. 

Kolmogoroff que fez deste assunto uma teoria t.otalm.ent.e rigorosa 

dentro da matemática. 

t.eoria de medidas considerando os event.os como sendo os conjuntos 

mensur-áveis, a probabilidade como uma medi da com as 
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propriedades: 

Ca) A probabilidade do evento vazio é O 

Cb) A probabilidade do espaço amost.ral todo é igual a 1. 

da 

(c) A propri&dad& da ~-adiLividad&, ou seja, 

unHio de eventos mutuamente exclusivos é 

probabilidades de cada event.o. 

a pl"oba.bilida.de 

a soma das 

Com t.ais axiomas podo-so dar à probabilidadeo o seu lugar­

dentro da matemát.ica. 

6~ AS LIMITAÇõES: DA TEORIA 

A medida de probabilidade que constitui um import.ante 

exemplo de medida clássica foi. at.é certo ponto. uma aparato 

mat.emát.i co bem deta9nvol vi do para. 1 i dar com i ncort.ez~:u;a. 

Mas a teoria de probabilidades é aplicável somente em t.ipos 

muito especiais de incertezas. Suas limitaçOes foram cada vez mais 

reconhecidas. S&rá ostudado nos próximos capit.ulos os vQrios t.ipos 

de incertezas em que a t.eoria de probabilidade não é aplicável de 

forma satis~aL6ria. 

Um dos concei~os (dado por Zadeh em 1066) que abl"iu as por~as 

para est.e 

capitulo 

problema foi o 

2. Tal conceito 

de conj unLos 

representa 

ruzzy e 

uma forma 

será. 

de 

visto no 

incert.aza 

v&riricada pela dificuldade de se dofinir bem as fron~ei~as de 

um conjunt.o clássico . Este tipo de incerteza dada pelos conjuntos 

"fuzzy" pode ser avaliado através das medidas de "f'uzzi ness". Já 

que um conj unl.o "f'uzzy" denot.a &St..e t..i po de i ncor t.eza podent<:>S 

de:fi ni -1 o como uma funçao que det.ermi na o grau dest.a i n:certeza. 

Tais medidas serao analisadas no final do capit.ulo 2. 
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de deci s~o que pode ser medido at-ravés de out..ro conceit-o de 

medidas dado por Sugeno em 1974 em sua tese de doutorado. Tal 

medi da é de-nomi nada mqdi da f'uzzy e será o objet-o principal dest.e 

~rabalho sendo abordado no capit.ulo 3. 

Considere. por exemplo. uma si t.uaçao em que se quer avaliar 

as condi çOes de moradia de uma cidade. Devem ser com~i der ados 

vários f'at.ores simul taneament.e: localizaçao geográf'i c a. al t.i t.ude. 

clima, populaçao. politica~ etc. A importância de cada um desses 

f' a t..-or es v ar i a dE~ pessoa par a pessoa e part-es de um det.er minado 

fat.or podem nao ser import.antes. Med:ir em sit.uaç()es como est.a 

envolvem a subjetividade humana. 

Out.ra sit.uaç~o que envolve incer~eza em ~ermos de processo de 

deci sao é quando se pesquisa i ntel i gênci a ar t.i :fi c i al em que o uso 

de funçOes probabilidade para descrever julgament.os subjet.ivos leva 

a resultados contradit.órios. 

Desta rorma, surge a necessidade de se falar em outro tipo de 

f'unçao C medi da) que nàio seja necessar i ament.e adi t.i va, pois tal 

condiçao é muito f'orte para o tipo de fenômeno estudado • e é o que 

faremos nest.e trabalho. 
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1. I NTRODUÇAO 

CAPÍTULO 1 

TEORIA GERAL DE MEDIDAS 

O objetivo deste trabalho é estudar as medidas que se 

propoem avaliar certos conceitos que envolvem a subjetividade 

humana. Mas se estamos propondo apresentar o subjetivo (as medidas 

subjetivas) nada mais coerente do que começar pelo que se conhece: 

o obje~ivo (as m$didas objetivas). 

Vamos f'azer aqui uma coletânea geral de alguns tipos de 

medidas mais conhecidos: a medida propriamente di ta. a massa. a 

madida e>derna. a modida de Lebesgue. a medida dq Hausdorf'f' e a 

medida de Randon. 

Muitas das proposiçOes colocadas aqui nao serão demonstradas 

se pode encontrar a demonstração. 

2. MEDIDA 

Medir um elemento é apenas comparar com outro elemento f'ixada 

Ca unidade de medida)? Não me parece exato isto o~. pelo menos, nao 

iremos mui~o longe se insis~!rmos ~ pensar des~a ~orma. 

Digamos que seja melhor dizer que medir Ym elemento é 

associar a ele um número real (seja ele posi~ivo ou negativo). Nada 

mais na~ural isto: uma associaçao. Mas como se associa uma valor a 

este elemento? De que ~orma (ou várias ~ermas ) isto deve ocorrer? 

Como devem ser estas associaçOes? 

Chamar9mos dê t&oria g$ral d0 m0didas As divGrsas rospastas a 
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es~as pergun~as. Começaremos da~inindo o que vamos medir~ os 

elemen~os que poderao ser medidos. 

DEFINIÇAO 1 - Consid$r&mos um conjun~o )(( nii.o vazio, uma f'am.ilia d• 

subconjunLos de ~. digamos 

subconjuntos de~ se as se9uint.es condições sao satisfeitas: 

Co2) Se ~ E ~ entao o complemento C~ ' ~) E ~ 

Cd3) se C~ ) á uma sequência enumerável de conjuntos em ~ 
n 

00 

ent.ao a. uni ao U lU G 'e. 
n= 1 n 

Ao par C~. ~. consistindo do conjunto~ e da o-álgebra~ de 

subconjuntos de ~. dá-se o nome de espaço mensurávet. Um conjunto 

cert.as propriedades impor~ant.El!S que ser ao ci t.adas na proposiçilo 

abaixo Cpara sua demonstração ver [2)). 

PROPOSI ÇAO 1 Seja 61<: um conjunto nao vazio e uma a-álgebra de 

subconjuntos de ~~ entào: 

Cb) S.. (/I, ) " uma sequência enumerável 
n 

de conjuntos em e. 

enUio ' ., 
Cb) n,. .. \!: • n•' n 

Cb) lim sup ,. e 'll • n 

Cb) lim i nf' ,. 
E 'll • n 

C c) S.. 11., lB e '8 ent.ao C A '- IB) 
e " 

EXEMPLO 1 - A o-ál.~ebra eerada por t.lffia coleç.ao de subconjuntos de 
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Seja A uma coleçao n~o-vazia de subconjunLos de ~. ~sLe uma 

menor 0'-álgebra de subconjuntos de )I( que contém A. a é dada pela 

coleçao de Lodos os subconjuntos de ~ é uma u-álgebra de 

subconjunLos de ~ contendo A e, além disso, a intersecçao de todas 

as 0'-âlgebras contendo A é> uma o-álgebra de subconjunt.os cont.endo 

A. 

Seja ~ o conjunto ~n das n-uplas de números reais. Daremos o 

nome d& a-átsebra de Borel de ~n à a-álgebra $ gerada por por todos 

os conjunt..os abert.os de ~n e os conjuntos de ~ chamaramos d• 

conjuntos de Borel. Mais geralment-e. podemos tomar os conjuntos 

abertos de um espaço métrico ~-

Agora que já sabemos 2 gue vamos medir Coa conjunt.os 

'e-mensuráveis)~ resta saber ~ Q. que vamos medir. Existem vários 

tipos de medidas. cada qual com suas propriedades necessárias, mas 

Qst.udarlôil'mos aqt . .li os principais. Nest..e parê.gra.f'o, consid•rar•mo• o 

t-ipo mais geral possivel. Tal definiçiio é sugerida pela idéia 

intuitiva que temos de comprimento. área e volume. 

DEFINIÇ.AO Z Seja e uma ~-álgebra de subconjuntos de um 

conjunto arbitrário ~. uma medida p em e é uma funçao real 

que satisraz as seguintes condições: 

CM1) flC0) = O 

CM2) ~(~) ~ O para t-odo ~ E ~ 

CM3) Para toda sequência enumerável (~ ) 

" 
disjunta de 
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"' "' ii<U!!.) 
n= 1 n 

=t/)(1!.) 
n-1 n 

Qbs;grva.cii.o: 

Even~ualmen~e. pode-se ter ~(~) = ro. 

A ~erna C~. ~. ~) cons~ituida por um conjunto arbitrário ~. 

uma 0'-Algebra 'e de subconjuntos de >!<. e uma medida 1-l em 'e, é 

denominada um espaço de 'ffl1!1'dida. Algumas propriedades desta medida 

serao colocadas a seguir Cpara suas demonstraçóes ver [2J). 

EXEMPLO 3 - :5eja li{= IN = {1~2,3, ... > e~ a o-álgebra de todos os 

subconjuntos de ~- Derinamos ~: ~ ~~ m da seguinte Forma: 

!J(/!,) 
= {Número de elementos de~. se ~ é rinit.o 

+oo, se ~ é in~in!to 

Então, ~ é uma medida em ~ denominada medida de conta6em em 

IN. 

EXEMPLO 4 Seja ~ = IR e ~ a a-álgebra de Borel, veremos no 

parágraf'o seguinte que existe uma medida h de:finida em e que 

coincide com o comprimento dos intervalos .fechados, isto é, se ~ é 

um intervalo .fechado não-vazio [a,bJ entiio ;\.(~) = Cb - a). Mais 

goralment.e. podemos considerar IRn .. seus int..ervalos 

o-dimensionais com sous volumés. 

PROPOSlÇAO 2 - Seja J.1 uma medida def'inida numa o-álgebra ~ de 

subconjunt..os de um conjunt..o arbit..rário ~. Ent..ao. t..omos 
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Cc) Se C~ ) é uma sequéncia enumerável crescente de conjuntos 
n 

Cd) Se CIB) é uma sequência enumerável 
n 

conjunt-os em e '"' IJ( 1B ) < +oo. e-nt.Ko 
' 00 

i4<n IB ) = lim !JCIB ) 
n•~ n n~oo n 

decrescente de 

Em cort.os casos. .. considerar f'unçOes 

(sugerida pala noç:ao de carga elétrica) que se comport..am como 

medidas. exceto no assumir somente valores posit..ivos.Uma tal funçao 

é denominada massa e é darinida como sendo uma runçao real 

es~endida (~) em g que satisraz apenas as condiçOes CM1) e (M3) da 

def'iniç.J:io 2. 

Convém ressal~armos que. se~ é uma massa, ~ nao pode assumir 

os valores +oo e -oo ao mesmo t.empo. Pois. se existem ~. m E g t..ais 

que ~~) = +oo e ~(~) = -oo ent.J:io teremos: 

significado. 

A massa tem uma propriedade important..e est..abelecida pelo 

T9or~ma da @composiç.Q.o d9 .Jordan CVer página 93 dq [8]) que diz 

que uma massa em 't pode ser decomposta como a di f'erença de duas 

medidas finitas. 

3. A MEDIDA EXTERNA 

No pa.rágra:fo ant-erior. vimos a noçiõlo mais geral do conceit.o 

d~& medir obj&ti vamen"Le. Tal noçao f' oi obtida através da exigê-ncia 
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dói~ CQrt..as propriedadss ~ pod&~ ser gerada por uma f'unçao que niio 

seja necessariamen~e enumeravelmen~e aditiva. A part..ir desta ~unçao 

denondnada medida externa, poderemos construir também uma o-álgebra 

obtendo assim um espaço de medida. 

DEFINIÇAO 3 - Sejam~ um conjunto arbitrário e ~~) o conjunto das 

partos do~ .Diremos que uma ~unç&o roal estendida« é uma medida 

externa se satis~az as seguintes condiçOes: 

O!ED aC A\) <o O, par a todo AI e :PC )X) 

., 
c ME3) <>«U AI ) 

1"1"' j_ 1"1 

de conjuntos C~ ) em 
n 

para toda sequência &numerável 

EXEMPLO 5 - Consideremos os intervalos ~echados n-dimens!onais I = 

{ Cx , ...• x ) 
' n 

a 
' "' 

cont..i dos em IR"" e 

S$US volumes vCI ) ==- n Cb -a.). l).g.f'inamos uma. f'unçao f.tt:/PC~) >- IR, 
n n.:: i i ~ 

~ .. 1 que para cada IE s; IR'\ IJ~((E) = inf ktf. vCI~) onde o infimo é 

tomado sobre t.odas as coberturas enumeráveis do conjunto !E f'eit.a 

por intervalos Ik. 
n 

Tal f'unçáo é uma medi da externa. 

medida 6'Xterna. de Lebes~ (ou rn.e-dida ext.P.rior.). 

Observaçao: 

denominada 

Es~a noçKo ~oi dada por Henri Lebesgue an~es de se falar em 

medida exlerna. Carat.heodóry de:finiu mais t.arde medida e:x:t..erna 

visando generalizar a noçao de medida externa de Lebesgue. 

EXEMPLO 6- CVitati) 
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Este exemplo responde negativamente à seguinte pergun~a: 

"~ verdade que. para dois subconjuntos quaisquer ~~ [B de )!( 

tem-se ~C~) + aC$) =~C~ U ~). onde a é uma medida externa? 

que 

Segue-se o exemplo: 

Consideremos sobre ~ a relaçao de equivalência: 

x % y ....,. Cx- y) E <Q=<conjunt.o dos números racionais} 

Pelo postulado de Zermelo. existe um conjun~o ~ ~ [0.11 Lal 

com a • a e Pl 4:::+ a -a 
i 2 1 z 

Cii) Para ~odo r G ~. 3 a & ~ tal quo r-a E Q. 

Consideremos a familia enumerável 

onde A = {a+q/ a e~). 
q 

Temos U Rl s; [ -1 ,2] 
qál q 

"u 11. 2 [0,1]. 
qe4l q 

de conjuntos 

Portanto, se ~t é a medida e~erna de Lebesgue sobre ~ temos 

pela condiçao (ME3) 

uma vez que se tem 1-lt. C A q) 

Da desigualdade acima segue que ,u
1 
C RJ.) 

port..ant..o. um número inteiro n t.al que n.IJtCRJ) > 3. 

> o. Existirá, 

Se a adit..ividade valesse para todos os conjuntos A e. por 
q 

conseguinte. um número finito (observemos que os conjuntos ~ são 
q 

disjuntos dois a dois). teriamos: 

o que é um absurdo. 

A~ravés da medida sx~erna a cons~roem-se os conjun~os 

mensuráveis. 
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DEFl NI ÇltO 4 - Seja ~X uma medi da ex\.. e r na da:f i ni da nas par t.es K );() 

de um conjunto arbitrário )!(;. Diremos que um subconjunto !E de '#. é 

a-mens1.1.l"ávet ou mensurável. se6Undo Carath.éodory se: 

Se !E é um conj unt.o a-mensur âvel • di remos que a( IE) é a 

a-medida de E. Obtemos com esta deriniçao as seguintes propriedades 

quEt caracterizam um espaço de medida~ con:forme a do:finiç~o a. 

PROPOSIÇÃO 3 - Seja a uma medida exLerna derinida no conjunto das 

par~es de um conjun~o arbi~rário ~. Ent.Ao: 

Ci) A f'amilia dos subconjunt-os et-mensuráveis de ~ é uma 

o-álgebra de subconjuntos de ~-

C i i) A """ conjunt-os 

~-mensuráveis é uma medida. 

Para sua demonstraçao ver página 194 de [24J. 

EXEMPLO 7 - A a-álsebra de Boret 

Todo conjunto de Borel é J.lt -mensurâval onde /Jt é a medida 

externa de LAobf~JsguG~. Com est.a o--álgebra e a medida axt.erna de 

" Lebesgue t.amos pela proposiç.iio 3 que CR , :8. ,.,_'I.) é um espaço de 

medida e IJt é denominada medida de Lebestf'U*!'. 

Observação: A medida de Lebesgue conslit.ui uma generalização 

natural das noçOes elementares de comprimento de um segmento~ área 

de um ret.ângulo e volume de um paralslepipedo. Est-a noçiio dEi' 

medida serviu para a const.ruçao de uma integral mais geral do que a 

In~egral de Riemann es~udada em cursos introdutórios de Análise. 
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Tant.o Lebesgue quanl.o Ri ema.nn est.ava.m mais .... 
inl.egraçao do que em m&dida e parece que Lebesgue const.ruiu sua 

medida original com o principal objetivo de estender a definição de 

i nl.egral. 

4. A MEDI DA DE HAUSDORFF 

~ando consideramos a m&dida de Lebesgue vemos que se 

• medirmos. por exemplo. um inl.ervalo em ~ l.eremos tal medida igual 

a zero. pois os abertos de fR
2 

sao reunU:io de bolas t.ais que suas 

medidas t.ondarao a zero quando cobrirmos o inl.orvalo. Ist.o ocorre 

sempre que considerarmos 
n a medi da de Lebesgue em IR e t.entar mos 

medir conjuntos de dimansao inferior a n. A medida de Hausdorff que 

serà definida abaixo. permite que se l'l'l$Ça conjunt.os de dimensii.o 

di st.i nt..a à do conj unt..o onde est.ao mergulhados Tal medida é 

utilizada. por exemplo. para definir o perim.etro de um conjunto. 

DEFINIÇAO 5 Seja ~ um espaço métrico e ~ ~ $<~). Consideremos. 

para todo p > O, ~ = <W e ~: diamCW) < p} e 
p 

Seja ~ = sup< ~ : 
p 

ap = ai$P onde a é uma 

~ é uma medida qx'\..orna 

sobre U lf • [f E :Jf e (3< lf) :S ct. C [F) par a -todo 1F E 9" ). • 
p 

H 
(X 

a medida externa sup 
p>O 

Diremos que H ([F) 

" 

(lp, 

é uma medida. de Ha:usdorff k-dimen.sionat se 

k 
~CIF) = (diam lf) • onde k > O é um número real. 

Observaç Oes: 

(a) se ~ = ~n escrevemos H" para a medida de Hausdor~~ sobre 
k 

tRn gerada por aC!F) = (diamlf)k. 
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= 1. 

(b) Hn c=r') o ' d > o ""' = • para vo o & . 
n+& 

= +oo e Hn(~) = cardinalidade da ~. 
<> 

Os seguintes resultados sfáo importantes sobre medida de 

Hausdorff'. Para sua discussào ver página a de l4J. 

PROPOS!ÇAO 4 ·- H0 ê proporcional á medida da Lebesgue. 
n 

PROPOSI ÇAO 6 Se k .;;; IN, O < k < n e~ 'W é uma varilôõldade 

k -di mensi onal , coincide com a medi da cl Assi ca 

k-dimensional de W. 

APLICAÇOES DA MEDIDA DE HAUSDCRFF 

A DIHEHS40 DE HAUSDORFF 

DEFINIÇÃO 6- Seja~~~". a dim&ns~o de Hausàbrff de~ é o número 

real definido por: 

dim ~ = in.!" k 
C H~Cl!O =0) 

= sup k 
(H~ C~) :=+oi) 

EXEMPLO 9 - Pela proposiçiio 5t temos que se ~ = W é uma variedade 

k-dimensional de ~n então H~CW) = med W o que implica que 
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EXEMPLO 10 A dimGnskio de Hausdorf':f nQo $ nt;;~cessa.ria.ment.G um 

número in~eiro. Temos. por exemplo. o conjunt-o de Cantor OC: 

dim CIIO = 
CH) 

O PEI<I. i1ETRO DE U/1 CONJUNTO 

log 8 • 

A~ravés da noçao de medida da Hausdor-ff' podemos dar uma 

d&f'iniçàio de perimetro de um conjunt..o. .Para isso, consideremos 

Q s; !Rn aber'lo. com ao (fronteira de CD su:ficien~ement.e regular para 

que valha o Teorema de Green: 

é o vetor normal e~erior. 

Not . .amos que 

H C (K)) = sup 
n•i 

{ f 
E dai~ 

para 

I" e ' n [C dR )], 
o 

[c 'c~n)Jn d ~--' 
0 

m. on e 'r-~ 

Hrr-sCôC.ü = sup { f di.v f.'Xloll dx : tp E [C~dR">Jn, lf><x>l :5 1, V x) 

A part..ir dest.a igualdade, a seguinte deriniç~o de perimet..ro é 

sugest.iva: 

peri~tro de ~ o valor (talvez +aO dado por 

PCtE) = sup { J di.v f)lxl dx 
1 n n 

: f> e r C dR >l , 
o 

Se [E satisfaz as hip6t.eses de regularidade do Teor·ema de 

Gr een • temos 

PC lf) = H c iJf'D • i st.o é. se H C iKD < +ro &nt.ao PC [E) < +oo. 
n-:t n-~ 

5. OUTROS TIPOS DE MEDI DAS 

Além das medidas que foram derinidas an~ariorment.e axist.em 
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out.ras que sao def"inidas para determinados objet.i vos. Veja. por 

exemplo. que a medida ext-erna de Lebesgue em iR f'oi definida a 

partir do compriment.o de um intervalo Tal noçao pode ser 

generalizada considerando uma ~unçao r Fini~a e monó~ona croscent.e 

tal que para cada intervalo semi-aberto da forma Ca.bJ 

medida externa de~inida por 

À((a.b]) = ÀFCCa.bJ) = ~(b) - ~(a) 

e denominada medida de Lebes$v.e-St iet tjes. 

tem-se uma 

Uma outra medida que é deTinida em espaços métricos é a 

numeravelmenLe adi t.i va. onde IM é um espaço mét.rico e IB CfM) = {(B !,;; fM 
o 

; m é um conjunto de Borel e W é compacto} 
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1. I NTRODUÇ)(O 

CAPÍTULO 2 

CONJUNTOS FUZZV 

A noçao de conjunto fuzzy foi dada por Zadeh em 1965 [ZQJ 

com o obje~ivo de de~inir conjun~os que nQo possuem bordos 

(fronteiras) bem definidos. 

Considere. por exemplo, o conjunto (clássico) dos números 

conjunt..o e é óbvio também que o. 6 não pertence. Como se vê, nos 

onjunt.os clássicos Cos que usualmente conhecemos) <i\ relação de 

pertinência elemento-conjunto ocorre de modo dual. ou seja. dado um 

conjunto ~ e um elemr&nt.o x dizemos que x e Pó ou enUio que x « ~. 

Porém. existem casos em que esta relaçao dual nao é precisa. isto 

4>, n&o sabemos dizer 'SEI> um elament..o port.snce Ce:fet..iva.Jrui)nt..e) a um 

dat.erm.inado conjunto ou nao. 

Observe. por exemplo. o conjunt.o lF dos números inteiros que 

sao pequenos. ou seja. 

W = { x e 2 : x é pequeno ) 

Pergunta: O número 3 e o número 26 pertencem a W? 

A respos~a a es~a pergun~a é incer~a pois nao sabemos até que 

pon~o podemos dizer objetivamente que um número inteiro é pequeno 

ou nâo. Por outro ladot podemos associar ao número 3 e ao número 85 

graus de per~inência compativeis com o conceito dado pelo conjunto 

W. Por exemplo. ao invés de dizermos 3 e W e 86 e W associamos a 3 

e 25 os respectivos graus de pertinência 0.9 e 0,3 que representam, 
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svbj-Qt..ivam~nt..e. os graus de pert..inência. d'ii!" 3 Gl' 26 ao conjunt..o 

lf. 

Análogo ao conjunt.o !f. podemos imaginar uma i nf'i ni dade de 

concei~os que ~~ssuem a carac~erist..ica de não os~arem bem darinidas 

em suas fronteiras. Por exemplo, o conjunto dos homens altos, o 

diagnóstico médico de um paciente, 

classiricaçao animal-veg@t..al. ot..c. 

bactérias em relaçao a 

I.)e.st.a f'orm.a. sur-ge a noçao de conjunto fuezy que represanl-a 

um tipo de incerteza que envolve a subjetividade humana. 

2 CONJUNTOS FUZZY 

Por conceito fuzzy entenderemos como sendo qualquer conceito 

que nào possua bordos otJ :front.ci!iras bCiôlm dsf'inidcso. Por qx-amplo. o 

conceito dado por alto. jovem. pequeno, ate. 

DEFINIÇAO 1 Dado ~m conjun~o universo V (clássico). um 

sv,bconjun.to f~ay de QJ é de:finido como sendo o par CIF • JJif) onde 1F 

é um conceito ~uzzy e Pw é uma funçao real de V em [0.1) tal qua 

J.JIF(l.J) gxprE>ss:.:a o grau d,., por-tinência dG u ao com:tlôJit..o rot.ulado 

fuzzy W. Chamaremos JJIF de funçao-par-tinência. 

ObservaçOes: 

(a) Dado um cone si "lo :fuzzy [F. di remos também o conjunto fV$2)J 

Cao invés de subconjunt-o) supondo, a pr.iori~ o conjunto universo V 

e denotaremos simplGsmgn~e por W. 

C b) Se J-t!'FC u) =O o~ .u!fc u) =1 para cada u E: V ent.ü.o tF é 

claramente um subconjunto clássico de QJ. 
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Cc) ~W(u)=O signirica qu~ u ni.io 

de W e ~F(u)=i significa que u é derini~ivamenLe um elemanLode F. 

C d) !')e um modo geral ~ o cont.-r adonú ni o de 1-l!F pode ser tomado 

Para nossos 

propósitos é conveniente e suriciente considerar o in~ervalo [0.1]. 

Convencionalmente. quando NJ, é um :subconjunto finito de V 

Cclâssico) cujos elementos sao a .a, ... ,a • expr$sSa-S$ ~por: 
i 2 n 

~ = { a ,a •... ,a ) 
' 2 n 

Para os nossos objetivos. entretanto, sará mais conveniente 

G~xpr assar 14 como: 

observando que para todo i = 1,2, .. ,n e j = 1.z .... ,n tem-se: 

a + a = a. + a 
j J t " a. + a. 

' ' 
= a_ 

' 
Es~endendo esta notaçao para subconjuntos ruzzy (finitos) da 

V. temos: 

IF=~.J·U +J-I.U + ••. +1-l,U 
.i .i 2 2 r. t'l 

IF=f.J./u +fJ/U + 
.i i 2 2 

i 1,2, ... ,n 

+ l.l /u 
n n .. 

omitiremos a parcela F-J,./u. da expressao acima. 
' ' 

V. Quando O, 

EXEMPLO 1 - Seja V o conjunt-o dos núnll6!ros nat.urais e o conceit-o 

f'uzzy em QJ "aprox.i madamenlQ igual a 1 O" dado por: 

rF = o~1a + o,5/B + o.s/9 + 1,0/lO + o.B/11 + o,6/12 + 0,1/13 

signif'icando que: 0,1 é o grau de pertinência do número 7 ao 
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conjunt.o "aproximadamlôilnt.a igual a 10", Ett.c. 

Observemos que quando o número nat.ural nao aparece na 

expressao significa que possui grau de pertinência igual a zero. 

J) (:!) 
r I 

1 + 
qgf 

i 
0,-•+ 

> i 
' 

<>,1+-·-· 
' 

• 
• 

• • 

• • • • • - • -- ~ -•- ·-~··-+-.-.r-+--· ~ -.~+ ---<------+-·--+--~+-ft...--.--..+-9---_.._. __ _,... 
2 ;s " '> ._ 7 s 9 w '' l1 •11 ~~ ,:, 16 17 •S 19 :W 1J. 

EXEMPLO 2 - O exemplo 1 pode ser dado de forma si mi 1 ar estendendo o 

conjunt-o universo V e sua ~unçao-perlinência. De ~ato, considere V 

o conjunt.o dos números reais e o conceit.o fuzzy do exemplo 2 mas 

cuja funç~o-pertinência é dada por: 

1 

1 

Observe que o único element-o que pert-ence efet.ivament.o a F é 

o número 10 a nao exist.e elemento algum que nao pertença 

"'"t -------·· • "t - .. ----- -- . ~ -.------·-
w <5 ,, 

EXEMPLO 3 - Seja V o conjunto dos números reais a o conceito fuzzy 

.. muito maior do que 1" em V dado pela f"unçJio-perlinéncia: 

o 

u 1 
u 
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EXEMPLO 

Jf. (l!) 
f 

Em muit..os casos conVGnic;~nt.e 

funç&o-pertinência de um subconjunt-o fu:zzy de IR em t..ermos de uma. 

funçao-padrao cujos parâmetros podem ser ajustados à 

:r-unçQo-pert.in6ncia de modo apropriado (de acordo com o gost.o do 

~regués). Consideremos. por exemplo, a seguinte funçao-padrao: 

o 
2. {(u-o0/Cy-oOJ 2 

1 - 2. rcu-y)/Cy-oDl 2 

1 

A funçáo-pertinência é dada por: 

= { 
S<u; y-(1 ' 

"" 
"" 
"" se 

u :S "' "' :S u :S f' 
f' ,; u " r 
u ;, r 

se u ::5 r 

~ixados. a priori. os valor0s de Qt ~e r de acordo com o conc•it.o 

ruzzy ast..abelecido. 

Esta funçao-pertinéncia é comument-e usada para definir 

conceitos fuzzy que envolvem cert.os tipos padrões: ''idade'', ''alto''• 

"velho"~ ot.c. 

Veja os gráficos: 

I_/ 
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Para um subconjun~o ~uzzy arbitrário ~ de V cosLuma-sa 

expressá-lo na forma de uma integral: 

.!f =f ~'lf"Cu)/u 
v 

EXEMPLO 5 Seja QJ o conjunto dos números reais est.rit.amente 

positivos e o concai t.o :fuzzy em QJ "mui t.o maior do que zero" dado 

por: 

!F = I 
IR 

_, 
C1 + u) /u 

Vê-se~ por exemplo, que 1 tem grau de pertin~ncia 0,5 a GSte 

conjunto enquanto que 1000 tem grau 0,999 ... & 0~001 tem grau 

0.0000000. Not.a-&e quo nenhum qlG>Jmil>nt.o do QJ pg,rt.on-ce (ou ni.io) 

efetivamente a W. O grá~ico abaixo explicita este fato de forma 

clara: 

" (11 i ·f 

O') 

3. OPERAÇOES COM CONJUNTOS F!IZZY 

Deriniremos operaçOos envolvendo -conjunt-os ~uzzy quo s&o 

óbvias das deJ'iniçOes corraspondentes conjuntos 

clássicos. Daremos também os diagramas de Venn estendidos quando V 

Q um &ubconjunt.o ruzzy do ~. 
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DEFINIÇÃO Z Sejam IF e G subconjuntos :f'uzzy de um conjunt.o 

universo !J) com o mesmo conceito fuzzy. Definiremos as seguint..êS 

operaçOes com conjuntos fuzzy (análogas a dos conjuntos clássicos): 

Co2) Diremos que W S ~ C W esta contido em~) se, e somente 

""· 

Co30 A ~niMo da ~ e ~~ denotada por F~. é dada por: 

Co4) A intersecção de W e ~. denotada por W~. é dada por: 

Co5) O comptemento F de W ê definido pela runçáo-pertinência 

~-~wc u) = 1 - 1-Jw( u) 

Co6) O produto cartesiano dos subconjuntos fuzzy F e G de V e 

W. respectivamente. é dado por: 

~WxG(u.v) = ~~ ~~Cu).pGCv)} 
VEW 

Co?) O conjunto vazio é definido pala !'unçao-pertinéncia 

Co9) O conjunto "Univ~.rso llJ t9rá. como f'unçao-pert.inência 
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Ca) A escolha de supremo e inTimo para operadores de uniáo e 

in~ersecçáo é justificada por Bellman e Giertz Cem On the anatytic 

formaLism. o f tfw o f S9ts-1nform.-Sci. ~ 

Vo~.5.ppi49-f56)~ a~ravés da unicidade das~as operador$s quando se 

ex.i gem certas condi çóes básicas C ver r 14J). 

(b) A just..i f'icat.i va para a escolha do comp!GJMmt.o G> mais 

dif1cil. Ainda assim pode-se obter est.a definiçao através da 

exigência de certas condições (ver f14J). 

Quando V !;; IR podemos visualizar gra:ficamenta as def'iniç&s 

acima. Considere os subconjuntos f'uzzy de V com os seguinte 

grãf'icos:: 

F 

A interesecçao, uniào e complemento podem ser representadas 

' 
IF' n G FU6 

'j 

(/) i/} 

Um f'at.o interessante que ocorre com as def'iniçOes acima é 
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quo. al6m de t...er como caso part-icular aa d~ói>í'iniçOGis clá.asicas. 

mui~as das propriedades das operaçõas clássicas sao preservadas. 

PROPOSIÇÃO l - As opg.raçÕGS d .. uniS.o. int.ersecçiii.o .. compleme-nt.o 

definidas acima gozam das seguintes propriedades: 

(i) lf u <G = <G u lf 

(i i) lf n <& = <G n lf 

CiiD lf u c<G v IH) = Clf u <G) u IH 

(i v) !F n C<G n IH) = Clf n <G) n IH 

(v) lf u lf = lf 

(vi) lf n lf = lf 
C vi i) lf v C<G n !H) = Clf v m n (lf v IH) 

(viii) lf n C<G u IH) = (lf n <J;) u (lf () IH) 

(ix) lf n 0 = 0 

(x) lf u QJ = QJ 

CxD IF v 0 = IF 

CxiD lf u QJ = QJ 

(xiii) As leis de> Morgan: 

C !F n <G) = !F v <G 

--Clf u <G) = IF n <G 

Damonst.r·aramos apenas as propriedades C i). (i i) e Ciii) pois 

as demais seguem de ~orma anAloga aplicando dire~amsnt.Q as 

propriedadl6l>s d111 máximo e minimo: 



= máx {J.iRI.. = 

4. RELAÇOES FU2ZY 

O conceito de relaç.lio C que constitui uma generalização de 

f'unçao) possui uma extensao na~ural para conjun~os fuzzy que 

desempenha um papel importan~e nest.a t.eoria e suas aplicaç6es tal 

como ocorre no caso de conjuntos ordinários. As relações f'uzzy 

ocorrem quando as int.eraçOes ent.re element-os sao mais ou menos 

fort...es. 

DEFINIÇAO 3 Se-jam IV, 
' 

IV 
n 

conjunt.os uni versos. Uma 

n-retaçao jvzz.y R Cou. simplesmEtnte. retaçao R) em QJ xV x. , • xllJ é 
• 2 n 

um conjunto fuzzy definido em V xV x ... xV . 
1 Z n 

Not.açao: 

R = J 
!lJx •• xQ) 

IJR(u ,u p ••• u )/(u .u •·., ,u) 
1 z n t 2 ~n 

1 n 

onde ~R é a funçao-per~inência de R. 

EXEMPLO 6 + 
Con~aidçwG>mo9 Olill' conjunt.os univorao !lJ = [R "'-.(0). • • IV = z 

[R+'. {0} e a r&laçao f'uzzy "muit.o maior que'' ent..re os element.os de 

V e V com a runçao-pertinéncia dada por: 
' 2 
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{ 
o se u ,; u 

' • 
f1RCu1 .u.a' = min{t, <u -u >/"9. u > se u ,; u s 10. u • • • • ' 2 

o .... u , 10.u 
' • 

R é uma relação binária em ll.J xV . Por exemplo. dizemos que ' . 
grau de per~inéncia O. ou·seja~ 3 nao es~á em relaçao ~uzzy com 3. 

O par (50 1 2) tem grau de pertinência 1, ou seja. 50 está 

EXEMPLO 7 - Sejam os conjunt-os OJ:;;; V = !R e a relação fuzzy "está • • 
próximo de" cuja f'unçao-pertinéncia. é dada por: 

R= J 
IR" 

-k. 

" 

onde k é um número real positivo escolhido a priori. Note qua se u 
' 

= u • t.em-se ~-'RCu .u) = 1. ou seja~u est.â ef'et.ivament.a em • • • 
relaçao !'uzzy com u . • 

EXEMPLO 8 - Considere V = V = 1 + 2 + 3 + 4 
' . 

"mui to maior que" dada pela matriz: 

R 1 2 3 .. 
1 o 0,4 0,9 1 

- ---
2 o o 0,4 0,9 

3 o o o 0,4 

- . ·--
4 o o o o 
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no qual o alsment.o C i ,j) dá o valor de ~'RCu. ,u.). 
' J 

Est.a uma 

relaç~o fuzzy onde os conjun~os universo sao fini~os. 

Os conjuntos fuzzy sao um exemplo trivial d.e relaçOes :ru:zzy. 

No parágrafo seguint.e veremos um tipo especial de relaçao fuzzy que 

será bastante importante para a const.ruçao de medidas de 

possibilidade que veremos no capitulo 4. 

5. RESTRI ÇOES F\JZZY 

Consideremos V = V x ... xV um conjunto uni verso. Sejam X uma 
' n 

variável pertencente a um determinado conjunto Cnao necessariament• 

Q)), ACX) = [A(X)~ ...• ACX)J os n-atributos de X que t.oma.m valores 
• n 

em V. A um elemento genérico de QJ denotaremos por u = Cu •...• u). 
' n 

de t.a.l f'orma que ACX) = u signif'icará que aos n-atributo da 

variável X está dado o valor u e QJ, 

EXEMPLO Q -· Consideremos a proposiçQo .. Fernanda é alt-a''. 

Neste caso. a variável X é Fernanda e seu at-ributo é apenas 

um: a altura. O conjunto universo V pode ser dado por V = [0.3] e 

ACX) é a al~ura de X pertencente a U. 

EXEMPLO 10 - Consideremos a proposição "O terreno é grande ... 

A variâvel X é terreno, seus atributos para designar o 

conceito grand~& podem ser dados pela largura e comprimento do 

terreno. Neste caso. podemos colocar V = C0.100JxC0~100J e 

A Cx) = Compriment-o da X 
' 

A CX) = Largura da X 
a 
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Ex± stem casos onde A( X) = X. D& ~a~o~ consideremos a 

proposiçà.o "X é um número natural pequeno". Aqui, ACX) é o próprio 

DEFINIÇAO 4 - Seja R uma relaçà:o f'uzzy em (lJ = V x ... xV que está . " 
caract.•r-izada por uma funçGio-pe-rt.-inência l-IR· Consider-;s.mos X uma 

variável per~encen~e a um determinado conjunto (não necessariamente 

Q)) e ACX) seu n-atributo que toma valores em V. Se diz que R é uma 

= rA<:>D •.•. ,A(XJJ. 
' n 

como uma rest.-riçao sobre os valores que podem ser dados aos 

n-atributos de X. 

Est.a def'iniçào deve ser entendida no seguint.e sentido: O 

valo u = Cu •... ,u) e V= Vx ... xV dado aos n-atribut.o ACX) = 
i n 1 f"' 

(ACX), ... ,ACX)} da vari6..VG1 X t.om a f'orma A<XJ:::: u: J.lRCu). onde 
t n 

é interpretado como o grau para o qual a restriç&o 

representada por R se satisfaz quando f'ornecemos o valor u E V aos 

n-atribut.o ACX) da variável X. 

Observaç-Oes: 

C a) Dano'Laramos por RE[ ACX)) uma rsst.riç1iic f'uzzy associada 

com os n-atribu~o A(X) da variável X. 

Cb) Para expressar que R desempenha o papel de uma restriçao 

:fuzzy associada à ACX), escreveremos RE[ACXJJ = R denomi nada 

equação de retaçao de valores restritos. 

Cc) A equaçao REfACX) = R é assim denominada porque representa 
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a igualdade de uma relaçiáo f'uzzy R com a restrição f'uzzy REtACX) 

associada à ACX). 

Para ilustrar o conceito de restrição ~uzzy consideremos uma 

proposiçtio da forma "X é R" onde X pertence a um determinado 

conjunto e R é o conceito ~uzzy dado pela relaçao fuzzy R em V. Por 

exemplo, 

··x é um número pequeno .. 

"O terreno é grande" 

"Maria é muit.o int-eligent-e" 

"A casa é bonita" 

A t.raduçáo da proposiç.ài.o "X é R .. pode ser expressa através da 

""'qua.çao de rc;lflaç&o dos;; valoFvs rl'.;')st.rit.os: como RE[ACX)J = R. ondç. 

ACX) representa os n-at.ributos (da variável X) que tomam valores em 

V. Esta equaçao significa que a proposiçl:io "X é R" tem o efeito de 

ACX). 

Através dos exe-mplos abaixo, est.a noçilo f'icará mais clara: 

EXEMPLO 11 Consideremos a seguinte proposiçito "X é um número 

pequeno'' O cone e i to "pequeno" é fuzzy, port.anto pode ser 

repr$sent.ado por um conjun~o fuzzy W do conjun~o universo ~~ 

• 
caract-erizado por uma f'unçao de pert-inência ,ulf(xJ 

que temos aqui: 

X é um nllmero 

ACX) = X 
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R = W = subconjun~o ~uzxy do V 

Graficaman~e. ~ewn~: 

p !,c) 

F 

-::---,=====~··~·-·· ... -­
X 

Assim • .a t.raduçao da proposiçào "X Q um número pqquiii<no" pod9 

ser expressa através da equação de relaçâo dose valores r$stritos: 

REfACX)J = RECX) = lf, ist.o é, R[valorCX)J =pequeno. 

lnterpretaçào: 

Seja x::::.1. entao t-twC1) = JJ (1)= 
pequeno 

_, 
e que int-erpretamos 

da seguinte maneira: O grau de pertinência do x=1 no conjunLo ~uzzy 

-· -"pequeno" é e =0, 37. ou seja, 0,37 é o grau de compa:t.ibilidade 

de 1 com o conceito rotulado "pequeno". 

Em t.ermos gerais, dado que X é um nórnero pequeno. o grau 0,37 

representa uma "possibilidade"' que X tem de assumir o valor 1. 

Se quizermos x=O teremos grau 1. ou seja. exist.e uma grande 

possibilidade q'U0 :x .assuma o valor O dado que x é um número 

pequeno. 

EXEMPLO 12 Consideramos a proposiç&o "João a José sãi.o 

aproximadamente iguais am altura". onde "aproximadamente iguais" é 

uma relaçao ruzzy (binária) R dada pelo quadro abaixo: 

X • 
1. 

' I 70 

• 

1. 70 1. 76 

1 O,B 

I ' 

1,77 1,90 1 ~az. .1.B6 

0,6 0,2 o o 
I ' ' 



1. 76 I 0,9 1 O,Q 0,7 0,3 o 

1,77 I 0,6 0,9 1 0,9 0,7 o 

1. ao I 0,2 0,7 0,9 1 0,9 0,9 

1,92 I o 0,3 0,7 O, O 1 O,Q 

1.96 I o o o o.9 o.o 1 

Assim. podemos traduzir a restriçao ruzzy da seguinte rorma 

Dado que Jo&o e José s&o aproximadament.e iguais em alt.ura, se a 

al t.ura da Joao é 1. 75 e altura de José é 1 , 77 ent.ao o grau d• 

compatibilidade é 0,9, ou visto de outra forma, a possibilidade qu• 

Joao e José tenham. respect.ivament.e. 1,76 e 1,77 de altura é O.Q: 

dado que Joao e José sao aproximadamente iguais em altura. 

6, MEDIDAS DE FUZZIMESS 

Já que um subconjunto :fuzzy 1F' de um conjunto uni verso V é 

caracterizado basicamente pela sua .. conf'usao" em relaç!io aos 

el &ment.os de QJ <dada pelo grau de port.i nênci a a (F) • nada mais 

natural do que considerar todos os subconjuntos f'u:zzy fF de V Cou 

seja~ todas as f'unçOes :f: V~ [0.1J associadas a um conceiLo fuzzy 

W) e dai LenLar medir qual é o menos confuso destes. 

Es~a medida é int.eressante do ponLo de vista de que ~eremos 

uma idéia global ·de ~odes os subconj unt.os fuzzy a respei ~o de sua 

"confusS.o"'. 

Mas :medir "graus de conf'usi;io" é. de certo modo. t.ambém 

confuso e depende de como se quer avaliar est,a grau. Exist.em várias 

formas de medi-las Cas medidas de fuzziness). mas daremos aqui uma 

def'iniçao proposta por De Luca e Ter mini ( 81. 
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DEFINIÇÃO 4 - Seja V um conjun~o universo & p•cV) a classe de todos 

os subconjuntos .fuz:zy da V. Uma medida cli!!J. /tJ.Zziness é uma função 

CF1) d(~) = O se. e somente se. W é um subconjunto clássico 

de li(. 

CF2) dCW) ó máximo so. • aomen~o ••• ~W(u) ~ 0,6, V ucV, 

CF3) dClf0 ) :5 dCif) onde !f0 é uma versKo "sharpened" de !.F. is~o 

é, 

~WoCu) ~ pwCu) se ~w{u) ~ o.B 

~WoCu) ~ ~WCu) se ~FCu) ~ 0.6 

CF4) dCID = dCif) 

Ca) A condiçao CFl) exige que o conjunto clássico tenha 

mElldida de f'uz:ziness igual a Ztõtro já que ele n.iio possui conf'us&o 

alguma. Esta condição á única para todos os tipos de medidas de 

.fuzziness definidos. 

Cb) A condiç.Qo CF2) é natural pois :se o conjunto f'uzzy lf é 

dado por ~[fCu) = o.s~ V uEV. entao significa. sob um certo pon~o 

de vista. que ele é bastante "confuso". Desta forma. nada mais 

s-xat.o do qu& exigir d máximo para ost.es conjunt..os. 

(c) A vers.Q.o "sharp;;u1ed" lf0 d& um conjunt.o f"uzzy IF é def'inida 

para se t.er um conjunto que é menos con.fuso do que lf. Exist.em 

outras rormas de S$ dqfinir ••sharpG>n&d" mas a condiçKo CF3) d•ve 

sempre ser exigida para medidas de "f:uzziness••. 

Cd) A condiçMo CF4) exige que IF deve ser t.ao confuso quanto 
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seu complemen~o W. Con~orme ~oi observado na seçKo 3, a d&r!niç~o 

de complemen~o pode ser dada de ou~ras maneiras. Assim. a medida de 

fuzziness fica condicionada ao que se ~em como definiçao de 

complemen~o. No nosso caso é dado na seç~o 3. 

~ando o conjun~o V é finito. Loo (1977) propôs uma 

r6rmula ma~emá~ica geral para d: 

onde: 

E IR. c i 

r. é uma ~unçao real ~al que 
' 

f.CO) = f CD = O 
' ' 

f.Cu) = f.C1-u), V u E V , , 

r é es~ri tament.e crescente 

F é uma ~unção crescente posi~iva 

PROPOSlÇA.O 2 - A f'unçao d def'in.ida acima satisfaz as condiçOas 

( F'1-F'4). 

Demons traçiâ.o: 

A condição CF1) é trivial pois se W é clássico. ~W(u) = 1 ou 

f..J!FCu) = O. logo d(fF') = O. 

Como r. Q es~rit.amente crescente em t0.1/2J e F é crescente. 

é óbvio que d é máximo em !f tal que ?JtFCu) = 1/2. V u e V. Logo. 

vale CF2), 
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&i:tja. agora, IF0 uma vers!io "'sharpone<i" d$ [F~ iat.o é, 

~Wo(u) ~ ~F(u) se pWCu) ~ 1/2 

~woCu)~ ~wCu) se ~wCu) ~ 1/2 

Como r. é estritamen~e crescen~G em [0,1/8), em qualquer caso 
' 

t.emos 

r,~{focu,) J :f r,~lfcu,)) 
Mas F é crescente, logo 

111!1 111!1 
Lc,.r,("wocu,)) s Lc,.r,("wcu,)) .. 

í "':f. i. "' :f. 

o 
Por~anto. d(W ) ~ d(F). 

Quanto à CF4) temos 

dC!f> = Flr~,. r,(,_.{fcu,>) J ... = 

Podemos obter casos particulares de d at.ravés das funções F e 

(1) CKau~mann. 1976) 

Seja F a runçKo identidade. ci. = 1 

e (0,1/2)~ para t.odo i. Temos~ entao 

Jll! I 
d({f) = L ll'lfcu,) 

,_,.:f. 
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onde: 

!F = < tJ 6 v ~'IFC u) ?: 1/2) 
1/Z 

{ 1 "" ... 
E lf" 

( y) </2 
~'lf" = 

vz o caso contrário 

(8) (.()e Luca e Tarmini 1972) 

Toma-se FCu) = k. u. k>O; c =1 e f' Cu) 
i,. i. 

= -u.logCu) 

C1-u).logC1-·u). 

A f'unçao d niio é a f'orma mais geral~ out.ra f'ormulaçao da 

medida de f'uzzinass roi dada Knopf'macher (1976) para 

subconjunt-os f'uzzy de espaços m.nsur~V&is. Consider• (~. A. ?) um 

espaço mensurável de medida f'init.a.. t.al medida de f'uzziness é 

de f' i ni da por : 

onde: 

1 
d(lf) = 

?Cu) 

F'Cu) = F<1-u) • u e IO.ll. 

J FC~JwCu)) dP 

v 

FCO) = FCD = O 

F é estrit.ament.e crescent-e em [0.1/2J 

As medidas de :fuzziness const.it.uem uma f'orma de se medir um 

cert.o t.ipo de incert.eza dada pela imprecisi:io de determinados 

conjunt.os. Exist.em out.ros t.ipos de incert-ezas que s.tlo Jll6didos por 

meio das medidas :fuzzy, como veremos no capit.ulo que se segue: 
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1. 1 NTRODUÇ):(O 

CAPITULO 3 

MEDIDAS FUZZY 

Mais do que uma simples general i zaçao da medi da de Lebesgue 

rof'ormulada por Ca.rat.h~GJood6ry. o conceit..o d• I'MI'dida. fti8S:Y 

in~roduzido por Sugeno em 1974 corresponde à rorma mais adequada de 

expressar (medir) graus de incerteza, valores que dependem quase 

que exclusivamente da subjet..ividade humana. 

Como ~oi dit..o nos capitules anteriores. podemos classificar a 

incerteza dada pela subjetividade humana em dois tipos: A incerteza 

dada pela imprecisao e a incerteza dada pela ind&cisao. Os 

conjuntos ruzzy~ vist..os no capitulo anterior, constituem uma rorma 

de representar o primeiro t.ipo de incert.eza e as medidas de 

fuzziness servem para medir est.a t..ipo de incert.eza. O qu• 

apresent-aremos agora será uma t-orma de medir o out..ro l.ipo de 

incerteza que é dado pela indecisao e isto será feito através das 

trtCil'di das f'uzzy. 

Neste capi t.ulo, t-rabalharemos especificament-e com conjunt-os 

clássicos ~ e sua c-âlgebra de conjuntos ~-

2. MEDI DAS FIJZZY 

DEFINIÇÃO 1 - Seja )f( um conJunto clássico e f.J uma funçao real 

(flnt..endida) def"inida na Cl"-álgobra do s1Jbconjunt.os de ~-, Dizemos 

que ~ é uma medida fuazy em ~ se sat..isfaz as seguintes condiçOes: 
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CMFD IJ(ID = o 

CMF2) v "· IBE 'e, A ,;; IB .. !J(flo) ,; !JC IB) 

"' CMF3) v < fl.· i e IN } s !1, ll. Silo S ... .. I'W fl..) = tlm IJ(/Io.) .. 
' • 2 1.=1. 1,. 1,. -+00 1, 

CMF4) v { IB.' i .. IN ) s 'e, IB 21B 2 ... " IJ{IB,) < +oo .. 
' ' 2 

.. IJ{RIB, = Um IJ{IB.> ........ 
" ... OI) " 

A t.erna (~, l!!. f~) é comumente chamada de 9spaço de ~ida 

fvzzy [3]. 

PROPOSIÇAO :1 - Seja JJ uma medida :fuzzy em Y( então: 

Ci) ~(~) ~ O~ V ~ E ~ 

CiD V /lo, IB e 'e , min<,.,Cflo), !JCIB)> ;,; !J(flo (118) e 

máx< !JC ,11, > , iJ{ IB> > ,; ,_,c ,11, U IB> 

Ciii) Se> ~ é finit.c. t.ornam-se desnecessárias as condiçOOs 

CMF3) a CMF4). 

Ci) s:eja ll:J E 'e. como RI 2 0 por CMF2) temos jÃ~) ::=:: JJ-(00 = o. 

como queríamos demonstrar. 

(iii) De fat.o, se tivermos uma sequência crescente ou 

decrescente de uma coleçao ~init.a de conjunt.os t.al sequéncia será 

est.acionária. 

Obseruaçiio: 

Uma outra forma de se definir medida fuzzy é acrescentando ã 

CMFl) a cond.iç3.o fJ(~) '== 1. 
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Podamos ob't.er vários e-xemplos de me-didas f'uzzy a partir de 

uma medida (conforme parágraro 2 do capitulo 1) da seguinte forma: 

PROPOSIÇAO 2 - Considere r como sendo uma medida finita e T uma 

funçao monótona continua nào-decrescente tal que TCO) = O. Entao a 

Dem.ons traçao: 

I.)g. :f'at.o. 1-JCID ::::- TorCID = TCO) = O, logo val$ CMF'1). Para 

provar CMF2). sejam~. ~e~ tal que~~ m, então temos 

tJCID = TorCA\) = TCrCA\)) e tJ(fB) = TorCfB) = TCrCfB)). 

Como r( A\) S rC!B) Cproposiç&o 2. a do capH .. ulo 1) e T G 

monótona nao-decrescente. temos IJ(Ri) ~ J..l(fB). 

Consideremos agora uma sequéncia CA\.) crescente de conjuntos 
' ,. <» .. 

em 'e ent.~o ,u<:U IA.) = TorÇU /itl.) = TCrÇU A\,)). Mas pela proposiçao 
!,.=Jl 1. """Jl " ""''" " 00 

2. c do cap.1 temos rÇU A\.) = lim rCA\,) e dai s&gue que 
""'.t " ~,. .. oo " ., 

iJCU A\.) = TCiim rCA\.)) = lim TCrCA\.)) = lim TorCA\.) = lim iJ(A\.), 
""'.i 1. 1.-+00 \. \.-+(li) " ~,. ... (li) " \.400 \. 

pois T é continua. 

A demonstraçao de CMF4) é análoga à CMF3). aplicando agora a 

parte Cd) da proposição 2 do capitulo 1. 

3. OS SUBCONJUNTOS 00 CONJUNTO DE MEDIDAS FUZZ'l 

Existem vários exemplos de medi das fuzzy. cada um com suas 

alguns exemplos a no próximo parãgraf"o estabeleceremos felaçOes 

en'lre eles. 
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Consideraremos aqui um conjunt-o 4': • 0 & sua q-álgebra de 

subconjun'los . 

3. 1 A MEDI DA DE PROBAIII LI DADE 

DEFINIÇAO 2 - Seja P uma funçao real de~inida em ~. dizemos que P é 

uma medida de probabiLidade sa. e somenLa se: 

CP2) PO!() = 1 

CP3) Seja C~.) uma se-quência enumerável em e tal que ""f\\= 0 
~ t J 

ObservaçS.o: 

Quando ~ é fini~o a s&guinte definiçao é equivalente: 

DEFI.NIÇAO z• - Uma medida de probabi Udade é uma funçao real P 

CP1') PC4) ~O, V 4 e~ 

CP2') PC)!{) = 1 

CP3') PC4 U IB) = PC4) + PCIB), V 4, IB "' ~ ~al qu .. 4 n IB = 0. 

PROPOSIÇÃO 3 Se P é uma medida de probabilidade. então as 

s&guintes propriedade s&o sa'lisfei'las: 

CD PC4"J = 1 - PCA\), V 4 e~ 

Ciii) OS PCA\) S 1, V A\ E~ 

Civ) V A\, 1B e~. PC4 U JB) = PCA\) + PCIB) - PCA\ n IB) 
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Cv) PC0) = O 

Cvi) V CA\,)~ 
" \=i. 

e ~. 

(vi i) ~~ c. ) 00 " • i .. .... .. .., ~ ro v uma sequ~nc a crescen~e em o, en~ao 
i. i.:=!l 

"' PCU fi.") = lim PCII.) 
t=t~ \. ... 00 \, 

(Vi i i) Sca- ( (B ) OO {-t Um&. ~ac,;oqulmci Q d!CiloCJ"OQCOJ'l'LO 9M W > on'l.Qo 
i i, =i 

"" pcflm;,? = lim P<!B;,? 
;. .. ~ i,..-.(10 

Cix) P é uma medida fuzzy em ~. 

D&man.straçao: 

Ci) Como Ã\ U ~c = ~. V ~ E ~. ~emos por CP2) e CP3) que 

1 = PC~) = PCII::. U R.cJ = ?(.&.\) + PC~c) -+ PCA\) = 1 - PCJiü. 

C i i) lil s IB * lll = lil U C IB ' fil) . Logo, por C PZ) e C PD temos 

PCfB) = PCfil) + PCIB '- fil) ~ PCfil) 

Ciii) Por CP1) temos PC~) ~ O. V ~ E e 

Por CP2) 9 Cii) ~&mos PCA\) S PC~)= 1, V~~~. 

Logo, PC~) E (0,1). 

(i v) Sejam RJ. IB E w t.emos que (R:, u IB) = (A\ n [ê) u fB. 

Logo, por 

CPéD t.emos 

PCII. U fB) = PCII. 0 ~) + PCill) e PC/I,) = PCII. 0 ª) + PCII. O fB) 

Logo, PCII. U fB) = PCfl.) + PCIB) - PC/I, 0 fB). 

(v) Como &I< U 0 = lf(. PC~) = P(~) + PCOO. L..ogo. PCCilO = O. 
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que 

PCA\ ) • 
PCA\ ) 

' 

Cvii)e Cviii) Est.as propriedades seguem do f'at.o de a medida 

de probabilidade ser uma medida. 

Cix) As condiçOes CFM1) • CF'M8) • CFM3) e CF'M4) decorrem, 

respectivamente. dos itens (iv). Cii). Cvii) e Cviii). ?ort.anto, P 

é uma medida ~uzzy. 

3. 2. A MEDI DA CONCENTRADA C DI RACJ 

DEFINIÇAO 3 - Dado XE 
o 

)f<. seja ~'x uma funçao rEI'al definida em g da 
o 

segui nt.& forma: 

{ 1 se x e~ 
'vl~c'e. ,, (A\) = o 

X o caso contrário o 

En~ao. dizemos que ~x é uma medida concentrada em x • 
o 

o 

PROPOSIÇAO 4 - Dado x e ~. a medida concentrada em x é uma medida 
o o 

de probabilidade Cport.ant.o. uma n~dida fuzzy). 

52 



Demonstraçilio: 

Se:ja x e ~ e 1-1 uma medida concent-rada em x . 
o X o 

~ 

t claro que vale CP1) e CP2). Consideremos agora uma 

sequência enumerável C~ 0 ) de conjun~os em ~ ~al que Ai n ~j = 0 se 

i~ j ~ ent.~o ·lemos 

se x E A. para algum i E I'N 
o • 

caso contrário 

No caso 1. ou seja. x e A. para algum i e IN, digamos i • t.emos que 
o ' o 

x ~ ~-~ V i#i pois os conjuntos da sequência são disjuntos. Dai. 
o ' o 

= 1-1 Ciil. ) + ~ ~ c~.) = 1 + o = 1 = 
:X i .l X " 

o o '""'~ Q 

Quando px CU !à;,_) = O é imediato. Portanto. a medida concentrada á uma 
o 

medida de probabilidade. 

As medidas concentradas sao t-ambém chamadas de medida de 

certeza compLeta. 

3. A MEDIDA À-FUZ2Y COU MEDIDA DE SUGENOJ 

l·ntroduzidas por Sugeno C1974) como As medidas A-ruzzy foram 

uma forma de enfraquecer a propriedade 

probabilidad.,([S) 1 [lO] • (! 41) 

adi t.i va da medida de 

DEFINIÇA.O 4 - Seja )}!.. um conjun'Lo arbit.rário e t' uma 

subconjunLos de ~. consi dsre A E C -:1 • +oo) • uma 

cnao-negat..iva) definida em 'e sat.isfazendo as condiçOes: 

CAl) V ~. m e t' com li, n IB " e, t.em-se 

gÀC~ U ffi) ~ gACAJ + gAC~) + À.gÀC~).gACID) 

0.2) g ()!() " 1 
À. 
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"' 0,3) v { P!.· ' <i IN ) <;; 'e, P/, <;;P/, !;;; • • • ... 9Àt~t.A\l.) = lim ~CP!.) . 
' ' 2 1,. -+00 l, 

CM) v { !B.' ' e IN } s )l, tB 2!B 2. e ;ciB) < +oo "" ' ' 2 ' ' 

ent.ao g sará denominada medida Ã.~ fv.zzy C ou medida de Suseno). 
À . 

Obse.rvaçóes: 

(a) Quando À = O e lR é f i ni to as medi das de Sugeno sao 

medidas de probabilidade. 

(b) As m&didas concentradas sào Ã.-:fuzzy. Mais do que :.LSSo, 

existe uma relaçao importante entre as medidas de Sugeno e as 

me-didas concentradas qua será dada pela proposiç-ao abaixo: 

PROPOSIÇAO 5 - Toda :funçao p:~ ~-+ [0,1) é uma medida Ã.-fuzzy para 

qualquer À e (-·1,+co) se. e somente se. !J é uma medida concsnt.rada. 

Dem.onstraçêl,o: 

A r sei proca é 6bvi a. 

Seja p uma medida À-fuzzy, ant.ao ~C<x.y}) = !JC{x}) + ~C{y}) + 

À.!-J({x)).f..iC{y}). Supondo A-:fuzzy para t.odo À e C-1.+oo.), temos 

f-1C{x)). f.-1C{y)) = O. Logo, p é concent-rada. 

PROPOSIÇAO 5 -· Se gÀ. é uma medida X-f'uzzy Coo >f...> -1), 

seguint.es propriedades sao verdadeiras: 

Ci) gÀ é uma medida fuzzy 

Cii) V ~. ~ e ~ t.em-se 
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gÀC~) + gÀC~) - gÀC~ 0 m) + À.gÀC~J.gÀC~J 

1 + À. 9 ,.c~ n ~) 

~ 

Dernons traçao: 

(i) S6 precisamos provar CMF1) e CMF'2). Provemos CMF1), por 

C Àl ) temos que 

Como À > -1 ~emos que 

gÀCill. [1 + lc.gÀC~Jl =O o+ gÀC0) =O. 

Quant.o à CMF'2), sejam RI,, fB e ~ tal que tl s;; rB, ant-.ilo 

existe ~ tal que ~ = ~ U C e ~ n ~ = 0. Logo, 

-e. 'lemos: 

gÀC~J = gÀC~) + gÀC~).[l + À.gÀC~Jl ~ gÀ(~) 

pois 1 + gÀ(~) ~O. 

e 

9 Àc~ u ~) = gÀc~ n ffi) + gÀc~) + À.gÀc~ n ffiJ.gÀc~J 

VPJ..!Be 

Ocorre lambém que C~ n l.B) U C!.), n [8) = f:::. e sao disjunLos 

para qualquer~.~ e~. Dai, temo~: 

O q(Je implica que 

Port.ant.o, 
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+ À. 

g,_ CA\)-g"-CA\1"\s) 

1 • 9-,,CAl n IB) 

g,_ c A\) - 9 ,_ c A\ n IB) 

+ 

.g,_CIB) = 

gÀCA\)-gÀcA\1"\s)+g'-CIB)+Ã.gÀCA\1"\s).g'-C~)+Ã.gÀCA\).gÀCIB)-Ã.g'-CA\1"\s).g'-CIB) 

1 + À. gÀ CA\IIB) 

= 

gÀ C A\) + g,_ CIB - gÀ cA\1"\s) + À. g,_ C A\). gÀ CIB) 

1 + À .• gÀ c A\1"\s) 

Ciii) Como ~ U ~ = ~ f?J. n i .:::;: 0, temos 

1 = gÀC~) = gÀ(~) + gÀCM) + A.gÀC~).gÀ(~) 

O que- implica 

gÀCA\J + gÀCA\) = 1- Ã.gÀCA\).gÀ(~) 

Observação: 

Podamos obt.er outra propriedade da medida da Sugeno Lrocando 

o sinal U por 0 na expressao dada em Cii).Es~a propriedade se prova 

da forma análoga a Cii). 

Se considerarmos o conjun'Lo ~ f'inito, podemos obt.er uma :forma 

geral para as medidas de Sugeno. 

PROPOSI Çt(O 7 -Sejam ';Jl.. '# 0 um conjunto finito. 
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uma medida X-fuzzy de~inida sm ~. sntao! 

se À. = O 

para t..odo ~ E ~-

Demonstração: 

Para A = O é trivial, suponhamos À ~ O e façamos a 

demonstraçao por induçao sobre a cardinalidade de ~-

Para carC/l1JJ = 1 é óbvio. Suponhamos que seja válido para 

car(~) 

anUi o: 

= n, ou seja, supomos que se Li vermos ~ = 

--
1 

g (A\) = 
À À 

. { n [1 

""' 

{x •., . 

' 
• x) 

n 

Provaremos que esta relaçao vale se t.ivermos um conjunto com 

cardinalidade igual n~1. De ~ato, seja~· = <x •...• x .x ), ent.ao 
t n n-u 

= g,CA U <x )) = g,CAJ + g,C{x }) + À.g,CA).g,C{x )) = 
~ ~+1 ~ ~ n+i ~ A n+i 

_1 ·{ n [ 1 À. gÀ({Xi.))) 1 }· 9~ ({x\.)) gÀC<xi.)). { 
~ (1 = + - + n + 

À id L"- f 

Ã...gÀ.C<x\.))J - 1} = [ ~ + gÀ({xn+i)) ]{~, (1 + X.gxC<x?)l - 1} = 

_L [1 À. gÀ C<x~+:t})]. { " (1 >-.. gÀ. ({xi})) }-
_L [1 + = ;.. . + n + ;..· 

i"'l 

+{ • À..gÀC{x'"})Jl [1 LgÀC{x ))] + g,_C<x )) = n [ 1 + + 
n+i nH 

i :;I 
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À. g.., C{x ))] -
r. n-+t { 

ll~l 

~. [ 1 

Observação: 

No caso À .,t O a expressao da proposi c ao acima pode ser 

~scrila da forma: 

Uma out.r a c ar a c lar i zaç.iio que pode ser dada par a as medi das 

Ã-fuzzy é sua relaçao com as medidas finitas: 

PROPOSIÇAO 8- Seja. C~. $, ~) é um espaço mensurável com uma medida 

finita p. A composiçao fop produz uma medida Ã-fuzzy se. e somente 

se, í é da f'orma 

Demonstração 

Suponhamos que IC x) = _1_ 
:>_' c> O. c..,!1. provemos que 

gÀ = fo~ é uma medida de Sugeno tomando À = c~(~)_ 1 > -1. 

De íat.o, para provar CX1) sejam ~. IB e g tal que ~ flB = 0. 

ent.ao lemos: 

_ 1_ 
À • 

_1_ 
À . 

(c"C[B)- 1) + 

_ 1 _ 
À . 
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~anto à (Ã2), ~emos 

= fCIJ(li<)) = = +· (c~'Cli<)- 1) = 1 T·).. = 1 

Por Ultimo, como í é continua. monótona, decrescente e f'CO) = 
1 o = T< (c - 1) = O, temos que gÀ = f'op é uma medida f'uzz.y, logo 

satisfaz CMF3) e CMF4). Por~anto, gx é uma medida Ã-fuzzy. 

Reei procament.e, se fof.J é uma medida Ã.-fuzzy tal que f seja 

continua, monótona, nao-decrescente e f(Q) = O, mostremos que fCxJ 

= +· (ex - 1). para algum c> O e c;X1. 

Para ist.o. consideramos a funçao m tal que mo!J(Á\) = 1 + 

X.fo~C~), ~e$. e denotemos ~JCAJ por A e ~CffiJ por Q onde~. ffi e 2 

e ~ n IB = 0, t.emos por CX1) que 

mC a +b) = m[ IJ( A\) + IJ( IB) l = m[ fJ( A\ U iB) l = mof'( A\ U IB) = 1 + 

)...foiJ(A\ U IB)= 1+ À.fCIJ(A\)) + À.f(!'(iB))+ )..2 .f(!'(A\)).f(IJ(iB)) = 

= C i + À. f'oJJ.(~)). (1 + X. f'o,uCIBJ) = m(a). m(b) 

Portanto, 1 + À.. f(J,.J(/U))= cJ.l(~), A\ e 2l .. 
~ f(p(Ã\))= ~ . (cJ.J(~) - 1) 

Cc.q.d.) 

Um resultado interessante decorrente da proposiçào acima dado 

pelas medidas de Sugeno relacionadas com as medidas de 

probabilidade é o seguinte: 
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COROLÁRIO - Seja C~. ~. ~) um espaço mensurável com medida fini~a ~ 

e gÀ = ~o~ uma medida ~-fuzzy definida em $. ~al que f é uma funçao 

real ent.ào gÀ produz exatamente uma medida da probabilidade p 

definida em $. ·tal que 

P(Á\) = log , ti + À.gÀC$;1,)), 
' (:l+.rd ~ 

O inverso nào é. em geral. verdadeiro. mas podemos a~ravês de 

uma medida subjet.iva w [13J ancont.rar uma medida de Sugeno gÀ t...al 

que 

l [w(A\) - gÀ(A\)]
2 

seja núnimo. 

%J3 
Exist.a um algoritmo que resolve est.e problema e t.al algoritmo 

pode ser implement.ado por um programa de computador escri~o em 

FORTRAN Cvar [5J). 

3.4. FUNÇAO CONFIANÇA COU MEDIDA DE CRFDIBILIDADE) 

Para ent.ender o conceit.o de função confiança vejamos os 

seguintes exemplos: 

Cl) Consideremos qt..1e a ignorância total consiste em afirmar: 

"Eu sei que um dos elementos do espaço li<: é verdade, n.i::io sei qual, e 

na o 'lenho qualquer evidência qu<> permita a:firmar que um 

subconjun'lo ná:o~vazio próprio da lfo: é- mais provável que out..ro". 

I st.o i rnpl i c a que um grau de confiança á igual par a t.odo 

subconjunto nao-vazio próprio de ~. que é impossivel dentro do 

esquema da t.eoria de probabilidades onde 1:1! t.am mais da dois 

element.os. 
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(2) Em t.ermos da di agn6st.i co médico de um paci ent.e. 

suponhamos que um sintoma §. é mais f"requent.e ent.re os pacientes 

que per~encem a um grupo diagnós~ico A. mas que ~ podG ser 

encontrado entre os pacientes que n&o pertencem a A. Se observarmos 

o sintoma s numa paciente u. cresce nosso grau de conriança de que - . 

u G A. A adit-ividade da probabilidade implica que nosso grau dCô! 

confiança de que u E A decresceria. Assim §. corrasponde a uma 

evidência oposta a A. Mas nao nos agrada o fato de que um tal 

a A s6 porque é muito frequent.ement.e encont.rado em A. 

Dest..a Iorma. vemos que a t..eoria d& probabilidade é muit.o 

r est.r i t.i va para dr&scraver graus de con:fi ança.. Assim com a 

perspectiva de construir uma teoria de raciocinio provável. Shafer 

t 21 l rei nt.arpret.ou os est.udos mal.emát..icos de Choquet. [ 6.1 " de 

!Joempst.er [ Q] , 

O modelo adot.ado por- Shafer tem novas caracter i sti cas. pois 

assumiu principalment.~ que o grau de confiança de uma proposiçao A 

(A;It0) que é sempre verdadeira nao é necessariamente igual a 1. ou 

que a soma dos graus de con~iança de uma proposiçao A e sua negaçáo 

A n&o é necessariament..e igual a 1. mas menor ou igual a 1. 

DEFINIÇAO 5 Seja >f( um conjunto finito e 'e uma o-álgebra de 

subconjuntos de )I(, Uma fv:n,ção de cr9dibi l. idade b é uma ~unçao real 

derinida em ~ tal que: 

Cc1) b(0) = O 
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CciD b<~) = 1 

Cc3) os bC~) < 1, V~ e~ 

Cc4) V :8 S 'e, .'8 ';4 0 t.em-se: 

bc u A\) " "' c -n I .!li •1 . bC n ~~., 
Ale.'B 1.. ll.<i.!l 

.!)C_$ 

O valor bC~) é in~erpre~ado como o grau de credibilidade com 

que um dado elemento x pertença a ~. 

Ou~ra definiçao equivalent.e pode ser dada: 

DEFINIÇAO 6 - Consideremos ~ um conjunto finito, ~ uma o-âlgebra de 

subconjun~os do ~ o m uma FunçAo roa! do~inida em g aa~israzondo 

as condiç&s 

CmD mero = O 

Cm2) }: m(Ri.) = 1 

ll.e"IJ 

bCII.) = l mCIB), 

IBs:A\ 

é denominada jv.n.çao de credibi. ~ i,dad6. 

PROPOSI ÇliO 8 Considere a funçãi.o de credibilidade dada pelas 

definições 6 e 6 acima. Ent.~o: 

Ci) A função m em C6) é única. 

Ci.D V A " "e, bCA\) + b<ll.) = 1 - l mCIB) 

Ciii) b é uma medida fuzzy 
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Ci) SUponhamos que exis~a ou~ra Cunçao m• ~al que 

m'CA\) = O, l m'CA\J = 1 

A\ .te 
e bCA\) = l m'CIB), 

IBs;A\ 

Temos que most.rar que m(A\) = m'CA\), V A\ Ei lt 

De fato, b(~) = l m'CA\) 

A\ç;;jl. 

m(A\) = 1- l m(fll) 

IBS>A\ 

= l mCA\) = 1. Logo, 

A\ .te 
= 1 - l mCIBJ = 1 - bC<C) 

IBs;<C 

" m'CA\) = 1 - l m'CIB) = 1 

llls;A\ 

- l m'CIBJ = 1 - bC<C) 

IBs;IC 

Port.ant.o, m(A\) = m' C A\). 

Cii) De fato, pela propriedade da funçao m temos l mcm = 1 e 

IBe'e 

dai l mCIBJ 

IBs;A\ 

+ l mC!B) = 1. 

IBs;A\ 
iBIW."0 

Port.anto. 

t.emos: 

bCA\) + b<A\) = 1 - 2 m<(B) 

f!!s;A\ 
19flA\"0 

Ciii) Como ~ é fini~o. basta veriricar as propriedades CMF1) 

~ claro qu~ vale CMF1), pois pela runçAo m da de~iniçao (6) 

bC0J = l m(A\) = m(0) = O 

A\,;;0 

Suponhamos agora que ~ s m ent~o temos que: 

b<A\) = Í mCO sl mCC) + l mCC) 

<Cs;A\ <CS>A\ <CS>A\ 

Portanto, b é uma medida ~uzzy. 
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Ob-Porvaç&.o r 

A equivalência das deriniçOes 5 e 6 pode ser demonstrada mas 

nao de forma elementar. ela se encon~ra em (21). 

3.6. FUNÇOES DE CREDIBILIDADE CONSOANTE 

Esta funçao um caso particular de funçao de 

credibilidade (logo. uma medi da fuzzy) dent.re out.ros casos 

particulares de funçOes de credibilidade. dada por Shafer [21J. 

DEFINIÇXO 7 - Sejam )R :re 0 um conjunt..o f'init..o e '6 uma o-álgebra 

de subconjuntos de~. Uma funçao de credibiLidade consoante é uma 

runção de credibilidade que possua a seguinte propriedade: 

.. A classso c:l9 conjuntos :B = ( IB G W : m('(B.) > O>, dcoonom.inada o 

centro de b, é totaLme-nte ordenada por in.ctuslio ... 

Assim, como roi feit..o para runçOos de credibilidade. podemos 

dar uma definiçao equivalent..e para funçOes de credibilidade 

consoante Cver (21J). 

DEFINIÇAO 9 - Sejam ~ ~ 0 um conjunto finito e ~ uma q-álgebra de 

subconjuntos de )J{. Uma /unção de credibi t idade consoante é uma 

funçQo roal ~ da~inida em ~ ~al que: 

CccD fCID = O 

C cc2) fCliD = 1 

(cc2) v A. IB E 'g~ f'<: A n (B) = min(f'(A\)' í'ClB)) 

3. 6. NEDIDAS DE PLAUSJ:BILIDADE 



A def'iniç.i\o abaixo f'oi dada por Shaf'er em l!id76. 

DEFIHIÇAO 9 - Seja lR um conjunto f'inito e ~ uma u-âlgebra de 

subconjun~os de ~. A medida ~ pla~ibitidad. de um subeonjun~o A 

de g é def'inido por 

PlCA\) = 1 - bCA\) 

onde b é uma f'unçao de credibilidade. 

PROPOSIÇAO 11 - A medida de plausibilidade. digamos Pl: ~ r+ [0.1 J ~ 

possui as seguintes propriedades: 

CD PlCID = O 

CiD PlCliO = 1 

Ciii) ?1 é uma medida f'uzzy 

Civ) V~ S ~~ $ ~ 0~ temos 

Demons t ra:çao: 

Plc n A\) 
A\ E$ 

cD PlCID = 1 - bC0) = 1 - bOfO = O 

CiD PlCliC> = 1 - bCliD = 1 - bCID = 1 

Ciii) Se ~ S B~ temos ffi s ~ e dai segue que 

PlCA\) = 1 - bCA\) S 1 - bCI!l) = PlCI!l) 

Logo. PlC~) S PlCm) ey portanto. Pl é uma medida fuzzy. 

Ciii) Seja $ S ~ tal que $ ~ 0, entao 

PlC n Á\) 

Á\ E$ 
=1-bC ríÃ\) =1 -bC U A\) 

11\E$ 11\E$ 
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= 1 - I c -1) I,\\ I +1. [ 1 

:J)Ç,:Jl 

Observações: 

Ca) As propriedades Ci) e Ciii) podem ser usadas para darinir 

medidas de plausibilidado. 

Cb) Obviamente, para medidas de plausibilidade. t.emos uma 

definiçào equivalente ao caso de funçOes confiança em termos de uma 

PlCA\) = Í: mCIB). V 1:!. E g 

18,;;,\\ 

3.7. A MEDIDA DE POSSIBILIDADE 

DEFINIÇÃO 10 - Seja ~~0 um conjunto qualquer e ~ uma ~-álgebra de 

subconjuntos de~- Uma medida de possibilidade & uma funçao p:~ ~ 

[R t..al que 

{ 

sup fC:x.) 

= :~ 
caso con:t.rário 

onde f:~~ [0,1J é uma funçao dada, com sup fCx) = 1 . 
x<UI( 

Observaç.Qs.s; 

(a) A medida de possibilidade ~ é unicamente determinada por 

f. De fato. se r·:~~ (0,1) é outra função dada. então dado x e~. 

-Lemos f'(x) = sup f'(x J = /Ã{x)) = sup f"~(x) = f''Cx). 
o o 



Cb) A runç~o ~ acima é denominada densidade jussy ou 

Pode ser dada uma ou~ra deriniçAo de medida de possibilidade 

que é equivalente à definição 10. 

DEFINIÇÃO 11 - Seja ~ uma conjun~o arbi~rário e ~ uma a-álgebra de 

subconjunt-o de ~. Uma madida de possibi t idadso é uma funç&o 

JJ: ~ >-+ IR tal que: 

CP1::> jJ{0) = o 

CP2J v "'· IB E '6, "" 
,. ,; IB ent.ao 1-J(~) 5 1-iCIBJ 

"' CP3J 1-iCU 10 J = sup 1-l( 10.) 
t.=-'1 ... 

ieiN ' 

ObservaçOes: 

Ca)Quando ~ é riniLo as condições CP2) a CP3) da definiçao 11 

podem ser ~rocadas por 

CP4J V 10, IB e '6, 1-'C!I. U IBJ = máx < ~JC!I.J, 1-iCIBJ > 

Cb) A medida concen~rada é. obviament-e. uma medida de 

possi bi 1 i da de. 

PROPOSIÇÃO 12- As definições 10 e 11 sao equivalentes. 

Demons traçao: 

A dafiniçào C10) implica na definição (11): 

De f'a:~o. 9 óbvio que j.J(.0) = O e se A s;; IB t.emos J.J(./:A) = sup 
xe!l. 

JÃlB) = sup f'(x) 

xeiB 

Como (f(x): X e ~} ~ {f(x): X e m> temos ~(~) s ~(~). 
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Quan~o a CP3), ~~mos 
ro 

~JCU A\.) = sup f(x) 
t.=t \. uA '"" . 

" sup :f()() 

X ..... 

Dai. segue que 

sup 
'e!N 

' 

Csup fCx)) = 
xeA\i. 

sup f(x) 

xEUA\i. 

A de~iniçao Cll) implica na deriniçao C10): 

De :fato. considere f': ~ H [0,11 dada por 

Temos que para qualquer ~ S ~. se ~ ~ 9 

' 

{X)) = sup ~C{x)) = 
XEÁI 

sup f(x) 

XEÁI 

Se A = 0 ent..ao t-JC,0) = o, por hip6t.esa. 

Por~ant.o. as de:finiçOes s~o equivalentes. 

PROPOSIÇAO 13 A possi bi 1 i dad~ sat.isf'a:z 

propriedades CMF1). CMF2J e CMF3) da de:finiçao 1. 

A dG>mongtraçA.o õ il1'lliiJdiat..a. 

A pergunta que surge naturalmente é se a medida de 

possibilidade é uma medida :fuzzy. ~ óbvio que nA.o! 

Vamos ver dois exemplos que mostram claramente que a medida 

de possibilidade. em geral~ nao é uma medida f'uzzy [20J. isto é, 

não sat..isf'az a propriedade CMF4) da de:finiçi:io 1. 

EXEMPLO 1 - Considere };( = IR, 

lim ~CA ) = 1. 
n-+00 n 



Por~an~o~ CFM4) nao 4 válida. 

EXEMPLO 2- Considere li(= [Q,ll, f'CX) = 1 para x e [0,1J e fCD = 

J..l(nA) =O mas 
n•:l n 

~ = [1-1/n. 1J • O. So t.omarmos 
n 

lim 1-J.C~ ) = 1 
n-+00 n 

Por~ant.o, nao vale CMF4). 

Exist.&m casos razoavelment-e part-iculares em que a medida de 

possibilidade 4 uma medida ruzzy. 

PROPOSI ç;<o 1 4 Qvando ~ é um conjunt-o rinit.o a medida de 

possibilidade â Uma medida ruzzy. 

A d6mcms tr-ação é i medi a t.a. : 

PROPOSIÇAO 15 - Sejam r: IRk ._. C0.1 l e a medida de possibilidade 

iJ( ~) = sup f(. x) 

xeA\ 
assoei ada a f'. Se J..l é uma medida 

fuzzy~ ent.ao f(x) = O em t.odo pon~o de con~inuidade de F. 

Dem.onstr-açao: 

um pont.o "" o 
qu., cont.inua .. m x. 

o 

De-finamos 1.1 = {x E \Rk: I :x: x I < 1/n, x;;tx} Conde I· I é a 
o o n 

norma euclideana em ~k). 

Obviament.e, A ;a! 0, 
n 

também t.emos ~ 2 R:t 2 ... 
' 2 

00 

" n = 0 e 
n=1 

Desde que f..l sat.isfaz C.MF'4) segue que lim f.J(/.l )= O. 

Seja (x) uma sequéncia tal que :x = 1im x~, 
J o J 

n 

:x: .;lll!x • Se n;;:::1 é 
J o 

f'ixo. ent.âi:o x,. e A\ para t..odo j I;! j para algum j .a; [N. 
n n n 

Segue que 
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O S lim sup 
jeiN 

fCx.) 
J 

s sup fCx) = ~c~ ) 
xe\1 n 

n 

Doado que iat..o 4 vordado para t.odo nô?;1, concluimota~ quo 

lim sup fCx) = O. ent.à\o lim fCx.) = O. 
J J 

Finalmente. desde que f é continua em x , segue que f'Cx) = 

lim f'Cx.) = O. 
j 

o o 

COROLJIRIO Seja ~ uma medida de possibilidade com densidade 

Para f'inalizar este parágrafo daremos uma relaçao entre as 

f'unçóes de credibilidade consoant-e e as medidas de plausibilidade 

que nos será útil no parágrafo 4: 

LEMA - S&jam ~ e v duas funções reais definidas numa o-álgebra ~ de 

subconjuntos de um conjunto~ finito tais que ~C~) + vCi) = 1. V~ 

E ~. então ~ é uma função de credibilidade consoante se.e somente 

se, v á uma medida de possibilidade. 

Demonstraçao: 

e 

= 1 - min {[1 - vCA\)J~ [1 - vCIBJJJ ::;;; max < vCR!), vC(B)), o 

que implica que v é uma medida de possibilidade, pois ~ é finito. 

A reciproca ó f'eit.a do !'erma an~loga, 
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3. 9. FIJMÇOES SUPORTE SIMPLES 

DEFINIÇXO 12 - CShafer) Sejam li( " 0 um conjunto qualquer e ~ uma 

o-álgebra do subconjuntos do ~. ~ s; ~ 9 s G (0,1 J. Uma :funçiio 

J.i:W t-+ [0,1) definida por: 

v IB .. "· ,..ciB) = { ~ 

Observaç.Oes: 

se lB = )'{ 
se m ~ ~ o B ~ ~ 

se lB 2 1!::. 

(a) SEt s = 1 chamamos f..l de madida certa conc~Pnt.rada. em A. 

(b) Sa IA\ I = 1 t.emos a medida concentrada em.~. 

(c) Esta função inclui o caso de comple~a ignorância bastando 

tomar s = O ou A = ~ e que. nes~e caso, é denominada de junçao 

de credibi. l idade vazia. 

PR:OPOSIÇAO 16 - Toda f'unçiío suport.e simples é uma medida f'uzzy. 

A demonstraçao é imediata. 

3.10. MEDIDA DE POSSIBILIDADE t-um 

No capitulo 4 veremos uma correspondência entre as medidas de 

possi bi 1 i dado G as f'unçOes conf'i ança consoa.nt.e. Rel at.i vamcotnt.e a 

funçóes supor~o simples temos uma correspondência com um outro tipo 

de medida: a medida de possibilidade ~-um. 

DEFINIÇAO 13 - Sejam df{ um conjunto qualqu9r. ~ uma o--álgebra de 
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subconjuntos da~. t. E t0t1l e P4 e 'e. Uma f'unç.iii.o IJ! 'e r-+ tO.ll 

def' i ni da por- : 

V !Bel$, 
.... 
se 
se 

ê denominada medida de possibi t. idade t-wn. 

ObservaçOes: 

Quando L = O ou ~ = ~. chamamos t.al funçao de medida de 

possibi i idade máxi~na. 

PROPOSIÇAO 17 - Toda medida de possibilidade t-um é uma medida 

fuzzy. 

Demonstração: 

S&ja ~ uma medida de possibilidade t-um definida num conjunto 

~ e ~ uma u-~lgebra de ~. 

Fixemos um conjunto ~ e g, t claro que vale CMFl), quanto a 

CMFG) sejam ID. C e ~ tais que m s C, entao 

{: cD IB n .. = 0 .. ~ 

0 ~ = 0 *~C$) = ~ S 1= ~CC) 

C2) IB fio.\ " 0 .. ... 

vale (MF'C:D. 

VeriFiquemos. agora. a condiçao <MF~): Seja {P/,' • 
~ ~ Ç. . • • entào: • • 
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(1) Rl n ~ ;tt 0 para algum j G IN 
j 

dai segue que 

pois n A ~ 0. nes~e caso. 

(2) RJ n ~ = 0. para todo j e [N -+ J.JC~) = t.. para t.odo jei.N. 
' J 

dai segue que: 
00 

IJ(.U 11.) = L = ,.,c/1..) = lim IJ(/1.) 
""';t " "' t.-+00 i. 

Logo. a propriedade CMF3) é válida. 

De f'orma ~náloga. mostra-se que CMF4) também é válida. 

Portanto. a medida de possibilidade t.-um é uma medida fuzzy. 

4. RELAÇOES ENTRE AS DIVERSAS MEDIDAS FIJZZY 

No parágraf'o anterior vimos vários exemplos particulares de 

medidas f'uzzy. Considerando o conjunto de todas as medidas fuzzy 

est-abeleceremos várias relaçOes entre os subconjuntos citados no 

capitulo anterior. 

Suporemos. nest.e capitulo. que ~ é um conjunto finito para 

tornar possivel a maioria das comparações reit.as. Consideraremos ~ 

a a-álgebra formada por todos os subconjuntos de ~. 

As medidas concentradas serao excluidas da nossa análise pois 

const.i t.uem um e:;,.oo.mplo patológico no uni verso das medidas f'uzzy 

(algumas proposiçOes esclareceriio esta exclus.!à.o). As medidas de 

possi bi 1 idade ser ao consideradas t.ai s que JÁ :i{) = 1 . 

NotaçO.s: 

A = ( medidas :fuzzy > '- ( medidas concentradas J 

B = < :funçOes de credibilidade ) 
' 



B = < medidas d~ plausibilidadG > • 
B = { medidas do probabilidade } 

c= 
~ 

{ medidas Ã-fuzzy } 

D= { funçOas dG> crEtdibilidad9 consoant..e } 

• 
o= { medidas de possi bi 1 idade } 

• 
E= { funçóes suport-~ simples } 

' 
E= { IJI<>dida de possibilidade t..-um } 

• 
!"= { f'unçao de credibilidade vazia vazia } 

• 
I' = { IJI<>dida de possibilidade máxima } • 

Sabemos pelo parágraf'o anterior que os conjuntos 

citados acima sao subconjuntos de A· 

O que !"aremos a seguir Slitrá ordená-los por incluslâ.o. Para 

ist..o usaremos ainda alguns resultados que seguem: 

PROPOSl ÇÃ-0 1 8 Toda medida de probabilidade é uma 

de credibilidade. 

Demo!'\$ tração: 

Most.raremos que uma medida de probabilidade P sat..isfaz a 

condiçao Cb3) da definição 5. 

Provaremos por induçao em $: 

Suponhamos que par a $ = <NJ ••••• Rl > com n > 1. 
i n 

temos que 

seja válida a condiçáo Cb3) da definiç~o 6 e provemos que vale para 

uma coleçao com n+l elemen~os . 

De fato. seja .s· = (A.\ •.•. ~~ .~ } 
1 n n+l 

e t.emos: 
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n•' 
PcU ~.) = 

~:::: 1 t. 

= PC~ ) + '\' n+. L. 

Port.a.nt..o. l,oda 

credibilidade. 

n 
PC~ ) + PCU ~.) 

n+1 1.=1 l. 

c-D IAI+1. PC n ~) 

~-

medida d .. probabilidade 

P(c~ )(\: Ü 
n+i t.=l 

uma f'unç.liio d .. 

PROPOSIÇÃO 1Q - Sejam ~ e v duas funçóas reais de~inidas am e Lais 

que f.J(/U) + V( Á\) = 1 ~ V ~ E '8. &nt.ao fJ é uma funçao de 

credibilidade se, e somente se, v é uma medida de plausibilidade. 

Demon.s traça o: 

Seja ~ e l!l, :S = < IB s ~' IB s ~ ) e :S' = < IB s ~' IB n 111 " 

0 >. observemos que V A ;s; e~ .8 n S' = 0, S U S' = ~. 

Considere ~ uma f'unçao do credibilidade qualquer~ ent..liio 

existem e t-t I0,1J~ tal que m(0) =O e l mCA\) = 1 t.al que: 

Logo, v(fll) 

~~ 

~C~) = l mCIB) V ~ e ~ 

= 1 - ~(~) 

IBSA\ 

= l mCfB) 

IB~ 

- L mCfB) 

IBSA\ 

= l mCfB) 

fB('\i.\:0 

Port.ant..o. v é uma medida de plausibilidade. 

Reciprocamente, seja v uma medida de plausibildiade qualquer. 

entao existe uma funç3o real definida em tal que m(0) = O e l mCm)= 

IB~ 
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1 e v(~) = l mC~) 

tBs;..t 

Dai, segul!lt que 

1-1C /1,) = 1 - vc A\) 

Por~an~o. ~ é uma ~unção de credibilidade. 

PROPOSlÇAO 20- S$ja p:e ~R uma funçQo real~ s• ~é uma runçao de 

credibilidade e* além disso. é uma medida de plausibilidade en~ão ~ 

é uma medida de probabilidade. 

Dem.onstraç3.o: 

Basta notar que para V li., IB E !: 1-'C/i, U IB) " !-'(li.) + !-'(IB) pois 

M é uma funç~o de credibilidade e, além disso. 

Por~an~o, ~ é uma medida de probabilidade. 

J):;;,ls resultados acima. podemos concluir que B = 8
1 

n Ba e 

comple~ar o diagrama da seguinte forma: 

1\ 

Vamos agora localizar as medidas Ã-fuzzy dentro deste 

diagrama: 

PROPOSIÇAO 21 - As medidas 0-fuzzy sao idênticas às medidas de 
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probabilidade. 

Demonstraçao: 

De fato. para Ã.=O, vemos que ()...1) .,.. <Pa•). 

PROPOSI ÇJIO 22 Toda medida À-fuzzy que nào é uma medida 

Demonstraçao: 

Seja I.J uma mad.ida Ã.-fyzzy e f: )R ......,. lR tal que f'(x) = I.J(<x>), 

V x e~. Pela proposiç~o 7, temos que 

'f /i! E ~. /1, >' 0 : !Ãiil) = l 
!Bs;AI 

Seja h uma funçao definida por 

/i! E "' 
.. h( A\) = { 

se Rl = 0 

caso cont.rArio 

entao par a t.odo R:. e ~ t.emos 1-J( ;,},.) = }: hC fB). 

!Bs;AI 

Desde que as medidas concentradas sao descartadas~ existe 

p$'10 mtõtnos um /:) :s;;; ~ t.al quo o f'at.or x~f'(x) ó ni:i.o nulo o;o I'BI 16 par-. 

Logo, :>..2:0 se. e somente se. h é positiva e J.l é uma f'unçilo 

de credibilidade Cver definiçao 6). 

PROPOSIÇÃO 23 - Sejam l-I• v: -g H [0,1) funç(;)es t.ais que para t.odo 13 

E e' tem-se J.J( /à) + vC /à)= 1 , ent.~o ~ é uma medi da Q-fu:zzy com 

a E J-1.01 se, e soment.e se, v é uma medida ff-f'uzzy com~~ tO,+oo[. 

77 



Demon.straçkio: 

Seja X e [ -1 , +oo[ , ent.i:io a :funçao v dada por vC A) = 1 - gÀ C A) t 

V~ e~. satis~az v(~) = 1, onde gÀ é uma medida Ã-fuzzy). 

Além disso, da proposiçao 6.Cii) ~emos que: 

V 1/., IB e '<!, 11. n IB = 0 

gÃCI/.) + gÀ- gÀCII. IB) + À.gÀCI/.).gÀCIB) 

= 1 - = 
1 +À.g;..CII.UIB) 

= = 
1 + À 

----.. C1-gÀ(A\)).C1 - gÀCIB)) = 
1 + À 

= vCA\) + vCIB) - -------.v(l/,).uCIB). 
1 + À 

Des~a forma~ v é uma medida X-Fuzzy com À'= 

Observando que a função f':C-1,0] 
- À 

~(À)=--- uma bijeçao, vemos 
1+ À 

demonst.rado. 

1 + À 

H [ O, +oo) dada por 

que o t.eorema. est.á 

PROPOS:X ÇXO 24 Toda medida Ã-fuzzy que nao á uma medida 

concentrada é uma medida de plausibilidade se, e soment.e se, À S O. 
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Dem.ons traça o: 

I:>e fato, seja f.J uma medida tal que 1-J(~) == 1 - vCA\) onde v é 

uma medida "h-fuzzy Cque nao é uma medida concentrada). 

Logo. pela proposiç&o 22 a 23 ~amos: 

À $ O ..,.. 1J é uma medida À-:fuzzy com À. e to. +rxi) ..,... J.J é uma f'unçao 

confiança ~v é uma medida de plausibilidade. 

As medidas À-fuz:zy .ficam. agora. bem localizadas dentro do 

diagrama 2. 

Co 

Í~------

I y /L 
---~ 

\ 
/ 

Veremos agora que existem medidas que sao de plausibilidada 

ou funçMo de credibilidade mas que nao sao necessariamente Ã-fuzzy. 

As :funçóes de credibilidade consoante sao exemplos da funçOes 

de credibilidade que nao são medidas X-.fuzzy. De .fato. pela 

de:finiç~o 8 temos 

f:C!il 0 I!D = min UC/il), fCIBn, V !il, 1B "'!! 

a pela proposiçao 6.Cii) 
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1 + Ã. g>-CIO u IB) 

Se exi st.i r 1-1 sat.isf'azendo as duas condiçOes acima • teremos 

(suporemos fJ e D nB ): 
' . 

Primeiro caso: min {f( A\).- f'((B)} = f'( A\) 

iJCIO) + iJCIBJ - iJC/OuiB) + )...p(/O).iJCIBJ 
,c /0) = 

1 + À. f'(~ v~) 

.. 
iJC/0) + À. iJC/OuiBJ. iJCIOJ = iJ(fU) + iJCIBJ - iJCIOuiBJ + ).., iJCI<.). iJ(IB) 

Como 1 + À.. fA( /U) # O. lemos iJC l<.uiB) = iJ( IB) , o que é um 

absurdo. 

o segundo caso em que min{f(~). rem)> =f'($) é f'eit.o de f'orma 

anáJ. oga, Logo, D
1
n !B

1 
= 0. 

PROPOSlÇAO 25 - Toda medida de possibilidade ~ é uma medida X-fuzzy 

(Ã E J-1.+oo[) se. e soment.e se. 1-19 uma medida concent.rada. 

D&m.onstraçào: 

Seja 1-1 uma medida de possibilidade e f' sua f'unçao 

dist.ribuiçao. ent.ao 
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,.,C<x,y)) = max{f'Cx)~ f'Cy)), V x,y E);( 

!)eosde que À -Ei1 C -1 • +oo) e f' C x) e [ O ,1 J V x e ;y( devemos t..er 

min {f(x). f'Cy)) = O. Logo. f.J é uma medida concentrada pois 

,.,c )R) ~1. 

A reciproca é verdadeira pois toda medida concentrada é de 

possibilidade e é também À..-fuzzy. 

Desta f'orma, como foram excluidas do estudo as medidas 

concent.rada temos que o.,rcÀ = 0. 

PROPOSIÇAO 26 - Toda medida de possibilidade f.J t.al que IÁ>Jl,.) = 1 é 

uma medida de plausibilidade. 

Demon.straçao: 

Seja f.J uma medida de possibilidade e def'inamos uma f'unçao b 

da seguinte ~erma: 

bC A\) ~ 1 - iJC A\) 

Temos pelo LEMA dado no parágrafo 3. 7 que b é uma funçao 

confiança, logo. por deriniçAo ~ ó uma medid$ do plausibilidadG. 

PROPOSIÇÃO 27 Toda funçao suporte simples é uma função de 

credibilidade consoante. 

Demonstração: 

Seja f.J uma :funçQo supo.rt.e simples, ent.ao existe R. 6 'e e s- G 

(0,1 J t..al que: 
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= { ~ 
se IB 

= 
li< 

!Á IBJ se IB 2 .t ou IB>'ll( 

se IB 2 .t 

Definamos uma f'unçao m da seguinte f'orma: 

=E-s. 
QO IB 

= 
11> 

mCIBJ se IB 
= 

li( 

go IB "' 11>, IB " ~ 

Temos que: 

l mCIBJ = 1 e f.1( <CJ = l mCIBJ V <C e e 
IBs;ll( IB:s;;<e 

Temos também que se ~ = ~ o cenLro ~ de ~ é igual a < ~ } e 

ce-ntro :B de f.1 é t.otalmente ordenado por inclusf:io. Logo. f.1 á uma 

runcão de credibilidade consoante. 

Considerando a proposiçl.io 17 e proposiç.Qo acima, 

completamos o diagrama que assume sua f'orma final: 
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1. I NTRODUÇÁO 

CAPÍTULO 4-

MEDIDAS DE POSSIBILIDADE 

Vimos no capitulo 3 que as medidas de possibilidade 

cons~i~uiam um bom exemplo de medidas fuzzy quando considerAvamos o 

conjunto universo V finito. Observamos t.ambém- at.ravés de 

contra-exemplos que quando V é infinito as medidas de possibilidade 

n$m sempre sQo medidas fuzzy. 

O objetivo principal deste capitulo será construirmos a 

medida de possibilidade através de uma classe especial de relações 

.fuzzy: a classe de rest.riçOes :fuzzy (ver par6..graf"o 6 do capitulo 

ZJ. Além disso. faremos uma cone~o com as medidas de probabilidade 

já que elas nos f'or-necem uma boa motivaçao para o assunto aqui 

abordado. pois a teoria de probabilidades, apesar de ser um 

i nst..rument.o mat.emát..i co útil em di versas aplicações. é 

insatisfatória quando os problemas envolvam tomada de decisão. 

reconhecimen~o de linguagem, diagnósticos médicos~ análise do 

quadros de pintura, recup&raçao de informaç~o. etc. 

A propriedade que caracteriza basicamente a probabilidade é a 

da uniao de dois eventos disjuntos que é dada pela soma das 

probabilidades de cada event.o. ou seja. dados A\ e IB dois eventos 

quaisquer pertencentes a um espaço de probabilidade tais que ~ n w 
= 0 "le-mos PCA\ U (8) = PCA\) + PCIB). Porém. nem sempre isto representa 

de forma adequada situaçOes em que o grau de incerteza e 

subjetividade humana é muito grande. De fato. existem casos em que 

pode ocorrer como resultado, ao invós da soma. o maior dos valores. 

83 



Por exemplo~ dados ~ e fB dois Gl'Vent.os quai Slquer di sjunt.os podem<:>S 

Ler IP< A U [8) = sup {pc/i),) , PC IB)} que. em geral • n~o é igual a PC R!) + 

PCIB). 

Cont..udo, é important-e reconhC:Jcer que alguns problemas se 

adapt..am dent.ro dos padrOes da t..eoria de probabilidade e out.ros 

dentro da teoria da possibilidade e. em certos casos da interesse 

prát..ico ambas as teorias devem ser combinadas e dai produzirem 

soluçOes 6t..imas para problemas que, em geralt envolvem análise de 

dacisao. 

Zadeh. em [30). caract-erizou bem a dif'erença ent-re 

probabilidade e possibilidade: "Int.ui ti vament.e~ a possibilidade 

relata nossa percepçao do grau de praticabilidade ou ~acilidade de 

realiza<:;:ao enquant-o que probabilidade é associada com um grau de 

confiança, frequência ou proporçao•·. 

2. FUNÇÃO-DISTRIBUIÇÃO DE POSSIBILIDADE 

Na de~iniçao de medida de possibilidade Cver parãgraro 3.7 do 

capit..ulo 3) t.inh.amos como part.e principal uma funça.o que 

denominamos ~unçao-dist..ribuiçao. Esta~ como veremos, será dada por 

um conjunt..o fuzzy~ melhor dizendo uma restriç~o fuzzy. conforme foi 

definido no parãgrafo 5 do capit.ulo a. 

Convém ressaltarmos qu& est.a :funçao desempenha o mesmo papal 

que a runção-densidade de uma variável aleatória quando 

estudamos a teoria de probabilidades. 

DEFINIÇAO 1 Seja (f um conjunto fuzzy definido num conjunt.o 

universo V caracterizado pela funçao-pert.inéncia Pw• onde ~WCu) é 

int..orpret.ada como a compal.ibilidade do u com o concei t..o f'uzzy (f. 
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Seja X uma variável da um determinado conjun~o Cnão necessariamente 

Q.l) e ACX) um atribu~o da variável X que toma valores em V. 

Suponhamos que ~ age como uma restriçao ruzzy RE(A(X) associada a 

ACX). Nest.as condiçOOs. diremos qu& a proposiçlií.o "X é [F", 

trans~ormada através da equaç~o de relação dos valores restritos am 

RfACX)J = [f. ass·ocia uma distribuiçào de possibitidade çom A(X) 

indusida p9ta proposiçao dada. digamos nACX)" que postutamos ser 

i6UaL a REfACX)J. Desta forma, temos nACX) = RE[ACX)J = [f, 

EXEMPLO 1 - Seja IF o subconjunto fuzzy dos ••núl'l\!'olros na-t..uriÜS> 

pequenos" do conjunto universo V ::: fN definido como segue: 

w = 1/1 + 1/2 + o.9/3 + o.S/4 + o~e/5 + o,4/6 + o.z/7 + 0.1/8 

l:.>Gs-t..e conjun-t..o f'uzzy. a proposiç&o .. X é um nú.mqro nat..ural 

peque-no" associa com a variável X a dist.ribuiça.o de possibilidade: 

nx = 1/1 + 1/2 + o,e/3 + o,B/4 + 0,6/5 + o,4/6 + o,z/7 + 0.1/8 

Observemos que~ nest..e caso, ~amos A(X) = X. 

lnterprt'itaç&o: O termo 0.9/3 significa que a possibilidade que a 

variável X assuma o valor 3. dado que X é um número natt.Jral 

pequeno, 9 0.0. Analogaman~e, tsmos qus a possibilidade que a 

variável X assuma o valor 9. dado que X é um número natural 

pequeno. é O. 

EXEMPLO 2 - Seja V = t0.100l o conjunto universo a W o subconjunto 

fuzzy de QJ dado pelo conceito "velho" e a !'unção-pertinência 

se O :S u :S 40 

se 40 :S u :S 100 

Deste conjunto f'uzzy a proposição •· Car 1 os é velho" assoei a 

com a variável Carlos uma dist.ribuiç&o de possibilidade dada pola 
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igual da.dGI n 0 _ ,_ l "' IJ.~. 
:1 QQW(Oa.r 00) Ir 

variável de um conjun~o de pessoas e ACX) é a idade de X. 

número significa que, dado que Carlos é velho, a possibilidade de 

Carlos possuir 90 anos é 0,99. Analogamente. a possibilidade de 

Carlos possuir 30 anos. dado a a~irmaçao de que Carlos é velho, é 

0-

DEFINIÇAO 2 - Seja W um subconjun~o ruzzy de um conjun~o universo V 

caracterizado pela ~unção-per~inência ~W' onde ~~Cu) é in~arpretado 

do mesmo modo que na def'iniçkio 1. Seja X uma variável de um 

ACX) ~oma valores em V e suponhamos que W a~ua como uma restriçao 

fuzzy RE[ACX)J associada com o atribulo ACX). A proposiçao "X é [f" 

associa com o at-ributo ACX) 9. di si:.. r i bt,Ji Ç&io dG possi bi 1 i dado 0 . 
AO() 

A funçao-distribuiçao ou a 

funçao-distribuiçao de possibiLidade associada com o atrib~to ACX), 

d110tnot.ada por s• def'i nc;;. como numericamenl.e igt.uü 

f'unçao-pert.inência do IF, ist.o é~ nA<X> = 

Dest..e modo* a possi bi 1 i da de que = u denotada 

n Cu). é post.ulada como sendo igual a f.l~r(u). 
Ã()() Ir 

EXEMPLO 3 - Considerando o exemplo 1 acima, sabemos que 

por 

n = 1/1 + 1/2 + O,Q/3 + o,S/4 + 0,6/6 + o.4/6 + o.an + o.i/9 

" 
Dai, segue que 

n = 1/1 + 1/2 + 0.9/3 + o.S/4 + 0,6/5 + 0,4/5 + 0,2/7 + 0,1/8 

" 
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EXEMPLO 4 - Considerando o exemplo 8. ~aremos a função-distribuiç~o 

de possibilidade associada à Idade de uma pessoa X como sendo: 

Observa.çOes: 

SEI 0 :S U :$ 40 

se 40 5 u :S 100 

Ca) No~a-se que o atributo da variável X ast..á associada com a 

funçao-distribuiçao de possibilidade da mesma forma que uma 

variável aleatOria em teoria de probabilidades (ver [13J) estâ 

associada com uma funçao-densidade de uma distribuição de 

probabilidade. 

Cb) A definiçi!io 1 implica que a di str i bl.d ç~o de 

possibilidade n 
A<X> 

pode ser considerada como uma interpretaçao 

do concei~o de restriçQo fuzzy e~ 

matemática da teoria dos conjuntos fuzzy & o cálculo de restriçóes 

f'uzzy (ver [27J) constituem uma base para a manipulaçao da 

distribuiçao de possibilidade através das leis deste cálculo. 

Cc) A definiçao 2 implica que o grau de possibilidade pode 

ser qual quer número no i nter val o ( O. 1 J além do O .. do 1. 

Assim, no~a-se que a existência de graus in~ermediários de 

possibilidade está. implicit.o o&m proposiçOas comumente encontradas 

tais como: 

"t: bastant.a possivel que Carlos saja promovido." 

"t: pouco possível que J. J .• candidato a pref'eit.o. 

saj a el ei t.o. " 

••t; quase impossivel encontrar um candidat-o eleit.o que 
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cumpra suas promessas f'eit..as em 4poca de .el~;;dçOes." 

At.ravés da linguagem coloquial, se t.ende a int-erpretar que uma 

caracterizaçao de um grau intermediário de possibilidade para uma 

r·ot..ulaçiio tal como "pequ&na possibilidade'' est.&. associada como 

"pequena probabilidade". Porém. esta interpret..açao nià.o é corret.a 

pois existe uma diferença fundamental entra probabilidade e 

possibilidade, que bQm .ant..endida, leva a uma dif"9r10mcia.ç&o maia 

c1.lidadosa entre as caracterizações de graus de possibilidade versus 

grau de pr obabi 1 i dada. Para i 1 ust.r ar uma diferença entre 

possibilidade e probabilidade dosonvolver&mos dois exemplos (um no 

caso discret.o e ou~ro no caso cont.inuo): 

EXEMPLO 5 Considere uma cidadE~ do E:st..ado dG" S&o Paulo, quliíi' 

chamaremos simbolicamente de Bimboca, suponhamos que possua 6.000 

habit.antes que. efetivamente. darão seu voto de esperança no dia 16 

de novembro de 1989 a algum candida~o a prereit.o. 

Seja a proposiçao " J. Pedroso, um dos dois candidat-os 

prefeito de Bimboca. obterá X votos nas eleições de 1!5 de 

novembro." ~ onde X t.oma valores em tU = {0,1,2 •... ~6000>. 

Podemos associar uma distribuiç~o de possibilidade a X 

interpretando nx(u) como o grau de possibilidade com que J. Pedroso 

obter á u votos. Podamos assoei ar t..ambém uma funçao densidade de 

probabilidade a X int..erpratando P Cu) como o grau de probabilidade 
" 

de J. Pedroso obter u votos. Assumindo que foi empregado algum 

crit.ério para dGt.ermina.r o gr·au do possibilidade com qUQ J. Podroso 

obt.erá u vot.os em 16 de novembro. colocaremos os valores como segue 

na tabela abaixo: 
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u ' 

' 000 ·o:~ 
H50(> 2000 2500 aooo ;)500 •ooo !•u5oo 

~ ~ a a Q Q a " ~ 

000 1000 1.500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 

n Cu)l 1 1 1 I 0,8 0,7 I 0.61 0,41 o,aJ 0,1 I o 

p "'Cu) I 0,1 0,3 0,3 I o,a 0,1 I o I o I o I o I o 

A~ravés da ~abela vemos. por exemplo. que a possibilidade que 

J. Pedroso tem de obter 460 vo~os é 1 enquanto que a probabilidade 

é mui to pequena : O .1 . Notemos também que tanto a possi bi 1 idade 

quanto a probabilidade de J. Pedroso obter 4500 votos é O. 

EXEMPLO 6 - CVer exemplo 5 do capitulo 1) 

Seja a proposiç.lío da forma "X é [f" dada por .. João é jovem ... 

Claramente. o subconjunto ruzzy denotado por ~ toma valores em V = 

fO,lOOJ. Tal conjunto está caractB-rizado ps:üa funç.iio-pert-in~ncia 

~'IF(u) = J1 Cu) = 1 - SCu~10.20,30)~ u e OJ • onde 
Jov•rn 

SCu;10.20,30) 
{

o 
2.Cu-10) 2 /400 - . 

- ~ - 2.Cu-30) /400 

se 
se 
S<> 

se 

Graficamen~e. teriamos a seguinte situaçao: 

I .f-----

~. 

·~T~ 
lO lO .. 30 i,(_ 

u ::5 10 
10 $ u :S 2:0 
20 s lJ_ ,S 30 
u ~ 30 

= 0,6. o atributo implici~o 
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ACX) de X~ nest.e caso. é a idade de X. Assim a tradução da 

proposiçilo .. X é IF" dada por "Joao é jovem" pode ser expressa 

através da equaçao de relação de valores res~ritos como 

RE[A(X)J ~ IF. is~o é, R[IdadeCJo~o)J = Jovem. 

Desta forma. associamos uma dist.ribuiç&o de possibilidade com 

ACX) como segue: 

A ~unç&o-disLribuiçao de possibilidade associada com ACX) é 

n = p, = 1..1 que se pode interpret-ar como segue: 
A!X} )OVCim lf 

ln.terpretaçáo: 

SUponhamos u = 30, sabendo que Joào é jovem a possibilidade 

de Joiio ~er 30 anos 9 o.e. Assim, a ~unçao-dis~ribuiçao do 

possibilidade induzida por X nao é outra. senao 

Vamos analisar, agora, do pon~o de vist.a probabilístico. 

associando uma :funçao densidade de probabilidade a ACX). digamos 

P (u), in~erpret.ando como sendo a probabilidade de que JoS.o 
Â('Ü 

t.enha u anos. 

Neste caso. ~ornaremos o sinal nega~ivo da derivada de ~W com 

respei~o a u e obtemos uma runçao densidade do probabilidade P 
A<X> 

Assim. 

o S& u ;; 10 

{-
u-10 .... 10 ,; u ,; ao 

dliF 
100 

? (u) = = u-~0 "" ao ,;; u ,;; 30 
AtM> 

du 100 
o se u ~ 30 

00 



,, 

Note que PA(X>C20) = 0.1. Coloquemos alguns valores discretos 

numa ~abala e comparemos as runçao-dis~ribuiçao do possibilidade e 

a funç~o densidade de probabilidade associada com A(X): 

u Canos) I O- :lO " UL I, te I '" /.o /., / ... / ... I ZP •• l90
too 

rr ( u)l ' 10,99 /o,<>O-, 0,71 o,6/o,o/o,• I o •• /o,oz/o,ooo/ o 
------------- -----

• (u) I o I 0,0, 
4{),:) I o,o2 I o,o•l oM I o.• 10,09 1 o.o. I o.o. I O,O.t I o 

Através da ~abala vemos. por exemplo. que a possibilidade de 

Joao ter 10 anos ou menos é 1 enquanto que sua probabilidade é O. 

Observação: 

Notemos. através dos exemplos 6 e e. que um alto grau de 

possibilidade n&o implica num alto grau de pr obabi li dado • ntem 

uma baixo grau de probabilidade implica num baixo grau de 

possibilidade. Entretanto, se um evento é impossivel. entao ete é 

i mp.rovave L. 

Embora. "m principio. exist..a uma conexiào 

probabilidade e possibilidade, na prát..ica o conheciment..o de 
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possibilidade ~ransmi~e alguma inrormaçao sobre probabilidade, mas 

nao vice-versa. Es~a relaçao bas~an~e fraca en~re os dois pode ser 

estabelecida mais precisamente através de um principio denominado 

dado a 

seguir: 

Se o atributo ACXJ de uma variável X toma valores u • u , , ..• 

u com respectivas possibilidades 
n 

probabilidades = CP , 
' 

P •... ~P). 
z n 

= c" . 
' 

anUi o o 

' z 

" ) n 
.. 

consistência da dis~ribuiçao de possibilidade n é expressa pela 
AO() 

:soma a.rit..mé~ica 

rt..P +n.P+ ... +n.P 
f.j_ 2.2 nn 

Este principio usado em si tuaçOes nas quais o que se 

conhece sobr9 o a~ribu~o ACX) ó sua possibilidad• -- n~o é uma lei 

precisa, nem tampouco uma relaçao que é intrinseca aos conceitos de 

possi bi 1 i dade .. probabilidade, mas somente uma formalizaçao 

aproximada de observaçOes h$uristicas. no sen~ido de que uma 

diminuiç&o da possibilidade de um even~o ~ende a diminuir a 

probabilidade desse evento, mas nao vice-versa. 

3. A MEDIDA DE POSSIBILIDADE 

Uma outra diferença entre possibilidade e probabilidade pode 

ser examinada a~ravés do concei~o de medida de possibilidade. 

DEFINIÇÃO 3 Sejam iB um subconjunto clássico de um conjunto 

universo V e nA(X) a dist.ribuiç.\ii.o de possibilidade associada com o 

atributo ACX) da uma variável X pertencente a um determinado 

conjunt-o C n&o necessar i amant.e QJ) t-al que AC XJ t.oma valores em lU. 

EnU:io a medida de possibíl.id,a,de. nCfB), de lB é def'inida como um 



número em [0~1] dado por: 

nCfB) = sup rt Cu) 
A,()(} 

onde o sup é t.omado sob r a t.odos os 

valor-es u e IB e n é a f'unçao-di st.r i bui ção de possi bi 1 idade de 
A IX) 

n 
AOO. 

Est.e número pode ser in~erpret.ado como a possibiti~ de que 

ACX) perLança a ffi~ isto G, 

sup n Cu) 
uEIB A<X> 

Ob-servaçao: 

Se considerarmos uma o-álgebra de subconjuntos de V e 

Fizermos nC~) = O, teremos a medida de possibilidade definida no 

parágrafo 3.7 do capitulo 2. 

EXEMPLO 7 Seja [F o subconjunt-o f"uzzy dos "nómoros nat.urais 

pequenos" do conjunto universo Q) =IN CVer exemplo 1)~ definido por 

w = 1/1 + 1/2 + 0,9/3 + 0,9/4 + 0,6/5 + 0,4/6 + 0,2/7 + 0,1/8 

t:::lllôlst.e conjurrl.o f"uzzy, a proposiçQo "X G um número na:tural 

pequeno" associa com a variável X a dist.ribuiçao de possibilidade 

n =[f. Se tomarmos IB = < 6.7.8,9}. como a funçao-dist.ribuiç.ti.o de 
X 

possibilidade Q dada por n"Ct.ü = 1-'rfCu) t.a:rnos n:CIB) := sup{0,4; 0,2; 

o. 0} = 0.4. 

O número 0.4 pode ser interpre~ado da seguin~e forma: Dado 

que X é um número pequeno a possibilidade que X ~9m de per~9ncer a 

1B é 0,4. 

A definição acima pode ser dada mais geralmente para 

subconjun~os ruzzy de V, 

DEFINIÇtíO 4 Seja $ um subconjunto :fuzzy de V. cuja 
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runçao-per~in4ncia é dada por ~G" 

possibilidade associada com o atributo ACX) da variável X que ~oma 

valores em V. A medida de possibitidade. n(G). de 6 é de~inida por 

nCG) = sup {J.J(;(u) 1\ 
uellJ 

n Cu)) 
A<:K> 

EXEMPLO 8 - Consideremos a distribuição de possibilidade dada no 

exemplo 7: 

nx = 1/1 + 1/8 + 0,9/3 + o~B/4 + 0,6/6 + 0,4/6 + 0?2/7 0~1/8 

e 13 o subconjunto f'uzzy dos "números naturais que não sao pequenos" 

dado por 

G = 0.1/4 + 0.3/5 + 0,4/6 + 0.6/7 + 0.9/9 + 1/9 + 1/10 + ... 

Deste modo, temos 

rr(G) = sup <O; O; O; 0,1; 0,3; 0,4; 0~2; 0,1; O; O; ... ,} = 

= 0.4 

O número 0,4 pode ser ir1t.erpret.ado da seguinte forma: Dada 

a arirmaçao de qua X é um número pequeno a possibilidade que X tem 

de nao ser um número pequeno é 0,4. 

Observaçao: 

Com a noção de medi da de possi bi 1 idade podemos notar uma 

diferença básica com a medida de probabilidade: 

Sabemos que, se /14 e IB s&o dois eventos disjunt-os. ent-Ao 

PC~ U m) = PCA) + P(ffi) onde P é uma medida de possibilidade. Esta 

igualdade n~o ocorre com a medida de possibilidade. De fato, 

n( ~ U IB) = nC ,4) ..... n( !B) :S nC Á\) + nC IB) 

Not.amos apenas uma analogia entre as medidas obtida através 

dos sinais + e v. O mesmo ocorre considerando a intersecç~o dos 
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4. A DISTRlBUIÇAO DE POSSIBILIDADE n-DIMENSIONAL 

Vimos ant.erior-menl-e quG- uma proposiçiio da forma "X é IF", onde 

X é uma var-iável com atributo ACX) e If é um conceit.o fuzzy, pode 

ser traduzi da através da .equaçao de relaçao de valores restritos 

n = RElACX)l = ~ 
A(}f) 

Porém. exist-am casos em que o at-ribut-o A(X) da variável nao é 

um at-ributo simples. ou seja, nao envolve apenas uma caracterist-ica 

da variável X. Vejamos, por e-xemplo, uma proposiç&.o da. f'orma '' O 

t-erreno é grande", podemos t..er dois at..ribut..os para expressar o 

conceito f'uzzy "grande": comprimento e largura. Neste caso. como 

poderemos associar uma dist.ribuiç~o do possibilidade aos at-ribut-os 

da variável X? 

Eliminaremos este problema dando uma generalizaçao natural 

para o concait..o def'inido no parágraf'o 2, no sH;;·nt.ido de qullil!, a 

proposiçào contenha n aLributos implicitos da variável X, digamos 

A CX) •... , A CX) com ACX) tomando valores em certos conjuntos 
' n ' 

universos !I.J· ' . i 1 • 8, n. Denot.aremos t.a.is atributos 

pala n-upla ACX) = [A(X) •... A CX)J e o chamaremos de n-atributo. 
' n 

DEFI NJ: ÇAO 6 Seja R uma rolaçao ~uzzy de V = 1JJ :H: •• • xllJ 
' n 

caracterizada por uma runçao-pertinéncia ~R. Seja ACX) o n-atributo 

da variável X que indica os n atributos implicitos que t..omam 

valores em QJ, isto é, o atributo simples A.CX) toma valores em V .• 
' ' 

para i = 1,2,, .. ,n. 

Suponhamos que R atua como uma rastriçao fuzzy REtACX)J 

associada com o n-at.ribut.o ACX) da variável X. Diremos que a 
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proposiçláo "X é R" - traduzida pGila equa.çao d$ valores restritos 

RE(ACX)J = R - associa 1...tma n-distribuiç!io de possíbilidad& conj'UT!.ta 

com ACXJ. denotada por- n • 
A()(} 

e postul.amos ser içual. a RE[ACDJ, 

OtJ seja • 

n = RE[ACX)J = R 

""" 

Observaçii.o: 

O n-alributo ACX) da variável X está associado com uma 

n-distribuiçao n 
A<X> 

da mesma f'orma que uma variável aleatória 

n-dimensional es~á associada com uma dist.rib~iyQo de probabilidade 

conjunta n-dimensional (ver [133). 

DEFINIÇAO 6 Seja R uma relaçao f'u:z:zy dlil' V = 
caracterizada pela Iunçao-perlinência ~ . Seja ACX) o n-atributo da 

R 

variável X que toma valores em V. A proposiçao "X é R" associa com 

o n-at.ribut.o ACX) da variável X a dist.ribuiç&o dG possibilidadGO 

conjunta n . 
AOO 

Def'iniremos a n-funçao-distrib~iç&o 

possibi L ido.àJs> de n • di gamos rr , como sendo igual a J..lR· 
AIH) A€X) 

Em par~icular. se ~ivermos o concei~o fuzzy R definido como o 

produto cartesiano de n conceitos fuzzy ~ .• i = 1 •..•• n 
' 

en~ao a 

equaçao de relação de valores res~ri~os se decompOe num sis~ema de 

n equaç6es de valores res~ritos: 

RE[ A C X) l = lf 

RE[A CX)J = lf 
n n 

Teremos assim, 
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onde: 

n Cu ' . ' . 
AU() • 

1\ denota o mini mo 

n = n x •.• xn 
AUO A UO A <X> 

i n 

" 
'u ) = n Cu )A A 

... "" ' n • 

u. c V. • i = 1 • ... • n 
' ' 

x denota o produto cartesiano 

n Cu ) 
A tX> n 

n 

EXEMPLO 8 - Seja proposiçiio ··o ter r ano á grande". em que X é a 

variável terreno e, grande é o subconjunto fuzzy !F da v = ro. 1001 

x to. 1 OOJ em metros • cuja f'unçao-pert.inénci a fJ!f est-á dada no 

quadro abaixo: 

LAROURA I CONPRINB:NTO I ... a5 o,o 

... 90 0,4 

80 <O o, o 

85 "" "·" 
'"' dO O,? 

90 90 O,? 

'"" - I 0,9 

A proposiçao "O t.errano é grande" pode ser traduzida a·través 

da &quaç&o de relação de valores restritos em: 

= \F 
A

2
<J01 

que danot.a 

n ' L<.U"gura.!'l'erreno>, Compr\,mento(Terrono)J 
= Grande 
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Interpretação: 

Se ~!vermos. por exemplo. o comprimen~o 00 m e a largura 60 m 

e a af'irmaçao "O t..erreno é grande", &nU:io a possibilidade que est.e 

terreno tem de possuir OOm de comprimento e 60m de largura é 

0,7. 

Agora, se def'inirmos grande como largo x comprido onde 

largo e comprido sao dois subconjuntos fuzzy !f e lf de QJ:;:;: v~ = r o. 
1 2: 1 c. 

100) a equaçao de relacao de valores restritos acima se decompOe 

num sist..ema de duas equações de relação de valores restritos 

1 -di mensi anal : 

n = IF que expressa n 
A <X> 1 • 
n = IF qu" exprEi>ssa fi 

A on 2 • 

onde as funçOes-pertinéncía ?'rv 
• 

e ~-'IF 
2 

LAROURA ~-'IF 

' . ., o,• 

65 0,5 

90 "·" 
•• "·" 
Po o,? 

"" O,? 

lO O "·" 

= Largo 
Larguro.cterreno> 

- Comprido 
Comprimt~Jnto<Torreno) 

sao dadas pelo quadro abaixo: 

OOMPR!MltNTO ~-'IF 

• -
•• 0,0 

00 O,< 

•o "·" 
'"' 0,8 

"" 0,0 

"" "·" 
• 

Notemos que a distribuiçao de possibilidade conjunta de ACX) 

= fA
1
<X). A

2
CX)J pode ser escrit.a como: 

n = n 
AO•() tA OU, A <K) 

• 2 

= n 
A (X> 

' 

gg 

X fi 
A ~X} • 

:::: lf. 



ou seja, 

: fl X fl . :::: Grande 
Lorgura<T•rreno) compr1.ment.o<Terreno> 

E. por~an~o. a runçao-dis~ribuiçao de possibilidade conjunta 

assoei ada com o 2-atr i buLo [A C X). A C X) J é dada por: 
• 2 

n Cu • 
{A 00, A {)()) f. 

' . = n Cu) 
A ('0 f. • 

1\ n Cu ) 
A <X> 2 • 

5. DISTRIBUIÇÃO DE PQSSaBILIDADE CONDICIONAL 

Em analogia ao conceito de distribuiçào de probabilidade 

condi c;i onal dar &mos o concei t.o de di st..r i bui çao de poss:i bi 1 i dad& 

condicional. 

DEFINIÇÃO 7 - Seja ACX) = r A CX), 
' 

.... A C X) l o n-at.r i but.o d~ uma • 
variável X que toma valores em V = V x ... xV , com n-dist.ribuiçao de 

' n 

possibilidade conjunta caracterizada pela 

~unçao-dist..ribuiçao de possibilidade n que associa a cada u 
A(){} 

=Cu , ...• u) E V= V:x ... xV a sua possibilid8de n <u •... ,u ). 
t n t n AOC>t n 

Sejam q q'= c j •...• j ) 
' m 

subsequéncias de 

uma sequência de indices C1, ... • n), onde q 1 ó o complemant.ar de q 

e C a. •. 

'• 
,aj ) uma n-upla de valores que 

m 

podem ser at.ribuidos a 

A , CX) 
<q ) 

. . . Por definiçao, a 

possi.bilid.a.de condicional de A CX) = 
<q> 
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tA. CX) •. 
' ' 

distribuiçao 

, A CX) J 

'• 
dados os 



valorqs A CX) 
(q') 

La .•. 
'• 

~a j J 9 uma di st.r i bui ça.o de possi bi 1 idade 
m 

expressa por: 

a. 
J 

. ... 

e sua funçao-distribuiçao de possibilidade é dada por 

nA ~X> rui., ... 
( q) " 

n Cu •. 
A<X> 1 

~ u ) I 
n I 

a. • ..• 
'• 

u =cr. 
j j 
m m 

= 

EXEMPLO 9- Suponhamos ACX) = [ACX), ACX). ACX)J tomando valores 
1 z • 

no conjunt.o uni verso QJ = V xV xV 
' z • 

3-dis~ribuiçao é dada pelo quadro: 

= {a, b}x{a, b}x{a, b) 

A CXJ A CX) A CX) n 
' • • AOO 

~ ~ ~ O,P 

c c b ' 
a b c O,p 

b c c 0,2 

b c b o 

b b c ' 
b b b 0,2 

~ b I b o, .. 

Por exemplo, se q = (1) e q• = C2.3) t.emos, 

100 

e cuja 



D (A (X) :;:: a. A <X) = bJ = 1 . a + O. b 
tA (~(} 2 a • 

TI [A CX) = aJ = 0.9.aa + 1.ab + 0.9.ba. + 0,9.bb 
tA (X>,A !)Ul 2 • • 
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