" MEDIDAS FUZZY

JOAO ROBERTO GERONIMO

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E CIENCIA DA COMPUTACAO

CAHPINAS - SAQ PAULO

BRASIL

G319m

10117/8C




A Maria, minha mie

ITara, minha esSposa

Acs amligos Claudecir Perineiie Gongalves,
Jamil Ferreira o

Padro Ortansda

Aos professores  Franciszco Blasi

Richard Plfister



Mo gue irotloe

Mo que digs

gsta a palavra

#la

ue maliratae,

Gue brinda,

Sue  slogha

% me desfoz nos cantos
Por elc.::. venho a i
Moatrar meus sncantos
Gue op iodo

Me compoe o wida

A& vide doe meus ponhos
Nac tenho paz,

Moo tenhe  wvido,

Tanbho o palovra

A meEmO  ue me srgus,
e derruba. ., .

LFgroe R, Charr CTAL P )

Mo meio do gcaminhe
Tinha uma pedra

Tinha uma pedra

rio meio do  gominho
Tirhae umo pedra

Me meie do caminho
Tinha uma padra

Nunca me esguescerast
pesie acontecimento

Mo wvida de minhoe retinas
Taw fatigades

Numco me Ssgquecerel
Tue no melko 4o coaminbe
Tinha uma pedra

Tirha uma pedra

Mo meio do caminbes

Mo meloe dé& saminho
Tinho uma pedra

{Carloe Drummeond de Andrade)

ii



"Tudo gue exizste no universo ¢ fruto do acaso ¢ da necessidade”

{Demdcrito)

iii



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Rodney, pela orientagdo e compreensio dos problemas
poorridos nestes meses de Lrabalho.

A todas as pessoas que, de alguma maneira, colaboraram para a
realizagino deste trabalho, com destaque:

A sub-cpg de Matemébica da UNICAMP,

A secrebaria de Pds-CGraduagio do IMECO - UNICAMP,

2 Departamento de Matematica da PUC~-Campinasg,

2 Departamento de Matemética da UNESP-Baurwu,

A Profa. Sueli I. R, Costa,

O Prof. Jairo de Aratjo Lopes,

Yara Rehder, pela sua ajuda na datilografia dests trabalhe,

E os amigos Jorge Costa Duarte Filho, Roberto, lLuis Humbertio 6.
Felipe, Silvia Helena  Aguiar, José Carlos Cifusntes @

Hérocules de Aradio Feitosa.

iv



INDICE

Cmm&(}g pRELiMx‘MARES#'Q“‘Q*"0"“‘"“.Oﬂ".““‘tl*"ﬂﬂﬁQ@.‘Q‘l
1. I OAUCGO . + o v % » 6 n s o m st e e e a e e s e e ey b

2. 0 meotodo  dot BRGUBLGAG. . .o« b v v s v ow . ocoa . .

Fl
»
x

[
[
-
»
S
+
=
+
3
»
-
1
2
»
K
L)
a
a
Kl
£l
x

< Mewion, Oouchy ®  Rismer,
&, O noscimenic 48 LGOI, . . i ik v c et B

. APL&¢Q€;M dea inﬁr“ﬁ“.ll-llbtIl"uvlll!alxﬁkwn‘*gnc«b¢.33

+

<5, AD Limilocows da teoria.

CAPETULO 1. TEORIA GERAL DE MEDIDAS, cesvessrsvsststessnorsasrsnsrsssdB
1. ErroduomO, « o v f ks e s a s e ey sy s i eran. 158
2. Medida., . . . ...« e s e A ey i e e e e e e e e B §
a. A rmedida  SHRIBPIMGL + v 2 v s s s n v s ks n e s e sy v e RPN B * |
4. A madide de Housdorff. ..., e . 23

™, pulroe  tipos  de  medhdaB. L L. v v b i s s e . B

C@zmﬁ aﬂ CQNJUNT% F‘mﬂ"ﬂﬂl‘ﬂﬁ“"‘l’ﬁ“ﬁ'“ﬁﬁ.“"ﬂ."‘*"ﬂi‘aﬁ
1. INredUEGO. « o v o e v b s o s s a e Eh e h e e e e ke = 5
. Clor janton FUBEW . « 0 o v manoa v e mmaas T

B DEparacoos GO conpinton fuzzy.

"
"
.

.
.
Il

I
"
"
*
a
3
"
;
P}
%
1
v

4. Relacoes R . ]
5, Roestricoss FUEEY . « o s v v o 2 n v 2t o s n 2 o s 0 v v 5 222 PR £

o, Medidaa s fuz!;i.?’!w&‘.‘x.,..;,a-,.....4--=--a--x--«a;‘,‘§:2



CAPETULG B, MEUIDAS PUZZY v esvratssevesasororenrveocrnnvsses

4. 3 a9 L=~ S
2. Medidax TUZEY . « v v e e e ok aa e r e e h ke e v
3. Cra suboorjurios gy cnenrs P ™ rroosoli e fremay. |
. Reolocoews Barive ot et arp e vk o FOBBY. « v o« s .

{:Apzmm 4. WDID%QE?mgﬁhlmﬂ’ﬁia’(‘ﬁ%a”*i‘qiﬁﬁ@ﬁ

i. R TN L R T T A 2L T T T T T e
B, A furncas~disiribuicas dea posmbilidade. . . . .. . .
- A medide = pomalbilidade. o « o v 00 a0 v e n nu s v v s e
& A distribaicon d possibilidade - dimereionat,
%, A dietribuicon de poapibilidade cordiciornal, .

-

BIBLI%RAFIAIt%a—aottqu-w#nu&w&asitt*l’ﬂiuc—aaacn.owoun.oaaq

sasvoesdl
cows o 47
R 4
s 4D

v 7B

.. .BB

ceasa . 92

9*‘*%62



CAPITULG ©
PRELIMINARES

i« INTRODUCAD

Mio se pode dizer exatamente quais as origens da teoria de
medidas mas sabs-se que algumas clivilizegédes antigas J& Ltinham a
idéia bisica de medir embutida em seus pensamenios, ndo como uma
teoria matemdiica bem desenvolvida como estd atualmentie, onde o
principic que a rege pode ser t,r:aduzido da segulnte forma:

"4 teoria de medida maiemdiica & wn ramo da malsmaiico
moderna gue lida com téenicas sistemdlicas para medir objeios
complicados ou irregulares guands as medidas de objeios simples sdo
corhectvdas"{ 183,

A partir desta ideéeia certamente toda a tecriaz se desenvelveu,
mas quals foram estas civilizagides antigas o de que forma
cwlaboraram para o desenvolvimento da teoria?

Naturalmente, nic Se podenm oblter informacgtes completas a
r@ﬂ#eito das civilizagdes que, efetivamente, lidaram com medida,
mas sabe-se gque civilizagdes como 0F babilénios ¢ oz egipecios j4 se
preccupavam com © calculo de Areas alraveés da medigico de terrenocos.
De fato, no caso dos babilénios, segundo escavagdes Telitag por
arquadtlogoes nas colinas da Mesopoltfmia (no fim do século XIXD,
haviam milhares de tableles de argila contendo inscrigdes que se
refereom a matemitica, denire ¢las se notam varias férmulas corretas
para as areas de tridngulos e trapézios, aproximagdes gro*sséiras da
drea e perimetrs de circule, Mdrmulas {algumas corretas e outras

nAC) para volumes de varios sdlidos. A mateméiice dos bablldnios se



limitava apenas ao use pralice das férmulas conhecidas bem antes do
século VIII a.C0 Tal uso era cullivade sobretude pelos escribas,
responsivels pela guarda dos tesouros reals.

O praprio conceito de unidade jé tinha sido desenvolvide por
ambas as civilizagdes (egipcios « babllédnios2, Os egipoios, por
gxemplo, usavam come unidade de medida o clGbite, definida
originalmente (2000 a.L.3 como a distlnsia do cotovels ald a ponta
de  dedo médio do Farad (melc meiro, aproximadamented. Na
Mesopotimia, © cUblio era bem menor, eguivalente a cerca de 0,43 m
CLalver porque seu rel fosse mais baixed.

O historiader Herddoto Coonsiderado o pai da Nistdriad relata
uma Situvagido que mostra bem o falo de gque medir & um atloe bastante
antlgm:

"0 Rei Sesdsiris repariiu o Egito, cerca de 4000 onos alrés
em porgbes retangulares de terra, snire a populagio sgipecila. Lada
trnedividue {inha come obrigacio pagar wn cerio tribule por ane, 5S¢
algun terrenoc fosse diminuideo pelas 4guas do Nile e o dono
reclaomasse ao Rel, este mondoaria mediderss ae local para saber sm
guanto tinha  diminuido. Conseguentements, & irthulo seriu
diminul do.

Vemos desta forma que. através das civilizades, a teoria de
medidas ndo tinha ainda alcangade uma postura de desenvolvimento
baseadoe noe principlice  alual. Isto sd fol ocorrer a partir dos
sdculos VI e V a.C., na Grécia, através dos matemiticos Tales de
Mileto (HS40-882 a. .0 @ Pitagoras de Samos (BQ2-800 a, 3.

Babe-ge que medida era um dos assuntos mals trabal hados na
matematica grega, ndo no sentido moderne de associar um nUmerao a um

oz jeto {eonjuntod, mas e estabelecer uma relagho entre



conprimentos, éreas e volumes,

Un exemplo diste é@ o famosc teorema atribuide A Pitagoras,
que  relacicona oz lados de uﬁ
tri&ngule retangulo cler forma -
perfeita. A relagic & dada por [/////

+ Bt e et figuro %

z
a
ocnde ¢ é a hipolenusa, a ¢ b sio os

catetos do tridngule retngulo Cver

figura 12. 05 gregos consideravam

esta relagidce como uma lgualdade

entre duag Areas (ver figura 2J.

2. O METODO DA EXAUSTAD

Un tratamentc rigoroso sobre o concelilo de area fol dado pelo
matemitice grego Buclides (IFIB0O-280 a.C.0 num tratado de geometria,
modestamente denominade Os Elemsntios de Geometria {(escrito por
volta de 2300 a, 4. 0.

Este primesiro grande tratade matemdético - conjunto de 13
livros dedicados ac fundamente o desenvolvimento légico da
Geometria -~ pé&de organizar os resultados obtides por alguns
mateméticos gue o antecederam (Tales, Piitidgoras, Eudoxo & cutros) =
contém muitos resultados sobre adreas de retlngulos, trifngules ou
regides formadas por estas flguras. Mas o objetivo principal era
determinar a area de gqualquer regilio plana.

Coms fizeram para determinsd-la?

A principic, cobriam a regido com reténgulios e obtiam a area

sproximada etrawés de some deas Sreas destes retaéngulos que o



cobriam £ v figura c:2 8 Porém, #
sofisticacdc mateméiica dos gregos néo
admitia aproximagbdes grosseiras ~ o que
soeorrie sté antido, polg consideravam um

ntmers finito de retingulos cobrinda &

regiic -~ queriam obter a drea exalta desia

regiaoc.

Nesta diregido, trocaram os retangules pelos Lriangulos para

fazer a coberiura da regiio
Ciriangulaclol, Notemos que., com
esta Lroca, de qualguer regiio
plana limitada por linhas
Frgura 4 poligonais poderis smer obtida

sua area de Forma exalsa (ver figura 43.
Mazs quando a reglic fosse limltada
por  linhas curvas tadis regides nio
poderiam ser cobertas por um nimero

finito de trisngulos para obber uma area

sxats (ver figura B2, Noste LR,
utilizaram o ms L odo do  exausiio
descoberto por Budoxo (408-388 a. (D2, figura 2

Este método Linha como base a seguinte propriwdadé}

“Tp de una grandeza guolguesr sublirairmos ung parte ndo menor
gue a sun metads e do resto novamenie sublrgir-se NAC MeNos gue o
retade © $6 esse processe de sublragio ¢ continuade, Ffinalmente,

restard waa grandsza menor gue Qualguer grandeza de mesma esphcise”,

Equivalentemente, a propriedade diz que %%g [M. -3 = 0,

ongde o,.% < r ¢ 2 & W £ uma grandeza dacda.




Com lsto, o prdépric Budoxoe deu ume prova sglisfatdris Cdiz-we
ser a primeirad de gque o volume do cone é wn terco do volume do
cilindro de mesma base @ mesmna altura. Este mélodo fol Lambém usado
éc livro XII de O Elemenios de Geomeiria para demonstragéco de seus
tecoremas, dentre os quais, a prova de gqus a razéo entre a area o o
raio ge um circulo & igual a uma constante (A - que ol também
encontrada por Arquimedes de Siracusa (287-212 a. .2 om seu tratado
de nome A4 medida de um Circulo,

Para ilustrarmos o método da exaustic veremos adlante o
célouls da &res A de um circulo de raio r qué sSerd precisamente o
que Buclides fez em seu livro, com mudangas apenas na notagio @ no
argument.e do limite:

Consideremos wum circule de ralo 1
2 [ty trigangulos inseritos o

circungeritos C(econforme figura B com

angule central igual a 2N ande n &
um numero natural malor do que 2. o
Lrisngulo ingserito Lem base

Z.r.senlr ), altura igusl & r.cosis md
@, purtanto, area igual a

2
v seni{n/nd . costnm2. figura o

Considere o n trifingulos inscritos contidos ne circuleo, =&

Area total & A = n. rv. sen(r/nd.cosCr/n). Come a regisc dada

pelos tridngulos inscritos esta tolalmente contida no circulo temos

A X A, para todo n &« N, n 2 2 e dai A 2 lim A = lim
" . T {0 ™ i
/ .
n.rz.$en(n/n>.aoginxh} = n,ra,iim §§§€§w§a.coaﬂﬁfn} = n‘ra, orcie A
PR Ty

& a aArea do circulo.

De forma andloga, para o8 irifdngulos circunscritos lemos a



arga Lobal destes ilgual a A“ = n.re, Lgln-m3 & A £ A , logo A X
n

fort tglnsn: = = r2 1im =9R0CRY = m.r° Portanto, A =

o ’ ne 7Ty o *

Pa mesma forma, com a ulllizagco do métode da exsustdo,

Argquimedes demonstra em oulro tratado denominade A4 Quadratura da

o Bhwth ob vy P ope ey,

Parstbola gue a &4rea B de. um

?&f‘mf’e fas )
segmenic de ume pardbola (ver

figura 72 & quatre tergos da

area de seu triangulo

inscrito de malor area. Figura 7

Ohservemos que a Jecoria de Medidas atual estéd baseada no
métods da exaustio mas bLeve seu desenvolvimento estabelecido dois
milénios depois gue Eudomo © propds. Um dos motivos a gue se
atribui tal acontecimento & © fato de terem so limitado a irabalhar
apeonas com iriangulagdes e lsto dificultava muito os calcoculos pols
cada case exigia um tratamento diferente. Quire motive que se pode

ohservar ¢ gue % gregos ndo possuliam o gonceito de nUmero real

desenvel vido,

3. NEWION, CAUCHY E RIEHANMN

Fol através do abandone dos itrisngulos (a tradigioc gregad
come elements principal para 8¢ cobrir determinsdas regilic o obter a
édrea, gque a Leoria de medidas obleve seu desenvolvimento.

Chmerva-sa, por exempla, no tratade Philosophie MNMaturalis
Principia Mathemstica (O principios mstemditicos de filosofia
naturall de Iszaac Newton C1842-17272 eom 1687 {liguras que \denotam

tal abandonce Cver figura 82
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: il m
¢ trataments dade por Newton, em K b?"\ "
L .\.....,.:G S—Y
termos de medida de 4rea, era mals i y o
: d
culidadose ¢ felito mediante a descricio da |
!
!

I Fugura @
A BF & b E

curva através do  gque chamamos hoje de
funghe, A area era vista como um limite das somas das Aress
retangulares (a integral definidad. E tal &rea poderia ser
calculade atravéds do usoe do famoso Teorema Fundamental do Calcouls
{que relaciona o calculo das tangenies com o cidlculo de Areasd. No
trabalhe de Newiton Jja constava a relagdo enire a derivada e a
integral deflinids, apesar de nido expressé-las com a devids
precisio,

Num trecho de Tratade do Guadratwra das Cwurves C17042 de
Hewton vemos que a idéla precisa de limite e fungiic ainda néo
astavam bom estabelecidos por els:

Considero agui as guaniidades matemalicas, nie formadas pela
v junglle de paries minimos, mnoas descriias por uwn  movimento
cont i nuo.,

As linhas descritas, e pertanto gerodas, nio por oposicio de
partes, mas pelo movimenis conitinuce de ponlos; as swuperflcies gelo
movimento de lirhas; of salidos pelo movimentieo de superficies; os
angulos pela rotagie de lados; o tempo por wuwn Flwew continue, €
asgim parqe as oulras., Estas geragdes Lém verdadeiraments lugar na
naturesa dos celsas € revelam-se todos g dios no movimenio dos
Lo pos™,

Antes de Mewton, dols meatematicos James Gregory (1863818782 «
Isaac Barrow (1830-186772 14 trabalhavam estz idéia também de forma
imprecisa. Tals conceltios 36 foram dados com malor precisio por

Augustiin Louis Cauchy (1788~18572 em 1820, alravées das nogdes



formais de fungéo, limite e integral. Com a definigio da integral
de Cauchy ¢ numerc de fungles que poderiam ser integravels iam além
das funcdes continuas.

O trabalhoe de Cauchy fol gesneralizade por Bsrnard Biemann
(1826~1888) alravés da definiglco de integral que conhscemos pelo
ey nome. Através desta . definiglo Riemann obtém uma condigio
necessiria e suficiente para as fungdes integriavels.

Mas, apesar do principic basice moderno gue envolve a
teoriade medidas jA estarem bem estabelecidos nas definigdes de
Cauchy @ Riemann seus objestives estavam bem longe de serem o de
estudar medidas propriamente ditas. A preocupagaoe de Cauchy era o
estude das propriedades das fungdes conlinuas ¢ KRiemann se

preoccupava em estudar a totalidade de fungdes gque possuiam a

proprisdade de ser integravels.

4. O MASCIMENTO DA TEORIA

Apesar de Lodos o8 esforgos dos gregos e dos trabalhos de
Mewion, Cauchy e Riemann a Teoria de Medidas somante Lomou
corps a partir das nogdes de conjunto mensuravel dadas por Peano
{18898~1 932> & generalizadas por Jordan.

Tais nogdes respondem de certla forma as questdes gue
snvolviam o problema de $e¢ determinar a drea de uma regiio plana
qualguer, pols apesar de tudo gque se Linha feito neste sentide
muitas dividas ainda sxistlam  como, por  exempl o, se todo
subconjuntoe do plano tinha, de fato, uma &Sros.

Fod através do estude dos objetos gque possusm  esta

propriedade interessante que levou Peano a considerar alge distinto



da integral. Apesar de Peano té-lo feito baseado nas idéias de
Newton @ Riemann sua defini¢lco de frea certamente seria o que os
gregos Leriam escolhido. Sua definig¢do fol dada da seguinte forma:
"Considere R O um  subconjunto do plano e divide a regiic
ruma guantidade finita de reténgulos contides inteiramente em R,

entic a 4rea total de todos estes retlngulos ¢ menor ou igual a
hdres A de R Cver figura @. Dai, segue

gque o maxime {ou supremo) destas

divisdes constituli uma subestimagico de

A, Tal wvalor foi denominpadoe conteldo
inferne denclado por aiCR)". Figura ®

Aral ogamente, Peano definig
contetds externo de R, denclade por
CQCRB, considerande a area total dos

retangulos que cobrem complelamente R.

Cver figura 10D

Desta forma, Lemos

clFEY 2 A= (RD
% e

Quando se Lem ciC Ry = c:wC Ry,
Peano Jdefine & 4rea de R como sendo Figura 10
#5te wvalor. E guando ciCRD 4 ce(RD. Peano considera que R nio

Lem &rea.

Se todo subconjunto do plano, tivesse conteddoe no sentido de
Peano & Jordan, o problema estava resolvido. Mas pode-se obter um
conjuntoe & tal quas%6$b < QQCA}.

Consideremos, por exXemplo, © guadrado A de &rea 1, retiremos

¢ conjunto dos pares ordenados racionais contidos neste quadrado



chamamos de E o conjunte destes pontos retirados.

Vemos que ANE possul contelde externoe igual a zero @ conteudo
interno igual a 1. O mesmo ocorre com ¢ conjunto £, pela definicio
de Peane e Jordan., Mas & intuitive pengsar gus um conjunto
enumerivel teria area ¢ esta seria O,

Além disso, mo&tra*se gque se dividirmos um relingule numa
guantidade enumerivel (mesmo infiniitad de retéingulos mencras entio
sua drea ¢ senpre a soma das areas dos retingulos monores. Assim,
E poderia ser dividido numa quantidade snumer&vel de pontés, GO
um ponto deveria ter Area zero, [E teria area O e ANE deveria ter
srea 1.

Este fato mostira uma falha na nogdo de drea de Peanc & Jordan
e leva 34 uma necessidade de estender tal definigic e isto fol
iniciado por Emile Borel, constituindo atualmenie uma definicio
bastante geral de medida e mais natural para se medir areas.

Tal extensao ugcou uma idéia importants gue erse de considerar
infinitas, porédm enumerivelis,divisdes da reglidco a0 invés de
finitas como faziam Peano e Jordan., A idéia fol desenvolvida dentro
de ume Lteoria matemélice prdpria por Henri Lebssgus.

Lebesgue definiu uma medida exterior m, anidloga ac contetdo
externse s6 que considerande infinitas divisbes da regilc. Esta
medida exberns Jde Labesgue constitula a nogiio intuitive de 4arwee.
Por ewemplo, oz conjuntos ANE e [ considerados antesriormenie
peasuiam medida externa 1 e O, respectivamente,

Masn a nogdo de medidea externa de Lebesgue ndo possibilitava

estabelecer a propriedade de que o todo ¢ igual a soma das partes (

a propriedade de ser enumeravelmente aditiva, como veremos no

10



capitule 12, Para isto, considerou uma nogio de medida interns m
gue nao € andloga a noglo de conteddos internoe de Peano e Jordan.
Dail, definiu oz conjuntos Lebesgue-mensurives que S80 o8 conjuntos
M isis que me{MD = nkcmz. Derste forma, o todo ora igusl a some des
partes para os conjuntos Lebssgue-mensurivels.

A nogio de medida de lLebesgue foi reformulada mais tarde por
Caratheodéry dande a nogédo de medida externa m para uma classe de
conjuntos abstrates (a o-&lgebrad e definindo um conjunto
mensuravel S atraves da igualdade:

D3 = mc (18 + mcD N %
para todo conjunto D na slasse considerada.

Através desta definigio, obleve uma medida sobre uma classe
de conjuntos gue possulam a propriedade de qgue a medida do todo era
igual a soma das medidas das partes., A pergunta gque surge
naturalmente ¢ se mﬁfﬁ&, quando % & mensurdvel, correspondia
realmente & noglo intultiva de sreos gue possuimoes., A& resposta € gue
esla & a nogic idsal para se obter Area apesar de sua forle dose de
abstragido., MNada fol encontrade qgue se prove o contréric ou gue
mostre alguma falha nas nogdes em relagiio & intuiclo, ©U seja, néo
s& sncontrou um conjunto mensurdvel cuja drea (come demanda nossa
intuligldo) seja oulra que ndc a de Lebesgue. Além disso, nic se
encontrou  um  conjunto nio-mensurdvel oue poderia possuir &sres
segundoe nossa intulgdo,

Desta forma, estd al a nogdo mals geral de medida de aresa e

gque obleve multas apllcagdes.

5. APLICACAO DA TEORIA

il



A nogBo de mensurabilidede dadas por Lebesgue e raformul ada
por Carathéodory possibilitou dar uma definicio de Integral mais
geral do que a Integral de Riemann, denominada Integral de
Lebesgue. Tal integral dependia exclusivamente da medida definidas
num espacgo itotalmente abstirato (o espago mensurivel) ao invés de,
simplespente, o espago euglideano -  ¢omo  para a Integral de
Riemann.

Entretanto, mais do que uma simples generalizagio da Integral
de Riemann a Integral de Lebesgus possibilitou a explicagio de
muil bos fatos Gie  ocorriam com a teoria de integracic. Por
exemplo, uma funcio limitada ¢ Rismann-integrivel se, e somente se,
& continua "quase-sempre”. Tal fatec ndo fazia sentido sem os
recursas da teoria de Lebesgue de integracio.

Mas, além de poder estabelecer resuliados importantes em
andlise, a nogdo de mensurabilidade de lLebesgus reformulada por
Caratheocddry teve aplicagieo numa teoria que fol originads no géculo
XVII através de problemas matemAticos que envolviam jogos: a teoria
de probabillidades.

Tal azmsunto, sistemablzado por Laplace por valta de 1800, néo
era considerade um ramé da matemdtica mas apenas uma disciplina
separada que fazia uso das ferramentas de analise matemdtica., Ela
sé; foi obler o seu luger de destague a partir de 1030 com A, N,
Kolmogoroff que fez destle assunte uma teoria tolalmente rigorosa
dentro da matematica.

A& sxiomstizegso da probabllidade fol basesds nas idéiss da
teoria de medidas considerando os eventos come sendo os copjuntos

mensuravels, & probabi i dade Come uma medida O as
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propriedades:

Cal A probabilidade do evente wvazio & O

(b2 A probabilidade do espago amostral todo ¢ ifgual a 1,

Ccd A propriedade da e-~aditividade, ou seja, a probabilidade
da unido de eventos nutuamente exclusives ¢ a soma das
probabllidades de cada evento.

Com tais axdomas pode-se dar 2 probaebilidade o seu lugar

dentro da matemdtica,

B, A% LIMITAQUES DA TEORIA

A medida de preobabilidade que constitul um importante
exempleo de medida classica fol, até certo ponto, uma aparato
matemético bem desenvolvido para lider com incertezas.

Mas a teoria de probabilidades & aplicével somente em tipos
mulito especiails de incertezas. Suas limitagdes foram cada vez mais
reconhecidas. Seré estudade nos prédmos capitulos os vérios tipos
de incertezas em que a teoria de probabilidade nadc é aplicavel de
forma satisfatdria.

Um dos conceitos {(dado por Zadeh em 18882 que abriu as portas
para este problema foi o de conjuntos fuzzy e sgera visto no
capitule 2 Tal concelto representa uma forma de incerteza
verificads pela dificuldade de ge definir bem ag fronledras de
um conjunte clissico . Este tipo de incerteza dada pelos conjuntos
“fuzzy" pode ser avallado através das medidas de “fuzziness”. J&
gque um conjunte “fuzzy” denota este Lipe de incertezs podemos
defini~lo come uma fTungio que determina o grau desta incerieza.

Tais medidas serdo analisadas no final do capitiulo 2,
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Exigie outro Lipo de incertess dadsa pels andlise de processon
de decisic gque pode ser medd do através de outro conceito de
medidas dade por Sugeno em 1974 em sua tese de doutorado. Tal
medida & denominada medida fuzzy » serd o cbjelc princlpsal deste
trabalho sendo abordado ne capitule 3.

Congidere, por exemplo, uma situacso em gque se guer avaliar
as condicdes de moradia de uma cidade. Devem ser considerados
wvhrios fatores simultaneamente: localizaghbe geografica, altitude,
clima, populagio, politica, #tc. A importidncia de cada um desses
fatores varia de pessos Para pessoa o partes de un determinado
fator podem ndc ser importantes. Medir em situagdes come ssta

envolven a subjelividade humana.

Outra situaglo gque envolve incerlezsa em termes de processo de
decisico & quando se pesquisa inteligdnoeia artificial em que o usoe
de fungdes probabilidade pars descrever julgamentos subjestivos leva
a resultados contraditdérios.

Desta forma, sufg& a necessidade de se falar em cutro tipo de
fungio (medida) que ndo seja necessariamente aditiva, pois tal
condicico é muito forte para o Lipe de fendmeno estudade , & é o que

Faremos neste trabalho.
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CAPITULO 1
TEORIA GERAL DE MEDIDAS

1. INTRODUCAO

0 objetivoe deste irabalbho & estudar as medidas que se
propoem avaliar certos conceitos que envolvem a subjelividade
humana. Mas se estamos proponde apresentar o subjetive (as medidas
subjellivas) nada mals coerente do gue comecar pelo gque se éonhece:
o obijetiveo (as medides objetivesd.

Vamos fazer aqul uma coletinea geral de alguns Lipos de
medidas mais conhecidos: a medida propriaments dita, a massa, a
medida exierna, a medida de Lebesgus, a medide de Hausdorff « a
madida de Eandon.

Muitas das proposigdes calocadas aqui ndo serio demonstradas
por seraem {fatos bem conhecidos, apenas <liaremom s fonte na gusl

se pode encontrar a demonsiracio.

2. MEDIDA

Modir um elementc ¢ apenas comparar com outro slemento fixado
{a unidade de medida2? Nio mpe parece exato isto ou, pelo menos, ndo
iremos multo longe se insistirmos eom pensar desta forma.

Digamos que seja melhor dizer gque medir um elsmenic €
associar a ele um ndmero real (ssja ele positivo ou negatived, Hada
mate natural istor uma asscociagio. Mas como se associas ume valor a
wste elemento? De que forma Cou wvarias formas 23 isto deve ocorrer?

Como devem ser ostas associagbes?

Chamaremos de Ltecoria geral de medidss 4s diversas respostas a
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wstas peorguntas. Comegarsmos defininde o que vamos medir, os

elementos que poderio ser medidos,

DEFINICAO 1 ~ Consideremos um conjunto X ndo vazio, uma familia de
subconjuntos de X, digamos ¥B, & dita ser uma o-dlgebra de
subconjunics de XA se as seguintes condigies 330 Satisfeitas:

Cot> K & ¥

{022 Se A ¢ ¥ entio o complemento (X N A2 ¢ B

(o3 e C&nl & uma sequéncia enumergvel de conjunios em £

o
entio a unidc i A e €.
fa2-a F4]

Ao par (X, €, consistindo do coniunto X e da o-8lgesbra ¥ de
subconjuntos de X, dé-se o nome de espago mensurdvel. Um conjunto
am ¥ meréd chamado de 3—-mmw§w?... Egte sspago mensurdavel possul
caertas propriedades importantes gue serio citadas na proposigéo

abaixo (para sua demonstragio ver (212,

PROPOSICAD 1 - Seja R um conjunio ndo vazio &  uma o-bdlgebra de
subtonjuntos de X, entio:
Cad D s €
by Sa C&n} & uma sequédncia snumerével de conjuntos em €,
entio
0
tbd Na <@
4 H=d v
Cbbj lim sup %h e ¥
(b2 liminf A& e ¥
-3 n

Ced S A, B e ¥ entia CA B « v

EXEMPLO 1 -~ A o-Algebra gerada por wna colegio de subconjuntos de
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Seja & uma coleglo ndo~vazia de subconjuntos de R, Existe uma
menor o-algebra de subconjuntos de A que contém #, e é dada pela
intersencioco de todas as co-flgebras conbendo & observande gque a
colecio de todos o©s subconjuntos de X & uma o-Slgebra de
subconjuntos de X contandq A e, além disso, a intersecgic de iLodas

as o-&lgebras contendo # ¢ uma o-flgebra de subconjuntos contsndo

A.

EXEMPLO 2 - 4 o~algebra de Borel.

Seja ¥ o conjunto R das n-uplas de nUmeros reais. Daremos o
nome de o-&lgebra de Borel de R” & eo-algebra 8 gerada por por todos
o8 conjuntos abertos de R e o8 conjuntos de 2B chamaremos de
conjuntes de Borel. Mais geralmente, podemos tomar of conjuntos
abertos de um espago métrico N

Agora dgue JjaA sabemos © gue yvamos medir (o conjuntos

E-mensuriveis), resta saber com ¢ e vamos medir, Existem varios

tipos de medidas, cada gual com Suas propriedades necessérias, mas
estudaremss agui os principais., Neste parbgrafo, consideraremos o
tipo mals geral possivel., Tal definigidc & sugerida pela idéia

intuitiva que Lemos de comprimento, area e volume,

DEFINICA0 2 - Seja € uma o-algebra de subconjuntes de um
conjunto arbitrario X, uma medida w em ¥ € uma fungdo real

que satisfaz as segulintes condigdes:

[

CMID W@ = O
CM22 A 2 O para todo & e 8

C(M3> Para toda segquéneia enumerdvel (& 3> disjunta de
™
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conjuntos em ¥, lLem-se:
o o
R&:yi i&?\:} ﬁh};s He An)
Dbgervacio:

Eventualmente, pode-se ter WA = o

A terna (R, 8, 10 constituida por um conjunto arbitrério ¥,
uma o-algebra B de subconjuntos de X e uma medida u em ¥, &
denominada um espago de medida. Algumas propriedades desta medida

serio colocadas a seguir (para suss demonstragdes ver (21D,

EXEMPLO 3 -~ SBeja X = N = {1,2,3,...2 & ® a v-Algebra de todos os

subconjuntos de N, Definamos i 8 »+ R da seguinte forma:

Namero de slementos de &, se A & finito
pHCAD =

+m, se B & infinito

Entéo, w & uma medida em N denominada medida de contagem em

EXEMPLO 4 ~ Seja X = R e 8 a o-aAlgebra de Borel, wveremos no

paradgrafc seguinte que existe uma medida X definida em ¥ que

coincide com o comprimente dos intsrvales fechados, isto &, se A &

um intervalo fechado ndo-vazico [a,b) entdco AJAY = (b ~ ad. Mais
n

geralmente, podemos considerar R = R e seus intervalos

n-dimensionals com HoUus vYOliumes.

PROPOSICAD 2 - Seja p uma medida definida numa o-flgebra ¥ de

gubconjuntos de um conjunto arbdirario ¥. Entids, temos
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Cad Se &, Be Te dA £IB . entio A £ (B
(b) Se A, B e € e B < 4o, entio plBVAY = plBI — uCAD
{ed Se (&nﬁ é uma sequéncia enumeravel crescente de conjuntos

wm B, entioc
yi;ﬁi.ib“) = '}wé'ogtb H {&ng

Cddy Ze CEL) & uma sequéncia enumeravel decrescente de

conjuntos em € e K !Bs) < 4m, @entio
one]
“Szgsisnb = %s%o& Me mn:}

Em ceriocs Ccagos, & interessante considerar fungbes
(sugerida pela nogdo deo carga elétrica’ que se comportam como
medidas, excelo no assumir somente valores positives.Uma tal fungaco
¢ denominada massa e ¢ definida come sendo uma fungdo real
estendida (R em 6 que satisfaz apenas as condigdes (MLD e CM32 da
definigio 2,

Corvémn ressal tarmnos gue, S M & UmGK Dass&, M DEo poede assumis
oE walores 4o @ -~ ac mesms Lempo., Pols, se existem A, B €« 2 tais
que WA = +o 2 B = ~® entic teremos:

MCAURD = plAD + plBd = 40 + (~ud ® tal expressic ndo iteria
significada.

A massa tem uma proprisdade importante estabelecida pelo
Teorema da decomposicgic de Jordan (Ver paginae 83 de [81) que diz
que uma massa om ¥ pode ser decomposta como a diferenga de duas
maedidas finitas.

3. A MEDIDA EXTERNA
No paragrafo anterior, vimos a nogéoe mals geral do conceito

de medir objstivaments. Tal nogdo fol oblida atravées da exigéncia
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de certas proprisdades o pode ser gerada por uma fungdo gue néo
seja necessariamente enumeravelmente aditiva. A partir desta fungio

denomi nada medide externa, poderemos construlr também uma o-algebra

chtendo assim um espage de medida.

DEFINICAO 3 - Sejam R um conjunto arbitrario e PR o conjunto das
partes de K .Diremcs que uma fungiic real estendida o & uma medido
externa se satisfaz as seguintes condigdes:
CMELDY «CAY 2 0, para todo A € XX
CMEED olA) 5 (B se A & B s R
o m

(ME® o«LUAD> = L, &>, para tods sequéncia enumerével
nEL N = L2

de conjuntos C&nb em POAD,

EXEMPLO 8 ~ Consideremos os intervalos fechados n-dimensionais 1 “

€ (x,...,x) € rR"; a € x £ b, ist,...n > contidos em " e
[
SRUE VOl umes vCInl! =ng1Cbi*-a£). Definames uma fungioc #, s PE s K,
Y
tal que para cada < &, ;uti{IE.'} = infkgﬁvCIiD onde o Iinfimo &

Ltomadeo sobre todas as coberiuras enumeriveds do conjunto E feita
por intervalos I:. Tal fungdo £ uma medida exberns, denominada

medida externa de Lebesgue (ou medida exierior),

Obseruacie:
Esta noglic fol dada por Henri lLebesgue antes de se falar em
medida externa. Caratheoddry definiu mais tarde medida exierna

visande generalizar a nogico de medida externa de lLebesgue.

EXEMPLO 6 ~ (Vitalid
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Este exemplo responde negativamente & seguinie pergunta:

“B verdade gue, para dois subconjuntos qualsquer A, B de X
tem~se ofA) + ofB> = ol U B, onde a & uma medida externa?

Segue—se o exemplo:

Consideremos sobre R a relagio de equivaléncia:

KXY o (X ¥ & Qn{ccnjunto dos numeros racionaisy

Paelo postulado de Jermelo, existe um conjunto & £ 0,11 tal
que

£i2 a, » a, coma,a € A e ac-a, & Q.

Citd Para tode r ¢ R, B a s A tal gue r-a ¢ @,

Consideremos a familiza enumerivel de conjuntos {&q}, qadl,

jgi<i onde Aq = {atq” a € &,

Temos U A €i-1,21 o U & 210,11,
ae@ ¢ aeh *
Portanto, se Hy & a medida externa de lLebesgue sobre R temos

pela condigio (ME3D

MCE0,110 = 4 S F uCA D uma vezr gue se Ltem ulA D = oA,
L q@@t q |3 q 1

Da desigualdade acima segus gque ,uLC&) > 0. Exigtira,
portanto, um nGmero inteiro n tal gue n.yLCﬁg\) > 3

Se a aditividade valesse para todos os conjuntos ﬂsq &, por
congeguinte, um nimero finito {(observemos que ©s conjuntos A}q &0

digjuntos dols 3 doisd, tLeriamos:

CI-1,810 = 3280 A D = nuCA) > 3 o que & um absurdo.
i q@@lﬂ ] 1

Abravés da medida externa o @ constroem—-se o conjuntos

mensuravel s,
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DEFIMICAD 4 -~ Seja o« uma medida externa definida nas partes POXD
de um conjunto arbitrario X. Diremos que um subconjurxto. E de X &
a-mensurivel ou mensurdvel segundo Carathdéodory se:
aChY = oA MED + oKl N ED para todo A & R
Se £ & um conjunto o-mensurivel, diremos gue ofE) & a
a-medida de E. Obtemos com esta definigic as seguintes propriedades

gque caracterizam um espago de medida, conforme a definigio 8.

PROPOSICAC 3 ~ Seja o uma medida externsa definida no ccmjﬁnto das
partes de um conjunto arbitrério X. Entdo:

i3 A fTamiliia dos subconjuntos o-mensuraveis de 2 & uma
o~&lgebra de subconjuntos de XK.

£id2 A modi da wott er rum o restrita RO cenjuntos
s-mensuravels ¢ uma medida.

Para sua demonstragio ver pagina 184 de (843,

EXENPLGO 7 — A o-Algebro de Borel

Todo conjunto de Borel @ ,u;mensuraval onde H, ¢ a medida
externa de Lebssgue. Com esta o~adlgebrs ¢ 3 medida externa de
Lebosgue temos pela proposigio I que cr”, =B, ,ul) ¢ um espago de

medida = 1, & denominada medida de Lebgsgue,

Ubgoruacio: A medida de Lebosgue constitui uma generalizagio
natural das nogdes elementares de comprimento de um segmento, area
de um retingule @ vyolume de um parslelsplpedo. Esta nogio de
medida serviu para a2 consirugdo de uma integral mais geral do que a

Integral de Riemann estudada em cursoes introdutdrios de Anilise,
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Tanio Lebesgus quanto Riesmann estavam mails interessados em
integragic do que om medida € parece que Lebesgue construiu sua

medida original com o principal objetivo de estender a definigdo de

integral.

4. A MEDIDA DE HAUSDORFF

Quande consideramos & medida de Lebesgue vemos gue Se
medirmos, por exemplo, um intervalo em {R’z Ltaremos tal medida igual
a zero, pois oz abertos de R? sio reunilic de holas tals q;ze sSuss
medi das tenderdc a zero Jquande cobrirmes o intervalo,. Isto occorre
sempre que considerarmos a medida de Lebesgue em R” e tentarmos
medir conjuntos de dimensido inferior a n. A medida de Hausdorfjf que
sersd definida akaiwxo, permite que Se mega conjuntos de dimensdo
distinta a4 do conjunito onde estic mergulhados . Tal medida &

utilizada, por exemplo, para definir o perimeiro de um conjunio.

DEFINICAO 8 ~ Seja M um espage mélrico e F £ M., Coensideremos,
para todo o > O, 3’p = {F &« ¥ diam{lF3 < o> & ap = a!‘?"o cnde o & uma
medide exteorna om PIHD. Seja ﬁp = supd £ 1 7 & uma medida sxilerna
sobre UF , F e ¥ ¢ XF2 & aPC{FD para Ltodo F € # 3. Denotemos por

H a medida externa sup 3
o oo F

Diremos cue HaCD:'} ¢ uma medida de Hausdorff k-dimensional se

allF> = Cdiam iFDk, onde k > O & um nimers real.

Ohservogbes:

a3 Se M = R escrevemos H: para a medida de Hausdorf! sobre

R” gerada por ofF> = Cdiam%}“:)k,
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o> B OCR™ = 0, para Lodo & > O,
faid N

Ced Para k < O, HQCX; = o @ HQ{&} = cardinalidade de X%,

EXEHPLO 8 - Sebemcs ogue a medida de Lebesgue do conjunios de Janbor
K & 0. Se tomarmos k = lmgaa, teremos 2 medida de Hausdorfl }{;(E}(}

= 1.

Oz seguintes resultados sdo importantes sobre medida de

Hausdorff, Para sua digscussio ver pagina 8 de (4],
PROPOST CAO 4 - Hi & proporcional & medida de Lebesgue.

PROPOSICAD 8 - Be k & N, O ¢ kX < n e ¥ & ums varisdade
k~dimensional ., entio H:(WD coincide com a medida cléssica

¥ -dimensional de W,

AFLICAQOES DA MEDIDA DE HAUSDORFF

A DIMENSAQ DE HALSDORFF

DEFINIGCAD B ~ Seja X £ R”, a dimensbc de MNousdorff de R é& o numerc
real definide por:

dim R = inf k = gup k
ca:cmamoa CH CRD =+ad

EXEMPLO @ - Pela proposicgio 9, temos que se X = ¥V ¢ uma variedade

k~dimensional de R” entdo H:(W} = med ¥V ¢ que implica que dim ¥ = k
{H>
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EXEMPLO 10 - A dimensie de Hausdorff ndoe ¢ necessarismente um
nGmero inteiro,. Temos, por sxemplo, o conjuntes de Cantor K

dim CKY = log @
CHD @

O PERIMETRO DE UM CONJUNTO

Através da nogio de medida de Hausdorff podemos dar uma
definicio de perimetre de um conjunto. Para isso, consideremos
g R aberto, com 40 (fronteira de 0 suficientemente regular para
gque valha ¢ Teorema de Green:
j" div Pt bk o= J‘ ©. Yo d!«inw* . para Loda ¢ € {C:CERﬁD]" onde el
# o vetor normal exierior.

Hotemos gue

£ oo
= H ’ = [

H C&D = sup < J woo. woo aH i & [CARDY, {poo] 1, ¥ 0

E dai.
H o = sup £ [ div puo dx 2 p € ICRDIT lpw| 1, ¥ 0
3% o ' g

A ;ﬁartir desta lgualdade, a seguinie definigio de perimetro &

sugesil va:

DEFIMICAO 7 -~ Se E & KW & um conjunte mensurével, chamaremos de
perinetro de £ o valor (Lalvez +ad dado por
PLED = sup < f div gtwy dx ; @ € EC:an}}n, lpontl £ £, ¥ x>

Se F satisfaz as hipdteses de regularidade do Teorema de

Greon, Lemnos

PCED = H 1(3{)). isto &, se Hh iCﬂQD < 4o wntido POED < 4.
_— -

5. OQUTROS TIPOSE DE MEDIDAS

Aldm das medidas gue foram definidas antericrmente existem
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outras gue sio definidas para determinados obistivos., Veja, por
exenplo, gus a medida externa de lLebesgue sm R foi definida a
partir do comprimento de um intervaleo . Tal nogido pode ser
generalizada considerando uma fungéio § finits » mondtona orescente
tal gque para cada intervalo semi-aberto da forma Ca,b) ten-se uma
medida externa definida por
AMCa,bid = }xfCCa,bi) = fOb) - flad

w denominada medida de Lebesgus~Slielljes.

Uma outra medida gque é definida em espagos métri%os £ a
medide de Radon gue $& uma {unglio !30(043 e [ Q4] gue seja

numeravelmente aditiva, onde M & um espago métrico e QOCEHD = {B <M

: B & um conjunto de Borel e B & compactoy
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CAPITULO 2
CONJUNTOS FUZZY

1. INTRODUCAO

A nogdo de canjuntalfuzzy fol dada por Zadeh em 19688 [28]
com o objetivo de definir conjuntos que nio possuem bordos
(fronteiras) bem definidos.

Considere, por exemplo, © conjunto (cléssicod doa' nlimeros
inteliros., £ claro que o nimerce 2 perience efetivamentie a ezte
conjunto & & Sbvic tambdm que 0,8 ndoc perience, Como se v&, nos
onjuntos classices (o0s gue usualmente conhecemos) a relagio de
pertinéncia elemento-conjunte ocorre de mode dual, ou seja, dado um
conjunto & & um elemento x dizemos que X € & ou entdo gque x « &,
Porém, existem casoes em que esta relacidc dual nidc & precisa, isto
%, nio sabomos dizer s® um elemento perience (efelivamentied a um
determinado conjuntoe ou nao. |

Dbgerve, por exemplo, o conjunte F dos ndmeros inteiros que
SEC peguenos, ou 5eia,

F={dxed: xé&paguenoc »

Pergunta: O ndmerc 3 e o nimerc £8 pertencem a F?

A resposta a esta pergunta ¢ incerta pois nio sabemos até que
ponto podemos dizer objetivamente que um nGmero inteiro & peguenc
ou néde. Por ocutro lade, podemos associar ao nimero 3 € ao numero 25
graus de pertinéncia compativels com o conceilo dade pelo conjunte
F. Por exemplo, ao invéds de dizermos F e F o 28 ¢ F associamos a 2

e 25 os respectivos graus de pertinéncia 0.9 & 0.2 gque representam,
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subjetivamente, os graus de pertindncia de 3 & 28 ao conjunto
F.

Anflogo ao conjunto F, podemos imaginar uma infinidade de
conceitos que possuen a caracteristica de ndo sslarem bem definidas
a#m zuas fronteiras. For exenplo, o conjunto dos homens altos, o
diagnédstico médico de um paciente, bactérias em relagdc a
claseificagio apimal -vegelal, oto.

Desta Fforma, surge a noglo de conjunic fupsy qgue representa

wr tipo de incerteza que envolve a subjeldvidade humana.

2 CONJUNTOS FUZzy

Por conceito fuzzy entenderemoes como sendo gualguer conceliio
gque nao possua bordos ou fronteiras bem definides. Por sxemple, o

conceito dado por alto. jovem, pequens, sto.

DEFINIGAOD 1 -~ Dade um conjunto universe U ({cléssicod, wum
subconjunte fumey de U é definido como sendo o par (F, pmj onde F
& um conceiito fuzzy e - ¢ uma fungio real de U em [0,1]) tal quse

yyCu} expresns © grau de pertindnoia de U ae conceilo rotulade

fuzzy F. Chamaremos He de fungio-periinéneia.

Dhservagbhes:

Cad Dado um conceito fuzzy . diremos também o conjfunic fusey
{aoc invés de suboconjuniod sugcndé, & priori, o conjunto universo U
& denctarencs sinplesmente por F.

(b Se (=0 ou plw=l para cada u € U entéc F e

claramente um subconjunio clissico de {4
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el ,uIFCu) 2wl gignifice gus u nEoc ¢ deflinitivamente um elemento
de F o pﬂ;.( W=l significa gque U & definitivamente um elementode F.

() e um modo geral, o contradominio de Hp pode ser tomado
come sendo um reticulade L Ceenjuntos L-fuzzyd. Para nossos
propésitos ¢ conveniente ¢ suficiente considerar o intervale (0,11,

Convencionalmente, guando A # um subconjunto finito de U
Leléssicad cujos elsmentos sao & 2B 1 s R 5 BXPrORSATES A por:

& = L R R ¥

Para os nossos objetivos, eniretanio, seri mais conveniente

expressar & como:

B =a +a + ... + a
4 2 n
obhgervande que para bLodo 4 = 1,8,....,0 & J =1,28,...,n tem-se:
& +a = oa +a @ a +ta T oa

L 1 3 u ¥ % N

Eztendendn esta nolagido para subconjuntos fuzzy (finitos) de

4, Lemos:
i}‘myi.uiﬂﬁpz.uz-b“. al TR
ou, sqgquivalentenenie.
F = HoAu, s L pooa
onde Boo= yﬁ_.ﬂug?, i = 1,28,....n o U L, Cuands M, = Gy

omitiremeos a parcela i -u da expressio acinma,
% L

EXEMPLO & -~ Seja U o conjunto dos nimeros naturais ¢ o conceito

fuzzy em U “aproximadamente igusl a 10" dado por:
F = 0,17 + 0,978 + 0,88 + 1,010 + 0,811 + ¢,8.182 + 0,113

significando gue: €,1 & o grau de perlinéncia do ndmere 7 aoc

=9



conjunte “apreximadamente igual a 107, stc.
Observemnos que quando o nmumesroe natural néde aparece na

expressio significa que possul grau de pesriinéneia igual a zero.

Graficamente, Lemos:

e
)
F

1 *

a8 * L]

o5 - ]

2 14~ * L
gy W i H £ } + ! ) 4 .,.,,,._'__.....M..__Q_.”.,’w_ﬁ.@.mym*.mw’___&_._,w
T ¥ x4 = L ov & 2 W M 32 B 4 m K 7 18 18 2w U

EXEMPLO 2 - O exemplo 1 pode ser dado de forma similar estendendo o

conjunte universo U e sua fungido-pertinéncia. De fato, considere W

o conjunte dos nimeros reails e o conceilo fuzzy do exemplo 2 mas

puja fungio-pertinéncia & dada por:

1

MLl =
F 1+ Cu-ion®
28

Observe que o Unico elemento que pertence efelivamente a v &

o numero 10 e ndo existe elementlo algum gque ndo pertenga

efetivamente a F. De fato veis o grafico:

myﬁﬁg

f=

@H

g et

|
L e BT oo s s s e e+ e e
4

o 10 5
EXEMPLO 3 -~ Seja U o conjunte dos ndmerocs reais e o conceito fuzzy

“muito maior do que 1" em U dado pela fungio-pertindncia:

O se gy < 1

9 _
¥ u ~- 1 se y > 1
E W

30



Graficamenta, bLemos:

M)

R a il

EX

EXEMPLO 4 ~ Em muitos casos € conveniente expressar &
fungio~pertinéncia de um subconjunic fuzzy de R em termos de uma
fungio—-padrio cujos parametros poden ser ajustados A
fungio-pertindneia de modoe aprepriado (de ascordo com o gosto do

fregués)., Consideremos, por exemplo, a seguinie fungio-padrio:

G 2 ser u < oo
. " 2, [{u—ol Lyp—ad ] se o % usp
Sup e fBayd i - a.fﬁuﬂy)ny*a}Ea s 5 u sy

i SH 0 = ¥

A fungio~pertinéncia & dada por:
Sy p-fp, FLpsad, 2 s u Sy
ﬂg{uﬁ =

i~ Sy, pHCH520, p+fD Re U 2 3

fiwadeos, a pricri,. o8 valores de o, 7 e ¥ de acordoe com o conceito

fuzzy estabelecido.

Esta fungdo—pertindncia & comumente usada para definir
conceltos fuzzy que envolvem certos Lipos padries: “idade™, "alto”,
“velhos', etoc.

Veja os graficos:

&rw, Vo
: A% )

a4 1

—

-
W {m I E.{ 2l % 7\\

i

W
—



Para um subconjunte fuzzy arbitrario F de U zostuma-se
expressai-lo na forma de uma integral:

F o= jé HpCw ru

EXEMPLO 5 - Seja U o conjunito dos nimeros reals estritamentie
positivos e © concelito fuzzy em U "muito maior do gue zero™ dade
Do

F = I 1 o+ w ity
%

Vé-se, por exemplo, gque 1 tem grau de pertinéncia 0,8 a vsle
conjunto enguanto que 1000 tem grau 0,886.,. ¢ 0,001 tem grau
0, 0000008, Nota-se gue nenhum sliemento de U peritence (ou nicl
efgtivamente a F., O gré&fico abaixe explicita ests fato de forma

claras

3. OPERACOES COM CONJUNTOS FUZZY

Definiremos operagédes envelvendo conjuntos fuzey gue sio
extenstes dbvias das definigbes correspondentes a conjuntos
classicos. Daremos também os diagramas de Venn estendidos gquando @

# um subuoniunto fuzzy de [R.
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DEFINIGAO 2 -~ Sejam F e € subconjuntos fuzzy de um conjunio
undvergse U com o mesmo concelte fuzzy., Definiremos as seguintes
operacdes com conjuntos fuzzy {andlogas a dos conjuntos classicosd:

{01l Diremos gue F = G (F & igusl o 460 se, » zomente s,

M Cud = @, ¥Yuel

Cod Diremos que F € & ¢ F esta contido em G0 se, & somente

B,

Cul, ¥Yaua U

Cud % Me

e
(o33 A unido de F » §. denctada por U, & dada por:

“ﬁru&;“ u) = zg {“I}"{ uk, ,uq;i u)}

(04> A intersecgico de F e &, denctada por Frid:, ¢ dada por:

ﬁﬁrmﬁu) = izé; {iuiriu}, ;u@{u)}

(ol O complemento F de F ¢ definido pela fungico—pertingncia

slud = 1 - s

HiE Mg

CoBl) O produlo cartesiane dos subconjuntos fuzzy F o 6 de U e

¥, respectivamente, & dado por:

y{},x@( 1, VD = f;Zé; {yﬂ__c ud, ;AG( vi)}
vl

Co7) O conjunte vazieo € definido pela fungic-pertindncia

nguﬁ =0, Yuel

(ol O conjunis wuniverse U terd como funglo-pertindncia

=

Hg € U =31, YueW



Obgervagbes:

(a2 A escolha de supremo e infimoc para operadores de uniéo e
irntersecgio & justificada por Bellman e Glertz (em On the analytic
Fformalism af the L heory of Fusey sets~Inform. ~Sci. .,
Vol. 5, ppl49-15860, através da unicidade destes opsradores quando ze
exigenm certas condigles bisicas Cver [14]D,

(B2 & justificativa para & @escolha do complemento ¢ mais
Aiffcil. Alnda asszim pode-se obter ests defliniglo alravés da
exigéncla de certas condigédes (ver (1432, |

L2 Diagramas de Venn sgiendidos.

Quando U £ R podemos visuallzar graficamente as definicées

acima. Considere os subconjuntos fuzzy de U com ©s seguinte

graficom:

—

A intereseccgio, unido & complementc podem ser represeniadas

graficamente da seguinte forms, conforme definigio:

Un fate interessante dque oCorre com as definigdes acima &
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Gue,

além de ter como case particular

ag definigdes olamsicas,

muitas das propriedades das operagdes cliassicas sio preservadas.

PROPOSIGAOG 1

As operaghes de uniio,

interseccio & complemento

acima gozam das seguinies propriedades:

cdelinidas
iz F w
Ciid F nm
Ciddn # w
Civd F n
Cv2 F ou
Lvid F n
Cwviid F o
Cwviddd F N
Cixd F onm
(w2 F U
Cxio ¥ ©
Cxilid F ow

Cmiidl

L= G U
G o= G N
6w M2
(6 BD
F = F
F o=

(G n H
Cfou HD
& = 0
U=y
@& = F
Y= W

id

iF

[

i

it

i

CF w6

CF m 62

CF w &

CfF o 4D

Asx lels de Morgan:

Demonstiraglo:

Demonstrarenos apenas as propriedades (13,

as demais

seguen

de

f'orma

u M
m

m CF w B2

wEClF mn H»

(FrG =sF ué
(F UG =Fné

propriedades de miximo ¢ minimo:

Cid e ™ A {yy, P@}

anil oga

= i {y@,

£ii0 & (1112 pois

aplicando direstamente as

Hp> = Her



Ciil He ™ mi {;xg_.? ,u@} = pin -::;,;@, ygw} = M
Ciiil Fau Boey ™ mAX {y&, ”@uﬁ} = maAx {ygg MmAX {yﬁ, ﬁ@}} =

= omax Lomhix Cpg. Bpde p@ed B omAx g me Hed S Heaogme e

4. RELAGOES FUZZY

O conceito de relagic (que constitul uma generaliéagﬁo de
fungic) possui uma extensio nalural para conjuntoes fuzzy que
desempenha um papel imporiante nesta teoria e suyas aplicagdes tal
como ocorre no casc de conjunlos ordinarios. As relagbes fuzzy

ocorrem guandoe as interagdes enire elementos sdo mals ou menos

fories.

DEFINIQAD 3 -~ Dejam ﬁ}“, !1}2,,,., ﬁ}ﬁ conjuntos universos, Una

n-relagho fuzay R (ou, simplesmente, relagao B em Qlixﬁjzx(..xi}.} &
ksl

um conjunto fuzzy definide em ngng..,ﬁv.

e

Nolagiao:

— » ¥ e v o § j L BC I I
R ‘[ pRC 1.:1[L uz uﬁ:’ Cuﬁ,u3 _53“2)
B ok, =2
H 3]

wndae M $ a funglo~periinéncia de R.
EXEMPLO 8 ~ Conmideremcs o conjuntos universo ﬂ.Jim m <o R sz =

§R+“x L2 e a relagio fuzzy "muito malor gue’ enire og elementos de

Wi & wz com a fungio-pertinéncia dada por:
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¥ s&E u S u

1 2
= - < <
yRCui,uz) min{s, w ua:/Q, uz} se u = u % ic. u
0 s@ u 2 10.u
4 2

R & uma relagdo bindria em tuix@uz. Por exemplo, dizemos gque
8,45 tem grau de pertindnecia O.44 com & relagio R. O par (2,30 tem
grau de partinéncia O, ou meja, 3 ndo est& om relagldo fuzzy com 3.
O par (B0,2) tem grau de peritindncia 1, ou seja, B0 esta

@fetivamente om relagic fuszy com 2.

EXEMPLO 7 ~ Sejam os conjuntos U}i:—' 51}2 = B & a relagido fuzzy “ests

proxime de’ cuja fungio-periindncia ¢ dada por:

R = I PR E“s"”zixf(ua,uz}

&2

onde k & un ndmero real positivo escolhido a pricori. Hote que se u

(ué,uzﬁ = 1, ou se,ja,ui‘ gsts efelivamente em

= uz tem-se “R

relacio fuzzy com u,.

EXEMPLO 8 ~ Considere Q)i= BJE = 1 4+ 2 + 323 + 4 e R a relaglo

"multo maior que” dada pela matriz:
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no qual o slemento (1,312 di& o© wvalor de ygtui,uji}. Esta € una
relagio fuzzy onde os conjuntos universo sio finitos.

O conjuntos fuzzy sdc um exemplo trivial de relagbes fuzzy.
No paragrafo seguinte veremcs um tLipe especial de relagio fuzzy que
sers bastante importante para a construgio de medidas de

possibilidade gque veremos no capitule 4,

8. RESTRICUOES FUZZY
Consideremos U = QJS;;* . ,.xth um conjunto universo. Sejam X uma

vari&vel periencente a um determinade conjunto (nio necessariamente

8, ALXD = {AaCXB,,,, ,ﬁs“(}m} pe n-atributos de X gue Lomam valores

em U. A um elementc genédrico de U denctaremos par u = Cui,, R A I I
™

de tal forme gue AMXE = u significard gque aos n-atributo da

varidvel X esta dado o valor u e U,

EXEMPLO 8 ~ Consideremos a proposigide "Fernanda & alia®.
Meste caso, a varifvel X é Fernanda e seu atribute & apenas

um: & altura. O conjunto universo U pode ser dado por U = [0,3) e

ACKD & a alturas de X pertencente a U

EXENMPLO 10 - Consideremos a proposigico O terrenc é grande”™,

A varidvel X ¢ terreno, seus atributeos para designer o
concelito grande podem ser dados pela largura e comprimenio do
terreng. Neste caso, podemos colocar U = €0,1001x(0,100]1 =«

Aiixj = Qomprimento de X

ARC}(} = Largura de X
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Dbsseruacio:
Exigten casos onde AN = ¥, De fate, conmideremos a
proposicic "X & um numero natural'pequeno". Agui, ACXD & o préprio

i gque toma valores oem N

DEFIMICAD 4 -~ Seja R uma relagdo fuzzy em U = Q&m_.xQ%que esta
caracterizada por uma fungio-periindmcis Mgy Consideremos X uma
variivel pertencente a um determinade conjunto (ndo necesssariamente
840 e ACXD sey n-atributo gque toma valores em U, Se diz QUE.R & uma
restrigiec fumey asgociada a ALXD = IA;ZX),. . ,Aﬂ()i.’)], se B atus
come uma restricic sobre os valores que pcdém ser dados aos

n-atributos de X.

Esta definigdio deve ser entendida no seguinte sentido: O
valo u = Cth,...,unD e U = Qﬁm.,an dado aocs n-atributo A(XD =
{ﬁ‘C}C) O AnCXZ)} da wvaridvel X lteom s forma ACHD = u: ;.JRQUD y  onde
yRCu3 & interpretado como o grau para o gqual a restrigdo
representada por R se zatisfaz quando fornecemos o valor u € U aos

matribute ACAD da varidvel X.

Obseruagies:

Lad Denctaremos por RELACNDII uma rssiricic fuzzy associada
com o n-atributo ACED da varidvel X.

(b} Para expressar dgue R desempenha ¢ papel de uma resirigio
fuzzy associada a ACXD, escreveremos REIALKI] = R denominacda
eguacio de relagho de valeres resiritos,

{2 A equagdo REIACKD = R é assim denominada porque representa
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a igualdade de uma relagio fuzzy R com 2 restriglo fuzzy REIACXD

associada & ACKD.

Para ilustrar o conselito de restrigis fuzzy consideremos uma
proposicie da forma 4 é R” onde X pertence a wum determinado
conjunto e R & 0 conceito fuzzy dado pela relacic fuzzy R em U. Por
exanpl o,

¥ & um nGmero pecusno'
0 terrenco & grande”
“Maria & multo inteligente”
“A casa & bonita"

A Lradugic da proposigidc "X & R pode ser expressa através da
sguacico de relagho dos wvalores resiritos como REIACKDI = R, onde
ACXD repressnita os n-atributos (da varidvel X) que tomam valores em
Y. Esta equacio significa que a proposigio "X & R tem o efeitc de

farnecer & relagio fuzey R uma restrigio fuzpy sobre o8 valores de

ACXYD.

ALravés dos exemplos abaixo, esta nogldo ficard mais clara:
FEEMPLO 11 -~ Consideremos a seguinte proposigice "X & um nmimero
pequenc” . O conceito “pegueno” 6 fuzzy, portante pode  ser

representade por um conjunte fuzzy F do conjunto universco R

2
-®

carascterizade por wuna fungic de pertinéncia y§€x3 LI - Mot.emos

que Lemos agul:

E

V=R
X & um nimero

ACKD = X
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R

F = subconjunto fuzzy de U

Graficamente, Loamnos:
¢ fx)
}4‘}: .

R 1 S o e e e o TSI
<

Assim , a bLraduglo da proposigico "4 € um ndmero pegusnoe” pode
ser expressa alravés da squagico de relagio dose valores restriios:

RE[ACKIY = RECXD = F, isto &, Rlivalor(Xd] = pegqueno.

Interprelagio:
= : - w -4
Seia x=1, entio ygti} #$emnme13 e, gue interpretamos

da seguinte manelra: O gray de pertindncia de »=1l no conjunto fuzzy

4

“pequenc” ¢ € & =0,37, ou seja, .37 & o grau de compatibilidade

de 1 com o conceite rotulade “pequenc™,

Em Lermos gerals, dado gque ¥ ¢ um ndmero peguens, o grau 0,37
representa uma "possibilidade® que X tem de assumir o valor 1,

Se quizermos x=0 teremos grau 1, ou seja. existe uma grande
possibilidade gue »x assuma o wvalor O dadoe gque x & um ndmero

PEUSnc.

EXEMPLO 12 ~ Consideremos a proposigio Y"Iodo e Jogsédé sdo
aprosimadamente iguais em aliura®, onde “aproxdmadamente iguais™ &

uma relagdc fuzzy (binaria) R dada pelc guadro abalxo:

x N 2 B 41,70 11,78 ] 1,77 | 1,80 | 1.82.].1.65
1,70 1 0,8 0,8 0,2 o o

¥ I i ] f {

MNICAMP
41 BIBLICT EOA CENTRAL




i,?g E Opg 1 0,@ 0)'? 0’3 0
1,77 o | o 1 0,8 | 0,7 | o
1,80 § 0,2 0,7 0,8 1 .8 | 6.8
1,2 | o 0,3 | 0,7 0.0 1 | 0.0
1.88 E G 0 0O G.8 Q.8 i

Assim, podemos traduzir a restrigio fuzzy da seguinte forma :
Dade que Jolo e Jogé sioc aproximadamentie iguals em altura, se a
slitura de Jodoc & 1.78 e altura de José & 1,77 entic o grau de
compatibilidade & 0,8, cu visto de outra forma, a possibilidade que
Jodo & Josg itenham, respectivamente, 1.78 & 1,77 de altura & 0.8

dado que Joido e José sio aproximadamenie lguais em altura.

6. MEDIDAS DE FUZZINESS

Ja que um subconjunto fuzzy F de wn conjunto universe U 2
caractgriﬁada basicamente pela sua “confusdo™ em relagio aocs
@l ementos de U (dada pelo grau de pertindncia a F2, nada mais
natural do que considerar todoes os subconjuntos fuzzy F de U Cou
seja, todas as fungdes £: U > [(,1]) associadas a um conceito fuzzy
F2 e dal tentar medir gual é o menvs confusce destes.

Esta medida & interesszante do pontoc de wvista de que {sremos
uma idéia global de tLodos os subconjuntos fuzzy a respeito de sua
"oconfusdo®,

Mas medir “graus de confusio” &, de certo modo, também
confuso & depende de come se guer avaliar sste grau, Existem varias
formas de medi-las Cas medidas de fuzziness), mas daremos a@ui TR

definig¢do proposta por De Luca e Termini {81,
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DEFIMICAO 4 - Seja U um conjunto universo e P (U2 a classe de todos

os subconjuntos fuzzy de WU, Uma medida de fusziness

é uma funcio
gd: BCUD »s [O,40) satisfazendo as condigdes:

{F1Y HFDY = O s, & sonentie S,

F & um subconjiunte clissicoe
de XK.

CEED LD & maximoe s, ¢ momente =e, yytu) = 0,8, ¥ aell

CFE2 d(?ﬂj % EFD) onde EFﬁ ¢ uma versic “sharpened” de F, isto
&,

pymiuB =

yyiu) Be ywiu} % 0,8
gymiub =

= y$£u3 s ywiuﬁ = 0,8
CF4D aCFY = dtfy

Dbservagbes:

Cad & condigio (Fl12 exige gue o conjunio classico tenha

medida de fuzziness iguasl a zero (& gue @le nldo possul

confusic
al guma,

Esta condigio & dUnica para todos os Lipos de medidas de
fuzziness definidos.

Ch> A condiglo (F2) ¢ natural pois se o conjunto fuzzy F &

dado por ;.fi}:,Cua = 0,8, ¥ uell, entlo significa, sob um certo ponto

de vista, gque ele & bastante “confuze”. Desta formsa,

nada mais
exato do que exigir d mixdime para estes conjunios,

el A versio Ysharpened® P de um conjunto fuzzy F & definida
para se Ler

un conjunto que € menos confuso do que F. Existenm
cubras formes de se defindir

“sharpened” mas a condigiio (FID

deove
sempre ser exigida para medidas de "fuzziness™.

{2 A condicgBo (F42 exige que F deve ser tioc confuso guanio
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sau conplemnento F. Conforme fol observade na segico 3, a definigio
de complemento pode ser dada de oulras maneiras. Assim, a medids de
fuzziness fica condicionada a0 que se tem comoe definigic de

compl emento. Ho nosse caso é dade na seglic 3,

Quando o conjunto W & finite, Loo (19777 propds uma

Pérmula matemdtica geral para d:

el

alF2 = F ck.fi{gﬁz?(uin]
i=1
onde:
L]
¢, € i
ft & uma fungido real tal gue fiCOD = fk(iﬁ =
ffiu) z fLC1~u:3, ¥ ue )
f%, & estritamente crescente
em [O,1-31
F & uma funglo crescente positiva
PROPOSICAD 2 « A fungic d definida aclime satisfaz as condigdes
CF1-Fd43.

Demons tragbo:
A condigio CFL2 & trivial pois se F ¢ classico, pFQQD = 1 e
“WC“} = 0, logo 4FD = O,
Como fi é estritamente crescente em [0,1-2]1 ¢ F 4 crescente,

& Sbhvio gque d & maxime enm F tal que y$Cu3 = 1728, ¥ u e U, Logs,

valw CF20.
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Boja, agora, FY uma versio *sharpened” de F, isto &,

yﬁ.t:{u) = ;uEFCuZ? s pﬁ.ﬁu:) = 142
ppoCWZ g Cud se W 2 12
Como £ 6 estritamente crescents em [0,1.2]7,
LN

em qualguer caso
Lemos

L
f‘i’ [yﬁfmc u,‘)] s f {F’[}r{ W 3} »  C. fi {3-‘3:’34 ui)} = <. f{» [yﬂ:.{ ui)]

Masz F & crescente, logo

L (U]
<, I, e . T Cud
IS s Jeorleed)
A JU§
> F‘{Z‘:L‘ i‘i[yﬁ:.m{ui.‘)}] = F{Z‘:i'ri("&ﬂrcut)]}
t= PR 1

Portanto, dliF™) £ dCFd.

trlanto a4 (F4) tftemos

H4CFD = plii £ [ HES Y, ;u}j = plfc:’fi& - ﬂgﬁu_;"}j

1w 4

A

?[Zc“ fi[gﬁg{ ui)}} = @i

=4

Podemos obler casos particulares de d através das fungdes F e

€12 CKaufmann, 18750

Seja F a funglo identidade, <, = i = f&u) = u quando U

e {0,112}, para todo i. Temos, entio
ju

HEFD = Z lgCud = e Cud |
172

w4
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oriclas

ﬁ'&/z = £ use U y!F.CrJJ z 172

{1 sae uy e F
12

yﬁ._. Cuax =
0 casge contrario

82

£8) LDe Luca & Termini 186720
Toma~se FOWd = k.ua, k>4, ci#«i - f‘i’Cui) = -y.loglud -~

£1~ud, logld-ud.

A fungio d ndo ¢ a forma mais geral, outra formulagio da
medida de fuzzinpess fol dada por  Knopfmacher (18780 para
subconjuntos fuzzy de espagos mensurévels. Considere (X, &, PO um

espaco mensuravel de medida finita,, tal medida de fuzziness &

definida por:

1
AF> = { FCpgCudd dp
PCud  Jy,

oncCe:
FCud = PCLi~uwd , uwe [0,11, FUOD = F(12 = O

F & estiritamente crescente em (0,121

As medidas de fuzziness constituem uma forma de se medir um
certo tipo de incerteza dada pela imprecisiio de determinados
conjuntos. Existem coutres Lipos de incertezas que sdo medidos por

meio das medidas fuzzy, como veremos no capilulo que se segue:
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CAPITULD 3
MEDIDAS FUZZY

1. INTRODUGAO

Mais do que uma simples gsneralizagdo da medida de Lebesgue
reformuladsa por  Carathecoddry, © concelito de medide | fussy
introduzide por Sugeno em 1874 corresponde 3 forma mals adequada de
evpressar (medird graus de incerteza, wvalores gue depend&m qUASES
gue exclusivamente da subjistividade humana.

Como fol dito nos capitulos antericres, podémQ$ classificar a
incerteza dada pela subjetividade humana em dois Lipos: A incerteza
dada pela impresisic » a incerissza dadas pela indecisie. Os
conjuntos fuzzy, vistos no caplitule anterior, constituem uma forma

de representar o primeiro tipo de incerteza e as medidas de
fuzziness Servem pPara m&ir este tipo de incerieza. O gue
apresentaremcs agora serd uma forma de medir o oulro Lipo de
incerteza que & dado pela indecisio e isto seréd feito através das
macti das fuzzy.

Heste capitulo, trabalharemos especificamente com conjuntos

classicos R e sua o—&lgebra de conjuntos 8.

2. MEDIDAS FUZZEY
DEFINICAD 1 - Seja R um conjunto <léssico e u uma fungic real
(ostendidad definida na o-Algebra de subconjuntos de K., Dizemos

ques L4 & uma medida Fussy en K so satisfaz as seguintes condigdes:

&7



CMFLD @ = O
(MFE22 V&, Be®, A B » A £ B

o
» 2R 1o & B, <. .. =
CMF3 < &i ieM > s g A‘ai_ﬁ;&zc > y(éi_}g&,} 1im MEA D

L %

CMFO ¥V (B ieN> S8 BaB2.. e KB < +o =

:
X
o8
B
A
!

lig B

A Lterna (¥, % 0 ¢ comumenie chamada de espage de nmedida

Fussy (31,

PROPOSICAOQ 1 ~ Seja ¢ uma nmedida fuzzy em X entio:
Cid (A 2 90, YA ¢ 8
CiidD VA&, B e €, minuCAd, (KB 2 wch B o
max{uCRY , MCEDD> S L0A U D

(iii) Be R & finito, tornam-se desnecessirias as condigdes

CHMFA> e (MF45.

Demons t rogbo:

(1> Beja & € &, como & 2 & por (MF2) temos p(AD 2 e = O,
coms gueriamos demonsbtrar.

Ciis B dbvio, pois A NNB s A sAURB ealNBRsE:AUB

£iiid De falo, s Livermos uma segquénoia corescente ou

decrescente de uma colegio finita de conjuntos Lal sequéncia sers

satacionaria.
Dbgeruagio!

Uma outra forma de se definir medide fuzzy & acrescentands &

(MF1) a condiglo (R = 1.
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Podemos obler varios exemplos de medidas fuzzy a partir de

uma medida (conforme parigrafo 2 do capitulo 1) da seguinte forma:

PROFOSICAC 2 ~ Considere r como sendo uma medida finita e T uma
fungio mondtona continua nao-decrescente tal que TCOD = 0. Entéc a

composigio 4 = Tor define uma medida fuzzy.

Demonstragio:
Do fato, 0@ = Terl@ = T(O3 = O, loge wvale {(MFLD., Pars
provar (MF23, sejam &, B ¢ € Ltal que & = B, entio temos
HCAD = TorfAd = TIrfAd) e MBY = TorCB = TCr{B33,
Comz rCAd § r{B) (proposigéc 2.a do capitule 13 & T &
mondlona nido-decrescentie, temos u(Ad £ u(ED.

Consideremos agora uma ssduéncia C&;) crescente de conjunios
o o o
em € enlio ;..é%l:..}!&i) e Torggiﬁ.‘si} = "I“Crgyiﬁt)). Mas pels proposigic
o
2.; do cap.l temos rgylﬁib = {ag rC&iD e dai segue que
KU = T}

r‘(&?) = %é.’ 'I'Cr(&tifl} = }‘.}.g Tor(ﬁil = {.ag m&i)'

e

im
00
poiz T & continua,

A demonstragio de (MF4) & andloga a (MF3), aplicando agora a

parte (d) da proposigdo 2 do capitulo 1,

2. DS SUBCONJUNTOS DO CONIJUNTO DE MEDIDAS FUZZY

Exigtem varios exemplos de medidas fuzzy, cada um com suas
propriededes particulsres o suas aplicagles. Apresentaremos agui
alguns exemplos @ ho proévime parbdgrafo estabeleceremos relagtes

gntre eles,
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Consideraremos aqui um conjuntc X = 8 & muas o-algebra de

subconjuntos .

2.1 A MEDIDA DE PROBABILIDADE
DEFINICAO B ~ Seja P uma fungic real definids em B, dizemos que P &
uma medido de prob{zbilidadq se, e somente sa:

CPLD PCAS 2 0, YA & 8

1

4

(P2 PLAD
(PR Seja Cﬁsi? uma sequénocla enumerivel em ¥ tal que &iﬂ%; 15 ]
i
s i®] entic Lemos

o oo
BPCU A S =i§£PC&LD

ELA
Obhservagio:

Quando R & finito a seguinte definigic & sgquivalentis:
DEFINICAO 2" - Uma medida de probabilidade € uma fungiio real P
definida oem ¥ satisfazendo as condigdes:

CP1’2 PCAD 2 G, VA &« €

(P2'2 PCRI = &

CP3') PCA UBRY = PCAY + OB, YA, Bae€tal que A 1B = o

PROPOSICAD 3 ~ Se P & uma medida de probabilidade, eht.éo a5

segul ntes propriedade sido satisfeltas:

Cid> PCA™ =1 -~ PCAY, YA € €

Cii> VA, B e ¥, s A& £ B entio P(AD = P(ED

Ci1id O S PCAY €1, VA e €
Civi VA, Be® PAUB = PCAY + PCBY - Pcad N
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Cwd PCREY = O
w

o & B 4
Cwild W A D € PCUAD 2 L PCAD
, v=id ima L Led %

Cwiild Se ﬁ&;)iﬂ_é’uma sequéncia crascente em ¥, entio

o
PO AD = lim PCAD
L=y v b oen v

{wiiild Sa ({3_3? . & ume segqudncla decresscentes em ¥, enlio
I3 =

.0
pc B> = lim PCBD

hawd L D

Cis> P & uma medida fuzzy em X

Demons lragio:
Cid Como A U A =R, ¥ A e 8, temos por (P2) & (P3) que

1 = PCYY = PCA U A = PCAY + PCA™ 4 PCAY = 1 - PCAD.

CiidD A £ B =28 =& UCB N A . Logoe, por (PEY e (P1D temos

PCED = PCAD + PCB ~ AD = PCAD

£iiiD> Por (P12 temos PLAD 2 0, VA& ¢ ¥
Por (P2 @ (iiD itemos PCAD S POYD = 1, ¥ A © R,

Logo, FCAD « (0,11,

Civ) Sejam A, B & € temos que CA U B =ca NB UB,
ca NEpUca N =4 ocallid N = & Loge, por
(P2} temos
PCA UB> = PcA NE +» PCB o PCA> = PcA NES + pea g ®

Loge, PCA U B = PcAY + PcB - pca Nomo.,

vy Como X U@ =X, PO = PCAD + P(E. Logo, PCRD = 0.
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® :
Cvid Como U A = & U U (&nmi:&*& 3:}} tomom por (P2 e Ciid

R 1 =2 n= i
Palte:)
an 0w b d .
PO} AaD = FCAD + PIU [&.\( A 3}} = PCA D + ip{& xc"Q‘A}} <
Y 3 % T E W £ (2] s § [

is 4 A .
Lem

= PAD + § PLAD = § PCA D
E A i k'

R 1 red

Cwiide (wviiid Estas propriedades seguem do fate de a medida

de probabilidade ser uma medida.

Cisd As condigdes C(FMID, C(FMRX, (FM33 e (FM4D decorrem,

respectivamente, dos itens Civd, (1id, (viid e (viiid, Portanto, P

& uma medida fuzzy.
3. 2. A MEDIDA CONCENTRADA (DIRAC

REFINICAC 3 ~ Dado X & K, seia Moo uma fungio real definida em € da

=]

seguinte {orma:

¥ A& ¥, u (& =
3%

ful

i R X o= A
L]
O caso contrario

Entio, dizemos gue Hx & uma medida concentirade em x .
o

o

PROPOSICAO & ~ Dado x € X, a medida concentrada em %, & uma medida

de probabilidade (portanto, ums medida fuzzyd,

5a



Demons L ragéio:

Seja * & R e H, uma mesiida concentrada em x .

=]
<

E clare que vale (Pl) e LPE). Consideremos agora uma

sequénecl a enumer Avel C%nb de conjuntos em £ tal que A Ma = 6 se
B 3

i®j, entio Lemos

{1 se X € &L pars algum i = B

& caso contrario

Ne caso 1, ou seja, X & Ai para algum i € N, digamos i¢. temos que
x & %i, ¥ i#ig pois os conjuntos da sequéncia sdo disjuntos. Daf,
GegLie qQue

o
U A>

£ &

ﬁpr&il} m“x(‘&i:} +§yxcﬁk£3 = 1 + O = 1 :yx({'

id 9§ - o iy Py o o

Quando M U AD = 0 & imediato. Portanto, a medida concentrada & uma
o

medi da de probabilidade.

Az medidas concentraddss sic ltambdm chamadas de medido de

certezo complela,
3. A MEDIDA A-FUZZY C(OU HEDILDA DE SUGENOD
As medidaz A-fuzzy foram inbroduzidas por Sugens {18740 como

uma  forma de enfragquecer a propt iedade aditiva da medida de

orobabi 1idade (5], 110] e T 141)

DEFINICAD 4 - Seja R um conjunta arhitrario 2 % uma o~Algebra de

subconjuntos de A, considare x & (~1,%m, = g, ume fungéio real

Cnio-negativa) definida em ¢ satisfazendo as condlgbes:

a1 YA, B e 8 com &ﬁﬁﬁﬁ, Lem-se

g,CA UB = g, CAD ¥ g, (B> + AL g, CAY. g, CBD

TAZD glﬂéﬁ} woL
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®
rE ¥ LA Letycn Ach e ag/zgyﬂﬁtj = 1img c8>

Crdd) ¥ {B: iel > B2 .. e%ﬁ[&) =
P £ 2 A4

¥
P
'
o
@
¥
1

Hip 9082

entao gk sor & d@nmminada‘madtda A-fuzey Cou medido de Sugenol.

Ubgervagses:

Cany Duando A = 0 e R & finito as medidas de éugeno SED
mezddl das de probabilidads,

Lh) As medidas concentradaz sio A-furzy., Maiz do gue isso,
existe wuma relagidc importanie entre as medidas de Sugeno e as

medidas concentradas que serd dada pela proposicio abailxo:

PROPOSICAD 8 -~ Toda fungdo w¥ »» {0,111 & uma medida A-fuzzy para

ogualguer A ¢ (~1,+a0 se, o somanite se, 4 & uma medida concentrada.

Pemonsiracéo:

A reciproca & &bvia.

Seia g uma medida A-fuzzy, entido wldn,y2) = Lxrd + plL{y2d +
Ao LI Ay, Supondo A-fuzzy para todoe A e {1, +ad, tomos

PO Ly = G, Logo, o é concentrada.

PROPOSICAG 68 ~ Se gy & uma medida A~fuzzy (e >A > ~12, entio as
segulntes propriesdades sdo verdadelras:
L4i0 =N & uma medida fuzzy

Ciiox ¥ A&, B e € Lem-se

=i



g, (A + g, (B - g8 Nm + ng . g am
gkcA U@ =

1+ X.g, (A A

(111> g,CA> + gkcﬁa =1 - A.gACﬁD.gKCED, YA e g
Demons tras;&o:

in 86 precisamos provar (MFID e CMFEY. Provemos (MF1),

et
CALlD temos que
gkc‘zﬁ} = g}\c}’{) g, Co. 1+ ;\,gki)ﬂﬁ,‘l
Come A > ~1 tLemos que
ghcm.iz + X.g?\c.‘ﬁjl = O = g}\fé)} = (.
Quanto a C(MF2), sejam A, B & 2 tal que & & B, entio

existe € tal que B = A YL e & Ng

= @, Logo,
gACED =

-
g}\ﬂﬁk} + g)\(ﬁﬁﬂ.fl + A,QKC&DJ 2 gkc&)
pois 1+ gXCRD z Q.

Ciid> Como A UB = calBU B o al® NB=p, VA Be
B, temos:

= N ® Ng
g%{f& U g)&ii& B + g}‘ifﬁb + P‘.*g}‘kt& iB).gAQl'fD
Qcorre também gue (A 0 m U ca e =& e sio di s juntos
para qualquer A&, B e ¥ Dal. temos:

a Nm N B =
g, A N + g8 N> +a.ga N B, g, (A N = g cAd

O que implica gue

1+ Ag, A NB1.gch NB)= g A - g8 Amw
Portanto,
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g,CA2-g, calm

g, ch e = + g, CBY +
A 1+ g, <A NP A

g,CA> - g, (A N s>

+ A L, CBY =
1+ g, cA N B A

g, CAI~g, ¢ ale +g, CBI+h. g, € 131259 9, CBI +A. g, CAD. g, CBY . 9, ¢ alm . g, ()

1+ ng,C als>

g, CA> + g, (B - g)\CA‘sth) * Mg, CAd. g, CBD

1+ nog, CATED

Ciiid) Como A UAB =% o ANAK = 6, tomss
= X E= -] &% Iy
i gkiﬁ3 gha&m + gkCﬁﬁ + %,gki&ﬁ,g%CQD
O que implica

gkiﬁb + QAC&D =} A.glCﬁ).gkC&)

Observagdo!:
Podemos obter oulbra propriedade da medida de Sugeno trocando
o sinal U por N na expressice dada em (iid.Esta propriedade so prova

de forma andloga a (417,

Do congiderarmos © conjunto R finito, podemos obter uma forma

geral para as medidas de Sugeno,

PROPOSICAOC 7 -Sejam X # & um conjunio finito, 8 = POAY e Iy,

jels)



uma medida A-fuzzy definida oem €, entio:

—%:'" . { Ml + A g (=201 -1}, s@ A ¥ 0O
QKCR&D = xeA
Eg};@:}) se A = 0
xe Ay
para todo & € ¥.
Demonstiragéo:
Para A = 0 & trivial, suponhamos A =2 O o fagamos a

demonstracio por induglo sobre a cardinalidade de &.
Para carC&d = 1 & dbvio, Suponhamos gue seja valide para

carCA = n, ou seja, supomos gue e tivermos A = {xi,.,,.x} e ¥
T

ant do:

S S -
g;‘\c@ = {n (1 + h.g)‘ﬁ{xi}il 1}
HE AL

Provaremos que esta relagio vale se tivermos um coniunio com

cardinalidade igual ntl. De fato, seja &' = {X:" - ,xﬂ,xmi}, entic

g, CA’D = g, (A U <x 3> = g, CAd + g, Cix D + Aog,CA).g, CEx 3D =

7
)\C{xi}}} 1}* gh({xi’}f) + gkc{xi}ﬂ.{ &g £1 +

i S O 1z - =
K,g?\C{xi})l 1} = [ ~ + g:kC{xnﬂ}D].{'ﬂ [1 + ?\.ghc{xi}Dl 1}

e f

e n
= N {! (1 + X.g
x

1 = .‘k.gk({xi})J}—- --;f:“-. [1 +

i

P

= -
= - [1 + k. glc{xﬁ“}h]. {

=f

{1+ k.gki{x‘}ﬁ}}. [1 +

‘—ys

I
Lgxc{xnﬂ}:l] + Qk{“{xmg}:) = N { ;

L]

L
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1 i n e
T iirinn b .
k.g}‘C{xhﬂ}D] 5 o }1 (1 Lgy\({x‘;}lll 1}

Obsarvagdo:

No caso A # 0 a expressao da proposicio acima pode ser

gucrita da forma:

}:,\liﬁi"i_n £C30

Bes xe £

Uma outra caracterizagidc que pode sSer dada para ags medidas

xa-fuzzy € sua relacio com as medidas finitas:

PROPOSICAD B ~ Seja. (X, B, ) é um espago mensuravel com uma medida
finita M. A composigido fou produz uma medida A-fuzzy se, & somente
ma, §f & da forma

1 X
fCuny = * .E: 1]

Demongtraglo
Suponhamnos gque fixX) = "%-n{%x - 1], e>Q, cEl, provemog gue

CNCK)— i > -1.

g, = Fopr & uma medida de Sugeno Ltomando A =
De fato, para provar (A1l sejam &, B € ¥ tal que A N = o,

entio temos:

g, A U B = fouA J B = KA U B = £CuCAd % B3I =
i‘[ﬁy(&)-&p{fﬂﬁw 1]: i.[c“‘:m.c”“m N 1] _ i.[c“‘:m- 1] .

1 pCIBY i HCAD i uCﬁ)m -
-G:“.[c i] + k.“{“.f: i .*K“. < 1

= PCUCARDY + FCLCIBIY + A FCUCAID. FOCEID =

8



= gkiaﬁk) + g, (B + A gkﬁﬁb.gkaﬁ)‘

Quant.o & (A2), tLemos

g)sCEEZ} = FLplYDD = = -%:- [cyCERZIM 1] = "%:m“)‘* = 1

Por dltimo, como § & continua,., mondtona, decrescente g Q) =

wv-i—wg:co - 12 = O, lLemos gu g?\z fou @ uma medida Tuzzy, logo
satisfar (MFRD 2 (MF4). Porbtanta, =N & uwmna medida A-fuzzy.

Reciprocamente, se fop ¢ uma medida A-fuzzy tal que { seja

continua, mondtona, nido-decrescente e (00 = 0, mostremos gue XD

*i—*. [cx - i], para algum <0 & ol

It}

Para isto, conzideremos 2 fungdo m tal que mouAd = 1 +
A Touthd, & e B e denotemos plAd por a e ullBd por bonde A, B ¢ 8
e & NB = 6, temos por CALD que
mCa +b) = miplAd 4+ (B = miwCA U B = mepCA U B = 1 +
Ao fouCRA U ED= 14 A FCLCADY + X FCuCBID+ M5 PCuCAID. £CuCBID =

= {1 2+ A forADD.C1 + A foplBDD = mCad, mChd

Logoe, miad = <®, para algum <>, o=l
Portanto, 1 + a. fi;xf&))m cm:ﬁm, A e« B wh
s fCuCAdDE [c“‘m:’ - 1}
(o.q.od. 2

Um resultade interessante decorrente da propomicio acima dado
pelas medidas de Sugeno relacionadas COm a5 medidas de

propabilidade € o seguinte:

o1



COROLARIC ~ Seja (X, 8, w) um sspaco mensuravel com medida finita u
e g, = fop uma medida A-fuzzy definida em B Lal que { ¢ uma fungio
raeal entic =N produz exatamente ums medida de probabilidade p

definida em 8 tal que

PCAD = leg“+K§1 + A.QE(A}J, A e B

£ ipverso nao &, em geral, verdadeirce, mas podemos altravés de
uma medida subjetiva w [13]1 encontrar uma medida de Sugeno gktal

que

[l A - gkﬁﬂ,\)}z seja minimo.
Ae B
Existe um algoritmo gque resolve este problema o tal algoriims

pode ser implementado por um programa de computador escritoe em

FORTRAN (ver [51D.

3. 4. FUNCAQ CONFIAHCA (OU MEDIDA DE CREDIBILIDADED

Para entender o conceito de fungio confianga vejamos os
wegulntes exempl os:

{12 Consideremos qug a ignorncia toltal consiste em afirmar:
"Fu sel gue um dos elementos do espago R € verdade, nido seli qual, e
naos  btenho gualquer evidéncia gus permita alirmar U um
subcon junto niao-vazio préprio de R 4 mals provavel que outro®.

Isto implica gue um grau de confianga € igual para todo
subconjunto ndo-vazio préprio de X, que € imposs{ivel dentro do
ssquema da teoria de probabilidades onde X tem mais de dois

elementos.
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(22 Em termos de diagnostico médico de um paciente,
suponhamos gque um  sintoma § @ mals freguente entre os pacientes
gque pertencem a wum grupo diagndstico A, mas oue g pode ser
srncontrade entre os pacisntes que nido pertencem a A Se observarmos
o sintoma s numa pacliente u, cresce nosse grau de confianga de que
W o& A A aditividade da probabllidade implica que nosso grau de
confianca de que u ¢ A decresceria. Assim § corresponde a uma
evidéncia oposta a A. Mas ndo nos agrada o fato de gque um tal
sintoma compativel com A seja necessariamente uma evidéncis oposia

a A sé porgue & multo freqgquentemente encontrado em A,

Dest.a forma, wvemos que & tLteoria de probabilidade ¢ muito
restritiva para descrever graus de confianga. Amxsim com @
perspectiva de construir uma iLecoria de raciccinic provavel, Shafer
{211 reinterpretou os estudos matemdticos de Choguet (8] & de
Dempstor (8],

0 modelo adotado por Shafer ftem novas caracteristicas, pois
assuniu principalmente que o grau de conflanga de uma proposicio A
CA=E) que ¢ semnpre verdadeira nidc & necessariaments igual a 1, ou
gque a soma dos graus de confianga de uma proposicic A e sus negagio

A niic é necessariamente igual a 1, mas menor ou igual & 1.

DEFINICAO B -~ Seja X um conjunto finito e £ uma o-algebra de

subconjuntos de X, Uma fungde de credibilidade b 6 uma fungioc real

definida em ¥ tal que:

Ccld blEd = 0

&1



Cozs BCRD = 1
Ca3D 0 5 BUAD € 1, VY& «8
Cedd VB & B, B » B Ltem—se:

el A 2 z Cmi)!‘ﬂtﬂ.bﬁiﬂ'ga R
hed
DEB

0 valor bCAY & interpretade como o grau de credibilidade com

que um dado elementc x pertenga a A.

Cutra definigio equivalente pode ser dada:

DEFINICAC 8 ~ Consideremos X um conjunto finito, ¥ uma o-4lgebra de

subconjunteos de X o m ums fungio real definido em € satisfazendo

as condigdes
Cmid mCa = O

Cm2> Emcm = 1
Ae
Uma fungéio real b definida por

BCAD = szIB), Vaes
BoA

& denominada Ffungioe de credibilidads,

PROPOSICAD 8 - Considere a fungdc de credibilidade dada pelas
definicdes B o B8 acima. Entio:
Cid A funglo m em (8) & dnica,

Ciid> YA @€ BCAD + bCAd = 1 —Emcaaz

A
Bl A=

Ciiid b & uma medida fuzzy

Demonsiragio:

a2



€12 Suponhamos gque exista outra fungio m® tal que

mCAY = O, Zm'm) =1 e bCAY = 2 mCB, YAet
Aat B
Temos que mostrar que m(AY = m"CAd, VY A e &

De fato, bCRY = Z mCAY = zmm:a = 1. Logo,

RER At
mCAY = 1- Y mCB> =1 - ) mCB> =1 - b(O
BSA BSC
e mCAd =1 - ) B =1 - ) m(B =1 - b
BsA BSC

Portanto, mi&D = m'CAD.

€iiD> De fato, pela propriedade da fungido m Lemos E B =1 e

Bet
daf EmCIB) + chma + z m(B> = 1. Portanto,
o
S g,
BCAY + bCRY = 1 - szlBD
<A
Ba=o

Ciiid Como R & finito, basta verificar as propriedades (MFiD
& C(HMFZ2):

£ claro gue vale (MF12, pois pela fungic m da definigio (83
Lemos:

BCED = 3 mCA> = mC@d = O
ASE
Suponhamos agora que A &= B entio temos que:

BCAD = §mcq::> $2 > + szC.'B = szCCD = BOEBD
CEA Cch cch C&B

Portanto, b ¢ uma medida fuzzy.
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Obaorvagho:
A equivaléneia das definicies B e © pede ser demonstrada mas

nio de forma elementar, ela se encontra em [217.

3.5, FUNGOES DE CREDIBILIDADE CONSOANTE
Esta fungio & um Caso particul ar de fungio de
credibilidade (logoe, wuma medida ffuzzyl dentre outros casos

particulares de fungdes de credibilidade, dada por Shafer [211].

DEFINICAO 7 -~ Sejam ¥ # @ um conjunts finite @ € uma o~algebra
de subconjuntos de X, Uma Jungio de credibilidoade consoanie & uma
fungio de credibilidade que possua a Seguinte propriedade:

"4 classe de conjunteos & = { B e ¥ : miB> > 03, denominada o

centro de b, é totalmente ordenada por inclusie™.

Assim, coma fol feito para fungdes de credibilidade. podomos
dar uma definicido egquivalente para fungdes de credibilidade

consoante (ver [£112,

DEFINIGAD 8 ~ Sejam X # & um conjurnte finito & 8 uma o-~&lgebra de
subconjuntos de X Uma fFfungido de credidbilidade consoonle € uma
fungie real £ definidae om ¥ tal gque:

Ccecll £C0 Q

il

Cee2d FCRY = 1

Ccc2x VA, Be2 £ANEB = min(fcAd, fCE>

3.6. MEDIDAS DE PLAUSIBILIDADE

654



A definicico abaixo fol dada por Shafer em 1878,

DEFINIGAO 9@ - Seja X um conjunto finito e ¥ uma o-algebra de
subconjuntos de R. A medida de plausibilidade de un subconjunte &
de £ ¢ definido por

PICAY = 1 ~ bCAD

onde b & uma fungic de credibilidade.

PROPOSICAO 11 - A medida de plausibilidade, digamos P1:¥2 ~ (0,17,
possul a8 seguintes propriedades:

Cid PLCED

H

0

(iid PLCAD = &
C1idi3 Pl & uma medida fuzzy
(Ivd Y R &£ 8, B » @, temos

pic 11 &> < Ec-—mim e Uoa

HeB Des Red

Demongs Lragdo:

i PICO) = 41 - bCE@ =1 - bL¥Y = 0O

[t}

Cidd PICHD = 4 -~ XHD) =1 -~ bi@D = 1

Ciiid> Se A € B, temes B &€ A e dai segue que

P1CAD

H

1 - BCAD €1 - BCE> = PLCED
Logo, PICAD £ PI{B) e, portanto, Pl & uma medida fuzzy.

Ciii? Seja £ & 2 tal que B # B, entdo

Pic NV 4> =1 ~be TR =1 ~bC U & 51 ——§c~1>*‘“"’1.m N a =
BeB ReB AeB oo Aed
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= 1 - zc—w“‘””.u - PlC U A = Ec»-um*“‘pxc U oA

Proaps BeD Py &eD

Observagdes:

(a) As propriedades (i) e (iii) podem ser usadas para definir
medides de plausibilidads,

{b) OCbviamente, para medidas de plausibilidade, Lemos uma
definigio eguivalente ao caso de fungdes confianga em termes de uma

fungéo m® »» [O,1]. Heste cago, Leremos

PLCAD = z KB, VYA et
BCA

3.7. A MEDIDA DE POSSIBILIDADE

DEFINICAO 10 ~ Seja XA=#8 um conjunto qualguer o ¥ uma o-algebra de
subconjuntos de R. Uma medida de possibilidade ¢ uma fungio i:¥€ >

R tal gue

sup £ixD se A o &
LAY = xah
[ caso conlrério

onde £: R »» [0,1] & uma fungio dada, com sup £Ix) = 1
Yok

Observagdes:
(a’ A medida de possibilidade p ¢ unicamente determinada por
f. De fato, se £7: % »» [0,1] & outra fungio dada, entio dado x € A,

temos fOx3 = sup f(x;) = a3 = mup F'Ox D = £70x,
o



th> A fungdo f eacima ¢ denominada densidade Ffusay ou.

Funglo~distribuicio de possibilidades.

Pode ser dada uma outra definigic de medida de peossibilidade

que ¢ equivalente 4 definigio 10,

DEFINIGAO 11 - Saja X uma conjunto arbitréric e € uma o-&lgebra de
subconjunto de X. Uma medida de possibilidade ¢ uma fungio
w: € >+ K tal que:

CPLD @D = O

(P22 WA, Re®B s A B sntio pwldd & (B

o0
PR U AD = sup (AD
. [ § % ‘\ém 1

Obhservagdes:
CalQuando X é finito as condigdes (PE) o (F3) da definigioc 11
poiem sor.trocadas por
(P42 Y A&, Be® A UB = méx { A, 1B >
(b3 A medida concenirada &, obviamente. uma medida de

possibllidade.
PROPOSTICAOD 12 ~ &s definictes 10 o 11 si0 sgquivalentes,

Demons tragio:
A definigio (10 implica na definigio (112:

De fato, @ Sbvio gque w0 = 0 e se A S$B temos plAd = sup
waEh)

FOx @ HCEBY = sup £
et

Como {f{xd: »x & A & {2 x & B temos ul(Ad S p(ED,
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fmanto a (P33, tLemos

20
HMCU B D = sup 020 e HCAD = sup 00O
vEL Y M U&t b HG&‘L

Dai, segue quse

o3
sup uCA2 = sup (sup £OOD = sup I = W) AD
Ll v 1N xﬁ&i xﬁhﬁo}i Leg

A definigio (110 implica na definigio (103:
De fato, considere f: K = (0,11 dada por f{x) = uCi{x3D.

Temos que para qualquer A 8 X, se A = &

uCAY = pC U 002 = sup pldx2d = sup flxD
weh wahy xg:-ﬂ

Se A = B entio P =0, por hipdlese.

Fortanto, as definigdes slic egquivalentes.

PROPOSICAO 13 - A medids de possi bilidade satisfax ne

propriedades (MF1D, (MFE) e (MF3) da definigio 1.
A demonsiragio ¢ imediata.

A pergunta gue SsSurge naturalmente € s a medida de
possibilideade & uma medida fuzzy., £ dbvio gue niol

Vamos ver dols exemplos que mostram claramente que a medida
de possibilidade, em geral, ndc & uma medida fuzzy [20], isto &,

nédo satisfaz a propriedade (MF42 da definigéa 1.

sup (XD se A=E
xeR

EXEMPLO 1 ~ Conmidere ¥ = R, flxd =1 e A =
O wme A =@

—

Se tomarmos &_n = (N, +ad temos "“;;61&,-.3 =0 e lim pCA D = 1.



Portanto, (FM4) ndo & vilida.

it

EXEMPLO 2 ~ Considere X = {0,131, £ I para x & (0,12 & 42 =

0. Se tommrmos A = [1-4/m, 11, entio M {l&h) = 0 nas
™

2]

(A D = 1, Portanto, ndc vale (MF4D.

Exigtem casces razoavelmente particulares em que a medida de

possibilidade ¢ uma medida fuzzy.

PROPOSICAD 14 -~ Quando ¥ & um conjunto finlto a medida de

possibilidade & uma medida fuzzy.
A& demonstragio & imediata.

PROPOSICAC 15 ~ Sejam £: R i [0,1] e a medida de possibilidade
MCRAD = .sup £Cx> , ¥V A S R, associada a f. Se $# & uma medida
weh

fuzzy, entio f{x3 = O em Lodo ponto de coentinuidade de f.

Demcnsiragao:

Tomemos um ponto x « lﬁk tal gue f <& continus om ®,:
L=

Definamos & = {x e RS [ ~— in < 1.1, x#xﬂ} Conde (.| & a
i
norma euclideana em Rk:!.
o
Obviamente, A& &, também temos AR &2 .. e N & = g e
2l S 2 Frl - L&)

HCA D<+0 . Desde que u satisfaz (MF4D segue gue lim pCl&nTJ: G.
Seja ijb uma sequéncia tal gue ® = lim X xj#xQ.Se nzl &
fixs, entio :-c:‘i = .&n para todo j = jn para algum jﬂﬁ N,

Segue guw
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G 2 lim sup f{x2 = sup £f{xD = WA D
jelN s xeh ”

Demde que isto & wverdede parsa todoe nzl, concluimes gue
lim sup fixg = 0, entdo lim fof = O,

Finalmente, desde que { & continua enm x » segue que f(x3 =
o

iim f‘ij) = 0,

COROLARIO -~ Seja u uma medida de possibilidade com densidade

continua £, S pu & uma maedide fuzzy entdoe u & O

Para finalizar este par&grafo daremos uma relagdo enire as

fungtes de credibilidade consvante & as medidas de plausibilidade

que nos serd dtil no paragraffo 4:

LEMA — Sejam u @ v duas fungdes reais definidas numa o-Slgebra € de

subconjuntos de um conjunto X finito tais que A + R = 1, ¥ A

£ ¥, entio p & uma fungio de credibilidade conscanle se,e somente

se, Vv & uma medida de possibilidade.

Denonstragio:

Seja px uma funcio de credibilidede consoante entio:
wAB = min QCAY, B, YA, Bet

=4

WCAUBI = 4~ pCRUBY = 1 o~ 4RAIB = 4 ~ min CuCAD, MEd> =

= 1 -~ min €01 -~ wCAdY, [1 ~ wB31> = max < w(AD, wB>», o©
gue implica gue v € uma medida de possibilidade, pois X & finito.

A reciproca & folta de forma andlegs.
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3. 8. FUNGLES SUPORTE SIMPLES

DEFINIGAO 12 ~ (Shafer) Sejam X # @ um conjunto qualquer e € uma

o-flgebra de subconjuntos de X, A § X e s @ (0,1, Uma fungho

M8 o 10,11 definida por:

1 ue B = R
VB e ¥, pLIBd = & se B2A e Ba2R
O se B=2A

& chamada de funglio suportie simples concentrada em &,

Observagbes:

{ad Se s = 1 chamamos i de medida certa concenirada em A,

(b) Se {A] = 1 temos a medida concentrada em A.

Ccd Esta fungdo inclui o caso de completa ignoréncia bastando
tomar 8 = 0 ou A = K e que, nestie case, ¢ denominada de fungio

de credibilidade vamia.

PROPOSIGAO 16 — Toda fungio suporie simples 4 uma medida fuzzy.

A demonsiragas & imediala.

3.10. HMEDIDA DE POSSIBILIDADE t-um

No capitulo 4 veremos uma correspondéncia entreg as medidas de
possibilidado @ az fungdes confiangs conscante. Relativamente a
fungoes suporte simples temos uma correspondéncia com um outro Lipo

de medida: a medida de possibilidade t-um.

DEFINICAOG 13 -~ Sejam X um conjunic qualquer, ¥ uma o-algebra de
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subconjuntos de X, t € (0,11 @ A < ¥ Uma fungio p: B wse (0,11

definida por:

T Y
& &b
i%
o8

i -1
YBe¥ WE = t e
O B

rilv i

& denominada medida de possibilidade {-um.

DbservaghHes:
Quando ¢+ = 0 ou A = ¥, chamanos tal uncico de medida de

possibi lidade méxima.

PROPOSIGCAO 17 -~ Toda medida de possibilidade t-um & uma madida

fuzzy.

Demonst ragio:

Seja 4 uma medida de possibilidade t-um definida num conjunto
R e € uma o—-&lgebra de X.

Fixemos um conjunto A € 8. B clarc que vale (MF1), quanto a

(MFRY sejam B, € ¢ 8 tais que B £ €, entio
CNA =B o KB =t € 1= O
c13BNA=5a
CNA =8 v (B =t = uEC>

e B 22 « € =0 & wB = 1 = KC, portanto

wale (MF2D,
Verlfiquemos, agora. a condigio (MF3D3: Seja {aﬁ&_‘: iedNy € € tal que

A Ch < .., entio:
Pl
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€12 Ajﬁ A 2 para algum § « N - &kn A= 0, para todo k3j e
dal segue QU

o
HCUAD =1 = RO

i
.
s
g
[

w
pois {U*Ail M A * @, neste caso.
T =

o ,&iﬂ A =0, para todo j e N = yiﬁljﬁ = t, para todo jaN,
dail segue Jque:

o0
HCUAD =L = wWAD = Lim wCAD

Ll v %
Loge, a propriedade (MF3) é valida.
De forma an&loga, mostra-se que (MF42) também ¢ valida,

Portanto, a medida de possibilidade t-um é& uma medida fuzzy,

4. RELACUES ENTRE AS DIVERSAS MEDIDAS FUZZY

No par&grafo anterior vimeg varios exemplos parliculares de
medidas fuzzy. Considerande o conjunto de todas as medidas fuzzy
estabelec;sremcs varias relagdes enire os subconjuntos citados no
capitulo anterior.

Supcoremos, neste capitulo, gque X & um conjunto finitoc para
tornar possivel a maioria das comparagdes feitas. Consideraremos €
a o-&lgebra formada por itodeos os subconjuntos de XK.

As medidas concentradas serio excluidas da nossa anadlise pois
constituem um exemplo patoldgice no universo das medidas Tuzzy
Calgumas proposigées esclareceriio esta exclusiod. As medidas de
possibilidade serido consideradas tais gue pCRd = 1.

Notagbes:

A = { medidas fuzzy > N { medidas concentradas 2

Ei—"- { fungdes de credibilidade >
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B = £ medidas de plausibilidade >

B = { medidas de probabilidade >

Ckﬂ { medidas A~fuzzy >

E&z £ fungdes de cradibilidédo consoante >
D = < medidas de possibilidade >

£ = € fungdes suporie simples 2

Eaz { medida de possibilidade t-um >

p = £ fung8o de credibilidade vazia vazia >

H,= { medida de possibilidade maxima >

Sabemos pelo pardgrafo anterior que oz conjuntos

citados acima s#c subconjunios de A,

O gque faremos a seguir serd ordend-los por inclusdo. Para

isto usaremos ainda algung resultados que seguem:

PROPOSICAO 18 - Toda medids de probabilidade & uma fungico

de credibilidade.

Demonstragio:

Mogstraremoss que uma medida de probabilidade P satisfaz a
candigéo {33 da definigio 4,

Provaremos por indugdic em B:

Suponhamos que para B = {&ih.,,&“} com n > 1, temos que
seja valida a condigaco (b3) da definigic B e provemos que vale para
uma colegio com n+l elementos.

De fato, seja B = {&1....,A B > e tenmos:

n e
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e 4

™ En] T
PCY A = P[mm:.u 59‘&3] = PCA_ D+ PCU RS - p[c&msﬂégias] -

#
H

n
PCA_ D+ ) c-1o M1 e 0 - P[c& > U &,:}]
bead ) ey reg Lol L
ASB

it

§ -1 RV L I
ﬁm’ Besad

Portanto, Loda merddi da de probabilidads & uma, fungio e

cradibilidade.

PROPOSICRO 18 ~ SBejam p @ v duas fungdes reals definidas om € Lais
gue MEAD  + whRY = 1, ¥ A& € 8, entéo w & uma funcio de

credibilidade se, & somente ze, v & uma medida de plausibilidade.

Demons i ragio:

(B BN =

]

Seja A e B={BscR Bch> &2
@), ohservemos que YA s g, 2N 3'=08, 2 U3 =8
Considere u wuma fungio de credibilidade qualquer. entioc

existe m ¥ re [0,1), Lal que mli) = O @ 2 mCAY = 1 tal que:

ReM
LC D =2m€!B) YA et®
Beh
Logo, «(&2 = 1 - ;.:Cg} = Em([ﬁ?? o E_m(lm a Emt.’.%}
REA BSA i 4

Portanto, v & uma medida de plausibilidade.
Reciprocamente, seja v uma medida de plausibildiade qualquer,

entdo existe uma fungic real definida em tal que m(@) = 0 e z mCEBY=
BoR

T



1 e WA =) mB) . ¥R etE,
IBEA
Dai. megus que

PCRD = 1 = wR) = E mCIBY - %émcm - m(IB)

Portanto, ¢ & uma fungic de credibilidade,

PROPOSIGAD 20 ~ Seja i€ > R uma fungdo real, se o & una fungdoc de
credibilidade o, além disso, ¢ uma medida de plausibilidade entio u

¢ uma medida de probabilidade.

Demonstragio:
Basta notar que para ¥ &, B e ¥ A UB 2 uthd + 1B pois

¢ & uma funcio de credibilidade o, além disso,
YA, Be? K8 UMB £ KA + KB pois

Portanto, u é uma medida de probabilidade,

it

B nB =

Dos resultados acima, podemss concluir que B 3 "

completar o diagrama da seguinte forma:

Vamos agora localizar as wmedidas A-fuzzy dentro deste

di agr ama;:

PROPOSICAD 21 - Az medidas O-fuzzy sio idénticas as medidas de



probabilidade.

Demomstragio:

De fato, paras A=D, vemos que {ALD = (P2°D,

PROPOSIGCAC 22 -~ Toda medida A-fuzzy que néo ¢ uma medida

concentrads & uma fungio de credibilidede se, ¢ somente se, A 2z O

Demongtragio:

Seja M uma medida A-fuzzy e {:¥ 1» R tal que FIxD = uixd),

¥ x e X Pela proposiglo 7, temos que

VAe® Ama: pCA mz:a“m”’i. M reso
BoA »edB
Seja h uma Tungéo definida por

#) se A = 82

Ae® + hCAd ”{k}&—dl

.n w2 caso contrario
el

entio para Ltodo A € € Ltemos AD = E hCEBa.
Bch
Desde que as medidas concentradas sio descartadas, existe
pelo mencs um & & X tal gue o fator xg“f‘{x) é nio nule @ €] & par.

Logo, AZ0 se, ¢ somente se, h & positiva & u & uma fungio

de credibilidade (ver definigio &2.
PROPOSIGAO 23 — Sejam u, v: € ++ [0,1) fungdies tais que para todo &

€ 8 tem-se LAD + wCAd= 1, entio g & uma medida a-fuzzy com

& g 1-1,0]) se, & somente S&, v & uma medida A-fuzzy com B € [O,+oml,
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Demonslragso:
Seja A € [-1,+wl, sntio & fungio v dada por wW&A) = 1 - ghcgb,
VA ¥, satisfaz w(R =1, onde g, é uma medida x-fuzzyd,

Aldm disso, da proposigio 8.011i0 temos cqgue:
VA Bet® AnB=08: wWAUR =1 —g‘.&(&uﬁ}f—‘

gkclﬁa + g, - g}.{g B> + J\.ghcgb.gk([ﬁ)

1+ A.g,CAUB

1+ A - gAY - g, (B +1 - \g,cAd g (B

1 o+ A
- i k L ——
= £} - g#ﬁ&)) + L3 - g}kﬂB)) - *"”-‘-“‘“*“.Ci—«g)\{&)),{i - g‘\CBQD =
1 4+ 2
.
= wCAD + wlBY ~ e C R, WCBD .
1+ X
A
Dosta forma, v & uma medida h-fuzey com M'=
1 + A

Observande que a funglo £:0-1,0] = [O,+x) dada por

- A

TCADm & uma bi jeglo, YOmOs Cue (=1 teoroms esta
1+ A

demonstyr ado,

PROPOSICAD 24 -~ Toda medida A-fuzzy ogue ndo & uma medida

concentrada & uma medida de plausibilidade se, o somente se, A £ 0.

e



Demons t ragio:

De fato, seja p uma medida tal que w(A2 = 1 - vCA) onde v &
umz medida A-Tuzzy (que ndo & uma medida concentrada).

Loge, pela proposicico 22 e 23 tomos:
AE O e & uma medida A-fuzzy com A € [0, +o) i p & uma fungio

confianga <= v & uma medida de plausibilidade,

As medidas A~-fuzzy ficam, agora, bem localizadas dentro do

diagrama 2.

Veremos agora gque existem medidas que si&o de plausibilidade
ou fungdo de credibllidade mas que ndo sdo necessariamente A-fuzzy.
Az funcides de credibilidade consocante sio exemplos de fungdes

de credibilideade gue ndoc sic medidas aA~fuzzy. De fato, pela

definigido B8 lLemos
FCA B = min <fCAD, fCBD>, VA, Bey

@ pela proposigic 86,0110
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g, CAd + g (B> ~ g AUBY « A.g,CAD. g, CBD

gk(&rﬁj =
i+ x.gkm w B

Sa existir g satisfazendo as duas condigdes acima, teremos

(SUPOremos 4 & ID!mB‘}:

Primeirco caso: min C<FCAD,. FCBI2 = FCAD

pCAD + uCEd ~ uCAUBY + L plAD, pUiBD

R = >
1 +  kR.FCA L ED

LR + A pCAUBD. uCAD = pCAD + pCBD - uCAUBD + AL pCRY. (B =

AUCRUBD . pCAY = 0B — pCAUBY + A uCRY uCBd =

Cho A + 13 uCAUBY = w{BX. 01 + X uCADD

pCED, o que € um

is

Como 1 + A uCAD # 0, temos uCAUED

absurdo.

O segundo caso em gque mind{{{Ad, (B> = f(B) & feito de forma

andloga. Logo, Dan Bi = 3,

PROPOSICAD 258 ~ Toda medida de possibilidade py & uma medida A-fuzzy

Cx & 1~1,4+0l) se, @ somente se, u & umas medida concentrada.

Pemons i ragio:
Seja M uma medida de possibilidade e f sua fungio

digstribuligic, entioc
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HCLH, Y20 = maxi{fix2, f(yd>, V¥ x,¥y &« X,

Dosde que A & C~1l,+w o f{x) @ [0,1] ¥ x @ ¥ dovemos tLer
min £fCx), f£Cy2> = 0, Lege, o & uma medida concentrada pois
MCRI =L,

& reciproca @ wverdadeira pois Loda medida concentrada ¢ de

possibilidade & & tambeém A-fuzzy.

Desta forma, como foram excluidas do estudo as medidas

concentrada temos gue ng‘x = B,

PROPOSICAO 26 - Toda medida de possibilidade p tal que ulR) = 1 &

uma medida de plausibilidade,

Demonstragio:
Seja u uma medida de possibilidade e definamos uma fungdoc b
da seguinte forma:
BCAD = 1~ uCAD
Temos pelo LEMA dado ne paréagrafe 3.7 gue b é uma fungdo

confianca, logo, por definigio pu & uma medida de plausibilidade,

PROPOSICAO 27 - Toda fungdo suporte simples ¢ uma fungdo de

eredibilidade conscante.
Demonsiragio:

Seje p uma fungdic suportie simples, entio existe A € £ o 5 @

£0.1] tal que:

g1



(Y] B =2
B = { s se B2A ou B»XR
0 S B=24A

Definamos uma fungdo m da seguinte forma:

5 Sake B = A
m{B) = i ~s, S B =X
O @ B« A, B = R
Tonos ous:
§m€§m=1 e ;J{{I)&ﬁmcﬁb VCet
Bk Bt

Temos também que se A = X o centro B de y € igual a { X > e
se A& # X o centro £ de u & igual { A, ¥, Em ambos oz casos o
cantro £ doe u & lotalmenie ordenade por inclusio. Logo, M & uma

funcio de credibilidade conscante,

Considerande a proposigieo 17 e a proposicio acima,

completamos o diagrama que assume sua forma Final:

- & K\E‘%/ S
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CAPITULO 4
MEDIDAS DE POSSIBILIDADE

1. INTRODUGAOQ

Vimos no capitulo 3 que as medidas de possibilidade
constl tulam um‘bam axenplo de medidas fuzzy quandoe considerivamos o
conjunte universo U finito. Obgservamos também, através de
contra-exemplos que gquande U & infinito as medidas de poa;sii;.xilidade
nem senpre sio medidas fuzzy,

O objetive principal deste capiltulo serd construirmos a
medida de possibilidade através de uma classe es.pecial de relagbes
fuzzy: a classe de restrigdes fuzzy {(ver parigrafoc B do capitule
2y. Além disso, faremos uma conexdo com as medidas de probabilidade
ja& gue elas nos fornecem uma boa motivagdo para © assunto aqui
abordado, pois a teoria de probabllidades, apesar de ser um
instrumento matemndtico Gtil om diversas aplicagdes, &
insatisfatdéria gquande o problemas envolvem tomada de decisio,
reconhecimentc de linguagem, diagnésticos médicos, andlise de
quadrog de pintura, recuperagido de informacio. stc.

A proprigdade que caraclteriza basicamente a probabilidade & a
da unidco de dois eventos disjuntos que & dada pela zoma das
probabilidades de cada evento, ou seja, dados A e B dois eventos
qualsquer pertencenies a um espago de probabilidade tais que A N
= @ teomos PCA U B = PCAD + PUBD. Porém, neom sempre isto representa
de forma adequada situagdes em gque o grau de incertera @
subjetividade humana ¢ muito grande. De fato, existem casos em que

pode ocorrer como resultado, ac invés da soma, o maior dos valores,
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Por exemplco, dados A @ B dois eventos quaisquer disjuntos podemos

ter PCA U B> = sup {%C&). P{BJ} que, em geral, ndo & igual a PCAY +

PCEBD.

Contuds, ¢ importante reconhecer que alguns problemas se
adaptam dentro dos padrdes da teoria de probabilidade e oubtros
dentro da teorias de possibllidade @, em certos casos de intesresse
pratico ambas as tecrias devem ser combinadas ¢ dai produzirem
solucdes Stimas para problemas que, em geral, envolvenm anidlise de
decisio.

Zadeh, em [30%, caracterizou bem a diferenga entire
probabilidade ¢ possibilidade: “Intultivamente, a possibilidade
relata nossa percepgic do grau de praticabilidade ou facilidade de

realizagio enguanto que probabllidede ¢ associada com um grau de

confianga, frequdncia ou proporgio:,

2, FUNCAQO-DISTRIBUIQAO DE POSSIBILIDADE

Ha definigio de medida de possibilidade (ver paragrafo 27 do
capitule 323 tinhamos como parte principal uma fungio gue
denominamos fungac~distribuigico. Esta, como versmos, serd dada por
um conjunto fuzzy, melhor dizendo uma restricgio fuzzy, conforme foi
delinido no paragrafo 8 do capitule 2.

Convém ressaltarmes que esta fungio desempenha © mesmoe papel
gue a fungio-densidade de uma wvaridvel aleatdria guands

estudamos a teoria de probabilidades,

DEFINICAO 1 -~ Seja F um conjunto fuzzy definido num ' conjunto
universo U caracterizado pela fungio-pertinsncia Hpp» onde pKCu) &

interpretada come a compatibilidade de u com o conceito fugsy F.
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Seja X uma variivel de um determinado conjunto (nao necessariaments
1D e ACKXD um atributo da wvaridvel X gue ioma walores em U,
Suponhamos que F age como uma resirigdo fuzzy RETACN) associada a
ACXD . HNestas condigdes, diremes aque a proposiciio "X & F¥,
Lransformada alravés da egquaglc de relaclo dos valores restritos em
RIACXD] = F, associa uma disiribuighe de possibilidade com  ACXD

indusida pela proposigan dada, digamos 01 gue postulamos ser

ACXD
tgual a RETACYDI. Desta forma, temos N = RELACKDY = F.

ACKD
EXEMPLO 1 ~ Seja F o subconjunie fuzzy dos "ndmeros naturais
pegquenos”™ do conjunte universo U = N definideo como segue:
F =11 + 172 + 0,83 + 0,84 + 0,85 + 0, 4.0 + 0,87 + 0,18
Deste conjunto fuzzy, a proposigio "X & usm ndmero natural
pagquena’” associa com a variavel X a disilribuigio de possibilidade:
nx = 174 + 178 + 0,83 + 0,874 + 0,68 + 0,48 + 0,87 + 0,178
Chser vomos que, heste caso, temos ACKD = X,
Interpretacio: O terme 0,89/8 significa que a possibilidade que a
variadvel X assuma o valor 3, dado gque X & um namero natural
pegquens, & 0,8. Analogamentie, temos que a possibilidade que a

variadvel X assuma ¢ wvaler 8, dade que X & um ndmero patural

pequenc, @ O,

EXEMPLO 2 ~ Seja U = [0,100) o conjunto universo & F o subconjunto

fuzzy de U dade pelo conceito "velho™ e a fungio-pertinédncia

o Band s 0 5§ u s 40
ppCw = [1 . [l.s_.é.mé.@] ] se 40 € u £ 100

4n

Deste conjunto fuzzy a proposigic Carlos ¢ velho” associa

com a varifdvel Carlos uma distribuiglo de possibilidade dada pela
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jigualdade [ Cheservenes que, neste caso, X &

Idodo{ﬂm-tam’ #EF :

varidvel de um conjunto de pesscas @ ACYXD) & a idade de X,

Interpretagio: Se u = 80, por exemplo, tLeremos y$Cu) = O,0H, BEstie
numero significa que, dado que Carlos & velho, a possibilidade de
Carlos possuir S0 anos ¢ 0,88, Analogamente, a possibilidade de

Carlos possuir 30 anos, dade a afirmagio de que Carlos ¢ velho, &

0.

DEFINIGAO 2 ~ Seja F um subconjuntoe fuzzy de um conjunto universo U
caracterizade pela funcio-pertiinégncia M s onde pu.iiub & interpretado
do mesme modo gque na definigio 1. Seja X uma variavel de um
determinade conjunto (ndo necessariamente U tal que o atributo
ACXD toma valores em U e suponhamos que F atua comoe uma restrigio
fuzzy RELACXD] asscciada com o atributo ACXD., A proposigdo “X & "
associa com o atributo A(ND a distribuliglo de possibilidade ﬂAmw

A Funclho-distribuicio ce possibil tdade de nmm =TV a
Fungio-distribuicio de possibiiidade associada com ¢ alributo ACXD,

denotada por g define como numericamente igual B

14 s
ALy

fungio-pertinéncia de F, isto &, T = HE
Deste modo, a possibilidade que ACXD = u , denotada por

n*‘m(u), é postulada como sendo igual a yw(u).

EXEMPLO 2 - Considerande o exenple 1 acima, sabemos que

I‘Ix = i/t 4+ 1B 0,808 4+ 0,84 + 0,88 + 0,408 + 6,27 + 0,18
Dal, segue que

n= 17 + 1.2 + 0,973 + 0,844 + 0,68 + 0,48 + 0,277 + 0,18

Por exemplo, HXCBE = 0,68 & HXCQD = 0,
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EXEMPLO 4 -~ Considerando o exemplo 2, teremos a fungio-distribuigio

de possibilidade associada 3 Idade de uma pessoa X como sendo:

o e O % u < 40
- 3 — A0 e
Ty dadeso™ [1 + {"Wg““-‘] ] se 40 £ u £ 100

Obhgervagtes:

(ad Nota-se gque o atributo da varidvel X estd associada com a
fungido-distribuigio de possibilidade da mesma forma gque uma
varidvel aleatldria em teoria de probabilidades {(ver [131) ezta
associada com uma fungio-densidade de wuma distribuigide de
probabi lidade.

Chd A definicio i implica e a distribulgio de

possibilidade 1 pode ser considerada como uma interprstacio

AOD
do concéi Lo de restrigio fuzzy e, consequentemente, & “ferramenta’
matemdtica da teoria doz conjuntos fuzzy o o célculo de restrigides
fuzzy f(ver (271> constituem uma base para a manipulagio da
distribuigidc de possibilidade atraveés das leois deste cdlculo.

(e A definigdo & implica gue o grau de possibilidade pode
ser qualguer ndmero noe intervalo {0,111 além do O & g 1.
Assim, nota-se dque & existédncia de graus intermedibdrios de
possibilidade sstd impliciteo sm proposicdes comumente encontradas
tals como:

“E bastante possivel que Carlos seja promovido, ™

£ pouco possivel gue J.J., candidato a prefeito,

seja elelto, v

TE quase impossivel encontrar um candidatio eleito que
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+

cumpra suas promessas {eltas om dpocs de eleigdes,

Alravés da linguagem cologuial, se Ltende a interpretar gue uma
caracterizagio de um grau intermediidric de possibilidade para uma
rotul agiieo tal come “pedquena possibilidade” estid asmociada como
“pequena probabilidade®™. Porém, esta interpretagio ndo € correta
pois existe uma diferenga  fundamental enire probabilidade o
possibilidade, gue bem entendida, leva a ume diferenciagic mais
cuidadosa entre as caraclierizagdss de graus de possibilidade versus
grau de probabllidade. Para ilustrar uma difarenga. entre
possibilidade e probabilidade desenvolveremcos dois exemplos (um no

casc discreto e subro no caso continucd:

EXEMPLO B -~ Considere uma cidade do Estado de Sio Paulo, gue
chamaremos simbolicamente de Bimboca, suponhamos que possua 5,000
habitantes que, efelivamenie, daridc seu volo de ssperanga no dia 15
de novembro de 1888 a algum candidatoe a prefeito,

Seja a proposigic " J. Pedrosoe, um dos dois candidatos &
prefeite de Bimboca, obterd X volos nas e=leigbes de 185 de
novenbro, " . onde ¥ Loma valores em U = {0,1.2,...  .8000>.

Podemos associar uma distribuigic de possibilidade a X
interpretando nxCuﬁ como © grau de possibilidade com que J. Pedroso
obtergd u votos., Podemos associar tambdém uma fungido densidade de
probabilidade a X interpretando chu) coms o grau de probabilidade
de J. Pedroso oblter u volos., Assumindo que ol empregado algum
critério para delerminar o grau de possibilidade com gue J. Pedroso
obtersd u volos em 18 de novembro, colotaremos og valores como segue

na tabela abaixo:
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""" BO0 300l 1H0G zoool 2500 3000 ABOG | S000 450G
4] & @ =3 3 o o e a o 4

SO0 1000 £800 2000 2500 B ason 4000 4 B0 SO0

il (u)l 1 i i .8 0,7 0.8 O, 4 .2 o,1 o

Px(ubg 0,1 0,3 6,3 6.2 0,1 G O O o] o

Através da tabela vemos, por exemplo, gue a possibilidade gque
J. Pedroso tem de obier 480 voltos 4 1 engquanto que a probabilidade
é muito pequena : 0,1, Nolemos também que tanto a possibilidade

quanto a probabilidade de J. Pedroso obter 43500 votos é O,

EXEMPLO B8 — (Ver exemplco 5 do capitule 12
Seja a proposigio da forma "X & F” cdada por "Jeodo @ jovenm™.

Claramente, o subconjunto fuzzy denctado por F toma valores em U =

10,1003, Tal conjurto estéd caracterizado pela fungio-pertinéncoia

Mo Cud = u (ud =1 - SCuw 10,280,300, 2 & U, onde
ff I BTN
8] 2 S8 B % 10
_ 2. Cu-100 7 A 400 =T 10 = u % 20
10,820,300 = 1 1 5 cy-300%-400 me B0 £ u S 30
i B U 2 30

Graficamente, teriamos a seguinie sitiuagio:

B {K\\x\m

- e - - Y

Hota-se que yW{BOB = 2 mcaﬁ; = (3,8 O atribute implicite

- L0
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ACX> de X, neste caso, & a idade de X. Assim a tradugio da
proposigio "X & F" dada por "Jodo ¢ jovem" pode ser expressa
através da equagho de relagdo de valores restritos como

RELACKDY = F, isto &, RildadelJoldodl = Jovenm,

Desta forma, asscciamos uma distribulcio de possibilidade com

ACXD como segue!

= I = REIACKD] = RE{ldadel(Jodod] = Jovem = F
ALY TdadeiJouos
A funclo-distribulglo de possibilidade associada com ACYD &

= 1 T M que se pode interpretar como segue:

k£ .
AOD Jovem

Interpretagio:

Suponhamos w = 30, sabendc que Jodo & jovem a possibilidade

de Jodo ter 320 anos & 0,8, Assim, & fungio-distrilbuigieo de

possibllidade induzida por X nido & ocutra, senio

R oo = ;.:[}-C u} = “Jovtmc we = 1 - 8Cwu:l0,20,300
Vamos analisar, agora, do peonto de wvista probabilistico,
associands uma fungdo densidade de probabilidade a ACXD), digamos

PM}‘}CUD, interpretandoe como sends a probabilidade de gque Joio

tenha U anos.
Nezte caso, tomaremos o sinal negative da derivada de py COm

respelte a u e oblemos ums fungic densidade de probabillidade PA

e
Amsim,
0 50 < 10
w5 O e 10 5 u £ 20
100
P ocuw =~ 9y .} _ a0 20 £ u S 30
ALMH)Y - ""“"‘"‘g'm e h
g 100
O se U 2 30
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Graficamente, teriamos & seguinte situagio :

ﬁhﬁagh

-

el

)

0,1, Cologuemos alguns velores discrelos

fi

Note que FMR}CEO)

numa tabela & comparemos as fungio-distribulgéic de possibilidade

a funciio densidade de probabilidade associada com AUYD:

B
i3 iaﬁos)! G- 10 114 i2.1.48 49 jzo |23 2z, -1 3 - 400
23 Cu)i i 0,99 |G,08f o,7] Oo,dle, 50,4 {0,8 lo,o0zlo,0os o
pmmcu) ! € 0,01 002 |ooe jooe |oa looe |oo0e | 0,02 05,04 €5

Através da tabela vemos, por exemplo, que a possibilidade de

Jolo ter 10 anos ou menos & 1 enquanto gue sua probabilidade 6 O,

Oheeruagio:

Notemos, através dos exemplos O e &, gue um allo grau de
possibilidade néo implica num alito grau de probabilidade @ nem
uma baixo grau de probabilidade implica num baixe grau de

possibilidade. Entretanto, se wn evento & impossivel, entae ele &

improuvguel.
Embora, em  principio, ndc  exista uma conexBo entre

probabpilidade e possibilidade, na prética o conhecimento de

el




possibilidade transmite alguma informagdc sobre probabilidade, mas
néo vice-versa. Esta relagido bastante fraca entre os dois pode ser
estabelecida mails precisamente alravés de um principioc denominado
principio de consistédneia possibilidadesprobabilidade, dade a
sogulr:

Se o atributo ACXD de uma variavel X Loma valores Moo Moscs
3 com respectivaes possibilidades T m (M, F,..., T2 @

" AGD 3 2 "

 probabilidades Pmm = 1’3"1 » Pz, Ve s Pnb > entdc o grau de

consisténeta da distribuicio de possibilidade FIMX) & expressa pela

moma ariitmética

n . P +npn. P+, +n P

1"« 2 =2 noon
Este principio ~-- usado em situagbes nas quals © gue se
conhece schre o atributo ACXDY & sua possibilidade -~ nic ¢ uma lei

precisa, nem itampouco uma relaglo que ¢ intrinseca aos conceitos de
possibilidade e probabilidade, mas somente uma formalizagio
aproximada de observegies heuristicas, noe sentide de que uma

diminuigdo da possibilidade de um svenloc lende & diminuir a

probabilidade desse eventlo, mas nidc vice-versa.

3. A MEDIDA DE POSSIBILIDADE
Uma cutra diferenca snire possiblilidade e probabilidade pode

ser examinada através do conceito de meddida de possibilidade,

DEFINICAG 3 ~ Sejam B um subconjuntoc <lassice de um conjunts
universo U e FIMm a distribuicgdo de possibilidade associada com ©
atributo ACHD de uma waridvel X pertencenle a um determinadeo

conjunto (nic necessariamente U2 tal que ACXD toma valores em UL

Entdo a medida de possibilidode, B2, de B & definida como wum



namerc em [0,1) dade por:

alB2 = sup ummiu} » onde o sup & tomado sobre todes os

valores u « B e LI & a fungdo~distribuigio de possibilidade de

1
AR

Este numero pode ser interpretado como a pogssibilidoade de que
ALXD pertenga a B, isto é,

Poss{AC(X? « B> = »uCE = sup n_ _ C(ud
AO0
ueB

Chservagio!

Se considerarmos uma o-algebra de subconjuntos de U e
fizeormos n(@d = 0, teremos a medida de possibilidade definida no

paradgrafo 3.7 do capitule 2,

EXEMPLO 7 ~ Seja ¥ o subconjunto fuzzy dos '"nlimeros naturais
pequenos” do conjunto universo U = [ C(Ver exempic 12, definide por
Fo=i +172 + 0,073+ 0,874 + 0,858 + 0,48 + 0,28/7 + 0,1/8

Deste conjunbo fuzey, a proposigico "X ¢ um nimero natural
pequenc” asscocia com a varidvel X a distribuigdo de possibilidade
= F. Se tomarmos B = { 6,7,8,8, como a fungio~distribuicic de
possibi lidade & dada por nxCu} = pﬁ.fiui) temos miB2 = gupdO,4; 0.2;
G, O = 0.4,

O nimero 0.4 pode ser interpretado da seguinte forma: Dado
gque X & um ndmero pequens a possibilidade que X Lem de perlencer a
B 4 0,4.

A definigac acima pode ser dada mais geralmente para

subconiuntos fuzzy de U,

DEFINICAD 4 -~ Seja © wum subconjunto fuzzy de U, cuja
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fungio-pertingncia & dada por Hg» © nmm a distribuigida de
pessibilidade associada com © atribute ACXD da variavel X que Loma
valores em U, A medida de possidilidade, n(G), de & & definida por

a8 = sup {uCud N PR
uel)

EXEMPLO 8 -~ Consideremos a distribuigio de possibilidade dada no

axempla 7
nx = 171 + 172 + 0,03 + 0,874 + 0,678 + 0,48 + 0,277 ¢.1-8
e & o subconjunto fuzzy dos "nUmercs haturais que ndo sido peguenos™
dado por
G = 0,174 + 0,38 + 0,48 + 0,577 + 0,88 + 179 + 1710 + ...
Deste modo, temos

i G sup {0 0; O0; O,1; 0,3; 0,4; O,8; G4 O, O ....2 =

i}

= 0'4
O nlmeroc 0,4 pode ser interpretado da zeguinte forma: Dada

a afirmagio de que X & um nlimero pegquenc a possibilidade que X tem

de nio ser um numero pequenc 4 0,4,

Obseruvagio:

Com a nogidc de medida de possibilidade podemoz notar uma

diferenca basica com a medida de probabilidade:

Sabemos que, se A e B sio dois eventos disjuntos, entio

FCA B = PCAY + B) onde P ¢ uma nmedida de possibilidade. Esta
igualdade nio ocorre com a medida de possibilidade. De fato,

alk U B = nCAd ~ alBd $ nAd + nlBD
Notamos apenas uma analogia entre as medidas obitida através

dos sinais + & v. O mesmo ocorre considerande a intersecgio dos

aventos & @ B, onde tLemos

4



ned V@ € nchd A ae® o PCA N 5 PCRAS + POBRD.

4. A DISTRIBUICAQ DE POSSIBILIDADE n~DIMENRSIONAL
Vimos antericrmente gue uma proposigho da forma ¥ & F*, onde
X & uma wvaridvel com atribute A(XD e F & um conceito fuzzy, pode
ser traduzida através da equagdo de relagio de valores restritos
}'imm = RELACXDY = [F

Porém, existem casos em que o atribute AXDY da wvarisavel nic &

um atributo simples, ou seja, ndo envolve apenas uma caracteristica

da wvaridavel ¥, Vejamos, por exemplo, uma proposicéoe da forme * O
terrenc é grande”, podemos ter dois atributeos para expressar o©
concelte fuzzy “grande”: comprimento e largura. Nesie caso, como

poderemos associar uma distribuicio de possibilidade aos atributos
da variasvel X7

Eliminaremos este problema dande uma generalizacido natural
para © conceito definido ne parégrafo 2, no sentide de qgue, a

proposigido contenha n atributos implicitos da varidvel X, digamos

AiCKD, c s An(}D e om Ait}i) tomando valores em certos conjuntos

Wi YOr soR ‘.Ui; io= 1, 2., ..., n. Denctargmos tLais atributos
pela n-upla ACXD = [ASCXD,. . .ARCXDJ & © chamaremos de n-atributo,
DEFINIGAD 8 ~ Seis R uma relagédo fuzzy de U = "Us."' . .xKU“

caracterizada por uma funglo-pertinéneia Hee Sgja ACXD o n—atributs

da varidvel X gue indica os n atributos implicitos gue tLomamn

valores em U, isto &, o atributo simples ACX) toma valores eom IU‘,
L

para i = 1,&,....,n.

Suponhamos gque R atua como uma resirigdo fuzzy REIACXD]

associada com o n-atributo ACXD da wvarlavel X, Diremos que «

oL



proposigio "X & R" ~ itraduzida pela egquagic de¢ valores restritos
RE[ACXD] = R -~ associa uwna n~distribuiglio de possibilidade conjunta

com ACX0, denotada por I‘IM"}, e posiulanos ser igual a RELACYD,

ou seja,

It = RELACX2) = R
ALY

Observagao:
O neatributo ACXD da wvaridvel X estid asscocisdo com uma
n~distribujcic H*t gda mesma forma gue uma variavel aleatdria

n~dimensional esté associada com uma distribuigio de probabilidade

conjunta n-dimensional Cver (1310,

DEFINICAO © - Seja R uma relagic fuzzy de W = U‘x,.,xﬁi

™

caracterizada pela funcio-pertingncia g . Seja ACX) © mn-atribuio da
|4

variavel X que toma wvalores em U. A proposigic “X & R associa com
o patributo ACXD da varidavel ¥ a distribuigic de powgibilidads

conjunta Tl Definiremos a n~funcgio-distribuigie de

AL

pessibilidade de Hhuﬂ,digamos M ey SOMO sendo igual a Hg, -

e 4

Em particular, se Livermos o conceito fuzzy R definido como o

produtc cartesiano de n conceitos fuzzy ﬁ;, i =1,..., n entéc a
equagio de relagiio de valores restritos se decompde num sistena de

1 aquagdes de valores restritos:

RE(A CX21 = F

REI Anc}ﬁ 1 = {Fn

Teremos assim,

)



n PO 5
A A 1M A X
S i

LD = o Cusdh ... An Cu D
A LMY 4

E U
A K> 4]
4}

i Cu
A £ b

orncle:

nA,c&bcui.} = P{F“‘cug:)' ui‘ e M, i =31,...,n
L [
A denota o minimo

x denota o produte cartesiano

EXEMPLO 8 ~ Seja proposigdo "0 terreno ¢ grande”, em que X & a
variivel terreno e, grande € o subconjunto fuzzy F de U = [0, 1003

x 10, 100) em metros, cuja fungido-pertindncia Hye astd dada no

guadro abalxo:

LARGURA ! COMPRIMENTO i Mo = By

-+ 25 O, =
on so o, 4
Bo 40 o,
8e a0 é o, s
o0 SO G, 7
20 o] } 0,7
RO o] E o

A proposigio "O terreno & grande” pode ser traduzida através

da equagic de relagio de valores restiritos ems

A (MY, M (MR
£ 2

que dencia

. . = Grande
ll..arguru{?erreﬁo>, ComprimentolTarrenodt

&7



Interpretagio:

S¢ tivermos, por exemplo. ¢ compriments Q0 m o & largura BO m
@ a afirmagic "OQ terrenc é grande", entio a possiblilidade que este
terrenc tem de possuir 80m de comprimento e 60m de largura &
0,7,

.Agara, =1 d@finirn;cas grande come largo x comprido , onde
largo e comprido sio dois subconjuntos fuzzy E;a Fz de &&= Wa = [0,
100} a egquacic de relacho de valores restritos acima se decompde
num sistema de duas equagbes ode relagdo de valores restrilos

1 ¢t mensional:

= ue expressa [l ' = Largo
Aa(m i 4 P Larguroderrenc 2

#

¥ Ue expressa 11 = omprido
Azs}ﬂ 2 4 ComprimsriotTerreno? P

onde as fungbes-pertinédncia Hep @ up sdo dadas pelo guadro abalxos
S 2

LARGURA Mg COMPR IMENTG Ky

i &
AQ c, 4 2w G, R
a5 GG B o, 4
8o o, 40 o,n
89 o, s 5O 0.8
oo o, 7 G0 G, 8
&0 0.7 20 o,

100 o, PG 4

FNolemos que a distribuigio de poessibilidade conjunta de ACXD
= Zéﬁ(X), AZCE:‘I"} pode ser escrita como:
= = Tj ¥ = E:'t

= »
AlMY Lé M), A M) A CHR A (M
4 2 i 2

e



oy seja,

(LarguraiTorrenc:, GemprimentoiTerrenc?

= §| x Tl . = de
Largura{Terrency ComprimentoiTerrenc Gran
E, portanto, a fungdo~distribuigdo de possibilidade conjunta

associada com o @-atributo £A1CX-), A2CX)3 ¢ dada por:

77 tu, ud) = n Cud A n Cud
IA’.(}{}, Aﬁ{}{}l Y = &*{}n 4 Aa{X) 2

5. DISTRIBUIGAC DE FOSSIBILIDADE CONDICIONAL
Em analoglia ao conceito de distribuigdoco de probabllidade
condicional daremos © conceito de distribulqgio de possibllidade

condicional.

DEFINIGAO 7 - Beja ACXD = 1 AiCXD, caes AzCX}J o n-atributo de ums
varidvel X que toma valores em U = !U‘x...xﬂ)n, com n~distribuigio de

possibilidade conjunta ﬂMm, caracterizada pela

fungio—distribulgcio de possibilidade "oon T4 associa & cada u

w ..., & U =4, U a sua possibilidsde n 2L SR 1 s T
4 2} 2 N ALK 4 ™

Sejam g = Cia’”"ik} e q’= C,ji,.,..jm) subsequéncias de
uma seqgquénclia de indices C1,..., nd, oende g’ & o complementar de o

e fa ,... ,aj J uma n-upla de valores gque podem ser atribuidos a

ji ™m

Agr,CX> = [A CXD,..., A CXDI. Por definigdo, a distribuigae de

i
4 E ™

possibilidade condicional de é{q}CXD = EAL C¥3,...,A CX2] dados os
%
1 k

2]



val ores AQWCX) = [a ,...,aji é uma distribuigio de possibilidade
4 m

@xprossa por:

H.;.CXDEAQCXD = aj 3.} Aj CHD = aj ]

e sua fungdo-distripuiglo de possibilidade € dada por

I
w
b3

[
7~

%
ok

#
o
ot

it

n Eu_r---! L% !A Cx:) . ..
" B 4 ™ . I

EXEMPLO 9 ~ Suponhamog ACK2Z = [ﬂECXD, AZCXD, A3CX3] tomande valores
no conjunto universe U o= U.J‘x’al}lel!s = {a,prxla,Bxla,b> e cuja

F~distribuigio & dada pelo quadro:

Aiij QZCXB AaCX3 TR

a @ a o,

<% @ W i

@ b - o,

b o @ 0,2

L = L e

b b o L

b - b Lo

@ = b 0,5
Por exemple, se g = (12 & g’ = (2,30 temos,



n EACXD = &, ACKY = bl = 1.8 + Q. b
tA o 2 -]

Da mesma forma, s tivermos g = (1,83 @ g'= {87 tLemosn,

FACYD = a) = O,0.aa + 1.ab + 0,8.ba + O,8.bb
ta G4 D012
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