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Resumo

E de grande interesse o estudo da evolucao de uma série financeira, ou seja,
entender o comportamento dos precos do mercado financeiro. Dois dos principais
objetivos no estudo dessas séries sao interpretacao e predicao. Interpretar uma
série financeira significa entender o comportamento dos precos de um modo geral.
Conseguir identificar caracteristicas do processo num ponto futuro caracteriza o
problema de predicao. Para isso, é necessario conhecer, ou estimar com precisao, o
comportamento da volatilidade, pois essa quantidade estd diretamente associada a
variabilidade dos precos ou retornos.

Modelos bem conhecidos na literatura, como os de Volatilidade Estocastica,
predizem a volatilidade considerando as observacoes passadas, conhecida como vo-
latilidade condicional. Neste trabalho, o principal interesse recai sobre predicoes a
médio e longo prazos e para isso utiliza-se a no¢ao incondicional da volatilidade.

A densidade de volatilidade incondicional é estimada através de técnicas de
desconvolucao. Tal técnica é muito utilizada em modelos de regressao com erros nas
variaveis e é baseada em métodos nao-paramétricos para estimacao de curvas como
fungao-nicleo e ondaletas. Comte (2000) apresenta uma aplicacdo do estimador
por desconvolugao via fungao-nicleo em Modelos de Volatilidade Estocéstica, vistos
na forma de uma regressdo com erros nas variaveis. Fan e Koo (2002) apresentam
estimadores lineares e nao-lineares por desconvolucao via ondaletas e discutem suas
propriedades. Nés utilizamos a idéia de Comte (2000), escrevendo o Modelo de
Volatilidade Estocéstica como uma regressao, e empregamos a proposta de Fan e
Koo (2002) para estimar a densidade da volatilidade.

Estuda-se o comportamento dos estimadores por simulacoes e mede-se o desem-
penho de cada técnica através do Erro Quadratico Médio e de medidas de distancia
tais como a distancia em £? e a distancia de Hellinger. Na desconvolucao via ondale-
tas, estudam-se também quao préximas da verdadeira densidade estao suas melhores
aproximacoes por multi-resolugao tanto para séries geradas a partir de um modelo
AR(1)-SV quanto um GARCH(1,1). A metodologia é aplicada na série didria de
taxa de cambio Iene/Délar no periodo de 02 de janeiro de 1990 a 05 de dezembro
de 2003.
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Abstract

Series of financial returns are a topic of great interest nowadays. Two of the
main concerns in their study are the characterization (estimation) and the future
return evaluation (prediction). For both paradigms one is faced with the problem
of using very precise estimation of volatility values.

Well-known models in the literature, such as Stochastic Volatility Models, attack
the problem by predicting the volatility as a random variable partially dependent on
the past observations. Therefore, they are considered conditional volatility models.

If one is interested in medium or long range predictions, it is wise to avoid the use
of conditional volatility. We study in this work the unconditional volatility density
from a deconvolution non-parametric point of view.

Comte (2000) presents a kernel deconvolution estimator for Stochastic Volatility
Models on a regression model with errors in the variable setup. Fan e Koo (2002)
proposed linear and non-linear deconvolution wavelets estimators.

Due to its implementation difficulties (numerical deconvolution and complex in-
tegrals), both papers present only the theoretical aspects of the techniques. We de-
velop the ideas on simulational studies and on application to real data. Performance
comparisons are made through IMSE and Hellinger distance as well as discussions
on actual versus nominal rates of convergence and numerical feasibilities. The te-
chniques are illustrated on the daily Ien/Dolar exchange rates from 01/02/1990 to
12/05/2003.
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Introducao

Entender o comportamento dos precos de um produto do mercado financeiro
e ter a capacidade de predizer caracteristicas do processo sao dois dos objetivos
principais no estudo de séries financeiras. Séries financeiras sao seqiiéncias de valores
negociados, como, por exemplo, taxas de cambio, taxas de juros, ativos e cotagoes
da bolsa de valores.

Existem modelos muito difundidos na literatura para a andlise de séries tem-
porais, como os modelos ARMA vistos em Wei (1990), de facil e eficiente im-
plementacao. No entanto, esses modelos nao sao capazes de reproduzir algumas
caracteristicas presentes nas séries, como por exemplo a nao-linearidade. Dessa
forma, costuma-se analisar uma funcao da variagao do preco de dois dias conse-
cutivos, conhecida como retorno. A série de retornos é estaciondria e geralmente
nao-correlacionada e tem propriedades estatisticas mais interessantes do que a série
de pregos.

As séries de retornos geralmente apresentam caracteristicas peculiares como,
por exemplo, distribuicao com caudas pesadas; medidas de variabilidade; estacio-
naridade; correlacao entre os log-retornos; e nao-linearidade. Essas caracteristicas,
ilustradas na Secao 1.2, sao conhecidas como Fatos Estilizados e os modelos ARMA
nao sao capazes de descreve-las ou reproduzi-las.

Na implementacao de um modelo para o preco justo de um produto, é fundamen-
tal estimar com precisao o valor de uma quantidade que é, em geral, inobservavel: a
volatilidade. A volatilidade esta diretamente associada a variabilidade dos retornos
e, por isso, é interpretada como uma medida do risco associado a cada produto.
Os modelos que se propoem a estimar essa variancia sao conhecidos como Modelos
de Volatilidade. Estes sao modelos paramétricos e diferem quanto ao tratamento
que dao a volatilidade: tratando-a como uma varidvel observavel ou latente (inob-
servavel).

Duas familias de modelos bastante utilizadas sao as do tipo ARCH (Autore-
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gressivos de Variancia Condicional Heterosceddstica) e suas extensoes, tendo como
referéncias Engle (1982), Bollerslev (1986) e Bollerslev, Engle e Nelson (1994); e
os SV (Volatilidade Estocastica), primeiramente proposto por Taylor (1980) cujas
caracteristicas principais sao detalhadas na Secao 1.3.1. Entre os modelos da familia
ARCH, o mais utilizado nas aplicagoes ¢ o GARCH(1,1) e, entre os da familia SV,
destaca-se o AR(1)-SV. Ambos sdo capazes de reproduzir teoricamente as carac-
teristicas observadas nos retornos das séries financeiras e de explicar caracteristicas
comuns as séries financeiras como: alta curtose, correlacao no quadrado das per-
turbagoes, perturbagoes nao-correlacionadas e conglomerados de volatilidade. Os
modelos ARCH, consideram a volatilidade observavel e recorrem ao procedimento
de expressé-la como funcao dos retornos passados. Os modelos SV supoem que a
volatilidade presente, considerada uma varidvel latente, depende parcialmente de
seus valores passados, mas é independente dos retornos passados.

A metodologia apresentada nesse trabalho tem por finalidade auxiliar no pro-
blema de predicao, ou seja, conseguir identificar caracteristicas da distribuicao do
processo num ponto futuro. Pode-se considerar o problema de predicao, dependendo
do instante de tempo a frente cuja predicao queremos fazer, como predigao a curto,
médio ou longo prazos.

Os modelos da familia ARCH e SV utilizam a volatilidade condicional para fazer
previsoes. Um caso bem conhecido na literatura e utilizado na pratica é a previsao
um passo a frente. No entanto, quando o horizonte de predicao é grande, seria mais
plausivel utilizar a volatilidade incondicional, ou seja, uma quantidade constante ao
longo do tempo, como pode ser visto nos mais antigos modelos de séries temporais,
como por exemplo, os modelos ARMA.

Embora o modelo ARMA seja simples demais para a anélise de séries financei-
ras, utilizamo-no na Secao 1.4 para ilustracao. Calculamos algumas quantidades e,
pela facilidade de obtermos o erro de predicao e sua variancia, motivamos a necessi-
dade do estudo incondicional da volatilidade. Mostramos que, para o curto prazo, o
emprego da predi¢ao condicional é indicada; ja para o caso de médio e longo prazos,
a predicao incondicional pode ser superior, tanto pela complexidade da estimagcao
quanto pelo fato que, se olharmos uma série por um longo periodo de tempo, é
comum ocorrerem mudangas bruscas, o que aumentaria significativamente o erro
da predicao condicional, sendo esta parametricamente baseada nas observagoes pas-
sadas. A predicao incondicional estimaria todos os valores futuros como sendo a
esperanca da série, o que pode resultar em um erro muito menor do que se usarmos
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um preditor condicional.

A densidade de volatilidade incondicional é estimada através de técnicas de des-
convolugao. Tal técnica é muito utilizada em modelos de regressao com erros nas
variaveis e ¢ baseada em métodos nao-paramétricos para estimacao de curvas como
através de funcao-nicleo ou ondaletas. Detalhes sobre essas duas familias de estima-
dores nao-paramétricos sao discutidos nas Segoes 2.3 e 3.2. Comte (2000) apresenta
uma aplicacao do estimador por desconvolucao via fungao-nicleo em Modelos de
Volatilidade Estocastica, apresentado na Segao 3.4, visto na forma de uma regressao
com erros nas variaveis. Fan e Koo (2002) apresentam estimadores lineares e nao-
lineares por desconvolugao via ondaletas e discutem suas propriedades tedricas, como
pode ser visto na Sec¢ao 3.4. Nés utilizamos a idéia de Comte (2000), escrevendo o
Modelo de Volatilidade Estocéstica como uma regressao, e empregamos a proposta
de Fan e Koo (2002) para estimar a densidade da volatilidade. Pelas dificuldades
nimericas (desconvolugdo numérica e integrais complexas), esta é a primeira em vez
que os estimadores por desconvolucao via ondaletas sao implementados. Fan e Koo
(2002) apresentam apenas aspectos teéricos da técnica.

E importante ressaltar aqui que essas técnicas serao utilizadas com propodsitos
diferentes. A desconvolugao via fungao-nicleo é utilizada apenas como ilustragao.
Jé& a desconvolucao via ondaletas é empregada com o objetivo de estimar a densidade
de probabilidade da volatilidade. As propriedades dos estimadores sao discutidas de
acordo com a classe de erro do modelo. Duas classes de erro sao utilizadas e suas
definicao e caracteristicas sao apresentadas na Secao 3.1.

No Capitulo 4 sao apresentadas as simulacoes realizadas, tanto para o caso
de desconvolucao via fungao-niicleo quanto por ondaletas. Estuda-se o comporta-
mento dos estimadores por simulagoes e mede-se o desempenho de cada técnica
através do Erro Quadratico Médio Integrado, distancia £2? e distancia de Hellinger.
A funcao-nicleo serd usada apenas para um caso especifico de erros, pois devido
a complexidade dos calculos, nao é possivel utiliza-lo no caso geral. Faz-se um
estudo mais detalhado para ondaletas. Séries de retornos sao geradas, tanto por
um modelo GARCH(1,1) quanto por um AR(1)-SV, para as quais a densidade da
log-volatilidade ou da volatilidade do modelo, apresentado na Subsecao 1.3.1, ¢ esti-
mada. No Capitulo 5, aplicamos a metodologia proposta para a série diaria de taxa
de cambio Iene/Ddlar e verificamos a consisténcia do estimador para a densidade da
volatilidade.



1 Volatilidade em Séries
Financeiras

1.1 Séries Financeiras

Existem varios modelos muito difundidos na literatura para a anélise de séries
temporais, como os modelos ARMA, que sao de facil e eficiente implementagcao.
Embora de grande utilidade, esses modelos nao sao capazes de reproduzir algu-
mas caracteristicas, como por exemplo a nao-linearidade presente nas séries. Dessa
forma, para tornar a série estaciondria, costuma-se analisar uma fun¢ao da variagao
do preco de dois dias consecutivos. Essas quantidades sao conhecidas como retornos,
que sao normalmente nao-correlacionados. Os retornos tém propriedades estatisticas
mais interessantes do que os precos. Uma das definigoes mais empregadas é a cha-
mada de retornos compostos continuamente ou log-retornos. Considerando a série
financeira { P, };>1, os log-retornos sao definidos por:

R—ln <Ppt ) —In(P,) — In(P,_,).

t—1

Nessa dissertacao, trabalharemos com essa definicao e chamaremos simplesmente
de retorno.

As séries de retornos geralmente apresentam caracteristicas peculiares como,
por exemplo, distribuicao com caudas pesadas; medidas de variabilidade; estacio-
naridade; correlacao entre os log-retornos; e nao-linearidade. Essas caracteristicas
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sao conhecidas como Fatos FEstilizados e os modelos ARMA nao sao capazes de
descrevé-las ou reproduzi-las.

Na implementacao de um modelo para o preco justo de um produto, é fundamen-
tal estimar com precisao o valor de uma quantidade que é, em geral, inobservavel,
a volatilidade. Informalmente, define-se a volatilidade como o grau de variabilidade
que apresentam os retornos, o que ¢ interpretada como uma medida do risco as-
sociado a cada produto. Os modelos que se propoem a estimar essa variancia sao
conhecidos como Modelos de Volatilidade. Existem varios modelos paramétricos
muito citados na literatura como os Modelos Autoregressivos de Variancia Condici-
onal Heteroscedastica (ARCH) e os Modelos de Volatilidade Estocéstica (SV). Os
modelos ARCH, vistos em Bollerslev, Engle e Nelson (1994), conseguem reproduzir
algumas dessas caracteristicas empiricas encontradas nas séries de retornos.

1.2 Fatos Estilizados

Como citado anteriormente, as séries de retornos possuem uma série de carac-
teristicas empiricas comuns, chamadas de Fatos FEstilizados. Nesta secao, sao mos-
tradas algumas dessas caracteristicas, ilustradas por 3503 observacoes diarias da
taxa de cambio lene/Dolar, no periodo de 02 de janeiro de 1990 a 05 de dezembro
de 2003. Essa série também sera utilizada para aplicagao da metodologia discutida
no trabalho.

Analisando-se a série original e os retornos nas Figuras 1.1 e 1.2, respectivamente,
pode-se notar que a série é nao estacionaria, mas a série dos retornos tem nivel
constante.

Em geral, as séries de retornos nao apresentam autocorrelacao, mas as séries dos
quadrados dos retornos a apresentam, de forma significativa, com decaimento lento
para instantes superiores, ou seja, os retornos sao serialmente dependentes. Essa
dependéncia na distribuicao dos retornos, em que existem periodos de alta (baixa)
volatilidade, onde a variabilidade tende a permanecer alta (baixa), é conhecida como
conglomerados de volatilidade.
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Cotacao lene/Dolar no periodo de 02/01/1990 a 05/12/2003
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Figura 1.1: Cotacao Didria Iene/Ddlar - 02/01/1990 a 05/12/2003

Figura 1.2: Gréafico dos Log-Retornos e Retornos Quadrados da Série Tene/Délar

Outro fenomeno tipico de séries financeiras é o Efeito Alavancagem, que faz
as variacoes nos precos serem correlacionadas com a volatilidade, no sentido de
que, quando os precos de um determinado produto financeiro estao em queda, sua
volatilidade tende a ser maior do que em periodos de alta.

Em séries com alta e média freqiiéncia, como por exemplo de dados didrios,
observa-se uma alta persisténcia da volatilidade, tendendo a permanecer préxima a
observada no instante anterior. Esse fato é conhecido como memoria longa.

Outra caracteristica dos retornos é a que eles apresentam uma distribuicao
leptocurtica, ou seja, possuem uma distribuicao com caudas mais pesadas do que
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a da distribui¢ao normal, o que se traduz em que valores longe da média ocorrem
com uma freqiiéncia relativamente alta para um modelo ARAMA (Figura 1.3).

Grafico de Normalidade dos Retornos
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Figura 1.3: Gréafico de Normalidade dos Retornos para a Série Iene/Ddlar

1.3 Modelos de Volatilidade

Considere a decomposicao dos retornos em duas componentes seriais: uma de
niveis funcionalmente deterministicos e a outra de varidveis aleatérias (v.a.’s), cha-
madas de erros ou perturbacoes aleatorias, isto é:

Rt = Mt + €,
em que p; é o nivel da série e as perturbagoes sao tais que
E(e:) =0 e E(eque) =0, Vt.
As incertezas dos retornos estao diretamente ligadas a variabilidade dessa se-
queéncia de perturbagoes, ou seja, a variancia em cada instante de tempo. A variancia

da perturbacao num determinado instante de tempo ¢, condicionada a informagao
das observagoes até o instante ¢ — 1, é chamada de volatilidade no tempo ¢.
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Assim, define-se a volatilidade no instante ¢ como
O't2 = VaT(Rt]]:t,l), (11)

em que F;_; é a informacao até o tempo ¢t — 1.

Os retornos tém média constante, ou seja, E(R;|F;—1) = 0 e (1.1) se reduz a:

02 = E(RY|Fi_y). (1.2)

As regularidades apresentadas pelos retornos das séries financeiras podem ser
classificadas de acordo com as caracteristicas proprias das distribui¢oes, como forma
e momentos, ou quanto a evolucao temporal retratada pela estrutura de autocor-
relacao e da natureza nao-linear do processo gerador dos dados. Os Fatos Estilizados
que caracterizam os retornos nao podem ser explicados pelos modelos tradicionais
de séries temporais lineares, ja citados anteriormente, como o ARMA. O tratamento
dessas séries requer a implementacao de outros tipos de modelos que sejam capazes
de reproduzir essas caracteristicas empiricas.

Existem na literatura varios modelos propostos para o estudo da volatilidade,
que sao conhecidos como Modelos de Volatilidade. Estes sao modelos paramétricos
e diferem quanto ao tratamento que dao a volatilidade, ou seja, tratando-a como
uma variavel observavel ou latente (inobservavel).

Duas familias de modelos bastante utilizadas sdo as do tipo ARCH (e suas ex-
tensoes), e as do tipo SV. Dentro da familia dos modelos do tipo ARCH, o mais
utilizado nas aplicagoes é o GARCH(1,1) e, dentro da familia dos SV, o AR(1)-SV.
Ambos sao capazes de reproduzir teoricamente as caracteristicas observadas nos
retornos das séries financeiras e de explicar caracteristicas comuns as séries finan-
ceiras como alta curtose, correlacao no quadrado das perturbacgoes, perturbacgoes
nao-correlacionadas e conglomerados de volatilidade. Nos modelos ARCH, a vola-
tilidade é considerada observavel e, nos modelos SV, a volatilidade é uma variavel
latente. Os modelos estatisticos que consideram a volatilidade como observavel
recorrem ao procedimento de expressa-la como funcao dos retornos.

Apresentaremos aqui com maiores detalhes apenas o modelo de Volatilidade
Estocéstica que sera utilizado nesse trabalho. Para os modelos ARCH, 6timas re-
feréncias sdo Engle (1982) e Bollerslev (1986).
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1.3.1 Modelo de Volatilidade Estocastica

Os modelos de Volatilidade Estocéstica, conhecidos como SV (Stochastic Vola-
tility), primeiramente propostos por Taylor (1980), nao supoem que a volatilidade
condicional dependa dos retornos passados como nos modelos da familia ARCH.
Este modelo supoe que a volatilidade presente depende de seus valores passados,
mas é independente dos retornos passados.

Uma série de retornos { R; }4>1 ¢ dita seguir um modelo de volatilidade estocéstica
se:

R, = o0&,
or = exp(X;/2),

em que {&}+>1 ¢ uma seqiiéncia estaciondria, com média 0 e variancia 1, e {X;}1>1
é uma seqiiéncia que pode ser estacionaria ou nao, com uma densidade de probabi-
lidade fx,.

A forma mais simples do modelo supoe que o logaritmo da volatilidade segue
uma forma linear, isto é,

In(o?) = ag + oy In(o? ;) + 1y, (1.5)
ou, em termos de X;, como
Xi=ap+ Xy g+, (1.6)
em que 7, segue uma distribuicao N (0, 072]). O parametro «y deve satisfazer |a;| < 1.
De forma geral, temos que

Xy =m(Xy_1) +ns (1.7)

Comte (2000) mostra como estimar a fungdo m através de desconvolugao via
fungao-nicleo. Empregando desconvolugao via ondaletas, é possivel estimar fx, e,
conseqiientemente, estimarfamos a densidade de o2. Detalhes sobre esses métodos

serao vistos no Capitulo 3.

Se assumirmos que & ~ N(0,1), entao In(¢?) segue uma distribuigao log-qui-
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quadrado com E(In(£?)) ~ —1,2704 e Var(In(¢?)) = 72/2.
De (1.3) e (1.4), obtemos:

In(R?) = In(o?) +In(&P), (1.8)
X, = In(cd). (1.9)

Definindo-se w = E(In(£2)),

Y, = In(R))—w e
g = In(&) —w~In(&)+ 1,27,

tem-se o modelo:

Xy = m(Xiq) +m, e~ ii.d. N(0,07) (1.10)
Y, = X;+e, g ~i..d. (0,7/2), (1.11)

com {n}ti>1 e {e5}s>1 processos estocasticos independentes.

Note que E(g;) = 0 e Var(e) = 7%/2. Denotaremos f, e f. as densidades de
probabilidade de 7 e e, respectivamente.

Os tnicos valores observaveis no modelo acima sao os Y;’s, ja que sao funcao dos
retornos. Dessa forma, o modelo (1.10)-(1.11) pode ser considerado como um caso
particular de um modelo de regressao com erro nas variaveis:

1/; = Xt—|—€t, (113)

sob as mesmas suposigoes sobre os ruidos e os dois processos (Y, Z) sendo observados
parat=1,...,n. No nosso caso, no entanto, apenas um dos processos €é observado.

1.4 Predicao

Como citado na Se¢ao 1.1, em andlise de séries financeiras, um dos principais ob-
jetivos é conseguir identificar caracteristicas da distribuicao do processo num ponto
futuro, sendo esse procedimento conhecido como predicao. Para isso, é fundamental
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conhecer, ou estimar com precisao, a volatilidade, pois essa variavel esta diretamente
associada a variabilidade dos precos.

Suponha que tenhamos uma série de precos didrios até o tempo n e desejemos
fazer previsao para o tempo n+[, conhecida como previsao [ passos a frente. Quando
esse valor [ é pequeno, € interessante utilizar a volatilidade condicional, ou seja,
a variancia dos retornos condicionada as informagoes do passado. Um caso bem
conhecido na literatura e utilizado na pratica é a previsao um passo a frente, ou
seja, utiliza-se a volatilidade no tempo n para estimar a volatilidade no tempo n+1.
Os modelos da familia ARCH e SV utilizam a volatilidade condicional para fazer
previsoes.

No entanto, quando o valor de [ é grande, seria mais plausivel utilizar a volati-
lidade incondicional, ou seja, uma quantidade constante ao longo do tempo, como
pode ser visto nos mais classico modelos de séries temporais, como por exemplo, os
modelos ARMA. Sabemos que, em toda previsao, existe um erro associado e ocorre
a propagacao desse erro a medida em que o tempo dos valores a serem previstos se
distancia do tempo do ultimo valor observado.

1.4.1 Predicao em Modelos ARMA

Para ilustrar o que ocorre em predicoes a curto, médio e longo prazo, iremos
utilizar um dos modelos mais comuns de séries financeiras, o modelo ARMA(p,q),
ou seja, 0 processo Z; é escrito na forma:

Pp(B)(Ze — 1) = 04(B)ay, (1.14)

em que a; é um ruido branco com E(a;) = 0 e Var(a;) = 2. O operador B é tal
que B'X; = X;_; e os polindmios ¢, e 6,, conhecidos como polinémios de médias
moveis e autoregressivo, respectivamente, sao definidos por:

6,(B) = 1—¢B—...—¢,B" e
0,B) = 1—6,B—...—0,B

Uma funcao ¢(B) representa a série Z;; ¥;B7. Assumindo-se que o modelo
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seja estaciondrio, podemos reescrevé-lo na representacao média maével:

_ 0,B)
Z, = u+¢p(B)at—u+w(B)at

= ,u+at—|—w1at_1 +'¢26Lt_2 + ... . (115)

Suponha que conhecamos o processo até o tempo n, ou seja, temos as observagoes
Zy, Loy ...y Ly € queiramos saber o valor de Z,,,;. Esse valor pode ser estimado de
duas formas: a primeira consiste em considerar as observacoes passadas, isto é,
a predicao condicional; e a segunda, é a chamada predi¢ao incondicional, em que
nao consideraremos observacoes anteriores. A seguir, iremos descrever esses dois
métodos de estimar o valor de uma observacao num tempo futuro, mostrando as
vantagens e desvantagens de cada um.

O valor tedrico de Z,,; é:

Zpi = P+ Qppg + V10ngpi—1 + Vo0pp—o + ...+ Pia, + Pran_g + .. . (1.16)

Um estimador de Z,,,; é dado por:

~ ~

Za(D) = p+ Yyan + Yp1an-1 + Yrotn_s + .. ., (1.17)

em que os ¢’s devem ser determinados a partir da amostra.

Um critério para a escolha desses parametros, visto em Wei (1990), é aquele que
minimiza o Erro Quadratico Médio (EQM), ou seja, o EQM da predigao é

-1 00 2
E[Zpi— Zo()? = E Z Any1-j5 + Z ni—j(V; — 1;])]
Lj=0 j=l

ri—1 2

= E > anu_jty

Lj=0

-1 0o
= 02 402> (¥ — i)’
§=0 j=l

o0

D ngr (v — %Zj)]

i=l

+E

-1 0
= 0§Z¢?+0§Z(¢j+z —in)?. (1.18)
=0 =0
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Nota-se que, se os parametros ¢;,7 = 0,...,l — 1 sao conhecidos, o EQM ¢
minimizado quando v¥;4; = 1;4;. Entao, o melhor estimador sob o critério de EQM
de predicao, é dado por

En(l) = U + ¢lan + wl+1an_1 + Ibl_;,_gan_g + ... . (119)

Utilizando-se a equagao (1.16) e o fato que

0 se 7 > 0,
E(ans;|Zn, Znty ..., Z1) = { J (1.20)
antj sej <0,
temos que
E(Zpii|Zny Znr, -, Z1) = po+ ian + Yrp1Gp—1 + Yig00n—2 + . .. . (1.21)

Note que a esperanca condicional (1.21) é exatamente o valor de Z\n(l) Dessa
forma, a predi¢ao incondicional, Z*(1), é definida apenas como a esperanca de Z,, ;:

Zi(1) = B(Zny) = 1. (1.22)

Também, pode-se considerar a predi¢cao incondicional como o limite da predigao
condicional quando o nimero de passos a frente vai para o infinito, ou seja, Z*(l) =
lim Z,(1) = p.

l—0o0

O erro de predicao condicional é dado por
R -1
en(l) = Zusi — Zu(l) = Y ¥jtnii s (1.23)
§=0

enquanto o erro de predi¢ao incondicional é dado por

~

en(l) = Znyi = Z3(1) = Y tian-j. (1.24)
=0

Como E(e,(1)|Z,t <n) =0eE(e:(l)) = 0, tanto a predigao condicional, quanto
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a incondicional, sao nao-viciadas e tém variancias, respectivamente, dadas por:

-1
Var(e,(l)) = o2 Z %2, (1.25)
Var(e:(l)) = o? Z W} = Var(Z,). (1.26)

Pelos erros de predicao e suas respectivas variancias, vemos que, teoricamente,
a predicao condicional é sempre melhor. No entanto, na pratica, podemos encon-
trar algumas justificativas para o uso da predicao incondicional. Por exemplo, na
representagao média mével do modelo ARMA(p,q), é necessério estimar o valor dos
parametros ¢’s. Dessa forma, sé podemos conhecer o valor estimado de (1.25) e
(1.26). No caso condicional, quanto maior o valor de [, maior seria o numero de
parametros a ser estimado, pois a quantidade de 1’s é igual ao nimero de passos
a frente para a predicao. Ja no caso incondicional, embora tenhamos que estimar
infinitos ¢’s para conhecer o valor da série, existe a alternativa de estimagao nao-
paramétrica, por exemplo, que nos permite estimar Var(e(l)) como um todo, ja
que essa quantidade é igual & Var(Z;), o que independe do valor de I.

Com isso, podemos dizer que: para o curto prazo, utilizar a predicao condici-
onal ¢é indicada, uma vez que poucos parametros seriam estimados e, com isso, o
erro propagado nao teria grandes efeitos; ja para o caso de médio e longo prazos,
a predicao incondicional deve ser superior, tanto pela complexidade da estimagao
quanto pelo fato que, se olharmos uma série por um longo periodo de tempo, é
comum ocorrerem mudangas bruscas, o que aumentaria significativamente o erro
da predicao condicional, sendo esta parametricamente baseada nas observacoes pas-
sadas. A predicao incondicional estimaria todos os valores futuros como sendo a
esperanca da série, o que pode resultar em um erro muito menor do que se usarmos
um preditor condicional.

Embora o modelo ARMA seja simples demais para a anélise de séries financei-
ras, utilizamo-los aqui apenas para ilustrar algumas quantidades e pela facilidade
de obtermos o erro de predicao e sua variancia. Espera-se com isso, motivar a
necessidade do estudo incondicional da volatilidade pois essas diferengas de com-
portamento, de acordo com o horizonte de predicao, sao possiveis em modelos mais
complexos, mesmo que sua nao-linearidade nos impeca de quantifica-las.
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2 Analises de Fourier e de
Ondaletas

A Analise de Fourier é uma ferramenta muito utilizada em fenomenos que tra-
balham no dominio do tempo e da freqiiéncia, como por exemplo, séries temporais e
processamento de sinais. Apesar de suas intmeras vantagens tedricas, essa técnica
apresenta problemas para representar caracteristicas locais de fungoes, pela natureza
oscilatoria das exponenciais.

Ondaletas (também conhecidas na literatura como wavelets) sao ferramentas
matematicas com uma grande variedade de aplicagoes. As ondaletas sao utilizadas
para representar funcoes através de uma série de funcoes ortogonais. Além de se-
rem funcoes consideradas razoavelmente simples, sao bem localizadas, usando em
geral uma quantidade pequena de coeficientes para representar sinais e imagens, se
comparadas com outros sistemas ortogonais.

Uma das vantagens das ondaletas em relagao a Analise de Fourier, por exemplo,
é que as ondaletas sao fungoes locais em escala (dilatagoes) e em tempo (translagoes).

2.1 Transformada de Fourier

Nessa se¢ao, apresentaremos a definigao de Transformada de Fourier, assim como
a Transformada Inversa, que serao utilizadas ao longo desse trabalho.

Considere o espaco £2(R), ou seja, o espaco que contém as funcoes quadrado-
integraveis. A norma de uma fungao f em £?(R) ¢ dada por ||f|2 = /([ f)-
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Definigao 2.1.1. A transformada de Fourier de uma funcao f € £L*(R) é definida

por:
—+00

f*(w) = Flf(z)] = / 6" f () . (2.1)

[e.e]

Se f* é a Transformada de Fourier de f, a Transformada Inversa ¢é definida, para
todo x ponto de continuidade de f, por:

f@) = FUF @I = (0 = 5 [ e e @)

Note que, se a funcao f for uma densidade de probabilidade de uma v.a. X,
a Transformada de Fourier dessa funcao é chamada de funcgao-caracteristica e
é obtida por f*(w) = E(e™¥X). Essa ferramenta ¢ muito utilizada em Estatistica,
principalmente quando se trabalha com operagoes de v.a.’s, por exemplo, soma de
v.a.’s independentes, uma vez que os calculos se tornam muito mais simples. Além
disso, pode-se encontrar momentos de varias ordens de uma v.a., o que poderia nao
ser uma operacao tao simples se feita da maneira tradicional.

Algumas das principais propriedades das Transformadas de Fourier sao descritas
a seguir.

P1. Linearidade: (of + 3f)*(w) = af*(w) 4+ 5f*(w);
P2. Localizagdo e Escala: f*(aw —b) = e's f4(%);
P3. Simetria: (f*)*(z) = 27 f(—x);

P4. Derivativa: f"*(w) = (iw)"f*(w);

P5. Convolugao: (f * ¢g)*(w) = f*(w)g*(w).

A convolugao de f e g é definida como (f * g)( fR x —u)g(u)du;
P6. Identidade de Plancherel: (f,g) = %(f*,gﬂ e [I£115 = 5= 1f*115; e

P7. Momentos:

dw™

/+OO 2" f(x)dx =i" "1 (w)

e}
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2.1.1 Transformada Discreta de Fourier

A Transformada de Fourier, por ser continua, impoe dificuldades computacionais
a sua aplicacao, o que motiva o emprego da Transformada Discreta de Fourier. O
teorema de amostragem de Shannon (Teorema 2.1.1), mostra que é possivel obter,
para t € R, o valor de uma fungao de h € L*(R) apenas a partir dos seus valores
amostrados em freqiiéncias adequadas.

Seja A o intervalo entre duas amostras consecutivas tal que a sequéncia de
valores amostrados no tempo seja, por exemplo,

h(t,) = h(nd),  n€Z.

Para qualquer intervalo amostral A, existe uma freqiiéncia especial f., chamada
de frequéncia critica de Nyquist. Essa freqliéncia é a menor freqiiéncia possivel
de amostragem que possibilita recuperar a fungao de forma unica. Note que a
freqiiéncia, w, considerada na definigao da Transformada de Fourier (2.1) é a freqiién-
cia angular. Sendo assim, a freqiiéncia angular de Nyquist é dada por w, = 27 f..

Teorema 2.1.1 (Teorema de Amostragem de Shannon). Seja h € L3(R) e
h*(w) = 0 para |w| > 27 f.. Entdo, h pode ser reconstruida a partir de seus valores
amostrados nos tempos t, = nA, n € Z, pela sequinte expressao:

— A Z oen QZfiiz_A;“Aﬂ h(tn)- (2.3)

Conhecendo-se apenas um numero finito de valores amostrados de uma funcgao
h, temos interesse em calcular a Transformada de Fourier dessa fungao utilizando tal
amostra. Essa transformada é conhecida como Transformada Discreta de Fourier.

Suponha N consecutivos valores amostrais, h, = h(t,), sendo t, = nA, para

n=20,1,...,N — 1. Em vez de tentar estimar a Transformada de Fourier h*(w)
para todo valor de w no intervalo [—w,.,w,], estima-se a transformada apenas nas
frequiéncias:
2k —-N N
wp = 22 p=_L1 2 (2.4)
NA 2 2

Note que os extremos de k correspondem exatamente aos extremos do intervalo
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[—we, we| e, assim, definem-se a Transformada Discreta e a Transformada Discreta
Inversa de Fourier.

Defini¢ao 2.1.2. A Transformada Discreta de Fourier da seqiiéncia {h(t,) : n =

0,1,....,N—1} &
N-—1

e (wi) = A h(t,)e™. (2.5)

n=0

Definigao 2.1.3. Para a seqiiéncia {h*(wy) : k = 0,1,...,N — 1}, obtemos a
Transformada Discreta Inversa de Fourier através de:

N-1
1 * —iwgtn
h(t) = 5% ; W (wi)e . (2.6)

2.2 Analises de Multiresolucao

Uma Anadlise de Multiresolu¢ao (AMR) é ferramenta indispensavel na construgao
de bases de ondaletas ortonormais, processo que, antes de sua formulacao, era ex-
tremamente complicado. AMR é gerada a partir de uma fungao ¢, chamada de
funcao-escala. A seguir, vemos o conceito de ortonormalidade seguido por uma
defini¢cao de uma AMR que pode ser encontrada em Chui (1992).

Definicao 2.2.1. Uma seqiiéncia { f,, }2°, de fungoes reais (ou complexas) definidas
em L%(R) é dita ortogonal se:

400 -

(fos fm) = folz) frn(z)dz =0 n #m; n,m=0,1,2,...

Se, além disso, tivermos (f,,, fn) =1, n = 0,1,2, ..., essa seqiiéncia é dita ortonor-
mal.

Definigao 2.2.2. Uma Andlise de Multiresolugao em £?(R) ¢ uma seqiiéncia ani-
nhada de subespacos fechados {V;},cz de modo que:

i) ...cVyocVyCcVycViCcVhC...CLYR);
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(ii) Os espagos hierdrquicos tém uma intersecgao trivial e uniao densa em L?(R),
isto é,
vi={y o Uvi=£m®

JEZ. JEZ.

(iii) Os espagos Vj e Vj41 sao similares, ou seja, f(x) € V; < f(2x) € V41, j € Z.

(iv) Existe uma fungao ¢ € V4 tal que a seqiiéncia {¢(e — k)}rez é uma base
ortonormal do espaco de referéncia Vj, ou seja, para uma constante cy,

Vo= {f e L2(R) : f(x) = Zcm(x—k)}

keZ

De (iii)-(iv), segue que:

flx—k)eVy & f(z)el, VkeZ e (2.7)
flx) eV, & flx—2k)eV, Vk,j € Z.

A condicdo (iii) se refere & resolugao. E intuitivo dobrar ou reduzir pela metade a
resolugao em que se estd trabalhando. Quando se passa de V; para V1, a resolugao
¢ dobrada, ou seja, f(2x) é uma versdo comprimida de f(x).

2.3 Espacos de Besov e Ondaletas

Iniciaremos essa se¢ao com uma definicao de espacos de Besov. Um espacgo de
Besov ¢é natural para as ondaletas pois existe uma conexao entre normas de Besov e
a expansao de uma funcao em coeficientes de ondaletas. Mais precisamente, espacos
de Besov podem ser caracterizados em termos dos coeficientes de ondaletas. Hardle
(1998) mostra alguns resultados sobre quao bem adaptados sdo os espagos de Besov
para AMR. Fan e Koo (2002) mostram que em espagos de Besov com parametro
p < 2, os estimadores por desconvolugao nao-lineares via ondaletas podem alcancar

taxa Otima de convergéncia, com erros regulares ordinarios.
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Definicao 2.3.1. Seja F; o operador da projecao ortogonal associado a V; e D; =
E;11 — E;. Espacos de Besov dependem de trés parametros (¢ > 0, 1 < p < o0
el < g < o0) e sao denotados por By,y,. Uma funcdo f € B,,, se e somente se a
norma

1/q
Jopg(f) = | Eofller) + {Z(2j<f|lef|lm<R>)q} < 00, (2.9)
j=0

com usual modificagao para ¢ = oo.

Usando as decomposigoes:

Eof =) aoxdor e  Dif => Bixthi,

keZ keZ

o espaco de Besov B, pode ser definido pela norma equivalente:

1/q
1/ llopg = llevo.[lp + {Z(2jg/|lﬁjv\|p)q} < 00, (2.10)

Jj=0

1 1
sendo 0/ =0+ = — —.
2 p

Temos

1/p
15,1 = {zw}
kel

e a mesma notagao aplicada a seqiiéncia (). Abusando da notagdo, também
escreve-se ||5||spq Para a norma da seqiiéncia acima aplicada aos coeficientes de
ondaletas.

Os espacos de Besov tem as seguintes relagoes:

Balpq1 C Bapqv para o1 Z 0¢eq S q

1 1
Bspg C Bopig parap, >peoy =0 — —+ —.
bp n

Estao incluidos nesses espacos os espacos de Sobolev B, € as fungoes limitadas
o-Lipschitz Byooso para o € (0, 1).

Os espagos de densidade considerados por Fan e Koo (2002) denotados por
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Dypo(M) € Dypy(M, S), sao ambos formados por fungoes f, de forma que, fR f=1
e f > 0, cuja norma dada em (2.10) é limitada por uma dada constante M. O
segundo deles também satisfaz a condicao de as funcgoes f terem suporte compacto,
isto é:

D (M) = {f 5 =120 < M}

Dqu(Mv S)=A{f¢e Dapq(M)v suporte f € [-S,S]},

para S constante.

2.3.1 Construcao das Funcoes de Ondaletas

A funcdo ¢(x), definida na propriedade (iv) da Definigdo 2.2.2, é conhecida
como funcao-escala. Fazendo-se translacoes e dilatacoes didadicas da funcao-escala,
obtem-se a seguinte funcao:

din(x) =22(Px—k), €L, ke (2.11)

Vimos anteriormente que {¢g ;(z), k € Z} forma uma base ortonormal do espago
Vo. Agora, utilizando a condicao (iii) da Definigdo 2.2.2 e o fato de que ||¢(z)|| =
| ¢;.x(x)], para Vj, k € Z, temos que {¢;(z),k € Z} é uma base ortonormal de V},
ou seja,

{fe£2 - = ajdule } Vj € Z. (2.12)

keZ

Dessa forma, considerando também a estrutura hierdrquica dos espacos V; e a
propriedade (ii) da Definigao 2.2.2, uma fungao f em £*(R) pode ser representada,
em norma, por

f(z) = lim Zaj,k¢j,k(x) = jggloopjf(x% (2.13)

sendo o = (f,0jk) = Jp f(x)d;r(x)dx e Pjf(x) a projecao ortogonal de f(z)
em Vj, ou seja, é a aproximagao da fun(;ao f na resolugao j. Note também que
lim P;f(x) =0, pois seria como se olhdssemos f com resolugoes cada vez menores,

Jj——00

tendendo assim a constante 0.
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A diferenca de informacao entre as aproximagcoes da funcao f nas resolugoes j e
J+1 é chamada de detalhe na resolucao j, que é dado por Q; f, a projecao ortogonal
de f sobre o complemento ortogonal, W;, de V; em Vj.;, ou seja,

Piaf(z) = Pif(a) + Qif(x),  jEZ (2.14)

Assim, analogamente a Vj, a base de W, pode ser construida por translagoes e
dilatacoes de uma fungao 1, conhecida como ondaleta-mae. Ou seja, temos a fungao

Vir(e) =280(2e —k),  jEZ kEL (2.15)

e o conjunto {1 x(x), k € Z} forma uma base ortonormal para o espaco do comple-
mento ortogonal WW;, isto é,

{fe/:2 ‘ = Biwtbjklx } Vj € Z. (2.16)

keZ

Considere a notagao Vi1 = V; @ W;. Sendo V; C Vji1 e, por construcao,
W; LV e W,y L Vi, Vi, temos que W; L Wy, Vi, leZej#l

Levando-se ainda em consideracao a uniao densa da AMR, chega-se que

Vi=@Pw, Vijlez (2.17)

I<j

=Ppw; (2.18)

JET
O espago W; herda muitas das propriedades de V;. Fixando-se um nivel de
resolugdo jo € Z, temos que {¢;,x(x), ¥;x(x),7 > Jjo.Jj, k € Z} forma uma base

ortonormal de £?(R) e, a partir disso, qualquer funcao f € £L?(R) pode ser escrita
como

2) =Y orbion(®) + > Y Biathin(x), (2.19)

keZ Jj=jo kEZ
sendo

o = (s bro) /f D) s (2.20)
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By = (fobpn) = / F (@) (w)de. (2.21)

Os coeficientes i, e B;5 sao conhecidos como coeficientes de ondaletas de
aproximacao e de detalhes, respectivamente.

A equagao (2.19) é uma identidade em norma de £*(R). Seu primeiro termo é a
projecao de f(z) no espago Vj, e, para cada j > jo, o segundo ¢ a projecao de f(x)
no espago W;. O indice j estd associado a resolugao e jy é a escala de resolucao mais
baixa utilizada na AMR.

2.3.2 Representacao das Ondaletas por Filtros

A representacao das ondaletas através de filtros é bastante utilizada, pois pos-
sibilita a implementacao computacional de esquemas de célculos mais eficientes e
rapidos.

Considerando-se que Vy C V, a funcdo ¢(x) € Vy pode ser representada como
uma combinacao linear das fungoes de V7, ou seja,

$(x) =Y hppra(x) = hv/2¢(2z — k), (2.22)

k€eZ keZ

para alguns coeficientes hy, k& € Z. Os coeficientes hj sao bastante empregados
para relacionar a AMR a teoria de processamento de sinais. A sequiéncia {hy }rez é
conhecida como filtros da fung¢ao-escala.

Considere a funcao:

mo(w) = 1 > hpet = iH(w). (2.23)

Essa funcao é conhecida como funcao de transferéncia e descreve o comporta-
mento dos filtros associados {hy }xez, no dominio da freqiiéncia. Note que essa funcao
é periédica com periodo de 2. Como visto em Vidakovic (1999), a Transformada
de Fourier da funcao-escala é dada pela relacao
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¢*(w) = /m e d:c—Z\/_hk/ (22 — k)dw

[e.9]

_ Z h zwk/2 e zw:p/2¢ dl’_z hy 7,wk/2 ( )
a 2

() o2

Por recorréncia do resultado (2.24), temos

- ﬁmo (;‘)—n) , (2.25)

que é convergente sob suaves condigdes (da taxa de decaimento da funcao-escala ¢).
Existe uma série de condigoes suficiente para a convergéncia do produto em (2.25).
Por exemplo, a convergéncia uniforme sobre conjuntos compactos é assegurada se

(i) mo(w) =1 ¢
(ii) |mo(w) — 1] < Clwl|®, para algum C' e € positivos.

Os filtros da fungao-escala apresentam duas importantes propriedades associadas
a uma AMR ortogonal: normalizacao; e ortogonalidade.

Assumindo-se que [ ¢(z)dz # 0,
/gb(m)dm =V2) Iy / o2z — k)dx = g > hk/qﬁ(x)dx

Portanto,

> =2 (2.26)

k

Para qualquer [ € Z,

Z hiphgp—o = 6 = { 0 sel#0 : (2.27)

p 1 sel=0

Um caso particular da ortogonalidade é que, para l =0, >, , hi =1.
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Tanto a Transformada de Fourier da funcao-escala quanto a funcao de trans-
feréncia representam as propriedades da funcao-escala no dominio da freqiiéncia.
Sendo assim, a ortonormalidade do conjunto {¢(e — k).k € Z} no dominio da
freqiiéncia é equivalente as relagoes (2.28)-(2.29).

> ¢ (w) + 2wl = 1, (2.28)
l=—00
ou
Imo(w)|? + |mo(w + 7)|* = 1. (2.29)

As duas condigoes de ortonormalidade dadas acima nao sao equivalentes. A
primeira delas é uma condicao suficiente e a segunda necessaria.

Agora, vamos mostrar a construgao da ondaleta-mae a partir da fungao-escala,
utilizando filtros.

Como o espago Wy C Vi, ¥(z) € V] e, assim, pode ser representado como:
V(@) = gV201k(x) =D 9xV20(20 — k), (2.30)
kEZ keZ

para alguns coeficientes gx, k € Z, sendo a seqiiéncia {g }rez conhecida como filtro
da ondaleta-mae.

Assim como no caso dos filtros da fungao-escala, temos a funcao de transferéncia
da seqiiéncia {gx }rez:

1 .
my(w) = 7 ;gkem“’. (2.31)

De forma andloga a (2.24), a Transformada de Fourier da ondaleta-méae é dada
pela relacao:

P (w) =my (%) ¢" (%) : (2.32)

Como a fungao de transferéncia representa a fungao ¥ no dominio da freqiiéncia,
ela também é utilizada para representar as propriedades da ondaleta-mae e, princi-
palmente, sua relagao com a funcgao-escala ¢ nesse dominio.

Por construgao, tem-se que V; LW;,Vj € Z. Em particular, para j = 0, tem-se

/MZU — )¢z — k)dz = 0, Vi, k € Z.
R
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Pela ortogonalidade e pelas definigoes de mg e mq, essa condicao é equivalente,
no dominio da freqiiéncia, a

my(w)mo(w) + my(w + m)me(w + ) = 0. (2.33)

Da relagao acima, Vidakovic (1999) conclui que exite uma fungao A(w) tal que:

(my(w),mi(w+ 7)) = Aw) (mo(w + ), —mo(w)> (2.34)

Existem intimeras possibilidades para a funcao A\(w), desde que se satisfacam as
seguintes condicoes:
(i) A(w) é periddica com periodo de 2;
(i) Mw)=—-ANw+m); e

(iii) |Aw)|? = 1.

Escolhas padrao para A(w) sao —e™, e —e™™ e ¢~™. Escolhendo-se a primeira

delas, tem-se a defini¢ao de mq(w):

my(w) = —e“mo(w + ). (2.35)

Como |my(w)| = |mo(w + )|, a condigao de ortonormalidade (2.29) pode ser
reescrita como:
[mo(w)|* + ma(w)|* = 1. (2.36)

Desenvolvendo-se a expressao (2.35), tem-se
1 . 1 ‘ ‘
my (W) — e hkefl(erﬂ)k - hkezw(lfk)efmk
R R
1 ’ 1 ,
= —= ) et (=) = N (—1)hy e (237
7% g . (=1) 7 ;( )"ha (2.37)

Comparando-se o resultado (2.37) com a expressao (2.31), temos uma relagao
entre os filtros g e hg, ou seja, gr = (—1)*hi_x. Essa relagao é conhecida como
relagdo de quadratura espelhada, uma vez que os filtros {gx }rez sdo reflexdes dos fil-
tros {hy }rez. Os filtros { gk }rez € {hk }rez sdo conhecidos como filtros de quadratura
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espelhada.

2.3.3 Regularidade das Ondaletas

A regularidade das ondaletas esta diretamente relacionada a taxa de decaimento
da funcao-escala e ao nimero de momentos finitos que a funcao-escala e a ondaleta-
mae possuemn.

O Teorema 2.3.1 é importante para que possamos relacionar a regularidade das
ondaletas, o nimero de momentos nulos e a forma da funcao de transferéncia mg(w).

Definem-se por

M, = /xk(b(x)dx e Ny= /ka(x)da:, (2.38)
o k-ésimo momento da funcao-escala e da ondaleta-mae, respectivamente.

Teorema 2.3.1. Seja {¢;x(x),j4,k € Z} um sistema ortonormal de fungoes em
L*(R),

Cy
(1 + [a[)>’
e € CN7, em que as derivadas v (x) sdo limitadas para k < N — 1. Entdo, ¢
tem N momentos nulos,

[(z)] < a>N, (2.39)

N, =0, 0<k<N-1.

Se
Cy

(1+ |z

entdo, a funcao de transferéncia mo(w) associada a ¢p(x) € necessariamente da forma

|o(z)| < a> N, (2.40)

() = (#)Nﬁm, (2.41)

sendo a funcio L(w) periédica com periodo 2 e pertencente a classe CN 71,

Definigao 2.3.2. Uma AMR (ou a funcdo-escala) é dita ser r-regular, se para



2.3 Espacos de Besov e Ondaletas 28

qualquer « € Z,

C

(9) (4
6@ < e

para k=0,1,...,r. (2.42)

A restricao de que 1 tenha N momentos finitos pode ser expressa em termos de
Y*, mg ou pelos filtros {hy}.

Assumindo-se que a ondaleta-mae () tenha N momentos nulos, isto é, N}, =
0,k=0,1,...,N — 1, entao, pela propriedade dos momentos da Transformada de
Fourier, essa suposicao é equivalente a

d"y* (w)

—— 2 =0, k=0,1,....,N—1,
duﬁ w=0

o que implica em que

m(W)omo =mP(0)=0, k=0,...,N—1. (2.43)

Usando a defini¢ao de m;(w), dada pela equacao (2.31), e a relacdo entre os
filtros {hy }rez € {9k trez, temos a seguinte restri¢ao para que 1 possua N momentos
nulos:

> nfg, =Y (-1)"n*h,,  k=0,... . N-1. (2.44)

nel nez

Se nao fizermos restrigcoes sobre as bases de ondaletas, os filtros podem ser séries
infinitas, dificultando assim a aplicacao dessa analise. No entanto, fazendo uso de
certas restrigoes, como o niimero de momentos nulos da ondaleta-mae ou exigindo-se
que a mesma tenha suporte compacto, reduz-se o nimero de coeficientes dos filtros

{hk}kez € {gk}kez-

2.3.4 Bases de Ondaletas

Uma importante caracteristica na anélise de ondaletas é a grande diversidade de
bases existentes. Pode-se utilizar bases simétricas, bases com suporte compacto, ba-
ses com boa regularidade ou bases ortogonais. No entanto, nao existe uma base que
retina todas essas caracteristicas. Por exemplo, nao existe uma ondaleta simétrica



2.3 Espacos de Besov e Ondaletas 29

com suporte compacto, assim como nao é possivel construir bases que sejam orto-
gonais e simétricas.

Nessa dissertacao, utilizaremos as ondaletas de Meyer e as de Daubechies, pois,
como visto em Fan e Koo (2002), o uso dessas bases, de acordo com o tipo de erro
do modelo, faz que os estimadores atinjam taxas de convergéncia étimas. A seguir,
mostraremos algumas caracteristicas dessas bases.

Primeiramente, apresentaremos as bases de Haar. Essas bases tém valor pratico
restrito; no entanto, sao de grande utilidade didatica. O estudo da base de Haar
facilita a demonstracao das propriedades vistas anteriormente e é a tinica base orto-
gonal com suporte compacto para qual pode-se obter, de forma explicita, as fungoes
¢ e Y. Embora bem localizadas no dominio do tempo, as ondaletas de Haar possuem
taxa de decaimento muito baixa no dominio da freqiiéncia. Sua utilidade pratica fica
prejudicada pelo fato de que nao é muito interessante aproximar fungoes continuas
por fungoes descontinuas.

2.3.4.1 Base de Haar

Considere a fungao-escala ¢(x) = qjg1)(z). Pela defini¢ao do filtro {hj}rez em
(2.22), tem-se que:

Cb(x) = ]I[O,l}(x) = Z \/Ehk][[o,l](Z’B — ]{3) = Z \/Ehk][[g’%](iﬂ) (2.45)

kEZ

Note que, pela defini¢ao inicial da fungao-escala, os inicos valores possiveis sao
k=0 ou k = 1. Dessa forma, temos dois filtros da funcgao-escala e para que a
equacao acima seja verdadeira é necessario que:

1
ho = h; = —. 2.46
0o=h=7 (2.46)
Pela relagao de quadratura espelhada, os filtros da ondaleta-mae sao:
1 1
_ e —— 2.47
9o \/§ g1 \/é ( )
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Para as ondaletas de Haar, a funcao de transferéncia vista em (2.23) é dada por:

e . 2.4
I (249
keZ
E, conseqlientemente,
Ty L e
my(w) = —e“my(w+m) = 5 (2.49)

Calculando-se a Transformada Inversa de Fourier da funcao ¢* dada em (2.32),
obtemos a ondaleta-mae da base de Haar:

o) = o [(A55) e (5)e=ra
= i 1¢* (f) e~ WL ], 1 lgb* <f> e~ w(@=1/2) 1.,

2 R 2 2
= _/¢ *WQﬂde _/¢ o~ w(22=1) g
= o2z —1)
- ﬂ[o,% )~ 1) 2:50)

Seria muito mais simples obter a ondaleta-mae de Haar através dos filtros g
e g1, mas utilizamos a Transformada de Fourier para demonstrar as propriedades
vistas anteriormente.

A Figura (2.4) mostra a fungao-escala ¢ (2.45) e a ondaleta-mae v (2.50).

(a) (b)

Figura 2.4: Bases de Haar: (a) Funcao Escala e (b) Func¢ao de Detalhe
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2.3.4.2 Ondaletas de Meyer

Nessa se¢ao iremos definir as ondaletas de Meyer. Fan e Koo (2002) mostram
que os estimadores por desconvolucao via ondaletas de Meyer atingem taxas de
convergéncia Otimas quando empregadas no caso de modelos cuja distribuicao dos
erros pertenca a classe de erros super-regulares.

A funcao-escala no dominio de Fourier é dada pelo seguinte equacao:

1, se |w| < 3¢
¢*(w) =19 cos[Fv(Ewl —1)], seF<|w| <& (2.51)
0, caso contrario

em que a funcao v satisfaz:

viz)+v(l—2z)=1
(x) =0, <0
v(iz)=1

v(x)

x> 1.

~—

Y

Muitas fungoes sao possiveis para v, mas as mais comuns sao as funcoes polino-
miais. A Tabela 2.1 apresenta as func¢ées v em funcao do parametro 6. De acordo
com esse parametro, a transformada correspondente ¢*(w) tem (6 — 1) derivadas
continuas. A fungao v utilizada nesse trabalho é o polindmio com parametro 6 = 4.

Tabela 2.1: Funcgoes v para 6 =1,....5
vp(x)

x

(2 — 3z)

23(10 — 152 + 622)

24(35 — 84z + 702 — 202?)

25(126 — 420z + 5402% — 31523 + 70z4)

U W N D

Pelo fato de que ¢*(%) = 1 no dominio da freqiiéncia, my(%) = ¢*(w), —m <
w < 7. E, como my(w) é uma fungao periodica em 27 por construcdo, tem-se que:

mo(w) = Y ¢*[2(w + 2km)]. (2.52)
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Utilizando a propriedade (2.35), encontra-se uma expressao para a Transformada
de Fourier da ondaleta-mae:

o = ()

= =Y Wt 2n @+ 1)0" (5)

= =gt (w—2m) + ¢ (w + 2m))o" (3 ), (2.53)

desde que para [ # 0; —1 as fungoes ¢*(w+27(20+1)) e ¢*(w/2) nao se sobreponham.

Substituindo-se (2.53) por (2.51), temos:

—e2sin (v (Z|w] —1)], se & <|w| <4

2
Pr(w) =14 —e“cos [Zv(E|w|—1)], se & <|w| <& (2.54)

0, caso contrario.

A Figura 2.5 apresenta as ondaletas de Meyer no dominio da freqiiéncia.

(a) (b)
Figura 2.5: Ondaletas de Meyer no Dominio da Freqiiéncia: (a) ¢*(w) e (b) |¢*(w)]
Aplicando-se as Transformadas Inversas de Fourier nas fungoes (2.51) e (2.54),

tem-se a fungao-escala ¢ e a ondaleta-mae 1, respectivamente. Como ¢*(w) é uma
funcao par, tem-se que:

+00 ) 4m/3
b(z) = — /_ T () = /0 (W) cos (wa)dw.  (2.55)
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W) = - /W3 4 (g) & (w — 2) cos [w <x - %)1@. (2.56)

T Jor/3

Os graficos dessas fungoes sao mostrados na Figura 2.6.

(a) (b)
Figura 2.6: Ondaletas de Meyer: (a) ¢(x) e (b) ¢(z)

Os filtros das ondaletas de Meyer, exceto para o caso em que v(x) = z, sdo
obtidos por integragao numérica da seguinte expressao:

hy = g {/Om cos (nw)duw + /ﬁj:/g cos EV Gw _ 1)} dw} | (2.57)

2.3.4.3 Ondaletas de Daubechies

As bases de Daubechies foram as primeiras bases ortogonais de suporte compacto
com um nivel de suavidade previamente definido. Essas bases nao possuem forma
explicita, exceto para o caso da Daubechies de ordem 1, que é a base de Haar,
vista anteriormente. Assim, as ondaletas de Daubechies sao construidas de forma
numérica através dos filtros {hx}rer. Considerando a taxa de convergéncia dos
estimadores por desconvolugao, Fan e Koo (2002) mostram que essas bases devem
ser empregadas no caso de erros regulares ordinarios.

Suponha que 1 tenha N (> 2) momentos nulos, isto é, N}, =0,k =0,1,..., N —
1. Entao pelo Teorema 2.3.1, mgy(w) tem a forma:

o) = (#)Nﬁm, (2.5%)
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em que a fun¢do L£(w) é um polinémio trigonométrico. Nao entraremos em detalhes
sobre esse polindbmio nem sobre como os filtros sao construidos. Essa secao tem o
intuito apenas de ilustrar a construcao das ondaletas de Daubechies.

A base de Daubechies possui filtro {hy }rer de tamanho 2N e tem suporte com-
pacto [0,2N — 1]. Como exemplo, temos os filtros das ondaletas DAU B2:

1++/3 3+3

V3 gass, = 2V

44/2 44/2

_ 1—

hy = §——YE:O,224, hy = Vg::-—Q]zg. (2.59)
44/2 44/2

ho = 0,837,

Como as bases de Daubechies nao possuem uma forma explicita, faz-se uso
do algoritmo de Daubechies-Lagarias, que permite utilizar os filtros {hj}rer para
avaliar as funcoes ¢ e 1 em qualquer ponto x € R, com um nivel de precisao pré-
determinado. Esse algoritmo pode ser utilizado com outras bases também, mas serd
ilustrado aqui para as bases de Daubechies.

Teorema 2.3.2. (Daubechies-Lagarias)

Seja ¢ a funcao-escala da base DAUBN e {hg,h1,...,han_1} a sua respec-
tiva seqiéncia de filtros. O suporte de ¢ é [0,2N — 1]. Para x € (0,1) e d(z) =
{di,ds,...,dp,...} oconjunto de digitos 0 e 1 da representacao diddica de x, definida
por x = Z]Oil d;2779 e, definindo as matrizes Ty e Ty como:

Ty = (Voho 1) T = (Vaha ;) , (2.60)

1<i,j<2N—1 1<ij<2N-1
temos que, para um subgrupo {dy,ds, ... d,}:
llmn*}oo le : Td2 tee Tdn
() o(z) - o(x)
B oz +1) oz +1) o plx+1) (2.61)
O(r+2N —2) ¢p(x+2N—-2) ... ¢(x+2N —2)

Devido a relagao entre ¢(x) e 1(z) vista em (2.30), pode-se encontrar ¥ (x) para
todo z € R de forma numérica.

A Figura 2.7 apresenta, no dominio da freqiiéncia, a base de D AU B8, enquanto
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a Figura 2.8 apresenta as bases de Daubechies de ordem 2, 5 e 8, respectivamente,
no dominio do tempo.

(a) (b)

Figura 2.7: Ondaletas DAUBS: (a) |¢p*(w)| e (b) |*(w)]

(a) ¢(x) de DAU B2 (b) ¢¥(z) de DAUB2

(c) ¢(x) de DAUB5 (d) ¢¥(x) de DAUB5

(e) ¢(z) de DAUBS (f) ¥(x) de DAUBS

Figura 2.8: Bases de Daubechies
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Note que, a medida que o valor de N aumenta, as funcoes apresentam uma
oscilagao maior. E importante observar que qualquer aparente descontinuidade das
fungoes ¢ e 1, principalmente para N = 2, é apenas um artificio numérico, devido
a aproximacao.
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3 Estimadores por
Desconvolucao

Nesse capitulo iremos apresentar os estimadores por desconvolugao para os mo-
delos de volatilidade estocdastica. Duas técnicas nao-paramétricas serao utilizadas
para construir esses estimadores: func¢oes-nicleo e ondaletas. No entanto, é impor-
tante ressaltar aqui que essas técnicas serao utilizadas com propédsitos diferentes. A
desconvolucao via fungao-nicleo é empregada para estimar a funcao m do modelo
(1.10). Ja a desconvolugao via ondaletas é empregada com o objetivo de estimar a
densidade de probabilidade da varidvel X; no modelo (1.11), uma vez que a volati-
lidade é uma funcao dessa variavel. Sendo assim, é possivel obter uma estimativa
para a densidade da volatilidade.

As propriedades dos estimadores sao discutidas de acordo com o tipo de erro
do modelo. Esses erros sao divididos em duas classes, apresentadas na Secao 3.1.
Em seguida, na Secao 3.2 apresentamos conceitos de funcgoes-nticleo, necessarios
para o entendimento da técnica e construcao do estimador visto na Segao 3.3. Por
fim, temos os estimadores por desconvolugao lineares e nao-lineares via ondaletas
expostos na Secao 3.4.

3.1 Classes de Erro

Duas classes de erros € serao consideradas, de acordo com a taxa de decaimento
da cauda da fungao-caracteristica de ¢, f7. Quanto mais rapido é esse decaimento da
cauda, mais suave é a funcao-caracteristica do € correspondente. Essas duas classes
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sao:
1. Super-Regulares de ordem s:
Yolt] e A <) < Mt quando ¢ — oo,

com s, A > 0 e alguma constante sy e s7.

2. Regulares Ordinarias de ordem s:
Yolt] ™2 < |f2(t)] < 1lt|™* quando t — +oo,

com s, A > 0.

Exemplos dessas classes sao: distribuicoes Normal e Cauchy para as classes
super-regulares de ordens s = 2 e s = 1, respectivamente; e a distribuicao exponen-
cial dupla para a classe regular ordinaria de ordem s = 2.

A classe a que os erros pertencem é fundamental no desempenho dos estimadores,
tanto para a desconvolucao via fun¢ao-nicleo quanto por ondaletas.

3.2 Funcao-Niicleo

A técnica de estimagao nao-paramétrica de curvas por funcao-nicleo é uma das
mais conhecidas e utilizadas entre as varias existentes na literatura. Detalhes podem
ser encontrados em Hérdle (1990, 1991).

A estimagao nao-paramétrica da curva de regressao tém quatro propositos prin-
cipais: fornecer um método versatil de explorar a relagao geral entre duas variaveis;
dar predigoes de observacoes sem referéncia a um modelo paramétrico; servir como
ferramenta para encontrar observagoes espurias pelo estudo de pontos isolados; e
constituir um método flexivel de substituicao para valores faltantes ou interpolacao
entre valores. Em nosso caso, utilizaremos a técnica para predigao.
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3.2.1 Conceitos de Fungao-Nicleo

Considere n observagoes bidimensionais de um vetor aleatério (X,Y). Uma
questao de interesse é modelar a relacao entre X e Y. Essa relacao é comumente
modelada através da esperanca condicional E(Y|X). Seja m(z) = E(Y|X = z).
Escreve-se:

Sfi = m(XZ) + &5, 1= 1, oy, (31)
=0

sendo ¢; uma v. a., que denota a variagao de Y em torno de m(X), com E(g;)

e Var(e;) = o

Assumindo-se que (X,Y') tenha densidade conjunta, pode escrever-se:

m(z) = E(Y|X = 7) = /_ h y%&wd@/, (3.2)

em que fxy(z,y) é a densidade conjunta de (X,Y) e fx(x) a densidade marginal
de X.

A idéia do ajuste da curva de regressao nao-paramétrica por funcao-nucleo é, em
cada ponto x, ponderar-se a variavel resposta Y por suas observagoes em uma certa
vizinhanca desse ponto. Os pesos de cada observacao y; dependem das respectivas
distancias de z; a .

Dessa forma, o estimador de regressao por fungao-nicleo (Hérdle (1991)), é dado
por:

A IR
mh(x) - E ZWh(‘r;Xla s 7Xn)}/z
=1

em que W), define a funcao-peso, dependendo de h, chamado de parametro de ali-
samento, e da amostra X, ..., X, e é denotado por Wp;(z).

Tem-se, entao, a forma geral do alisamento por regressao nao-paramétrica:
(o) = £ 3 Wil 33)
mp\T) = — i\ )X, .
h n h

Quase todas as técnicas de regressao nao-paramétrica sao médias ponderadas
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das varidveis respostas Y;, onde os pesos Wp;(z) dependem da técnica e também da
distancia entre x e X;. A forma dos pesos depende da funcao-nicleo K escolhida e
o tamanho dos pesos dado a cada observagao é determinado pelo parametro h.

Considere a fungao-ntcleo K tal que a seguinte relacao é satisfeita:

1 T
Ku(z) = K (—) .
h h
Para que os estimadores de densidade por funcao-nticleo sejam também densida-
des, ¢ suficiente que K seja uma densidade. Simetria de K é uma condicao razoavel
por dar pesos iguais a observagoes a mesma distancia do ponto de interesse. Por-
tanto, consideram-se funcoes-nicleo tais que
“+o0o +oo

K(z) > 0,Vz € R, K(z)dx =1 e / zK(z)dx = 0.

—00 [e.9]

Alguns exemplos de fungoes-nucleo sao apresentados na Tabela 3.2 e na Figura
3.2.1.

Tabela 3.2: Exemplos de Funcoes-Nicleo

Fungao-niicleo K(u)
Uniforme Tju<1/2)
Retangular 0.5 (juj<1)
Triangular (1 — |u]) Lgpy<ay
Epanechnikov 0.75(1 — u?) Ly <1y

. 1__—u?/2
Gaussiana 7€ /

Calculando-se a média dos valores da fungao-nicleo em cada observagao, chega-
se a definicao do estimador de densidade por fungao-ntcleo:

f) =2 S e - x) = 23K (). (3.4)

E importante considerar a escolha da largura de banda h pois, quando o valor
de h é muito pequeno, a estimativa da densidade se torna excessivamente detalhada
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Funcao—Nucleo Uniforme

0.8

0.4

0.2

-3 -2 -1 o 1 2

Funcao—Nucleo Epanechnikov

Funcao—Nucleo Triangular

-2 -1 o 1 2 3

Funcao—Nucleo Gaussiana

Figura 3.9: Exemplos de Fungoes-Ntcleo

e cheia de ruidos. Por outro lado, se o valor de h for grande, a estimativa de

densidade se torna alisada em demasiado. Intuitivamente, quando h — oo, a forma

da estimativa de densidade se aproxima da forma da funcao-nicleo escolhida e,

quando h — 0, a estimativa resulta numa soma de fung¢oes-o-Dirac centradas nas

observagoes, isto é, a pseudo-derivada da funcao de distribuicao empirica.

Algumas caracteristicas de estimadores definidos por (3.4) sao:

e As propriedades da funcao-ntcleo sao herdadas por fh(x) Por exemplo, se K

tem n derivadas continuas, f;(z) tem n derivadas continuas;

e A funcdo de densidade estimada para um determinado conjunto de dados,

correspondente a h e K, é Unica; e

e O estimador de densidade por funcao-nicleo é assintoticamente nao-viciado.

O vicio desse estimador é quadratico em h. Assim, quanto menor for o valor

de h, menor o vicio. No entanto, a variancia é proporcional a ((nh)™!), ou

seja, para diminuir a variancia, devemos aumentar o valor de h. Portanto,

para minimizar o Erro Quadrado Médio (EQM), é necessério equilibrar o vicio

e variancia, o que implica em que h nao pode ser nem pequeno nem grande

demais.
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3.2.1.1 Estimador de Nadaraya-Watson

Suponha que se tenham n observacoes de v.a.’s independentes e identicamente
distribuidas, {(X;,Y;)}",. Deseja-se encontrar uma estimativa para a esperanca
condicional m(z) = E(Y|X = x).

Substituindo-se, em (3.2), as densidades populacionais por suas versoes empiri-

cas, temos
“+o0o

. Ty = J?XY(%?J)
m(z) =EY|X =x) = — =y, 3.5
0 =B =0)= [ Sy 35)

em que nyy ¢ o analogo bidimensional do estimador fX, dado por (3.4), isto é,

Fxy(@,y) ZKh r— X;)Kp(y = Yi). (3.6)

Das equagoes (3.4) e (3.6), obtém-se o estimador de regressao por fungao-nicleo,
conhecido como Estimador de Nadaraya-Watson:

. nZKh:U— DEL(y —Y5) > Kn(z - X,)Y;
i) = [y dy = =1
- EZKh(x—Xj) > Kn(z - X

7j=1 7=1

(3.7)

Desse modo, 0s pesos tém a forma Wy(z) = Ky, (z — X;)/ fu().
Note que:
e Em geral, os pesos Wj;(z) dependem de toda a amostra {X;}7_, através da

estimativa de densidade por funcao-ntcleo fh(a:);

e As observacoes obtém maiores pesos nas regides onde as densidades empiricas
correspondentes aos X;’s sao menores;

e Quando h — 0, Wy;(z) — n, se x = X;. Entao, a estimativa em X; converge
para Y; e produz uma interpolacao dos dados;
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e Quando h — oo, Wy;(x) — 1, Vo € R. Entao, a estimativa de m(z) converge
para Y; e

e O estimador my, () é consistente para a curva de regressao m(z), com escolhas
adequadas de h.

3.3 Desconvolucao via Funcao-Ntcleo

Nessa se¢ao, apresentaremos o estimador por desconvolucao via funcao-ntcleo
definido em Comte (2000), considerando-se (X¢, Y;) e o modelo (1.10)-(1.11), isto é,

Xy = m(Xeq) +m,
Y;g = Xt+€t-

A fungao m(zx) é dada por

BGulX, =) =min) = [ P00,

Yy
—0o0 fX (l‘)
em que fxy denota a densidade conjunta de (Xi,Y1) e fx a densidade de X;.

Se tanto X;’s e Y}’s fossem observaveis, poderfamos usar Nadaraya-Watson:

3o (452)
m(r) = 4 . (3.8)
; « (:n - Xj)

Em nosso caso, os X;’s sao nao observaveis. Portanto, uma estratégia alternativa
serd empregada.

Observe que fy(y) = (fx * f:)(y), ou seja, a convolucdo entre as fungoes de
densidade de X e e.
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Usando a Transformada Inversa de Fourier, (2.2), tem-se

=g () e [Tl o

Isso motiva o estimador sugerido por Stefanski e Carroll (1990):

Fola) = % /_ Z e~ [ (t) CJIj"((;) dt, (3.10)

em que (iDn(t) ¢é a funcao-caracteristica empirica de Y, dada por:
Iy
==Y e (3.11)
n
j=1

Definindo-se

Ku(z) = L / m e K (1) dt, (3.12)

pode-se reescrever f,(x) como:

¢ 1 e —itx [o* (i)n(t>
folz) = e e "TK*(th) 0 dt
1t KH(th) [ 1N
= — e — e dt
ol S O S

Substituindo-se z = th, temos

n

R B 1 +oo —iZt K*(Z) Z%
fn(w)  nh2n /Oo ‘ fg*(z/h) [ZB ]dz

j=1
L7050 —i(55) K (2)
nh2m J_ jzle f* z/h)
1 1 —ix(P1) K7(2)
- =Y = d
I THEDN

_ %ZIKH (x_}f/f) (3.13)
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No numerador de (3.8), os X,’s desconhecidos foram substituidos pelos Y;’s e
a funcao-niucleo K, pela funcao-nticleo de desconvolucao K,. Por ultimo, segundo
Fan e Truong (1993), e por analogia a (3.8), considera-se o estimador de m, baseado
nas observagoes Yi,..., Y, 1:

n —Y; n z—Y;
Zj:l K, (T) Yj+1 nl_h 23:1 Ky < h > YJ’+1
() = = - , (3.14)

S K (52) fula)

em que K, é dado por (3.12) e f,(z) por (3.13).

E importante enfatizar que nao é necesséario conhecer a distribuigao da inovagao
n para construir 7, (x), mas é necessario conhecer completamente a distribuicao de

€. Sob essas suposigoes, m,, e f, podem ser usados para estimar 0'%:

sendo 07 = Var(X)—=Var(m(X)) = E(X?)-E(m?*(X)). Como E(Y?) = E(X?)+0?

temos
: [t
:—Z —cr — m dx,
n :

como um estimador de ‘777 para as observagoes Y1, ..., Y,11.

3.4 Desconvolucao via Ondaletas

O conceito de ondaletas ja foi discutido na Secao 2.3. Mostraremos aqui, os esti-
madores por desconvolucao lineares e nao-lineares via ondaletas. Algumas condigoes,
apresentadas na Subsecao 3.4.1, sobre as ondaletas utilizadas e sobre os erros, sao
necessarias para que esses estimadores atinjam taxas de convergéncia étimas.

3.4.1 Estimadores Lineares

Nessa sec¢ao, desenvolvemos os estimadores discutidos em Fan e Koo (2002). E
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estabelecida uma taxa minimax para o melhor estimador linear sob o critério da
perda quadratica integrada. Para atingir tal taxa minima, inicialmente ¢é estabe-
lecido um limite inferior minimax para a classe dos estimadores por desconvolugao
lineares e, depois, sao propostos estimadores lineares por desconvolugao via ondale-
tas que atinjam esse limite. Fan e Koo (2002) mostram que os estimadores lineares
podem alcancar a taxa 6tima somente quando a classe de fungoes pertence a um
espaco de Sobolev (um caso especial do espaco de Besov, B, ,). Para os espacos
de Besov gerais B,p,, com p < 2, nenhum estimador linear pode alcancar a taxa de
convergéncia 6tima.

A classe C;, dos estimadores lineares é definida pela representacao

~

L, Y ) =) T, 2), (3.15)
j=1

em que {7}(.,.)} sdo fungdes arbitrarias mensurdveis. Os estimadores por descon-
volugao induzidos por um método de séries ortogonais sao da forma linear.

Inicialmente, serao apresentadas algumas condigoes necessarias. Essas condig¢oes
nao sao conceitualmente independentes e podem até mesmo ser mutuamente exclu-
sivas. Certamente, algumas delas sao mais fortes que outras.

Abaixo, apresentam-se condi¢oes necessérias para as fungoes-escala e ondaletas-
mae. Usa-se a notacao h(™ para indicar a m-ésima derivada de uma funcéo h e C"
denota a espaco das funcoes h com todas as derivadas k(™ continuas, para m < r.
Al. As funcoes ¢ e ¥ tém suporte compacto;

A2. As fungoes ¢,9 € C", parar > s+2e s > 0;
A3. s> 2;

A4. Os suportes de ¢ e ¥ sao {t : [t| < 4n/3} e {t:2r/3 < |t| < 87/3}, respectiva-
mente; e

A5. Para todo inteiro N > 1 e 0 < ¢ < r, existe uma constante dy > 0 tal que

09 (@)] <dn(L+]z)™ e [@()] < dn(1+|a])7V.

Em particular, as ondaletas de Daubechies satisfazem A1-A3 e sao indicadas
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quando os erros pertencem a classe de erros regulares ordinarios. J4 as ondaletas de
Meyer satisfazem A4 e A5 e tém bom desempenho no caso de erros super-regulares.

As condigbes necessdrias para erros regulares ordinarios sao expostas em B1-B3.

BL [f(t)] < C(1+ [¢))~
B2 [fz(0)] = C(L+Jt)) ™ e
B3. |2 (1) < C(1 + |t|)=*™, param =0, 1,2.

As distribuigoes Exponencial Dupla e Gama sao exemplos de erros regulares
ordindrios. Note que a condigao B2 implica que f*(¢) # 0 para qualquer t.

Quando a distribuicao dos erros é super-regular, as condigbes a seguir sao re-
queridas:
Cl. |f*(t)] < C(1+ [t|)*e /X com s, A e s; constantes sendo s, \ > 0;

C2. P(le — 2| < |2]%) = O(Jz|~* ), quando » — Foo para algum 0 < & < 1,
a>14+aq;

C3. |f2(t)| > C(1+ |t])*0e /A com s, A e s constantes sendo s, A > 0; e

C4. Param = 0,1, 2,

F(0)] < O e,

€

com s, A > 0 e sy uma constante.

Se ¢ tem distribuicao Normal ou Cauchy, entao C1-C3 sao satisfeitas. A distri-
buicao Normal dos erros também satisfaz a condicao C4 com s, = 2. Observe que a
condigao C3 implica em que fX(t) # 0 para qualquer t.

Tendo em vista essas condigoes, Fan e Koo (2002) propdem estimadores nao
viciados dos coeficientes de ondaletas a, , da funcao de densidade desconhecida fx.

Desde que a densidade desconhecida fx seja elemento de £2(R), ela pode ser de-
composta em coeficientes de ondaletas como em (2.19). Sendo assim, os coeficientes
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de ondaletas no nivel jj, pela identidade de Plancherel, podem ser escritos como:

+oo
Qjo k= Gjo.r () fx (z)dx
Y e fy(t)
- 27T gbgo Ic( ) fg (t) (316)

A funcao-caracteristica desconhecida f; pode ser estimada pela fungao-caracte-
ristica empirica da v.a. Y, vista em (3.11). Dessa forma, define-se o estimador para
Oéj(),ki .

I R P, (t)
| GalnT
m JE(t)

em que ¢F (1) = 2j70¢*(—2j0t —k) = 9= itz 0 ¢*(—t/270), pelas propriedades
de linearidade, escala e localizacao das Transformadas de Fourier.

dt, (3.17)

Ajo ke =

Desenvolvendo-se a equagao (3.17) e fazendo-se w = 277°¢, obtém-se a seguinte
expressao:

e~ 1 [T g0 OF(—t/200) o
A — o 2—]0/2 —itk2770 itY; dt
Ajo ke n ; o /_OO € 7][: (t) e

ni 2r J_ o Fr(200w)
n +oo *
= l Z i/ 2j0/26iW(2j0Yj_k)de
(e 2r J_ o 7 (200w)
= - 22”/2 )(2Y; — k)

= 52(}6@@%,@). (3.18)

O operador K aplicado em um fungao g é formalmente definido como:

(K5 9)y) = % /_ ety ?:E;j?)dt. (3.19)
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Sob a condicao A2, tem-se que

| <ca+t)T e M@l <o+ ) (3.20)
para m > 0. Isso implica em que K ¢ e K¢ sao bem definidos para distribuigoes
de erros regulares ordinarias de ordem s. Por outro lado, o uso das ondaletas de
Meyer, cuja transformada de Fourier tem suporte compacto, implica em que K ¢ e
K ¢ sdo também bem definidos.

Sendo assim, tem-se o estimador linear por ondaletas definido por:

fiolw) = s utjon(z), zeR (3.21)
k

Através da escolha de um jj apropriado, o estimador de Fan e Koo (2002), defi-
nido por (3.17)-(3.21), alcanca uma taxa de convergéncia Gtima entre os estimadores
lineares.

As ondaletas de Daubechies de suporte compacto, satisfazendo as condicoes Al-
A3, devem ser empregadas no problema de desconvolucao para a classe de erros
regulares ordinarios. O teorema 3.4.1 mostra a melhor taxa possivel para a classe
de estimadores lineares, quando a distribuicao dos erros é regular ordinaria.

Teorema 3.4.1. Suponha que 1 < g < o0, 1 <p<2e0c >1/p. Entdo, sob as
condicoes Al, A2 e B3, tem-se que

. N 1/2 —o'/(20'4+2s
inf  sup  |Ep||fi— fXHg] > O~/ @0 +2s+1) (3.22)
fLECL fxE€Dgpq(nr)

Como ¢ tem suporte compacto, a somatoéria em k do estimador linear de des-
convolugao via ondaletas (3.21) ¢é finito para cada x € R. O teorema 3.4.2 mostra
que o limite inferior sobre os estimadores lineares é alcancado pelos estimadores de
ondaletas lineares, quando o erro é regular ordinario.

Sejam duas seqiiéncias positivas {a,} e {b,}. Entao a relagao a, < b, significa
que, para C' uma constante, C~! < a,, /b, < C.

Teorema 3.4.2. Suponha que 1 < ¢ < 00,1 <p<2e0c >1/p. Entdio, sob as
condi¢oes Al, A2 e B2, tem-se que

. 1/2 o
Sup Efx ||fj0 - fXHg] <Cn™? /(20742 —H); (323)
fXEDqu(M)
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resultando que 270 =< /(o' +2s+1)

O resultado do teorema acima também ¢ vélido para a classe fx € Dgpg(ar), SOb
as condigoes adicionais A3 e B3.

Para erros super-regulares, ondaletas de Meyer satisfazendo A4 e A5 tem de-
sempenho 6timo, pelo teorema 3.4.3.

Teorema 3.4.3. Se 1 <p <2, g<o0eo>1/p, entio, sob as condi¢oes A4, A5,
C1 e C2, tem-se que

- 1/2 ,
inf  sup [EfXHfL — fxll?| > C(logn)~7/5. (3.24)

frecr fx€Dgpq(nr)

Lema 3.4.1. Suponha que g(y) é uma fungao sobre R, tal que

gl < O+ Jy)~> (3.25)

Entao, para qualquer seqiiéncia de escalares {ay trez, tem-se que, para 1 < p <

Z @khj,k

kEZ

< Cleal,- (3.26)

p

O Lema 3.4.1 implica em que, para todo x € R,

sob as condigoes C1-C3. Sendo assim, o estimador linear por ondaletas (3.21) é

> ko k()
k

< Csup |, x| < C, (3.27)
k

[e.e]

também bem definido para o caso super-regular. De acordo com o teorema 3.4.4,
o limite inferior entre os estimadores lineares ¢ atingido pelos estimadores lineares
por ondaletas quando os erros sao super-regulares.

Teorema 3.4.4. Suponha que 1 < g <00, 1 <p<2eoc>1/p. Sobas condigies
A4, A5 e C1-C3, tem-se que

. 1/2 ,
s [Epllfio — fxlB] T < Cllogn)", (3.28)

Ix€Dspq(m,s)
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1/s
Jo = {log2 <% (2) (logn)l/s>J : (3.29)

O resultado acima também ¢ vélido para a classe fx € Dgpg(ar) SOb a condicao
adicional C4.

sendo

Considere o = /(20 +2s + 1), e A a classe dos estimadores de fx baseados
em Yp,...,Y,, definidos por f. Tem-se o seguinte limite inferior minimax para as
distribuicoes dos erros regulares ordindrias.

Teorema 3.4.5. Suponha que 1 < g < 0o e o0 > 1/p. Sob as condigoes A1-A3 e
B3, tem-se que
. 1/2
inf  sup []EfXHf; — fxl5 > Cn™ . (3.30)

f"rﬁeA erDo'pq(I\/I)

Para erros super-regulares, os estimadores lineares via ondaletas tem uma taxa
de convergéncia muito baixa; no entanto, sao 6timos dentro da ordem logaritmica,
como pode ser visto pelo teorema 3.4.6

Teorema 3.4.6. Suponha que 1 < q < oo eo > 1/p. Sob as condigoes A4, A5, C1
e C2,

. 1/2
inf  sup Efx||f;—fx||§] > C(logn)~o/>. (3.31)
f'rte'AfXGDo'pq(M)

3.4.2 Estimadores Nao-lineares

Nessa se¢ao, iremos mostrar a construcao dos estimadores nao-lineares por des-
convolucao via ondaletas, assim como as taxas minimax de convergéncia para a
estimacao da densidade fxy em B,,,. Para erros da classe regular ordindria, Fan e
Koo (2002) mostram que estimadores por desconvolucao via ondaletas com limiar
sao Otimos dentro da ordem logaritmica. No entanto, para o caso super-regular,
o desempenho dos estimadores por desconvolugao nao-lineares via ondaletas com
limiar é semelhante ao dos estimadores lineares por ondaletas.

Analogamente ao que foi feito para encontrar o estimador de «j, x, escreve-se
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Bjr como:

—+00

Bik = Vjk(v) fx(x)dz

R T A fy(t)
= — wjyk(—t)%dt.

2 J_ o

(3.32)

Substituindo-se f;- por sua funcao-caracteristica empirica, tem-se o estimador:

. 1t D,(t)
i 0

:% .

dt. (3.33)

Desenvolvendo-se a expressao (3.33) como em (3.18) e empregando-se o operador
K na funcao 1, temos:

n

Biae= = S (G 0)ulYy) (3.34)

Jj=1

Pelas propriedades da AMR, o estimador visto em (3.21) pode também ser
escrito como:

J1
fjhjo (ZL‘) - Z djoyk‘qumk(x) + Z Z Bj,kd]j,k(l‘), r € R, (335)
k Jjo k

em que jo e ji sao, respectivamente, os niveis minimo e maximo de resolucao utili-
zados.

E comum em anlise de ondaletas empregar um limiar nos coeficientes. Essa
técnica, também conhecida como thresholding, se faz necesséria, para que possamos
utilizar apenas os coeficientes que realmente sao importantes para a reconstrugao
do sinal e desprezar coeficientes que expressam apenas o ruido amostral. Existem
dois tipos de limiar:

e Limiar Suave: procedimento que encolhe os coeficientes; e

e Limiar Duro: procedimento que anula os coeficientes considerados muito pe-
quenos.
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Fan e Koo (2002) sugerem a seguinte regra de limiar duro:

(3.36)

B' _ Bj,k se |6:j,k| > chn_1/2
3k 0 se |ﬁj,k| S TCj’I’L_l/2 ’

sendo ¢; = 2%,/j e a constante T' determinada de acordo com o Teorema 3.4.7.

O estimador que emprega os coeficientes de detalhes da decomposicao de on-
daletas encolhidos é conhecido como estimador por desconvolucao nao-linear. Esse
estimador, associado com os parametros jo(n), ji1(n) e T, é dado por:

fr@) = djondion(®) + DD Bistjn(z), zeR (3.37)
k jo k

Os niveis de resolucao jp e j; sao escolhidos de forma que:

1/(20425+1)

20 = (n(logn)P/7) (3.38)

’

21 (n) — pelo’ (3.39)

Teorema 3.4.7. Suponha que 1 < qg<o0,1<p<2,0>1/pes<{p/(2—p)}o’.
Entao, sob as condigoes A1-A3 e B2, existem constantes C = C(o,p,q, M) e Ty =
To(o,p, M) tal que, para T > T,

R 1/2
sup  [Bpellfr = fxl3] = Cno(logm) 4=/, (3.40)

Ix eDo’pq(l\/I,S)

9 _
em queézap—Tp—s(Q—p).
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4 Simulacoes

Nesse capitulo, serao apresentadas as simulacoes realizadas, tanto para o caso
de desconvolucao via funcgao-nucleo quanto por ondaletas. Os programas foram
desenvolvidos no aplicativo Matlab.

A funcao-nicleo serd usada apenas para um caso especifico de erros regulares
ordinarios. Devido a complexidade dos calculos, nao é possivel utilizar seu estimador
para o caso geral.

Faz-se um estudo mais detalhado para ondaletas. Inicialmente, essa técnica é uti-
lizada para as duas classes de erro (super-regulares e regulares ordinarios) num caso
mais simples do modelo (1.11), para ilustrar o comportamento dos estimadores pro-
postos. Depois, séries de retornos sao geradas, tanto por um modelo GARCH(1,1)
quanto por um AR(1)-SV, para as quais a densidade da log-volatilidade ou da vo-
latilidade do modelo apresentado na Subsecao 1.3.1 é estimada.

4.1 Funcao-Ntcleo

A técnica de desconvolugao é empregada em modelos de volatilidade estocastica
com o objetivo de estimar a fungao m, dada em (1.7). Normalmente, assume-se
que essa funcao seja linear. Nesse trabalho, simulamos casos em que a funcao m
assume trés formas distintas, sugeridas por Comte (2000), que serao detalhadas mais
adiante.

Erros da classe regular ordinéaria sao empregados, mais especificamente a distri-
buicao Exponencial Dupla.
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Assumindo-se a seguinte densidade para &,

1 1
f&(u) = 11[71,1](@ + 4—1021(1,%0)(\“!), (4.1)

obtém-se uma distribuicao exponencial dupla para €, ou seja, um elemento da classe
de erros regular ordinéria de ordem s = 2.

Assim,

wzzwmw»:i[hmﬂm+%/mgﬁﬁm

1 2

+o00
= [zIn(z) — 2] + / ue e = —1+T'(2) = 0.
1

A variancia de e = In(¢?) é dada por:

Var(e) = Var(In(€?) —w)) = (E(In

(
+o00 +oo 2 u
= 9 [/ u2€"du—|—/ u; du]
0 0 e

— 2[0(3)+T(3)] =8.

2)2

Como ¢ = In(£?) —w = In(£?), & segue uma distribuicao exponencial dupla e sua
densidade é dada por:

1w

o) = |5

v _1 v
fe(e2) + |—e2

5 fe(—e?)

De forma andloga ao célculo de Var(e), temos a t ransformada de Fourier de f.:

) 1 1 itIn(z?)
f:(t) _ E(eztln(§2)) _ [/ €Zt1n($2)dl’+/ € dr
[z]>1

2
4 1) x

1 1 N 1 1 (42)
21 4+2it 1 —2it| 1442 '
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O estimador de m,

n r—Y;
n_lh Zj:l Ky (Tj> Yj+1
fn(x)

sera obtido calculando-se separadamente as estimativas do numerador e denomi-

my(z) =

Y

nador. O denominador é dado por (3.13) e o numerador é estimado da seguinte
forma:

1 «— r-Y; I 1 [* () KA ()

i E K,|l—2|Y; = § - A dtY-

nh 4 ( h ) T nh 4 27?/ ‘ fx(t/n)
7=1 7j=1 S €

I[P e K1) |1 &
= —_— 6_2T — €ZTY' 1 dt
27 ) f2(t/h) [nh; a
1 [t
dt.

L KH(th) |1

itx ity

= — -~ 7 _E iY:
2m —00 ‘ f:(t) [n j_le ok

O problema esta no cédlculo da fungao-nicleo K, diretamente, uma vez que tem-
se que trabalhar com ntimeros complexos. Uma das alternativas encontradas para
resolver essa questao € utilizar a técnica de quadratura, como pode ser visto em Press
(1992), para aproximar K,,. Essa dificuldade no cdlculo de K,, impede a utilizagao

do estimador para o caso geral, assumindo-se qualquer distribuicao para os erros.

Os ¢’s utilizados aqui serao como descritos anteriormente juntamente com a
fungao-nicleo gaussiana, K(x) = e~/ /V/2m, cuja transformada de Fourier é dada
por K*(t) = e /2,

Considerando-se a definigao de K, dada pela equagao (3.12), e f*, dada por
(4.2), serd utilizado o seguinte K,:

1 teo
K,(x) = o e~ itre—t?/2

>

t 2
1+4 <—) ] dt
—+o0
_ L e {1+it2] L e~ (tHi)? gy

\ 2T ¢ oo h? V2T

A dltima integral da expressao acima pode ser escrita como a esperanca de uma
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funcao de T', sendo T' ~ N(—ix,1). Assim temos,
1 2 4
K,(r) = ——e */?E (1 + —T2)
(z) o 72

— \/;_Wef/? (1 + Zl(lhitﬁ)) . (4.3)

Foram utilizados trés modelos para m(x), sugeridos por Comte (2000):

1. Modelo Linear (L(a)): m(z) = azx + 1;
2. Modelo Senoidal (S(a)): m(z) = sen(azx) +2; e

3. Modelo de Fan e Yao (1998) (FY(a)): m(z) = a(z + 5e~*").

A escolha do parametro a é restrita a condicao de manter a estabilidade da parte
autoregressiva dos modelos, ou seja, é necessario que |a| < 1. Dessa forma, foram
realizadas 500 replicacoes de cada um dos modelos citados acima para os valores
de a: 0,3; 0,5 e 0,7. Além de obterem-se as estimativas empregando-se a funcao-
nucleo obtida por desconvolucao, também foram calculadas as estimativas usando-se
a funcao-ntucleo gaussiana.

Existem varias medidas de qualidade das estimativas. A medida utilizada para
esse caso é o Erro Quadréatico Médio Integrado (EQMI) que, considerando-se uma
malha de p pontos, no nosso caso 100, num intervalo igualmente espagado entre o
minimo e o maximo da amostra Y7, Y3, ..., Y500, gerada a partir dos modelos (1.10)
e (1.11) , é definido por:

EQM = B(iin(z) — m(z))* = - >~ (i () — m(z)?.

A Tabela 4.3 apresenta a média dos EQM’s para os modelos L(a), S(a) e FY(a),
respectivamente, de acordo com o valor de a e o valor de h.

As Figuras 4.10 e 4.11 apresentam as estimativas pela funcao-nicleo K, e pela
gaussiana para os modelos S(0,7) e FY(0,5), respectivamente, para valores de h:
0,12; 0,16; 0,20 e 0,30.
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Tabela 4.3: Média dos EQM’s para Diferentes Valores de h

Funcao
Ntcleo

L(a)

S(a)

FY(a)

0,3

0,5

0,7

0,3

0,5

0,7

0,3

0,5

0,7

0,12

Ky

0,141

0,152

0,165

0,129

0,144

0,147

0,144

0,231

0,312

Normal

0,176

0,182

0,202

0,160

0,179

0,177

0,174

0,262

0,346

0,14

=

n

0,103

0,131

0,161

0,105

0,116

0,138

0,149

0,232

0,239

Normal

0,129

0,161

0,101

0,131

0,147

0,160

0,177

0,260

0,265

0,16

=

n

0,105

0,140

0,130

0,106

0,115

0,126

0,145

0,212

0,272

Normal

0,136

0,166

0,157

0,131

0,144

0,150

0,170

0,228

0,201

0,18

=

n

0,108

0,091

0,142

0,086

0,105

0,154

0,133

0,179

0,215

Normal

0,138

0,114

0,165

0,112

0,129

0,182

0,156

0,108

0,219

0,20

a

0,107

0,131

0,114

0,073

0,104

0,127

0,127

0,184

0,251

Normal

0,130

0,157

0,135

0,096

0,126

0,152

0,143

0,197

0,252

0,22

=

0,004

0,109

0,109

0,058

0,082

0,101

0,120

0,185

0,245

Normal

0,117

0,127

0,131

0,075

0,102

0,116

0,134

0,187

0,239

0,24

=

n

0,075

0,093

0,106

0,063

0,079

0,093

0,127

0,195

0,274

Normal

0,093

0,111

0,123

0,083

0,094

0,107

0,139

0,189

0,259

0,26

=

n

0,084

0,081

0,101

0,062

0,078

0,106

0,098

0,195

0,281

Normal

0,103

0,095

0,116

0,079

0,092

0,120

0,103

0,183

0,252

0,28

=

n

0,064

0,081

0,119

0,060

0,063

0,100

0,097

0,214

0,303

Normal

0,077

0,093

0,132

0,074

0,073

0,109

0,101

0,201

0,267

0,30

Ky

0,068

0,076

0,116

0,046

0,067

0,079

0,102

0,221

0,301

Normal

0,082

0,086

0,125

0,058

0,078

0,085

0,103

0,200

0,258

Estimativas para $(0.7), h=0.12

Estimativas para $(0.7), h=0.16

1

Figura 4.10

2

3

“

5

: Estimativas para Modelo S(0,7), h = 0, 12;0, 16; 0, 20; 0, 30
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Estimativas para FY(0.5), h=0.12 Estimativas para FY(0.5), h=0.16

== Funcao-Nucieo Kn

s -2 -1 o 1 2 3 4 5 -2 -1 o 1 2 3 4 5
Estimativas para FY(0.5), h=0.30

== Funcao-Nucleo Kn
Funcao-Nucleo Normal
or — Curva Verdadeira

Figura 4.11: Estimativas para Modelo FY(0,5), h = 0,12;0, 16; 0, 20; 0, 30

As estimativas obtidas se comportam razoavelmente bem no intervalo escolhido
de h. Note que, se a variancia dos erros for muito pequena, a variavel Y é pratica-
mente igual a variavel X, o que resulta em estimativas por K,, e pela fungao-ntcleo
gaussiana praticamente iguais. No entanto, é importante ressaltar que a estimativa
mais realista é aquela que utiliza K,,, pela justificativa tedrica para sua construcao.

Pelos valores dos EQM’s, é possivel determinar o h étimo empirico para cada
modelo e para cada tipo de fungao-nicleo utilizada, como visto na Tabela 4.4

Tabela 4.4: Parametro de Alisamento Otimo para os Modelos L(a), S(a) e FY(a)
Fungao L(a) S(a) FY(a)
Nicleo | 03 105 10,7 [ 03 050703105107
K, 0,28 1 0,30 | 0,26 | 0,30 | 0,28 | 0,30 | 0,28 | 0,18 | 0,18
Normal | 0,30 | 0,30 | 0,26 | 0,30 | 0,28 | 0,30 | 0,28 | 0,26 | 0,18

As estimativas conseguem reproduzir bem as forma das curvas, principalmente
na regiao central da amostra. Nota-se que nos valores extremos a qualidade das

estimativas nao é muito satisfatéria.

Seria interessante poder aplicar o estimador para o caso geral, em que fosse
possivel escolher qualquer distribuicao para . No entanto, devido as dificuldades
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computacionais de trabalhar-se com integracao complexa e o custo computacional,
foi-nos possivel mostrar apenas um caso especifico.

4.2 Ondaletas

No caso do estimador por desconvolugao via ondaletas, inicialmente obtém-se as
estimativas dos coeficientes d;, e 3, vistos em (3.17) e (3.33), respectivamente,
e, a partir desses coeficientes, é possivel reconstruir a estimativa fj1,j0 da densidade
fx, dada em (3.35) ou (3.37). Ambos os estimadores, linear e nao-linear, foram
utilizados. Nao houve diferenca nos desempenhos desses estimadores quando se
empregam as ondaletas de Meyer. Dessa forma, mostraremos as estimativas lineares
e nao-lineares apenas para as bases de Daubechies.

Para estudar as propriedades de cada estimador proposto, sera inicialmente si-
mulado um caso bem simples no qual a densidade a ser estimada é a curva normal-
padrao.

Considere o modelo:
Y =X +¢,

em que X e € sao v.a.’s independentes. Nosso interesse ¢ estimar a densidade da
variavel aleatéria X, fx, sendo que se observam apenas os valores de Y. Iremos
supor que X siga uma distribui¢do N(0,1). O que muda de uma simulagao para
a outra ¢ a distribuicao associada ao erro. Erros com distribuicao normal padrao
sao utilizados como exemplos da classe super-regulares e erros com distribuicao
exponencial dupla como exemplo da classe regular ordinaria.

Teoricamente, uma fungao pode ser escrita como uma combinacao linear de bases
de ondaletas, mas o que se tem na realidade é uma aproximacao para essa funcao,
ja que se utiliza um ntimero finito de coeficientes. Sendo assim, além da curva
verdadeira, sera considerada também a densidade construida a partir dos coeficientes
tedricos dados por (3.16) e (3.32), chamada de f;, j,, ou densidade aproximada.

Dessa forma, as estimativas obtidas serao comparadas com a verdadeira densi-
dade e com a densidade aproximada através do EQM. Este ultimo é chamado de
Erro de Estimacao. Para cada caso, sera indicado qual o Erro de Aproximacao.
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Muitas dificuldades foram encontradas para obter as estimativas por descon-
volugao, utilizando-se as bases de ondaletas, pela complexidade computacional dos
calculos. Note que, na reconstrucao das estimativas a partir dos coeficientes de
ondaletas, é necessdrio conhecer as fungoes ¢;, » e 1;; numa malha de pontos pré-
determinada. Esse fato nao é obtido de forma automaética. Sendo assim, utilizamos
métodos de interpolacao para obter as funcoes ¢, 1. € ¥, nos pontos desejados. Ape-
sar de ser um método bem utilizado e eficiente, sabe-se que existe um erro associado
a aproximagao de uma fungao g(z) por g(x) através de interpolagao.

Considere a malha de pontos z1, xs, ..., x, nos quais a funcao g é conhecida. O
interesse é avaliar o valor dessa fun¢ao num ponto x, tal que z; < z < z;;7. Uma
das formas mais simples e intuitiva é a interpolacao linear, ou seja, para cada valor
x € [z;,x;11], ajusta-se uma reta que passa pelos pontos z; e x;1;. Com a equagao
da reta, encontra-se o valor de g(x). Isto é,

A

g(x) = g(z;) + T — 1), se x; < < iy (4.4)

O erro cometido ao utilizar essa aproximagao é dado por e(z) = g(x) — g(z).
Note que esse erro depende da concavidade de g(x), ou seja, de ¢”(x) no intervalo
[zi,241]. Se g(x) tém derivada de segunda ordem continua em [z;, z;+1], entéo o
erro é dado pela seguinte formula:

9" (&)

5 com &, € [Ti, Tit].

e(z) = (z — ;) (z — @it1)

No entanto, a férmula acima tem uso limitado na pratica, uma vez que, rara-

mente, ¢”(&;) é conhecida e o ponto &, nunca é conhecido. Entao, utiliza-se um
limitante para o erro, como visto em Ruggiero e Lopes (1996):

)] = 1o — 2 — o) L2
< @ - an)(o = zunn) 5
< (Tip1 — iUz')2]\427 (4.5)
4
em que My = xe&i}iﬂ} 1" (x)].

As estimativas obtidas para cada classe de erro serao apresentadas, consideran-
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do-se tanto as bases de Daubechies como as ondaletas de Meyer. Os resultados
estao resumidos por tabelas e graficos. As tabelas apresentam os EQM’s quando
se compara a densidade estimada a verdadeira densidade de probabilidade e a den-
sidade obtida a partir dos coeficientes tedricos. As quantidades entre parénteses,
sao os desvios-padrao dos EQM’s. Além disso, aplica-se o teste de aderéncia de
Kolmogorov-Smirnov para verificar a normalidade das estimativas, calcula-se o p-
valor médio e a porcentagem de amostras rejeitadas para um nivel de significancia
de 5% e 1%, respectivamente. Nos graficos, tém-se as estimativas de densidade e as
funcgoes de distribuicao acumulada.

4.2.1 Familia Daubechies

4.2.1.1 Erros Regulares Ordinarios

Nesse primeiro caso simulado, utiliza-se a distribuicao Exponencial Dupla com
esperanca 0 e parametro de escala 2, idéntica a que foi utilizada nas simulagoes por
funcao-niicleo. O erro de aproximacao nesse caso é de 0,8474 x 1073,

Estimativas por DAUBS - Erros Regulares Ordinarios (ja-6:-2 & k=-10:10) Estimativas por DAUBS - Erros Regulares Ordinarios (j=-6:-2 & k=-10:10) Estimativas por DAUBS - Erros Regulares Ordinarios (j=-6:-2 & k=-10:10)

Curva Normal
— 1(x) - coef. estimados.
- f{x) - coef. teoricos

Normal
— 1(x) - coef. estimados.
- f(x) - coef. teoricos

Figura 4.12: Estimativas de Densidade por DAU B8, n=128, 1024 e 4096

Funcoes de Distribuicao Acumulada Funcoes de Distribuicao Acumulada Funcoes de Distribuicao Acumulada

[ . F(x) verdadeira [ F(x) verdadeira [
‘ — F(x estimada P — F(x estimada
—_F(x) aproximada P —_F(x) aproximada

-4 K -2 El 0 1 2 3 4 4 E E El 0 1 2 3 4 4 E E El 0 1 2 3 4

F(x) verdadeira
— F(x estimada
—_F(x) aproximada

Figura 4.13: Fungoes de Distribuicao Acumuladas por DAU B8, n=128, 1024 e 4096
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Tabela 4.5: Erros por DAU B8 sem Limiar - Regulares Ordinarios

EQM (x1073) p-valor % de Rejeicao
n (fx = firgo) (firdo — fjth) médio a=0,05] a=0,01
128 | 7,2064 (6,9257) | 6,0079 (6,1199) | 0,0647 80,3% | 71,5%
1024 | 1,0426 (1,3832) | 1,0662 (1,1433) | 0,0122 94.4% | 88,8%
4096 | 1,1281 (0,4491) | 0,2758 (0,3397) | 3,9 x10-° | 100% 99.8%

Tabela 4.6: Erros por DAU B8 com Limiar - Regulares Ordindrios

EQM (x1073) p-valor % de Rejeicao
n | (fx = fig) | (Figo— fige) | médio | @=0,05| a=0,01
128 | 7,2715 (7,0980) | 6,1396 (6,2765) | 0,0597 | 79.8% | 6%,9%
1024 | 1,8287 (1,3783) | 12071 (1,2257) | 0,0159 | 92,1% | 86,0%
4096 | 0,9706 (0,4452) | 0,4281 (0,4745) | 0,0002 100,0% 99,5%

o

Figura 4.15: Fungoes de Distribuicao Acumuladas por DAU B8 com Limiar
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4.2.1.2 FErros Super-Regulares

Para a classe dos erros super-regulares, utilizam-se erros que seguem uma dis-
tribuicao normal padrao. Nesse caso, tem-se um grande aumento no erro de apro-
ximacao, que é de 8,2728 x 1073.

Tabela 4.7: Erros por DAU B8 sem Limiar - Super-Regulares

EQM (x1073) p-valor % de Rejeicao
n (fX — fjl,jo) (fjhjo — fjl;jo) médio o = 0, 05 | a= 0, 01
128 | §8,3623 (0,2571) 0,0512 (0,0624) 0,1372 x1073 100% 99,9%
1024 | 8,2908 (0,0867) 0,0069 (0,0094) 0,0000 100% 100%
4096 | 8,2748 (0,0408) | 0,0017 (0,0025) 0,0000 100% 100%

Estimativas por DAUBB - Erros Super Regulares (j=-6:-3 & k=—10:1 Estimativas por DAUBS — Erros Super Regulares (j=-6:-3 & k=—10:1 Estimativas por DAUBS - Erros Super Regulares (j=-6:-3 & k=-10:10)

Figura 4.16: Estimativas de Densidade por DAU B8, n=128, 1024 e 4096

Funcoes de Distribuicao Acumulada Funcoes de Distribuicao Acumulada Funcoes de Distribuicao Acumulada

4 E 2 El [ 1 2

Figura 4.17: Fungoes de Distribui¢cao Acumuladas por DAU B8, n=128, 1024 e 4096
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Tabela 4.8: Erros por DAU B8 com Limiar - Super-Regulares

EQM (x1073)

p-valor

n (fX _fjhjo)

médio

(fjhjo — fjl ,jo)

% de Rejeicao

a=0,05 | a=0,01

128 | 6,6647 (0,7243)

2,1409 (0,3610)

0,7887 x10~*

100,0% 99,9%

1024 | 7,0087 (0,0983)

0,4302 (0,0759) 0,0000

100,0% | 100,0%

4096 | 6,7777 (0,1447)

2,2155 (0,0656) 0,0000

100,0% 100,0%

Estimativas por DAUBS - Erros Super Regulares (j=-6:-3 &

Estimativas por DAUBS - Erros Super Regulares (j=-6:-3

Estimativas por DAUBS - Erros Super Regulares (j=-6:-3

. .
03 03 03
s 3 z ] o i : 3 s 3 z E] o i : 3 % =
Figura 4.18: Estimativas de Densidade por DAU B8 com Limiar
04 04 04
e e R B o3 ;

Figura 4.19: Fungoes de Distribuicao Acumuladas por DAU B8 com Limiar
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4.2.2 Ondaletas de Meyer

4.2.2.1 FErros Regulares Ordinarios

Assim como no caso das Daubechies, incialmente utiliza-se uma distribuicao
para os erros pertencente a classe regular ordinéria, ou seja, ¢ segue uma distribuicao
Exponencial Dupla. Aqui, o erro de aproximacao com valor de 2,345 x 10~* é bem
menor se comparado com os da base de Daubechies.

Tabela 4.9: Erros por Meyer - Regulares Ordinarios

EQM (x1073) p-valor % de Rejeicao

n | Ux = o) | (Fingo = fingo) | médio | @ =0,05 | a=0,01
128 | 5,5542 (6,3680) | 5,2310 (5,7093) | 0,1002 66,0% 52,2%
1024 | 1,0343 (1,1183) | 0,8273 (0,9095) | 0,0669 76,0% 64,7%
4096 | 0,4297 (0,3259) | 0,2044 (0,2153) | 0,0230 87,2% 77,0%

Estimativas por Meyer - Erros Regulares Ordinarios (j=-6:-2 & k=-10:10) Estimativas por Meyer - Erros Regulares Ordinarios (j=-6:-2 & k=-10:10) Estimativas por Meyer - Erros Regulares Ordinarios (j=-6:-2 & k=-10:10)

. .
— f(x) - coef. estimados — f(x) - coef. estimados — f(x) - coef. estimados

04 - f(x) - coef. teoricos 04 - f{x) - coef. teoricos 04 - fix) - coef. teoricos

03

.

o

Figura 4.20: Estimativas de Densidade por Meyer, n=128, 1024 e 4096

0 04 04

03 03 03
— F(x) estimada L — F(x) estimada p — F(x) estimada
— - F(x) aproximada P — - F(x) aproximada — F(x) aproximada

Figura 4.21: Funcoes de Distribuicao Acumuladas por Meyer, n=128, 1024 e 4096
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4.2.2.2 FErros Super-Regulares

Para a classe dos erros super-regulares, utilizam-se erros que seguem uma dis-

tribuicao normal padrao. O erro de aproximacao é também de 2,345 x 1074

Tabela 4.10: Erros por Meyer - Super-Regulares

EQM (x1073) p-valor % de Rejeigao
n | (fx = fivge) | Fivjo — firge) | médio | @ =0,05 | a=0,01
128 | 0,9097 (0,9405) | 0,7050 (0,7502) | 0,2866 30,1% 15,3%
1024 | 0,3606 (0,2101) | 0,1118 (0,1204) | 0,1440 | 54,0% | 33.8%
4096 | 0,2495 (0,0754) | 0,0244 (0,0257) | 0,0388 79,1% 58,3%

Estimativas por Meyer - Erros Super Regulaes (j=-6:-2 e k=-10:10)

Estimativas por Meyer - Erros Super Regulares (j=-6:-2 e k=-10:10)

Estimativas por Meyer - Erros Super Regulares (j=-6:-2 e k=-10:10)

‘Curva Normal
— 1(x) - coef. estimados.

Curva Normal
— () - coef. estimados.

‘Curva Normal
— 1(x) - coef. estimados.
- i(x) - coel. teoricos

04 (3] - coef. teorcos 04 (3] - coef. teoricos 04

gura 4.22: Estimativas de Densidade por Meyer, 8, 1024 e 4096
Funcoes de Distribuicao Acumulada Funcoes de Distribuicao Acumulada Funcoes de Distribuicao Acumulada
0.9 0.9 0.9
07 Y 07 07
;
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)

;

,
03 Y 03 03
/

Figura 4.23: Funcgoes de Distribuicao Acumuladas por Meyer, n=128, 1024 e 4096

Fan e Koo (2002), considerando a taxa de convergéncia, sugerem que ondaletas
de Daubechies sejam utilizadas para erros regulares ordinarios, enquanto ondale-
tas de Meyer sao recomendadas para erros super-regulares. Através das simulacoes
anteriores, é possivel comprovar essa relagao. No entanto, as ondaletas de Meyer,
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embora obtenham desempenho superior para erros super-regulares, tém seus resul-
tados para erros regulares ordinarios ainda mais satisfatérios do que as bases de
Daubechies. Essa diferenca pode ter ocorrido devido ao fato de que as Transforma-
das de Fourier das ondaletas de Meyer possuem forma explicita, o que favorece essas
bases na hora dos célculos, visto que as Transformadas de Fourier para as bases de
Daubechies sao obtidas por aproximagoes.

Como o desempenho das ondaletas de Meyer é satisfatério, apenas essas bases
serao utilizadas no restante do texto.

4.2.3 Séries Simuladas - GARCH(1,1) e AR(1)-SV

Os estimadores definidos na Segao 3.4 por (3.35) e (3.37) s@o aplicados na série
real de cotagao didria da taxa de cambio Iene/Ddlar, apresentada na Secao 1.2. A
série contém 3502 observagoes, correspondentes ao periodo de 02 de janeiro de 1990
a 05 de dezembro de 2003. Para verificar as propriedades dos estimadores, geramos
séries de tamanhos variados a partir de dois modelos bem conhecidos na literatura,
0 AR(1)-SV e 0o GARCH(1,1). Os parametros utilizados na geragao das séries sao os
parametros estimados para cada modelo aplicado nos dados reais, que serao vistos no
préximo capitulo. Dessa forma, temos a geracao das séries a partir de dois critérios:

(i) pelo modelo GARCH(1,1), com as estimativas dos parametros obtidas por
Palaro (2004); e

(i) pelas estimativas dos parametros de um modelo AR(1)-SV.

Nao discutiremos detalhes sobre os modelos GARCH. Excelentes referéncias sao
Engle (1982), Bollerslev (1986), Bollerslev, Engle e Nelson (1994). Os modelos de
Volatilidade Estocéstica sao apresentados na Subsecao 1.3.1 e também podem ser
vistos em maiores detalhes em Taylor (1994), Kim, Shephard e Chib (1998).

Foram geradas séries de retornos {R;} de tamanhos 128, 256, 1024 e 8192,
desconsiderando-se as primeiras 7500 observacoes, com 1000 replicacoes de cada
caso, a partir dos modelos AR(1)-SV e GARCH(1,1) a seguir:
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e Modelo AR(1)-SV
Ry = o4&
o, = exp(Xy/2) (4.6)
Xi = ag+ a1 X1 + 11,

em que {n;} e {&} sdo independentes com distribuicao N(0,07) e N(0,1),
respectivamente. A log-volatilidade, X;, segue uma distribuicao N(a/(1 —
al),ag (1—a?)).

As estimativas dos parametros foram obtidas para a série de retornos verda-
deira através do aplicativo SVPack, desenvolvido para a linguagem Ox, que
faz os célculos apresentados em Kim, Shephard e Chib (1998).

Os valores encontrados foram &g = —0, 7803, &; = 0,92336 e &, = 0, 26169.

e Modelo GARCH(1,1)

Ry =p+e
€& = Utft (4-7)

2 _ 2 2
Oy = o + 1€, + a0y,

em que & ~ N(0,1). A variancia ndo condicional de ¢; é dada por Var(e;) =
ao/(1 — a; — ay) e serd utilizada como valor inicial para o3.

As estimativas dos parametros desse modelo foram obtidas por Palaro (2004)
por meio de uma rotina prépria criada no aplicativo Matlab.

Os valores encontrados foram ji = —5,40x107°, &y = 7,65x 1077, &; = 0, 0383
e g = 0,9459.

As Figuras 4.24 e 4.25 apresentam uma série de retornos de tamanho 1024,
obtida de cada modelo e suas respectivas volatilidades.
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Retornos Gerados por AR(1)-SV Retornos Gerados por GARCH(1,1)

L L L L L L L L L o, L L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 4.24: Retornos gerados por AR(1)-SV e GARCH(1,1)

x10* Volatiidade Gerada por AR(1)-SV x10° Volatilidade Gerada por GARCH(1,1)
T T T T T T T T T T T T

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 4.25: Volatilidade gerada por AR(1)-SV e GARCH(1,1)

Mesmo quando a série de retornos é gerada a partir de um modelo GARCH, as
estimativas sao obtidas considerando-se que seu comportamento da série possa ser
explicado por um modelo de Volatilidade Estocastica, para o qual foi desenvolvido
o estimador por desconvolucao. Considerando-se esse fato, as estimativas obtidas
para os dois modelos serdo comparadas com a densidade N(—10, 181;0,465), que é
a verdadeira densidade da log-volatilidade.

As estimativas de densidade da log-volatilidade e da volatilidade para a série
gerada por um AR(1)-SV sao apresentadas, respectivamente, pelas Figuras 4.26 e
4.27 para diferentes tamanhos amostrais. As Figuras 4.28 e 4.29 apresentam as
caracteristicas andlogas para a série gerada por um GARCH(1,1).
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Esiimativa da Densidado de n(o?) - n-126

Estimativa da Densidado de n(o?) - n=256
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Figura 4.27: Estimativa da Densidade da Volatilidade - AR(1)-SV
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Esiimativa da Densidado de n(o?) - n-126

Estimativa da Densidado de n(o?) - n=256
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Figura 4.28: Estimativa da Densidade da Log-Volatilidade - GARCH(1,1)
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Figura 4.29: Estimativa da Densidade da Volatilidade - GARCH(1,1)
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A Tabela 4.11 apresenta uma medida de erro para comparar a verdadeira den-

sidade com as estimativas obtidas para as séries geradas pelos modelos AR(1)-SV e
GARCH(1,1).

Tabela 4.11: Desempenho dos Estimadores
. ,11/2
[l fisi = £13]

n [ AR(1)-SV | GARCH(L,1)
128 | 0,5705 0,2963
256 | 0,4632 0,2603
1024 | 0,2888 0,2116

8192 | 0,2133 0,2012

A Figura 4.30 mostra graficamente os valores da Tabela 4.11 e também a curva
C(log(n))~°"/*, vista no Teorema 3.4.4, para que possamos comparar as estimativas
obtidas com a propriedade tedrica dada por esse teorema.

Desempenho dos Estimadores — AR(1)-SV e GARCH(1,1)
1 T T T T T
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Figura 4.30: Desempenho do Estimadores
Uma das caracteristica das estimativas é a de que os pontos de maior densidade

na curva normal verdadeira da log-volatilidade sao sempre superestimados enquanto
que as caudas sao perdidas.
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5 Aplicacao em Dados Reais

Como ja dito anteriormente, a técnica de desconvolugao via ondaletas sera apli-
cada na série de retornos das taxas didrias de cambio lene/Délar Americano. Essas
taxas sao de fechamento diario de venda e correspondem ao cambio comercial ofi-
cial do FED (Banco Central Norte-Americano). A série de retornos contém 3502
observagoes, correspondentes ao periodo de 02 de janeiro de 1990 a 05 de dezembro
de 2003. A série original pode ser vista na Figura 1.1 e os retornos sao mostrados
novamente na Figura 5.31.

Log-Retornos da Serie lene/Dolar x10° Retornos Quadrados da Serie lene/Dolar
35

Figura 5.31: Gréafico dos Log-Retornos e Retornos Quadrados da Série Iene/Ddlar

A metodologia apresentada foi desenvolvida para estimar a densidade da vola-
tilidade em modelos de volatilidade estocastica. Sendo assim, a suposicao de que a
série de retornos pode ser modelada por uma das formas desse modelo ¢ feita aqui,
especificamente o caso em que a log-volatilidade segue um processo autoregressivo
de ordem 1.

Palaro (2004) ajusta o modelo GARCH(1,1) para essa série. O modelo AR(1)-SV
também foi ajustado com o uso do software SVPack, desenvolvido para a linguagem
Ox. As estimativas dos parametros para ambos os modelos estao a seguir.
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Para o modelo AR(1)-SV visto em (4.6), as estimativas sao:

dy = —0,7803;
a1 = 0,92336; o
&, = 0,26169.

Para o modelo GARCH(1,1) visto em (4.7), as estimativas sao:

L = —5,40 x 1077;
& = 7,65 %1077,
d; = 0,0383; e
Gy = 0,9459

As estimativas para a densidade da log-volatilidade e da volatilidade da série
real foram calculadas inicialmente para a série toda, como apresentadas na Figura
5.32. Depois, tomamos séries de tamanho 512, 1024 e 2048 a partir da série original
com uma defasagem de 10 observacoes de uma série para outra e empregamos o
estimador de densidade proposto. Sendo assim: para séries de tamanho 512, tém-se
trezentas estimativas (Figura 5.33); para as de tamanho 1024, tém-se 248 estimativas
(Figura 5.34); e para as de tamanho 2048, tém-se 146 estimativas (Figura 5.35). Com
isso, é possivel identificar possiveis mudancas associadas ao tamanho amostral e a

mudancas de regime.

Figura 5.32: Estimativas de Densidade para a Série Completa
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Estimativas da densidace da infe"} pard sdries oo tamanho 512 Estimativas da densidlade da «° para serles de tamanho 512

(a) Log-Volatilidade (b) Volatilidade

Figura 5.33: Estimativas de Densidade para as séries de tamanho 512

Estmativas da densidade &2 Inje” | para senes da tamanho 1024 Estimativas da densidade da o~ para seres de tamanho 1024

(a) Log-Volatilidade (b) Volatilidade

Figura 5.34: Estimativas de Densidade para as séries de tamanho 1024
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Estmativas da denssdade 1 Injo” ) para senies di tamanho 2048 Estimativas da densidade da ¢* para series de tamanho 2048

(a) Log-Volatilidade (b) Volatilidade

Figura 5.35: Estimativas de Densidade para as séries de tamanho 2048

Duas medidas de distancia foram utilizadas: distancia £2 e distancia de Hellin-
ger. Sejam f e g duas fungoes de densidade; entao

De2(f.9) = \//(f(l‘)—g(x))zdx; e (5.1)

Dr(f,9) = \// [(f(2))V/2 = (g(x))/2)" du. (5.2)

Figura 5.36: D 2 e Dy entre Estimativas de Densidades para n=512
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Distancias L2 - n=1024

Distancias de Hellinger — n=1024

100

150

200

Figura 5.37: D2 e Dy entre Estimativas de Densidades para n=1024

Distancias L2 - n=2048 Distancias de Hellinger - n=2048
= T T T

Figura 5.38: D 2 e Dy entre Estimativas de Densidades para n=2048

Note, pelas estimativas de densidade e pelas distancias, que na parte final
da série, mais especificamente na segunda metade, a densidade de volatilidade se
mantém estavel, independentemente do tamanho da série. Esse fato ja nao ocorre
no inicio da série, onde vé-se uma variacao grande nas estimativas, principalmente
no caso de séries com tamanho 512. Para séries de tamanho 2048, as estimativas de
densidade sao bem préximas da estimativa obtida utilizando a série completa. Isto
mostra que um tamanho amostral de 2048 é suficiente para estimar a densidade da
volatilidade.

O estimador proposto é consistente para a densidade da volatilidade, pois mesmo
quando a série é gerada a partir de um modelo GARCH(1,1), as estimativas, que sao
obtidas apenas utilizando as informacoes dos retornos, se aproximam da densidade
tedrica. Para detectar valores extremos, o estimador proposto nao apresenta um
desempenho satisfatério. Como visto nas simulacoes, as estimativas de densidade

sempre perdem as informacoes das caudas.
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Os estimadores propostos nesse trabalho podem ser de grande utilidade em Mo-
delos de Volatilidade Estocastica. O desempenho dos estimadores é razoavel, mas
ainda nao é totalmente satisfatorio, porque nao é possivel assumir qualquer dis-
tribuicao para os erros. As dificuldades de implementacao estdao na complexidade
computacional dos célculos envolvidos para obter tais estimativas. Como trabalha-
mos com transformadas de Fourier, é necessario o calculo de integrais complexas, o
que impede a generalizacao do estimador. Mesmo para os erros com os quais tra-
balhamos, fez-se necessario o uso de interpolacao e discretizacao das integrais para
obtermos as estimativas.

O estimador por desconvolucao via fungao-ntucleo consegue reproduzir razoa-
velmente bem as forma das curvas, principalmente na regiao central da amostra.
Nota-se que nos valores extremos a qualidade das estimativas nao é muito satis-
fatoria.

Fan e Koo (2002) indicam o emprego das ondaletas de Meyer no caso de er-
ros super-regulares e bases de Daubechies sao empregadas para erros regulares or-
dinarios. No entanto, na pratica, as melhores estimativas, para ambos os tipos de
erros, foram obtidas via ondaletas de Meyer.

Empregando-se as bases de Daubechies, nota-se uma diferencga sensivel entre os
estimadores lineares e os nao-lineares. Para as ondaletas de Meyer, as estimativas li-
neares e nao-lineares sao equivalentes e téem desempenho muito superior as ondaletas
de Daubechies. Esse resultado empirico pode ter ocorrido devido as aproximagoes
numéricas nos calculos das estimativas. Com base nos resultados desse trabalho,
recomendamos o uso das ondaletas de Meyer para ambas as classes de erro.

A Figura 4.30 mostra que as estimativas da densidade da log-volatilidade para
dados gerados a partir do modelo GARCH(1,1) se comportam de acordo com a
propriedade dada pelo Teorema 3.4.4, embora para tamanhos de amostra sufici-
entemente grande, os erros das estimativas para séries geradas tanto pelo modelo
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GARCH(1,1) quanto pelo AR(1)-SV sao bem préximos.

O estimador por desconvolucao via ondaletas é consistente para a densidade da
volatilidade. Mesmo quando a série é gerada a partir de um modelo GARCH(1,1),
as estimativas, que sao obtidas apenas utilizando as informacoes dos retornos, se
aproximam da densidade tedrica.

Para detectar valores extremos, os estimadores propostos nao apresentam um
desempenho satisfatério. Como visto nas simulagoes, as estimativas de densidade
via ondaletas sempre perdem as informacoes das caudas. No caso de funcao-ntcleo,
também nao temos um bom desempenho nas caudas da funcao estimada.

Alguns dos problemas apresentados podem ser corrigidos se utilizarmos rotinas
mais precisas, que diminuam o erro devido a interpolagao. No entanto, para um
estudo prospectivo de valores usuais, os estimadores ja se mostram satisfatorios,
sendo alternativas nao-paramétricas viaveis aos modelos usualmente paramétricos
da literatura.
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