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ABSTRACT

We show that each (DFC)-space with the approximation
property is a precompact projective 1imit of a family of normed
spaces with monotone Schauder basis. As an application of this
representation we obtain a sharp result on holomorphic

approximation in domains of Riemann on (DFC)-spaces.
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Introducao

O0s espagos (DFC) foram estudados por Brauner {1], Hollstein !
(81, [9], Mujica [14], Valdivia [23], Nachbin [17], Schottenloher

[22] e outros.

Em [22],Schottenloher colocou a seguinte questdo: Se cada
espaco (DFC) com a propriedade de aproximacdo tem um sistema fundamen
tal © de seminormas continuas tal que o completamento Em do espaco
normado E, = (E|;1(U),u) tem a propriedade de aproximacao limitada pa

ra cada &« < 1.

No referido trabalho, Schottenloher resolve o problema de
Levi para dominios de Riemann sobre espagos (DFC) com a propriedade
de aproximacao e assinala que se a questao acima & vilida, entdo o re
sultads de Gruman-Kiselman [6] fornece uma solucao alternativa do pro
biema de Levi em dominios de Riemann sobre espacos (DFC) com a propri

edade de aproximacgao.

Neste trabalho, respondemos essencialmente esta questdo, de- |
monstrando que cada espaco (DFC) com a propriedade de aproximacdo po-
de ser representado como um limite projetivo precompacto de espacos
normados G,, oS quais possuem uma base de Schauder monotona. Este e

o conteudo do capitulo 1. Esta representacio desempenhard um papel

relevante nos outros dois capitules.

No capitulo 2, §3, apresentaremos uma solucio do problema de
Levi em espacos (DFC) com a propriedade de aproximacao, que foi obti-
da via o resultado de Gruman-Kiselman [6] em espacos normados. Fste
resultado foi provado por Mujica [14], sob a hipotese adicional de Eé

ser separavel. Ainda na §3, demonstraremos que a aplicacdoc restricio

H{2) — H{9o rn M) & sobrejetiva, onde = & um aberto pseudoconvexo em



um espaco {DFC) E com a propriedade de aproximacao e M e um subespacgo

de dimensao finita de E,

Seja n um aberto pseudoconvexo em um espag¢o (DFC) E com a
propriedade de aproximacac. Seja K < @ um compacto tal que K coinci-
de com a sua envoltoria com respeito a fungoes plurisubharmonicas.
Demonstraremos na §4 do capitulo II, que cada funcdao holomorfa numa
vizinhanca de K pode ser uniformemente aproximada sobre uma vizinhan-
¢a conveniente de K por funcoes holomorfas em todo Q. Este resultado
melhora um resultado de Mujica [14], que prova um resultado analogo

com convergencia uniforme sobre K.

Se (9,p) e um dominio de Riemann pseudoconvexo sobre um espa
¢o {DFC) E com a propriedade de aproximacdo e com uma norma continua,
entac provaremos, na 83, que a aplicacdao restricao H(Q) — H(p'1(M))
e sobrejetiva, para cada subespaco M de E de dimensaoc finita., Isto

responde a uma gquestao colocada por Schottenloher [227].

Seja K <2 compacto tal gue K coincide com sua envoltoria com
respeito a funcoes plurisubharmonicas. Provaremos na §4 do capitulo
3, que cada func¢ao holomorfa numa vizinhanca de K pode ser uniforme-
mente aproximada sobre uma vizinhanca conveniente de K por funcgdes
holomorfas em todo #. Este resultado melhora um resultado de
Schottenioher [223, que prova um resultado similar com convergencia

uniforme sobre K.



CAPTTULO 1 |
ESPACOS {DFC) |

N, R e € denotam respectivamente os conjuntos dos numeros

naturais, reais e complexos.
§1. Preliminares sobre Espacos Localmente Convexos

Todos os espacos Tocalmente convexos (e.l.c.) serao consi-
derados Hausdorff e complexcs. Usaremos a terminologia de espacgos

tocalmente convexos de Horvath [11] ou Schaefer [217.

Se £ e um e.l.c., indicaremos por V(E}) o sistema de todas

as vizinhangas convexas g equitibradas do zero om L.

t.1.1. DBefinicao - Seja A um conjunto dirigido, e seja (Em)mA uma
familia de espacos e.l.c., Suponhamos que para « * 3 existe uma apli
cacao linear continua L E{j — Eu tal que

{a) = ¢ a identidade para cada o

£ 8ad
(b) = 0 , quando o £ B £ v

n (W13 -
Kra [y oy
Entao a familia de espacos e aplicacoes lineares {Ea,ﬂas} e um siste-

ma projetivo. 0 subespaco

E = {{x ) ¢ nE

Do
o o a3

{ x

B) = x_ para a - 8}

de HEa, com a topologia induzida, e. . imite prejetive de {Ea’”uﬁ} e

ascrevemos E = 1im E .
— o




1.1.2. gefinicao - Dizemos que um limite projetive £ = 11m E, > onde

os b, sac normados, e precompacto, se para cada o existe E; 6 = 8,

tal que a aplicacao Yot Ep 7 E e precompacta.

1.1.3. Definicao - Um e.l.c. E e um ¢apaco de Schwantz se para ca

da U ¢ V(E), existir uma Vv ¢ V(F) tal que a aplicacdo candnica
E,—=* E, e precompacta.

oy Ry y

1.1.4, Definicao - Dizemos que um e.l.c. E possui a propriedade de

aphoximacac,se para cada compacto K <« E e U ¢ V(E), existe uma a-

pticacao linear continua de posto finito T: £ — > [ tal que

T{(x) - x « U para todo x ¢ K

1.1.5. Definicao - Uma sequencia de vetores (en);]':1 em um e.l.c. E

e uma base, se para cada x em F existe uma unica sequencia de escala
0 a
res (xn)n:1 tal que
n
x = 1im ) Xy & =

n+«k=1 k

(3]

. n
Se as aplicagoes P _: E ~E, P.( } x,e } = } x,e, sao continuas pa
n n k~k k™ k -

k=1 k=1
ra todo n, dizemos que a base e uma basc de Schawden e se a familia
)., de aplicacfes lineares e equicontinua, dizemos que a base @

uma base equi-Schaudexn.

. . ~ . ) ) iz
1,1.6, Definicao - Dizemos que uma base (en)n_1 em um espaco norma
do E & uma base moncfona, se para qualquer sequencia de escalares

m m+1
(x ).y vale a desigualdade Hk§1xkeﬂ{f?"kz1xked| para m = 1,2,...



E claro gque toda base de Schauder mondtona e equi-Schauder.

Sejam X e Y e.l.c., indicaremos por L{X,Y), o conjunto de é

todos os operadores lineares de X em Y que sao continuos.

1.1.7. Definicao - Sejam X e Y espacos normados. Um operador
S ¢ L{X,Y) e equi-aproximavel, se existe uma sequencia equicontinua

(s} < L(X,Y) de posto finito tal que limjs -S| = 0.

n-—>w

§2. Espacos (DFC)

1.2.1. Definicao - Dizemos quc um e.l.c. E € um e¢space (DFC), se

£ = Fé , 1sto e, se E e o dual de um espago de Frechet F munido da

topologia da convergencia compacta.

0 teorema seguinte responde essencialmente a uma questao

colocada por Schottenloher [22].

1,2.2. Teorema - Seja E um eapacu (DFC) com a propriedade de aproxdi-
magac. Entac E ¢ um Limife projetive precompacto de uma famifia

(Gi) de espaces noamades com uma base de Schauder monotona.

Para demonstrar o teorema precisamos de alguns resultados

previos.

1.2.3. Lema - Se¢fa £ um espage (DFC) com a propricdade de aproxima-
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cac. Entae para cada U e V(E) exdistem ¥V e V(E), com ¥V < U, e uma sc¢

quenLa (An) = L(EV’

L [=4]

EU} de operadornes de posto findto Tal que

“ l, o ! ¥ = . “ il . + X k 1 .
n§1”An“ C n%1An(X) UV(X) pata cada % EV' Fm particulan, a

aplicacac canonica oyt By By ¢ oequi-aprex mavel,

Demonstracdo: Seja E = F' , onde F e um espaco de Freéchet com a pro

1
C

priedade de aproximacao. Seja || [[; < |l |l, ... uma sequéncia funda -
mental de seminormas sobre F, i.e., as correspondentes bolas unita -
rias Un = {x e F: ”x”n < 1} formam uma base de vizinhang¢as da origem.
Seja U ¢ V(E), entao K = U & um subconjunto compacto, convexo e e-

quilibrado de Eé = F. Como F tem a propriedade de aproximacao, exis

te uma sequencia (Sn) ¢ L{F,F} de operadores de posto finito tal que

.
I - sl = gmar

para cada x ¢ K. Seja SO = 0 e definimos Tn: F —— F, por Tnzsn-S

n-i

para cada n ¢ N, Entao,

fl

< 2
”Tn(xﬂ[n Y s

para cada x ¢ K enc¢ N , e x = ) T (x) para cada x ¢ K. Para ca-

da n « N, definimos

W

o fecho da envoltoria convexa e equilibrada de {JB . Afirmamos que
n=1

L & um subconjuntos compacto de E e K <.L. De fato, se x ¢« K, entao



onde b = 2”Tn(x) c 2nTn(K) - B para cada n ¢ N, assim x « L

n
Seja n ¢ N, fixo. Sendoc K compacto, segue que

n n
(B e compacto. Assim, existem X, ,X,....,X_ « LJ B, tal que
21 k 172 p K21 k

Para k > n , temos que

J% u
2

ro| —
=

k Z

Por‘taﬂ‘tO N

s C}B C] B cj( "oy el {}( U )
. 1 . X. -k + . K.+ .
=t K K S e o e 2 g

oo

[sto prova que LJ Bk e precompacto. Consequentemente, L e compacto,
k=1 -

uma vez que £ € completo.

Para cada n, seja Tﬁ . L{E,E) a transposta de Tn' Seja

Vv = L%, Entdo, definimos para cada n, um operador AL e L(EV’EU) de |

posto finito, da seguinte maneira:

A L) = njoT! (4)

para cada ¢ ¢« E, , onde 6 = ﬂv(¢). An esta bem definida, pois se

v
ps% < E tal que n,(¢) = n (), entdo p,(o-9)

H

0. Como
pyle-v) = sup|[Ce-w) (x}|
xel

temos que

sup | (¢-w)(x)] = 0
xel

Agora,




A (8) - A (DIl -

I
=
L]
_i
——
==
—
F
-
0
—
=
—
Loy

= sup|e(T {x)) - w(T (x})] =0
xeK
Portanto, Anﬁ$) = An(é). Afirmamos que ’|Anf| - 27", De fato,
Al = sup JIAGT
I i V‘“1

= suplln oT'(¢)”
sy UM v

= sup P (T'(¢))
b U''n

= sup sup|e¢(T_(x))]
peV xcK

Agora, se x <« K entao 2nTn(x) ‘. Bn c L. Se ¢ ¢ V:LO, temos que

lo(x)! = 1 para todo x ¢ L. Assim !¢(2nTn(xJ} < 1 para todo x ¢ K.

Consequentemente, || A [| - 27" e Y AL
n=1



Para cada b e EV , temos gue
[N ol - 11T [
A Cd) - vy () = oo T ) - e Ge)
Ko k uy U Ko Uk U U
[ENS |
= |yl ) T)(e) ~ )
U K= 1 k U
(3
= p Telo) - o) |
TR
n :
= sup|e( § T (x) - x|
xe K k=1
Como para cada x ¢ K, temos que x = 1 T {x), entdo y Ak(é)znuv(¢)a
' k=1 k=1
para cada b €

Y

1.2.4 Lema (Auerbach [121): Seja X um espaco noamado de dimensao n.

~ : n n
Entao exdistem n vetones {x1}1_1 de noama 1 em X e n vetores{xily_,
de newma 1 oem X' tads que

0 3¢ i = j
* -
| xj(x.i) - . B

1.2.5 Lema ([12]3): Seja X um espage noamado de dimensac n, Entdo

xdstem operadones Ck e L{X,X) (k=1,...,n%) tais que:

fa) dim Ck(X) =1 para k=1,...,n?
i ) .

ey ] Lk\| l para j=1,...,n
k=1
nZ

(c) ¥ Cpx) = x para cada x e X



1.2.6

radon equi-aproximaved.

base de Schauden monctona o uvperadores B e L{X,Z2) ¢ C « L{Z,Y) tak

que CoB = A

Entac existem um cspace normade

-8 -

Lema - Scjam X ¢ Y cspaces noamados ¢ seja A ¢ L{X,Y) um ope-

Z com uma

Demonstracao: - Sendo A ¢ L{X,Y) um operador equi-aproximavel, exis-

temuma constante ¢ > 0 e uma sequencia de operadores (An) = L{X,Y)

de posto finito, tais gque

A (x) -

Alx)

para todo x « X

n
(i) supf| 1 Asll =c
n i=1

jam X_ =
Se] D D

A (X)), com (dimxp)2 = m

o p=1,2,...

ma 1.2.5, existem operadores Cg € L(Xp,Xp) com ﬁ=1,...,mp tais que

(a) ;
(b) | 31
i=
m
P
(c) ¥ C(p)(x)
iy
Para S=m, +
finimos
{p)
A = c1.p A,

Por outro lado:

dim c{Plix ) -

) Cgp)][ s 2 para q=1,...,m

para 1:1,...,mp

P

= X para todo x « Xp

L i, com 1 = 1 mp, p=1,2,
(A% n1 1

- Cip)ﬁ {x) = 7} A (x)
p=1 i=1 P 5= 1

L

Pelo Le-

de-



pot M2
)1‘;3\ - )”c(”nu* gc(p)A
s=1 °  9=1 di=1 ' " gV P
p_Z1A (';c Pp
= ,+ )
e A
e dai _
- p- g {(p)
YA <0 A e TP dall s w22
5=1 > 221 2 izl i pl

Assim, temos provado que

) As(x)zA(x) para cada x e X

§=1
e
N
1Y A ]l =5 c para todo j ¢« N
S
s=1
tara cada s, temos de dim ﬁS(X) = 1. Seja v, € ES(X) um vetor de nor
ma 1, Seja Z o espago de todas as sequencias de escalares y:(as)‘;1
tais que ) a .y, converge em Y. Definimos em Z as seguintes opera-
g=1 :
coes:
y+y = (as) + (as) = (as+as)
Ay =x(as) = {\ds)
onde vy (aS)S:1 , ¥y o= (as)s:1 N e 3 ¢« € . Se definimos
n
oy o= sup || 5 agy |l

n s=1

entao Z e um espac¢o normado e os vetores unitarios de Z formam uma

| _
base de Schauder monotona em 7Z; i.e., se (y

o

}5:1

S
mada pelos vetores unitarios, entao

k

S
| § a0l = sup || § a.v.i
H1'=z1 171 1~_:k~,55| 121 it |

€ a base de 7 for%
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TS 15 el

e a.y. il = sup L asy.

j=1 10 tzk<se] =1 ' !
. s s¢1

e dal H|1_=L1a1-y1-HJ 1|l1_£1a1-y1-]|\

Consideremos a seqguinte aplicag¢ac B: X —=+ 7 definida por

fe.sl

3(x) = (a )y,

onde ag esta definida por

A (x} = a_y

5 N

Entio B esta bem definida e B ¢ L{X,Z), pois
HB O = 1l tagd (1]

n
- sup|] ) a_y.ll
n o os=t > 3

n
= sup|| }

1A,

scif x|

Por outro lado, seja C: Z — ¥ definida por

C esta bem definida e C ¢ L(Z,Y), pois

o 0
et Nl - HsziasysH = st;p||sz1asysH = [IGa Ol

e |l c|] =1



Para cada x ¢ E, temos que

C(8(x))

[J]
]
——
—

=]
—
St

Como consequencia dos Lemas 1.2.3. e 1.2.6 obtemss o se-

guinte Lema: g

1.2.7 Lema - Seja E um espaco {DFC} com a propriedade de aproxdima-
¢ac., Entao para cada U € V(E), exdistem V ¢ V(E), V < U , um espacc
noamade G com uma base de Schauden monotona, o operadones

B « L(EV’G) ¢ £« L(G,EU) tal que CoB = ”U‘u"

Demonstracao do Teorema 1.2.2: Seja I L{U,v) « V{E) x V(E): v=U

e Ty e equi-aproximavell Definimos em I uma relacao de ordem es-

trita da seguinte maneira:

(U,V) < (USy') = U' « v

Para cada U « V(E), existem i=(U,¥) < I e um espago normgé

do Gi com uma base equi-Schauder tal que o seguinte diagrama




e comutativo. Para i = (U,v) < 3 = (U',¥'), seja &i: Gj

,on. Alem disso,

> Gi uma

. ~ . - . J
aplicacao linear continua definida por 61 = Bior.VU

i - -
seja 51: Gi———+ Gi a aplicacao identidade. Entao

para 1 % J s k

, o i I ) oL

Seja G = llT G, = {(xi) € TGy ai(xj) =Xy, 1 il
A aplicacao h: E — G, definida por h{(x) = (xj) nara cada x ¢ E, on
de, X = BiOTV(x)*para cada i = {(U,V) € I, e linear continua e inje-

tiva, uma vez que E e Hausdorff. Mostraremos que a aplticacao h & so

brejetiva. Seja (yi) ¢ G, entdo existe x; ¢ E tal que Cily;) = 7y(xy)

onde i={U,Vv) € I, Para i = (U,V) £ J = (U',V') temos que

<J = . . = X.}. ' . b‘j . = . .
Oi(yj) =y, e Cilyy) U.(KJ) Entao  C.( 1(_YJ)) C.{y.).
Portanto, -U(xj) = *U(xi) para i = (U,¥) - j = (U',¥') e assim

(xj) € uma rede de Cauchy em E. Como E e um espaco completo, temos

gue {xj)

~x ¢ £ e assimh(x) = (y;) para i ¢ I, sendo h uma apli-

cacio continua.

Agora, a aplicacac de G = ]iT Gi em E = LjT EU e claramen-

te continua.

(U,v) « I. Entac existe U' ¢ V{E), U’ « ¥V, tal que

H

Seja 1

a aplicacao e precompacta, ja que F ¢ Schwartz. Pelo Lenma

yu'
1.2.7 existe V' ¢ V(E), V' c U* e dai j=(U',¥') com i < j e o se-

guinte diagrama mostra que 6?: Gj—"~+ Gi e precompacto.



E
- \ m

T:VI /

p ”U'V‘ vy

\ / :

A demonstracao do teorema esta completa.

Comentarios

0 Lema 1.2.3 foi inspirado em um restultado estabelecido
por Nelimarkka [17]. O Lema 1.2.6. foi inspirado em um resultado

estabelecido por Pelczynski [207.

000




CAPTITULD II

DOMINIOS DE HOLOMORFIA EM ESPACOS (DFC)
Todos os espacos localmente convexos (e.l.c.) serao consi-
derados Hausdorff e complexos. Usaremos a terminologia de analise
complexa em dimensao infinita de Noverraz {197 ou Dineen [57.

§1. Dominios de Holomorfia

2.1.1 Definicao - Seja E um e.l.c. e seja ¢ um subconjunto aberto

de £. Dizemos gque uma funcdo f: & —— [ €& hcetomongfa (analitica) se
f e continua e G-analitica, isto e, sua restricdao a toda reta comple

xa e analitica.

Indicaremos por H{7) o espaco vetorial de todas as funcoes

holomorfas f: @ — ([,

2.1.2 Definicdo - Dizemos que um aberto @ de um e.l.c. E & um demd-

nie de holomonfia se nao existem abertos @, e 2, tais que:

(1) ﬂ? conexo e 91 oo
(.l-') tfl ks 512 v Y] E .‘-3.1

(iii) para cada f -~ H{n) existe F1 = H(Qi) tal que F1=F em

QZ.

2.1.3 DBefinicao - Dizemos qgue um aberto o de um e.l.c. E & um domi-
nic de existéncia para uma funcao f e H(p) se nao existem abertos g,

e o, tais que:



(i) o, conexo e 2, ¢ % ;

(i1} ¢ = 92 c 9 r “I

(i1) existe £, « H(p

1 ) tal que f1 = f em 2y

F claro que todo dominio de existencia e um dominio de ho-

lomorfia.

Seja © um aberto de um espac¢o e.l.c. E. Se A ¢ @ denotare-

mos por AH(G) 0 conjunto

A = Ix o 9 Jf(x)} ' supff[ para todo f . fi{a)}
' A

2.1.4 Dcfinigao - Dizemos que um aberto 2 de um e.l.c. E & hofomon-

jécamonts cenvexo,se para cada compacto K de w existe Vo V(E) tal

que K FVoTon,
que By

Se E e quase~completo entao @ e hulemeaddcamente convexe se
kH(nJ ¢ compacto para cada compacto K de u.

§2. Dominios Pseudoconvexos

2.2.1 Definicdc - Seja 7 um conjunto aberto em um e.l.c. E. Dizemos

que uma funcao u: » v [=wytn) e oplut Crabliarmonica se:

{i) u e semicontinua supericrmente

2 . )
() w(a) = 55 uta + o' %)ds
0

para todo a ¢ 2 e b ¢ E tais que a + Abc 0, onde A & o disco unita-

ripg aberto de [.



Indicaremos por Ps{2) o conjunto de todas as funcoes plu-
risubharmdonicas sobre @ e por Psc(Q) o subconjunto de todas

u ¢ Ps{a) que sao continuas.

Sejam E um e.l.c., = uma seminorma continua sobre
E(sc{(E)) e r » 0. Para cada a ¢ E indicaremos por Ba(a,r) o con-
ijunto

B (a,r) =1a + h: h ¢ E, alh) < r}

2.2.2 Definicao - Seja @ um conjunto aberto de um e.l.c. E. Seja

a« ¢ sc(E), definiremos a §{uncie distdancia, d°: E

a » [0,+=] da se-

guinte maneira:

dﬁ(a) = sup{r > 0: B (a,r) - 0} v {0}

ot

A funcao dg e continua.

Para cada conjunto A < =, definiremos JE(A) por

dg(m = 1nf{d§f§(a): a ¢ A}

2,.2.3 Definicao - Definiremos uma funcao

(x,a) ¢ @ x E —> §_(x,a) ¢ (0,+=]

3

da segquinte maneira:

6p(x,a) sup{r » 0: x+rha < 0}

inf{lk‘: Moo @, x+ra & M)

A funcao 6, e semicontinua inferiormente.




2.2.4 Definicdo - Seja % um conjunto aberto em um e.l.c. E. Dizemos

que 2 e pseudoconvexc, se a funcao ~10969(x,a) e plurisubharmonica.

Para cada X <« 2 e P < Ps{n), definiremos Xp por:

XP = {X € Q: u{x) = sup u para todo u ¢ P}.

~ ~

Entao, X c XPS(Q) c X < XH(Q) para qualguer X < Q.

Psci(n)
Se A & relatdivamente cempacto em B, indicaremos por A << B,

Enunciaremos a seguir um resultado que nos fornece varias

caracterizacces de pesudoconvexidade.

2.2.5 - Proposicao [18] - Scia 2 um conjunto abento de um e.l.c. E

As & udntes condigoes sav ecgulvalondes:

fa) 0 ¢ pseudoconvexo

(b) d;(sipsm)) = d(A) para cada A u e« sc(E)

[e) Para cada compacto K de 9 existe a € sc{b) tal que
o

d (KPS(Q)) > 0

{d} Para cada subespaco M de E, de dimensac findita, 0 0 M
e um abento pseudoconvexo de M
Se E ¢ wm espace seminonmade ¢ o ¢ sc(E) que gera taf topo-
togia, entao as condicoes [a), (b), {e¢) ¢ (d] sdo ecquivalentes a
(e} -log d ¢ uma guncde plutisubliarmonica ¢ contlaua em 1.

0 sequinte resultado, bem conhecido, relaciona os conceitos

anteriores



2.2.6 Proposigao ~ Seja & um abeato de wm e V.c. E. Consdideremes

a4 seguinfes condicoes:

{a) 2 e um dominio de existencda

(6) @ ¢ um dominio de holomongia
(e} @ e holomorficamente convexo
(d) 0 ¢ pacudoconvexo

Entaoc (a) ==> {b) = {¢] = (d).

§3. Dominios de Holomorfia em Espacos (DFC)

2.3.1 Teorema - Seja E um espaco (DFC} com a propriedade de aprox4

macao. Seja (Gi) a familia de eApacos normados com uma base de

jel
Schauder monotona dada pefo Teonema 1.2.2.. Entdo, cada abento
pseudoconvexe em E ¢ a Imagem Lnvexrsa de um aberto pseudoconvexo om

alaum 61.

Demonstracao - Seja © um aberto pseudoconvexo em £, Por um resultal

do de Valdivia [23], temos que 2 e uniformemente aberto em E, isto &

existe U e ¢(E) tal que . e aberto em (E,pU). Por um resultado deg
Dineen [4, Lema 1.1 e Lema 1.2], temos que ?U(Q) e um aberto pseudo%

convexo em EU @ i = 0

Pelo Lema 1.2.7, para tal U ¢ V(E), existem V¥ € V(E) com
)

M

U, um espaco normado G, com uma base de Schauder monotona, onde;

i = (U,¥) ¢ I, e operadores B, € L(EU’Gi) e C; « L(Gi’EU) tal que o

seguinte diagrama



<

™

0 teorema que demonstraremos a seguir foi provado por

Mujica [14] sob a hipotese adicional de Eé ser separavel,

2.3.2 Teorema - Seja E um espace {(DFC) com a propriedade de aproxi-
maya. . Entac, cada conjunto aberto pseudoconvexo em E ¢ holomonfica

mente convexo ¢ condequenfemente unm domindio de existencia.

Demonstracao - Seja 2 um conjunto aberto pseudoconvexo em E. Pelo

teorema 1.2.2, pecdemos supor que E = Tim G

-i)

onde G € um espaco nor-

mado com uma base de Schauder monctona. Alem disso, pelo Teorema

2.3.1, existe i ¢ I tal que o = a;T(szi), onde o, ¢ L{E,G,) e 2, & um

conjunto aberto pseudocaonvexc em Gi' Por um resultado de Gruman-
Kiselman [6], sabemos que ui e um dominio de existencia em Gi’ en par
ticular, holomorficamente convexo. Portanto, & = U;T(Qi) e holomor-

ficamente convexo. Por um resultado de Valdivia [23, Teorema 8],

temos que 0 e dominio de existencia.



2.3.3 Teorema - Seja F um espaco [DFC) com a propriedade de aproxima
cag. Seja M E um subeapace de dimensae findta ¢ sefa 2 um abernto
pseudoconvexe em E.  Entac a aplicacgav nestanicac H(2) —— H{7 n M) ¢

Aobrejetiva.

Demonstracao - Se 2 e um aberto pseudoconvexo em E, segue da Proposi:
¢ao 2.2.5{d) que @ aM e um aberto pseudoconvexo em M para cada
subespaco M de E de dimensao finita. Assim existe o € A tal que

2 M = ﬂ;1(ﬁa(9 nMi} e ﬂa(ﬂ nM} e um aberto pseudoconvexo em £

Seja f ¢ H{2 n M), afirmamos que existe f, € H(na(ﬂ) n na(M)) tal

que f = f,or,. De fato, basta definir fa(ﬁ) = f(x) para x ¢ o nM el

x = m (x). Sendo f uma funcao G-holomorfa, segue que f_ @& G-ho]omori

fa em “”(ﬂ MY, Como u”(u a M) = o {w) &0 (M) e as funcgoes G-holo |

u k4

morfas em ﬂa(ﬂ) f “a(M) coincidem com as holomorfas, temos que

f, ¢ Him {9) n= (M}}). Segue do teorema 1.2.2, que para o < A exis—é

te it ¢ I tal que o seguinte diagrama

E = -+ E

X
5 |
ki 0 \1 C i .
N

r . e G

2 B. 1

i
e comutativo. Dail f,0o L. < H(C;1 {n () oo (M))).

Como €31 (r (0)) o (M) < cTT0n () ne () e it On (2)) mo (m) @
um aberto pseudoconvexo em um espaco normado Gi com uma base de
Schauder monotona, segue de um resultado de Gruman-Kiselman [617, quei

& aplicacdo restricao H(6;1(wa(9)))-—ﬁ+ H(C;1(ﬂa{g)) DOT(M)) a sobri



Agora, como o;(n) © C;1na(a), temos que f.oc. ¢ H{a). Assim,

se x ¢ n n M temos que g.{(x) ¢ C71(n (2)) n o, (M)

1 1 o 1
e f.l(o.{x)) = fuociooi(x), ou ainda, f.{o,(x)) = f orn (x) = f(x).
Logo, fio0; e H{n) e fiocir. = f.
0on M
ou seja, a aplicac¢ao restrigao H{(o) — - H(2 n M) & sobrejetiva.

§4. Aproximacdo de Funcfes Holomorfas em Espagos {DFC)

Z. .1, Defjnicﬁo - Seja K um subconjunto compacto de um e.l.c. E.

Consideremos o conjunto LJH(U). Duas funcoes neste conjunto sao equi
U= K -

valentes se elas coincidirem em alguma vizinhanca aberta de K. Cada
classe de¢ equivalencia @ o germe de uma funcao holomorga em K cu gea-
me holomondo em K. Indicaremos por H(K) o conjunto de todos os ger -

mes 10lomorfos em K.

0 teorema 2.4.2 melhora um resultado estabelecido por Mujica ([14].

2.4.2 Teorema - Seja E um ospage [DFC) eem a preprcedade de aproxd-
macac. Sefa 0 um confunte abeatfo pscudoconvexe de E ¢ sefa K um sub-

confunte compacto de o tal gue

K
Ps{2)
Entdo para cada g ¢ H(K), exdistem um conjunto abertfo W com K < W c q,

= K

e uma $equUencia (fn) c H(Q) tal que g ¢ H{W) e a sequencia (Fn) conver

ge para g uni{formemente sobre W.



Para demonstrar o tecrema precisamos de alguns resulta-

dos previos.

Seja E um espaco {(DFC) com a propriedade de aproximagao
Seja 9 um aberto pseudoconvexo em E. Entao @ e uniformemente aber-
to, isto e, existe uma seminorma continua o« sobre E{sc(E)) tal que Q:
e a-aberto., Se a ¢ sc(E}, indicaremos por E, o espaco normado
(E,a)/u"T(U), n,t B E_a aplicacao quociente e N, = ﬂa(Q). Por
um resultado de Dineen [4, Lema 1.1 e Lema 1.2], sabemos que e e
um aberto pseudoconvexo em Ea e 0 = n;1(9a). Indicaremos por A o

conjunto

A = {a ¢ sc(E): 2 e w-aberto?

Se f « H(2), entao para cada x « 2 e n « N indicaremos

n - . .- - -
por P f{x) o n-esimo polindmio homogéneo na expansio da série de

Taylor de f em x.

Para K <« =2 e V © E, indicaremos

I Fll = supllf(x)]: x < K}

2

” Pnf” K.y Sup{lpnf(x)(aﬂ; x ¢« K, a ¢ ¥}

Denotaremos por

H () = {f e H(R): 3Jf_ e H{Q ), f = f o7 } !

o o o 6o :



v
L
e
el
——
=
——
1

tu ¢ Psc(2): Ju e Psc(ﬂa) , u=u_om 1}

U Pscq(sk)

Psc (@)
u e A

E claro que Pscu(Q) < Psc(9). Sabemos que H(2) = HU(Q) para cada do

minio pseudoconvexo em um espaco {(DFC), mas nao usaremos este fato.

Convem observar aqui, que se 2 e um aberto pseudoconvexo

de um espaco (DFC) entao -log d#EPsuu(n) para todo oEA.

2.4.3 Definig¢dao - Seja @ um conjunto aberto de um e.l.c. E. Um sub-

conjunto aberto U de 2 tem propriedade (P), se

L (o) « U para toedo L ¢ U.

2.1." Exemplos - Seja 72 um subconjunto aberto de um e.l.c. E

(a) cada conjunto aberto convexa ¥V © 2 tem propriedade

(b) se f ¢« Ps(9) entao o aberto

tem propriedade (P) para cada ¢ ¢« R.
{c) sejam U e V subconjuntos abertos de 2 com a proprie-

dade (P). Entac U n V tambem tem a propriedade (P).

(d) sejam F um e.l.c., ¥ um aberto de F e T ¢ L(E,F) tal
que 2 = T_1(E), Se ¥V e um subconjunto aberto de ¥ com a propriedade

(P), entdo U = T“i(v) & um aberto de 2 com a propriedade (P).
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2.4.5 Lema - Seja E um espage (DFC). Sefa @ um abeato pseudocconve-

xe de B ¢ segja K oum subeonjunte compacto de o tal que

K = K
PSCU(Q)

Entao para cada confunto abernto W, com K « W < @, existem um conjun-

to abento ¥ , com K c VoW, ¢ a e A fal que V = ﬁ_1(Va), onde Va e

o

aberto em £ com propriedade (P) e ﬂa(g) <V, e R,

Demonstracao - Seja K =<2 com K = K e seja o« < A tal que

Pscu(ﬁ)

Ko {x e a:rdy(x) > 1)

H
ey
—
-
ol
[l

o
—
-

Seja L 2 11, onde T(K) e a envolz

toria convexa de K. Entao L e um subconjunto compacto de £, e con-

o

tem K. Seja W um aberto de E tal gque K ¢ W « v, Como K = KPSCU(Q) ,

para cada a € L\W existe uma funcao f, e Pscu(ﬁ) tal que

Fa(a) >0 e Fa(x) < 0 para todo x ¢ K.

Como L\W & compacto, existem frafaaannfy €Psc (o) tal

i

que i
fk(x) < 0 para todo x € K e k=1,....,m ?
e
n
= ) - 15 >
L\W J?%{x € 0 fk(x) 0}

. o —
Seja f = sup{f1,f2,...,fm,—1og dﬂ} . Entao

f{x) < 0 para todo x € K

y

r{K) = I{x ¢ 2: f(x) = 0t < W
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e f ¢« Psc (2), para algum & « A, & & . Afirmamos que existe y ¢ A,

Y 2 o 8 y « B tal que

(r{K) + NY) modx oo our tix) £ 00 - W (2)

onde NY = {x ¢ E vy(x) < 1} . De fato, se nao existir v ¢ A satis-

fazendo (2}, entao para cada vy z « e vy = B podemos encontrar

X, € (EW) n (r(K) + NY) n{x e 0 f{x) 2 0}

Para cada y < A, escolhemos y, < r{K) tal que X Y, NY. Como T(K)

e compacto, podemos ter, tomando uma subrede se necessario, que (yY)

converge para y < T'(K). Como (xY—yY) converge a zero, temos que

[xY) converge para y, € assim

yoo BN e (K)o oix v f{x) -0

Mas isto contraria {1). Isto prova a existencia de Ny, Y 2 a e

2

B satisfazendo (2).

v = {(r(K) + NY) ni{x € a: f(x) < 0}

Entao «e {1) e {2), seque que K+« V . v e do exemplo 2.4.4 {c¢) seqgue
que / tem propriedade (P). Como v ¢ A e y 2z B , existe fY e H(Qy)

taé que | = f O-Y. SeJa
= ! [’ 4 - H1I [ % . )
U\" 1\‘( (I\) t N ) X 4 f (X) < {1,

Seque do exemplo 2.4.4(d) que V, tem propriedade (P}. Alem disso,

_ C \ - = B
-G(K) VY ca, e ¥y = "y (VY). Isto completa a demonstracao.

Se U & um aberto de um e.l.c. E, denotaremos por " (U)

0 espa¢o de Banach de todas as funcoes holomorfas e limitadas em U,



ccm a norma do supremo.

2.4.6 Lema - Seja b um espaco (DFC) com a propricdade de aproxima-
cac. Sefa 2 um conjunto abeato pscudoconvexe de £ ¢ seja XK um asub-

confunto de 2 tal que

Entdo para cada ¢ ¢ H(K), exdistem um conjunto abento W  com
K e W o 2, uma Semdnoama 1 « A, ¢ uma Sequencia ('Fn) e H (") tads
que g e H{W) e (f_) converge para g unikewmemente scbre W.

Demonstracao - Seja g ¢ H{(K). Pelo Lema 2.4.5, podemos supor que gg

e holomorfa e limitada sobyre um subconjunto abertoc V, com

v o= 7;1(Vu), onde = < A, ¥ e um subconjunto aberto de E_,

K o=« (K)co ¥V < O e V_tem propriedade (P). Segue do teorema

£ o o o ?

de Liouville que g pode ser fatorada na forma g = g,0m,> com

g EH(V

) a)'

Seja V. - c;’(u ) onde i = (a,B) ¢ I e C, ¢ L(G.,E ).

o 1 1 [}

Entao Vi < 2, e segue do exemplo 2.4.4(d} que V. tem propriedade (P).

Como g, « H{V_ ), temos que g\‘nCi e H{V.).

R i

¢
SN
g/ g[\'.
V ¢t “ - B ¥
o o)
NL
b
V. « G




- 28 -

Por um resultado de Mujica [15, Teorema 2.1], existe uma
sequéncia (f;) en H(Qi) que converge para g oC. em (H(V,),7 ); on-
. de T denota a topologia compacto-aberta. Portanto, a sequencia
% = {f;,n e N} e limitada em (H(Vi),ro). Como G, e um espaco norma-
do, temos que a sequéncia % e uniformemente limitada sobre

Ki + ZBi(U,r) c 0., onde Bi(ﬂ,r) e uma bola de centro zero em G, e

K. =0, (K). Dado ¢ > 0; escolhemos » > 0 tal que Mo/(1-p) < £, onde

M > 0 e uma constante tal que Itf;‘JKi+ZBi(0,r) < M, para todo n ¢ N.
Pelo teorema 1.2.2, existe j = {a',8') « I tal que a

aplicac¢ao 6%: GJ.———-+ Gi e precompacta. Ent3o existe um conjunto fi-

nito Aj c Bj(0’1)’ onde Bj(0,1) e a bola unitaria do espaco normado Gj’

tal que

o<l
onde A, = 61(Aj) c Bi(D,r).
kol i J Jy-1 -
Seja A = {f;oﬁ%: n <« NI . Seja Vj = {NY) (Vi)‘ Entao

[ .H ] ‘]

; . 4 £ X 3 B .j . "' 1 . = . K
o “n) converge para (glf C. 41) en (H(VJ),.O). Seja KJ UJ()

Afirmamos que 0S espacos (H(Kj+Bj{U,1JJ,r0) eHm{Kj+Bj(U,1))
- s

induzem a mesma topologia sobre 3. Sec f%nﬁg « %, entao segue das

formulas integrais de Cauchy que:
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n -'HK+B (0,1) = Hf;HK+A+B(U r)
J j j s i i P i 3

(RTINS S|

y o omy i
s fllga, = Tl on, ve (0,0
1 =1 i1 i
el o7 M| ]
M, LMl 2 (0.0
. o I ; .
‘1fnmﬁj‘[Kj N Aj + (M[)/(1—-}.

Como (Me}/(1-P) < e, seque que

7ol el |
{(f % : f 2 e} o {f ¢ f 2¢ 1.
Kj+Aj Kj+8j(0,1)
~ ~~
Aplicando este argumento paraj{\fo, onde f, a‘ﬁf, obtemos que
gt ~
0F e A | f-folly a2 e etf et [l f-fill ¢ g g gy & 2€)
J J i
e assim a afirmacac esta provada.
- 1 I‘j ' 'y
Se colocamos fn = anHioOj , entao fn HH,(M) e (fn)

converge para g uniformemente sobre W = 031(Kj+8j(0,1)) = K

Portanto para completar a demonstracao do Teorema

2.4.2 e suficiente provar gque KPs(u) = KPscu(n) para cada conjunto;

subconjunto compacto K em 2. Isto sera provado no Lema 2.4.9,.

2.4.7 Lema - Sefa E um espaco (DFC} com a propricdade de aproxima-

¢av e sefa 0 um conjunto aberto pscudoconvexe em E.  Entdo exdisie
uma sequéncla crescente de conjuntos.abertos [Qn} taf que:

[a) 2 = &J}gn
(b) para cada n ¢ N , exdiste W« V(E) taf que
o) v WS
O nh
£ a n
n Hu(“)



Demonstracao - Seja i = (wa,i) « I tal que o = 0;1(”1) com . um a-
berto pseudoconvexo em Gi‘ Por um resultado de Gruman-Kiselman [6],
temos que o, e o dominio de existencia de uma funcao holomorfa. Ago

ra, seqgue de um resultado de Dineen [4, Lema 1.5] que existe uma se-

quencia crescente de conjuntos abertos (Q?) tal que

i 1
(01)”(&}3 ) * wn )1
Portanto, 9 = ) 0 onde o = uT1(Q?)
* #J1”n ? n oI
£ — " E
N !
.
" ' i C.
oy . ‘ i
EH - Gi
1
: -1, - -] o
Seja QB = 81 (91). Entao Bi (91) = U Qg
N N
- coB. ({2, - ) o« (af)
A-irmamos que: TR H(Bl (Qi)) ¥ H(91)
% ) ents
EL . (7 - f e n.) , entao
Sejam X < (AB)H(811(ﬂi)) e ¢ ;
foB. « H(B;‘(szi)) e \fuBi(x)\ : Sup‘f‘nBi(yH ~supff(t)]
1 SN N
yc.,?ﬁ te..,...]_
Portanto, Bi(x) € (Qi)H(Qi) ., Em particular, para cada n ¢ N, encon-
tramos NE = Bfi(w?) « Y(E_ )} tal que
n i ] B
N
CION. Pl ey
Pr(B: () ¥



Agora, como o = 5;1(9?) = v;1(92), temos que
PN N
e () I = (=)
prn i (e) H(Bgl(”_))
i
Em particular, para cada n ¢ N, encontramos wn = ﬁ;1(w§) e V{E) tal
que
PaN
(Qn)Hu(Q) e

i

2.4.8 Lema - Seja E um espaco (DFC) com a propriedade de aproxima -
¢ao ¢ Seja © um conjunto aberte pseudoconvexo em E.  Enfac
. RN

KPscu(Q) “u (2)

para cada K cc @

-

bemonstracao - Como K, () " r{K) , onde I'(K) & a envoltOria convexa:
u

de K, e T{(K) & compacto, uma vez que E e completo, e suficiente a -

plicar o Lema 2.4.7.

2.4.9 Lema - Seqja £ oum espaco (DFC) com a propriedade de aproxima -|

\

e v S s concan b abes e vsewdoconvexe o em B Tartae

-

NOREO BRI N PP CY B W)

Kpg ()

i

vara cada K ©©

monstracao - 1ci K « . ] 22
Demonstracao E suficiente mostrar que KHU(H) KPq(J) Seja a ¢

com a 4 K s (1) Seja L = (K v 1a >Psc (0)

L

Pelo Lema 2.4.8, L cc .

Por um resultado de Mujica [14, Lema 11.27, existe g ¢ H(L) tal que



lg(a)| ~ sup|g]
K

Pelo Lema 2.4.6, podemos encontrar f ¢ HU(Q) tal que

lf(a)] » sup|f]
K

Portanto a ¢ RH (n) € a demonstracao esta completa.
R

Agora, a demonstracao do Teorema 2.4.2 segue imediata-

mente.

2.4.10 Observacao - Usamos os resultados de Gruman-Kiselman [6] e

Mujica [15, Teorema 2.1], o0s quais foram provados para espacos de
Banach ou espacos de Frechet com uma base de Schauder, mas estes re-
sultados permanecem validos para espacos normados ou metrizaveis com

uma base equi-Schauder, e este € 0 NOSSO Caso.

000



CAPITULO 111

DOMINIOS DE RIEMANN SOBRE ESPACOS (DFC)

Todos os espacos localmente convexos {e.}l.c.) deste capitu--

1o serao supostos Hausdorff e complexos.

§1. Dominios de Riemann

;
3.1.1 Definicao - Seja E um e.l.c. Um par (2,p) & um demindo de ;

Riemann sobre E, se w e um espaco topologico de Hausdorff conexo e p§

@ um homeomorfismo local de © em E.

Se p e injetivo, o dominio (:22,p) e chamado dem(ni{c de¢ uma

fotha.

3.1.2 Definicao - Sejam E e F e.T.c. Sejam »: E — F uma aplicacdé

linear continua, e (2,p), (¥,q) dois dominios de Riemann sobre E e F

~ L B um w-meakismoi

l

- —~ !
se goJ = wop, No caso em que = e a aplicagao identidade sobre E =Fj

respectivamente. Uma aplicacao continua J: @

dizemos que J e um mondismo,

Seja {(v,p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c.E. Se ac {

e A< E, denotaremos por a+A 0 conjunto

a+ A= [plH1™" (pla) + A)

my

onde W um subconjunto aberto de @ tal que p|w ¢ um homeomorfismo,

ae W e pla) + Ac p(W). Se A = {s}, denotaremnos a + {s} por a+s.

Se Bc 7, entaoc B + A = LJ {b+A).
bTB



3.1.3 Definicao - Seja (2,p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c.E.

! e holomorfa em

Uma funcdo f: o » T & holomorga em @, se fo[p|Wl™

p(W) para cada subconjunto W de © onde p & um homeomorfismo.

Denotaremos por H(R) o espago vetorial de todas as aplica-

¢coes holomorfas f: o —= C.

Seja f ¢ H(2). Entao para cada x ¢ @, existem polinomios

continuos n-homogéneos P f(x): E —- C e V e V(E) tais que x+V < 0 e

uniformemente para a ¢ V. Se definimos ng(x) = Pnf(x)a para a ¢ E

e x ¢ o, entao P:f € H(Q) para cada n ¢ N e a ¢ E.

Para cada X . &, escrevemos
[ Flly = sup tIFOx)]: x € X3

Para cada n « N , ¥ = oe A = E , escrevemos:

n n
1 Pell g ao= sup UPIFOOL: x e X L a e AT
3.1.4 Definicdo - Seja (2,p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c.E.

Seja «  sc{E), definiremos a funcdo distancia, d-

0t 0 — [0,+<] da

s-guinte maneira:

d’(x)=suptr>0 | 3 um aberto U em 2 com x+ U tal que plU:U —- Bg(p(x),r)

e um homeomorfismo! v | 0!
onde B%(p(x),r) e uma a-bola. (Ver definicaoc cap. 11).

A funcgdo dg e continua sobre Q. Se dg(x) > 0, entao para
cada r < (U,di(x)] existe um unico conjunto, que denotaremos por

Bi(x,r), contendo x tal que p: Bg(x,r) _ B%(p(x),r) e bijetiva.



Sejam A < 2 e o ¢ sc(E). Definiremos dg(A) por

¢ . 9
dQ(A) = 1nf{dﬂ(x). x ¢ A}

Para X < Q@ e H < H(Q), definiremos

-~

Xy = tx e o [f(x)] = || f]| | para cada f ¢ H}

3.1.5 Definicao - Seja (%,p) um dominio de Riemann sobre um e.1.c.E§

Entao: :

i

(a) Dizemos que (2,p) & metricamente hclomonficamente
convexo, se para cada compacto K de 2 existe a ¢ sc(E} tal que

45 (Ryqy) > 0.

'H

(b} Se E & quase-completo, dizemos que {:,p) & huEUmnagicaé

mente convexo, se KH(O) e compacto para cada compacto K de @,

(c) Dizemos que (u,p) e hofomerngicamente sc¢parado, se dado

[P P

¥,y ¢ 2, com x * y, existe f < H(Q) tal que f{x) = f{y}).

3.1.6 Definicao - Seja A um conjunto de funcoes holomorfas definidag

num dominio de Riemann {u,p) sobre um e.l.c.E. Entao,

(a) Um morfismo j: © — » de dominios de Riemann sobre E @

uma continuacao anafitica simultanea {(c.a.s.) de A, se cada f ¢ A se!
fatora analiticamente atraves de j, isto e, para cada f « A existe

f' ¢ H(I) tal que f'oj = f.

(b} 2 & um A-dominio de holomorfia, se cada c.a.s. de A @
um isomorfismo de dominios. @ & um demindio de holomorfdia, se @ & umi
H{*)-dominio de nholomorfia. 2 e um deminic de existéncia de uma fun-

cao f ¢ H{2), se 7 e um {fl-dominio de holomorfia. |



§2. Dominios de Riemann Pseudoconvexos

3.2.1 Definicao - Seja (a,p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c.

+ [-w,+=) e plurisubharmonica, se uO[p[W}_‘J e

E. Uma funcao u: 7
plurisubharmonica sobre p{W) para cada subconjunto aberto W de? aon

de p e um homeomorfismo.

subharmonicas sobre @ e por Psc(2) o conjunto de todas as u « Ps{gq)

que sac continuas.

3.2.2 Definicao - Seja (2,p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c.

E. Definiremos uma funcao

(x,8) « 2 x E v rl;o{X,a) o (0,++]

por

& (x,a} = suplr>0 |3 um conexo D = com x ¢ D tal que

pl S § DE(;)(x);a,r*)é um homeomorfismo}
D

onde Dc(p(x):a,r) = {p(x) + ra: v < @ EXEES

A funcao & (x,a) e semicontinua inferiormente

3.2.3 Definigao - Seja (w,p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c.
E. Dizemos que (2,p) e pseudoconvexo, se a funcao -logs, e plurisub

harmonica sobre o x E.
Para cada X <« 2 e P < Ps(2), definiremos

QP = {y ¢ 2 uly) = sup u(x) para cada u € P}.
xeX



-~ ~

Entao, X €< XPS(Q) < xPsc(Q) < XH(Q) para cada X < .

Enunciaremos a seguir um resultado que nos fornece varias

caracterizac¢oes de pseudoconvexidade

3.2.5 Proposicao - ([19]): Seya (2,p) um dominio de Riemann scbre

wum e.l.e. E. Az segudintes conddicoes sdo equivalentes:

fa) 7 2 pseudoconvexc

(b) dg(gps(p)) = d:(X) vara cada X+ 2 o¢ a e sc(E)
¥ ) g A _

{a) Pana cada Kee | oxiste v e scl{fE) tat gue d'.t(KPg(.ﬂe)) > 0

(d) p '(M) & pseudoconvexo para cada subespaco M de dimen-

sao 4indita de E.

3.2.6 Proposicao - Seja 2 oum aberfo de um e.€.c.E. Consideremos as

sequintes condicoes:

(a) 2 2 um domindic de existéncia

{6) 2 e um domindo de holomonfia
]
= . |
(e} Qe holemonficamente convexe ;
{d) 9 e metaicamente hulomonficamente cunvexo

{e) Q ¢ pseudoeonvexo ;

Entac [a) == [b) == (d} == (e} sempre, e

(a) === {b) == {e) - [d) - (e} se¢ E ¢ quase-completo, ;



§3. Dominios de Riemann sobre Espacos (DFC)

3.3.1 Teorema - Sefa (%,p) um dominio de Riemann pseudoceonvexe sobre
um e¢space {(DFC) E com a propriedade de¢ aproximdacae ¢ com tmd weama
continua. Seja [Gij a 4amilia de espacos normados com uma base de
Schauden monotona dada pefo Teorema 1.2.2. Entdo exdistem um domindio

*

de Riemann pseudoconvexe {ﬂi,p.

1] Sobre algum Gi ¢ um o5 -meAfLImO

*
g?: Q =0y, ende o € L(E,Gi).

Seja E = Fé , um espac¢o (DFC). Nachbin provou em [17], gue

E tem uma norma continua se e so0 se F & separavel.

Demonstracao do Teorema 3.3.1 - Seja E um espaco (DFC) com a proprie-

dade de aproximacdaoc e com uma norma continua. Seja {(2,p) um dominio
de Riemann pseudoconvexo sobre E. Schottenloher provou em [22], que
< g um espac¢o de Lindel8f, Entao, existe uma sequencia (an) de normas

continuas sobre E tal que

Mujica provou em [147 que para cada sequéncia (un) podemos

encontrar o € sc(E) com €%, £ @ para uma sequencia (En) conveniente,

£ > 0 . Consequentemente, dg(x) > 0 para todo x - 2. E claro que

& B uma norma.



Seja

2, 0 dominio de Riemann 7 munido da topologia gerada

por «. Isto e, (Qu,pq) e 0 dominio de Riemann pseudoconvexo sobre

o espaco normado (i&,r) = E . Segue do Teorema 1.2.2, que para tal

it

o, existem B ¢ sc(E),e um espaco normado Gi com uma base de

Schauder monotona tal que © seguinte diagrama

e comutativo.

Sejam

Di'
*
Cj(x,a) = X.

homeomorfismo

Riemann sobre

* *
- =0 v )
tal que pi(x,a) =a e (.09 @, tal que
* - _
Vamos munir Qi com a topologia produto. Entao py e um
" *

local de ¥, em G, , isto e, (”i’pi) e um dominio de

* - .
0 espaco Gi e Ci g um Ci-mOrf1smo. Consequentemente o



seguinte diagrama

- . —_ . * - - - .
e comutativo. Alem disso, Ci e uma aplicacac sobrejetora.

* I . .
Seja a¥: o—r 0 definida da seguinte maneira

er{x) = (I (x), o.p(x)), onde I*': @ — o & a aplicacdo iden-
44 41

tidade.
Entao, ng e um aihmorfismo. Consequentemente, o sequinte diagrama

g%

i
LY. -+ Q)

e comutativo.



Agora, para completar a demonstracao do teorema basta pro-

*

el

- *

var que &, € pseudoconvexo. Seja K um subconjunto compacto de Qi

— b - N - - 4
Entao Ci(K) e um subconjunto compacto de 2, Como 2, € um dominio

{(K)

*

pseudoconvexo, temos que dg (Ci ) > 0

Ps(ﬂu)

Agora, PN
*

Loao, :
9 N

Afirmamos que:

aoC. .

d , '(K * ) 2 4% (¢ (K
o] Ps(ﬂi) i

De fato; seja x - K, o %y . Entao d¥ (C.{(x)) > 0 . Agora, seja

a * - . o *
(x)), entdo existe B, (C.{x},r) ¢ & _tal que
o ! .

. R 2 *
P,: BQ&(Ci(x),r) BEu(PGCi(X)’r)

* 1 o *

& uma bijecdao. Consideremos (Ci)" [B restri

to a esse conjunto. Nao e dificil provar que

. mnCi B _
. .‘ B, (Ci(x),r)] — RG (p%(x),r) ¢ uma bijecao. Assim,
o i
ﬂoCi aol .
d , (x) ~ r . Consequentemente, d , '{x) ~ d
1 RN
! ~ L‘LOC.1 *

v * 1 1 K * > e 1 _.
para cada X Kps(ﬂi) . Assim, duf (Kps(“i)) 0 e R.ooeoum doml!

i, .

~

(Ci(KPs(u:))) >0

o
Al
43

nio pseudoconvexo.



Seja (2,p) um dominio de Riemann pseudoconvexo sobre um es-
paco {DFC) com a propriedade de aproximacao e com uma norma continua.
Schottenloher provou em [22], que existe au ¢ sc(E) tal que d;(x) > 0
para todo x ¢ 0. Como E tem uma norma continua, estaremos supondo
que o e uma norma continua sobre E. Seja P, 0 dominio @ munido da
topologia gerada por a., Seja (Qu,pa) o dominio de Riemann pseudocon

vexo sobre 0 espaco normado Eu. Seja

A = {normas continuas « scbre E: dg(x) > 0 para todo x ¢ 9}

0 Teorema a seguir responde parcialmente a uma questao colo-

cada por Schottenloher [22].

3.3.2 Teorema - Seja (0,p) um dominio de Riemann pseudoconvexo so-

bre um espaco (DFC) com a propriedade de aproximacao e com uma norma

continua. Para cada subespaco de dimensao finita M de E, a aplicagao
restricao H{(Q) — H(p"T(M)) é sobrejetiva.

1

Demonstracao - Seja f ¢ H(p '(M)}). Entao para cada x « p'1(M) exis-

tem polinémios n-homogéneos continuos P" f{x): M— C , e V - v(M)

tal que x + V ¢ p'1(M) e

f{x + a) = ? P (x)a



uniformemente para a « V.

Seja o ¢« A. Vamos considerar M munido da norma o restri
ta a MeV = B%(U,F).
Entao

n

Pif{x): (M,0) —» €

sac 0s polinomics n-homogeneos continuos e

o

fix+a) = § P'f(x)a
n=0

uniformemente para a « B;(U,r).

Denotaremos por p_1(M)a o dominio de Riemann pseudocon-;

vexo sobre o espaco normado (M,u). {Vver proposigao 3.2.5 (d)@
Para tal o ¢ A, sabemos do Lema 1.2.7 que, existe um eSk

pagco normado G, com uma base de Schauder tal que o seguinte diagrama

1

3

- . _* - . ) E
e comutativo. Pelo teorema 3.3.1 existe (ﬂi,pi) dominio de Riemann

pseudoconvexo sobre Gj tal que o seguinte diagrana



*
I *
& 2 (1)
a3
e comutativo. Temos entao o seguinte diagrama
I*
P”1(M) _— s p_1(M)a
P ’i p
&1
‘1(
d ()
I
%)
comutativo.
*
Chamaremos de fd = fl , ou seja f = rw”[a

Seja Gi(M) o subespaco de dimensao finita de G- Entao

p“}(ui(MJ) e um dominio de Riemann sobre 0. (M), o qual e pseudoconvexo

(ver proposicao 3.2.5 (d)). Do diagrama (1) temos que:



™)
\\"\
Ry u¥
\ T 1
AN
D3 \\ \
)
M
a .
i
N\M\R\M ~
* e P Y
I, I, Gi(M) ¢ Py Oi(M))
- "’/’-
¥ . r T
C(Ma) i f//////,//
e T
P T C
1 o i
p (M}, &

-1 *

» — - . :
Assim f oC, « H{p1 (Gi(M)))' Como (“1’pi) e um dominio de Riemann
pseudoconvexo sobre um espaco normado com uma base de Schauder monos

tona, temos por um resultado de Hervier [7] que & aplicacao restricac

H(eD) —= HpT (o, (M)

- . . . * -
e sobrejetiva. Logo, existe fi ¢ H(Qi) tal que Fi!Di1(U

Agora, f100$ ¢ H{») e se x p_1(M) entao u?(x) ‘ u*(p_1(M)): pgthiP

*

* ;
Logo, froo¥(x) = f oCroat(x) - f ol (x) = f{x). Assim ,

o) = = Hp~ (M) € sobrejetiva.



§4. Aproximacao de Fungoes Holomorfas e Dominios de Riemann sobre

Espacos (DFC).

Se K e um subconjunto compacto de um dominio de Riemann
(2,p) sobre um e.l.c.E, indicaremos por H{K) o conjunto de todos 0s

germes holomorfos em K.

3.4,1% Teorema - Seja {(%,p) um deminie de Rivmain pscudecenvexe $o-

bre um espace (DFC) E com uma noama coniinua e com a propriedade de
aprox{macao, Scja K <8 um compacta com RPS(H) = K . Entao para
cada 9 € H{K) existem um confjunto abento W aom K< W < @, ¢ uma se-

quencda (f ) < H(R)tais que g € #(W) e a sequencia (f )} converge

para g und{formemente scbre W,

Precisamos de alguns resultados antes de demonstrar o teo-

rema.

Seja {2,p) um dominio de Riemann pseudoconvexo sobre um es-
paco {DFC) £ com a propriedade de aproximacao.

Seja A = {norma continua « sobre E: dg(x) > 0 para todo xc 27,

Convem observar aqui que cada u « Psc(®) e a-continua para algum

ax = A e cada f ¢ H(Q) @ c-continua para algum o € A,

3.4.2. Lema - Sefa (2,p) um demindce de Riemann pseudeoonvexo sobre wm
cspace (DFC) E com uma noima continua ¢ com a prepaiedade de aproxi(-
magdce. Entdo exdstem uma seguincia chrescente (Xn) de aberfos em U ¢

uma sequencia (Vn) < V(E) taf guc

oo
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Demonstracac - Seja (Gi) a familia de espacos normados com uma base

de Schauder dada pelo Teorema 1.2.2. Segue do Teorema 3.3.7 que e-
- - B *
xistem um dominio de Riemann pseudoconvexo (ﬁi,p¢) sobre algum Gi’

*
e um oi—morf1smo 0?: I tal gque ¢ seguinte diagrama

a¥ |

e comutativo., Mujica provou em {16, Lema 2.63 que existem uma se-

- ; * ~
quencia crescente de abertos (X;) < Mg, e uma sequencia
(V1) = V(G.) tal que

n 1

ﬂf = Lj Xi e Xi + Vi < Xi para cada n
] 21 N n n n+1
I -1,,7
- .3 = |

Agora, basta tomar Xn = {Gi) (Xn) e Un = vl (Vn) para cada n,

3.4.3 Definicao

Seja {,p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c¢. E.

tima sequencia X = (Xn) d? conjuntos abertos de ' e uma cubextuna
admissivel de @ se 0 = L{Xn e se existe uma sequencia (Vn} < Y{E)
ne
tal que
X+ v, < Xn+1 para cada n . A familia

Ay = tf = H(2): || f|[, < = para cada n!
n

¢ chamada a classe negular associada com a cobertura admissivel X.



_ 48 -

*
3 4.4 Exemplos - (a) Seja (vi,pi) um deminie de Riemann sobre um

espaco normado com base equi-schauder. Entao a sequéncia
*

- (X;) =2 {(demonstracao do lema 3.4.2) e uma cobertura admis-
sTve? Denotaremos por
*
A o= If 2 Ho ) (]I para cada nj
% i v
n

. L i
classe reqgular associada com a cobertura admissivel X

(b) Seja {#,p) um dominio de Riemann sobre um espaco (OFC) E
com uma norma continua e com a propriedade de aproximacao. Entao a

sequencia X = (Xn) ¢ o construida no Lema 3.4.2 @ uma cobertura admis

sivel de . Denotaremos por

Ay = {f o H{u): \\f||x < « para cada n}
n

a classe regular associada com a cobertura admissivel X.

3.4.5 Lema - Sefa {(u,p) um dominio de Riemann pseudoconvexo sobre
um espace (DFCY) E com wma noama continua e com a prepriedade de aphro
ximacdo. Entao, usando a notacdo do Lema 3.4.2., ¢ conjunto

-1 ey 1
L= p (K) n(o¥) LX), ]
g ]
¢ compacto, para cada compacto K © E e para cada n .« N.

Demonstracaoc - Seja o uma norma continua sobre E tal que dg(x) > 0
para todo x ¢ 0. Segue do Lema 1.2.6 que para tal a, existe um es-
paco normado Gi com uma base de Schauder mondtona e existem operado-

res Ci e L{G.

i a) e oy € L(E,Gi) tal que o seguinte diagrama



2 comutativo. Segque do teorema 3.3.1 que existe um dominio de

x |
Riemann pseudoconvexo (”i,pi) sobre Gi tal que o seguinte diagrama ;

a*
:
8 sk
‘ i
P P1 ‘
3 G, |
g. i ;
i ;
& comutativo. Seja K ¢ E compacto. Vamos provar que
-1 1 AN . .
L=p (K} rn (o)} "0(X ), 1 e compacto para cada n e N. Seja (y,)
xi
uma rede em L. Entdo p[{y )1 & uma rede em K e o¥[{y )] & uma redq
o .
em (X;)A . Consequentemente, p[(y_)] converge para b ¢ K e
Xi !
niip[(yy)]) e uma rede en ”i(K). Assim, i
X -1 % g |
61[(YY)] < Py (Gi(K)) i (Xn)ﬂ = L.. Agora, Mujica provou em [16,

_i

X
Lema 4.7] que Li e compacto. Entac, depois de considerar uma subrec

se necessario, tamos que zq{(yY)] converge para y < Li' Como _
&

RE = ) g, 3 vy N

lly )] [{y »o;p(y ))1, temos que (y._, 1p(xw), y oo Lyoooay

Yooy - (x,a), entao y — > x oem ouwoc ply )} — p{x), conscquentemen
¢ Y

“of



(y ) —=xemo eb=p(x) K. Agora, ﬂip[(yT)]

i
N
aj(b) = a. Como o¥(x) = (x,cip(xJ) = (x,o, (b)) =y e Ly < (Xn)ﬂxi
1IN
temos que X « (01) {(Xn)A ] Portanto,
Xi
-1 SR
x ¢ pT (K} ~(o)T LX), ] =L
.i
X

3.4.6 Definicao - Seja (f,p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c.

F. Um subconjunto aberto Uc 2 tem propaledade {P) s¢

) < U para cada K << U,

3.4.7 Exemplos - Seja (2,p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c. E

a) Se V e um conjunto aberto convexo em E, entao U = p'1(v)
tem a propriedade (P)

b} Se f « Ps{u}), entao Uo = (x 4 f(x) -~ c} tem proprie
dade {P) para cada c - R.

c) Sejam U ¢ V subconjuntes abertos de v, com a proprieda-
de {P}. Entao U « ¥ tem a propriedade (P).

d) Sejam (y,q) um dominio de Riemann sobre um e.l.c. F,

T: E

~ F e uma aplicac¢ao linear continua e J: (2,p) — (Z,q) um
T-morfismo. Se V & um aberto de T com propriedade {P), entao

3-1(v) & um aberto de 2 com a propriedade (P),

3.4.8 Lema - Seja (2,p) um dominio de Riemann pSeudoconvexo sobre
um ¢spago (DFC) com wuma noama continua ¢ com a praopicedade de apro-
ximacac. Sefa K = o compacte tal que K = K . Eutae para ca-

Psc(n)
da abento U, ecom K = U 7 o, existem um abeuto ¥V com K V o Ue ¥y v 4



~
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Demonstracao - Seja K .. a, KPsc(Q)iK‘ Para cada x « K, existe a c A
, o : -
tais que By(x,1) « 2 e p: B;(x 1) > BE(p(x),?) ¢ homeomorfismo e
n
n
| B, (x , ou ainda K LJ + B (0,1), onde x, ¢ K para
XeK ~
k=1,...,n.

Seja (Xn) a sequencia crescente de abertos de ©

no tema 3.4.2. tal que ¥ = LJ X Entao, existe n tal que

n
sz xp + BL(0,1)) © X,
; -1 —1/1\ T——
Seja L = p~ (T (p(K})) « (0?) [(Xn)ﬁ 1 onde r{p(K}) e o
i1
envoltoria convexa de p(K). Seque do Lema 3.4.6. que L &

contem K.

Seja U um conjunto aberto de © tal que K ¢ U < g

a ¢ L\, entac existe fa ¢ Psc(n) tal que
fa(a) >0 e fa(x) < 0 para tedo x ¢ K
Como L\U e compacto, podemos encontrar f1,f2,...,fm
tais que sup fj < 0 para j=1,2 ..m. e
m
LU« _L%{x ¢ o0 fj(x) 01
J_,
Seja f = sup Ly, ot Entaec f e Psc{p)
para algum B < A,
Afirmamos que
L nixe 9: f{x) = 071}.
De fato; seja x ¢ L n{xe n: f(x) =0} e x¢ U,

construidas

fecho da

compacto e

Seja

e & p-continua:

(2)

Seque de




. Iy =~
Seja Yn = {x ¢ Xn dxn(xJ ~ 11 Entao
[ o L)
K Yn e Yn + BE(U,1) Xn

Usando [16, Lema 4.3.{(b)], temos que
P -

(Yn)A + B\E(Us‘l) N (Xn)g

X X

Afirmamos que existe v ¢ A, v 2 a, v 2 B tal gue

e

p'1(r(p(K)) + wY) n (Yn)AX n{x ¢ p: f{x}) =« 0} <y (3)
onde W o= {x ¢ E: yv(x) < 173.

¥

Yamos supor que (3) nao vale. Entao para todo v 2z «, v ° 8
existe

N

X, < p (T (p(K)) + WOy oo (Yn}AX no{x € 2: f{x) = 0\

Assim, para cada y z o , v 2 § existe t_ < r(p(K)) tal que
plxy)-ty ¢ W,. Logo, para cada ¥ = ax e v * B , existe um unico
Yy © i;:FY tal que ply,) = t,. Como Yy € X, +W, para cada Y e

Xy (Yn)A » temos que:

PN Gg 11 e (y D SRt
v, € (Yn)AX + B£(0,1) c (Xn)Ax < (Uﬁ) [(X,)1 para cada V.
|
Agora, ply ) =t < 1(p(K)) n (o%)" (x:])A . Pelo Lema

X'I

3.4.5., sabemos que tal conjunto e compacto e assim podemos conside-

rar uma subrede de (yY),se necessarioc, tal que (yY) converge para

Y o« p'1(r(p(K))) n (o*)'1(;?3 Como € X +W d >
o 3 n’A . yY 3 AL Para cada v T o e

X1



v 2 B , segue que (xY) converge para y. Assim
Y ¢« D_1(F(P(K)) f (0*)_1(X])A noIx ooowr fix) = 01

e y < U, mas isto contraria (2). Isto mostra a existencia de W

satisfazendo (3}.

Seja
-1 AN
V o= p (r{p{K)) + W ) int {Y ) n {x ¢ o: fi{x) < 0}
¥v'oon AX
N s . A
onde 1nty(Yn)A = Ix « (Yn)A X + BE(D,1) c (Yn)A ;
X X b4
i . SN
Afirmamos que 1nty(Yn)A tem propriedade (P). De fato, seja
X
AN
M oz int{Y_ ) s escolhemos 0 < r < 1 tal que
n AX
v SN
Mo+ 8:(0,r) < (Yn)AX |

M, + BY(0,r) c (Y )

. g . ¥ ) ?
e assim MPS(Q) c lntY(Yn)A Porténﬁo, d'(x) > 0 para todo x ¢ V €

X o

segue do exemplo 3.4.7(a),{b) e {c) que V tem propriedade (P). Assin

a demonstracao do Lema esta completa.



Se U e um aberto de 2, denotaremcs por Ho () o espaco de
Banach das funcoes que sao holomorfas e limitadas sobre U, com a so-

ma do supremo.

3.4.9 tema - Seja (2,p) um domindic de Riemann pscudoconvexe scbre
um e¢spaco (DFC) E com uma noama continua e com a propadiedade de apro

ximacdo., Sefa K = 2 um compacto com KPSC(W) = K. Entao para cada
g ¢ H{K) exdstem um conjunto aberto W com K « W e 2, ¢ uma sequen-

oda (fn)L:H(Q] tais que g ¢ H{W) ¢ a sequencia (fn) converge para g

uniformemente sobre W

P
Demonstracao - Seja K < 2 compacto tal que K = K . Seja lUc @
Psc(q)
aberto tal que K c U. Seja g ¢ H (U). Pelo tema 3.4.8 existem um

aberto vV, K« v =U , e ac A tal que dg(x) > 0 para todo x ¢ V

Como g « H (V), temos que g & w-continua. Chamaremos de

v, o aberto V em w_, ou seja V = I (v) , I+ w—— . , e g ¢ H(V ).

Seja Vi = (C.)"1(Va), onde i = (a,B) ¢ I e Ci e um Ci—mor-

*

fismo de 2. em o e C. ¢ L{G.,E ). Entao, V. ¢ 0. e seque do exem-
1 o4 1 1 [+ 1 1

ploe 3.4.7{(d) que Vi tem propriedade (P).



Como g« H(V_ ), temos que gaoC? € H(Vi)

T
/._.,
e
g ga
I \\\\
¥V o @ o y > ¥
4] 44
o% Cf
1 1
*
V. ¢ g.
1 1

Agora,por um resultade de Mujica [16, Teorema 5.1], existe uma se-

; * : * !
quéencia (f;) en H(Qi) tal que (f;) converge para 0,°C, em (H(Ui)’To)'

. X
Para cada n, f; c H(Qi) e assim f;os? e H(2}. Logo, (f;ocﬁ) conver-

. ,
ge para g\~Cjnﬂ; el (H(U),:O). Vamos provar que (f;wu;) converge

para g uniformemente sobre uma vizinhanca W de K.

. * . = ..
Seja jf: if1 c H(wi): n o N1, Fntao.% e limitado em

*

y,7 ). Como (Hi,pi) e um dominio de Riemann sobre um espaco

normado Gi’ temos que,%fé uniformemente limitado sobre

*
Ky o+ EBi(U,r) < 9., onde Bi(O,r) e uma bola de centro zero em G,

conveniente, e K; = o;(K).




Dada ¢ > 0, escolhemos p > 0 tal que Mp/(1-p) < ¢, onde
- i .
M> 0 & uma constante tal que ‘lfn1|Ki+281(0,r) © M para todo

n < N.

Pelo Teorema 1.2.2, existe j={a',8') ¢ I tal que a aplica
cao 6%: Gj—~+ 61 e precompacta. Entdo existe um conjunto finito
A. = Bj(D,T), onde Bj(0,1) e a bola unitaria do espaco normado Gj’

d
tal que

j = -
61(8,:](0’1)) A.] +.L]B_i(0:r‘)-

onde A, = s3(A) ¢ B, (0,r). (1)

J
]‘* * *

Vamos definir G} : ﬁjnmw» Hi , para ser

k.4 * 7
23 (x,a) = (I, (x), s3(a)),

[$RY] i
onde

*
o {(x,a) « D, % Gi pa(x) = C1(a)} ,
Oj = {{y,b) ¢ Do X Gj: pu(x) = Cj(a)}

Observar os diagramas:



=
o]

it

o «
Seja i = {f;mgg . ”(“j) ,n e N . Seja

RETEE ) i o§* L
A = \]. . 1[\‘ 3
V. (11 ) (Vi) entao (f ooy ) converge para g, 0Cio0y  em

(H{v.), ro). Seja Kj = u;(K), entao e claro que &% (K.} = K.

Podemos provar tambem que

Jj* K J
(2} 6] (KJ + Bj(0,1)) K] + 61(Bj(0,1)) e
B
(3) K1 + Ai C 61 (Kj + Aj)

Afirmamos que os espag¢os (H(K. + B.(0,1)},t ) e
J J ~ —

v , ) +# i 3*
H (Kj + BJ(U,T)) induzem a mesma topologia sobre . Se fnoai c S

C

entao segue das formulas integrais de Cauchy e de (1),{2) e (3} que:
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i i
!!fn051 ”K,+B.(U,1) anHK.+A.+QB.(U,r)
JJ 1 1 1

iy

i , m,
R PPN T (PPN

A
Il 1 F

F_’m H £

[ I

+

i i
1ol va, !l ke a8 (0,r)

e
\

- j m i
5 anHKimi * 0 [lanK1+ZB1-(U,F)

il [~

b

Ilf;°5g*||K.+A. + (Mo)/(1-0)
J

Pela escolha de p seque que

-

(FeFs || F]l L, =€) e (f s
J o

c L F] £ 2¢}
Kj+Bj(D,r)

~F s
Aplicando este argumento paraj{\fo , onde f, e %, obtemos que

Y

< sl e |f e."ﬁ’l'; I f-f

ofF e || £-F_ 1| (S

0||K.cB.(U,r)$2€}
J ]
e a afirmacao esta provada.

= il'j*\(_* g n H L
Se colocamos fn fnjsi L)j , entao fn (.:} para cada
n <N e (fn) converge uniformemente para g sobre
W = (0#)'1[(K. + Bj(U,i))] > K. Assim a demonstracaoc do Jema es-

d J
ta completa.



3.4.10 tema - Sega (2,P) wum demindo de Riemann pseudoconvexe scbre
um espaco (DFC) com a propriedade de aproximacac., Seja K < o cempac-

_ A . , |
f¢ e s¢4a a = Q\KPS(H) - Entao para cada conjunfe compacto L com

Ko {al o Lo« 0, exdste uma duncac f helomonia numa vizinhanca de |

tal que

[fla)| » sup|f|
K

Demonstracao - Seja a ¢ n\K

ps(n)- FEntao, existe uma funcdo uePs(q)

tal que wuf(a) > 0 e u{x}) < 0 para todo x = K.

Seja L um conjunto compacto de o com K u {a} « L. Como

u e semi-continua superiormente, K e L sao compactos, podemos encon-

trar noo A e r» 0, tal que

u(x) <« 0 para todo x e K + B%(D,r).

Sega T: E * L um vperador linear continuo de posto fini

to tal que

Tip(x}) - p(x) e 8%(D,r/2), para todo x ¢ L e seja
S: k » Loum operador afim continuo definido por

S{x) = T(x) + pla) - T{p(a)).
Entdao, S{p(a)) = p(a) e se x o L temos gue

SCp(x})-p(x) = T(plx))-plx)+pla)-T{(pla)) « BL{0,r),

E
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isto e,
S{p{L)) « p(L) + BE(O,r)

e analogamente

S(p(K)) < p(K) + BZ(0,r).

Seja U = ix ¢ 9: a{S{p(x))-p(x)) < dg(x)}. Se x « L, en-
tao a(S{p(x))-p(x)) < r e di(x) z r , ou seja a«(S{p(x))-p(x) < d {x)

e assim x ¢ U, Logo L < U,

Seja M o subespacgo vetorial de dimensao finita de E gera-

i1

do por S(E) e seja Gy = p'1(M). Seja Ui = BQ(x,dg(x)) e seja

T: Y — QM definida por
T(x) = [p]ut17 (sop) (x).

logo, T e uma fun¢do holomorfa em U tal que

t(a) = Cplus1 (s(pta))) = Dplut1 ™ (pla)) = a

e
T(K) < K + BE(D,r) e (L) . L 4 BE(D,r)
Como y - PS(QM) cula) > 0 e w(x) < 0 para todo x ¢ K + BE(O,r),

segue que

u{t(a)) = ula) > 0 e ul{r{x}) <~ 0 para todo x ¢ K.
P

Assim, T(a) ¢ 1t{K) Aplicando um resultado de HGrmander

Ps(0y)
{10, Teorema 4.3.4] temos que:

ZTN AN

M M)



2N
Logo, T(a) ¢ (T(K))H(”

) @ assim existe g ¢ H(QM) tal que
M

lg(t(a))] > suplg]
T{K)

Seja f gor. Como (L) < %, temos que f e holomorfa

numa vizinhanca de L e

[ f(a)] > suplf]

K
3.4.11 Lema - Seja (2,P) um dominic de Riemann pscudeconvexe scbre |
_‘*_ !
um espace {DFCH com a proprdedade de aproximacac ¢ com uma noama
- . |
contoa,  Entae !
K - K o= K
Ps () Psc() W) e

pata cada subceonjunto compacte K de 2,

gemonstracao - E suficiente provar que KH(Q) = KPS(Q)' Seja a £ 0 Q

Psci{a)” Q !
temos que L e compacto. Assim pelo Lema 3.4.10 existe g « A{L) tal

que

lg(a)| > sup|a]
K

Pelo Lema 3.4.9, podemos encontrar f ¢ H(n) tal que

|f(a)] » sup|f]
K

R

Portanto, a ¢ KH(o) e a demonstracao do lema esta completa.

Agora a demonstracaoc do Teorema 3.4.1 seque imediatamen-

te, : i
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3.5.6 Observacao - Usames os resultades de Hervier([7] e Mujica [161,
05 quais foram provados para dominios de Riemann sobre espacgos de
Banach ou sobre espacos de Frechet com uma vpase de Schauder, mas es-

tes resultados permanecem validos para espacos normados ou metriza -

veis com uma base equi-Schauder, e este e 0 n0SsSo Caso.

oDo
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