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ABSTRACT 

We show that each (DFC)-space with the approximation 

property is a precompact projective limit of a family of normed 

spaces with monotone Schauder basis. As an application of this 

representation we obtain a sharp result on holomorphic 

approximation in domains of Riemann on (DFC)-spaces. 
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Introdução 

Os espaços (DFC} foram estudados por Brauner [1], Hüllstein 

[8], [9], Mujica [14], Valdivia [23], Nachbin [17], Schottenloher 

[22] e outros. 

Em [22],Schottenloher colocou a seguinte questão: Se cada 

espaço (DFC) com a propriedade de aproximação tem um sistema fundamen 

tal < de seminormas contlnuas tal que o completamente E~ do espaço 

normado Ea = (EI~ 1 (0),a) tem a propriedade de aproximação limitada p~ 

ra cada(~ c T. 

No referido trabalho, Schottenloher resolve o problema de 

Levi para domlnios de Riemann sobre espaços (DFC) com a propriedade 

de aproximação e assinala que se a quest~u acima ê vãlida, então o re 

sultada de Gruman-Kiselman [6] fornece uma soluçáo alternativa do pr~ 

blema de Levi em dominios de Riemann sobre espaços (DFC) com a propr! 

edade de aproximação. 

Neste trabalho, respondemos essencialmente esta questão, de­

monstrando que cada espaço (DFC) com a propriedade de aproximação po-

de ser representado como um lin1ite projetivo precompacto de espaces 

normados G;, os quais possuem uma base de Schauder monÕtona. Este é 

o conteúdo do capítulo 1. Esta representaçao desempenhara um papel 

relevante nos outros dois capltulos. 

No capltulo 2, §3, apresentaremos uma solução do problema de 

Levi em espaços (DFC) com a propriedade de aproximação, que foi obti­

da via o resultado de Gruman-Kiselman [6] em espaços normados. Este 

resultado foi provado por Mujica [14], sob a hipótese adicional de E' 
c 

ser separãvel. Ainda na §3, demonstraremos que a aplicação restrição 

H(.'":) -~ H(n r', M) é sobrejetiva, onde :.l é um aberto pseudoconvexo em 
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um espaço {DFC) E com a propriedade de aproximaç~o e M ~ um subespaço 

de dimensão finita de E. 

Seja o um aberto pseudoconvexo em um espaço (DFC) E com a 

propriedade de aproximação. Seja K c ~ um compacto tal que K coinci-

de com a sua envoltÕria com respeito ã funções plurisubharmõnicas. 

Demonstraremos na §4 do capitulo II, que cada função holomorfa numa 

vizinhança de K pode ser uniformemente aproximada sobre uma vizinhan-

ça conveniente de K por funções holomorfas em todo ~- Este resultado 

melhora um resultado de Mujica [14], que prova um resultado an~logo 

com convergência uniforme sobre K. 

Se (n,p) ~ um domlnio de Riemann pseudoconvexo sobre um esp! 

ço (DFC) E com a propriedade de aproximação e com uma norma continua, 

então provaremos, na §3, que a aplicaçào restrição H(CI)___,_ H(p- 1(M)) 

~sobrejetiva, para cada subespaço M de E de dimensão finita. Isto 

responde a uma questão colocada por Schottenloher [22]. 

Seja K c:,( compacto tal que K coincide com sua envoltôria com 

respeito ã funções plurisubharmõnicas. Provaremos na §4 do capitulo 

3, que cada função hol01110rfa numa vizinhança de K pode ser uniforme­

mente aproximada sobre uma vizinhança conveniente de K por funções 

holomorfas em todo Q. Este resultado melhora um resultado de 

Schottenloher [22], que prova um resultado similar com convergência 

uniforme sobre K. 



CAPITULO I 

ESPAÇOS {DFC) 

~' ffi e [denotam respectivamente os conjuntos dos numeras 

naturais, reais e complexos. 

§1. Preliminares sobre Espaços Localmente Convexos 

Todos os espaços localmente convexos (e. 1 .c.) serão consi-

derados Hausdorff e complexos. Usaren1os a terminologia de espaços 

localmente convexos de Horvath [11] ou Schaefer [21]. 

Se E e um e.l.c., indicaremos por ~ill o sistema de todas 

as vizinil,lnç,IS nli\V('.\,1'> e equi 1 ibt·udds dr) zero e111 L. 

1. I . 1. Definição - Seja A um conjunto dirigido, e seja (Ea)aEA uma 

famil ia de espaços e.l.c .. Suponhamos que para rt 

caçao linear continua 11aB: E ~ E tal que 
~~ C!. 

(a ) 

( b ) 

-
n e a identidade para cada a 
"" 

,, 'l'r "' r1 , quando n. < B ~< y 
''rd~ f~y l:t Y ' ' 

existe uma apl_!_ 

Então a famllia de espaços e aplicações lineares {E ,11 } ê um siste-
a a~ 

ma projetivo. O subespaço 

E " ( ( x ) , n E : " ( x ) " x par a a B l 
~ ~ uG 8 u 

-de nE , com a topologia induzida, e. 
" 

Ci1ni.te tJ'11' (l'fii.!O de {E ,11 ()J e 
a CL I) 

2screvemos E= limE . 
a 
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1 . 1. 2. Definição - Dizemos que um limite projetivo E = limE~, onde 

os Ea são normados, ~ pnecompac~o, se para cada a existe s, ~ ~ 8, 

tal que a aplicação E r;-_,. E,, ê precompacta. 

1.1.3. Definição - Um e.l .c. E e um Cjpaco de Schwantz se para ca 

da U E V(E), existir uma V ~ V(E) tal que a aplicação canônica 

uv· EV--+ EU e precompacta. 

1. 1 . 4. Definição- Dizemos que um e.l.c. E possui a pnopniedade de 

apnoximac~o.se para cada compacto K c E e U E V(E), existe uma a-

plicação linear contlnua de posto finito T: E -E tal que 

T(x) - x , U para todo x ' K 

1.1.5. Definiçao - Uma sequênc1a de vetores (en)~'= 1 em um e.l.c. E 

ê uma ba~e. se para cada x em E existe uma Unica sequência de escala 

n 
X lim L xkek " 

n-+ook=1 

Se as aplicações Pn: E -• E, sà'o contlnuas 

t'a todo n, dizemos que a base é urlli.l Lu-tH dl' Sc_lwudL•r e se a família 

(Pn)~~l de aplicações lineares ~ equicontintla, dizemos que a base~ 

uma base equi-Schaude~. 

1 • 1 . 6. Definição - Dizemos que uma base (en)~=l em um espaço norma 

do E ~ uma ba6e mon5tona, se 

(x )~ 
1 

vale a desigualdade 
n n= 

para qualquer sequência de escalares 
m m+1 

11 L xkekll = 11 L xkekll param= I ,2, ... 
k"1 k=1 
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t claro que toda base de Schauder monótona ê equi-Schauder. 

Sejam X e Y e.l.c., indicaremos por bi_~,_i_l, o conjunto de ! 

todos os operadores lineares de X em Y que são continuas. 

1.1.7. Definição - Sejam X e Y espaços normados. Um operador 

S c L(X,Y) é equ~-ap~ox~mãvet, se existe uma sequência equicontinua 

(Sn) c L(X,Y) de posto finito tal que limlls -sll = O. 
n-+oo n 

§2. Espaços (DFC) 

1.2.1. Defíniçao - Dizemos que u111 e.l.c. E C um 1.'~/HlÇ(I (DFC), se 

E = F 1 
, isto~. se E~ o dual de um espaço de Fr~chet F munido da c 

tbpologia da convergência compacta. 

O teorema seguinte responde essencialmente a uma questão 

colocada por Schottenloher [22]. 

1.2.2. Teorema Seja E um e~paçu (DFC) eom a phop~iedade de apnoxi-

-maçao. Ent~o E e um fimite pkojetivo pkeeompacto de uma 6amZlia 

(Gi) de e~paco~ nonmado~ ~om uma ba~e de S~hauden monõ~ona. 

Para demonstrar o teorema precisamos de alguns resultados 

prévios. 

1 . 2 . 3 . Lema - Srja E um ehpaçu (DFC) eom a pkupkirdade de apkoxinra-
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-çao. pa~a eada U e V(E) exi1rem V e V(E), eom V c U, e 

quen~za (A n ) c L(EV,EU) de opehadohr:~6 de po6~to 6-én{-\t) ta{ qu c_ 
"> => I I' ,. "' ' ) .A (x) U V ( X ) pa~a C Cid{( X EV. [iii pa.tLLc.ut'.aJt, a ~I A n ,; = '· , n 

n = 1 n = 1 

apLtc.açiw -c.anon<-c.a cqt<r .-ap'tt•x iJIItll·l·r. 

Demonstração: Seja E = F~ , onde F é um espaço de Fréchet com a pr~ 

prienade de aproximaçào. Seja 11 11 1 ' li 11 2 
- . 

... uma sequenc1a funda 

mental de semi normas sobre F, i.e., as correspondentes bolas unitã 

rias U = {X t 
n 

Seja UcV(E), então K 

1} formam uma base de vizinhanças da origem. 

= U0 e um subconjunto compacto, convexo e e-

quilibrado de E~= F. Como F tem a propriedade de aproximação, exi~ 

te uma sequ~ncia (Sn) c L(F,F) de operadores de posto finito tal que 

par a cada X ' K. Seja so 
para cada n ' l'L Então, 

li T 
0 

( x )j[ 
0 ' 

2 

"" 
para cada X f K e n é 11 

da n ( 11 , definimos 

B = 2nT (K) 
n n 

, 

1 
4n+T 

o e 

e X 

e L 

= 

definimos T . n. F 

'" 
L T

0
(x) par a 

n = 1 

-~ F , por T =S -S n n n-1 ' 

cada X ( K. Par a c a-

'" 
o fecho da envoltÕria convexa e equilibrada de U Bn. Afirmamos que 

n=1 

L e um subconjuntos compacto de E e K c .L·. De fato, se x c K, então 

x = I T (x) = 
" n n = 1 
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Seja n e~. fixo. Sendo K compacto, segue que 
n 

e compacto. Assim, existem x 1 ,x 2 , ... ,xp ' U Bk ta 1 
k=1 

que 

Portanto, 

Par a k ' 

p 

U (x
1
. + 

i = 1 

n , temos 

Bk 2kTk(K) c zk 

.~ n " u Gk u Gk U Gk 
k=1 k=l k=n+ 1 

que 

2 
uk 

1 

4k 
c 2 

p 
U (x + 

I I 1= 

Isto pt·ova que U G e prccompacto. 
k = 1 k 

uma vez que E E completo. 

u n 

1 p 
ll

11
) + 

2 
11 U (x + U ) 

2 11 . 
1 

1 n 
1= 

- i 
ConsequentctJtente, L e compacto,l 

Para cada n, seja T 1 

n L(E,E) a transposta de T
11

• Seja 

V= L0
• Então, definimos para cada n, um operador An c L(Ev,Eu) de 

posto finito, da seguinte mane1ra: 

A11 U·l = 'u"T~I"•) 

para cada $ e EV , onde $ = nv($). An estã bem definida, pois se 

*·•, E tal que •vlt) = •vi•), entio Pvl•-•l =O. Como 

temos que 

Agora, 

Pvlt-t) = supl lt-t)lxll 
xEL 

supl 1•-tllxll =O 
xcl 
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= supj;(T (x)) - ~(T (x))j =O 
x ( K n n 

Afirmamos que 11 A 11 n 

11An11 = sup IIAn(~lllu 

li ,; li v' 1 

= supll "uoT'(q,)jj u 
.PcV n 

= sup supj$(Tn(x))j 
ljJEV XEK 

-n 2 . De fato, 

c 13 ' L . 
n Se 'P f: V=L

0
, temos que 

jq,(x)j • 1 para todo x • L. Assi~ jq,(2"r.(xll • 1 para todo x • K. 

Consequentemente. 11 A 11 
ll 
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. 
Para cada c±- E Ev , temos que 

n 
11··· (I T'(>) .. •JII u u bl k 

n 
= supl•l I Tk(x) - xll 

XE K k= I 

Como para cada x c K. temos que x = Z Tk(x), então 
k=l 

I . 2. 4 Lema (Auerbach [12]): Se_ja X um e.-6paço noltmado de.. di.nHU'u,ão n. 

Ent~o exi-6tem n vetoneó {x.}~ 
1 

de nunma 1 em X e n veto~e6{x~}~ 
1 1 1= 1 1= 

de. nt'•'tmct 1 em X 1 fai-5 que 

J 
{

OI x'c(x.)= 
J 1 

i ;.: j 

1 . 2 . 5 Lema ([12]): Seja X um eópaço no~mado de dimen&ãa n. Então 

ope.ttadotreh ck E L(X,X) (k=1 , ••• ,n 2 ) tai~ que: 

la) dim C k ( X ) = I paha k=1, ... ,n:~ 

I G I li l c k li ' L 

k= I 
pa'1a ·j=l , ... ,n·' 

n' 
lei L Ck(x) = X 

k =I 
palta c.ada x E X 
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1.2.5 Lema - S~jam X c Y c:.pacc·~ 1wi1mado.s e -H_ja A c L(X,Y) t<m upc-

hado~ equl-aphoxim~uel. En~~o ex~6tem um ~6paça nohmado Z eom uma 

ba6e. de Sehaude_!L monôtoV!a e_ ope'wdc•'te'6 B c L(X,Z) c C r_ L(Z,Y) tal 

que C0G " A 

Demonstração: - Sendo A E L(X,Y) um operador equi-aproximavel, exis-

tem uma constante c >O e uma sequ~ncia de operadores (An) c l(X,Y) 

de posto finito, ~ais que 

(i) I An(x) "A(x) para todo x, X 
n= 1 

n 
(i i) suo li I A; 11 $ c 

n i "' 1 

"m , p=1,2, .... p Pelo Le-

ma 1.2.5, existem operadores cP , L(X ,X ) com 
1 p p 

i=1 , ... ,mp tais que 

(a ) dim c(p)(X ) 
1 p = 1 para i=l, ... ,mp 

( b ) li I ciP 1 li 
m 1 "" 1 

( c ) ·t c(p)(x) " 
i ; 1 1 

:'í 2 para q=1 , ... ,mp 

X para todo X E Xp 

Para s=m 1 + ••• +m 1 +1 
p-

, com 1 mp, p=1,2, ... , de-

finir,lQS 

Então, para cada x E X 

A(x) " 

Por outro 1 a do: 

) A ( X ) 

p: 1 p 
I 

P" 1 
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p-1 
L 

9,= 1 

p- 1 
= L A' + 

I' = 1 

e dal 

11 1 ii)l 
s = 1 

+ 11 I c<PI li 
• 1 l 

::::; c + 2. 2c 
l = 

Assim, temos provado que 

L Ã
5

(x)=A(x) para cada x c X 
s = 1 

e 
J -

IILA,ll ·5C 
s = 1 

par a todo j '- lN 

~ara cada s, temos de dim A
5

(X) ~ 1. Seja y é A (X) um vetor de nor s s -

ma 1. Seja Z o espaço de todas as sequ~ncias de escalares y=(a )m 
1 S S= 

tais que I a
5

y
5 

converge em Y. Definimos em Z as seguintes opera­
s= I 

çoes: 

onde y 

1y =\(a
5

) 

(a 5 );=l 

111 y 111 = 

L1 as I. 

'-(a')"' Z y - s 5=1 ' e \ 1 [ • Se definimos 

então Z e um espaço normado e os vetores unitários de Z formam uma 
I 
base de Schauder mon6tona em Z; i.e .. j se \-Y 1= e a base de Z for~ 

s s = 1 

mada pelos vetores unitérios, então 
s k 

111 L a Y 111 = s u P li I a · Y · li 
iw1 1 1 1~k:;;;s i=1 1 1 
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s + 1 k 
e 111 L a· Y · 111 

i = 1 1 1 
o sup 11 L a.y.11 
1~k::::;s+1 i=1 l. 

1 

s 
e dal 111 L a· Y · 111 

i = 1 1 l 

Consideremos a seguinte aplicação B: X --~ Z definida por 

onde a
5 

estã definida por 

-
A (x) o a y . 

s s s 

Então B estã bem definida e B E L(X,Z), po1s 

n 
supll I a

5
y

5 
li 

n s = 1 

n -
o supll I A lxlll 

n s = 1 5 

< Scllxll 

Por outro lado, seja C: Z --4 Y definida por 
00 

C estã bem definida e C, L(Z,Y), pois 
w n 

11 C((a
5
llll 11 I a

5
Y

5
II 'supll L a5 Y5 II o lllia 5 llll 

s=1 n s"'1 

e li C li ~ 1 • 



- 11 -

Para cada x c E, temos que 

C(B(x)) = C((a
5

)) 

ro 

t a y 
S=1 S s 

00 

= I Ã
5 

( x) = A (X ) . 
s = 1 

Como consequência dos Lemas 1 .2.3. e 1.2.6 obtemos o se-

guinte Lema: 

1.2.7 Lema -Seja E um e~paco IVFC} ~om a pnapniedade de apttoxima-

ção. Então paJta c.ada U "- V(E), exi6tem V<:: V(E), V'- U, um eópaço 

Huttmadc• G com uma baH de Sclwudr.'l moritltona, l' opcJradonru, 

B • L(EV,G) t C· L(G,EU) tat qut CoB = "UV • 

Demonstraçâo do Teorema 1.2.2: Seja I = l(U,V) • V(E) ' V(E): V' U 

e ~UV ~ equi-aproximâvel1 

trita da seguinte maneira: 

Definimos em I uma relação de ordem es-

( u, v l ' ( u', v· l ·= u · v 

Para cada U • V( E), existem i=(U,V) c I e um espaço norma 

do Gi con1 uma base equi-Scl1auder tal que o seguinte diagrama 

E 
liu 

Eu -· 
. , ''uv/ c . v 

7 
1 

EV Bi 
~ Gi 
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. 
e comutativo. Para i o (U,V) ., j o (U',V'), seja 

j 
(~ . : G . _,. G. uma 

1 J 1 

aplicação linear continua definida 
j 

por 8. = 
1 B;o"vu'oCj. Além disso, 

seja 
i 

Á • G 
~ i . i 

par a i < j :;.- k 

Seja G 

G. a aplicação identidade. 
1 

Então 

o 1 i m G. o { (X i ) c fi G i : ój (x.) o 

1 1 J 
X . , i -;; j } 

1 

A aplicação h: E ~ G , definida por h ( X } o (X . ) par a cada X ' E , on 
1 -

de, x. = B.o~V(x)•para cada i = (U,V) E I, ~ linear continua e inje-
1 1 

tiva, uma vez que E é Hausdorff. Mostraremos que a aplicação h ê s~ 

brejetiva. Seja (y;) E G, então existe X; E E tal que C;(Y;) = -::U(x;) 

onde i=(U,V) c I. Para i = (U,V) ô j o (U' ,V') temos que 

oj(y.) = Y· 
1 J 1 

e 

Portanto, U(x.) 
,] 

Cj(yj) = 'u'(xj). 

''u(xi) para 1 = 

j 
Entao Ci(oi(yj)) 

(U,V) J = (U',V') 

-

= C.(y.). 
1 1 

e assim 

(xj) e uma rêde de Cauchy em E. Como E e um espaço completo, temos 

que (x.) --~ x c E e assim h(x) = (y.) para i c I, sendo h uma apli-
J 1 

caçao contlnua. 

Agora, a aplicação de G 1 i m G . em E 
-- 1 

-lim EU e claramen-

te <:ontlnu<J. 

Seja i = (U,V) ,- I. Entao existe U' r V(E), U' c V, tal que 

·vu' ê rnecompuctu, j.Í \jUe E C Schwartz. Pelo Lema 

1.2.7 existe V' f V(E), V' cU' e dai j=(U',V') com i:;; j e o se-

guinte diagrama mostra que -Gj--+ G1 e precompacto. 
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·. 

I ' c. ' B. \ J 
J 6~ 

1 

G. 
J 

A demonstração do teorema estã completa. 

Comentârios 

O Lema 1 .2.3 foi inspirado en1 um resultado estabelecido 

por Nelimarkka [17]. O Lema 1.2.6. foi inspirado em um resulta do 

estabelecido por Pelczynski [20]. 

oOo 



CAPITULO r r 

DOM!NIOS DE HOLOMORFIA EM ESPAÇOS (DFC) 

Todos os espaços localmente convexos (e.l .c.) serão consi­

derados Hausdorff e complexos. Usaremos a terminologia de anâlise 

complexa em dimensão infinita de Novert·uz [191 ou Dineen [5]. 

§1. Don1inios de Holomorfia 

2.1.1 Definição - Seja E um e.l .c. e seja 0 um subconjunto aberto 

de E. Dizemos que uma função f: ~: --~ [ é hctonw~t6a (analltica) se 

f é continua e G-anaTitica, isto é, sua restrição a toda reta compl~ 

xa e analltica. 

Indicaremos por H(0) o espaço vetorial de todas as funções 

holomorfas f: 1"2 -·+ [. 

-2.1.2 Qefinicão- Dizemos que um abertoº de um e.l .c. E e um dcmZ-

n{_u de hofomoJt6-ta se não existem abertos 11 1 e r1 2 tais que: 

( i ) c, conexo e o 1 I ~l ; 

( i i ) ,p ' 1l 2 li ' ~ 1 1 

(iii) para cada f' il(n) existe f 1 ' fl(o 1 ) tal que f
1
=f em 

c 2. 

2.1.3 Definição - Dizemos que um ~b~rto t! de um e.l .c. E~ um dun1Z-

n,io de e.x-t.otê.nc._{_a para uma função f E H(çl) se não existem abertos s-; 1 

e ~ 2 tais que: 
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(i) n 1 conexo e Q
1 

q -:-1 

(i i) c n 

(i i i I existe f
1 

• H(<>
1 
I tal que f 1 = f em 11 2 . 

E claro que todo ctomlnio cte existência ê um ctominio cte ho-

lomorfia. 

Seja r um aberto de um espaço e.l .c. E. Se A c n denotare-
. 

mos por AH(~) o conjunto 

I f ( X I I suplfl para todo f· 
A 

11 ( '· I 1 

2.1.4 o~finição- Dizemos que um aberto Q de um e.l .c. E ê lroiomon-

1{C.{!I1it'Jit-· C('iiUl'X.o,se ]Jdt'a Lddd cuillpJclu K Je :,: ex1::.Le V V(E) tal 

que Kll('l. V • 

Se E e quase-completo então 0 ~ lrt•Crma~1icamcnte C.OPlVCXr se 

KH(') ~ CO!npacto para cada compacto K de \! 

§2. Domlnios Pseudoconvexos 

2.2.1 Definição - Seja n um conjunto aberto em um e.l.c. E. Dizemos 

que uma função u: ,: ->[-·",+'")e ). 1 Cu'li~u[l/{((~lllrf!é•:,l se: 

(i) u ê semi continua superiormente 
I J2 ' . (iil u(al ~ z;- u(a + e

10
bldo 

o 

para todo a E Q e b E E tais que a + Ãb c_ \l, onde 6 e o disco unitã-

rio aberto de a:. 
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Indicaremos por Pé(n) o conjunto de todas as funções plu-

risubharm5nicas sobre n e por Psc(o) o subconjunto de todas 

u L Ps(o) que são contlnuas. 

Sejam E um e.l.c., ·:t uma semi norma contlnua sobre 

E(sc(E)) e r ~ O. Para cada a E E indicaremos por Ba{a,r) o con-

junto 

Ba(a,r) = la+ h: h c E, a(h) ' ri 

2.2.2 Oefiniç~o - Seja 0 um conjunto aberto de um e.l .c. E. Seja 

l~ '- sc(E), definiremos a :íunç(.~o di..5târ~c--La, d~: E_,.. [0,+"'] da se­

guinte maneira: 

d~(a) = suplr > 0: B (a,r) 
), <1 

0) li 101 

f d " fJ.. unçao n ê contínua. 

Para cada conjunto A c r1 definiremos 1~(A) por 

infld~(a): a ' A} 
'· 

2.2.3 Definiçio - Definiremos uma função 

(x,a) '- -.) X E ----+ o~,~(x,a) c (O,+w] 

da seguinte n1aneira: 

6.,{x,a) = sup{r > 0: x+ri\a c .0} 

'· 

A função 6) ê semicontlnua inferi~rmente. 
L 
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2.2.4 Definiç~o - Seja n um cohjunto aberto em um e.l .c. E. Dizemos 

que D e p~~udo~onvexo, se a função -logOQ(x,a) e plurisubharmÕnica. 

' 
Para cada X c n e P c Ps(n), definiremos XP por: 

Xp = {X E O: U(X) ~ sup 
X 

u para todo u E P}. 

Entio, X c XPs(C) c XPsc(o) c XH(O) para qualquer X c o. 

Se A e ''Le.-ta:ti.vame.n:te. C.Dmpac.:to em B, indicaremos por A CC B. 

Enunciaremos a seguir um resultado que nos fornece vãrias 

caracterizações de pesudoconvexidade. 

2. 2. 5 - ·~-~Q_P.~--~_i ___ ç_§_o ___ LL?J - Se _ía 0 um con_íu11:to abeJI f11 de u_m e. 1. c. E . 

(a) q é p,sc.udoc_onvc.xo 

(b) d:;(ÀPs(ri)) = d;;(A) pa!ta cada A' "c"' sc(E) 

(c.) Paha c.ada c.ompac.to K de D e.xi~:te. a e sc(E) tal que 

d~(KPs(o)) >O 

(d) Paha cada 6ube.6paco M de E, de dimenó~o 6ini:ta, n n M 

e um abe.hto p6eudoc.uttvexu de M 

Se E (> totr C;<ipaco ,\emirwl!mado e rt ( sc(E) que_ ge!La :taf topo-

.tog.<.a, en:téio a<'! eundiç_U_e_.o (a) 1 {b) 1 {c.) e_ (d) t.éio c.quivate.nt:e..o a 

(ti) -log d'; l' wua tÍUIIt;_ct(' pl'u'Ji,\ui.JIJll-~"/('1/(Ct~ t! c.untbtua <'m !l. 

O seguinte resultado, ben1 conhecido, relaciona os conceitos 

anteriores 
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2. 2. 6 1011 a L1 r· fl r(' d v 1011 e. 1 • c . E • 

ll_ ,;, ,, •'(jiJ{.V/:tr'-0 condJcõrA: 

I a I " 
-e um domini..o de e.xi.totê_nc__{_a 

I b I -0, e um dornZn-éo de ho.tornofl..6ia 

I o I - ho.tumoJtQicame.nte. " e c.onve.xo 

ld I cl e p.o c.uduc.onvcxu 

Então (a) =' (b) =· (o) = (d). 

§3. Domlnios de Holomorfia em Espaços (DFC) 

2.3.1 l_~_Q_re!!!~- Seja E u:m eópaco (DFC) com a p!topttie.dade. de aplloxii 

maçao. Seja (Gi)iEI a 6amilia de. e.opaço.o noJtmado5 com uma ba&e de 

Schaude.Jt mon6tona dada pelo Te.oJte.ma 1 .2.2 .. Então, cada abc.fc.to 

póe.udoconvcxo em E ~ a imagem inve.Jt.oa de. um abchto póe.udocanvexv 

Demonstração Seja 0 um aberto pseudoconvexo em E. Por um resultai 

do de Valdivia [23], temos que~~ uniformemente 

existe u V ( E ) t J l 
-

aberto (E,oul. € que ,. e em 

Dineen [ 4, Lema I . I e Lema 1.2], temos que u ( \J ) 

convexo em Eu e o 
-I 

0 u ( ,' ) . •; 
u 

i 
aberto em E, isto t 

Por resultado 
; 

um de· 

- aberto pseudo~ e um 
' 

Pelo lema 1 .2.7, para tal U [ V( E), existem V e V(E) com 

V ~ U, um espaço normado Gi com uma base de Schauder monõtona, onde 

(U,V) 'I, e operadores Bi 'L(EV,Gi) e Ci ' L(Gi ,Eul tal que o­

seguinte diagrama 
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E 

v 

Ev-­
s. 

1 

------~ G i 

e comutativo. Assim, Ci 1 (nU(~)) ê um aberto pseudoconvexo en G; e 

o teorema que demonstraremos a segu1r foi provado por 

Mujica [14] sob a hipótese adicional de E~ ser separável. 

2.3.2 Teorema- SeJa E um e.-:'lpaç_o (OFC) com a p~Lopnie_dade_ de. ap1wxi-

Ent~o, ~ada conjunto abentu p~eudoconvexo enr E i halomoiL6ic~ 

Demonstração - Seja Q um conjunto aberto pseudoconvexo em E. Pelo 

-teorema 1.2.2, podemos supor que E==~ G;, onde G; e um espaço nor-

n1ado con1 U111a base de Schauder IIJOn6tona. Alên1 disso, pelo Teorema 

2.3.1. existe i r Italquen onde a. ' L(E,G.) e o. ~um 
1 1 1 

conjunto aberto pseudoconvexo em G;· Por um resultado de Gruman-

Kiseln1an [6], sabemos que ~l. ~ un1 dor1rinio de exist~ncia en1 Gi, en1 par 

ticular, holomorficamente convexo. Portanto, Q = o: 1(r.) ~ holomor-
1 1 

ficamente convexo. Por um resultado de .Valdivia [23, Teorema 8], 

temos que 0 é dominio de existência. 
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2.3.3 Teorema - Se_ja E um e.-6paço (OFC) com a p!top!t-i_edade_ de. aptwxim~ 

c~o. SejaM c E um ~ubr~paço de dimcn~~o 6ir1ita c 6e.ja Q um abeJtto 

pscudoc.onvexo rn1 E. E~ttão a apficaçCiu 'l.c.-stJtiçãl' 11(~- 1 )--- H( r~ n M) é 

~obJteje:tiva. 

Demonstração -Se G ê um aberto pseudoconvexo em E, segue da Propos! 

ção 2.2.5(d) que n n M é um aberto pseudoconvexo em M para cctda 

subespaço M de E de dimensão finita. Assim existe a E A tal que 

\1 n M = n- 1 {'" (rl n M)) e ·rr (11 n M) é um aberto pseudoconvexo em E 
a a a a 

Seja f e H(n ~ M), afirmamos que existe fa e H(na(n) n n (M)) tal 
a 

que f = f 011 • De fato, basta definir f (X) = f(x) para x e rl n Me a a a 

x = na(x). Sendo f uma função G-holomorfa, segue que fa e G-holomor 

fa em ·· ( 1' ,. M). Como " (1: "M) ,- '' (1.') r: ;r (M) e as funçOes G-holo 
1\ n u •t 

morfas em n (~1) r -·· (M) coincidem com as holomorfas, temos que 
a '" 

fa E H(na(n) n Tia(M)). Segue do teorema 1.2.2, que para a c A exis-: 

te i c I tal que o seguinte diagrama 

" 
E 

a 
E a 

~i 
Á 

c c i B 

' 

'" ' 
EB 

_, G, 
B, 1 

1 

ê comutativo. Dai fa o C; c H(Ci 1 {!ia(ll) n rra(M))). 

Como C~ 1 (TI (.o)) ,, ,, , ( M) ' C 1 (" ( <:) n ,, ( M)) e C 1 (" (o)) n o, ( M) e 
l l'i 1 1 ll . l:t 1 lt 1 

um aberto pseudoconvexo em um espaço normado G; com uma base de 

Schauder mon6tona, segue de um resultado de Gruman-Kiselman [6], que! 

a aplicação restrição H(c~ 1 (TI (o)))~ H(c~ 1 (TI (o)) no,(M)) e sobr!< 
lCl lD 1 -r· 
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jetiva, i.e., existe f; e H(C: 1 (n (n))) tal que 
1 a 

se x (_ 

f;l 1 =foC. 
C~ ( " ( 0) ) ,. ,, . ( M) 0 1 

1 L\ 1 

Agora, como o1 (rl) c Ci 1 "rt(~). temos que f 1 oa 1 E 

0 o M temos que o.(x)' C~ 1 (, (c.)) o a
1
.(M) 

1 1 a 

H( o) . l\ssim, 

e f.(a.(x)) =f oC.oo.(x), ou ainda, f
1
.(a

1
.(x)) =f on (x) = f(x). 

11 all aa 

L o go , e f 1 oo1 1" =f. 
'" n M 

ou seja, a aplicação restrição H(n) ~"~H(~~ 11M) é sobrejetiva. 

§4. Aproximação de Funções Holomorfas em Espaços {OFC) 

2 .1. Definição - SejJ K um subconjunto co1n1Jactn de um e.l .c. E. 

Cons-~deremos o conjunto LIH(U). Duas funções neste conjunto são equi_ 
U" K 

valentes se elas coincidirem em alguma vizinhança aberta de K. Cada 

classe d2 equivalincia ~ o genme de uma 6unc~o hotomon6a em K ou geh­

me holomo~6o em K. Indicaremos por H(K) o conjunto de todos os ger -

mes 10lomorfos em K. 

o teorema 2.4.2 melhora um resultado estabelecido por Mujica [14]. 

2.4.2 Teorema 

maç~o. Seja r um eonjunto ab~4to p6Cfldoe,,llvexo de E e 5rja K um 5ub-

. 
KPs(Ci) = K 

En~~o pa~a cada g E H(K), exih~em um eonjunto abe~to W com K ~ W ~ n, 

e uma c5e.quênc.-i.a (f ) c H(<:J) -tal qu.e. g E H(W) e a .6e.qu.ê.nc.ia (f ) c.onve.Jt 
n n 

ge pa.!ta g uni6onmemente 6obne W. 
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Para demonstrar o teorema precisamos de alguns resulta-

dos prévios. 

Seja E um espaço (DFC) com a propriedade de aproximação 

Seja Q um aberto pseudoconvexo em E. Entio n i2 uniformemente aber­

to, isto e. existe uma seminorma contlnua a sobre E{sc(E)) tal que n 

ê a-aberto. Se a E sc(E), indicaremos por E o espaço normado 
" 

a aplicação quociente e \l = n {n). 
a a 

Por 

um resultado de Dineen [4, Lema 1.1 e Lema 1 .2], sabemos que na e 

um aberto pseudoconvexo em E
0 

e n = 

conjunto 

A= {~ E sc(E): n ê a-aberto} 

Indicaremos por A o 

Se f E H(.0), então para cada x <é 0 e n E 1'11 indicaremos 

por Pnf(x) o n-~simo polinõmio homogêneo na expansáo da si2rie de 

Taylor de f em x. 

Para K' e V E, indicaremos 

li f li K supilf(x)l: x' Kl 

e 

K,V supiiP"f(x)(a)l: x' K, a c Vl 

Denotaremos por 

H (o) = {f ' H(O): jf ' H(o ) , f = f o' l a a a l't a 
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H (c) = 
u 

lJH (o), " a 
acA 
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p s c ( Q) "' u p s c rt ( íl.) 
U rt r:_ A 

U=:U 07! } 
a a 

E claro que Psc (n) c Psc(n). Sabemos que H(o) = H (o) para cada do 
IJ u -

minio pseudoconvexo em um espaço (DFC), mas nao usaremos este fato. 

Conv~m observar aqui, que se 0 ~ um aberto pseudoconvexo 

de um espaço (DFC) então -llHJ d'xGP:;l_ ( .:) p,l~'d todo 'tGA. 
' u 

2.4.3 Definição - Seja n um conjunto aberto de um e.l .c. E. Um sub­

conjunto aberto U de n tem phoph~edade (P), se 

2" L ' 

( p : ; 

Lp (e~) ' U para todo L'' U" 
s 

Exemplos - Seja ~ um subconjunto aberto 

( a ) cada conjunto aberto convexo 

( b ) se f Ps ( n) então o aberto 

:1 = I X • Q : f ( X ) < c I 
c 

tem propriedade ( P) par a cada c ' JR. 

de um e. 1. c. E 

v c o tem propriedade 

(c) sejam U e V subconjuntos abertos de ~' com a proprie­

dade ( P). Então U n V tambem tem a propriedade ( P). 

(d) sejam F um e.l.c., ~ u~ aberto de F e Te L(E,F) tal 

que~ = T- 1 (~). Se V e um subconjunto aberto de l: com a propriedade 

(P), então U =T-I (V) e um aberto de Q com a propriedade (P). 
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2.4.5 _1ema - Se_ja E um e_<Spaço (DFC). Seja ;1 um abrzJt-to póeud(rc.onve.-

xc· d\.' E c ::,\.'ja K u11r 5ubc(lnjuut(• C('IIIJJnc{(• de ·.1 ta.r que 

KPscu(o) = K • 

Ent~o palta cada conjunto abeJtto W, com K c W c Q, ex~6tem um conjun-

to abento V , com K c V c W, e a c A ctat que V 

11 • 
a 

onde. V 
" 

Demonstração - Seja K cc; Q com KPsc ('-•) == K e seja a E A tal que 
u 

K c {x E n: d~(x) ., 1 J 

-e 

Seja L = I'(K) 11 i X 11: ::1: d:~(x) ~ 1 J, onde r(K) ê a envol 
I 

tõria convexa de K. Entiio L -e um subconjunto compacto de 0, e con-

tém K. Seja W um aberto de E tal que K c W '- 1.1, Como K = KPsc (n) , 
u 

para cada a E L \W existe uma função f a E Pscu('") tal que 

e f
0

(x) ' O para todo x' K. 

Como L \W é compacto, existem f 1 ,f2 , •.• ,f
0 

G Pscu(n) tal 

que 

e 

fk(x) <O para todo x' K e k=1 , ... ,m 

n 
L\W c U lx ' O: fk(x) > Ol • 

k = 1 

Seja f= sup!f 1 ,f2 , ... ,fm,-log d~l Então 

f(x) < O para todo x E K 

r ( K ) lx c'!: f(x) 1 OJ w 
( 1 ) 
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e f,: Psc (~?),para algum r·:' A, 1:~ ~ n. Afirmamos que existe y' A, 

y ,;. a e y e tal que 

(r(KI+NI,Ix 
y 

'I: f(xl $Oi,_ W I z I 

onde NY = lx " E y(xl < 1 l • De fato, se não existir y ( A satis-

fazendo (2), então para cada y ~a e y ~ B podemos encontrar 

XYE(EIWI n(r(KI+NI 
y 

n {x ' 0: f(xl ~ Ol 

Para cada y E A, escolhemos y E r(K) tal que x -y E N . Como r(K) 
y y y y 

e compacto. podemos ter, tomando uma subrede se necessário, que (yy) 

converge para y c r(K). Como (x -y ) converge a zero, temos que 
y y 

(x ) converge para y, e assim 
y 

y , L 1 w ', r ( K 1 " 1 x , :,': r I x 1 u r • 

Mas isto contraria (1). Isto prova a existência de N , y ~a e 
y 

> 13 satisfazendo (2). 

s 

V = (I'(KI + N ) n {x " o: f(x) < 0) • 
y 

Então ,9 (1) e {2), segue que K v ).: e do exemplo 2.il.4 (c) segue 

que tem propriedade IPI. Como y E A e y ~ B , existe f E H(n ) 
y y 

ta que f = f O'T • 
y y Seja 

Segue do 

v\ = " ( I' ( K I I N I " I X y y 

exemplo 2.4.4(dl que V tem 
y 

:':f(xi<UI. 
' y 

propriedade ( P I . Alêm disso. 

c ( K) 
a 

cVycn eV=c- 1(V). 
y y y 

Isto co~p~eta a demonstração. 

SeU e um aberto de um e.l.c. E, denotaremos por H~·(u) 

o espaço de Banach de todas as funções holomorfas e limitadas em U, 
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com a norma do supremo. 

2.4.6 Lema - Seja E um e.t.paco (DFC) c.om a phoph{edade de apJtoxinw-

-cau. Seja Q um conjunto abchto pó~udueunvexu de E e 6eja K um õub-

conjunto de n tal que 

KPsc(o)=K. 
u 

Ent~o paJta cada g c H(K), exi6te.m um conjunto abe.,to W eum 

K c W c l, 1w1a -5rm-ÜtoJtma ., "A, c uma 5l'qttênc<'_a (fn) c 11 I - l 
u 

qu_r_ g r:: H(W) e (fn) c.o11vrhgr pa:w g uviJ.~c·wa'riiC!Itl' ':ldlftr.! W~ 

t ({ (_ 5 

Demonstração- Seja g c H(K). Pelo Lema 2.4.5, podemos supor que g 

~ holomorfa e limitada sobre um subconjunto aberto v. com 

v= ,· 1(v) onde 
'.t 'X ' 

r_L E A, V ê um subconjunto aberto de E , " . 
Krr "a(K) c·.:: Vrt '- ()u' e Vrt tem propriedade (P). Segue do teorema 

de Liouville 

, H(V ) • 
a 

que g pode ser fatorada na forma g = 

Seja V.= C 1(V) onde i= (a,G) '- I 
1 1 a 

g 011 , com 
a a 

e C. c L(G. ,E ). 
1 1 Ct 

Entio Vi c "i e segue do exemplo 2.4.4(d) que Vi tem propriedade (P)j 
' 

Como q , H( V ) , temos que n nC. • li( V.). 
- ,j ·~ :; \t l l 

[ 

')--··/·/ 
~ 

9., 

v c E ú E v ' a 0 

·~ 
" 

//c, 
v i c G. 

1 
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Por um resultado de Mujica [15, Teorema 2.1], existe uma 

em H( o.) 
l 

que converge para 9,~uci em (H(V;),t
0

); on-

de t
0 

denota a topologia compacto-aberta. Portanto, a sequência 

y- 'f l , n, n E 10 e limitada em (H(Vi),to). Como G; é um espaço norma-

do, temos que a sequênciaJ.( ê uniformemente limitada sobre 

Ki + 2B;(O,r) c ~~i, onde B;(O,r) é uma bola de centro zero em G. e 
l 

K.=o.(K). 
l l 

Dado E >O; escolhemos r' >O tal que Mr,/(1-p) < E, onde 

M >o e uma constante tal que 11 f~ll K.+ZB.(O,r) , M, para todo n E N. 
l l 

Pelo teorema 1.2.2, existe J "" (rt' ,l:i') '- I tal que a 

aplicação ó~: G .---+ G. ê precompacta. Então existe um conjunto fi-
l J l 

nito Aj c Bj(0,1), onde Bj(0,1) ê a bola unitária do espaço normado Gj, 

tal que 

onde c B (O,r). 
l 

{fio~~~: n' :Nl. Seja V. 
n 1 J 

I ~ i J ) . ,,,. c.unverr:Je para 
n n 

(q •. c ..... J) ern (II(V.),·, ). 
. t l 1 J o 

·'· J ,, . ) = K i . 

' j)-1 ) 
o \ .. . ( v . . 

l l 
E n t á o 

Se]·a K. ooc.r.(K) 
' .l J 

Afirmamos que os es~cos (II(Kj~Bj(~,1)),T 0 ) eH"'(Kj+Bj(O,l)) 

indu zen· J mesma topologia sobre:>." Se rJ,,'i~ '.'!/ .• entào segue das 
n 1 

fÕrm~las integrais de Cauchy que: 
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~ li f~ li 
... 

[[f~[[ K +A 
1 1 

+ I li Pmf~[[ 
m=1 Ki+Ai,oBi(O,r) 

~ li f~ li K.+A. 
1 1 

+ y,,m[[f~[IK.+A+B(Or) 
m= 1 1 1 1 ' 

li f~ li K.+A. 
1 1 

Como (Mü)/(1- P) • c, segue que 

..... 
{ f ( ,/{: [[f[[K+A' 

J J 
c ) ' { f 

+I ,m[[f~IIK. 
m= 1 1 

+ (Mi')/(1-•'). 
+ Aj 

[[f[[ K.+B.(O,I) 
J J 

~ ,-' 

Aplicando este argumento para._;(\f
0

, onde f 0 '-- _ _,·?',obtemos que 

[[ f-fo [[ K +A. 
J J 

e assim a afirmação está provada. 

Se colocamos fn = f~o~~oaj, entao fn • 11 8 ,(!!) e (fn) 

converge para g uniformemente sobre W;;; aj 1(Kj+Bj(0,1)) -' K. 

Portanto para completar a demonstração do Teorema 
-

2c l. 

2.4.2 e suficiente provar que KPs(,·) = KPscu(:.>) para cada conjunto 

subconjunto compacto K em 12. Isto será provado no Lema 2.4.9. 

2.4.7 Lema- Se.ja E um 12-bpaco (DFC) c.om a phop!Li.c.dade_ de. ap-'l.OXHra-

ç~u e óeja n um conjunto abe~to ~óeudueonvexo c"r E. Ent~o ex~~te 

I a I -' = U ~:n 
n" 1 

(b) pafta cada n c Jll , ex{_-::,tc Wn c V(E) tal. que 

(~)H u (o) + w n c " 
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Demonstraçâo - Seja i = (u,~) r tal que ~.~ um a-

berto pseudoconvexo em G;. Por um resultado de Gruman-Kiselman [6], 

temos que 'l; ~ o dominio de exist~ncia de uma funçao holomorfa. Ag~ 

ra, segue de um resultado de Dineen [4, Lema 1.5] que existe uma se­

quência crescente de conjuntos abertos (n~) tal que 
1 

I I ) \(. ::: 
1 

w 

u I~ 
n= I 

(2) Para cada n ( ~ existe W~ r V(G;) tal que 

"' 
Portanto, 11 = U ~;n 

n =I 

E " , E 

" I ~ui 1 ~i 1', l 

E I~ 

S . n B-l(o") eJa n 6 = . •·· . 
1 1 

A i r1namos que: 

Sejo:'l X c 

• , G. 
B. 

1 

1 

Então B~ 1 (o.) = 
1 1 

./".. 
(o~)H(o.), 

1 

fE:H( 0 ;) 

suplfo8.(yll 
y r C1~ l 

entao 

suplfltll 
t (r;.:~ 

~ Portanto, s
1

(x) t: ( 0 ;)H(Ci.) Em particular, para cada n. "- J.!, encon-
1 

tramos w8 = s: 1 (Wn) • V(E ) tal que 
n 1 1 13 

c 8: 1(.,.) 
1 1 



r-~ gora, como :n - I n 
=vi(q;)= 

./'--. 

"11 ( 1 n I 11 ( 11 I I c 
11 
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- I ( n I -, :l 
. I' -· ·.· , 

' " 
~ 

n 

temos que 

( •. ,lll("-1( 
" · . I I 1 1 

Em oarticular, para cada n c ]\!, encontramos Wn 

que 
A 
( n n ) H ( 'l ) + W n c 11 

u 

2.4.8 ~ma - Se.ja E um e.~paço (DFC) c.om a p!LopJt{.e.dade de ap!t.ox.-i..ma 

ç~o e ~cja Q un1 conju11to abc11.to pAeudocotlvexu em E. Então 

pana cada K cc 0 . 

uemonstração - Como RH (:;I) · l'(K) , onde l'(K) ê a envoltÓria convexa 
u 

de k, e r(K) ê compacto, uma vez que E ê completo, ê suficiente a -

plicar o Lema 2.4.7. 

Demonstração - ' suficiente mostrar que KH u ( 11 I 
c 

K P' ( , I . Seja a ' Q 

~· 
com a 1 KPs(ol· Seja L = ( K " la I I P ( o I Pelo Lema 2. 4. 8, L '' \1 • . 

se 
li 

Por um resultado de Mujica [14, Lema 11.2], existe g c H(L) tal que 
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I g ( " l I 

Pelo Lema 2.4.6, podemos encontrar f e Hu(0) tal que 

Portanto a <i 

mente. 

lf(all > suplfl 
K 

e a demonstraçao est~ completa. 

Agora, a denJonstrJçao do Teot'EIIlJ 2.4.2 segue imediata-

2.4.10 Observação - Usamos os resultados de Gruman-Kiselman [6] e 

Mujica [15, Teorema 2.1], os quais foram provados para espaços de 

Banach ou espaços de Frêchet com uma base de Schauder, mas estes re-

sultados permanecem válidos para espaços normados ou metrizãveis com 

uma base equi-Schauder, e este e o nosso caso. 

oüo 



CAPITULO !!I 

DOHfNIOS DE RIEHANN SOBRE ESPAÇOS (DFC} 

Todos os espaços localmente convexos (e.l.c.) deste capltu­

lo serao supostos Hausdorff e complexos. 

§1. Oominios de Riemann 

3.1.1 Definição -Seja E um e.l.c. Um par (Q,p) ~um dcmlnio de 

Riemann ~obne E, se 11 e um espaço topo16gico de Hausdorff conexo e p; 

-e um homeomorfismo local de\' em E. 

Se p ~ injetivo, o dominio (·,,p) ~ chamado cfc,m71Jio rlc ttma 

3.1.2 Definição Sejam E e F e.l.c. Sejam ": E: -'~- F uma aplicacãd1 

linear continua, e (\2,p), (~,q) dois domlnios de Riemann sobre E e F 

respectivamente. Uma aplicação contlnua J: 0 __ ,.L: ê um n-m{•·'l~i,:.mo~. 

I 
se qoJ = o:op, No caso em que e a aplicação identidade sobre E =F\. 

dizemos que J ê um monniórno. 

! 
Seja (l':,p) um domlnio de Riemann sobre um e.l.c.E. Se a l i1 

e A c E. denotaremos por a+A o conjunto 

a+ A o [piWJ-I (p(a} +A} 

onde W ~um subconjunto aberto de !l tal que PIW ~um homeomorfismo. 

a E \1 e p(a) +A c p(W). Se A"' {s}, denotaremos a+ {s} por a+s. 

Se B c "',então B +A o U (b+A}. 
b B 



- 34 -

3.1.3 Definição - Seja (~~.p) um dominio de Riemann sobre um e.l.c.E. 

Uma função f: r1 -~ 11: ê ho.torrwhóa em n, se fo[piWJ-l é holomorfa em 

-p(W) para cada subconjunto W de \~ onde p e um homeo1norfismo. 

Denotaremos por H(n) o espaço vetorial de todas as aplica-

ções holomorfas f: 11 __ ,!C. 

Seja f "H('1). Então para cada x E n, existem polinômios 

contlnuos n-homogêneos P"t(x): E--+ [ e V f V(E) tais que X+ V c:\? e 

f (X+ a) 
"' I P"f(x)a 

n=D 

uniformemente para a E V. n n 
Se definimos Paf(x) = P f(x)a para a , E 

e X E Q, 
- n 

entao Paf E H(n) para cada n E Jll e a c E. 

Para cudd X ;,', escrevemos 

11 fll X= sup ljf(xll: x 'Xl. 

Para cada n r~ , X c o e A c E , escrevemos: 

11 Pnfll = sup I!Panf(xll: x c X, a' A}. X , A 

3.1.4 Definição -Seja (n,p) um domfnio de Riemann sobre um e.l.c.E. 

Seja u. r_ sc(E), definiremos a 6unção di.0tâ!1eia, d~: 
' 

Q ----+ 

s guinte maneira: 

d:·~(x)=suptr>O 3 um aberto U ern :.; com x '- U tal que pjU:U -~ B~(p(x),r) 

-e um honreomorfisrnol 1• :O! 

onde BE(p(x),r) e umao-bola. (Ver definição cap. li). 

A função d~ ~ continua sobre n Se d~(x) > O, então para 

cada r c (O,d~(x)] existe um Unico conjunto, que denotaremos por 

B"(x,r), contendo x tal que p: B~(x,r) ~ B"E(p(x),r) e bijetiva. 
I! " 
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Sejam A c 12 e a F sc(E). Definiremos d~(A) por 
' 

d~(A) = inf(d~(x): x c A} 

Para X c~ e H c H(~), definiremos 

XH (x c O: if(x) I é 11 fi I X para cada f c H} 

3.1.5 Definição - Seja (li,p) um domlnio de Riemann sobre um e.l.c.Ej 
' 

Então: 

(a) Dizemos que (n,p) ~ met4{camente ltcloma46icamente 

convexo, se para cada compacto K de ~ existe a ~ sc(E) tal que 

(b) Se E~ quase-con1pleto, dizemos que (·:,p) ~ ht,flJm!Jk6ical 

mente convexo, se KH(n) ~ compacto para cada compacto K de n. 

' (c) Dizemos que (>~,p) ê hofomuJr.6ic.amewte :,~::pakado, se dado1· 

x,y c ,, com x "y, existe f' H(D) tal que f(x) "f(y). 

3.1 .6 Definição -Seja A um conjunto de funções holomorfas 

11um don1inio de Rie1nann (1:,p) sobre um e.l.c.E. Entao, 

! 

defini dai; 
! 
' 

(a) Um morfismo j: \ 1 ----....~- ): de domínios ele Riemann sobre E e
1 
! 

uma con~inuac~o analltiea óimuttanea (c.a.s.) de A, se cada f E A se 1 

fatora analiticamente atraves de j, isto ê, para cada f, A existe 

f' c H(I) tal que f'oj =f. 

. . 
(b) ~ e um A-domZnio de holomoh6ia, se cada c.a.s. de A e 

Uffi isomorfismo de domlnioS. :>e Um dom:Zni.__o de /ui{'_(lr/JOlL:Íia, Se i"; é um: 

H(' 1 )-domfnio de holomorfia. O e um d0n1it1io de cx;6t~ncia de uma fun-

ção f E H(J), se l é um {f}-domlnio de holomorfia. 
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§2. OoJ11lnios de Riem~nn Pseudoconvexos 

3.2.1 Definição - Seja (~.p} um domlnio de Riemann sobre um e. l.c. 

E. Uma função u: '1 ---.- [-"',+'-") ê piuJr._{_oubhaJt.mÔn_{_c_a, se uo[piWJ- 1 é 

plurisubharmônica sobre p(W) para cada subconjunto aberto W de~l on 

de p e um homeomorfismo. 

Denotaremos por ~-?J.:::l o conjunto de todas as funções pl urj_ 

subharm5nicas sobre n e por Psc(n) o conjunto de todas as u l Ps(~) 

que são contTnuas. 

3.2.2 Defini cão - Seja (n,p) um domfnio de Riemann sobre u~ e.l .c. 

E. Definiremos uma função 

( x , a ) ( ~~ x E - • "; ~~ ( x , a ) r ( O , + '" 1 

por 

suplr>O 13 um conexo O e.. 'com x "O tal que 

P 1 
0

: D - · DE ( p ( x I ; a , r I ê um homeomorfismo} 

onde DE(p(x) ;a ,r) (p(x) +'a: \' [ 1\1 , ri, 

A função ó (x,a) ê semicontlnua inferiormente 
<' 

3.2.3 Definiçdo- Seju (),:,!J) um domínio de Riemann sobre um e.l.c. 

E. Dizemos que (n,p) ~ p~eudoconvexo, se a função -log6
0 

~ plurisu~ 

harmônica sobre n x E. 

Para cada X c n e P c Ps(n), definiremos 

sup u(x) 
xcX 

para cada u E P}. 
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Então, X c XPs(o) c XPsc(o) c XH(n) para cada X c r>. 

Enunciaremos a seguir um resultado que nos fornece várias 

caracterizações de pseudoconvexidade 

3,2.5 Proposição - ([19]): S~ja (n,p) um domZnio de Riemann 1ob~e. 

u.m e..t.c.. E. 

(a) ~ ~ p~e.udoc_onue.xo 

I b I .'.'cl1a cncla X , l~ ~~E sc(E) 

I c I l,n'u! e11d(1 Kc.c.' .. ', t'~IS(t• ·tE. s c I r I 
A_ 

t I' d'' I K ) o (\(i(!l' I)' :.I p s ~,/ 

- 1 I I -(d) p M e_ p-ae.udoc.onvcxo pa'La cada ._sube_6paço M de d.i_rrrcrt-

.'lãti ~iiH'ta de E. 

3.2.6 froposiçao- S~Ja 'I um abc~-tu de um e.t.c.E. Cun~idehenro~ a& 

.Sl'~lllittf('.\ Cl'f'ltfir;t.;l'~; 

(a) 'l ~ um domlnio de. e.xiAt~n~ia 

(b) ~ e um domlnio de holomo~6ia 

I c I -n r holornr~&ieamente convexo 

E11tão (a) I b I 

I c I ' I dI ' I c I 
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§3. Domlnios de Riemann sobre [spaços (DFC) 

um l:'-5paço (DFC) E C.MIT a p!roptti.edadr_ de aptruximaç(it, c Ct•m uma Jlt•-·ww 

cont2nua. Seja [Gi) a 6am2lia de e~paço~ nonmado~ com uma baje de 

Sc.haud~~ mon6tona dada pelo Teunema 1.2.2. Ent~o exi6tem um domlniu 

* de_ R,ie.mamr p::.t:.udoc.oiH'CXO (q;,P;l -::.ub!Lc_ ak'.gwn G. 
l 

e um a i -m(•k~i._6mo 

* oi=\: ----+rl;, onde o; r: L(E,Gi). 

Seja E =F~ , um espaço (DFC). Nachbin provou em [17], que 

E ten1 uma norma contlnua se e s6 se F~ separâvel. 

Demonstração do Teorema 3.3.1 -Seja E um espaço (DFC) com aproprie-

dade de aproximação e com uma norma contlnua. Seja (\1,p) um dom1nio 

de Riemann pseudoconvexo sobre E. Schottenloher provou em [22], que 

c1 é um espaço de LindeHH. Então, existe uma sequência (an) de normas 

contínuas sobre E tal que 

o = o n= I 
{ X (, rJ 

.. 
Mujica provou em [14] que para cada sequ~ncia (an) podemos 

encontrar a ~ sc(E) com E a ~ a para uma sequência (E ) conveniente. 
n n n 

(: > o . 
n 

Consequentemente, d~(x) > O para todo x 
J 

a e uma norma. 

t claro que 
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Seja ·; o domlnio de Riemann ') munido da topologia gerada ,, 
por 'J .• Isto ~. (~ ,p ) ~ o domlnio de Riemann pseudoconvexo sobre 

'J <t 

o espaço normado (1- ,~t) = Eit. Segue do Teorema 1 .2.2, que para tal 

'~, existem e c sc(E), e um espaço normado G; com uma base de 

Schauder monOtona tal que o seguinte diagrama 

e comutativo. 

Sejam 

* 

* 
~-

1 

p.; :c.-~ G. 
l l l 

* Ci(x,a) "x. 

I a E ___ ___:::___ __ , E 
a 

G. 
l 

tal que p.(x,a) "a 
l 

Vamos * munir c .. i 

* 

com a 

e 

c.(a)l 
l 

~apologia produto. 

* 

tal que 

Então P; e um 

homeomorfismo local de 1: em G1 ' isto e, (qi ,p;) e um domlnio de 

Riemann sobre o espaço G. 
l 

* -e C; e um C;-morfismo. Consequentemente o 



seguinte diagrama 

P· 1 
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* c i 
o*~.----------------+ 

1 

G .·--------------~ E 
1 a 

c i 

* e comutativo. AlEim disso, C. e uma aplicaçào sobrejetora. 
1 

tidade. 
Então, L1">! 

1 

-

Seja a*. i . 

* aj(x) o (I"(x), 

-

* O. 
1 

definida da seguinte mane1ra 

cr
1
.p(x)), onde r*: n-+ n e a aplicação iden-

\( Ci 

e um a.-morfismo. 
1 

Consequentemente, o seguinte diagrama 

p 

Q --- * --------~ ~~. 

E ------=-----~ a. 
1 

1 

G. 
1 

p. 
1 

e comutativo. 
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Agora, para completar a demonstração do teorema basta pro-

* - * var que ;;i e pseudoconvexo. Seja K um subconjunto compacto de Qi . 

* Então C.(K) ê um subconjunto compacto de~ . 
1 ~ a 

Como r. ê um domlnio 
a 

a * pseudoconvexo, temos que d" (Ci(Kips(•,J 
1

1 >O 
a a 

Agora, 

L o go , 

Afirmamos que: 

ao C. ~ 

d * 1 ( KP s (o~ I I ~ 
o . 1 

1 

De fato; seja x 

a * 
r" d,, (C;(xll, então existe 

a 

,, * 
P: B0 (C.(xl,rl ~··• 

a · 1 o 

> o . 

Entáo 

a * 8, (C.(xl,rl 
'.. 1 

,ç; tal que ,, 
a 

'" * BE (P C.(xl,rl 
a 1 

a 

Agora, seja 

* 1 a. * * ê uma bijecão. Consideremos (C 1- [Bn (C.(xl,riJ em o. e p
1
. 

1 H 1 1 
restr~ 

a 
to ~ esse conjuJlto. Não ~ diffcil provar que 

* - 1 - (t * -11 . : ( r . I 1 r, . ( r . ( x l • ,. l 1 
1 \ ), 1 

a 

r1 n C . 
---> ll ,. 1 

( 11 . ( x I . r I 
~ . I 

1 
t:u;C. 

d. 1 (x)'r Consequentemente, 
aoC. 

d.
1

(x) 
•• -' i 

para cada x ' Assim, 

nio pseudoconvexo. 

-
e un1,1 bijcç;lo. 1\ssim, 

* • 
'd" (C.(K * )) 

\,) 1 p s ( \! . ) 
a 1 

> o e * 
~L 

1 

-e um 

> o 

dom l-I 
' 
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Seja (~.p) um domlnio de Riemann pseudoconvexo sobre um es-

paço (DFC) com a propriedade de aproximação e com uma norma contlnua. 

Schottenloher provou em [22], que existe a E sc(E) tal que d~(x) > O 

para todo x c D. Como E tem uma norma continua, estaremos supondo 

que a e uma norma contlnua sobre E. Seja Q o dominio ~ munido da 
" 

topologia gerada por a. Seja ((2 ,p ) o domlnio de Riemann pseudoco~ 
u. '.l 

vexo sobre o espaço normado Ea. Seja 

A {normas contlnuas a sobre E: d~(x) > O para todo x E íl} 

O Teorema a seguir responde parcialmente a uma questão colo-

cada por Schottenloher [22]. 

3.3.2 Teorema - Seja (0,p) um domlnio de Riemann pseudoconvexo so­

bre um espaço (DFC) com a propriedade de aproximação e com uma norma 

contlnua. Para cada subespaço de dimensão finita M de E, a aplicação 

restrição H(n)--+ H(p- 1 (M)) é sobrejetiva. 

.Q_emonstraçâo Seja f' H(p-
1

(M)). Entao para cada x, p- 1 (M) exis-

tem polinõmios n-homogêneos contlnuos Pn f(x): M-,. ([. e V - V(M) 

tal que x +V c p- 1 (M) e 

f(x + a) I P"f(x)a 
n=Ü 
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uniformemente para a ~ V. 

Seja r~ c A. Vamos considerar M munido da norma a restri 

ta aMe V ~ G~(O,r). 

Então 

Pnf(x): (M.~) -• [ 

sao os polinômios n-homogéneos continuas e 
00 

f(x+a) ~ L Pnf(x)a 
n~O 

uniformemente para a ( B~(O,r). 

Denotaremos por p- 1{M)a o dominio de Riemann pseudocon-

vexo sobre o espaço normado (M,·1), (Ver proposição 3.2.5 (d)O 

Para tal ~ ( A, sabemos do Lema 1.2.7 que, existe um es~ 

paço normado G; com uma base de Schauder tal que o seguinte diagrama 

e comutativo. 

E 

I 
" 

-----~+E 
a 

"· l 

* Pelo teorema 3.3.1 existe (ll.,p.) 
l l 

dominio de Riemann 

pseudoconvexo sobre G. tal que o seguinte diagran1a 
l 
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c 
~ * o. 

~-
1 

E 

* 
~~oi p·: . . 

I I 1 ...... .,. * I ~G. 

" a 

l~ 1 

ri i (I) 

// 
E_~,. C; / . a 

:, ;:· * c. 

L?" 1 

o 
a 

e comutativo. Temos entào o seguinte diagrama 

* 
p-1 (M) -- .. 

I 
" ···------+- p - 1 ( M I 

a 

I 
p 

a 
p 

M 
I 

a 
comutativo. 

* Chan1aremos de f 
'-'· 

" f I 1 , ou seja r - r ,,[ 
- ( M ) '' a 

p " 

Seja o1(M) o subespaço de .dimensão finita de G1. Entào 

p-~ (<Ji (M)) e Ulll domínio de Riellldl\tl sobre oi U1), o quul 
. 
e pseudoconvexo 

(ver proposição 3.2.5 (d)). Do diagrama (I) temos que: 



M 

( M '" ) 

/'~ 
p-1 (MJ ~--·· 

a 

* 
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u* 
l 

~ 
"' 
G. ( M) 

l 

/ -~-

/ c i ---------

----------------------------* c. 
l 

* Assim f oC. (_ 
" l 

Como (!,.'.,p.) 
l l 

~ um dominio de Riemann 

pseudoconvexo sobre um espaço normado com uma base de Schauder mon~i 

tona, temos por um resultado de Hervier [7] que a aplicação restric~c 

* -I H(0.) -> H(p. (o.(M))) 
l l l 

-e sobrejetiva. Logo, existe * f.cH(\1.) 
l l 

f.lo~ 1 (o.(M)) 
1 ' l 1 

. , 
o f od. 

o. ' l 
tal que 

AgO)'õ, f.ou~ ' H (i') e se X p -I ( M) entao u' ( X ) ,j(p-I(M)) - I I I ' p . ':1. ~ 
l l l l l 

* * 
I 

L o 9 o , fit'oi(x) - f r>C .on~(x) f ,<] ( X ) o f ( X ) . I~SSÍITl 
',. 1 I 

. 
e sobrejetiva. 
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§4. Aproximaçao de Funçoes Holomorfas e1,~ Domlnios de Riemann sobre 

Espaços (DFC). 

Se K e um subconjunto compacto de um domlnio de Riemann 

(0,p) sobre um e. l.c.E, indicaremos por H(K) o conjunto de todos os 

germes holomorfos em K. 

bnr um e.~paco (DFC) E eom uma no~ma eontlnua e com a p~opnie.dade. de 

np'!c•ximaçtltl, " K Erttão pa!ta 

c.ada g E H(K) e.xióte.m um conjunto abe_fLto W c.om K c W c r2, e uma .6C.-

qu~nc.ia (fn) c H(O)tai6 que g e H(W) e a 6equ~nc.ia (fn) c.onveltge 

pa'ta g uni5o~tme.mente. sobne W. 

Precisamos de alguns resultados antes de demonstrar o teo-

rema. 

Seja (~.p) um domlnio de Riemann pseudoconvexo sobre um es­

paço (OFC) E com a propriedade de aproximaçao. 

" Seja A = tnorma continua (t sobre E: d 1 ~(x) > O para todo x c 11}. 

Convêm observar aqui que cada u Psc(D) ~ ~-contfnua para algum 

a A e cada f E H(o) ê a-continua para algum a E A. 

e~paco (DFC) E eom uma nokma eantZnua e eom a p~cp~icdade de apnoxi-

maçao. 

00 

(X ) de ab~hto6 e~1 ;• c 
n 
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Demonstração - Seja (G.) a famll ia de espaços no~'mados com uma base 
--------- l 

de Schauder dada pelo Teorema 1 .2.2. Segue do Teorema 3.3.1 que e-

* xistem um dominio de Riemann pseudo convexo (I.! i ,p;.) sobre algum G;, 

e um o.-morfismo 
l 

o~: 
l 

p 

-e comutativo. Muj i c a 

* n -----+(' " ' . 
l 

tal que o seguinte diagrama 

E 

* ------~\l. 

l 

G i 
o. 

l 

Q. 
. l 

provou em [ 1 6 , Lema 
* 

2. 6] que existem 

-

uma se-

( X i ) quência crescente de abertos . ~I . , e uma sequencia n l 

( v i ) c V ( G. ) ta l que n l 

m 
* X i xl vl X l 0. = u e + L par a cada n . 
l n =I n n n n+l 

Agora, basta tomar X (o*)-1 (X i) v - I ( i ) para cada n. = e = u . v 
n 1 n n 1 n 

3.4.3 Definição Seja (C,p) um domlnio de Riemann sobre um e.l.c. E. 

lima se()uência X = (X ) 
n 

admih~Iuel de 0 se ~~ 

tal que 

X + I X n n n+l 

de COnjuntos abertOS de '' f? Ulllô 

(j Xn e se existe uma sequência 
n = 1 

para cada n . A famllia 

11 f li X'~ para cada nl 
n 

(V)•V(E) 
n 

-e chamada a dM<'>P ~LegulM associada com a cobertura admisslvel X. 
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* 3 4.cJ- Exemplos- (a) Seja C';•P;) um dcmlnio de Riemann sobre um 

espaço normado com base equi-schauder. Entào a sequência 

(demonstração do lema 3.4.2) ~ uma cobertura admis-

< • s 1 v e · . Denotaremos por 

A o ( f 
x1 

* H ( '' . ) : 1 li f li x1 
n 

para cada nl 

classe regular associada com a cobertura admisslvel Xi 

(b) Seja (n,p) um dom1nio de Riemann sobre um espaço (DFC) E 

com uma norma cont1nua e com a propriedade de aproximação. Então a 

sequência X = (X ) , i' construida no Lema 3.4.2 ê uma cobertura admis n . 

slvel de '~. Denotaremos por 

Ax o {f· li(:c): li fi I ·· "' para cada nl xn 

a classe regular associada com a cobertura admisslvel X. 

3.4.5 l_ema- Seja (~l,p) um domin_{_u d(_!_ RiemanVL p,oeudoc..or1ve.xo 0ob1te 

um e_J.:,paç_o ( DFC) E com uma noJtma c..ontll'!ua e c.om a pJtOfH.iedade. de. apitE_ 

. -
X-<-maç_ao. En~~o, u~ando a no~acao do Lema 3.4.2., o conjunCo 

1/>.-
c (o')- [(X

1 
)A l 

1 n . 
x1 

L=p- 1 (K) 

~ (>Jmpacto, pa!t.a cada c.ompac.to K c E e. pa!{_a c. a da n , Jll. 

Demonstração - Seja a uma norma contfnua sobre E tal que d~(x) > O 

para todo x E: ~- Segue do Lema 1 .2.6 que para tal ~. existe um es-

paço normado G; com uma base de Schauder monõtona e existem operado-

res C. E L(G. ,E ) e o
1
• E L(E,G

1
.) tal que o seguinte diagrama 

1 1 fi 



-e comutativo. 

0. 
1 
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Ia 
E ---"---+ E 

a 

c. 
1 

Segue do teorema 3.3.1 que existe um dorninio ae 

* Riemann pseudoconvexo ('1

1 ,pi) sobre Gi tal que o seguinte diagrama 

p 

o* 
i 

E----~ 

o. 
1 

P; 

e comutativo. Seja K c E compacto. Vamos provar que 

-I ( ) ( )-1 (/f') -L = p K ~ at [ Xn A _] e compacto para cada n E~-
x1 

UTila rede em L. Então p[(yy)] ~uma rede em K e ot[{yy)] ~uma red 
/'-

em (X 1
) Consequentemente, p[(y )] converge para b E K e 

n A . y 
X 1 

c1 i(p[(yy)J) é Ulllll t·ede em ,.i(K). 

I /f-,,• [ ( y ) ] c p ~ ( a. ( K ) ) r ( X ) , 
1 y 1 1 n 11 . 

x' 

As si 111, 

L.~ Agora, MLjica provou em [16, 
1 

Lema 4.7] que Li -e compacto. Então, depois de considerar uma subn·( 

se necessârio, t.:omos que :-;i[(yy)] converge pal'C y ,~L;· Como 

* -;[ly)l = [(yy,oip(y 1))], temos que (y
1

,o;plx
1

)) -• Y • L; ''; j 
',r; y (x,<J), enl.ao yr z f!lli e p(yy) --· p(x), conscquenteme11 



~ Jü ~ 

(y ) - ~~ x em c e b = p(x) ' K. Agora, ";P[(yy)] -·a , entao 
À 

01.(b) =a. Como •r;-(x) = (x,•<.p(x)) = (x,o.(b)) = y • L
1
. c (X )A. 

1 1 1 n X, 
/?-.. 

temos que x c (o;-)~ 1 [(X 1 )A ]. Portanto, 
1 n . 

X, 

xcp-I(K) 
/}._ 

r (o;-)-l [(X 1 )A ] = L . 
1 n . 

x' 

3.4.6 Definição Seja (n,p) um dominio de Riemann sobre um e.l .c. 

E. Um subconjunto aberto U c~ tem pkopJt-i..edade (P) óe 

c u para cada K CC u. 

3.4.7 ~xemplos -Seja (Q,p) um domlnio de Riemann sobre um e.l.c. E 

a) Se V~ um conjunto aberto convexo em E, então U = p- 1 (v) 

tem a propriedade (P) 

b) Se f ' Ps(~~), ent~o Uc = rx 'ec f(x) c l tem propn~ 

dade (P) para cada c JR. 

r) Seja1n lJ c V StJb!"OitjtJntos abertos de ·, co11\ J proprieda-

de (P). Ent~o U r V tem a propriedade (P). 

d) Sejanl ():,q) um dominio de Rien1ann sobre um e.l .c. F, 

T: E--- F~ uma aplicação linear contlnua e J: (i:,p) ----7- (r.,q) um 

T-morfismo. Se V é um aberto de L com propriedade (P), então 

J- 1 (v) ê um aberto de c com a propriedade (P). 

3.4.8 ~ma -Seja (0,p) um domZ_vü_o de Ric.mavu1 P"'Utdoconvexo 6ob-H 

um C6paço (DFC) eo1n uma no~ma c..ont7nua c COIII a p~c~p~icdacie de aptr-
. . . 

X-{..maç_ao. Seja K r~ 'i cumpaetu taf que K ( ) = K P S C I' 
EHtào pa•w c.a-

da ahon.to U, com K ' IJ ~ 0, ('Xil:>-fcm um nb(''lfo V cer11 K v U c '~ A 



Demonstração - Seja K 

tais que B~(x,1) c 0 e 

" K·- UB,,(x,l) ou 
xcK 

k=1, ... ,n. 
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-
·- '1, KPsc(cl)~K. Para cada x K, existe a. c A 

p: B~(x,l)-~• B~(p(x),l) Ê; 
n 

homeomorfismo e 

ainda K' U (xk + B~(D,1), 
k ~ 1 

onde xk E K para 

Seja (Xn) 

no lema 3.4.2. tal 

a sequênc1a crescente de abertos de !) construidas 

que íl = Ü X Entào, existe n tal que 
n o:. 1 n 

n 
K • ky1 I X k + 

Seja L ~ p- 1 (c(p(K))) onde r(p(K)) e o fecho da 

-envoltÕria convexa de p(K). 

contêm K. 

Segue do Lema 3.4.6. que L e compacto e 

Seja U um conjunto aberto de ll tal que K c U c Q • Seja 

a" L \U, entào existe f a ( Psc(o) tal que 

e f (x) < O para todo x c K 
a 

Como L \U ê compacto, podemos encontrar f 1 ,f 2 , ... ,f
111 

E Psc(rl) 

tais que sup 
K 

f. < o 
J 

para j=1,2 , ... ,m. e 

Oi I 1 l 

Seja f"' sup í f 1 , ... ,fmi. Então f E Psc(;:) e ê s-continua! 

para algum i3 "A. 

Afirmamos que 

L n{xc 11: f(x): O )cU ( 2 ) 

De fato; seja x E L n{x E n: f(x) ~ 0} ex J U. Segue de 



- 52 -

Seja Y " {x ' X · d'x' (x) > 1 l 
n n · n 

Então 

K c Yn e 

Usando [16, Lema 4.3.(b)], temos que 

Afirmamos que existe y E A, y ~ a, y ~ s tal que 

p-l (r(p(K)) + w I 
y 

/'... 
n (Y IA n (X ' 11: f(x) :· 01 cU 

n X 

onde w "{x' E: Y(x) '1}. 
y 

( 3 I 

Vamos supor que (3) nao vale. Então para todo y > ~. y · B 

existe 

/'... 
(Y )A n iX' c': f(x) 

n X 
O } lU . 

Assim, para cada y ~ a , y ~ B existe ty E r(p(K)) tal que 

p(xy)-t 1 c W1 . Logo, para cada v > ~e v ' G , existe um ~nico 

y c y xy+Wy tal que p(yyl " ty. 
.......-... 
(Yn)A temos que: 

X 

Como Yy c xy+Wy para cada v e 

~ /"'-. I /"">.. 
yy' (Yn)AX + 8~(0,1 I c (Xn)Ax c ( crjl- [{X~)J para cada Y. 

1/">.. 
Agora, p(yy) "ty • r(p(K)) n (ojl- (X~)A . Pelo Lema 

x' 
3.4.5., sabemos que tal conjunto ê compacto e assim podemos conside-

rar uma subrede de (yy), se necessãrio, tal que (yy) converge para 

y c 
/':>--

(o*.)-I(X1) C '' 
1 n A . orno Y 'f E x Y+ .-;

1 
par a cada y c~ e 

x' 



r ~ B , segue que 
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(x ) converge para y. 
y 

y ,, p- 1(r(p(K)) 
10 

" (o*)- (Xl )A 
1 n 

X l 

Assim 

11 {X ( '); f(x), OJ 

e y c U, mas isto contraria (2). Isto mostra a existência de W 

satisfazendo (3). 

Seja 

/'-
v = p- 1(r(p(K)) + W ) 

y 
int (Y )A n {x c ~: f(x) < 0} 

Y n X 

/'­
onde int (Y )A 

Y n X 
{X E 

~ 
Afirmamos que int (Y )A tem propriedade (P). 

Y n X 
~ 

M ~ int(Y )A , escolhemos O < r < 1 tal que 
n X 

M + s(ID,r) c 

Usando [16, Lema 4.3(b)] temos que 

e assim M ) Ps(o 

~ 

I y ) A 
n X 

~ 

cint(Y)A 
Y n X 

De fato, seja 

par a todo x .o: V e 

segue do exemplo 3,4.7(a) ,(b) e (c) que V tem propriedade (P). Assim 

a demonstração do Lema estã completa. 
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Se U e um aberto de í1, denotaremus por H=(u) o espaço de 

Banach das funções que são holomorfas e limitadas sobre u, com a so-

ma do supremo. 

3.4.9 Lema - Se_jc1 (:.7,p) um domlnio di! Rie.mann p-6~.:udoconve.xo ,::,obftC!: 

um ~.õpaço (OFC) E com uma noJtma c.onA:lnua e. com a p!top!t-ie.dade de ap!L_Q_ 

-x-trnaç_ao. Seja K c 1 um compac~o com K I ) = K. p s c 'l 
Então paJta cada 

g "- H(K} ex-<'.-&tem um c.of!jun-to abe.!l-to W com K ~ W L 11, e uma -6e.quen-

c_.t_a {fn) c_ H(í!) ta i!! que g c 1/(W) c. a !!e.qu.êllcia (fn) cof!Ve!tge. palta g 

r.-
Demonstração Seja K c 1 compacto tal que KPsc(~} = K . Seja U c Q 

aberto tal que K c U. Pelo lema 3.4.8 existem um 

aberto V, K L V ~ U , e a c A tal que d~(x) > O para todo x ,: V . 

Como g E Hoo(V)' temos que g e a-contlnua. 

• 
Va o aberto V em '' , ou seja V • I (V) a a a 

Seja v. • 
1 

• 

* -1 . (C.) (V),onde1 
1 a 

• 
I 11-

a 

I a, B) c I 

Chamaremos de 

',/, e ga ' 11 I v l . 
a a 

* -e c. e um C.-mor-
1 1 

fismo de n. em 11 e C. E L(G. ,E ). 
1 a 1 1 a 

Então, V i c í?; e segue do ex em-

plo i.4.7(d) que Vi tem propriedade (P). 



Como g (:_ 
a 

v c 

H (V ) , 

g 

c 

a~ 
l 

a 
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* temos que g oC. c H(V.) 
a 1 l 

[ 

/ 

I 
a 

* V. < !.L 
l l 

g "' 

~ 
c " a 

v 
" 

Agora,por um resultado de Mujica [16, Teorema 5.1], existe uma se-

quência (f~) em * H(o.) tal 
l 

. * 
que (f~) converge para g,,/'C; em (H( V;) ,t

0
)!. 

assim f~ooi E H(n). Logo, (f~ooi) conver-1 Para cada f
l 

n , n c 

* ge para g ,\ C_ c1< 1 '!' 
l l 

* 11(0.) e 
l 

en1 ( 11 (V) , , ) . 
o 

para g uniformemente sobre uma vizinhança W de K. 

Seja :-J{ ~ 

(H(V.),T ). 
l o Como 

normado G;, temos 

K. + 2B.(O,r) 
l l 

* c Q. 
l 

H; , H('t): n ( .lN l . Então._-/ i? limitado em n · 1 

* -(~'. ,p.) c urn dornlnio de Riemann sobre um espaço 
l l 

queJ{ê uniformemente limitado sobre 

, onde B;(O,r) ê.uma bola de centro zero em G; 

conv~niente, e K; = oi(K). 

i 
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Dado t: >O, escolhemos p >O tal que Mp/(1-p) <o:, onde 

M • O e uma constante tal que 11 f~11 K.+ 2B.(D,r) ·· M para todo 
1 1 

n c Jll • 

Pelo Teorema 1 .2.2, existe j=(a' ,G') E I tal que a aplic~ 

ç a o 8 ~ : G .----------+ 
1 J 

Aj c Bj(0,1), 

Gi é precompacta. Entâo existe um conjunto finito 

onde 8.(0,1) ~a bola unit~ria do espaço normado G., 
J J 

tól que 

onde 

c A-+ oB.(O,r). 
1 1 

Vamos definir 
•• 

1
.] 

' . 1 
* * \l .--- . > <) 
J "' i 

* . = í(x,a) E~~ x G.: ' i o: 1 
p ( X ) 

* 0j={(y,b)E ); 1 X 

' 

a 

G.: p ,(x) 
J " 

Observar os diagramas: 

( 1 ) 

, para ser 

c i (a)l , 

= C .(a)l. 
J 
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* [ 
a ,, ---------"-----~ 

' l 

( 2 ) 

( 3 ) 

[ p ' ,, 
t * C; 

'j * ,, ' 

l 

J 

F ----------> E 
-6 Ias o: 

I' 

/\ 
o~ 1 \ IJ~ 

J i \ l 

t'/ 

* 
j 

- j * 
r; i 

\ 

, * I 
(,IJ )-(V,), entào 

l l 

. . * * . * 
(f 1 •J•\~ ) converge oara g 11C.ut'i~ em 

n1 o.11 

Seja K, 
J 

* = u,(K), 
J 

então ê claro que 

Podemos provar tan1b~m que 

8j*(K, + B,(O,I)) ~ K, + 6J
1
:(BJ,(O,I)) e 

1 J J 1 

'* c ;J (K, + AJ,) 
l J 

Afirmamos que os espaços (H(K, + B,(O,I)),T) e 
J J ..,Jo ""' 

H,, (K, + 0,(0,1 )) induzem 
J J 

a mesma topologia sobre Jt·. Se f;oo~* c:__;{. 
n 1 

entáo segue das fOrmulas integrais de CJuchy e de (1) ,(2) e (3) que: 
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. . * 
llf 103

J IIK B (O I) n 1 j+ j , 

<llf~IIK+A* 
1 1 

llf~IIK+A+ 
1 1 

)<
111

11fn
1

11 
I 

K.+A.+B.(O,r) 
m = 1 1 1 

0 11 f~~~ K.+A 
1 1 

+ ·~ 0111
11 f~ li K.+2B.(O r) 

m=1 1 1 • 

Pela escolha de p segue que 

11 fll K.+B.(O,r) ~ 2d 
J J 

v ,, 

Aplicando este argumento para.J{\f0 , onde f 0 .;: 5t, obtemos que 

f f 11 f-f, li K •A ~ 
J J 

,Jclf<·y··llf-fll 
1 1

a.J 
o K.d3. O,r 

J J 

e a afirmaç~o est~ provada. 

. . * 
Se colocamos f = f 1 o~~ ('0~ 

n n 1 J 
entào fn fi(·) para cada 

n ~ N e (fn) converge uniformemente para g sobre 

W = (oj)- 1[(Kj + Bj(O,I))] "K. Assim a demonstração do lema es-

tã completa. 
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3.4.10 Lema - SeJa (:l,P) LO!I dcnlÍnio de_ Ril!maiHI rlH_UdUC(IY!VCXC' .'lCb!Le 

um ('-!!paço (OFC) com a ,onorf1-i.e_dadc. de. aphuX-tmaçãc. Seja K c ':7 compac-

to c 1eja a 

K , { a J L 

tat qu.e 

À 

~ \KPs( ) . Enúio pa!ta c.cu-!a conjunto compac_to L com 

0, ~xi1tc uma ~unçdu f hufomo~L1a nttma viz;nltança de L 

lfiall > suplfl 
K 

-
Dcõmonstração- Seja a e r\KPs(',l)· Então, existe uma função uePs(r:) 

tal que u(a) > O e u(x) ' O para todo x, K. 

Seja L um conjunto compacto de n com K u {a} c L. Como 

u ~ semi-continua superior1nente, K e L são compactos, podemos encon-

trar a , A e r > O , ta 1 que 

e 

to tal que 

L + B'~ (O , r) é ~-~ 

u(x)<O para todo x e K + B~(O,r). 

Scj,, T: E [ Ulll upc1·Jdor linear contfnuo de posto fin~ 

T(p(x)) - p(x) • B~(O,r/2), para todo x • L e seja 

S: E ·• E 111n oprr~ctot· afi111 rorJtintJO drfinido pr1r 

S(x) = T(x) + p(a) - T(p(a)). 

Então, S(p(a)) = p(a) e se x ,, L temos que 

S(p(x)J-p(x) • T(p(x))-p(x)+p(a)-T(p(a)) • B~(O,r), 
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isto e, 

S(p(L)) c p(L) + B~(O,r) 

e analogamente 

S(p(K)) c p(K) + B~(O,r). 

Seja U = fx, o: a(S(p(x))-p(x)) c d~(x) }. Se x, L, en-

tão ,,(S(p(x))-p(x)) c r e d~(x) "r , ou seja 

e assim x E U. Logo L c; U. 

••(S(p(x))-p(x) < d~(x) 
I~ 

Seja M o subespaço vetorial de dimensão finita de E gera-

do por S(E) e seja "M = p- 1 (M). Seja u'~ = B~(x,d~(x)) e seja 

T: U --+ rM definida por 

Logo, 1 e uma função holomorfa em U tal que 

r(a) = [piU"J- 1 (s(p(a))) = [PIU"l-
1
(p(a)) 

a a 
a . 

e 

c K + e T ( L ) 

Como u c Ps(CM), u(a)' O e u(x) <O para todo x c K + B~(O,r), 

segue que 

u(r(a)) = u(a)' O e u(r(x)) <O para todo x c K. 

/"'-. 
Assim, r(a) i r(K)Ps("M) 

[10, Teorema 4.3.4] temos 

~ 
(r(K))Ps(\1 ) 

M 

Aplicando um resultado de Hõrmander 

que: 

/'--. 
(r(K))H(<l ) 

M 
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/'--_ 
Logo, da) I (T(K) J111 ,,,M) e assim existe 9 ' H(ilM) tal que 

[g(T(all[ > sup[g I 
T ( K) 

Seja f goL, 

numa vizinhança de L e 

[f(a)[ > sup[f[ 
K 

um e-6paço ( DFC) 

Como T(L) c 

pa~a cada -6ubcoJJjunto compacto K de Q, 

-ll, temos que f e holomorfa 

/'. .A. i 
Demonstraç~o - [suficiente provar que KH(n) c KPs(~)· Seja a ~ Q e 

~ ~ 
a • iPs(o)· Seja L. (K" {aJ)Psc(o)' Como L c (K u {a})H(o) cc o,: 

temos que L é compacto. Assim pelo Lema 3.4.10 existe g ~ H(L) tal I 

que 

[g(a)[ > sup[g[ 
K 

Pelo Lema 3.4.9, podemos encontrar f ~ H(~) tal que 

[Hal[ 'sup[f[ 
K 

' 
Portanto, a t KH(n) e a demonstração do lema est~ completa. 

Agora a demonstração do Teorema 3.4.1 segue imediatamen-~ 

te. 
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3.5.6 Observação- Usamos os resultados de ii('rvicr[ll e r~ujica [161, 

os quai~ ~oram provados para domfnios de Riemann sobre espaços de 

Banach ou sobre espaços de Frêchet com uma uase de Schauder, mas es­

tes resultados permanecem validos para espaços normados ou metrizâ -

veis com uma base equi-Schauder, e este e o nosso caso. 

o Do 
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