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INTRODUÇÃO 

O objetivo principal deste trabalho é oferecer aos inician-

tes neste ramo de pesquisa, os elementos básicos com os quais te 

rao que se familiarizar. 

Os métodos usualmente utilizados na resolução de sistemas 

de equações, necessitam do armazenamento de uma fatoração da ma-

triz representativa deste sistema - quando o sistema é não li-

near, estamos nos referindo à matriz jacobiana. Em conseq~êrtcia 

deste fato, a utilização destes métodos fica restrita a uma elas 

se de problemas para os quais a capacidade física da máquina a 

ser utilizada, não é ultrapassada. 

Neste trabalho, estamos interessados em métodos que se destl 

nam à resolução de problemas, cuja dimensão exige economia de 

memória mesmo quando forem utilizadas técnicas que explorem a es 

trutura do problema. Para exemplificar, iniciamos com a formula-

ção do problema da Tomografia Computadorizada, cuja matriz é da 

ordem de 10 5 . 

Os métodos aqui estudados, se destinam à resolução de siste 

mas e inequações lineares ou não-lineares, iver [ 4] ) . 



1 

CAP!TULO I 

Neste capítulo, apresentamos o problema da Tomografia Com­

putadorizada como forma de motivação à aplicabilidade dos méto­

dos que são objetos de estudos deste trabalho. 

Apresentamos inicialmente um modelo Linear e em seguida um 

modelo não-linear, para o problema em questao. Na terceira parte 

procuramos identificar as suas principais características e por 

último, estabelecemos algumas maneiras de abordar o problema,te!!_ 

do em vista a sua resolução .• 

1.1 O MODELO LINEAR 

Suponhamos que o corpo a ser reconstruído se mantenha fixo 

enquanto uma fonte e um receptor de raio-x, posicionados simetr~ 

camente em relação ao corpo, descrevem uma trajetória circular, 

~o longo da qual serão realizadas as medidas. Sobre o plano de­

terminado por esta trajetória, que corresponde a uma seção tran~ 

versal do corpo, estabelecemos uma malha constituída de elemen 

tos quadrados, que chamamos 

ra abaixo. 

de células, ordenadas como na fig.!:!_ 
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FONTE 
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/ 
~ 
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i -esimo raio 

I ~ I~ r'\ 

v "' 1./ V- j -
I / v 

~ 

\ J I 
~ 1/ l 

!/ k- ésima célula 

N 1 
v ~ L,;' 

v " 
p-1 p 

I )) 
RECEPTOR 

Assumimos que o coeficiente ·de atenuação linear do raio -e 

constante em cada célula e que o seu valor na j-éslma .célula "é 

x .• A interseção do segmento correspondente ao i-ésimo raio com 
J . . 

~ j-ésima célula, designanos por aij. Esta medida expressa a oontribui-

çao da j-ésima célula na atenuação total do i-ésimo·raio. 

Desta forma, 

(1.1) 

obtemo& 

p 
:& a

1
.x. = 

j=l J J 

·.o sistema 

b. 
.J. -

i=l, ••• ,m 

,_ 

onde b. é o valor medido para o ;i -és imo raio, m é o número t~a1 
~ ~ 

de medidas e p o número total de ·células. ' 

\ 



1.2 O MODELO NÃO-LINEAR 

No modelo Linear, bi depende somente de xj. Contudo seremos 

mais realistas se considerarmos que b. dependa também da concen-
1 

tração na célula. Feito isto, obtemos o sistema 

(1.2.1) 

Daí, se usarmos o modelo físico de emissão de raio-x,na sua 

forma discretizada [2 1 , chegaremos ao sistema não-Linear 

{1.2.2) b. 
1 

p p 
=~a .. y. exp(- L a.k~) 

j=l lJ J k=l l. 

onde a .. é o mesmo usado em{l.l) 
1) 

i=l, ••• ,m 

1.3 PRINCIPAIS CARACTER1STICAS DOS MODELOS 

Como o objetivo é obter a melhor representação possível pa-

ra o corpo, fica evidente que a malha necessita ser suficiente­

mente fina e isto equivale a um grande número de variáveis. Ao 

mesmo tempo, teremos também que realizar um grande número de me-

didas. 
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Se olharmos para a figura 1, veremos que cada raio atraves-

sa somente um pequeno número de células e consequentemente o sis 

tema é esparso. 

·1 • 4. ALGUMAS: ABORDAGENS PARA O PROBLEMA 

1.4.1 O Problema de Factibilidade 

Se desejanros que o sistema reflita a desconfiança que temos 

nas medidas e também a imprecisão decorrente da discretização, 

poderemos relaxar os sistemas(l.l)e (i.2.l)para obtermos 

p 
(1.4.1) b.- e:.<~ a .. :X.< b. +e:. 

~ ~-. ~) )- .J. ~ 
J=l 

i= l, ... ,m 

(1.4.2) 
p p 

b. - e: . < ~ a .. y. exp (- ~ a. kx. ) < b. + e:~ i = 1, ••• , m 
~ ~ -j=l ~) J k=l ~ .K - ~ .... 

Chamamos- (1.4.1) e (1.4.2) respectivamente de factibilida 

de linear e factibilidade côncava-convexa. 

1.4.2 O Problema de Ajuste 

Quando m > p em (1.4.1) e m > 2p em (1.4.2) teremos-um pro-

blema de ajuste. 
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CAPITULO II 

Iniciamos este capitulo, definindo o operador projeção e em 

seguida demonstramos duas propriedades básicas deste operador. Na 

segunda parte, descrevemos o método das projeções ortogonais 

sucessivas (SOP) e fazemos a demonstração da sua convergência.Os 

últimos parágrafos tratam de casos particulares deste método. 

2.1 O OPERADOR PROJEÇÃO 

Seja Q um subconjunto convexo fechado de um .espéÇ) de Hilbert 

E. Considere o operador ~Q : E + Q tal que 

(2.·1 ~JJ llx -P
0

(x)ll = infllx -y 11 = p(x,Q) 
yEQ 

onde 11· 11 provémr~:do·produtx:r·intenlO. Chamamos 

togonal de x sobre Q. 

P
0

(x) de projeção or-

Para simplificar a not~ção, sempre que possível, escrevere-

mos P(x) em lugar de P
0

(x). 

LEMA 2.1.1 Para qualquer y E Q temos, 

(2.1.2) (X- P (x) , y- P (x)) < 0, X E E 

/' 
.~ 



onde ( •, •} indica o produto interno definido em E. 

DEMONSTRAÇÃO 

Tome y · = ex y + · ( 1 - ex) P ( x) com O < ex < 1 e y E Q • 
ex 

convexo y ~ ~ Q e por (2 .1.1) 

2 2 
11 X- P (X) 11 < 11 X- y 11 • 

- a 

6 

Como Q é 

( x- P (x) , x ,;,. P (x) } < ( x- P (x) -a (y- P (x~, x- P (x) - a (y- P (x))}= 

= <x-P(x),x-P(x) > -2a<x-P(x), y-P(x)})+ a
2

<y-,P(x),y-P(x)> 

e daí 

( x- P (x), y - P (x)> ~ a ( y - P (x) ,y - P (x)} • 
-'1 

Fazendo a -+ O obtemos 

<x-P(x),y-P(x)) <O. 

\ 
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LEMA 2.1.2 O operador P é uma contração fraca, isto é,qllidsquer 

que sejam x,y EE 

(2.1.3) 11 P (x) - P (y) 11 < 11 x- yll 

DEMONSTRAÇÃO: 

Pelo lema anterior obtemos as desigualdades 

( x- P (x) ,P (y) - P (x) ) < O 

< y- P (y) ,P (x) - P (y) ) < O 

que somadas fornecem 

< x - y ,P (y) - P (x) ) + 11 P (y) - P (x) 11
2 

< O. 

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz 

2 
O ~ ( x- y, P (y) - P (x) ) + 11 P (y) - P (x) 11 ~ 

> 11 P (y) - P (x) 11 ( 11 P (y) - P (x) 11 - 11 x - y 11 ) 

·--.__. 

logo 



.· . ·~ 
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11 P (y) - P (x) 11 < 11 x - yll • 

2.2 O ~TODO SOP 

Sejam I = {1, ••• ,m} e (Qi) i E I uma família de subconjuntos 

convexos fechados de E tal que n Q. = Q * ~-
iEI l. 

Estamos interessados em encontrar um ponto x E Q. Com este 

objetivo, Q SOP f6] dete:rmi.na tnna seqLência 

obtida através dos seguintes passos: 

PASSO 1: Toma-se x 0 E E arbitrário 

PASSO 2: Escolhe-se ikE I 

PASSO 3: Calcula-se 

com 

k+l 
X 

o 1 2 k x ,x ,x , ••• x , ••• que é 

A figura abaixo ilustra o método, para wk = 1 • 
. ; ~· 

\ 



---------

I 
/ 

/ 
I 

/ , 
. X I 

xo ,. 

9 

Para realizar o passo 2, necessitamos de um critério de es-

colha. A seguir definiremos alguns critérios a serem utilizados, 

os quais chamaremos de controles .• 

i) Controle quase-cíclico Dizemos que uma sequência 

00 

(ik) é um controle quase-cíclico sobre I se ik E I para todo 
k =1 

k > 1 e existe um inteiro positivo M tal que 

Quando M = m temos o controle cíclico. 
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ii) Controle cíclico 
00 

A sequência (ik) 
k=l 

é obtida 

escolhendo-se ik tal que ik = k(modm) +1, isto é, con-

gruente a k módulo m. 

iii) Controle do máximo Neste controle ikE I é tal que 

iv} Controle da tolerância 
00 

SeJ·a (T.}. 0 uma sequência 
J J= 

de números reais positivos que converge para zero e 

xk,ik-l e jk-l já foram determinados. Faça jk= jk-l 

ik como sendo o primeiro elemento de _ 

suponha que 

e escolha 

que satisfaz a p (xk ,Q. ) > T •• Se esta condição não se verifica, 
~k - Jk 

faça jk = jk_1+1 e repita o procedimento. 

TEOREMA 2 • 2 • 1 Se E tem dimensão finita e Q c E é convexo · fe-

chado, então o método SOP converge para x*E Q, com ~qualquer um 

dos controles citados acima. 

A demonstração deste teorema decorre dos lemas abaixo: 



LEMA 2.2.1 Se ikE I é qualquer, temos 

(2.2.1) 11 Xk+ l - X 11 < 11 Xk - X 11 tfx E Q 

DEMONSTRAÇÃO 

Para simplificar, faremos PQ. (x) 
l.k 

= P. (x) • Pelo passo ..:J 
l.k 

método, com x E Q, obtemos 

k+l 2 k . k k 2 
11 X - X 11 =.JI X - X + Wk (P i, (X _) - X ) 11 

k 
= 

k k k + 2wk( X - X 1 P . (X ) - X ) = 
l.k 

{jJisando que O< wk < 2 e (2.1.2) concluimos que 

11 xk+ 1 - xll ~ 11 xk - x 11 • 

\ 

11 

do 



LEMA 2.2.2 Se p Cx,Q) = 11 x- P Q Cxlll e ik E I é qualquer então 

(2.2.2) k lim p(x ,Q. ) =O 
l.k 

DEMONSTRAÇÃO 

k k k k+l k p(x ,Q) = llx -P0 (x )ll~llx - P
0

(x )11 

pelo lema anterior, mas por (2.1.1) 

Portanto existe p ~ O tal que lim p (xk ,Q) = p • Além disso 
k-+oo 

12 

e daí, com artifício análogo ao usado no lema 2.2.1 chegamos a 

Como lim p(xk,Q) 
k-+oo 

' 2 
= p e 2wk - wk > O, segue que 

\ 
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k lim p(x ,Q
1 

) =O. 
k-+oo k 

LEMA 2.2.3 Se t/J(xk) = max p(xk,Q.) e ik é obtido com qualquer 
iEI 1 

um dos controles acima, então 

DEMONSTRAÇÃO 

Controle (i) : Pelo lema anterior, dado e>O existe K tal 

k que para todo k > K p (x ,Q. ) < E/2m. Daí 
].k 

Y.k > K • 

Da definição deste controle, qualquer que seja 1 <·i < m 

existe um inteiro positivo t < M tal que ik+t= i -_-para todo k. 

Além disso, 

k k k k - k+t k k +t k+ t -- k + t 
p (x ,Q1 ) = lbc - P. bc)tl < 11 x - P. (x . ) ll < 11 x - x- 11 + 11 x - P. (x ) 11 < 

1 
-

1 x+t - ~+t 

' 
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para todo k > K • Logo 

Controle (ii) : Basta fazer M = m e a demonstração é anãlo 

ga a anterior 

Controle (iii) e (iv): Para estes controles as demonstra-

çoes decorrem do lema 2.2.2. 

·LEMA 2.2.4 
.... k co 

Se E tem dimensão finita e a sequencia (x )k=O 

tisfaz a (2.2.3), então 

{2.2.4) 

DEMONSTRAÇKO 

lim p ( xk, Q} = O 
k+oo 

Vamos supor que lim p-(xk;Q} = p >O, então se (~n) é 
k+oo 

. 
sa-

uma 

subsequência, lim(xkn ,Q) = p • Mas como a sequência (xk) é- limita-
n+oo 

da e E tem dimensão finita, existe Uma outra subseq~êfidia 

que converge para algum ponto x*. Além disso 
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lirn ( k m Q ) · = O p X ' i. ' 
rn+oo 

por ( 2. 2. 3) • 

r 
PortantoX!\E 0

1 
para todo i E I, pois todos os conjuntos Qi s sao 

fechados. Daí x* E Q e contradiz a hipótese. 

LEMA 2.2.5 Se Q CE é convexo fechado e a sequência (xk~~ satis 

faz a (2.2.1) e (2.2.4), então (xk) converge para x* E Q. 

DEMONSTRAÇÃO 

Considere 

onde B (x, p) representa a bola fechada de centro x e raio p. 

O conjunto Sn é convexo fechado e não vazio. Assim, seja 

- k k 
x* =k~O Sk, logo x* EB (P

0
(x ) ,p (x ,Q)) e daí 

Pelo lema 2.2.4 concluimos que 

lirn 11 xk - x*ll = O. zsto completa a demc;>Es-
k-+-oo 

tração do teorema. 



16 

CORO!ARIO 2.2.1 Se os conjuntos sao semi-espaços, isto é 

para todo i E I = { 1, ••. ,m}, então o método SOP também converge. 

DEMONSTRAÇÃO 

Seja V o espaço gerado por {a1 , .•• ,am}. Considere a varieda 

o o .. k de V+ x , onde x e o ponto inicial. Pelo passo 3 do método, x 

é múltiplo à!:: ak-l E {a1 , ... ,am}, para todo k. Com isto, vemo.s que 

tudo ocorre no espaço de dimensão menor ou igual a m. 

2. 3 O ~TODO DE KACZMARZ 

Considere o sistema (1.1) na forma 

(a. ,x) = b. 
]. ]. 

i = 1, ... ,m 

e vamos supor que o mesmo tem solução. Kaczmarz[8] sugeriu encon 

trar tal solução com o método abaixo: 

PASSO 1: Toma-se x0 E.:JRn arbitrário 

PASSO 2: Escolhe-se ik E I Controle cíclico /~ 
,-/ 



PASSO 3: Calcula-se 

k+l k 
X = X + Wk 

k b. -<a. ,x) 
1 k 1 k . 

2 lia. 11 
l.k 

17 

, com wk E (0, 2) 

A interpretação geométrica do método, com wk = 1, é dada pe 

la figura abaixo: 

,~ ~, 

\o,•"" 
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2. 4 O ~TODO DA RELAXAÇÃO - · (ART III.) 

Agora estamos interessados no problema de factibilidade Li-

near(l.4.1). 

O ART III (Algebraic Reconstruction Technique) [7], foi uti 

lizado com sucesso, por Robb et al [1~, no campo de radiologia mé 

dica. 

c = 
k 

Este método consiste em: 

1 °E lRn b . t ~ . PASSO : Toma-se x ar 1 rar1o 

PASSO 2: Escolhe-se ik E I 

PASSO 3: Calcula-se 

o 

k 
2 (b. + E • - ( a. , X ) 

~k 1 k 1 k 

se 

se 

se 

k 
2 ( -b. + E. + ( a. , x ) se 

lk lk lk 

Controle cíclico 

2 ( k) < b. - E. 
b . - E • < a. 1 X l.k lk 
lk lk lk 

com Ei > O 
,--"· 

\ 



PASSO 4: Calcula-se 

k+l k 
X = X + Ck 

Interpretação geométrica: 

a. 
~ __ k 

2 lia. 11 
lk 

19 

k = 0,1,2, ... 
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2.5 O M!:TODO DA RELAXAÇÃO DE AGMON, MOTZKIN E SCHOENBERG 

A fim de encontrar x EJRn tal que 

<a. ,x> < b. 
1.. - l. 

i = 1, ••• ,m 

onde a. E JRn e b. é um número 
1 

Agmon [ l] 
1 

Motzkin e Schoenberg [11], 
l. l. 

publicaram em 1954 o seguinte método: 

o . n 
PASSO 1: Toma-se x EJR qualquer 

PASSO 2: Escolhe-se ik E I 

PASSO 3: Calcula-se 

Controle cíclico 

com O< wk < 2 

PASSO 4: Calcula-se 

k b.-<a. ,x > 
1 k 1 k 

11 a. 11
2 

l.k 

k+l k. x = x + cka. 
l.k 

k = o , 1 , 2 , • •._! 



InterPTetação geométrica, Para '"k ~ l : 

I 
I 

xo ,. 
. x' 

J 

J 

J 

j 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

J 

2 

J 

j 

J 

J 



22 

CAP!TULO III 

Para o problema de factibilidade convexa nao Linear, o mét~ 

do SOP, em geral, não é aconselhável, pois cada passo implica 

em resolver uma minimização a fim de se obter a projeção. Para con­

tornar tal. dificuldade, Y. Censor and A. I.ent em [ 3 1 , sugeriram ~..-o método 

das projeções cíclicas do subgradiente. Em [ 2 J este método foi adaptado para 

o problema da factibilidade côncava-convexa. (1.4.2). 

3. 1 PRELIMINARES 

DEFINIÇÃO: n f - . Seja g : JR -+ JR uma unçao convexa. D1remos que 

u EBn é um subgradiente de g em x, se satisfaz a 

<u,y-x} + g(x) <g(y) 

Em todos os pontos x para os quais g é finita, existe pelo menos 

um subgradiente, ou seja,o conjunto 

ag(x) = {uEJRn I <u,y -x> + g(x) ~g(y) JfyEJRn}:#: ti> e 

quando g é diferenciável em x, u = V'g (x) , ver ll.41 • 



Seja G lRn-+- R definida por 

G(x) = max {O,g(x)}. 

:t: fácil ver que 

{xElRn I G(x) =O}= {xElRn I g(x).::_ O}. 

3.2 O M:l!:TODO - (CSP) 

Considere a família de funções convexas, g. 
l. 

iEI = {l, ••• ,m}. Seja 

R = { x E lRn I g . ( x) < O , V i E I } 
l. -

e se :R um conjunto convexo fechado tal que R n S = Q =I= tP. 

A fim de encontrar um ponto x E Q, apresentamos 

abaixo: 

PASSO 1: Toma-se x0 E S arbitrário 

PASSO 2: Escolhe-se ikE I 

PASSO 3: Calcula-se 

o 

23 

com 

método 



-k+l k 
X = X -

kc -G r k} U c C1 • ~X 1 

lk 
wk E [ 6 ,2-é ] é >O 

PASSO 4: Calcula-se 

e G. (x) 
l 

onde 

= max { O 1 g . ( x) } 
l 

O conjunto s é obtido pelas restrições que proporcionam urna 

fácil projeção. Como exemplo, citamos as restrições do tipo cana 

lização. 

Interpretação geométrica: 



TEOREMA 3.2.1 Se gi (_x) p~ra todo i E I ,3 contínua convexa e o 

conjunto êlG. (x), para todo i E I, é limitado em todos _ cs __ pontos 
l 

xES ni3(X,p) f onde B(X,p) é a bola fechada de centro xEQ e raio 

'lo- 00 
(x"'), __ 

0
, obtida 

I·.,-

pelo método aci-

l'la, converse para x* E Q. 

LEMA 3.2.1 Se x E Q então 

(3.2.1) 11 xk+ 1 - x 11 < 11 xk - x 11 \fk > o 

DEMONSTRAÇÃO 

pelo lema 2 .1. 2. 

Assim, para 

k 2 2 kll
2 

k < llx -xli +akllu - 2a G {}c), 
k ik 



pela definição de subgradiente. 

Substituindo-se o valor de ak' obtemos 

k 2 
[G.(x )] 

lk 

2 
Cc:no ·w - 2T.,; < O conclui·-se que 

jç k 

LEMA 3.2.2 

li xk + 1 - x 11 < 11 xk - x 11 

Se o conjunto aG. (x) é limitado, para todo iEI 
l 

para todo x E S n:B(x,p), e vale o lema 3.2.1, então 

k 
lim Gi (x ) = O 
k-+:x> k 

DEMONSTRAÇÃO 

e 

k 00 

Pelo lema 3. 2.1 a sequência (JI x - x 11 ) , com x E Q, é mono 
k=O 

tona decrescente, logo 

lim 11 xk - x 11 = p > O. 
k-rcc 

Mas como 



Assim 

wk E [ õ, 2- ó 1 O<ó<l, 

[G. (xk)]2 
2 lk k k+l. 

0 ~ ( 2wk - Wk) k 2 < li X - X li - 11 X -X 11 • 

11 u 11 

lirn 
k+oo 

.... ,...., 

.,;_I 

Além disso, xk E S n B (x, p), para todo k >O. Por hipótese existe 

k 
urna constante K > O tal que 11 u 11 2_ K, logo 

LEMA 3.2.3 

DEMONSTRAÇÃO 

lirn G. (xk) = O 
k+oo 1 k 

Se vale o lema 3.2.2, então 

lirn 11 xk+j - xkll =O 
k-+oo 

\f j = 1,2, ... 



Usando o lena anterior 

lim 11 xk+l_ xkll = O. 
k-+ro 

Fazendo induç~o sobre k obtemos 

LEMA 3.2.4 

DEMONSTRAÇÃO 

lim 11 xk+j - xk 11 = O 
k+ro 

Para todo i E I 

lim G. (xk) = O 
1 k .-rro 

\f. =1,2, ... 
J 

Para todo i E I existe um número positivo r< M 
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tal que 

i = ik+r' onde M é a constante do controle quase-cíclico.Por ou­

tro lado, para todo i E I 

Como G. é contínua, seque que G., restrita a B(x,p), é uniforme 
1 1 

mente contínua e portanto 



Além disso, pelo lema 3.2.2 lim G. (xk+r) = O. 
k é'-c.c 

1 k+r 

Logo 

LEMA 3.2.5 

DEMONSTRAÇÃO 

S SCJRne-f hd -e ec a o, entao 

lim xk = x* E Q 
k-+oo 
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Como {xk} C B (x,p) e B é um compacto, existe uma subsequên­

cia (xkm) que converge para algum x* E S , pois S é fechado. Com 

isto 

lim 11 xkm - x* 11 = O 
m-+oo 

que juntamente com 

lim 11 xk - x 11 = d 
k-+oo 



chega -:tos a 

. k 
:, X 

k -c:.:: 

-
(~;·.:~mf.le·ta a r~c.:lr!·~.n:s·~ ri: s:·.::"il~-: (~c .. 



CAPÍTULO IV 

Neste capítulo estamos interessados em resolver o sistema 

(1.2.1), com m = n. Pãra resolver este problema, apresentamos um 

método do tipo Kaczmarz para sistemas não-lineares,e em seguida 

fazemos a demonstração da convergéncia local do mesmo. Quando 

m < n v e r [ 1 O ] • 

4.1 O MÉTODO 

n n Considere o operador F : D C JR + JR , sendo D um conjunto con 

vexo aberto. O sistema (1.2.1), com rn = n, pode ser escrito na 

forma 

F(x) = O 

T 
onde F (x) = (f1 (k), ... , fn (x)) com fi {x) = 

Podemos também, reescrever F(x) = O corno 

F 1 (x) =O 

F (x) = O 
r 

b.- g. (x), i = 
l l 

1, ... ,n. 



onde Fj, j = 1, ... 1 r 1 indica um agrupamento de fis 1 sendo que em 

cada bloco F.
1
não há repetição. 

J 

O jacobiano de F(Fj) será representado por J(Jj). 

Seja x* tal q;_:e F(x*) =O. Assumi:;nos que J (x*) e não-singular 

e que as linhas de Jj (x*) são linearmente independentes,para to­

do j = 1 1 ••• 1 r. 

A fim de encontrar x* I J .M . .t-1artínez em [9] sugeriu o seguinte rrétodo: 

onde 

PASSO 1: Tome x 0 E D arbitrá rio 

PASSO 2: Para todo k = 0,1,2, ... 

i) Faça xk = xk,O 

ii) Faça xk,j+l 
+ k o 

= k,j k J (xk,j) F.(x ,J) 
x - wj+l j+l J 

para j = l, ... , r - l e 

k+l iii) Faça x 

+ J. (x) 
J 

= J. (x) T [ J o (x) J. (x) T] -l 
J J J 

e w1 , ... ,wr E (0,2). 

A interpretação geométrica do método com dois blocos e w =1, 

é dada pela figura abaixo: 
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4.2 CONVERGÊNCIA LOCAL DO MÉTODO 

Antes de iniciarmos a demonstração da convergência do méto-

do, apresentamos algumas definições e Lemas, dos quais faremos 

uso. 

Seja P (w, j) : JRn -+ JRn um operador definido por 

(1) 

onde O < w < 2. 

Observe que P(l,j)u e a projeção ortogonal de u sobre 



N[J. (x*)], onde N[J. (x*)] representa o núcleo de J. (x*). 
J J J 

LEMA 4.2.1 Para n u EJR , temos 

11 P (w, j) u 11 < 11 u 11 ( 2) 

e a igualdade ocorre se e somente se u E N [ J. (x*)] . 
J 

DEMONSTRAÇÃO: 

Como P(w,j) e Linear, basta usar o Lema 2.1.3, com u = x-y. 

LEMA 4.2.2 Se P(w) = P(w ,r) •P(w 1 ,r-l) • ... ·P(w1 ,1), 
r r-

com w 
1

, .•• , w r E [ ó , 2- o] O < o < 1 e as linhas de J. (x*) sao li­
J 

nearrnente independentes, então 

( 3) 

DEMONSTRAÇÃO: 

Como P(w,j), para todo j = l, ... ,r, é contínuo e a cornposi-

ção preserva a continuidade, ternos que P(w) é contínuo. Além 

disso, usando a independência Linear das linhas de J. (x*), vemos 
J 
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n 
que para todo u EJR 1 u =I= O 1 

li P ( w) u 11 = 11 P ( w r f r) • ••• • P ( w 
1 

1 1) u 11 < 11 u 11 • 

Portanto no compacto { u E JRn li u 11 = 1 } ternos li P ( w) 11 < 1 . 

Analogamente 

rnax {IIP(w)ll 1 w
1

f ... wrE [6,2-ó]} =a.< 1 

LEMA 4.2.3 n 
Se F : D -+JR é de classe c1 , J(x*) e não-singular e 

existem constantes K, p > O tais que 

IIJ(x)- J(x*)ll< Kll X- x* uP Vx E D 1 

então 

IIF(v) -F(u) -J(x*) (v-u)ll < K rnax{llv-x*ll,llu-x*ll} llv-ull 

(4) 

Vu 1 vED. 

DEMONSTRAÇÃO: ver [1~] f pg. 70 



TEOREMA 4.2.1 Com os lemas acima, existe E > O tal 

11 o *li - . ( k) * -x - x < E a sequenc1a x converge para x e alem 

k x =f= x* para todo k = O, 1, 2, ... , temos 

DEMONSTRAÇÃO 

lim sup 

k -+ co 

11 xk+l - x*ll 

11 xk - x* 11 

< a < 1. 

que se 

disso se 

Aqui B(x,E) [B(x,E)] significa a bola aberta [fechada]de cen 

tro x e raio E. 

Seja B(x*,E
1

)CD tal que, para todo xE B (x*,E
1

), as matri­

zes J
1 

(x), ... Jr(x) tem linhas linearmente independentes. Portan 

to as funções~., definidas por 
J 

cp • (x) 
J 

+ =J.(x), j =l, ... ,r 
J 

são contínuas em B(x*,E
1
). Logo, para cada j = l, ... ,r, existe 

M = max ll~j(x)ll em B(x*,E
1
). Daí, usando o lema 4.2.3 temos 

11 W J. ( x) + [ F. (X) - J. ( x*) (X - x*) 11 < 2MK 11 X - x* 11 p+ l 
1 J J 

(5) 
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para todo j=l, ..• ,r e O<w<2. Por outro lado, dado 8E(O,l),po-

demos tomar E
1

.:_E 2 tal que, para todo xEB(x*,E
2

) e wE (0,2) ,te­

nhamos 

II[I-wJ.(x)+J.(x*)] -[I-wJ.(x*tJ.(x*)]ll <8/2 (6) 
J J J J 

e 2MK li X- x* 11 p < 8/2. (7) 

Agora considere 

com 

-
X = X -

+ wJ.(x) p.(x) 
J J 

x E B ( x*, E 
2

) , w E (O, 2) 

+ 

e 1 < j < r. 

Assim x- x* = x - x* - w J. (x) F. (x) = 
J J 

= 
+ . + + 

x-x*-wJ.(x) F.(x)-wJ.(x) J-.(x*) Cx-x*-}-+wJ.(x) J.(x*)(x-x*) 
J J J J J J 

= [I-wJ.(xtJ.(x*)] (x-x*) -wJ.(xt [F.(x) -J.(x*)(x-x*)] = 
J J J J J 

+ + + = [I- w J. (x) J. (x*)] (x- x*) - w J. (x*) J. (x*) (x- x*) +w J. (x*) J. (x*) (x- x*) _ -
J J J J J J 



== P(w,j) (x- x*) + 'P (x) onde 

'P(x) = {I-wJ.(xtJ.(x*)]- [I-wJ.(x*)+J.(x*)]} (x-x*)-wJ.(x)+[F.(x)-
J J J J J J 

- J. (x*) (x- x*)] 
J 
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e portanto 11 '{) (X) 11 < 8 11 X - X* 11 (8) 

po r ( 5 ) , ( 6 ) e ( 7 ) • 

Agora suponhamos que xk E B ( x* , e:) , com e: < 

Desta forma 

k . k . -1 k . 1 
llx ,J- x*ll= P(w,j) (x ,J ,;,., x*) +iP (X ,J- ) e 

1 

11 xk' j - x*ll < ( 1 + e) 11 xk' j -l - x*ll por ( 2 ) e ( 8) • 

Portanto, para todo j = 1, ... ,r 

k . 
11 x 'J - x*ll < 

( 1 + e ) r-j 

Além disso, aplicando (8) recursivamente, obtemos 
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k+l k x -x* = P(w) (x -x*) + ~P 1 

onde 

II~P 1 11 ~e [llxk- x*ll +llxk' 1 -x*ll+ •.. +llxk,r-l_x*ll] < 

<e llxk -x*ll [1 + (1+8)+ •.. +(1 +8) r-l]. 

Corno e E (O I 1) ternos• ~ 

Portanto, usando (3) obtemos 

11 X k + l - X* 11 < [ a + e ( 2 r - 1 ) ] 11 Xk - X* 11 • 

Mas e ( 2r - 1) é um numero suficientemente pequeno. Agora, 

basta usar induções sobre K para completar a demonstração. 
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CONCLUSÃO 

Acreditamos que alguns esforços devam ser desenvolvidos no 

sentido de s-e obter para os métodos de projeção, uma melhora na 

taxa de convergéncia. Em [S]encontramos uma versão acelerada para 

o método de Kaczmarz. 

O método CSP tem se mostrado uma eficiente ferramenta quan­

do aplicado ao problema de factibilidade convexa. Contudo, alguns 

melhoramentos deverão ocorrer, a fim de torná-lo mais eficiente 

para o problema de factibilidade concava-convexa. 

Uma outra linha de pesquisa que surge para os métodos de pr~ 

jeção é a programação paralela; em [15]encontramos uma versao do 

CSP onde o autor usa essa estratégia. 
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