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INTRODUGAO

O objetivo principal deste trabalho € oferecer aos inician-
tes neste ramo de pesquisa, os elementos basicos com os quais te

rao que se familiarizar.

Os métodos usualmente utilizados na resolugcao de sistemas
de equagoes, necessitam do armazenamento de uma fatoragdao da ma-
triz representativa deste sistema - quando o sistema é nao li-
near, estamos nos referindo a matriz jacobiana. Em consequéncia
.deste fato, a utilizacdo destes métodos fica restrita a uma clas
se de problemas para os quais a capacidade fisica da maquina a

ser utilizada, nao & ultrapassada.

Neste trabalho, estamos interessados em métodos gue se <k5££
nam a resolugcao de problemas, cuja dimensao exige economia de
memoria mesmo quando forem utilizadas técnicas que explorem a es
trutura do problema. Para exemplificar, iniciamos com a formula-
cao do problema da Tomografia Computadorizada; cuja matriz & da

ordem de 105.

Os métodos aqui estudados, se destinam 3 resolugao de siste

mas e inequagoes lineares ou nao-lineares, {ver [4]).



CAPITULO I

Neste capitulo, apresentamos o problema da Tomografia Com-
putadorizada como forma de motivagao a aplicabilidade dos méto-

dos que sao objetos de estudos deste trabalho.

Apresentamos inicialmente um modelo Linear e em seguida um
modelo nao-linear, para o problema em quest3o. Na terceira parte
procuramos identificar as suas principais caracteristicas e por
tltimo, estabelecemos algumas maneiras de abordar o problema, ten

do em vista a sua resolugao.

1.1 O MODELO LINEAR

Suponhamos que o corpo a ser reconstruido se mantenha fixo
enquanto uma fonte e um receptor de raio-x, posicionados simetri
camente em relagao ao corpo, descrevem uma trajetdéria circular,
ao longo da qual serao realizadas as medidas. Sobre o plano de-
terminado por esta trajetdria, que corresponde a uma segao trans
versal do corpo, estabelecemos uma malha constituida de elemen
tos quadrados, que chamamos de células, ordenadas como na figu

ra abaixo.
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Assumimos que o coeficiente de atenuacao linear do  raio &
constante em cada c8lula e que o seu valor na j-8sima c€lula 'é
Xy A intersegao éo segmento correspondente ao i-8simo raio com
a j-ésima ‘célulla, designamos por a, ;- Esta medida expressa a contribui-

c30 da j—8sima célula na atenuagao total do i-8simo raia.

Desta forma, obtemos -0 sistema

(1.1) j=laijxj _b—j_ R i - l’oc.,m

- . - T
onde bi é o valor medido para o i-ésimo raio, m & o nimero total

de medidas e p o niimero total de células. -
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1.2 O MODELO NAO-LINEAR

No modelo Linear, bi depende somente de'xj. Contudo seremos
mais realistas se considerarmos que bi dependa também da concen-

tragao na célula. Feito isto, obtemos o sistema

y.(j = 1:—--;P)) i-= l,...,m

(1.2.1) b, = g; (x 57

Dai, se usarmos o modelo fisico de emissao de raio-x,na sua

forma discretizada [2], chegaremos ao sistema n3ao-Linear
2 2 . |
(1.2.2) b. = a..y. exp(1=laikxk) i=1,...,m

onde aij € o mesmo usado em(l.1)

1.3 PRINCIPAIS CARACTERISTICAS DOS MODELOS

Como o objetivo &€ obter a melhor representagao possivel pa-
ra o corpo, fica evidente que a malha necessita ser suficiente-
mente fina e isto equivale a um grande niimero de variaveis. Ao

mesmo tempo, teremos também gue realizar um grande'nﬁmero de me-

didas.



Se olharmos para a figura 1, veremos que cada raio atraves-
sa somente um pequeno niimero de células e consequentemente o sis

tema €& esparso.

1.4 ALGUMAS ABORDAGENS PARA O PROBLEMA

1.4.1 O Problema de Factibilidade

Se desejarmos que o sistema reflita a desconfianga que temos
nas medidas e também a imprecisao decorrente da discretizagao,

poderemos relaxar os sistemas(l.l)e (1.2.1) para obtermos
P )
(1.4.1) b.-e;< 2 a,.x.< b, +¢; i=1,...,m

P 14 .
(1.4.2) b.-e;, < il a; 3¥4 exP(_k_z__:laikxk)ib1+ €y 1i=1,...4m

Chamamos. (1.4.1) e (1.4.2) respectivamente de factibilida

de linear e factibilidade concava-convexa.

1.4.2 O Problema de Ajuste

Quando m > p em (1.4.1) em > 2p em (1.4.2) teremos um pro-

el

blema de ajuste. ‘ =



CAPITULO II

Iniciamos este 'capItulo; definindo o operador projegao e em
seguida demonstramos duas propriedades basicas deste operador. Na
segunda parte, descrevenos o método das proje¢6es ortogonais
sucessivas (SOP) e fazemos a demonstracao da sua convergéncia.Os

lltimos paragrafos tratam de casos particulares deste método.

2.1 O OPERADOR PROJEGAO

Seja Q um subconjunto convexo fechado de um.espago de Hilbert

E. Considere o operador PQ : E» Q tal que

(2.1.1) - IIx -PQ(x)Il = infllx-yll = p(x%,Q)

YEQ
onde I+ i provéxnzg.fda-pj:odubo--intemo.Chamamos Po(x) de projegao or-
togonal de x sobre Q.

Para simplificar a notagao, sempre que possivel, escrevere-

£ .
~

mos P(x) em lugar de PQ(x) .

LEMA 2.1.1 Para qualquer y €Q temos, -

(2.1.2) (x-P(x),y-P(x)) < 0,x€E



onde (+,+) indica o produto interno definido em E.

DEMONSTRAGAO

-

Tome Y, = oY +(l-a)P(x) com 0<a<ley€Q. Como Q é

convexo yd€: Q e por(2.1.1)
2 2
Ix-P(x)I" < Ix=-yIl.
Assim
(x-P(x), x ~P(x))<{x-P(x) ~aly -P(x)), x-P(x) - o (y - P(x))=
={x-P(x),x-P(x)) -20{x-P(x), y-P(X))+ az‘(y—,P(x) Y -P(x))

e dal

(x-P(x),y -P(x)) s a{y -P(x),y -P(x)).

o
2z
Fazendo a + 0 obtemos

(x-P(x),y-P(x)) < 0.



LEMA 2.1.2 O operador P & uma contragao fraca, isto &,quaisquer

que sejam x,y €E
(2.1.3) 1B (x) -P(y)ll < lIx-yl

DEMONSTRAGCAO:

Pelo lema anterior obtemos as desigualdades

(x-P(x),P(y) =P(x))< 0

(y=P(y),P(x) ~P(y) )< 0

que somadas fornecem

(x-y,P(y) -P(x)) +1P(y) -P(x)1% < 0.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

0> (x-y,P(y) -P(x))+IP(y) —P(x)%>
> IP(y) =P () (IP(y) =P ()l =llx=-y1)

logo

e



fe(y) -P(x)Il < lix -yl.

2.2 0 METODO SOP

Sejam I = {1,...,m} e (Qi)iGI uma familia de subconjuntos

convexos fechados de E tal que N Q; =0 * ¢.
i€T
Estamos interessados em encontrar um ponto x€Q. Com este
objetivo, @ SOP [ 6] determina uma sequéncia xo,xl,xz, .o .xk, ... que &

obtida através dos seguintes passos:

PASSO 1: Toma-se x°€ E arbitrario
PASSO 2: Escolhe-se ikE I
PASSO 3: Calcula-se

k+1 _ _k k, _ .k
X = X +wk[PQ\(X) x]

e

com

W.

S [6,2-68], 0<8<1

A figura abaixo ilustra o método, para W, = 1.

TN ek



Para realizar o passo 2, necessitamos de um critério de es-

colha. A seguir definiremos alguns critérios a serem utilizados,

os quais chamaremos de controles.

i) Controle quase-~ciclico - Dizemos gque uma sequéncia
(<]
k=1
k > 1 e existe um inteiro positivo M tal que

(ik) € um controle quase-ciclico sobre I se ikGEI para todo

}.

IS{ik+1,oo-'lk+M -

Quando M = m temos o controle ciclico.
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ii) Controle ciclico - A sequéncia (ik)oo - obtida
k=1

escolhendo-se ik tal que ik = k(mod m) +1, isto €, ik-l é con-
gruente a k moédulo m.

iii) Controle do maximo - Neste controle ikE'I é tal que

o (x*, Q, ) = max p(xk,Qi)
k i€1
iv) Controle da tolerancia - Seja (Tj);=0 uma sequéncia

de nimeros reais positivos que converge para zero e suponha que

k

X e Jp_q Ja foram determinados. Faga Jx= Ix-1 © escolha

rip1
ik como sendo o primeiro elemento de .

Sy ='{ik_l+1,ik_l+2,...m—1,m,1,2,...,ik_1}

que satisfaz a p(xk,Qi ) > Ty - Se esta condigdo nao se verifica,
k

faca jk = jk_l+l e repita o procedimento.

TEOREMA 2.2.1 Se E tem dimensao finita e Q C E 8 convexo  fe-

chado, entao o método SOP converge para x*€ Q, com qualgquer um

dos controles citados acima.

A demonstragdo deste teorema decorre dos lemas abaixo:
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LEMA 2.2.1 Se ike I & qualquer, temos

o x < 1 -x1 wxeg

(2.2.1)
DEMONSTRAGAO
Para simplificar, faremos PQ (x) = Pi (x) . Pelo passo -3 ' do
ik k
método, com x €Q, obtemos
1o 2 =gk - % 4w (B () -0 =

k

W3 =12+ 2w X - x,p, ) K wwd ey ) - 92 =
i, k71,

1 -x? + wf{npjk(:é‘) -2 - zwknpjkeé‘) - ||2+zwkupi](<>2‘) - P+

+2wk< xk -x,P. (xk) —xk)
1x

) k 2 2 . 2 k xk k
= 1 -xl%+ 6@ -2w) P, (&) -EN%+ 2w (P, x)-x,P, () -x") .
* o A S %L g

w, <2 e (2.1.2) concluimos que -

Psando que 0 < X

o <1 - x1. -
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LEMA 2.2.2 Se p(x,Q)= ﬂx-—PQ(x)H e ike I & qualquer entao

(2.2.2) limvp(xk,Q. ) =0
i
k
DEMONSTRACAO
p(,0) = I =2y () 1> 1T - B, ()
pelo lema anterior, mas por (2.1.1)
(ke PQ(xk)szlxk+1- PQ(xk+1)H = p(xk+l,Q).

Portanto existe p > 0 tal que 1lim p(xk,Q)=¢). Além disso
v k>0

0% (¢,0) - (L, 0)> 13 - 2 () 12- 1o p, N2

e dal, com artificio andlogo ao usado no lema 2.2.1 chegamos a

2,k 2, k+1 2 . zZ_ ... .2 2
0 (x°,0 - p2 (& ,Q)3(2wk-wk)|leT:1?()—>g(ll = (2 wk)p(_:?‘/,ojk).

L2
Como lim p(xk,Q) p e ?.wk - Wy > 0, segue gue -

k> . /‘r'

—



13

lim p (xX,0, ) = 0.

k o0 i‘k

LEMA 2.2.3 Se ¢(xk) = max p(xk,Q.) e i
i€T i

um dos controles acima, entao

" € obtido com qualquer

lim ¢ (xX) = 0

ke

DEMONSTRAGAO

Controle (i): Pelo lema anterior, dado e€>0 existe K tal

que para todo k' > K p(xk,Qi ) < €/2m. Dai

k
1 2 =w e, ) - K¥l= w0 (25,0, 1<=E—  wk> K.
k i, k i M
Da definicao deste controle, qualquer que seja l1<i<m

existe um inteiro positivo £ < M tal que ik+£= i “para todo k.

Além disso,

[

o0 = -2, M < 1, GE < 1K =21 Rp, oK) <
. - X+% x4

-

KoK+l

<l K+l_ k+2

B2 xR AR K - )¢

I+
Sl T



14

Le + E

A )

< €
para todo k> K . Logo

lim ¢ (£5) = 0

k>0

Controle (ii):  Basta fazer M = m e a demonstragao & analo

ga a anterior

Controle (iii) e (iv): Para estes controles as demonstra-

¢oes decorrem do lema 2.2.2.

" LEMA 2.2.4 Se E tem dimensao finita e a sequéncia (xk);=o sa-

tisfaz a (2.2.3), entao

(2.2.4) lim p(x,0)=0
koo
DEMONSTRAGAO
N S ~ Xny &
Vamos supor que 1lim p(x ;Q) = p >0, entao se ( ) é uma
k-+o '

subsequéncia, lim(xkn,Q)=;). Mas como a seguéncia (xk) é"limita-

.

n > - -

da e E tem dimensao finita, existe uma outra subseguéncia (x )

que converge para algum ponto x*. Além disso
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lim p(xM,Q.) = 0, por (2.2.3).
m--eo *
P ' -
Portantox*ﬁ-Qi para todo i €I, pois todos os conjuntos Qi s sao

fechados. Dai x* €Q e contradiz a hipdtese.

LEMA 2.2.5 Se QCE & convexo fechado e a sequéncia (xk)]:;0 satis

faz a (2.2.1) e (2.2.4), entao (xX) converge para x*€ Q.

DEMONSTRACEO

no— k k
- - n
Considere Sn 20 B(PQ(X ),0(x,Q)

onde E(x,p) representa a bola fechada de centro x e raio p.

O conjunto S é convexo fechado e nao vazio. Assim, seja

x* =k§0 Sy 1 logo x* EE(PQ(xk) ,p(xk,Q)) e dai

1K = x*l <K =2 R+ e ) - xtll < 20 (2,00,

Pelo lema 2.2.4 concluimos que

lim x5 = x*I

0. E¥sto completa a aemgps—
koo T

tragao do teorema. e

—
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COROLARIO 2.2.1 Se os conjuntos sdo semi-espacos, isto é

Q, = {x€E ]<ai,x> < bi}

para todo i €I = {1,...,m}, entdo o método SOP também converge.

DEMONSTRACAO

Seja V o espago gerado por {al, .o .,am}. Considere a varieda
de V+x°, onde xo € o ponto inicial. Pelo passo 3 do método, X
€ maltiplo de a,_1 € {al, .o ,am} , para todo k. Com isto, vemos que

tudo ocorre no espago de dimensao menor ou igual a m.

2.3 0 METODO DE KACZMARZ

Considere o sistema (1.1) na forma

(ai,x>=bi i=1,...,m

e vamos supor que o mesmo tem solugao. Kaczmarz[8] sugeriu encon

trar tal solugcao com o método abaixo:

PASSO 1: Toma-se x°€R" arbitririo -

PASSO 2: Escolhe-se i, € I - Controle cicliCOM//”'
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PASSO 3: Calcula=-se

KL koo

”.2 a, , com wkE (0,2)

A interpretacao geométrica do método, com w, =1, & dada pe

la figura abaixo:
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2.4 0 METODO DA RELAXACEO ~ (ART ITI)

Agora éstamos interessados no problema de factibilidade Li-
near(1.4.1).

O ART TIIT (Algebraic Reconstruction Technique) [7], foi uti
lizado com sucesso, por Robb et al[13), no campo de radiologia mé
dica.

Este método consiste em:

PASSO 1: Toma-se x°€ R" arbitrario
PASSO 2: Escolhe-se ik<EI - Controle ciclico

PASSO 3: Calcula-se

—~
0 se b, - (a, LX< e,
k 1x Tk
k k )
b, —-{(a, ,x) se |lb, - (a, ,x )|z_2ei
1k x 1x 1x k
c = <
k k k
2(b. + €, -{a, ,x ) se b, + e, <{a, ,x )<b, +2€g4
x  *x %  x 1p 1k k
. - /'
2(-b, + €, + (a, ,xk) sé ) bi -ZEi <<ai ,xk)‘<bik— eik
. k "k Tk k 3 k )

com £, > 0 -
i _



PASSO 4: Calcula-se

Interpretacao geométrica:

0,1,2,...

19



20

2.5 0 METODO DA RELAXAGCAO DE AGMON, MOTZKIN E SCHOENBERG

A fim de encontrar x€R" tal que
<ai_’x)ibi i=1,...,m

onde aiE R e b, & um niimero, Agmon [1] , Motzkin e Schoenberg [11],

publicaram em 1954 o seguinte método:

PASSO 1: Toma-se x° E€R" qualquer

PASSO 2: Escolhe-se ikE I - Controle ciclico
PASSO 3: Calcula-se
., -{a, ,xk>
T 1y
C, = min (0, w )
k K a, 12
k
com 0 < wk <2
PASSO 4: Calcula-se
+ k. .
Ko Ky Cpds kK =0,1,2,000

-
-

-



s Parg 4, _
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- CAPITULO T1II

Para o problema dé factibilidade convexa nao Linear, o méto
do SOP, em geral, nao & aconselhavel, pois cada passo implica
em resolver uma minimizagao a fim de se cbter a projecao. Para con-
tornar tal dificuldade, Y. Censor and A. Lent em [3] , sugeriram co método
das projegoes ciclicas do subgradiente. Em [2 ] este método foi adaptado para

o problema da factibilidade cbncava-convexa. (1.4.2).

3.1 PRELIMINARES

DEFINIGAO: Seja g : R+ R uma funcd3o convexa. Diremos que

u €ER® & um subgradiente de g em x, se satisfaz a

{u,y -x? + g(x) <gly) VyGJRn.

Em todos os pontos x para os quais g & finita, existe pelo menos

um subgradiente, ou seja, o conjunto
3g(x) = {u€R" [(u,y-x) + g(x) <g(y) ¥yER"}* ¢ e

quando g & diferenciavel em x, u = Vg(x), ver [14].
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Seja G : R" » R definida por

G(x) = max {0,g(x)}.
E facil ver que
[x€R" | G(x) =0} = {xeR® | g(x)< 0}.
3.2 0 METODO - (CSP)
Considere a familia de fungaes ‘convexas, gi : ]Rn+IR com

i€r = {1,...,m}. Seja
R = {x€R" | g, (x) <0, ¥i€ I}

e SCR um conjunto convexo fechado tal que RNS = Q#¢.

A fim de encontrar um ponto x €Q, apresentamos o método
abaixo : A

PASSO 1: Toma-se x°€ S arbitririo

PASSO 2: Escolhe-se ikG I

PASSO 3: Calcula-se -



Gi(xﬁ)
—k+1_ _k _ k X
X = wk~II £[2 u onde
ukaaG (xk) w, €[6,2-¢] &>0 e G.(x) = max {0 (x)}
lk , Kk , ¢ ¢ i Igi
PASSO 4: Calcula-se
—k+l).

O conjunto S & obtido pelas restrigOes gue proporcionam uma

f&cil projecao. Como exemplo, citamos as restrigoes do tipo cana

lizagao.

Interpretacao geométrica:
9,(x)=g,x%

g9,(X)=0

9,(X) = g,(x")

gz(x)=o



-

TEOREMA 3.2.1 Se 95 (x) para todo 1€ I & continua convexa e o

conjunto 3G, (x), para todo 1 €I, é limitado em todos .os _pontos

x €ESNB(X,p), onde B(X,c) & a bola fechada de centro X€Q e raio

o i . 7 }:) x

-x 1l , ent30 a seguéncia (x v obtida pelo método aci-
k=

(0

o =1llx

ma, converce para x* < Q,

A demonstr :So 3 tzorema decorre dos lemas abaixo:

®

5%

8]

LEMA 3.2.1 Se x€Q entao

(3.2.1) I l<lsE - xll ¥k> o0
DEMONSTRACAO
kiRl e &Y cp o 12 < 1 FT - 1 ?
pelo lema 2.1. 2.
k
G. (x )
1
Assim ara o, = W kK _
Ssif, P k kK K2
I uXll
EREE el P e L Py R 112 - 20, (%0 <
2

e X - x % 102 kI - 20 6, (X5,
k k 1k



pela definicao de subgradiente.

Substituindo-se o valor de Oy obtemos

w JKFL 2 A 2
i - ! - + - o,
X X “ < l, X X “ (W‘ 2W] ) “ 3 “ 5

k

2 .
Como w_ - 2w, < 0 conclui-se gque
% }

1+ sl < 1 - x

LEMA 3.2.,2 Se o conjunto EGi(x) € limitado, para todo i €I e

para todo x € SNB(X,r), e vale o lema 3.2.1, entdo

DEMONSTRAGAO
- . k o - -
Pelo lema 3.2.1 a sequéncia (Ix -xI) , com x €Q, & mond
k=0

tona cdecrescente, logo

lim =5 x| = p > 0.
k=

Mas como



™D
~1

w, €[8,2-¢] 0<8<1,

kyq2
, [G, (x7)]

—wly—k < 1K =x1-

k- ey
k k k, 2 - .
(IR

Oi(Zw

Assim lim —————e— = 0,
k,2

Além disso, xk € SNB (X,p), para todo k >0. Por hipOtese existe

k
uma constante K >0 tal que llu ll <K, logo

lim G, (x%) = 0
ko Tk

LEMA 3.2.3 Se vale o lema 3.2.2, entao

1im 159 25K =0 ¥ 3 =1,2,...
k>
DEMONSTRAGAO
R I} ARt IS N O N B e
(G, (x9]°
2 'k

A\
T



Usando o lema anterior

k+1 k
- x|

lim IIx = 0.
k oo

Fazendo indugao sobre k obtemos
lim 1573 25 = o ¥, =1,2,...
k> J

LEMA 3.2.4 Para todo i €T
lim G.(xk) =0
k -+ 1

DEMONSTRAGCAO

Para todo i€ I existe um nimero positivo r<M  tal gue

i= ik+r’ onde M & a constante do controle quase-ciclico.Por ou-

tro lado, para todo i€ I

6, (6] < 6, 6 —a (T

Y +]e. 5T

+r

Como G, €& continua, seque que G,, restrita a B(xX,p), & uniforme

mente continua e portanto
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<+
lim |G, () -6 (x*7%)| = 0.
koo 1 1
Além disso, pelo lema 3.2.2 lim G, (xk+r) = 0.

Logo l1im G, (,xk) =0 i€l

=)
koo

LEMA 3.2.5 Se sC R™ & fechado, entio.

lim xk = x*€EQ
Kk >0

DEMONSTRACAO

Como {x}C B (x,p) e B & um compacto, existe uma subsequén-
- km * . -
cia (x™™") gque converge para algum x* € S, pois S & fechado. Com

isto

lim || ka -x*[l =0
m->co

que juntamente com

lim I -xll =
k>
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CAPITULO IV

Neste capitulo estamos interessados em resolver o© sistema

(1.2.1), comm = n., Para resolver este problema, apresentamos um

método do tipo Kaczmarz para sistemas nao-lineares,e em seguida

fazemos a demonstracac da convergéncia local do mesmo. Quando

m < n ver [10].

4.1 O METODO

Considere o operador F : D CIRnafRn,sendo D um conjunto con

vexo aberto. O sistema (1.2.1), com m = n, pode ser escrito na

forma
F(x) =0
T _ .
onde F(x) = (fl(k),...,fn(x)) com fi(x) = bi— gi(xL i=1,...,n.
Podemos também, reescrever F(x) = 0 como
Fl(x) =0
F (x) =0



onde Fj, j=1,...,r, indica um agrupamento de fis, sendo gue em

cada bloco Fj,néo h& repetigao.

O jacobiano de F(Fj) serd representado por J(Jj).

Seja x* tal gue F(x*) = 0.Assumimes gue J(x*) & nao-singular

e que as linhas de Jj(x*) sao linearmente independentes,para to-

do j =1,...,r.
A fim de encontrar x*, J.M. Martinez em [%]sugeriu o sequinte método:

PASSO 1: Tome x° € D arbitrario

PASSO 2: Para todo k =0,1,2,.

i) Facga xK = xk:0

- k,3+1 _ k,J _ _k k,j +F K,J.
ii) Facga x = x wj+l Jj+1 (x ) j(x )
para j =1,...,r - 1 e
. k+1 _ . k,r
iii) Facga x = X
- c
onde Jj(x)+=Jj(x)T[Jj(x)Jj(x)T] 1 e wy,eee,w €(0,2).

A interpretacao geométrica do método com dois blocos e w=1l,

é dada pela fiogura abaixo:



Fi(x) =0

Fz(x) =0

4,2 CONVERGENCIA LOCAL DO METODO

Antes de iniciarmos a demonstracao da ‘convergéncia do méto-
do, apresentamos algumas definigBes e Lemas, dos quais faremos

uso.

Seja P(w,j):ﬁRn + R um operador definido por
P(w,j)u = [I—ij(x*)+J_(x*)]u (1)
J

onde 0<w<2,.

Observe que P(l,j)u & a projegao ortogonal de u sobre



N[Jj(x*)], oride N[Jj(x*)] representa o nucleo de Jj(x*).

LEMA 4.2.1 Para uEIJE temos

NP (w,j)ull < flull (2)

e a igualdade ocorre se e somente se uEEN[Jj(x*)].

DEMONSTRAGAO:

Como P(w,3j) € Linear, basta usar o Lema 2.1.3, com u = X-y.

LEMA 4.2.2 Se P(w) = P(wr,r)-P(wr_l,r—l)-...-P(wl,l),

com w ..,erE[d,Z—G] 0<8§<1 e as linhas de Jj(x*) sao 1i-

17-

nearmente independentes, entao

max {llP(w)ll; wl,...,wr€5(0,2)} =q < 1 (3)

DEMONSTRAGCAQ:
Como P(w,j), para todo j = 1,...,r, € continuo e a cbmposi—
cao preserva a continuidade, temos que P(w) & continuo. Além

disso, usando a independéncia Linear das linhas de Jj(x*), vemos



[
ur

que para todo uE]Rn, u # 0,

Np(w)ull = HP(wr,r)'...'P(wl,l)u” < Jiall .

Portanto no compacto {fu€e R” |lull = 1} temos IP(w) Il < 1.

Analogamente

max {IP(w)ll, wl,...wrE [6,2-8]} = 0o < 1

LEMA 4.2.3 Se F : D»R" & de classe Cl, J(x*) & nao-singular e

existem constantes K, p > 0 tais que

13 (x)- J(x)lI< kIl x - x*|IP ¥x €D,

entao

IF(v) -F(u) -J(x*) (v-wl < K max {llv-x*ll ,llu-x*I}lIv-ul

(4)

Yu,v €D.

DEMONSTRACAO: ver 12}, pg. 70



TEOREMA 4.2.1 Com os lemas acima, existe € > 0 tal gue se

o -~ . k - .
lx~ - x*ll<e a sequéncia (x ) converge para x* e além disso se

XK = x* para todo k = 0,1,2,..., temos

DEMONSTRACAO

Aqui B(x,e) [B(x,e)] significa a bola aberta [ fechadal de .cen

tro x e raio «e.

Seja ﬁ(x*,el)CiD tal que, para todo x € B (x*,¢ as matri-

RE

zes Jl(x),...Jr(x) tem linhas linearmente independentes. Portan

to as fungoes ¢j, definidas por

sao continuas em §(x*,sl). Logo, para cada j = 1,...,xr, existe

M = max H¢j(x)H em B(x*,e.,). Dai, usando o lema 4.2.3 temos

1

I w Ji(x)-l-[Fj (x) - I (x*) (x - x*)ll <2MK [Ix - x* 1P+ (5)



w
~

para todo j=1,...,r e 0 <w< 2. Por outro lado, dado 6 € (0,1) ,po-
demos tomar €, 5%, tal que, para todo xEB(x*,EZ) e w€ (0,2),te-

nhamos

MI-w Jj (x)d'»Jj (x*)] -[1T-w Jj(x*)d'.Jj (x*)Jll <8/2 (6)

e 2MK || x - x* 1P < /2. (7)

Agora considere
X = x - ij(x)+Fj(x)

com X € B(x*,ez), we€(0,2) e 1 <3j<r.

Assim X —-x* = x - x¥* -ij (x)+Fj(x)=
+ , + +
= X=-%X*-wJ.(X) F.(xX)-wJ.(X) J.dx*) (x - x*}+wJ.(x) J.(x* (x-x%
J J J J ] J

- I1 -ij(x)‘“;wj(x*)] (x = x*) —ij(x)+ [Fj(x) =34 (x*) (x=x%)] =
= [1-wy, (x)+Jj (] (= 3%) ~w I, (x*)+Jj (%) (x = x*)+w 5 (x*)+Jj (x*) (x - x*) -

- + - —x*)] =
ij(x) [Fj(x) Jj(x*)(x x*)]
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= P(w,]) (X = x*) + ¢ (%) onde

+ + +
= I-wd. J.(x*)] - - ,(x*  (x* - x¥*) - . . -
¢ (%) {1-w ](X) j(x ) -11 wJJ (x*) J] (x*)]} (x~x*) ij(x) [Fj(x)

- Jj (x*) (x - x*)]

e portanto lo (x) I < 8llx-x*I (8)
por (5), (6) e (7).

Agora suponhamos gque xke B (x*,e), com €< ——— |
(1 +0)7%

Desta forma

1

lek’J -x*= P(w,3) (xk’J_l‘—x*) +Jl(Xk’J_ ) e

173 o xsicr+0) 15573732l por (2) e (8).
Portanto, para todo j = 1,...,r
. €
173 - xx < 2 <e,.
(1L +9)773

Além disso, aplicando (8) recursivamente, obtemos
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xk+l-x* = P(w)(xk-x*) + ey
onde
o <o L= = xexll o xS b =l e Tl enn) <
< 6 Il < x| (1 + (Q+0)+...+(1 +8) T,
Como 6 € (0,1) temos: -
o I <027 = 1" - x1 .
Portanto, usando (3) obtemos
I el < [aw 0 2T - TR - x* 1.
Mas 6(2¥ -1) & um niimero suficientemente pequeno. Agora,

basta usar indugoes sobre K para completar a demonstracao.
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CONCLUSAO

Acreditamos que alguns esforgos devam ser desenvolvidos no
sentido de se obter para os métodos de projegcao, uma melhora na
taxa de convergéncia. Em [5]encontramos uma versao acelerada para

o método de Kaczmarz.

O método CSP tem se mostrado uma eficiente ferramenta quan-
do aplicado ao problema de factibilidade convexa. Contudo, alguns
melhoramentos deverao ocorrer, a fim de torna-lo mais eficiente

para o problema de factibilidade cOncava-convexa.

Uma outra linha de pesquisa que surge para os métodos de pro

jecao & a programacgao paralela; em [15]encontramos uma versao do

CSP onde o autor usa essa estratégia.
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