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INTRODUGAO

A teoria de controle tem mantido em atividade a um
grande nilmerc de matemdticos por quase cinco décadas. Alguns
dos métodos da geometria diferencial, tem sido aplicados efi

cigntemente nhesta Area durante os ultimos 20 anos.

Seja L um sistema de contrele, {def. 0.1), isto &, b
é um modeleo matemdtico gue descreve o comportamento de siste
mas fisicos, bioldgicos, aercespaciais, sociais, etc.. A va-
riedade M, o© espago dos éstados do sistema, pode ser gran-
de demais em dois sentidos. I poderia nao ser centralével,ig
to &, dado um estado inicial X poden existir outros esta-
dos de I gue nao sejam alcapgadas desde x_ via a dindmica
do modelo, ou seja, usando todas as estratégias, (controles),
disponiveis. Por outro lado, é possivel a existéncia de dois,
{ou mais), estados X ¥y € M indistinguiveis por I. Mais
precisamente, dado um controle admissivel u gualquer do sis
tema, as observagoes da evolucac da dinamica de I a partir

de x_ e de x, em relacdc a u coincidem. Assim, serd con-

veniente tentar "reduzir®

M a um espago M, onde ainda seja
possivel definir ¥ e tal gue o novo sistema seia controlavel
e observavel, {def. 0.8). Porém, ecxemplos simples moestram
gue Orbitas positivas nem sempre sao variedades (sem borde).

O teorema das Srbitas, (Teo. 0.3), & o melhor possivel de se

obter na tentativa de contornar esta situagac no caso geral.
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Agssim sendo, © estudo centra-ge de maneira natural, na exig-
téncia de realizagOes minimais de I, ou seja, a procura de
condigcoes sob as guais se garanta a construcio de um sistema
transitivo, (minimal), e observavel Xl COm a mesma estrutura
gue X, ou seja, as fungoes de entrada-salida, (Cap. 0), ¢, e

X

@21 coincidenm.

Neste sentido e em relagdc a sistemas de controle nao
lineares, existe uma extensa literatura. Por exemplo, [Ba.},
{Ga.~Bo.1}, [Ga-Ba.2], [He.-Kr.], [5u.1l] e [5u.2] sac alguns
dos trabalhog importantes e que estaco relacionados com esta
tese.

Em 1975, H. Sussmann, en [Su.l]l, extende o teorema do
grupo fechado, {variedades homogéneas), para quocientes de
variedadegs arbitrarias. Isto &, se preocupa do problema glo-
kal de encontrar caracterizacoes, numa linguagem adeguada a
teoria de controle, para que certas relagdes de equivaléncia
sejam reqgulares. Com a aplicagao destes resultados & demons-
trado em [ Su.2l (1977}, a existéncia de realizacSes  mini-
mais para sistemas analiticos. J.P. Gauthier e G. Bornard em
[Ga.~Bo.1l], (1984 e [Ga.-Bo.2] (1982), extendem os resulta-
dos anteriores para Certas relacdes € certas classes de sis-—
temas C .

Em 1977, R. Hermann e A. Krener em [ He.~Kr.], introdu~
zem a distribuicao A, {(Cap. I}, com ¢ objetiveo de egtudar
observabilidade local e realizagoOes fracamente minimais. Em
1984, J. Bastos Gongalves enm [Ba.l define a distribuigac A,

{Cap. I}, e analisa realizagoes quase-ninimais.
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Esta tese estuda ¢ problema da observabilidade ¢ a exis
téncia de realizagOes minimais e fracamente minimais, no es-
pirito de distribui¢les e relagOes regulares. Ademais, no Ca
pitulo V utilizames alguns resultados bdsicos da teoria de
representagoes de grupos compactos. Pensamos que a analise
harmdnica, € um dos caminhos possiveis no estudo desta pro-
blematica. |

2 seguir, fazemos um breve resumo dos capitulos gue

compbem esta dissertacao.

Cap. 0 - Contém algumas nogbes e resultados basicos da teo-
ria. £ dada uma definicao de sistema de contreole de <classe
ck , 1 <k < w, e as nogdes de transitividade, acessibilida
de, controlabilidade e observabilidade destes sistemas. In-
cluimos os enunciados do teorema das  Orbitas Teo. 0.3
{8te.1], [8u.3], de um teorema relative a controlabilidade
de sistemas invariantes sobre Jrupos compactos, Teo, 0.5 ,

fJu.~8u.]l e de alguns resultados ¢lassicos sobre acessibili-

dade no Tea. 0.7, [Lo.ll, [Kr.1l], para referéncias futuras.

Cap. I - E dedicado ao estudo da integrabilidade de distri —
buictes sobre o fibrado cotangente. Centramos nossa atengao
a distribuicgoes regulares, assim, s3o procuradag condigoes
sob as quais distribuicdes arbitririas sejam preservadas por
fanilias transitivas de campos de vetores, {def. 1.1). Esta
secao contém virios resultados neste sentido, os gquais estac
estreitamente relacionados com os trabalhos em {Ma.l,{Ste.l}l,

{5u.3) ,desenvolvidog sobre TH.
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Cap. IT ~ Introduzimos a distribuicdo 2" e damos na Prop.2.1,
éandigﬁes gque relacjonam esta distribuicao com A e A. Defing‘
mos a condicao do posto da observabilidade e no Teo. 2.9 ge-
neralizamos o teorema de posto, Teo 3.1 em [Ba.] & em {He,-Kr.].

Supondo &+ =/ mostramos . gue R+ & regular discreta e gue cada
variedade integral I, (x) para x€M & um mergulho. Concluimos
no Teeo. 2.11, a existéncia de realizagaes fracamente minimais,
generalizando o Teo.3.9 em [He.-Kr.]. £ obtido também no co-
rolario 2.12 o reciproco do Teo. 2.9 para sistemas onde at=p,
Um exemplo mostra a insuficiéncia das distribuicSes A e A em

alguns casos,

Cap. III -~ Utilizando as técnicas desenvolvidas em [Sa.l, se
consegue na Prop. 3.5, um resultado relative & regularidade
de relagdes de eguival@ncia fechadas e c-finitas. Esta propo
sicdo permite no Teo. 3.6, dar condic¢Oes para a existéneia de
realizagoes minimails de uma classe de sistemas de controle
¢ generalizando assim o trabalho em | Ga.-Bo.l}. As exten~
soes para relagCes quase regulares e variedades nac conexas
gsac também explicitadas.

& segunda parte deste capitulo & dedicada ao estudo da
existéneia de realizagles minimais de sistemas invariantes
sobre grupos. O principal resultado contido no Teo. 3.10, ga
rante realizagéa minimal para este tipo de sistemas, ainda
que a funciéo de salda h pertenga a Lz(G,V}, desde que se
tenha controlabillidade. Este resultado se extende levemente

em algumas situagdes.

Cap. IV - Comecamos por definir o gue entendemos por siste-

mas de controle de automorfismos, (s.¢.a.})}, 0s guals sac uma
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extensao dos sistemas bilineares. F caracterizada a observa-
bilidade deste tipo de sistemas nos casos transitivos,Cor.4.3
e geral, Prop. 4.4. Na definicaoc 4.6, damos a nogao de soma
direta de s.c.a. & no Teo. 4.7 caracterigzamos a observabili-
dade desta soma. O tipo de situagao no Teorema acima citado,
aparece naturalmente por exemplo, quando se consideram repre
sentagbes diferentes de um mesmo sisStema invariante scbre um

grupo de Lie compacto, como serd visto a seguir.

cap. V -~ A teoria de representactes & um dos possiveis cami-

nhos para se estudar a observabilidade. Nesta sec¢ao, concen-
tramos a atengéo sobre sistemas I, invariantes sobre grupos
compactos, Via a representagfo regular a direita R de um gru
po de Lie compactc G sobre H = Lz(G,w}, representa-gse I,
num sistema diferencial R(Z)m sobre ﬂﬁ: isto &, sobre o es-
pago dos vetores diferenciaveis de classe c” para R sobre
H. Também, & possivel representar I num sistema de evolucgao
R{%) sobre #. O teorema de Peter-Weyl {(Teo. A.3), permite na

Prop. 5.1, a decomposigac

RI{IY = &, R}
TEG

T

em sistemas bilineares finito dimensionais analiticos. 0 teo
rema 5.2 caracteriza a observabilidade de R{I) via a observa
bilidade de cada sistema R{E}w’ £ possivel também refazer
todoe ¢ anterior para va = szG,V}, onde ¥V & um espago
vetorial finito dimensional. O teorema 5.4 permite concluir

uma condigdo suficiente para a observabilidade de I, isto &,

ge R(I,V) & observavel, entdoc § também ¢ sera. Damos  um
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exemplo onde o reciproco ndc & valido. Terminamos esta secido,
com algumas observagOes onde supomos gue © espago de inobser
vabilidade I de R(I), & um ideal bilateral da algebra de con

volugaeo (¥, *).

APENDICE - Damos um breve resumo com as nogoes minimas da teo
ria de representagoes de grupos compactos e algebras, para

facilitar a leitura do capitulec V.

Parte do trabalho desenvolvido com o professor Kupka,
em relagac a construgido de observadores, corresponde a uma
versio no IR" do Teo. 4.7 do Capitulo IV, a representacdc I,
sua decomposicao via o teorema de Peter-Weyl e o Teo. 5.2 do
capitulo V.

Finalmente, reitero meus agradecimentos ao Prof, San

Martin, pela orientagac deste trabalho.



capITULO O

DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS

SISTEMAS DE CONTROLE

Adotamos essencialmente a notagao em [ Su.2}.

DEFINICAO 0.1, Um sistema de controle de classe Ck , (1 < k

< @), € um objeto I determinado por

= (M, 2, U, ¥, N, h} , onde

a} M, ¢ espacco dos estados do sistema, & uma variedade

diferencifvel de classe Ck+l, de dimensaog finita m, Haus-~

dorff, conexa e paracompacta.

b) 0 ¢ P , é o espago dos controles.

¢} U, & a classe dos controles admissivels, que para os

nossos propositos bastard considerar

{u:{0,dom{u)] —— Q | u constante por pedacos}

2
.
H

Cada u € { & chamado de contrele ou entrada de I,

-

d) ¥ €& a dindmica de classe ck do sistema. Mais pre-
sicamente, ¥ & definida por uma familia de eguagdes diferen

clais
E ]
X = F{x,u)



tais gue, para cada u € (Q, a expressdo

- k - .
& um campo de vetores de classe €. Além do mais,

Dy = (x% [u € 0}

a familia dos campos associados a I & satisfaz,

D

M= U domfxu).
uen
2) N, o espago de saida de I, & uma variedade diferen

cidvel, que em geral serd um espaco vetorial de dimensdo finita.

f} h:M ——s N, a funcao de saida do sistema, & uma
aplicagao continua, ou ainda, em relagao a realizagdc mini-
mal e observabilidade saobre grupos de Lie G teremos, M = G,

N = V unm espaco vetorial e h € Lz(G,v).

OBSERVAGCOES

- u, .
1. Ja gue, para cada u € 2 , dom(X )} & um aberto, a
fltima condicdo em {(d) ndc & restritiva pols sempre & possi~

vael considerar o sistema sobre a variedade U ﬁomixu},
uEq

2. Be F & de classe Ck s 1 < k <w oy, entao para ca-

da u € C.P. as condigoes de Carathéodory de existéncia e

uncidade de soluctes da eguagao

% = F(x,u)



estdo satisfeitas, [Wa.]. Além do mais, é possivel considerar ou-
tras classes de controles admissiveis impondo a DZ uma cer-
ta condicao de ser Lipschitz-Local e ainda se obter existén-
cia e unicidade da equagdc antericr para essa classe de sis-
temas. Via o lema de aproximacgao, [Su.2],& muitas vezes pos
sivel wconseguir resultados para sistemas de controle mais
gerais considerando primeiroc controles constantes por peda-
cos e loge apreximando um contrele arbitré@rio por esta clas-

se de controles.

3. Cada u € @ define um grupo local a l-parametroc

{fluxo}, Xg em M, istc &, para cada t € @, o™ < ®,

Xz & um difeomorfismo local entre abertos de M satisfazen

do
1 . u .
Xt+s = Xt ') Xs , onde possivel, e
X% = id.
o)
Além, para cada x € M a curva y(t) = Xz{x} satisfaz a
equacao diferencial
| X = F(x,u)|
{£,8,%) =« >

®{0} = x I

4, Entendemos por trajetdrias de I, qualguer concate-

nacao finita de trajetdrias de campos em Dy, Em particular,

Yx € M, yu € C.P., seguir a trajetdria Xz(x) eguiva-
U,

le a tomar composicoes de difeomorfismos locais th ; aledi
3

uj € ). Mais precisamente, s¢e u € C.P,, u e cgncatenagéo



de contrcles constantes, ou seja

entio,

ol

Desta forma, contrdi~se o grupo local de Z

k 3
€
G...0 Xt'|tj€IR . X Dot

1
ty ;

Este conjunto & fechado por composigac e por elementos inver

N - . ‘...l
808, isto €, permite—se o retorno ne tempo, de fato, (XtJ =

5. Quando ndo ha mengac explicita sobre a fungido de
saida h , se considera implicitamente h = id., em particu

lar, M = N.

GRBITAS.

Seia I um sistema de contrele de classe Ck e seija
x € M, se define a Srbita de x pelo sigtema £, como a Sp-
bita da acao do grupo local G, sobre x, isto &,

Gy (x} = {oi{x) ¢ € Gz}'

E clarc gue Gy (%), coincide com o conjunto dos pontos em M
que sdo possivels de atingir via as trajetdrias de :I, a par
tir de =, isto &, quando consideramos os campos em

+ = it &
Do {+% |x Dz},



DEFINICAO 0.2:
1. & & dito transitivo,se para algum x € M
Gz(x) =M.

2. Mais geralmente, uma familia F € X(M) & dita tran-~

sitiva,se 3x € M: G,(x) = M, onde G, & construido analoga

F

m .
ente a GZ

Teorema das Orbitas [Ste.2 ], [Su. 31].

TEOREMA 0.3. Seja r um sistema de controle de classe Ck '

entao, para cada x € M :
1. Gz(x) & uma subvariedade imersa.

2. Gy (x) & gquase regular. .

Gz(x) gquase~regular significa o seguinte:

se {T,T) & um espago topoldgico localmente conexo e se

f: {T,1} —— {M,IM) & continua a valores em Gz{x},entéo

Foo{r,r) —— (szx),T )} & continua,

Gy (%)
onde T & definida da seguinte maneira:
GF€XJ
\ _ 1 k , "
Considere para cada b={Xx",...,x"} C DE a aplicacgao:
o dom(p 3 C HQk e U O '8
D,x D.x 5
L k
QD,X(tl"“"tR} = Xt O...0 Xt {x)

1 k



entdo,

= Li
Gy (x) prx(dom pD,x) .

TGZ{x} g a topologia mais forte sobre Gz(x} tal que SD’X

continua, vo = {xl,...,xk} - Dy, Wk € IN.
OBSERVACOES :
. ~ 1 k
1. Sejam v,z € Gz(x) entaoc 3X7,...,%¥ € Dy 4 < IR

contendo a origem, tal gue:

pﬁ,y : UQ—mww+ Gzéx} satlsfa;
3T € uO: pD,y(T) =z e Py tem rango maximo,
(dim Gz(x)), em T.

2. Para cada x €M e vy € GX(K)

..-.l
= =
Tsz(x) {e, 0Xow “(y) /o Gy , X € DE}”

3. Quando o sistema I € analitico,(implicitamente

X & DE & definide globalmente), entao,

Tsz(x) = {z{x) /2 € AL{(Z)}
onde AL{L)}) & a menor subalagebra de Xx{M) contendo DE‘

4. Seja vy uma curva diferenciavel em M, a valores

Gz(x), entdo, © seguinte diagrama é comutativo

&

k

el



Gz(x) .

Como i & uma imersao e Y a valores em Gz(x} & continua,
conclui~se gue y & uma curva diferenciavel em Gy (x}, em par

ticular, vemos gue se X € X(M) e y € GX(X} R

Xt(Y) & Gz(x) = Ai{x} € TyGE(x} .

ORBITA POSITIVA.

Analogamente a G, se constrdi o semi-grupo local

1 k j
Sy = {X, o...ox. |x’ €D

t., > 0}.
L 1 k

s R
A Orbita positiva de x € M pelo sistema I vem dada por

Sy {x) = {e(xy |y € SE}

DEFINIGAD 0.4:

a) ¥ & dito controldvel em x €M, (ou desde x €M) se,

SZ(K} = Mo,
bh) T & dito controlivel em M se § & controldvel em x
mara cada x em M.

¢) Mais geralmente, F C X(M) &€ dita controlavel em X

se ' SF{x) = Mo,



TEOREMA 0.5. {Ju-8u.l . BSeja G um grupo de Lie conexo e
compacto e I um sistema transitivo invariante & direita sgo-~

bre G, isto e,
o k ,
T o< wo= X (x} + I u.Xjfx) >
| j=1 J !

onde, X°, xJ € Ar(G) , u; € C.p... Entdo,

¥ & controlavel em G.

ACESSIBILIDADE.

DEFINICAO 0.6. & & dito acessivel em =z €M, (ou desde =EM), se

int SZ(XJ 7 0.

I & dito acessivel em M. se & acessivel em x para cada x em M.

TEOREMA 0.7. [Lo.l},[Kr.1l. Seja x € M, entao:
1. Para k= w

dim AL(Z)(x) = dim M == I & acessivel em x.

2. 8e k=uw, isto &,no caso analitico temos:

dim AL{I){x) = dim M <= £ & acessivel em x.

APLICAGCAQ ENTRADA-~SAIDA.

gseja I = (M, R, U, F, N, h} entdo, a fungdc entrada-

-saida de I, @? = ¢ & definida por:



dom({d) T U # M ———s A.C.{N)

L=l
e

(u,xo) s @(u,xo} = hi{x(t))

onde x(t) & a Gnica sclugdac do problema de Cauchy,

l % = F(x,u){
(E,u,xD} = & > , com t > 0,

x{Q} = X, ,

A.C.{N) denota a familia de fungdes absolutamente conti-

nuag a valores em N.

OBSERVABILIDADE.

DEFINIGAQ 0.8, Seja I um sigtema de controle e x,v € M.

1. x & indistinguivel de vy, {x ~ y), se
e, 2y =¢{ , ¥}).

2. ¥ & dito obgervivel em x € M, se a classe de X

pela relacac ~, C(x) , & trivial.

3. I & dito fracamente observivel em x € M se U, vi

zinhanca de x tal gue

Ci{x) N %3: {x}

4, As definigoes (2) e (3} se extendem a M ponto a

ponto.
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SIMETRIA.

8eja R uma relacdoc de equivaléncia em M, Um campo

X € X{M) & dito simétrico para R, se para cada x,v €dom{X)

{(x,y}) € R = Xt(x)RXt(y} , onde possivel.

REGULARIDADE.

Se R & de equivaléncia em M e M/p » com a topolo-
gla quociente, admite uma estrutura diferenciavel de tal for

ma gue a aplicacao

i
M MGQ

& uma submersao, entdo R serad dita regular.

E conhecido gue a estrutura diferencidvel sobre Mjh
se existir & (nica e gue M/, serd Hausdorff se e 50 sa R &

uma relacao fechada, (isto &, R T M x M & fechado},[Br.-CL.].

DISTRIBUICDES.

DEPINICAQ 0.9:

1, Uma distribuigao no fibrado cotangente T*M & uma

aplicacao

D w €M > Px) C T;M

onde D(x) & um subespaco de T M. D serd dita regular se

dim{?D) nao depende de x.



s

2. Unma imersido (N,¢) & dita uma variedade integral de

P, se para cada y €N
<¢§TyN,D(w(y))>* 0

onde ¢, dencta a diferencial de ¢%(as vezes dy ).

3. D & dita integrdvel em x € M, se existe uma varie-
dade integral de U contendo x. P serd integrivel em M se

o for para cada x de M.

4. Seja w uma l-forma definida numa vizinhanga U,de X,

w €& dita tangente a U enm qase
W, € Pi{x) , ¥z € UO.

5. Uma distribuigdc ¥V & diferenciavel de classe c® enm

1 k .. L -
x €M, se 3 l-formas w ,,..,wry C -diferenciaveis defini

das numa vizinhanca Q)de %, tangentes a ¥ e tal que
1 b
Pix) = gar{wx,...,wx} .
D & dita diferenciavel em M se o for V¥Yx € M ,

OBSERVACDES

1. Em {5) ndo se exige que para y ¥ x em U

i r
PDiy) = ger{wy,,..,wy .



- 12 -

2. Se [ & diferencifvel em x, ent8o para cada y & U

podemos definir a aplicagd@o linear

§{y): RS =~ D(y) C T;M

Ik
f-1-
=3

é(y} {t ;aucpt } = .
1 k 4=1 3y
§: qawmmu+ £{IRr,T*M) & ¢ que chama~se de pavametrizacgiao de

L centrada em x.

Notemos gue , Im §{x} = D{x)}.

3. Todas as distribuicCes serdo assumidas diferencia-

veis e F serd sempre uma familia transitiva.

DERIVADA DE Lie.

Seja X € X(M) , w uma l-forma (diferencidvel} e
x € dom({X) M dom{n), entac a derivada de Lie de w em rela-
cdo ao campo X ,em x , & dada por
d
Lo(wh{x) = ¢ wiX, (x}) .

dt|,_q " ta

A linguagem basica da geometria diferencial, vrelativa

a variedades diferencidveis, grupos de Lie, distribuic¢des
e fibrados que & utilizada neste trabalho pode ser encon-
trada nas referéncias standard:[Bi.-~Cr.}, [Bo.], {8r.~C1.} ,

(st.], [Ho.}, {Mat.] e [Wa.l. .
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CaPITULO I

INTEGRABILIDADE DE DISTRIBUICOES

Seja I um sistema de controle de classe Ck, 1 £k < w,

{def. 0.1), dado por:

T= (M, 0, U, F, R®, h).

Uma das maneiras de se estudar observabilidade destes
sistemas, € via certas distribuicoes sobre o fibrado c¢otan-

gente. Mais precisamente:

e
i

3
ger{L ;...L r{dhi)|x € D

i=l,...,8, r € INO},
X X

Zf

A = ger{¢*(dhi)|w € G. , i=l,...,s8} e

L

, i=1,...,8}

£=
!

%
ger{w{&hi)l p & S

sao Qteis nesse sentido.

Bsta situacdo, motiva o estudo de integrabilidade de
distribuigbes involutivas, no sentido de ideal diferencial ,
[Wa.l, & vamos um pouco mais adiante do gue de fato se pre¢i
sa, em termos de obter condigoes de integrabilidade e rela~
¢Oes entre as distribuigces acima mencionadas.

Comecemos por um conceito fundamental neste estudo,con

tide na seguinte
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DEFINICAD 1.1. Seja X um campo de vetores definido mm aber
to U, de M e D uma distribuicao em T*M. Dizemos gue X pre-
serva P se,

vy € UO , x;ﬂ{xt{x)) CPi{x), ¥£ € IR possivel.

F O X{M) preserva D se cada X € F preserva 7.

OBSERVAGOES:

1. Se X preserva U entao, para cada x € dom(X)

ng(xt(x}} = P(x) , ¥t € IR possivel.

De fato, X : T M —— by M & unm isomorfismo linear €

"

consegquentemnante a gua transposta

& um isomorfismo linear. BEm particular, nds temosg
dim Xgpfxtix}} = dim D(Xt(x)) < dim P{x) .

Usando novamente a hipdtese, agora para Xft & P{x} obte~-

mos
#*
X* Dix) € DX, (x)).

Logo,

dim D(x) < dim P(X (x)) = dim XT(D(X (x)).
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Entaao, X;P{Xt(x}) e P{x} tem a mesma dimensio e assim,como

X preserva U estas subespacos coincidem.

2. 8eia F uma familia transitiva de campos de veto-
res scbre M e que preserva uma distribuigdo ¥F. Comeo
dim{P} & constante scbre as trajetdrias dos campog gque a
preservam, ! serd regular. Se cobserva também que via o teo=
rema das Orbitas (Teo. 0.3), sempre & possivel de se obter
uma familia transitiva de campos sobre cada Orbita do siste~-

na.

3. Seja I um sistema de controle (transitive). Entao,
4 & integravel.

Por definicao:

A = ger{y*dh, |p € G i=1,...,8}.

E !
Se

p*dh, €4 e Y € G, entao

w*{¢*dhi) = {¢g O w}*dhi € A

pois ¢ o Y € GZ“' P & involutiva e regular e assim integrivel.

4, Que uma familia transitiva F sobre M preserve uma
certa distribuigéo P, nac & suficiente para Se garantiry a
integrabilidade de 7. De fato, existem conextes com curvatu
ra nac nula ¢ logo nao integraveis, & invariante por um grupo

transitivo. Ver por exemplo, ag conexoes candnicas nos

fibrados de Stiefel sobre Grasmanianas [Na.-~Ral.
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Malis precisamente, consideremos as seguintes variedades homo
geneas:

1. A variedade de Stiefel 8t{(2,n) isto &, o conjunto

o n
dos pares ordenados de vetores ortonormais de IRT,

2. A variedade de Grassmann Gr{2,n), isto &, o conjun
, . . n
to dos subespagos bidimensionals de IR .

£ conhecido,{8t.], que:

St(2,n) —> Gr{2,n)

{1, v) > m{u,v} = ger{u,v}

& um fibrado principal com grupo de estrutura, © grupo orito-

gonal. De fato, se identificarmos

st(2,n) = {p € M__,(R)|pt-p = 1d

nx2 2x2}

entac, 0(2) atua pela direita transitivamente sobre cada fi-

bra, {duas cOpias disconexas de Sl) e sem pontos fixos.

Seja p € 5t{2,n), entao

(Hzﬁlpt-v & antissimétrical.

TPStCZ,n) = {v € Man

De fato, se pl(s) & uma curva diferenciavel em St {2,n) tal

que p{l) =p e é{O} = v entaoc

é(sftp(s} + p(s}tﬁig} =
e em particular para s = 0 obtemos

pt*v + (pt»v}t = {3,
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Definamos agora, para cada p

w, TpStfz,n) —s 80(2)

t
v > w {v) = EaYs
D P

entan, w = pt dp & uma l-forma sobre B5t{2,n) a valores na
Algebra de Lie l-dimensional, (e entac abeliana), do grupo
ortogonal ©{(2), 80(2). Isto &, wp opera Come projegic so-
bre a componente vertical de TpSt(z,n).

w define distribuicgoes

K = Ker{w) e =K

se n > 3, entdo

80{n) % S8:£{(2,n) ~——r S5t{2,n)

(g.p! > gep

& uma acac transitiva e preserva & pois

H]

(g*m}P(V) {g*v} = g .p{g‘v}

“g-p g

#

(g-p)t(gw

fi

wp{v).

Em particular, U, {e logo K), & regular. Porém, K, {(e entdo

D), nao & integravel. Sejam X,Y € K, entaoc

Xewl¥) = Yeu{X) ~wl X,Y]

L

dw{X, ¥}

-wf X, ¥} # 0.

Pois dw = ﬁpt Adp ¥ 0 e agssim K nac € involutiva.
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5. Suponhamos que P & uma distribuigdo involutiva e
que existe uma familia transitiva sobre M gue a preserva. En
tao, comeo P & regular, serd integrivel simplesmente por uma

aplicacao direta do teorema de Frobenius, [Wal.

6. As distribuicfes nas quais estamos interessados s&o
involutivas, assim nog prescupangs agora em enconitray con~
digdes sobre as quais, este tipo de distribuigdes € preserva-

da por familias transitivas.

7. Seja P uma distribuigac arbitrdria sobre T*M. Su

ponha que § & parvametrizada por

§ = {wl,,.,,wr}

sobre um peda¢e de trajetdria de ¥ em x, isto e:

= 1 r
3¢ > 0 DX (x)) = ger{th(x),...,th{x}} ; 1t < e,

Entac, um campe X preservard U se

= Wk =
Porém, para l<i<r , pEMNM e 1 <ps<k nds temos

{p) m {p), 3
aj {t) = Xg'LX {u )(thx}}
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Logo, uma condicao necessiria para que X preserve D & que:
a P (t) €000

Em particular, a derivada de Lie de cada forma wj em rela-
cao ao campo X e as suas derivadas sucessivas em relagao ao
mesmo campo, devem pertencer & distribuicao. Desta forma ob-

tém-se condicdes para que X, e logo F, preserve D.

No gue segue todos os objetos serac tomados de c¢lasse

Ck com kK = «,.u .

DEFINICAO 1.2. Seja P uma distribuicado, X um campc definido

numa vizinhanga U, de x £ M tal que

a} I um intervalo J contendo © zero e tal que se t € J

entao,
D{Xt(x)} = ger{mi (x)""'w§ (x)}
t t
b) 3 fungoes aij: J ——— IR Lebesgue integraveis
tal que se t € J e i=1,...,r entao,
i _ = 3
L, (™} (X (%)} = jzl aij{t)th(x} .

Nestas condi¢des, dizemos que X preserva P infinitesimal —

mente em X ao longe da parametrizacac § = (wl,..‘,mr}.

Temos agora © seguinte

LEMA 1,3. Se X preserva 7 infinitesimalmente em x ao longo
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de § = (0°,...,07) entdo, para cada t € J
* ? . =
Xt?(xt(x)) D {x)

DEMONSTRACAD. Devemos provar que, Yt € J e Vi € {1,...,r}

L oe* i
ai(t) = X g ( & D(x)

¢ %)

Seia A E £(T;M,IR} com a condigac D{x) © Ker{}) e defina

mog para i = 1,...,r as curvas

Bi(t) = A(ai(t)).

Derivando obtemos:

: - i
ui{t) = XgLX{m ){thx)}

* r i

= X (5 a,.{tls )
t j=1 ij Xt{x}
r

r

Assim, Siit) = 'Zi aij(tiﬁj(t).
=

t . - . . ;
Logo, B = (51"“’8r) satisfaz uma equacao diferencial 1i
near com coeficientes Lebesgue~integraveis. Mails precisamen-

te;
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Mas, como ai(O) = mi € Pi{x} vé-se que B{0) =0, e dal
8 = 0,
Assim, A(ai(t)J =0 , Vi€ {1,...,r} . B claro agora que

ai{t} € Dix) e assim o lema estd demonstrado. o

OBSERVACOES. Na situagac do lema antexior podemos dizer que:

1. Se X preserva U infinitesimalmente em x ao lon-

go de &, entao X preserva ' ao longo do conjunto

X, (x) | £ €3},
2. Se s €J & tal que t+s € J entado

& =
XED (X, (x)) = DIX_(x)).

De fato, basta aplicar o lema ao ponto Xs(x) n¢ intervalo

J-s8 definido por
J-~s = fu-sfu€J}.
Uma nogao conveniente neste tipo de estudc & dada pe-

la sequinte

. o~ . 1 r o .
DEFINICAO 1.4. Uma parametrizagao & = {w ,...,w ) & dita

exaustiva num conjunte A C M , se

1
DPly) = ger{my,..-,mi} . ¥y € A .



LEMA 1.5. Suponha gque 6§ = {wl,...,mr} & uma parametrizacgao

exaustiva de T num aberto U de M e que X preserve U infinite
simalmente ao longo de § em todos os pontos de UO,Entﬁm, X

preserva P em UO.

DEMONSTRACAC. Seja T > 0 & y € q}ﬂ dom(XT). Pelo lema 1,3,

o conjunto dos t € IR tais que 0 < t < T e satisfazem

XX (y)) = 0ly) , o €10,¢]

e nao vazio. Denotemos por S © seu supremo. Como X preser—
va U infinitesimalmente ac longo de ¢ no ponto Xs{y) & uo,
vemos gue existe € > 0 tal que,
*
fos ) /
it < e X DX,

+S(y)) = ﬁ(XS(y))_

Assim, necessariamente s = T, Analogamente se mostra para

T < 0. Logo, X preserva V.

Fm esséncia, os lemas anteriores ddc contra da seguinte si-
tuagdo. Se as derivadas de Lie em relagac a ¥, das parame-
trizacOoes exaustivas de P se exprimem como combinagao Lebes-

gque~integrdvel das mesmas, entac F preserva U,

A sequir, estudaremos distribuigoes para as quals as pa
rametriza¢des satisfazem as condigdes expostas no comentdrio
anterior. Neste sentido, e olhando para as distribuicdes de-
finidas na intrpducao surge de forma natural a seguinte de-

finigdo
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DEFINICRO 1.6. Seja F C X{(M) uma familia de campos de veto-

res. P & dita F-involutiva se, ¥w €0 , ¥X € F
& .
inw) D

EXEMPLOS:

1. £ clarc que se F preserva D entdc 0 & F-involutiva.
Em particular, come A & preservada por I entao & I-involu~

tiva , istoc &, 4 é Dzwinvolutiva.

2. Decorre da propria definigac a I-involutividade de

3. 47 & um exemplo de distribuigac I-involutiva  gque
pode ndo ser preservada pela familia transitiva dos Camnpos
asgociados a I . Com esse tipo de involutividade temos a se-

guinte caracterigacdo

TEOREMA 1.7 {Tipo Frobenius). F preserva U <=0 & F~involu~

tiva e regular.

1 r
reea ) umMa parame-

DEMONSTRACED. Pixemos x €M e & = (w
trizagao de P centrada em . Pela regularidade de P e pela
continuidade das 1-formas (- . BLB vizinhancga de X, tal que

1 r
Diy) = ger{wy,‘a-fmy} r ¥y € U

isto &, ¢ & uma parametrizagdo exaustiva de 0 em U, . Agora,
para cada o € 7 e cada x € F temos Lx(w) € P, Agsim, em

particular, para cada y & U,



i r 3
LX(&E}{}?) = X a..w‘ .

Ja gue as forma o , com 1 < 3§ < ¥, 530 linearmente inde-

pendentes em Ug,concluimas que as fungoes aij: uoﬂwumw IR
sdo biunivocamente determinadas. ProvaremeCs agora que estas

fungbes sdo Lebesgue-integraveis. De fato, nbs temos:

i -
Lo (™) {y) = 8{y) (agy{y) .. &, (y)) , Yy €U,
m-ﬁ(y)ai(y)
com 8(y} de posto r e LX{wl} diferenciavel, para cada
y € UO,Fixe Yo € uo' entio: 3 matrizes A{y) € Mr(ﬁi) e
B{y} M{m—r}xr(IR) tal gue

Ay} )
Syl = ¢ Ay} uma matriz inversi
By}

vel e diferencidvel numa vizinhanga U, “ U, de x e assim

A(y}_l diferencidvel. Seja y © Gl
- Ay} _ :
a.iy)t = (Aly) L 0} - . a.{y)t = (A{y} 1 0) L, (w) (y)t.
L 1 p:4
B(y}
Agsim, para cada 1 € {1,...,r}, a, ¢+ 4= IR & uma fun-

i 0
cac diferenciavel. LOogo © teorema segue pelo uso repetido do

lema 1.5 sobre as parametrizagOes exaustivas de U gque obvia-

mante ¢obrem M., »



A diferenciabilidade da matriz (aij} no teorema ante-
rior, & uma condigao suficiente para a preservagac de 0. Vi

sande melhorar esta situagac aparece naturalmente a

DEFINICAO 1.8. P & dita F-fortemente involutiva, se para ca-
da x €M , 3 vizinhanca de x e § uma paraMetrizagao exaus
tiva em U tal que, cada X € F  preserva D infinitesimalmen

te em x ao longe de &, com coeficientes aij Lebesgue~inte

graveis.

TEOREMA 1.9. Se D & P~fortemente involutiva entac F preserva

v.

DEMONSTRAGAO. Decorre dos lemas anteriores.

Um tipo de distribuicdes F-fortemente involutivas s3o
aguelas gque podem ser paramairizadas por & = (wl,...,wr} ;
como na definigao anterior e tal gue a matrig {aij) & nula,
Ista &,

Lx(wl) =0 , yx €EF , yu € D.

Veijamos um exemplo simples:

3 . , -
No IR consideramos o sistema transitivo I com

b, = {2~ |1=1,2,3} e com fungio de safda
i

h = mg , a projecao na terceira varidvel. Entao,

A = ger{dx3}.
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Claramente, ¢ = {dX,} & uma parametrizacao global de A e
tal gue
Lo, (dXy) =0, i=1,2,3.
9%,
1
Assim, & preserva A e em particular, A & integridvel. De fa~
to, a variedade integral de A contendo o ponte (xlﬁ%,&ygims

vem dada por:

T, (X, Xy, %,) = {(U:ng} &7 JX = w}.

No lema 1.3, foram consideradas as curvas
= X* (1
aj(t} Xt{w )(Xt{XEB,

4 demonstracgao deste lema seque do fato de gque B = A{u) sa

tisfaz uma eguagac diferencial linear com coeficientes Lebes

gue~integrdveis e com condicao inicial §{0) = 0. Retomemos

a definigao 1.2 agora com a condigac (b) dada por:

E

{s) 1 o
LX (w }(Xt(X)) = aij(t}th(X}

com a4 Lebesgue~integravel e s & IN,

Como,

{s) T I -3 TV
S {tj] = Kt LX (1 )Xt{XB

temos

ot

3180 (o) aj (DB () , 1< <r,

1
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Porém, esta equacac € egquivalente ao sistema

s () = v (o)
e = v,
Yéfift} = (a;,) B(%).

Se assumirmos Lép)(wl}(x) € px} , 1L <p<s, ouseja, se
¥,(0) =0, para 1 < % < s-1  teremos:

8(s}

satisfaz uma equagao diferencial linear
com coeficientes Lebesgue-integraveis e 8(SJ(0}*0,de onde

s{S) Z 0. Indutivamente cobteremos

g(p)

Ft
L]
»

=0 para 1 <p <s e assim, B

Novamente a conclusao do lema 1.3 serd valida. Com isto pre-

sente, temos A seguinte

DEFINICAC 1.10. Uma parametrizagﬁo exaustiva § = (ml,,,.,wr}
de P em qoé dita F-fortemente invelutiva de ordem n € IN, se
para cada X € F , 1 inteiros 'zl,,,.,ﬁr € {1,...,n} tal

que, para cada p € {1,...,n} e i € {1,...,r}.

{p), i
1. Ly (w7 )(y) € 0(y) , ¥y € ug-
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(2.1

2. 6(a(y) = L, © wh(y)

admite solugﬁo a,: %Dm—mmw ﬂRr Lebesgue~integrivel.

TEOREMA 1.11l. Se os dominios das parametrizacoes fortemente
involutivas, de ordem gualquer, de P, cobrem M, entao F pre

serva U.

DEMONSTRACAU. Segue da obgervagap acima e da propria defini-

¢do anterior. p

0 teorema . acima pode ser usade sobre distribuiges as guais

1

. - . r .
possuem parametrizagoes exaustivas ¢ = {w™,...,0") tals que

{nn,} .
L, 7 w)) =0, x€p .
EXEMPLO. Tome M = ® , F = {E%m | 1=1,2,3}, 0= ger{wl,wz}

i

onde, wl = dex3 ' wz = X2X3&Xl .

Um simples calcule mostra gue

L{§) (wl} = 0 , ﬁzé {wz} =0, 1<1i<3.
9%y ax;

Porém, F nac preserva [ pois dim{P) ndoc & contante. Aconte

ce que

£
Leie
T
"

dx3 G

em nenhum ponto do plano £ = 0.
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Seja M uma variedade, X © X{M} e u» uma l-forma, de-
finidos globalmente sobre M. A condigao de Matsuda, {Ma.l, é

traduzida nosso contexto da seguinte maneira.

A série,
™ k£ (x) 1
o {~-1) 7T by {w) {z) € ¢ (t,x)
k=0 )

converge numa vizinhanga W de {O,XG) e ag derivadas poden

ser computadas diferenciando a série termo a termo.

Com esta condigac conclui-ge o seguinte

TEOREMA 1.12. Seja ¥ uma distribuigac F-involutiva. Se os do
minios das parametrizagoes exaustivas de U que satisfazem a
condigao de Matsuda em relagao a F cobrem M, entdo F pre~

serva .

DEMONSTRAGAQ. Devemos provar o seguinte, se § = (ml,.,ﬁ,wr}
& uma parametrizacgao exaustiva numa vizinhanca Uode ® entao,
3¢ > 0 , para Jt] < ¢ epara 3 = 1,...,r deve acontecer

X0 (X, (X)) € D(x)

oun eguivalentemente

3¢ » O thmi & D(Xt{X)) ;o se ft] < e,

Definamos, para 1 < 3 < k

k

k
-k E 1, (K

BT Ly (wjﬁixr(x)) e

Lk,
mjf T)

fi
e 8
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_ *
Bj(t,T) = XT&j(t,T}.

Aggim, B{t,1) € TEM . Na verdade, pela PF~inveolutividade de D,

vemos gue

aslt, 1) € DIX_(x)).

Agora:
38 w k .
i Ly kK £ ox L (kR#1) 3
- I (=17 g7 X Iy (W) (X _{x))
k=0
enguanto que
aB . o k-1 s
wd = eDF e 1 ) (x0).
k=1 {k~1)1
Assim,
3R 38 .
ME.J..F_,;B_;}. = §}
3T a

Em particular, como ﬁj(D,O) = wi , entao Bj{t,t) = wi , Vt.
Logo x* wj = ¢o.{t,t) € Y, _(x)
go. ~£7K 317 t "

Assim X e logo F, preserva U. 'S

DISTRIBUICOES ANALITICAS.

Sejam X e w segGes locais analiticas dos fibrados TM

e T*M respectivamente. Para estudarmos localmente a curva

o
o) = xtht{x}



sord suficiente conhecer, num ponto sd, as derivadas de Lie

sucessivas de w em relagac ao campo X.

TEOREMA 1.13. Suponha U analitica, F~inveolutiva e tal que os
dominios das parametrizacles exaustivas analiticas de D co-

brem M. Entao F preserva 7.

DEMONSTRAGAO. Seja x € M e U vizinhanga de x e dominio de
uma parametrizagdo exaustiva analitica 8 = (ml,...,wr}. Para
cada x €D e para cada 1 € {1,...,r}

wi
X, =y

ui(t} = X .

*
t
define uma curva analitica sobre T%M .

Derivando obtenos

aifk) (£) = x* L(k)

Pl 600

Em particular e pela F-invariancga de ¥

o) = 1P h i e .

14 gue o, & analitica concluimos que
e > 0, tal gque [t] <eg == oy (t) € Dix}.
Agora, ¢ & exaugtiva em er assim usando o mesmo  tipo

de argumentc utilizado no lema 1.5 vemos que X e entaoc F,pre

serva P em UQ'G



EXEMPLO. Suponha I analitico. J& que A satisfaz as condicdes

do teorema anterior A serd integravel.

OBSERVACDES:

— o -
1. O teorema 1.13 nao vale no caso € . Seja M=mIR2,h

3 d o . =
= {2, L9 & ; = -
tal que DX {Bx ay} , E C com a condigaoc f 0 pa
ra x < @ e estritamente Crescente para x > 0. Defina a

fungao de saida

%
hixn,y} = J fis)ds.

— Y

Entao, A = ger{f(k) ax}t.

A & I-involutiva e w = f dx & uma parametrizacdo ¢” global

de A em M, Porém, & nao preserva A como decorre do fato de
A ser involutiva e ndo integrével em nenhum ponto do eixo vy,
ou diretamente da definiga@o. De fato, o campo 5% nao pode
preservar A pois a dimensao de A varia ao longo de curvas in
tegrais de 2, £ o caso gquandc a condigao inicial (x,y) @&

9x

tal gque x < O.

2. A observagao anterior deixa claro gue no caso c”
A ndo £ em geral integravel ainda que os campos de I seijam
analiticos e completos e gque I seja simétrico e controlivel.
e fato, tudo permanece igual se considerarmos

- e 8 8y,
L= Ltax Pty }

3. Involutividade ndo & eguivalente a integrabilidade

para distribuic¢Oes analiticas. B sd considerar ? = {x dx} no



IRz‘ 0 mesme acontece para F-inveolutividade.

A condigao de Stefan, [Ste.l}l, & traduzida na seguinte

DEFINICAQ 4.4. D sobre M & dita localmente analitica ao

iongo de A UM se:

para cada X €A e v € P{x), 3 uma forma analitica

wi{definida numa vizinhanga de A), mw & 0 e tal que w, = v.

OBSERVACAO. Retomemog o exemplo anterior. Neste casco 7 = A

vem dada por

Alx,y} =<

ger{gi } , % > 0
*
(%,vy)

Para x < 0 e x > 0 existem parametrizacoes analiticas
exaustivas de A. Porém, nao & possivel "conectar" estas pa-
rametrizagdes via continuagdo analitica. De fato, A nao & 1o
calmente analltica ao longo de nenhum pedago de trajetdria
de gualguer campo X & F  tal gque

{.xt!t‘EJ} ﬂmi ' mf £ .

Com efeito, se

w = a{x,yldz + b(x,y}dy € A
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& analitica, entdo alx,y) = 0 num aberto de IRz & logo

a0, e assim

w = bi{x,y)dy.

Se tomarmos v = dx socbre z € {Xt t € J} FiIRi vemos que
nao & possivel gue exista © € A analitica e tal que w, =V.
TEQREMA 1.14, Seja P analitica F-involutiva, entao

F preserva ! <= Para cada X € F , P satisfaz:

¥x € dom X , 3¢ » 0 tal que P & localmente analiti-

ao longo de AN{e,x) = {Xt(x)l ft] < g}

DEMONSTRAGCEC:
(=) Geja X €F e x &€ dom(X}, 3§ = (wl,..a,wr}
uma parametrizacac de D centrada em x e definida em U .To-

memeog £ > 0 tal gque
[t < e = X (x} €U .

Considere v = X, (x} e v € D{y}.

to
ko
qu u a = i u wj
77" Ty T Tx , %
j=1
e tal gue Xft a = v . Defina agora
o

w = xfthK,Jé gque X preserva U,

w €7 e & definida uma vizinhanga gue contém Axfa,x)‘



s

{<=) Seja X E€F e x € dom(x). Entdo, 3¢ > 0: D &
localmente analitica ac longo de AX{E,X). Devemos provar gue

lt] < ¢ === xzﬂ(xt(x}) < D(x).

Tomenos v & ﬁ{xt(x)), pela nossa hipdtese 3w € [  tal gue
th{x) = V.
Definamos a curva analitica

— uk
als) = Xswxsix) .

Como w € P vée-se gque derivando o e evaluando em s=0 obte

mos oaf{s) € D{x} , ¥s € dom(a). Assim, X0 € Dz} e pe

*
£ Xt(x}

la arbitrariedade de v
*
Xtﬁxt(x} Coxy , lt] < e,

besta forma, & possivel provar, via um argumento andlogo a0
utilizado na demonstracao do lema 1.5, gque X , e logo F pre-

serva D. .

OBSERVACDES::

1. No exemplo anterior, A & involutiva e logo, & a fal
ta da condigdo de analiticidade local de A gue faz esta dis-

tribuicao nao integravel.

2. No teorema anterior © gue ge precisa © a exaustivi-
dade de U ao longo de trajetdrias dos campos em F. Assin ,
este teorema & uma generalizacgao do teorema 1,13. Além, para

provar gue F preserva ¥, basta ter exaustividade ao longo
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. e \ . - 1 r
dag trajetbrias de F via uma parametrizacao §={(w ,...,0 }.

3. Se assumirmos gque D & involutiva, como acontece nos
cascs que nos interessam, entdo todos os teoremas anteriores
poden ser refraseados em termos de integrabilidade da distri-
buicao P. Mais precisamente, se P & involutiva e satisfaz

gqualguer um dos teoremas anteriores, P € integravel.
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CAPITULO II

REALIZACORES FRACAMENTE MINIMAIS

Seja I = {M,Q, U, 7, 1R® ,h) um sistema de controle de

k .
classe ¢ ¢com k = o, u , e seija

D = {x%u € 0}
a familia de campos, {globalmente definidosg), associados a I
Em 1977, R. Hermann e A. Krener em [He-RKrl definem so-

bre o fibrado coitangente

A=ger (L, ... L r(dhi)[Kl,...,Xr = D.,x € Iy, i=l,...,s}.
X X

Claramente, esta distribuigdo & um objeto local e & construl
do nos casos k = «,s, em relagac ao problema da observabi-
lidade de sistemas de contrcle nac lineares. De fato, a deri
vada de Lie de uma forma exata dhi em relagac a um campo X,
L {dh), & uma medida infinitesimal da variagic de hy em re-
lacao as curvas integrais de X,

Ko mesmo espirito, em 1984, J. Basto Gcngalves em [ Ba. L
introduz sobre T'M a distribuicac A como a menor distribui-
cao contendo éh,, i=l,...,s & Dp-invariante.

Visando estudar observabilidade fraca, no sentido da

definicaoc em [He-Krl, introduzimos a distribui¢aoc
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+ .
.é\ = ger{ﬁﬂ* dhil‘P S SE y 1 = l;.«o;S} -

Como veremos, sera esta distribuicac o objeto relevan~

te no estude deste problema.

No capitulo anterior estudamos integrabilidade de dis-

tribuigoes. Dos resultados ali obtidos temos a

PROPOSICAD 2.1.

a) Se dim A & constante entao A = A = A.

b} dim ﬂ+ constante <> ﬁ+ = A,

DEMONSTRACAD
a) A & I-involutiva e regular e assim o teorema 1,7 se
aplica e conseguentemente 6 preserva A,

Para cada i € {1i,...,n} dhi € A. Seja X € DE , entao

para cada t € IR, onde possivel,

* ¥ - = -
d{xthi}(x) = Xt dhiKX) € A{x) . ¥x € M.

- : 1 -
0 mesmo argumento e valido para cada (X,”,,Xk} - Dz isto & ,

ge

entao,

d(@*hi}{XJ = @*dhi(XJ € A{x) .

Assim, A{x} C A{x), ¥x € M. Logo A = A. A conclusao segque do
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fato gue A G A= A, como se deduz das prdprias definigoes.

+ - - - -
b} Se dim A e gonstante entao dim Ker A+ 2 tambeém

gonatante.

Seja v € Ker At , entdo

v € Ker A <= dlg*h}(v) = 0 , vy € GZ .
p + + +
Porém, v, {(Ker 4 ) = Rer(4d } 0o ¢ , como segue do fato de A&
ter dimensao constante.

+
Assim, w,{Vv) & Ker A em particular
dhe, (v) = O .

) + + i
Entao, Ker A C Ker A e logo A = A, A outra implicagao
& imediata, 3}3& gue vcomo vimos, a distribuigdo A & sempre

integrdvel pela D -~invarianga, ver também [Ba. 1. [

OBSERVAGOES »

1) Temos em particular que
&+ = oA e £+integrével.

2) Se I & controldvel entdio A” =4, Com efeito, A" tem di-
mensao éonstante palo féta de A+!%ﬂ'82~invariante e cada

o € § preservar a dimensao.

b
- - +

COROLARIO 2.2, Se¢ £ & analltico entdo A = A = A.

DEMONSTRACAD. Basta provar gue A & integravel, porém as pa-

rametrizactes exaustivas de A cobrem M. J& gue © sistema

& analitico & A e involutiva e I-involutiva, o Corolario
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decorre do teorema 1.13. ]

Seja x € M e denotemos por cof{x} a classe de equivalénecia
de x pela relagac de inobservabilidade « de %. Relaciona -
mos agora Ié(x)f a variedade integral maximal de A conten-

do % com a classe ¢{x).

OBSERVACAO. Visando garantir que ~ & de fato uma relacao de
eguivaléncia & suficiente supor & completo em tempo positi-
vo ou analitico: ver Lema 2 em [Su2]. Lembramos que I & com

pleto em tempo positive se:

X & Do,Xx € dom{¥) == [0,+») C dom X (%)

L’ (+?

Neste capltulc, assumiremos que £ satisfaz esta condi -

cd0 além de ser transitivo.

TEOREMA 2.3. Seja x € M, entao

Cixr} = U I&(z} .
z&0 (X}

DEMONSTRACAD. Seja o : domf{g) & IR —— M diferencidvel,

o & dom(a} conexo e tal gue

s & domia) = g'(s) € Ker dca(s).

Mostramos que Vs © dom{a) , af{s} ~ gf{o}.

Seja ¢ € Gn @ definamos
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&@{s) = p*n{a{g})
entao,

aé(s) = d{¢e*h}l {a'{s)) = 0

Assim, m¢(s} = a¢(0 b}, Ve € G, e logo ais) pertence a
ua mesma classe de inobservabilidade para cada s € dom(a).
Consideremos z € C{x) e y € I,(z). Existem campos

¥l,...,Yk € Ker &4 tais gue

K K
o,.. 0¥, {(z) , (tl,...,tk} € IR,

1 Ty

I
Y“”Yt

Agora, para cada 3 € {1,...,k} vé-se que

t t

n, (g} = Yg(Y3+1 {... Yk {z})...} satisfaz
3 341 x

&éis) € Rer ﬂaj(s). Entao,

mj{s} W aj{o} e j& gque ~ & uma relacgac transitiva conclul
mos gue ulitl) v ax(o) e dal gue vy ~ z. Como Z ™ X en-—

tao vy v x e logo
1%(3} Colx) , ¥z € C({x) .

sendo A integrivel e a relagao R definida pelas varieda-

des integrais maximais de 4, isto &

vR x &= YGIA(X} .
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uma relagac de equivaléncia com z € Eﬁtz), obtemos © resul-
tado. o

OBSERVACAD. Em particular, IA(x} N Cix) = I&{x}, ¥x € M,

Vejamos alguns exenmplos

EXEMPLOS 2.4.

a) Considere o sistema de controle

P = {IR, IR, P.C.,; X = T IRz,(cos X, sen x%)}).

A{x) = ger{cos x dx, sen x dx!

2 agsim, Ker 4 = 0.

Agora, C{x) = {x + 2kr|k € &},

entac

cix) = L I&(x + 2%} .
k€%

b) Beja L = (132, 10,1}, P.C., x = F(x,u), IR, h) tal

b
- A - -
que DE_ { 5% ¢ By } e tal gue hix,y) f“w £{s)ds , onde

£f € ¢ & uma fungdo real,nula para x < 0 e estritamente

crescente para X » 0. Entdc, um simples calculo mostra que

Ker A{x,y) = ger{(gg)( }}m Xﬁ(x,y} .
X,y
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Agora, & claro que se Xy < 0 entac

Clx, v ) = U I (#%,v) .
0’40 x_i{}&

" + - -
PROPOSICAC 2.5. Suponha A=A entao para cada x € i, T (x} &
um mergulho aem M.

DEMONSTRACAO. G. deixa A invariante, isto &

X

¢¥Ap {x) = A{x) , Yy € GE .

Eguivalentemente, ¢, Ker A{X) = Ker Av¢(x),
Assim,

¢I&(x) = Iaw(x}

em particular, duas variedades intedrais maximails qualsquer de
A sao difeomorfas.

Provamos asgora gue I&{x) & fechada. Seja y € felﬁbﬁ,
3 {yn) - Ia(x} tal que Y, —h Y- Se ¢ & GE entao

@ {yn) — gy} e logo oy} & felasp (x), {fecho de I&sﬁ (x}}.

Tarnando  agora w‘l conclui~se gue

y (fel, (x)) = fel v (x).

Assim, GE deixa fel&{x} invariante.

Definamos a relagac de egquival@ncia

yEfe (R} <= y € feI&(x) .

Entac, nds temos gue felR) satisfaz:
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1. fe{RY & localmente fechada,
2. se X E DZ entao

v fe{R)x = Xt{y} fe{R) Xt(x}, ¥t € IR onde pos

sivel.

J& que I & transitivo,segue do Teo.§, [Su.ll, que fe(R) & uma
relagdc regular. Em particular, cada classe f&{I&(x)) & uma
subvariedade da mesma classe de diferenciabilidade que I&{x},

Como ~ € fechada

I&(x} C fela{x) CCix) .

Suponha dim I, {x} < dim fel, (x).
Nesta hipGtese 3 7v{t) € feIA(x) diferenciavel com v{(0) = x

e tal gue

Decorre da demonstracac do tecrema anterior que iste &

uma contradicao. De fato,

vit) € Cix) == v {t} € Avit)

sando  dom{y) conexo obitemos gue

v{t: € Iﬂ(x).

Logo, IA{K) = fel,(x) e assin I,x) & uma subvariedade fecha
i A
da e entao um mergulho, 0
o :
Em particulay, R = fe(R) e assim R & regular e entéo,

-"Iz".i'
+ - . o~ - o
oM B M/R* é uma submersao. Além, se 0O campos  Sao com-

uma aplicacao de fibra, [8u.ll.

{I

pletos Tk
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Na proposigao 2.3 em[Ba.] foi provado o seguinte teore-

ma em relagao a A e a R.

TROREMA 2.6 [Ra.]. Seja M uma variedade de classe Ckf Haus

dorff, paracompacta e conexa. Entao,

aj Mé{ € uma variedade Ck, Hausdorff e paracompacta.

b} M s Méz & uma submersao.

i - —~ . o2 -
¢} ® & uma aplicagao de fibra e no  caso C e

uma fibracgao.

OBSERVACOES ¢
1. & =e projeta no sistema w{I} scbre u({M}.

Ja gue I preserva A entao G, preserva R, isto 2
yR¥» ==t o (yIRe{X), V¢ € Gy -

Um campo X € X{(M} & projetavel se

T, ¢ X i dom{X) ———r T(M%Q} €& invariante por R.

Seja X & Dy e v & Iﬁix), nés temos

Xt(y) th(XJ

Logo,

d |

- = &
aci R ly) = 5

¥, (x)
£=0 t=0 °©

Assim, 7w, 0X({y) = m, o X(x}.



Logo, Tx © ¥ induz uma fGnica fungac diferenciavel =n(X) tal

que

w{X): w{dom X) < M/'me—* T{M"{R}

com T, O X = w) o
Em particular, ﬁ{X}t{n(x)} = 0O Xt(x}, ¥y € M,
Entac, § e AL(I) se projetam sobre Mé{ .

como, O{x) = W Ipley
2EC (%)

venos que

yRx == y & C(x) => y v X .

Logo, h passa ao queciente. De fato, 3 h tal que © seguin-

te diagrama comnuta

M s M{é

\/

Obviamente h & continua e como 7 & uma subhersio obtemos
gue h tem a mesma classe de diferenciabilidade que h. Em

fim, &€ possivel obier ¢ sistema

() = (r(M),o,U,m(F), ®®, R

tal gue para cada x € M , a fungao entrada-saida de 7(I) res

trita a w{x}, "realizard” o sistema inicializadn (F,x) isto é:
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Porém, nem sempre w({I) & fracamente observavel. Considere -

mos o exemplo 2.4(b).

Depois de passar a0 guociente por R obtemos o sistema

.. h
T = (R, R, P.C., n(®, R, Y ),

onde w(F) = {- é%}

pPara cada x < 0 , C{x) = (-=,0]. Assim, a relag@c de inob-

servabilidade n do sistema ainda nac & discreta.

2. Senm perda de generalidade, passando ao guociente se

for necessdrio, sempre & possivel assumir

A = 1FM.

A proposicdo a seguir deixa de manifesto a releviancia da dig

tribuigao st

PROPOSICAD 2.7. Seja T um sistema de controle de classe Ck.
Entao,

&+ = T*M ==> n  discreta .

DEMONSTRACEC. Seja x € M. Por hipbtese 3 Yyo-o-.p, tais que
- . , +
dwl,...,dwm sao linearmente independentes e geram A em .

Podemns escoolher
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onde & € 5. e ij € {1,...,s8}.

E facil wver gue 3 uma vizinhanca Uade x, tal que se de-

notarmos a subvariedade regular de M de codinmensao 1,

~1

® 3

Ax) =9

(p.{x})}
5 3

¥

entdo, (pela independéncia das m fungdes ﬁ¢j) ‘

{w} =8, (x) N ... Nsg, {x}y v u_.
1pl Lg”jm ©

Basta agora mostrar gue

Ccix) €5 {x) , ¥i=l,...,m
Y5

Se v € C{x} entao %(y} N %(x) e, em particular

h(g#y)) = h{%{x))

logo,

¢j(y) = $j(x) ]
Condigac do posto da observabilidade.
DEFINICRO 2.8. Seja x € M, dizemos qgue & satisfaz a condi-
gao do posto da observabilidade em x, se
dim A’ (x) = dim M .

- + .
OBSERVACAD, Sabemos gue AC A, assim o tecrema a seguir

generaliza o teorema 3.1 em [He.-Kr.l.



- 4G -

TEOREMA 2.9. S5e I satisfaz a condicao do posto da observabi

dade em ¥ entaco I & fracamente observavel am X.

DEMONSTRAGAO. Segue imediatamente da definigac anterior e da

proposicao 2.7, .

Insuficiéncia das distribuicbes A e A.

Seja ¥ = (IR, ={-1,1},P.C., X=u E% ,IR, h/ j

eiro %

com h como no exemple 2.4{b}. Entao,

#=ger {£%) ax|x € m )

nao & de dimensao constante, de fato nac € integravel na ori
gem e nem satisfaz a condigao do posto da observabilidade no
sentido da definicao em [He-Kr]., Porém, I & fracamente obser-
vivel em cada ponto da reta. Esta conclusao & dada pelo teo-

rema 2.9. De fato

dim 4% = 1 .

considere I agora com (@ = {~1}. Entao dimA= 1, ©porém I

nao & fracamente observivel em nenhum x < 0.

seja i, (M, 0, U, F, RS, n) com cohdigdc iniclal
0

X isto &, a familia de equacgtes diferenciais parametriza-

O £
das por u € I .,



x = Fix,u) e x{0) = x

Considere § : U ———* &,C,fiﬁs} .

DEFINICAO 2.10.

1.2, & uma realizagao de ¥ se
&

bo(zyu,t) = plult))
n
para cada uw &€ 0 e cada t > 0.

2. Xx & dita uma realizagao fracamente minimal de v,
0
se aleém de (1) I & transitivo e fracamsnte observivel em Xy

BEntac o Teorema 3.9 em [He-Kr] pode ser refinado da seguinte

forma:

TEOREMA 2.11. Seja I um sistema de controle de clagse Ck 5

X, EM e 9 a restrigdo de ¢ a x,. Se dim 2t & cons-

0 X {1

0
tante entao 'ff(}:)mK ) € uma realizacao fracamente minimal

O
de @K .
0

Ed + oo P -
DEMONSTRACAG. A = A e entao, ja que R+ 2 regular temnosg
+ -
A = T¥m(M). Assim, & & discreta sobre n({M) e o tecrena se

gue da observac¢ac a seguir do teorema 2.6, I

OBSERVACOES :

l. 7 & sobrejetora e m{x), =7 oX em particular

t ’

7{L) & um sistema transitivo.
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2. 7 @& uma submersac e assim

AL(E} (x) = T M =dr AL{Z) (x) = ALw(Z) {w{x}) = My .

r's?'rr{x}

3. 7 & uma fungao aberta e entao
% acessivel implica 1u{Z} acessivel.
£ possivel agora demonstrar o reciproco do tecrema 2.9, € a
. +
prop, 2.13 para sistemas onde A = A.

COROLARIO 2.312. § fracamente obgervavel ==> I satisfaz a

condigac do posto da observabilidade.

” + =
DEMONSTRACAO. Suponha dim A = x < dim M, ja gue

I&(x) = I&(x} Y C(x)

vemes gue  dim Ia(x} D ci{x}) > 1 e asgim & naoc pode ser fra

camente cbservavel. .

Existe uma certa invarianca em relagdo a realizagoes

fracamente minimais.

PROPOSIGAD 2.13. Se Ei e Xi sac duas realizagOes fraca
1 2

mente minimais de % entao

dim Ml = dim M2 .

- +
DEMONSTRACAC, Claramente dim Ay {xi) = dim Mi para i=1,2.
i

Seja u € U, entao os campos asseciados a u digamos

u,l Xu,E

X ' satisfazem
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l..u,l L, 2,.,u,2
h {Xt (xl)3 = h (xt {x

Em particular,

{U;lﬁ 1 - u,2. % 2
(x77) dh (%) (X77) ™ (x,)
Assim, aim AT (x.) = &im Atk
S | P R A

Além do mais, seguindo as técnicas desenvolvidas por Sug-

suram em |8u.2],é possivel provar gue duas realizagoes fra-
N R . . - b5 -

camente minimais de uma aplicagae ¢ : 4 — A, C.{(IR") sao

localmente difeomorfas. 0

EXEMPLO 2.14. Consideremos © sistema I sobre R determina

dor por

b= {x= , £(-x) 5%}

X
h : IR — IR , hix,y} = J F{s}ds

s £33

onde £ & a funcao do exemplo 2.4(b).

Entao, dim st =1 e Cix,y} = ger{gi .

1
yl(x,y)

Assim, {Rl’yl) U (xz,yz) =X E Ay

Logo ¥t }Rz —Mm"ﬁ-IRzzi & a projegdo na primeira variavel.

Em particular,

3

i
* 44X

A
ax

WRIiCTAME
BIBLICTECA CENTRAL
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Desta maneira, 7T{I) & o sistema sobre IR tal gue

+ IR & definida por h(x)

_ .0 -
Dpgy = f3xt & h: W

X

= J f{s)ds. Além de fracamente observavel este sistema &
= O3

observavel, em particular, Qn(Z}{ e W{X,y}) & uma realiza

gao minimal de ¢ ( , (x,y)) para cada (x,y} € ®e . 0

CABCG LINEAR,

Por definicaoc um sistema linear & da forma

™
fi

Ax + Bu

T

e
A
N

h = C«x

| .

Entac, para cada u € Iﬁk:

X7 = Ax + Bu , logo

LA A J ~gA

Xu(x) wo e Bul{s)ds
B 0

“ u
hit) = C Ktix)

A = gerfate*h) | € s.}.

Porém , d(C-XE)(x) = C*etA .

Assim, &+ = ger{C'etA | t > 0},



o G4

Em particular, se k € W

a {k}
'af"t“ Cep = Jep e
t

k +
e para t = 0 obtemos C-A & A,

Pelo teorema de Cayley~-Hamilton

1

e -
AV = geric, ca,...,ca0y.

Assim, a condigao do posto de observabilidade & precisamente

a bem conhecida condigao, {Woj

Y & ohservivel <= rank ] = dim M .
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CAPITULD III

REALIZAGOES MINIMAIS

A sequir, utilizamos as técnicas desenvolvidas em | 8a]
para obter um resultado relativo a realizagdo minimal de sig
temas de controle. Mais geralmente, consideremos uma familia

k - . -
¥ de campos de vetores C transitiva socbre M, isto e,
G, = {xi 0u..0 X5 | x4 € F, £y € IR}

F 1 Ex

atua transitivamente em M. Suponhanmos também que 0s Campos

sdc completos e globalmente definidos. Nestas condigoes,
G C DLfE(M)

£ um grupo, porém nao necessariamente de Lie. Para cada

x € M fixo, definamos © grupo de isotopia de x via G, isto é
G, = {¢ € G le(x) = x}

entao, Gx & um subgrupo de G e assim & possivel conside-

rar para G = Gp a bijecao

&)
"
4l
Hi
=



Gx atua por translagaes g esguerda em G e a direita enm

=
gﬁ}Gx . ¥g .

NOTACRO. Se y €M, 3¢ €G tal gue v = ¢{x}. Denotare-

mos ﬂ—l(y) a "fibra® ¢ oG e para cada g € G, o semigru-

F

jale de Gx

5 —:-gql

. (Spla) N n M (gln))

onde SF & construido analogamente a GF considerandsn so-

mente tempos nao negativos. Finalwmente, qer{Sg} denotara o

rupo gerado por 8 em G (= ¢ ).
grupoc g P g g "

PROPOSICAD 3.1. Seja F uma familia transitiva sobre M, En-

tao ¥x & M, SF{X) m= Mo gerisg) = Gg , ¥Yg € G,

DEMONSTRAGAO. JA gue cada translacac & uma bijecdo, 5, atua

como um semigrupo de bijecoes sobre G Tomemos ¢ € 5 =

F’ F

g € G, mostramos gue

ger(Sg} = ger{s@c)g)'

De fato, seja a € 5 g Por hipbtese F é uma familia con

¢ o

troldvel em M e agsim 3I¥ € §

p tal gue

Yoo ¢ o gi{x) = g(x)
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e logo temos, ﬂ“l(¢(g(x3} LN w“l(g(x)).

Agora, ¢ o g o a € SF(g) e assim

fT
wn

Popogoa=gob, ¥E

de fato, gob€ SF(g).

Por outra parte,

- -1 - -
¢ Yo $og o b= (¢ 1o P LIPS gl ob
e entao
- o~ -1
goa=goaob , ¥at&sg .
Logo a=a o b & ger{Sg} .
Consequentemente
S ) € ger(s )
geriS, o ger( g
-1

Usando 0 mesmo argumentc, agora scbre ¢ = S;

~1

6 og} .

ger{sél} C ger(s

Porém, & claro gque para cada g € G

...,.1 -
ger(sg 1= ger{SgJ

¥

obtenos
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e entac segue a igualdade desejada.

Consideremos agora ¢ €5, e ¢ &8, tal que ¢ a-
- _}_ o
Y g)) . Entdo,

F
plica ﬁ“l{g(x}) em

yods¢og= =goa, ¥a& Sg

logo, wnl Cg =0 0g o aﬁl , isto &,

onde ¥ = ¢ e ate ger(sg),

Agora, nds temos a Seguinte relagéo:

¢ & Gg"*¢ﬁ> $ =9, 0...0 0 9 & Sg U S;l c i=1,...,0n .

Suponha 3 Dy, ... ,ny € {l,...,n} tais gque

.....1 -
, £ 5 demai S .
@ g & 085 denais ¢1 Sg Entao,

= .00 Daes (& SR Q. ..0
¥ 591 ‘Pnl ({’S O ‘Pnk Wn

i

L ) Om > o & "y L )
vy © o@iﬁl 29 Yo oﬁ{ﬁlown 10 © ¢,

a 1 & k
| M
P, 0.0 B 0uanO B 0unO B .0 @ DA 0. 08 )
1 n ] n T tmT M n
1 k 1
onde ¢ & 8 a“l € ger(S }
n. L’ n g’



e

Asgim, cada ¢ € Gq se escreve COmo

v = & op  com E € Sg r P E ger(sg}

e logo, Gg = ger{sg}, para cada g € G, 0

OBSERVAGDOES:

1. F scobre M define uma familia de campos de veto-
res F®F gschre M x M, F@O&F={X8X|X€F}. Pelo teo~
tema das Orbitas,|Teo.3], sabemos gque dado (x,y) € M x M, a
Srbita de F & P por (x,v), G {x,y), & uma variedade

ey
de classe Ck

2. Seja R uma relacao de equivaléncia c-finita sobre
M, istoc &, ¥x € M a classe de equivaléncia de x, R{X), tem

cardinalidade finita; e tal gue SF preserva R, ou seja

C
SF @F(R} R.

Seja 7 : M x M —— M a projecao na primeira varidvel.

LEMA 3.2. Seja F transitiva sobre M e R uma relagaoc c-
~finita.

L. Sfo} = M, ¥y © M == GK preserva Rix), para cada
x €M .

2. 8¢ v € R{x} entdo

_ ~1
Gx{yi = G%‘@F{x‘y) Nw Tix).
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3. dinm GE‘@EJX”Y) = dim M, se F & controlavel em M,
e y < R(n),
DEMONSTRACAO:

1.8 ¢ €8s, entao ¢ : R(x) — R{x) & umna bije-
cao e loego ¢ e ¢“l preservam R({x) @ a tese seque da pro-

posigac anterior.

2, 8e (x,w) € Gp g p (X, 7) A ﬂ*l{X), exigtem campos
Xl,...,xk EpF e tl,...,tk € IR  tals gue
(g, w} = {Xl @ Xi)t o...o(Xk & Xk) {x,v)
1 t

Asgim, Xl o T o} Xk e G e
tl tk X

A outra inclusac & imediata.
3, De (1} vemos gue
C Rix
G, (v} (%)

Agsim, {x,y¥) 1intercepta a W*l(x) num ntmero finito de

GFﬁQF
pontog . Como

y € G (y)

vemos que

dim Gp g pix,y) < dim M,
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A igualdade segue do fato de que F & transitiva em M e da

propria construcdo de F 8 F.

Este lema motiva a seguinte

PROPOSICAC 3.3. Seja F uma familia transitiva sobre M tal

que dim G F(x,y) = dimF(X}, Entao,

®

GFfBF(X’Y) mjiww’GF{x} & um espaco de recobrimento.

DEMONSTRACAD, Sabemos gue existem canpos Xl,...,xk € y, u,
um aberto de IR'k , o & uo ; tal gue, (Obs. 1 do Teo. 0.3},
s . C IRk P 1
pF,x U0
Ll X
pFrx(tlytagrtk} i xtl O--nc} th(X}

& uma submersio. Pelo teorema da forma local das submersdes,

Sulcmm,mmdimi‘«i o

k

I ulc IRniwmwwﬂ‘IR tal gue

£
@:ulcmm_i_»gocmkM%VCM

& um diféamarfismo gobre V = w(ul},

Consideremos agora

k
1 H, C IR WGFQF{X'Y}

Proar e L%, v) g

pF$F’(X’y}£r} = {prxi*c}, pry{’f}E .



I

Pela hipdtese sobre a dimensac da variedade integral maximal

de F @ F contendo (x,y). vé-se gue: & uma sub~

pE‘%F,(x,y)

marsac e assim,

k Prer, (x,u)

.
Vo & Gp gy Xe¥)

§CmR® — . C
: R

I‘pw 1 g

& um difeomerfismo sobre V, = $w(V}; para cada w € Gx(y}-

Além,

-1
VY = U Vi, -
HEZ
) Gx{y}
OBSERVACAC. E conhecido que todo espago de recobrimento & um
fibrado principal, | Di 1.

Em particular,
Cp g p (XrY) (Gp(x),G)

& um fibrado principal, com fibra tipica Gx(y} e grupc de

estrutura Gx

Vejamos agora gue 08 campos de P 8 F  sao invariantes

pela acao de G, -

Se a & G, & claro que
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em particular,

My O R, = T,

Assim, se X © F vemos gue
Ty © Ra*(x @ X)= m, (X & X)

Ja gue T & uma aplicacgac de reccobrimento,

Ra*(X & X)) = X@&Xo Ra .

BEm [Sa.-Cr.] foi provada a seguinte proposigaoc:

Considere o fibrade principal Q({M,3), onde Q é o

espaco total, ¥ a base e G o grupo de estrutura. Se SQ =

um seni-~grupo de difeomorfismos locais de Q comutandoe com
as translagoes a direita R, & € G, definidos sobre subcon

juntos do tipo ﬂgl(uoh U, aberto de M, entao SQ induz um

semi-—grupo SM de difeomorfismos locais de M. Assumna gue:

a) SQ & acessivel, isto &, ¥q € Q int SQ(q) # 4.

b} SM & controlavel.

Entao:

PROPOSICRO 3.4 [Sa. }. Gq compacto == 5, controlavel.

Usando este resultado cobtemas a seguinte

PROPOSICAOC 2.17. Beja F uma familia controlavel em M e R
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uma relagac c-finita preservada por S.. Se v € R(x) entdo

o
F&rF e controlavel em GF&BF(X’Y)'

DEMONSTRAGAQ. Considere sobre ¢ fibrado principal
GF aF{X;Y) (GF {x}, Gx3
os segulntes objetos:

g5, = 8 y 8, =8 r 9= (XYY .

Sabemos que int SF(X) # ¢ e entdc segue-se que
int SFfBF{X’y) # ¢ na Orbita de F & F contendo (x,y). Por

hip&tese, S, & controllvel e j4 que R & c-finita G, serd

P
compacto.

Assim, Sp oo € controlavel em GF&EF(x’y)' [

PROPOSICAD 3.5, Seja M uma variedade Ck, conexa., F uma fami

lia controlavel sobre M de campos de vetores completos &
giobalmente definidos tal gue SF preserva uma relacao de
equivaléncia localmente fechada e c~finita R. Entdo R & regular e

g ¢ M -——— M/ & um recobrimento.

24

DEMONSTRAGAO. Seja x €M e y € R{x}. Pela proposigao ante
rior F @& F & controlavel. Mostramos agora que cada XE& F

é um campe simé@trico para R, isto &,
{x,v} € R = (X {x}, X _(y)) € R ‘ vt € IR .

Por hipdtese esta condicac & valida para tempos nao negati -

vos. Seja ¢ » 0 & considere
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(X_ (), X_ ()

t

Pela controlabilidade de F ® F, 3 campos Xl§¥.*,xk CF e

tl’”"’tk > 0 tais que

1 k

1 K -
(Xt O... 0X/ (x), ¥_ ©0... oxtk{y}} = (X_,{x), th(y))

1 k i

Porém, 8. Ppreserva R e entao
* E e .
(X_, (%), h“t(y)3 R

R & localmente fechada e cada X€F € mm campo simdtrico para R, en=
t3o, 43 que F & transitiva e M & conexa,segue do Teorema
11 [Su.l} que R & regular e que Mo & uma aplicacac de re-
cobrimento. De fato, estamos suponde R ser o-finita e logo

-
frg (=) | <=, ¥z €M/

EEALIZAQKO MINIMAL
OBSERVACOES.

1. Como vimos, cada sistema controlavel pode ser assu-
nido fracamente observavel.

2. O tecrema a segulr, generaliza o principal vesultado em

[Ga.Bo.1 ] Camo sempre nesta secao assuminos que © & tal que Dy & for-

mada por campos globalmente definidos e completos.

TEQOREMA 3.6. Seja M uma variedade Ck, conexa e L um sis-

tema control@vel tal que ~, a relagac de inobservabilidade
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de I, & c~finita. Entaoc, para cada x € M, existe uma realil

zagdo minimal de @ .

DEMONSTRACAQ. Pela proposigao anterior & & regular.  Assim,
M{h & uma variedade Ck, Hausdorff, {v & fechada),e tal que
Tk M —eemmemin M/ﬁ & uma submersao, (de fato recobrimento), e

anélogamente come foi feite na observagao a seguir do teore-

ma 2.6, construi ~se a realizacao minimal Qn(z){ RS YD IR

OBSERVACDES.

1. A hipdtese de c¢-finitude de R pode ser melhorada
da seguinte maneira: Assuma que R & isoltopicamente finita,

(i-finita), istc e, para cada x € M

lc(x) NG (v)] <o , ¥y € Clx).

Entao, cada ¢ € 8, preserva C(x) 0 Gx(y). Como R @ i-
~finita vemos gue ¢, ¢“l e logo GX, preservam esta inter-

segao e novamente Gx & compacto como segue da desigualdade

G, (y) CClx) NG (y).

2. A existéncia de MAM garante em particular gue,
[C(x)] = constante , ¥x € M, fato gque ndc foi assunido de

infcio.

3. Se existe uma realizacao minimal de um sistema  de

controle I entio

dim & {(x,v} = dim M , ¥y & R{x).
Df$DZ g



Em particular, acessibilidade de I & uma condicaoc necessi —

ria para a existéncia deste tipo de realizacdo.

4, Suponha que para cada x £ M, G, contém s& difeo-
morfismos limitados, entdo cada relagdo R discreta & i-fi-
nita. Observemos também gue isto acontece, por exemplo, guan

do M & uma variedade compacta.

5. A proposigdo 3.5 e entdo o teorema 3.6 sao valiw
dos se permitirmos gque M ndoc seja necessariamente conexa.

E possivel dar a seguinte

DEFINICAO [Su.l]. Seja R uma relagdo de eguivaléncia em M.
R & dita guase-regular se cada componente conexa M* de MG{

possue uma estrutura diferencilvel tal gue

T T (MY) T & uma sublersac.

OBSERVAGCOES !

1. R sera quase-regular se permitirmos que Mé} pog-

sua componentes conexas de diferentes dimensoes.

2. Podemos extender entdo o tecrema 3.6 a variedades
¥ ndc necessariamente conexas e relagoes i-finitas, via a

seguinte

PROPOSICAO 3.7. Seja M uma variedade c®. ¢ uma familia
controlidvel sobre M de campos de vetores globalmente defi~

nidos e completos tal que S, preserva uma ralagéé de
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equivaléncia localmente fechada e i-finita R, Entdo R & regular e

e & uma aplicagdo de recobrimento,

DEMONSTRACAO. De fato a Proposicao 2.9,{sa. ], & valida se M

nio & conexa & o Teorema 11,{Su.l], & satisfeitc para rela-

»

¢Oes guase regulares. r
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A segulr, estudamos realizacgdo minimal de sistemas de
controle invariantes sobre grupes de Lie.
Seja G um grupo de Lie, V um espacgo vetorial de dimensao
finita e h :G —— V uma fungao continuas; h induz scbhre G

a relacgac de equivaléncia R = R{(h}, definida por

XRy = nlgx) = higy} , ¥g € G

Denotemos R(x), a classe do elemento x € G pela relacado BR.

Sistemas de controle invariantes e controlaveig sobre grupos

de Lie sugerem a

DEFINICAO 3.8:
al h & dita observivel em x se R(x) = {x}.
By h & dita cbservavel em G se & cbservavel em x,

para cada x € G,

Denotemos por 1 o elemento neutro de G.

LEMA 3.9;
1. R{l} & um subgrupo fechado de G.

2. v € R{x) <= x“l

y € R{1).
3. R{l} & o malor subgrupo de & tal gue h passa ao

guociente.

4. Cada trasladado a esguerda de h pela agadao de G,

passa ao guociente por R.



DEMONSTRACAQ:
1. R{1} = {x€¢ /higx) = hig) , ¥Yg € G},
Que R{1) & um grupo decorre diretamente da definicao.

gue & & continua, entdac R{l) & fechado.
2. y € R(x) <> h(gx) = h(gy) , ¥g €¢

e n(w) = hiw(x Ty)), Yo €

<= x”ly € R{1l}.

Ja

3. Como R{l}) & um subgrupo fechado, R & uma relagao

regular e podemos considerar a variedade homogénea G/

tal que

T
R - . -
e G/R{l) e uma subnersac.

G -

Comc n & continua, R fechada = conseguentemente G/

Hausdorff.

Seja g €6 =& x € R(L), entao

higx) = hi{g)

e h & constante em cada classe lateral direita, assim

possivel definir h pelo diagrama comutativo

G—-«-——-—-—-+G/

N/

R(1}

"R}

“Rr(1)

r

i

Suponha gque H & um subgrupo tal que h passa ao guociente
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por H, entldc em particular
hi{gx) = hig} , Yg €6, ¥x €H e logo
H C R(1l)}.

4. Seja y & G, o trasladade a esquerda de h por ¥

& definido por:

g e hYQQ} = h{y“lq)
Cada hy passa aco guociente por R. De fato, Yg € ¢ ,
¥x € R{1l} temos
wl -1
hyigx} = hi{{y “gJx) = hiy "g) = hy(g}

-~

PDefinimos hy pela relagac

CBSERVACOES E EXEMPLOS:
1. Ri{x) = x+R{1} , V¥x € G.

£ clarc pois, y & X.R({1l) = xwly € R{1l}).

2. J3 que cada traslagdc a esquerda é um difeomorfis-

mo, vemos gue duas classeS gualsguer sao difeomorfas.

3. Consideremos o espaco de Hilbert:



LZ(G,V} = {f 1 G viflf112 < @}

i

onde, Wi, (fG [f(x)lﬁ dx)lfz

gEVAE Y e ()

fixo em V. G atua schre Lz(G,v} por translacoes a direi-

| £ & algum preduto interno

ta, isto e

e . LE{G,VJ

G x LE(G,V}

(ng) Dt W2 L

XL 3 G et Y

g e Ko b (g} = E{gx).

B claro gue # & uma agao continua e que de fato
R{1) = 1sot8{h).

Em particular, R{1l) & um subgrupo fechado de € para quaig-

gquer h € LE(G;Vﬁ-

4, Lembremos gue um sistema de controle invariante, {(a

direita), ¥ scbre um grupo de Lie G & da forma

i wy

o m
X o= X (x} + I
T < 3=

hix}) .

Hj(t)xj(x}
L s

b
HH

.

onde h & LE(G,V}, Vv um espago vetorial de dimensac finita

e X1 € Ac(G) , § € {0,1,...,m}.
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Suponha que I € controlavel, entao

By} = G (1) = G,

Em particular,
x vy <= higx) = higy) , ¥g € G .

De fato, se exp(tX) & o grupo a l-parBmetro do campo X en-

taoc, pela invarianca
Yt} = exp{tX) x

& a curva integral de X com condicdo inicial v(0) = x.

Assim, h observavel implicard I obsgervavel e reciprocamente.

5. Seja I um sistema invariante sobre G. Considere-

mos I restrito a szi). J& gue

ALA{L) = Aﬁ(GE(l)}

e Gy(1) & um grupo de Lie conexo, vemos que I serd contro
lavel sobre a Orbita do elemento neutro, por exemplo, T€0.0.5 se
Gy (1) & compacto, ou se I & homogineo, isto &, X° = 0 .

{ou.~sul.

TEOREMA 3.10. Seja I um sistema de controle invariante & contro=-
lavel sobre um grupo de Lie G com fungao de saida
h & LB(GfV), Bntdo,para cada x € G, existe realizagdo mini-

mal ¥ de @Z;K
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DEMONSTRAGAQ. Sabemos gue G/C(l) & uma variedade homoginea

T
e gue G e G/C(l) é uma submersdo. Seja X € AL(G) ,
g €6 e x T C(l)
d . d
It exp (LX) -gx C{1) = T exp{tX) -g C(1)
=0 £=0
agsim,
LA

#igx T Tatg

e I se projeta num sigtema 7{I) sobre w{(G). Claramente, a

funclo de saida de w(I), h , & observavel. Tomamos ento

VT @ r

OBSERVACAO. £ possivel melhorar este resultado a casos onde
ainda C{1) seja um subgrupo fechado. Isto acontece,por exem
plo, guando 6G.(1) & denso em G ou guando h & uma fungao

analitica sobre um grupo de Lie G compacto.

Mais precisamente nés temos a seguinte

PROPOSICAC 3.11. Seja £ um sistema invariante scbre um grupo
de Lie G compacto e tal gue Gz(l) = G, BEntao, C{l} & um

subgrupo fechado de G,

DEMONSTRAGAC. Por definicac de ~ temos que
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C(l) = {x € 6 /higx) = hig) , ¥g € 5.(1} }.

Provamos em primeirc lugar gue Sz(l) & um subgrupo de szlL

Sejam a,b € 8:(1) entio 3a), (b)) sequéncias em 55 (1)

tais gue

Ranu s Y h —+ b , Assim a *b & um -
an # n ¥ { n n) a Se

quéncia em Sg(1) e a ‘b ——* asb € 8.(1).

Tome agora g € §;. Como G & compacto e g € Sy pa-

ra cada n € W , 3(nk3 estritamente crescente, tal gue

n

g K ——— p € §.(1).

Definamos sobre 82{1} a seguencia

n - n, -1
a. =g k+1 k

Entao,

-]l - - S
a Tt opep *glwglaszm.

Logo, se g € Sz(l) H(gn) en Sz(l) tal que gy, T G

Porém, cada

-1 .

g, o Sz(l} @ assim

~1 -1 T
=

gn e SE(l}‘

£ conhecido, Lemmas 6.2 e 6.4,{Ju-5u 1, gque se H & um gru-~

po de Lie conexo ¢om Xl,..,,xk gerando AL {H), entao, cada
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h & H se eXprime como

h = 1 exp{tjxj} . tj & IR

e tal gue exp(tjxj) € 5, (1) .

Em particular, tomando H = Gg(l), vemos gue

Gz{l} - sz(z} < 62{13

Logo, Si{l) = G,

J& gue h & continua, voltamos a ter
C(1y = {x € 6 /h(gx) = h{g) , ¥g € 5. 71) = G} .

EXEMPLO., Fluxo irraciocnal no toro e h © LE{T,v}.

OBSERVACORS:

1. 8eja L um sistema invariante e aproximadamente tran
sitivo sobre um grupe de Lie G compacto, entao, para cada
®x € G existe realizacao minimal de @z x + De fato, Gz(l)&g

¥

e entdc C{1l) & um subgrupo fechado.

2. Beja I um sistema invariante sobre um grupo de Lie
G guaisquer, entdo:

a} c{iy 0 Szil) & um semigrupo.

Se x,y € C(l) N Sz(l) e g & Sz(l) , vemos dgue
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higi{xyl) = h{{gx)y} = hi{gx} = h{g)
pois gx © 5. (1) .

b} Suponha gue a fungao de saida do sistema h seja ana

litica e que

InE(S, (1) NS, () # ¢, ¥x €M .

Entdo {1} & um subgrupo fechado.
Sejam x,y € C(1) e g € int(S.(x 1) N S.(1))

hig(xy)) = hi{(gx)y) = h{gx) = hig)

pois gx € Sg{li.

-1

Porém, int(sz{x y i Sz(l)} & aberto no semigrupo CONexo

Sz{l} é& 48 que h @& analitica

higlxy)) = hig) , ¥g £ By

Enalogamente se demonstra gque se x € ¢(l) entao xnlEEC{l}.

0 fechamento de C{l) se deduz da continuidade de h.

3. A condigao int (8 (1) NS (x}) # ¢ , ¥x &G estd

satisfeita, por exemplo, guando G & compacto.

4. 8eija G%ﬁ uma variedade homogenesa e G43 -3m+ v

nma funcdo continua. E possivel levantar ¢ a uma fungio con

tinua p scbre G pelo diagrama comutativo



G
P
il

Um simples calculo mostra que
C {1} = w(C_(1)}.
q( { p )

Assim, & possivel estudar a observabilidade de g vwvia p.

Mais precisamente nds temos
g & observavel <= Cp{l) C H.

Poxém, Cp{l) & o maior subgrupc de G tal gue p passa ao

guociente e assim

& Observavel = ¢ (1) = H.
E p [
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CAPITULO 1V

SISTEMAS DE. CONTROLE DE AUTOMORFISMOS

Um dos sistemas mais estudados em tecria de controle
530 os chamados sistemas bilineares. Além de generalizar' o5
lineares eles aparecem com freguéncia nas aplicagOes. Mais
precisamente, um sistema bilinear & da forma

wlt) = Al~ x{t) +

=]

u (t) adox(e)

3=2

y = h{x)

onde R}EMnmRb ug €P.CLYY E (1,...,m) e h € Hom (LR

. A .
I pode ser levantado a um sistema £, invariante a

direita sobre © grupo GL{(n,IR), isto &

. 1 m .
X = AY*X + I u,(t)A’.x
onde X € GLi{n,IR},
Como & conhecido, [Wa.], os campos

2 e padex, 9=1,2,...,m

sao invariantes a direita sobre gualquer subgrupoe fechado G

de GI{n,IR) a condigdo gue estes satisfazem:
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A € Ar(gy , 3 =1,2,...,n.

Além do mais, para cada x € IR"

GoAl0) = Gy (Td)ex .

Mais geralmente,nds temos a seguinte

DEFINICAG 4.1. Sejam G e G, 9rupos de Lie. Por um sistema
de controle de automorfismos, (s.c.a.), entenderemos um sSigte-

ma do tipo

v o= hi{x}

,

onde x € G, h € Hom(G,G_) & continuo e Vj, %7 € Aut.inf. (G),

isto @ X% € Aut(G), V¥t € WM. X’ & chamado de automorfis-

me infinitesimal de G.

OBSERVAQOES.

1. Esta definicac extende os sigtemas bilineares. De

fato, para cada 3 € {1,2,...,m}
. 3
Ag_m e™e aut(m™), ve € m .

2, Para cada x € G, X7 & definido por
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i . .a i
X {n)y = == exp{ LX) {x)
dt;tmg

e entas & claro que se X,y € G teremos

b€ G = Plxy h) = px) .y h .

Tal como no caso dos sistemas bilineares,este tipo de siste~-
ma possue um levantamento sobre o grupo de Lie Aut{G), is-

to &

onde, X7 € AL(Aut(G)) , ¥i € {1,2,...,m}.

ou seija, EA & um sistema invariante a direita sobre Aut(G).

De fato, se =z € Aut(G) entao Vi

exp(‘txj)-z .

2 (z) = é%

t=0

Em particular, ﬁj{Id) = X9 o assim ¥x € G

Sﬂix) = GEA(Id}(x).

Denotemos come sempre por C(l}, a classe de equivaléncia de

1 € G pela relagaoc de inobservabilidade de 5.

PROPOSICAC 4.2. C{1) & um subgrupc fechado Ge-invariante de

G.



..82.._

DEMONSTRACAC. B claro gue come h & um homomorfismo

C(l) = {x € G [SE(x} C Kex(h)},

j& que os campos sao automorfismos infinitesimais vemos que:
€ 8 e x,v € ¢ entao
se ¢u,t 5 Y ¢

- +
= ¢ = & .
{x.y 7) au’t(x)-%gt(y} . Yu 4, vt R

Em particular, como Ker{h} & um subgrupc de G, temos

"l e Kerth} , para v & 1.

¢u,t(yj

Assim, se X,y € C(1} obtemos
SX(x.yfl) « Ker{h).

n

Seja agora, (xn} CC{ly com x_ —» X, Para cada y‘ESZ(x},

dw & U, £ > 0 tal que

y = ¢, e

#

pela continuidade de ¢ en relagao as condigOes iniciais,

u,t

vemos em particular gue

¢u,tixn) e Y,

Mas, ¥n € M , ¢u,t<xn) C Szfxn) < Ker(h}.

Assim, vy € Rer{h) e logo =x € C{1}.
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A Gy invarianga seque do seguinte fato: ¥x € Q(l) ,

1 k

VR, ..., X0 € Dy, tg,eegty 20

x1

O...0 Xk (x}y = 1 .
Y

hi
o

Como h & um homomorfismo continuo, todos os objetos asso-
ciados a I sao analiticos e em particular,a igualdade ante-
rior & valida para tl"‘“’tk € IR, isto &, GE preserva

S

Temos entao naturalmente © seguinte

COROLARIO 4.3. Beja & um sistema de controle de automorfis-

mos transitivo sobre G, entao

¥ & observiavel <=> h nao é o homomerfismo nulo.

DEMONSTRACAC. Se x € C{l} entao Ge (x) = G C Ker(h). Ag—
sim, C{(l) & trivial. O reciproco & &bvio, 38 gue estamos su

pondo implicitamente G # {1}.

EXEMPLOS :

, , oy 3
a) Consideremos ¢ sistema bilinear sobre IR

ﬁ z Al-x + qu'x L
Lo -
L'y hix} j

onde:
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OiU’T (oaz“

1 ] 2

AT = -1 0 D : AT = 0 0o 0 ; Gy um grupo
6 0 0 -1 0 0|

de Lie qualquer , h & Hom(Iaj,GS) nao nulo ¢ u € p.C,

2,[ l,Agl} & uma

Um simples cidlculo mostra gue {Al,A

base para a algebra de Lie das matrizes antisimétricas de ox
. . . . A

dem 3. Assim, L indugz um sistema I sobre 0 grupc G=50(3)

das matrizes ortogonais de determinante 1. Como B0O(3) & co~

nexo e compacto EA & controlavel, em particular, {(Tec.0.5),

Para cada x € IR3, SO0(3y(x) = Si a esfera em ER3 centra=-

da na origem e de raio lIxl.

Para x fixo, definamos uma extensac de h sobre 80{3) por

g > nh¥{g} = h{gx}.

-

" - . A .
Entao, pelo coreolario anterior, I com homomorfisme h* o

observavel, pois h"z nac € nula. Em particular, I restri
s
b

2 - i
to a cada esfera Sx & pbservavel.

) Mais geralmente, considere O sistema bilinear no IR"
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% = A%x + § u.Ax
j=2
5oz >, h € Hcm(G,GS} nac nulo
= e u., € P.C., Vi
y = bix) € 6 ; 5 3
- . . 1,2 M -
A algebra de Lie gerada pelos campos A A ,...,A e

integrada por um subgrupo conexo G de GL{n,IR)}. Como no
exemple {a), h se extende ao grupo G; para cada x € IRn

fixo

n* : G ——— G

B

g ~e h*{g) = h{gy)

Em forma analoga ao exemplo em {(a) conclui-se gue ¥ restri

to a Srbita de cada x € IR' & observavel.

PROPOSICAC 4.4. Seja I um s.c.a. scbre o grupe G, entao X
& observivel <= Ker{h) nao contém um subgrupo n3o tri-
vial Sx”invariante*

DEMONSTRACAC:

(=) Se ndo, seja H um subgrupo nao trivial 8y-in=

variante contido no Ker(h}l. Se X €H e x # 1
S.ix) CH C Kex(h)
em particular x ~ 1 e I nao & observivel.

{ ==) 8e ¥ nao & observavel, C{l) satisfaz as condi-
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COROLARICQ 4.5. Se I &€ um 8.C.a. sobre G entdc L/ & ob

C{L;

servavel,

DEMONSTRACAC. Pela G.-invarianga de C{l) obtemos

Z

o= + — w3 e
%, € Aut(G) > X Autiﬁ/c{l}}

onde, X7 = wﬁx3 e Wi G > G/C(l) € a submersido proje-
cao natural. Entao E/C{l} e bem definido e serd observa-

vael pois

cle) =c). g

OBSERVACOES :
1. Seja G um grupo de Lie gue nao possua subgrupos fe
chados normais € § um s.¢.a. sobre G. Entaoc, I & observi-

vel, desde gue h # 0.

2, 86 para simplificar a notagao, no gue segue usare —

mos sistemas de controle de avtomorfismos apenag com =1, 2.

DEFINICAC 4.6. Consideremos para i=1,2 © sistema de contro

ie de automorfismos Ei sobre Gi

%= xtix o+ wx? o o=ty uYziyiL
T R 22:

¢
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Pelo sigtena Zl & 22 entenderemos © sistema definido

sohre o grupa produto Gl x 62 por

(%,7) 1
L. & L R

{hl‘hz)J

Ty
By e
i1

=
!

A seguir, damos uma caracterizacao para a observabilida

de de I, ® L, supondo cada I, um sistema observavel.

TEOREMA 4.7. Sejam Ly e i, dois sistemazs de controle de au
tomorfismos soObre Gl = Gz respectivamente & com mesmo gru-

po de saida GS_ Entao, se El e Zz sao observaveis temos:

L, ® %, nao & observavel <=

1. 38, < Gy, um subgrupo G, -invariante, nao trivial,
i

o um isomorfisme ¢ @ Hl e H2 .

2. BWi o Gi um subgrupo de Lie conexo naco trivial tal

que W, C 1, - G, e um isomorfismo

(2
G -+ G
E./ L./
L Wl 2 W2
com ¢ o g = P{g) oy , ¥g & GZ / .

1I'w
1

3. h o (h, /S o) =1

1/H 2 q &



- 88 -

DEMONSTRACAO:

{==} 1. Como sabenmps, C{l,1} & GZ @ 5 invariante e

A 2

fechado em Gl X G2 e em particular, & um subgrupc de Lie.

Por hipbHtese C{1,1} nao & trivial e como

C(l,1) NGy » {13} = {(1, 1)} = c(1,1) N ({1} x G,)
podemos considerar as projegoOes naturais

T,
C(1,1) ——2 G, ~

Ty & um homomorfismo injetor. Vejamos Tyl
TpEpeyy) = T ) = oxy =

L - -1 -

ja gue (l,yl Y57 € C{1,1) entao Yy = ¥y -

Definamos H, = Wi{C(l,l}}

Seja ¢ 3 Hy —— H, definida por: se X & Hy , ¢(x)

& ¢ Dnico elemento em H, tal que

(x,¢(x)) € C(1,1) , ou seja
C(l,1} = Graficoly) .

¢ & um isomorfismo de grupos. De fato, sejam x,y € Hl’ en-~

30 come S41.010

s

W Oruns

9.
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{x,9{x2)) (y,2(y)) = {x.yrex).oiy}} & C(1,1}

assim,
vi{xy) = ¢{x).vly)
H, é Gy -invariante. Em efeito:
i

se  g; = GZl e x € Hy , 139, & Gzz tal gue

(gl,gzﬁ S Gy . Porém, C{1,1) & Gy @y ~inva-

1 8%, 1 82,

riante, logo

= S
{gy .95} {x,2{x)) (g.x, g0 (x)) = C(1, 1)
e entac g,.x € H, . A G, ~invarianca de H, se deduz da
L i 22 2

sobreietividade de ¢,

2. Denotemos por C{l,l}0 a componente conexa de
¢{1,1) contendo o elemento neutro. Como & conhecido, [Wal ,

cl, 1) & um subgrupo de Lie de Gy $Eg{l,l). Consideremos
1

as proiegoes

.
C(1,1) s G,
O 1

y induz um homomorfismo de Algebras de Lie

4w,
AL(C(L,1) ) _——— AL(G,)

em particular, dﬁiiéﬁ(C(lfl}Q}) £ uma subilgebra de Aﬁ{Gi)



a qual define uma distribuicadc involutiva e regular sobre
TGi. Seja Wi 0 subgrupo de Lie gue integra esta distribui-
gao. Entdo, W, CH, C G, e j& que cada W, € conexo também

serd GE ~invariante. Assim, podemos restringir o sistema Ei
i

ao grupa Wi’ de fato,

= et & ) .
¥X € Dy s Re Aut(Gi) == X, Aut{WlJ
i W,
i
Denotemos por ¢3 £ a solugao do sistema Z? sobre &attGi}
¥
com condigao inicial Id., control u e no tempo t. Sobre

i x R definamos a relagac 1T:

Claramente T & de equival@ncia e se Zi/ & o sistema Zi
T

sobre G, com a restrigao : (u,t} & U x R/, entac

Assim, podemos supor que T & trivial sobre G, .

Definamos agora

P
G s G
Elfwl szwz

N"""“"‘){i}

u,t u,t
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Pela G invarianca de C{l,1l), vemos gue

b @Ez

1

(g;}-) {K;Y} Ec{lrl}: v(gil} € G ’ VEX;}’} Ec(lp}-)

z @Ez

1
logo, plgx) = v = ¢ (x)

em particular, gx = x , ¥x € W,

Como a agéo de Gy é efetiva em W, conclulmos que

/
L Wl

g = 1, Analogamente se prova gue:

1 _ 2 -
¢u,t = Id <= @u’t Id .

Entao,

1

ok
- ¢v,t == ¢u,t

Urty 2

1

Tomande concatenagao destes controles e usando esta mnesna
concatenacac no segundo sistema, obtemos
2 -1
Assim, ¢ & bem definida e injetora.
Analogamente se prova que P & um homomorfismo. J3 que

invariante podemos considerar a
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A {1, 1) e C{1,1)
(g, (X,¢{x))) 2> {g{x) Yy} o ¢{x)}

e assinm, ¢ o g = (g} oce¢ , ¥g € @G .
wy

3. Se x € Hl entac

(x,¢{x}} € C{1,1} C Ker{(h) ,
logo,

hy/y + tby/y o9) = 1, .
1 2 3

{e=) Denotemos T = Gréfice(w/w ).
1

Pelas hipbSteses que nds temos conclul~-se que
Cor C C .
{1,135 Ceil,l) CRerthy hy)

Ja que W, & um grupo conexo e v um homomorfismo continuo,

T & um subgrupo ¢onexo, Agora, a invarianga de C({1,1) e a

conexidade de T implicam que T & SE o5 invariante. Agsim,
}l 1—12
Ker {n) possui um subgrupo naoc nulo SZ o5 invariante e conse
i7"z
guentemente Zl & 22 nao e obhservavel. .

COROLARIO 4.8. Se Gy nao contém subgrupos normais, entao
i

Ly & %, nag & observavel <=

= W, .

1. Wl s
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2. Ga. =, G tal que v o g = ¥{g) ov , ¥Yg € G_. .
2y 2y

3. hl‘ (h2 oy¢) = 1.

DEMONSTRAGAC. Consideremos a representagao

I,
1
i 1
e
L %a,t W
1
entao,
TG, } = G e assim
Ly 2w,
1
GE.}. / ) GX:’L "/W
Ker (T} i
o= G ; G -
El zi/W. i
i
OBSERVACOES

1. Considere um sistema I bilinear no IRn e duas fun

coes de salida de I h, e h,. Suponha que G nac possus sub

espagos invariantes. Entac, W, = W, = ®? e logo

¢ € Z2{G ) C GL{n,R)

2. Mas condigdes de (1} tomemos Gy = So{n}
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Sabemos que O centro deste grupo & dado por:

Z(so@m)) = {X Id | x # 0}
Assim,

® L., & observidvel <= h, nao é miltiplo de h..

& 2 1 2

3. O teorema vale para pares de s.c.a&. gerais, desde
gque o nlmero de controles m seja o mesmo para ambos sis
temas.

4. A situagdo do teorema aparece naturalmhente,por exen
plo, guando consideramos sistemas de controles invariantes
sobre grupos de Lie compactos e representagoes destes siste-

mas, come serd visto no capitulo a continuagao. o
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CAPITULO W

OBSERVABILIDADE E REPRESENTAQ&RS DE GRUPROS

Un dos possivels caminhos para se estudar a observabi-
lidade de sistemas de controle & dada pela teoria de repre-—
sentagces de grupos de Lie. De fato, este tipo de aproxima —
cao ac problema, permite analisar a chservabilidade do siste
ma inicial via o estudo de sistemas mals sinples de ser
tratados. Um exemplo tipice € ¢ gque vamos ver neste ca-
pitulo. Maig precisamente, seja G um grupo de Lie compacto
e L, o sistema invariante A& direita e trangitivo scbre G de

finido por

b
il

XO(X) +

( ijBKX}
3

g

1

v = hix}

onde, para cada 3 = 0,1,...,m , x? € AE{G), V & um espago

vetorial de dimensac finita e
2
h € L°(G,V).

Usando a representagéo regular a direita R de € enm
3t = cha,m}, é possivel representar I num sistema RI(I). Via
o teorema de Peter-Weyl [Ap.] , 52 obtém uma decomposigao

de R{L} em subsistemas bilineares de dimensac finita



.....96._.

analiticos. Seja R ¢ homomorfismo

G e G H0)

X e R{x)

onde R{x} atua por translagac & direita sobre #. Denote-

mos

Hy = {f €H|RCIEEC (G, )],

Scbre JCg ; O subespaco dos vetores o para a representa-

¢ao R, existe uma representacao da algebra de Lie de &, is

-

to e,

X € AL(G) ~——a dAR{X) € End! Jf;:)

g

onde, 4R{X)E = It

Ri{exp tX)}f .
£=0
Em particular, podemos considerar a representacac de I sabre
H; ; ou seia o sistema diferencial

it R
(t) = AR(XD)(X) + £ u.dr(x?) (R)
o j=1

]

ixit)) = j x(t) (g)*h(g)dg € V .
G

onde na integral, temos o produte definido sobre .V,

Seija uw um controle constante, entao a equagéo dife-

rencial em I se transforma em



m
X o= {XO + L u Xj){x}
j=1
@
u 0 m
H=x® 4 3 ouxd € ar(e.
j=1
U u ~
Denotemos por ¢, = exp{tX”) , entaoc
ul uk .
G. = {¢% o ... 09> |ul constante , t. € IR}
4 tl tk 3

& o grupo de difeomorfismos de I .

Como o sistema é invariante entao

w:(g) = wﬁ(l)~g

Representemos agora © grupo Gz como um subgrupo de End{ ).

De fato, se

@t € G e £ &€H , podemos definir

R(xﬁt}f = (sﬂt{l))f

& claro gue Riv, ) £ End{ K) e que

1 k .
R(G.) = {R{p. )0...0 Ripo ) luj constante, t., € IR}
) tl tk i

& um grupc de transformagGes lineares que atua sobre #.

R(GE} define sobre H um sistema de evolugadc bilinear

R{I}, via os seguintes sistemas inicializados. Para cada
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u € P.C. e cada condigac inicial £ € ¥ consideramos o sig

tenma
. ul uk ]
w{t) = R{@t ] a...0 R(wt V£
1 k
(R{Z} ,f}: & >
gix(£)) = f %(t) (g) ~higidg € V
L G p
. 1 koo - i
onde U = u % ... * U & concatenacao de Contreles constan-
j .
Les & @z & n difeomorfismo de Gy associado a contante 1)
j 3

g ao tempo tj £ IR.

Obseyvamos também que se f € Kg entdo a equacac de
evolugao
1 k

i) = R{wz‘} Q...0 R(@E I
1 k

- — — . . oy T
& solugac da eguagao diferencial em R(I) .

De fato, © seguinte diagrama e comutativo

AL {3 umm-§§m~mw End{ ¥}

{
axp eHn

G e G F0)

isto &, para cada X € AL{G) nds temos

Ri{exp tX} = exp t dRIX).

Em particular, e ja4 gque £ GIK; f Ve-se gue :
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e w(f) = R{@z}f , entio
wity = dr(x™ ngyf ,  logo
: T i, o
S(ey = ar(x®y &) + ¥ uj(t)dR(XJ);{(t).
j=1

Assim, o sistema R{L} extende ¢ sistema bilinear diferen -

uo [=¢]

cial RI{L) sdbre o subespago denso ﬁfR , & um sistema de

evolucac bilinear sobre .
Pelo teorema de Peter-~Weyl, [Ap. ], temos

L2(G,0) = & LG,
7E&G

. B 2 - -
onde, para cada v € ¢ , L {G,r), a componente isctopica de
2 -
7 em L7 {G,Q), € a soma de todos os subsspagos de R eguiva

lentes a w.

Consideremos agora as projecoes ortogonais

LQ(G,C) S SN LZ(G;ﬁ} definida por

£ e Pﬁ(f}

P_(£) (x) = dim{m) Tr (£ (r)m(x)*)

onde dim{y)} = dim{Vec({yl) , para x &€ G, (X} € GL{(Vec(w)}

e Fla) = Jf £{x)m{x)ax
G

& a transformada de Fourier de £ evaluada em 7.
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Da definigao de P, & claro gue para cada 7 € ¢ , istoe &,
para cada classe de representagCes unitarias, irreduciveis e

agsim finito dimensicnais de G, vale

2 O3

L7A{G,w) CJ'LR
Em particular, a projecac de R{E) sobre L{(G,7) sera a pro
jegao de R(Z)m sobre LZ{G,w)ﬁ Entéofabtemos ¢ sistema bi~
linear analitico de dimenszc finita PH{R(E}} sobre LZEG,W3,

que denctamnos por R(E)Tr e gque & definido por

®> -
4
=]

R(}I}Tr LI >

y, (%)) = J(G % (t) (9)*higldg €V

onde , Al € Eﬁd{Lz{G,ﬁ}J, 3 € {0,1,...,m} e

Yo & £(L2(Gfﬂ),V}a

DECOMPOSICAO DO SISTEMA RII)

PROPOSICAD 5.1.
R(L) .

i

R{L} =
T

m&>

8

DEMONSTRACAC. Provemos que de fato,
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Dade e » 0, 3 FO;C G de cardinalidade finita tal que, para

cada F com a condigao F,CFC G e de cardinalidade fi-~

nita
15(3) - £ wix ), < i9i CNE - o kM <
pep W TV Lo,y €8 T K
pois y & continva e x = I %
n€q 7

Denotenos per ¢ a fungao entrada safda do siste

ma de evolugdo R{I}, isto &,
¢+ U % H e pC. (V) definida porx

(u;f) e @(u;f}

1 kK
piu, ) = | Rw‘;j 0...0 ga;f (1)) £(g) *h(g)dg .
e i Kk

B particular, como para cada x € G , R{x) € GL{ ¥} teremos

s e LK, A.C.IV)) , Yu € U,

Suponha 0 € ®R"  limitado, entdo

sup 18 (£} <« M

wf={] £

assim, pelo principio da limitagac uniforme

sup #o" < M,
u&l
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Denctemos por 9, a funcao de entrada e sailda de R{L)_. se

(u,f}) €Ul x H o rF C ¢ tem cardinalidade finita

fo(u,£) - 5 6 (u,p (£ = §e%E) - 1 7(p_(£))1l

< sup HoM - IE - TP (£},

u&l wEF
Assim, como £ = L Pw{f) conclui~se que
&G
$ = I & .
7€G " O

PEOREMA 5.2. Seja § um sistema invariante a direita transi~

tico sobre um grupo de Lie G. Entac,
R{I) & observavel == R(X)ﬁ & observavel , ¥r € G.

DEMONSTRAGAQ:
{==> ] Sabemos gue LJ(G,W} & um subespago invariante
pela representacaoc regular R e assim, G = Gzilj atua, via

R, &m LE(G,ﬁ)
2. . 2
G » LG} —~—> L(G,7)

{wt(l},f) et R(¢t(l)}f

em particular, trajetdrias inciando-se em f € LJ(G;W} se

L 2 I
mantém em L {G,7}. Agora, para cada ¥ & G temos

L2(G, 1) e
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Come R{I) & observivel entao R(Z) sera observivel tambén.

{ #=} Seja I o espa¢o de inobservabilidade do zsiste-

ma bilinear R{L}, isto &,

1 Ker @u

a&lU

I

]

u - - -
1., Para cada u € i , ¢ € continua e logo I & um subes

paco fechado de 4.

2., I & invariante, ou seja, existe uma agao

G X T e ]

{x,f} s R(x)F

De fato, se F € ¥ & x € G pela transitividade de I exig~

te um controli wu  tal gue a trajetdria de I associada a

ux e a cunuigéo inicial 1 € G, conecta © elemento neutroe

com x%. EBEm particular, R{L}f & a trajetSria do sistema R(E)
o~

com condigao inicial £ e control U - Sedja agora u £ {, en

tao, ja que U & fechado por concatenagoes

Logc,

PP RIX)E) = &

Porém, ¥ € I e assim @u{R{x}f} = O, wYu & U

Entao, R{(x}f € I .



- 104 -

3. I & um ideal da algebra de convolugio { ¥, x}. Seja

¢ € X anulande I, isto &,

p x £(1} =f f{x_l}w(x}dxr-G , Y¥Ef £ 71,
G

gntac, como I & G-invariante nds temos

i
<

p % Ely) = J f(xﬁly}wix}ﬁx VEE I, Yy €G .
G

Assim, se ¢ € il , obtemos

¢ apula I == yp* f =0 , ¥f € I .

Sejam f£,g,¢ € ¥ , entao, um simples calculo mostra que

J (¢ * gy (x 1) £(x)dx

J gly hy (o * £) (y)dy
G G

i

(w » gy » £{1) .

Se £ &I e sev¢ anula I teremos ¢ * f = { ¢ assim, co-
moe {H, #) & uma Algebra associativa, ¢ anula g * £, vg € &,
Agora, I £ fechado e logo pele teorema de Hanh-Banach,

g * £f €I, 8e nao, 3g € e I um funcicnal T linear conté
nue anulando-se en I e tal gque Tilg %= £} # 0.

Pelo tecrenma de Riesz, 3¢ € H  tal que

Lo

iy

h
o
o
B

T(E) = (£, )y ,



- 105 -

Definamcs ¢  por

entao, para cada £ € 1 ,

T{f} = J flyiplyldy = f f{y“1)¢{y)ay = {)
G G
e no entanto 3¢ € H  tal gue
= 1
T{g = £} = j {g « £}{y Tiviyldy # 0
G
isto &, » € H , anula f e nao anula g * f.

4. 1= 6_1niém .
TEG

De fato, I & um subespago fechado de ¥ e logo
” i 2 .
@ I 0hno(g,m <1,
&G

Seja 1 € G , se define o carater de T por

X“ 2 G o

K e Xﬂ{x} = Pri{m{x}}).

Un simples calculo mostra gue para cada f & ¥,

T

X % f o= dimiw) TP {f)

1T T



- 106 -

¥m particular, se £ € I vemos gque

3

X, * £ &1 N inG,ﬁ) '
loge,
f=7F X % £ & éﬂ N LZ(G,H) .
wEG
Finalmente, mostramos gue I nao pode cortar mais de um

LZ{G,ﬂ}. 8e nao, seja

=710 (126, 8 LG, ) #0F.
Entac,

X, () = (x_» D nLi@,m <1 niiemn .

Assim, XT(J} = 0 , pois LZ{G,ﬂ) & observavel, e logo I es-
td& contide num {inico subespaco Lz(G,T}, pars algum 1 € G ;

consegquentemente,

T = {0} . e

MOPACAD. Sabemos que para cada 7w € G,

LZ{G,%) & a soma de dim(w} subespagos invariantes e
irreduciveis pela representagac regular 3 direita R, [ap. 1.

Denotemos,

5 dimi{n} 5

LG, wY = & LU{G,a)y, .
o i
i=1

Temos entdo o seguinte corolario:
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CORCLARIO 5.3, Seja I um sistema invariante & direita e tran

gitivo sobre um grupo de Lie conmpacto &,

B{I} & observivel == Ker(?q) % Lz(G,n)j
E i " -
para cada % € G @ cada i = Iewwo,dim{m)

DEMONSTRACAO:
R{L} & observavel = assim, R{ﬁ}ﬁ & observavel pa
" 2 - . .
ra cada v € §. Como L {G,W}i e R-invariante, necessaria —

2 - - .
mente L (G,W}i 2 obgervavel e am pabtticular,

s
o

2, . ) .
Ker(Yﬂ}i % L {Q,ﬂ}i , Vimi,‘..ydlm(ﬁ).iﬂ

Seja G um grupo de Lie compacto, V um espago vetorial de

dimensao finita e seja

LE(G,V) = {f: G —— V | JE1, < =}
onde ﬁfﬁz & induzida pelo produto interno

(F,g) = J <f(x},g(x}}R?dx .
G

) - o s .
Existe sobre L {(G,V}), a representacao regular a direita de

G, isto €, o homomorfismo

G B GL{Lz(G:V))

¥ ey RAEX)
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onde R{X) atua por translacOes a direita sobre LE(G,V}.

Seja & um sistema invariante & direita e transitivo so
bre G e R{Z,V] o sistema repressntadoe sobre ins,vj, com

funcao de saida linear

Y= { ,n).
u
Denotemos IV = {1 Ker &
u &l

o espace de inobservabilidade de RI(¥,V). Temozg entan o Se-

guinte

TEOREMA 5.4.

2 1
L7/ qqy V) S Ly

DEMONSTRAGAO. Consideremos a aplicagao continua

L2 (6 qy V) —2 1 (e, V)

£f e i{f) = f 0y

onde ¢ @ G ———> Gﬁb(l) & a aplicacac candnica.

Seja § = Lz(G/C{l),V)i , em particular para cada g € G
(&;,i{hg) Y=

onde h & definida pelc diagrama comutativo
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e h (x) = hixg).

Entdo, para cada t > 0 e para cada u &

onde @u(t) denota a solugdo de £ associada ao contrel

condicao inicial 1 € ¢ , no tempo t. Assim,

(e{x), ith ) (x)), dx
IO v

i

G 6, (t)

"l}} ax

m[ (£(%), h 1 (R))y ax
J g

(& (%}, h(x—¢u(t}
= 1 {rix «@u(t} ' h{x})v dx
{ R(@ﬁ(ﬁ)}i {X);hix)>v dx

Logo, (Ri@uftJ) E,hdy =0,

entdp, ¢°(f) =0 , para cada u € (I ,

e assim, E eI .
v o

U,
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COROLARIO 5.5.
®{5,V} observavel == [ observavel.

DEMONSTRAGAO:

I.= {0} == C{1) = {1}.

vV 0

OBSERVACAD. O reciproco nao & valido em geral,

Tome G = S1 parametrizado por 8 & [0,21) e seja I

gualguer sistema invariante sobre Sl transitivo. Defina-
mos
n(e) = b’
_ if(e +90) iy _ .
Entao, C{1) = {GQ e = g, ¥op € {0,21)} & o gru-

po trivial e assim o sistema, (a fungac h), & observivel. Po
rém, R(L,2} = R{I}) nao & observavel. De fato, Sl & um  grupo
comutativo e logo cada representagao irreducivel & de dimen-

sac 1, [Ro.l . Assim,

"

R{EY & observavel <= R(E)ﬁ & observavel, Vﬂn & 81 .
n
— > o 1
> Ker(Yﬁn) GLisT, ), i €8T
onde , Y (x} = J x{8)hig)ds.
7
n O

Porém, se h = ¥ hn & a série de Fourier de h em

insl,C) , entao temos:
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Assim,

L
]
A

Ker

{6} , n =1

Em particular, para cada n # 1 o sistema projetado sobre

Lz(Sl,ﬁn) e C"elne nac e observavel. Além,

ig i

I = (¢ ")

comon & facil de conferir. 0

OBSERVACRO. Schre a decomposigao de Lz(G,@B consideremos

8, © cardter normalizado de 1n, isto &

Gw{x} = dim(w)xv .

Assim, a projegac sobre cada componente isotdpica vem dada

por convolugac com o carater normalizado.

Seda h € inG,V}, entao

h= § 6 =« h .
rEg "

seja G* = {r € G |8ﬁ * h # 0}.

Tamos agora a seguinte caracterizagéo do grupo de inobserva-

hilidade:
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PROPOSICAQ 5.6,

cfly = N {x€G|{6_* h =R (6_ * h)}
TEG i i

DEMONSTRACAC. Seda x € C(l). Para cada z € G e cada 7w &€ g,

ndés temos as seguintes relagOes

R(;\{)(Ea?T # h) {z) = 8@ # hizx) = Gﬂ * hi{z} .

Reciprocamente,

em particular, se x ertence na intersecaoc acima
p ' % &

Ri{x)h = h , de onde x € C{1).

ORSERVAGOES:

1. Congideremos agora, para cada carater 0g seguin

tes grupos de isotropia
isot(f ) = {x € G |R<x}eTT =8}

isot{f) = 0 isot{d )
TEGH T

j& gue , R{x)(8_ = h) = (R{x)0 ) * h.
Ve-se gue isot{g} C C{l) ,

logo, se isct{®) nado & trivial, I,{ou h), ndoc serid obser—

vavel., Além, como
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wlx) = Id == Ri{xig = 8
1 T

entao, nés temos também que

3 Ker(w} C isot {8} .
‘HEG*

2. Begundo vimos na demonstracao do teorsma 5.2,

I = N Xer @u
el

& um ideal & esguerda da algebra de convolugio

LE(G,G,*} .

3. Em an&lise harmdnica sobre grupos compactos, mals
precisamente no estudo de ideais fechados e subespagos fecha

dos invariantes, & conhecido o seguinte resultado, [Bd.}.

"Se H £ um ideal bilateral de LE{G,E), entao H & exata-
mente a clausura da soma direta das componentes isotdpicas
de Lz{G,mj contidas em H"

Em particular, temos a seguinte

PROPOSICAG 5.7. Se I & um ideal bilateral, entao

I = & LE{G,ﬁB,
w:&ﬂkhﬂﬁ



DEMONSTRACAD. Seja 1 € G tal que 6. % h =0, entao

h & Lz(G,W}lt

Comno & LE(G,G} & R-invariante vemos gue

o#ET

i
Orbi{h) = R{G}h & LE(G,ﬁ} .

2
Seja agora, &£ €LT(G,m) e u& U,

1

s9(£) = (Rlp_(£))E,h) = (4,R(e (£))7" ) =0

1

pois, R(wu(w}" h € Orb(h). Assim,

L2(G,w} O

se ¥ & tal gue eﬂ *» h ¥ 0 , entac Orb(h) nao & mals ortogo

nal a LZ{G,ﬁ) e conseguentemente

e, €1

OBSERVACOES E EXEMPLOS:

1. 8¢ G & um grupo compacto abeliano entan & claro

que cada ideal de LE(G,G,*) & bilateral,

2. 8e I & bilateral
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Se x & isot{fl}, vemos gue
Rix)f = ¢ {R{x}OH) ¥ £ = ¥

L _
em particular, cada £ & I passa ac guociente pelo

fechade discoti{f}, assin

A VAN -

grupo

3. Em geral nao se tem igualdade na relagado acima.

Tome Qo= Sl , 8 210,27} e

h(8) = 8219 + 6318 )

Um simples calculo mostra gque C{1) & trivial e logo isot(0)

também, Porem

T = & c-et® st m . .
n#2,3 #
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APENDICE

1 - REPRESENTACAO DE GRUPCS COMPACTOS

Seja G um grupoc tepoldgico & E  um espaco de Banach.

Uma representacgac m de ¢ em E & um homomorfismo

G s GLAE]

tal que para cada v € E, a aplicagao de evolugao

G e B

X e (X))

continua. 7 induz uma agac continua de G em E,

n

G x B s B
(X,v) ~=> 7{x)V
Uma representacac 7 & dita:

a) Unitdria, se B & um espago de Hilbert e para cada x € G,

wi{x} & um operador unitirio, isto &

pix) e

b) Irreducivel, se og tnicos subespacgos fechados invarjantes

por (X} , ¥x € G, sac os triviais.
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Duas representa¢fes T e ¢ de G sao ditas equivalentes, se 13

um isomorfismo ¢

e{n{x)v) = o(x)¢{v}

PROPOSICAO A.1. Seja T uma representagao de um grupo G num
espago de Hilbert E.
1. Suponha G compacto

a) ¢ {v,u0) = j (w{x)e,mi{xiw? dx
G

& uma forma hermitiana, definida positiva, invariante pela

agao de G e define a mesma estrutura topoldgica sobre E.

by 1 irreducivel == dim (Vec{n)) < « , onde Vec(r)

& o espago vetorial associado a representagao .

2. Se El & um subespago invariante de H pela representa-

o o b3 -
¢aoc ® entaoc E, tambem,
DEMONSTRACAC. Ver |[Ro].

ORSERVAGAQ A.2.

1. Qualguer representagac v de um grupo compacto &

equivalente a uma representagao unitéria, {v & g¢-unitaria) ,
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em particular sempre & possivel tomar uma representagao uni-

tdria como representante da classe de equivaldncia de 7.

2. Qualquer representacao unitaria de dimensdc finita

é soma de representagoes irreduciveis.
3. No gue segue G $era sempre wn grupo compacto.

benotemos por H o espago de Hilbert

= 1%(c, 1)

Consideremos a representacao regular a direita R de G en

#, ou seja ¢ homomorfismo R

G B GLEY  onde i R(x) i
K e R{X) £ v R} E
e R{x)f(y) = flyx), ¥y € G. Isto &, G atua sobre G

por translagoes & direita.

Seja ¥ uma representacac irreducivel de G e denote-
mos por Lz(ﬁ,n}g a soma de todos os subespagos da represen-
tagcdo R equivalentes a v, ou seia

LY (G,m) = 0 v,
COm Vi . Lz(G,G) E-invariante & tal gue as repreaentag%es

R  sobre Vi e T sobre Vec(w) sao eguivalentes, para cada

i. B demonstrado em R que na verdade 1 € {1,2,...,dim{(w)}}.
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2(@,&} entic, f € inG,n) se & 80 se os translada-

S5e £ €1
dog & direita de¢ f geram um subespago invariante de R tal
gque esta represantagéo restrita a este subespago € eguiva —
lente a um miltiplo de 7, isto €, a uma soma finita de sub-
representagoes eguivalentes a w. De fato, como duas repre —

sentagdes equivalentes sac irreduciveis se uma for, conclui-

se que cada somando V., de Lz{G,ﬁ) & irreducivel.

dim{w)
Seja £ & & Vi ;
i=1
dimir)
3 = &y .
entao, £ iil fi . conm fi Ji

Por definicao,

F, = ger{R{x) £, | X € ¢}

& um subespa¢o R-invariante e entac pela irreducibilidade

da Vi nds temos

LEMA A.2 {Schux) {Ro.}. Seja ¢ um grupo compacto, T ¢ ¢ duas

representagOes unitdrias e irreduciveis de &

a}) Se ¥ & ¢ ndo sac equivalentes, entao

LZ(G,n} @ Lz{G,a} sac ortogonais em Lz(G,m}.

b} se 7 e ¢ sac equivalentes, entdo
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¥, = 12(G,0) a

TEQREMA A.3 (Peter-Veyl) [Ro.l. O esvaco de Hilbert K & a soma Hil-

bertiana de tedas as componentes isotépﬁx&, isto &,

26,00 = & 126,
WEé

onde G & a familia das classes de equivaléncia de represen
tagbes unitarias irreduciveis e assim de dimensao finita, do

grupo compacto G. A

CONVOLUCAD.

Lembremos gue & possivel definir a convolugao por

« :12(G, @) x L2(G,E) ——r cOG,T)

{frg} T f* g
' -1
frgix} = J £y} gly 7 x)dy .
G
x 6 bilinear e continua.

TRANSFORMADA DE FOURIER.

S5¢ f & L2{G,®) e T € G entio a transformada de Fou

rier f & definida por

A

F{w} = J Filxym{x)dx .
G .
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Finalmente, podemos enunciar ¢ teorema de Plancherel e a for

mula de inversiao.

TEQREMA A.4.J]Ro.]. Seja G um grupe compacto e denctemos por P

o projetor ortogonal sobre a componente isotdpica de 7, is~

-

to a,
Lz(G;G) o Lz{G,ﬁ) , entao
f o Pﬁ{f}
a) P_(£) = dim(m) Tr (£ () 7 (x)*)

b) i!ft}.j: % dim(w) iifm;;; .

TG H

I1. REPRESENTACAC DA ALGEBRA DE LIE DE UM GRUPO DE LIE.

Seja G um grupo de Lie compacto, e como semnpre

H o= sz{‘;r@} .

Denctemos por ﬁgn o subespaco algébrico dos "vetores C " de

I em relacac a representacac regular a direita R de G em
#H, ou seia

He = (£ €H|R(IEECT(GCHI)

G atua scbhre este espagco via R.
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G ;.H:R Y }CR
{x,f) e R{x)F
de fato, se ¢(x) = R{x}f entac

Riylvy = ¢ @ ﬁy € C (G, H)

onde Ry : G ———r G & a transla¢idc a esquerda por V.

E conhecido que, [Se.},

fe(JC;) = K

Sobre Jwa existe uma rapresentacao de AL {(G). Mais precisa-

mente, seja X € AL(G) e £ € Eff; entac podemos definir

O F = L
dR(X) £ = 3¢ - Ri{exp tX)E.

£ claro que, para cada X € AZL{G)

dRrR{x) fo; BN Jf; & linear, assim

(%

& uma representacao de dlgebras,

Agora, se X € AL{G) entio

t __;I.‘m,. Rexp tX)
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& um grupo a l-pardmetro fortemente continuo de

sobre ¥, mais precisamente
a) T, =T oT , st € IR.

t+a t ]

c) dr £ - ff —— 0 , ¥£ € ¥ .
£t + 0

operadores

Denctemocs por 2R{¥) o gerador infinitesimal deste grupo, ou

seja

(Tt - Id)f

k-

dR{x})f = 1lim
t+0

tal gue o dominio deste operador sac os £ € H onde o limi-

te existe,

Claramente

dR(%) € aR(X)

isto &€, os operadores coincidem em ZE; e Eﬁ; < Dom{BR(x}}“m
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