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Capítulo 1 

Introdução 

Análise de Sobrevivência é o conjunto de técnicas e modelos et>t.atísticos 
usados para. analisar a vcuiável tempo at~ a. ocorrôncia de um certo ev('n\.o, 

Este evento tanto pode ser a falha de um dispositivo eletrônico ou mecânico, 
corno a morte de um ser vivo, ou ainda a execução de uma tarefa. 

A importância de análise de sobrevivência em medicina e em estudos 
de confiabilida.de de sistemas é notadamente reconhecida. Como exemplo, 
podemos considerar o estudo comparativo do efeito de vários tratamentos 
nos tempos de vida de pacientes portadores de certo tipo de tumor. Outro 
exemplo: o estudo comparativo do tempo até falha de motores fabricados 
segundo diversas técnicas, para escolher a mais adequada. Às vezes, em 
um estudo de análise de sobrevivência ou confiabilidade o objetivo pode ser 
estimar a função de distribuição do tempo até falha ern um úni('o grupo de 
estudo. Em outras situações, o interesse é comparar os tempos até falha 
em dois ou mais grupos. Uma outra situação irnportant.(', e alvo de muita 
atenção, é quando dispomos de variáveis explicati\'as mC'didas para cada 
indivíduo em estudo, e queremos estudar a influência destas variáveis no 
1-empo até falha. Por exemplo, o tempo até falha de um componente de 
certa máquina pode ser influenciado pela temperatura da máquina. A idade 
no diagnóstico e a contagem de células brancas no sangue são covariáveis 
candidat.as a entrarem num estudo do tempo até cura em crianças com 
leucemia. Especialmente em ensaios clínicos, é comum ser levado em con­
sideração um número grande de covariáveis. A mesma técnica empregada 
para análise do efeito de variáveis na sobrevivência pode ser empregada 
para comparar grupos ou tratamentos, pela introdução de variáveis indica-

1 



1. Introdução 2 

doras. 
Uma dificuldade especial que surge no tratamento de dados de sobre­

vivência é a possibilidade de não ser observado, para alguns indivíduos, 
o tempo completo até o evento de interesse, pois podf' a.contccer que ao 
término do tempo estipulado para o experimento nem todos indivíduos, ou 
componentes, tenham falhado. Ou ainda, em ensaios clínicos, um paciente 
pode simplesmente abandonar o acompanhamento médico ou falhar por al­
guma outra rausa. diferente da que está :wndo estudada. Estas observações 
incompletas do tempo até a falha sã.o chamadas de censura. A ocorrência 
de observações censuradas diferencia a análise de sobrevi\·ência de outras 
técnicas estatísticas, pois estas observações contf>m uma informação parcial 
sobre a variável de interesse, e devem permanecer no estudo. 

Vamos supor que Y, é a variável aleatória que denota o i,('mpo até falha 
do indivíduo i em uma amostra de t.arnallho n, e que ci é o t.c:mpo até 
censura deste mesmo indivíduo. Na prática, o que será observado é 

A censura pode ser do Tipo l qua11do c; é um valor constante, c, pré­
determinado; do Tipo 11 qtJaJldo o ('fitudo knnina depois d(' um número pré­
det.ennina.do de ralhas(' asiiirn, c t.oJ"THH>C al<'at.ório. A ("('TlSUra ta.rnbém pode 
ser aleatória quando em aplicações na medicina, por exemplo, ocorrem: 
perda de acompanhamento do paciente, desistência do tratamento, morte 
ou falha por urna causa distinta da que está sendo estudada. Quando a 
censura é aleatória, uma suposição crucial é que as variáveis li e c; sejam 
independentes. 

Como vimos até aqui, estamos considerando apenas um fator na de­
terminação da falha, e, quando a falha ocorre por algum outro motivo, a 
observação é censurada. Entretanto, parece natural em muitos casos es­
tudar o efeito de várias causas concorrentes na determinação da fa.lha.Por 
exemplo, em um estudo sobre má formação congênita como causa de morte 
infantil, algumas crianças morrerão por out.ras causas, tais corno tubercu­
lose, insuficiência cardíaca ou diarréia. Estas crianças n~m sobreviverã.o 
ao primeiro ano de vida e nem tnorrNâo por má formação congênita. Há 
um efeito competitivo das outras causas na atribuição de má formação 
congênita como causa de morte. O uso de cert.os nlf'diramentos em paci­
entes com câncer pode aumentar o risco de rnortt' por outras ça.u.sas como 
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doenças cardiovasculares. Podemos também considerar como causas dis­
tintas de falha~ ern um estudo de pacientes com câncer submetidos a um 
tratamento: morte pela doença, resposta favorável ao tratamento (cura) e 
vivos no final do estudo, ainda com a doença. Na análise do tempo até falha 
de motores, podem ser consideradas várias causas ou riscos competitivos 
para a falha. É interessante notar que podemos considerar a censura como 
um risco competitivo, quando ternos Cf'nsura do tipo aleatória. 

Urna maneira de analisar estas situações é através da teoria de riscos 
competitivos, onde consideramos a existência de urna variável aleatória Yi 
associada a cada causa de falha i, <JUC' denot.a. o tempo de vida de um 
indivíduo quP falha pC'Ia causa. i, c a variável de intcrc:;:,;p é 

Z = min Yi 
• 

O estudo de nscos compC't.itivos cornC'çou com o t rahnlho rlt' Daniel 
Bernoulli Pm 17GO sobre o efeito que a erradicação da varíol~ causaria na 
estrutura. de morta.lidade da população. At.ualment.e podemos ex tender esta 

idéia se substit.uirmos a varíola por câncer, doenças do coração ou, AIDS, 
entre outras. 

Num outro exf'mplo, vamos abordar o problema da seguinte maneira: 
supor que uJJJ i11divíduo está relacionado com um sistema de k cornponf'ntes 
ligados em sérif', onde a falha de um ou mais componeJJies causa a falha do 
sistema. Se uliJ desks componentes for melhorado, que efeito isto provoca­
ria no desempenho do sist.ema? Como podemos estimar a. taxa de falha de 
um comporH·nl.<' em particular, na presença df' todos outros? Corno est.irnar 
a taxa de falha de um componente, se quisermos considerá-lo como o único 
componente do sist..ema? 

Outra qucst.â.o qU(' t>Urgt' {> a estimação da relação entre covariávcis e 
taxas de falha por causas específicas. 

O estudo da t.coria de riscos competitivos já tem resultados genéricos 
de enV<'rgadura suficient<' para faÚ'-!os t't1.eis <'Jn prob!<>nJas aplicados. O 
objetivo deste trabalho € expor a teoria de maneira clara para disseminar 
seu conhecimento e mostrar sua aplicação em "problemas práticos. Para 
tanto, no Capítulo 2 foram colocadas as definições e nota.ções básicas de 
análise de sobrevivência e riscos competitivos. O Capít.ulo 3 trata do pro­
blema de est.imação de probabilidades de falha e sobrevivência nos casos 
paramétrica e nâ.o-paramétrico, considerando que os dados possam ou não 
estar agrupados ern tabelas de vida. No Capítulo~ é estudada a influência 
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de covariáveis no tempo até a falha, através do modelo proposto por Cox 
em 1972. O Capítulo 5 dá uma abordagem de análise através de modelos 
lineares tanto para estimação de probabilidades como para verificar relação 
com covariáveis. Neste trabalho estaremos considerando que os riscos agem 
independentemente. 

O Capítulo 6 traz um exemplo de aplicação com dados reais cuja variável 
de interesse é o 1.f'mpo até falha de microcomputadores de 8 bits 1 conside­
rando 4 causas de falha. Estes dados se restringem a um estudo observacio­
nal dos microcomputadores 8 bits da UNICAMP1 com objetivo didático de 
est.udar a teoria que está sendo abordada. É nossa int.enção extender esta 
análise para microcomputadores de 16 bits, e 1 para tanto, já foi iniciada a 
coleta dos dados. 



Capítulo 2 

Notação e Definições 

2.1 An:ílise de Sobrevivência 

Seja Z a YariáYe! aleatória. que denota o Lt'mpo decorrido entre a entrada 
de um indivíduo em estudo, até o evento de interesse. Para denotar esse 
<>vento, usar(·rnos o t.<'rrno falha , que pode ser, por ('X<'rtlplo, lllort.c, cura 
ou quebra de um equipamento. 

A variáv<'l Z é maior ou igual a ZC'fO, com funçi'í.o d<• <knsidade d<> pro­

babilidade, f.d.p., fz(x) e função de distribuição acumulada, FDA, Fz(x). 
Assim, a função de sobrevivência é definida por 

Fz(x) ~I- Fz(x) ~ P(Z > x). 

A Taxa de Falha é 
fz (x) 

Àz(x) ~ ~---, 
Fz(x) 

(2.1) 

(2.2) 

ou seja, a 
até x: 

probabilidade instantânea de falha em x, dado que sobreviveu 

,\z(x) ~ lirn P(x < Z < x_+ LljZ > x) 
ó.~o .6. 

2.2 Riscos Competitivos 

Suponha-se quE' K causas de falha estejam agindo simultaneamente sobre 
uma população '1/J. Cada indivíduo desta população falhará devido a uma 

5 



2. Notação e Definições 6 

das K causas de falha. Os l.ermos riscos e causas d0tcrminam a mesma 
condição; a diferença é que ri.sco é a condição antes de ocorrer a falha, e 
causa é a condição depois de ocorrida a falha. 

Seja}~ a variável aleatória que denota o tempo de vida de um indivíduo 
sujeito a urn único risco Gil I = 1, 2, ... , ](. Na presença siruu]1.ânea de 
K riscos, temos J{ valores hipotéticos para Y, isto é, para cada indivíduo, 
criamos valores hipotéticos de seu tempo de vida, relativos a cada um dos 
K riscos, mas será obsen·a.do apf'nas o lilCJlor destes valores. 

Temos então Yt, ... , YK variáveis aleatórias para cada indivíduo, mas 
observaremos aJwnas a menor dela._.:;, min1 lí, e a causa de falha correspon­
dente. Assim, o t.crnpo de vida ob~crvá.vcl será milll Yt , ou sPja, a variável 
aleatória Z, que denota o tempo de vida de um indivíduo até a ocorrência 

da falha, será 
Z = minY1 , 

l 

e sejam Pi(x) e Pi(x), a FDA de Y;- e a fdp de }i, respectivamente, para 
i= l, ... ,K e, Fz e fz o análogo para Z. 

A Função de Sobrevivência de Z é 

Fz(x) = 1- Fz(x) = P(Z > x). 

Como Z = min1 Y1, temos: 

F2 (x) = P(Z > x) = P(rnin Y, > x) = P(Y1 > x, ... , YK > x). (2.3) 
l 

A probabilidade instantânea de falha em (x,x+ ~)ou função de falha, 
ou ainda, taxa de falha deZ, é J.z(x) : 

Àz(x) = lim P(x < z < x + t<.]Z > x) 
C.--+0 ~ 

fz(x) 
Fz(x) · 

[nt.('graudo J.z(x) Lemos: 

l , l' fz(t)dt - -
.1 2 (t)dt = ~·(~) dt = J-logFz(t)]; = -logFz(x). 

o o Fz t 

Logo 

Fz(x) = expj-l' Àz(t)dt]. 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

"' 
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Vamos denotar a taxa de falha pPla causa C;, na presença dos K riscos, 
por ..\;(x). Como Àz(x) é a taxa de falha por qualquer urna das K causas, 
supondo Y1, ••• , Yk independentes, temos que 

K 

Az(x) ~L A,(x) 
i=l 

,, ainda 

P(Z > x) = P(Y1 > x) ... P(Yg > x) , 

isto é, 

" Fz(x) ~ ll P,(x) 
i=l 

e a taxa d(' falha pela causa C; fica 

pülS, 

.\,(x) 

p,(x) 
A,(x) = =- -

P;(x) 

. P(x < Y, < x + lljY1 > x ... YK > x) 
lllll - - - ------- -------------------- --------

Ll.--+0 .6. 

p;(x) jj~~. P(Yi > x) 

Fz(x) 

p;(x) ll~-• P(Yi > x) 
j I I 

Jlj~ 1 P(l'i > x) 

Pi (x) 
P,(x) · 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

Podemos chamar as variáveis aleatórias Yh ... , Yx de tempos de vida 
potenciais ou tempos de vida líquidos. Definamos variáv€'is aleatórias X 1, ••• , 

Xx , onde X; = Y,IY; = min1 Yi para i e I = 1, ... , ]{ , que chamaremos 
de tempos de vida brutos, e sejam F; a FDA e J; a f.d.p. de X; . A 
variável Y; é o tempo de vida para o risco 1·, supondo que este é o único 
risco agindo na população, quP na prática {• nã.o observ~avel, e a variável 

•• 
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X; é o ternpo de vida para o risco i quando todos os riscos estão agindo na 
população, ou sr-ja, a variável observável. Temos então, os seguintes tipos 
de probabilidades de falha a considerar: 

Probabilidade Druta ProbabiliJa.dc de falha por unJa causa específica, 
na presença de todos ritlcos agindo na população: 

Qi(a,b) = P(um indivíduo vivo no t.Pmpo a. falhar no intervalo (a,b) pela 
causa G\, na presença de todos outros riscos)= 

~P(a <X, < biXi >a). 

Probabilidade J,íquida Probabilidade de falha por uma causa PspecíJica 

se esta é a única presente na população: 

q,(a.,b) c::: P(um indivíduo vivo em a falhar no intervalo (a,b) se C; é o 
único risco)"'-. 

=P(a < Y, < biY, >a). 

E também, 

Probabilidad(l Drut.a Parcial Probabilidade de falhar por uma causa 
específica quando outro risco (ou riscos) é eliminado como risco de 
falha: 

Q;_i(a,b) = P(um indivíduo vivo em a falhar no intervalo (a,b) por C, se 
c i é eliminado como risco de falha). 

Quando a causa de falha não é especificada, temos: 

q(a,b) = P(um indivíduo vivo em a falhar no intervalo (a,b))= 

~P(a < Z < biZ >a). 

As probabilidades de sobrevivência respectivas são: 

P,(a,b) ~ 1- Q,(a.,b) 

p,(a,b) ~I- q,(a,b) 

p(a, b) = I - q(a, b). 
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As probabilidad('s Bn11.a, Líquida c Bruta Parcial pod('rn ser escritas crn 
termos das ftmções Àz(x) e À,(x). Considerando falha scrn especificaçã.o de 
causa, a probabilidade p(a,b) é, por (2.6), 

p(a, b) -· exp] t ,\z(t)dt]. 

Para dcduz:irmos CJ,(a,b), <·onsi<krarnos um ponto :r dentro do int.ervalo 
(a, /1) <' t<'ltlOti 

P(indivídllo vivo <'lll a falhar por C; no intervalo (x, x + Ll)) -..: 

c- <'XJ>] f Àz(i)dt],\;(r)dx , 

onde a funçã.o expoiJéncial é a probabilidade de sobreYiver de a até x, 
quando todos os riscos rst.ão ngindo, c o fator À;(x)dx é a probnbilirlade 
de falha instan1â.nca pela causa C; no intervalo (x,x + ~). Somando a 
expressão acima para todos valores possíveis de x, com a.< x < b, temos 

q,(a,b) t exp] · { .\z(l)dtj.\,(x)dx. (2.10) 

A probabilidadC' líqui<la de falha é 

q,(a,b) ~ 1- exp]- t .\;(l)dtj (2.11) 

e a probabilidode bruta parcial de falha quando o ri::;ro cj é eliminado, é 
dada por 

q, 1(a,b) = { exp]- f ,\~(t)dt]-\i(x)dx (2.12) 

onde >.{ ( x) e ,\~ ( t) são, respectivamente, a taxa de falha por C, e a taxa de 
falha de z depois da eliminação de c i como risco de falha. 

Quando os riscos são independentes, temos 

e então 

.\i(x) ~ À;(x) 

.\i(t) ~ .\z(l)- .\1 (1), 

q,,(a,b) ~ [ exp[- fPz(l)- .\1 (/))dt].\,(x)dx. (2.13) 



Capítulo 3 

Estimação 

NC':o:t.C' crJ..pítulo, t.rat.an•rnos do probl('rna da <•s1.irnaçào das probabilidades 
vi~ta!:O no capítulo anh•rior. Abordaremos o r;tso paranH~t.ri('o <'o r;tso nii.o­
para.métrico. No primeiro, o l?roblema é a estimação dos parâmetros da 
função de probabilidade do tempo de vida at.ravés do método da máxima 

verossimilhança. No segundo estudaremos mé>todos não paramétricas via 
taxas de falha proporcionais e o cstiruador Kaplan-Mein adaptado a riscos 

competitivos. 

3.1 Estimação em Modelos Paramétricas 

3.1.1 Riscos Independentes 

Nossas variáveis são 

Y,- tempo de vida líquido para a causa Ci, i= 1, ... , H 

e 

X; Y;l Y, = rnin}~, l = l ... ,K. 
I 

Estamos considerando que cada Yi tem uma f.d.p. p1 (x) conl1ecida, 

mas não conhecemos a f.d.p. da variável observável Xi , fi(x) , e vamos 
determiná-la através das p;(x)'s. Nesta seção trataremos o caso de Y/s 
independentes, ou seja, vamos supor que as causas de falha independam 
entre si. 

10 



3. Estimação 

Seja n; a probabilidade de falha pela causa C;: 

n; = P(Y; = rnin Yi), 
l 

'o ,~k - 1 com n; .-- e L....;- 1 7r; ·~ . 

De David e i'doeschberger (1978) temos: 

I 
f;(x)dx ~ --P(x-

n; 

' 
dx < Y, :S x)lJP(l~ > x) 

Ent.â.o, a função densidade de vrobabilidade da vari<ivel Xi fica: 

[;(x) I ' 
-p,(x) l1 P;(x) 
7r Í I"' I 

I li 

11 

(3.1) 

Vamos, agora, construir a função de verossimilhallça. A amostra con­
siste de n indivíduos onde n 1 falham por C 1, ..• , nk falham por Ck. Então 
temos: 

N; n1Ímero de indivíduos que falham pela causa C; 

e 

X;j 1.empo de vida do j-é:simo indivíduo que falha pela causa C;, 

com j = 1, ... , n; e i:::;;: 1, ... , k. 

Seja f(X, 0) a distribuição conjunta dos X;i, onde 

X (xu, ... ,x1n,, ... ,xkl, ... ,xknJ:::;;: vetor de observações, 

e 

E> (E>t. ... , E>k) = vetor de parâmetros a serem estimados. 

Note que E>, pode ter dimensão maior que um, se a f.d.p. do risco i tiver 
mais que um parâmetro. 

Se X é composto por uma amostra aleatória, 1.emos, por (3.1) 

1c 1 n; k_ 

f(X,e) ~ II -;;; I1 p;(x,,.e,) il.P;(x,,,e,) (3.2) 
i=l 7r; j=I l=l 

/fi 
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Como N = (Ni, ... , Nk) tem distribuição multinomíal com 

a função de verossimilhança de interesse fica 

! k n, 

L(El) = rr::,·n,iUEp,(x,,,e,)!Y',(x,,,e,) (3.3) 

l~i 

Para facilitar a c:;timaçiio dos 8 1 , particionamos a função L da .o;cguiute 
maneira: 

L(El) (3.4) 

tt, k "I 

L, - (11 p,(x,,e,))(}1}1 P1(x 11 ,e,)) (3.5) 

Desta forma, a cstimnçâo vodc ser rPalizada individualmente para cada 
risco, ao maximizarmos D; com respcit.o a 0; . 

Como ilustração, vejamos alguns exemplos. 

Exemplo Jl 

Considere que os tempos de vida teóricos Y1, ••. , Yk , ou seja, os tem­
pos de vida supondo cada risco corno o único agilldo na população, têm 
distribuição exponencial: 

Y; - exp(l/8,). 

Então 
p1(x,,. 0,) = (l/O,) exp( -x,,/01) , 

P1(x1;,01) = 1 ·- exp(-x1;/0,) e F1(x1,,0,) = exp(-x,;/01) 
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A função de verossimilhança, L;, fica: 

Ri k n, 
L; (Il(l/O;)exp(-x;,/0;))(!] fi exp(-x,,/0;)) 

n; k n1 

o;·n, exp(I: x;i/0;) exp(- I: L x;,/0;) 

k "' 
o,.~n, <'Xp( -L L X;;) O;) 

[, l j 'l 

/=o] jo-ol 
I ti 

13 

Queremos o valor de Oi que maximiza a função Lj. A obtenção deste valor 
está a seguir: 

u,. logO; --

a log L; --n; 1 k "' 
. -if" + 9, I: I: x,, ~ o 

I i /=] .i=J 

Então, Ôi é o estimador do parâmetro 81 para a causa C;, com i = 1, ... , k. 

ExPmpio 2 

Seja Y1 , ... , Y~c fotrJ distribuição de Weibull de doi;.; parâmetros: 

Então: 

Xjj>O, 
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e 

A função de verossimilhança fica: 

L, 

(). n, 1 n; l k k 

( '')"•(11 )'''-' ( "' '") ( ,~,.. '") ---- :r.;1 • exp - ---L.. X;i exp --- --- 0 L..t x 11 
oil i_.~, 011 j=1 o,j l=l 1=1 

!f.i 

"' 
log Li ::;::: nj log oi2 -- n; log 0;1 + ( oi2 - 1) L log Xij -

j=1 

I ' "' 
- ,-"' '" 0- L.. L..t xli 

• 1=1 j:::l 

BlogL; 

à log L, n- n, 

--' + L log x;i -
0;2 ]=1 

1 k 1'11 

,~"' '"I (f 0 L.., x 1; og X li • 
d 1=1 j=l 

11 

O estimador de máxima verossimilhança de 8i = (0; 1 ,0;2 ) é obtido a partir 
da resolução do sistema: 

Para acharmos a solução deste sistema aplicamos o método iterativo de 
Newton-Raphson: 

onde: 
8: vetor dos parâmetros a serem estimados 
F: vetor composto pelas duas equações do sist.ema 
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J: matriz das derivadas parciais de F corn respeito a 8. 

No nosso exemplo: 

0= ( o., ) 
o,, 

F=( 
e 

Um programa SAS que resolve este sistema está no Apêndice A. 

3.1.2 Riscos Dependentes 

Nem sempre os riscos aos q11ais a população está exposta agem indepen­
dentemente. Orna maneira de obter independência é através do agrupa­
mento de riscos em cah'gorias, dentro das quais os riscos são relacionados 
e assim provavelmente dependentes, mas, entre as quais, espera-se pouca 
ou nenhuma depend.ência. Contudo, dependendo do problema, este agru­
pamento de informações pode não ser de interesse. Então, é necessário 
estudar os riscos, sem a suposição de independência. 

Vamos considerar, novamente, os Yb ... , YK tempos de vida teóricos e 

X; 

K ' 

YiiY; = min Yi , 
I 

P(Y, = min Yj), com i= 1, ... ,k 
I 

Seja p(y1, .. . , Yk) a f u ~ção distribuição conjunta a.bso!ut.amente contínua 
dos Yi· A partir dela, obtemos a função densidade de probabilidade de 
X,, f;(x) 

J;(x) 
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pOIS 

p(yJ, •.. ,Yi-I,x,y;.ti···· ,yk) = 

p;(x)p(y,, ... , Y/-J. Y/+J. ... , y,jY; = x) 

Se N; indivíduos falham pela causa C;, e X;J denota o tempo de vida do j­
ésimo indivíduo qtw falha pela causa C,, j = 1 ... , n, <'·i ] , ... , K, ternos 
a spguinte f.d.p. conjunta para Xi( 

f(X, El) 

onde X e 8 são como na seção 3.1.1. Então a função de verossimilhança 

fica 

L 

X 

ou 

n' k n, .. ,c_, II II p,(x,,, e,) X 

Ili=I n;. i= I i= I 

' n, 

' I y, = x,;) II dy, 
1=1 
I ,ti 

L ex TIL; Li o;o- II 7ri/i(x,j) ei) 
i=l i=I 

Deste modo, o estimador de máxima verossimilhança de 0; é aquele que 
maxirniza L;. 

Moeschberger (1974) trata o problema de riSCÇlS dependentes e apresenta 
dois exemplos de cstima.çâo de parâmetros através de Máxima Verossimi­
lhança: distribuição Wcibull bivaria.da e distribuição Normal bivariada. 

"' . 
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3.2 Taxas de Falha Proporcionais: Estimação 
de Tabelas de Vida 

Na seção anterior vimos o caso paramétrica onde, dado o modelo proba­
bilístico, podemos estimar as probabilidades bruta e líquida estando os 
dados agrupados ou não. Nesta seção veremos a estimação destas proba­
bilidades sem conhecer o modelo probabilístico e quando os dados estão 
grupados em intervalos, ou seja a estimação de tabelas rle vida. A técnica 
que estudaremos supõe riscos independentes e supõe ta1nbérn que as taxas 
de falha sejam proporcionais. 

3.2.1 Taxas de falha Proporcionais 

Temos Y;, i -o 1, ... ,k L('mpos de vida líquidos independentes corn 

Y; - p,(x), p;(x) desconhecida. 

Como definido no Capítulo 2, seja 

Vimos que 

e também 

I k 

~ -·p;(x) rr J'i(x) 
1f.: f=J 

/#i 

1 -
·À;(x)Fz(x) 

'· 
fz(x) 

Àz(x) ~ Fz(x)' 
p;(x) 

À;(x) = ·-. -
P,(x) 

k 

com Àz(x) =L À;(x)-
.:~1 

Dizemos que as taxas de falha são vroporciona.is se existem constantes 
Ji, tais que 

À;(x) 
---·--- ~ 1 
Àz(x) ~ ' (3.6) 
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ou sC'ja, a razão <'ntrr as taxas de falha devidas a cada risco i e a taxa de 
risco global depende apenas de i e não de x. 

Esta proporcionalidade entre as taxas tem as seguintes consequências: 

I. Se as taxas sii.o proporcionai:->, a constante de proporcionalidade, /i, 
é igual à probabilidade de falha pela causa i, 7r;, isto é 

Prova 

li= 1rj 

n; 100 

Fz(x)À;(x)dx = 100 

Fz(x)!.z(x)1;dx = 

•·100 

!.zFzdx = '); 1oo fz(x)dx = 

'); . o 

2. Se as taxas são proporcionais, a probabilidade de falha p~la causa i, 
1T;, é constante no tempo, ou seja, 

P(falha por C;lfalha no intervalo (a, b)) = n; 

in depende do intervalo. 

Prova 

• b -f. Fz(x)-l,(x)dx 
P(falha por C;lfalha em (a,b)) = --,----­

f. fz(x)dx 

. o 
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A volta também vale: Se a probabilidade de falha por Ci é constante 
no tempo, então as taxas de risco são proporcionais. 

Prova 

Se P(lalha por C;!lalha em (a, b))~n, lemos 

1: Í'z(x):O.,(x)dx 
---------- ---- ------ 1f-J: fz(x)dx - ' 

{ Fz(x):O.,(x)dx ~ n, { fz(x)dx 

;~ { Fz(x):O.,(x)dx ~ { fz(x)dx 

1 -
mas j,(x) ~ -.\,(x)Fz(x) então 

n; 

1 !,' - !,' j' - Fz(x),\,(x)dx ~ j,(x)dx ~ fz(x)dx 
1fj Cl Cl Cl 

então F,(b) - F,(a) ~ Fz(b) - Fz(a) . 

Como a e b podem ser quaisquer, dentro dos valores possíveis de Z, 
temos que 

., dFi(x) dFz(x) 
F;(x) ~ Fz(x) e portanto -·- ~ ·---

dx dx 

=} [;(x) ~ fz(x) , 

1 - -
então -:O.,(x)Fz(x) ~ Àz(x)Fz(x) 

1f i . 

. \;(x) 
=} Àz(x) ~ n; 

ou seja, as taxas são proporcionais. <; 
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3. Se as taxas são proporcionais, a f.d.p. de X; é a mesma de Z, isto é, 
não depende de i: 

Prova 

f,(x) ~ fz(x) 

1 - -
J,(x) ~ ·---l,(x) Fz(x) "Àz(x)F'z(x) ~ fz(x) . <> 

1fi 
~ 

>.z (x) 

A volta também vale: se as f.d.p's dos X/s não dependem dez', então 
as taxas de falha sã.o proporcionais. 

Prova 

Como estamos considerando riscos independentes, a f.d.p. de Z pode 
ser escrita em função das fdp's dos X;'s da seguinte maneira: 

k 

fz(x) ~L n,J,(x), 
,. =o 1 

e então, se / 1 (x) = · · · = fk(x), temos 

k 

fz(x) ~ f,(x), pois L 1fi ~I. 
i=l 

Como 

temos 
1 - -
-,\,(x)Fz(x) ~ Àz(x)Fz(x) 
1fi 
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.\,(x) '* = 7Tj, .\z(x) 

ou seja, as taxas são proporcionais. <> 

4. Se as variáveis Yi sã.o independentes, ternos taxas de falha proporci­
onais se, e só se, existem constantes ')':s > O tais que 

Prova 

( :::..-:::::>) Se as taxas de falha si1o proporcionais temos 

.\,(x) 
.\z(:r) 

Pela independência dos }~·'s, 

Então, 

.\,(x) -
Pi (x) 
i',(x) 

.\;(x) p;(x)fl',(x) 
--- = -·-·--·--· = 'Jf· 
.\z(x) fz(x)/Fz(x) ' 

p,(x) fz(x) => -_-- = 11"j----. 

P;(x) Fz(x) 

Calculando a intf'gral nos dois lados, temos 

(<=)Se 

InP,(x) = n,In}"z(x) 

=> [l',(x)] 1i•• = Fz(x). 

Fz(x) = [P,(xJ]*' 
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temos 
lnl',(x) ~ n, In J?z(x), 

derivando, fica: 
p,(x) fz(x) 
:_ . ·- = 'lri--=---

P,(x) F2 (x) 

-1, (x) 
--- = 'lrj • <> 

Àz(x) 

Verificação de Taxas de Falha Proporcionais 

A validade do suposto de proporcionalidade pode ser avaliada por verificar 
uma das consequências vistas acima. No caso paramétrica, isto é, quando 
conhecemos as p1(x)'s, a verificação é direta. Vamos v0r dois exl:'mplos: 

Exf'mplo 1 

Sejam Y1, ••• , Yk independentes com distribuição exponencial: 

então 

Então, 

Y, - exp(I/0,), 

I -
p,(x) ~ i exp( ~-x/Oi) e P,(x) ~ exp( -xjO,) 

' 
Pi(x) -l,(x) ~ ~~--­
P,(x) 

8> cxp( -~xjO,) 
-----'~-- --------
exp( -x/Oi) 

' I 
Ãz(x) ~L i 

!=1 l 

Ã,(x) 
Àz(x) 

l 
8, 

'\'k 1 = li , 
L.Jt=l o; 

I 

o, 

não depende de x, apenas de i. Logo, quando Y1 , ••. , Yk têm distribuição 
exponencial, as taxas de falha são proporcionais. 
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Exemplo 2 

Sejam Y11 •.• , Yk independentes com distribuição Weibull: 

então 

p;(x) 

Então 

que depende de x. 

.l,(x) 
(Jj

2
XP;z-1 

Bil 

k 8 xe12 · 1 

Àz ( x) = L '-""c:c___ 
1=1 On 

.l,(x) 
Àz(x) 

O ,, .. I 
i2X' 

Se o parâmetro da forma for igual para todo i, isto é, 

ternos 

en tiio 

,\;(x) 

À; (X) 

Àz(x) 

e Àz(x) 
k 

o-1'\'1 =ax 6 -
1=1 (}! 

-·--·--- =li . 
()i L:t=l t 

23 

Portanto, quando Y1 , ..• , Yk têm distribuição Weibull do tipo W(O;, a), as 
taxas de falha são proporcionais. 
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No caso não paramétrica podemos verificar se as taxas são proporcionais 
através da consc>quência 3, realizando um teste não paramétrica para testar 
se fi(x) = fz(x), isto é, se as f.d.p.'s dos X;'s não dependem de i. Uma 
maneira simples de fazer isto é através de grá.ticos probabilísticos. Vamos 
apresentar aqui o gráfico probabilístico tipo P-P. 

Gráfico P-P 

O gráfico P-P consiste em traçar o gráfico da função distribuição acumulada 
empírica de X i 1 F;E , contra a de X;' ' Fl , para i I j = 1, ... 1 k. Se 
X; e Xi são identicamente distribuídas, para qualquer quantil q temos 
F;E(q) = Fl(q) , e portanto o gráfico de F;E contra Fl se aproximará de 
uma reta com coeficiente angular 1 passando pela origem. 

A função distribuição acumulada empírica é calculada por 

F1E(x.,) = (v.,-0.5)/N, para i= 1, ... ,kel = 1, ... ,n; (3.7) 

onde v;1 é o posto correspondente a x;z quando todas as observações estão 
em ordem crescente. Uma outra opção é calcular a função distribuição 
acumulada empírica por 

E( ) V;{ 
F; X,! = N+I (3.8) 

que é o valor esperado de };E (Kimball (1960)). 
Uma discussão sobre esta técnica e outras técnicas, como o gráfico Q-Q, 

pode ser encontrada em Wilk e Gnanadesikan (1968). 

3.2.2 Estimação de tabelas de Vida 

Vamos agora considerar que os dados estão agrupados em intervalos la = 
(ta, ta+t), a= 1, ... , A, como é mais frequente em estudos do tipo tabela 
de vida. 

Sejam 

Ni(J número de falhas no intervalo I(J por Ci 

s(J número de sobreviventes em ta . 

Dado que um elemento sobreviveu até t(J, as probabilidades de que ele 
falhe devido a C,, ... , Ck sâ.o 1 respectivarnl."ntc, Q1,1 , ••• , QK 11 , e a probabi­
Jidmlc dC' qiiC' ('!e :>ohrC'viva 110 illLI'rvalo / 01 (>. p,1 (e:-;l.a.s probahilida.dcs estão 
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definidas no capítulo 2). Então, a distribuiçã.o de probabilidade conjunta 
de Nia, ... , NKa, Sa+I, dado Sa = sa, é a multinomial 

com f.p. conjunta 

A rr ....... . 
a=l Nlal· 

(3.9) 

Desta forma, com as frequências obsC'rvadas nla• ... , n K,n Sa no int.crvalo la, 
os estimadores de máxima verossimilhança para as probabilidades Q;a e Pa, 

sao 
Q;(J. = 

n;"" 

8 0 

i= 1, ... , k (3.10) 

e 
Pa = 

Satl 
(3.11) 

s, 

Com isso, temos os estimadores das probabilidades brutas. A estimação 
das probabilidades líquidas, q;a, não é tão direta. Para chegarmos a estes 
estimadores usaremos a suposição de proporcionalidade, que, para dados 

grupados em intervalos, fica: 

A,(x, a) 
·------
Àz (x, a) 

=lia , (3.12) 

que depende apenas de i e a 
As consequências (1) a (4), vistas na seção anterior, continuam valendo: 

]. 

pOis: 

7rja. 

7rja P(Yi = Z , z· E la) 

l. Fz(x)A,(x)dx 

''" r fz(x)dx 11., 
/.a 1f.a ' 
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1rja 
=? lia = - , com IT.a = P(falha cm/11 ). 

~, 

26 

2. P(falha por C;! falha em (c,b) C I,)= ');,, independe de (c,d). 

3. [;(x) ex fz(x) ,pois 

1 - lia - lia 
[,(x.) = --.),(x)Fz(x) = -.\z(x)Fz(x) ·"- · fz(x) 

7f;_ 7f; 7f; 

4. 

onde 

F. ( t,+ 1) ( b . c I I . ) -_--- = P so revJver a ; em a VJVC em ta . 
P,(t,) 

Se a suposiçiio de proporcionalidade é scll.isf{'it.a, as probabilidades q,a po­
dem ser estimadas através da seguinte relação 

;, -""' 1- ;/';J ... /f/, 
"'" t'a ' 

(3.13) 

onde 

e as probabilidades brutas parciais, Qia i , podem ser estimadas por: 

(3.14) 

A primeira relação é obtida como segue: 

e 
Q,, = P(Y; = z , z E I, I z > t,) 
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Aplicando a conscqu('ncia 4, temos: 

= 1- p'"' ' , 

n., n,, Qw 
Qa = --- ------

Fz(t,) 1.Jz(t,) lia 

•c? ')';,, = 
Qia 

q, 

portanto 

Qia = 1 - p~;,,fq,. 

A segunda relação é obtida da seguinte maneira: 

onde: 

e 

Então 

!l,(x, a) 
.\Z'(x, a) 

Z' = mm Yt 
l;ij 

!l,(x, a) 
.\2 (x,a)- À;(x,a) 

lia= Qia) (pois 
q, 

Qa_j P( falha em la quando Cj é eliminado I vivo em ta) 
1 ·- Piq.,-q;,)fq,. . 

27 

(3.15) 
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Temos os e~il.imndorcs dr máxima verossimilhança das probabilidades de 
falha Q1a , Q<a e Q;a.J· , e das probabilidades de sobrevivência respectivas. 
As esperanças e variâncias destes estirnadores estão a seguir. 

Ternos que 

Então 

Jê(Q,,) -

E(p,) 

E(Q,,] s,) 
E(p;,] s,) 

E(E(Q,,] s,)) = E(Q,,) = q'" e 

E(E(p,] sa)) = E(p,) = p, 

logo, Q,a e Pa são estima dores não viciados. 

Variâncias e Covari.rlncias 

(3.16) 

(3.17) 

Vamos estimar a variância dos estimadores vistos até agora. Como em 
(3.16) e (3.17) ,temos 

e 

V(fJ,Is,) 
p,(l- p,) 

. . I I Q,,Q; .. Cov[(Q,,, Q;,) s, = --'=-'-= 
s, 

Para obtermos as variâncias e covariâncias não condicionais, usamos a se­
guinte propriedade de covariância: 

Cov(Y; , Y;) = E]Cov((Y; , Y;) [X)[+ CoviE(Y; I X), E(Y; I X)[, . . 
cuja demonstração pode ser vista em Rao (1973). 

Como 

E(Q;, I s,) = Q'" e 
E(p, I s,) = p, 
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temos 

CoviE(Q;, I s,), E(Q;, I s,JI =O e 

CoviE(Q;, I s,) , E(p, I s,)] = O . 

Então, as variâncias e covariâncias não condicionais ficam: 

onde 

(ver apêndice B) e 

V(f>.,) 
I 

E( S )p,,q,, ' 

" 
I -ns:JQ;.,Q;. , i i' j e 

I 
-E( s- )Q,.,p, 

• 

I 
E(~) s. "' 

1 

E(S.) 

" E(Sa) = So X p(sobreviver até ta) = so IJ PL 
I= 1 

A variância de qia pode ser obtida através da aproximação 

2 a.p 2 ' a.p )' 
VI.P(X, Y)] "' ax(ax lx~"xl + ay(àY !v~"y + 

aq, aq, 
+ 2uxy ( ax )( ay) 

(ver Apêndice B). 

No nosso caso 

29 

(3.18) 

(:1.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 
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então 

V(qw) 

(3.24) 

onde qa,í é dada por (3.15). 

A variância d<' (Jia.j pode ser obtida através do mesmo método. 

3.3 Estimador de Kaplan-Meier 

O est.imador da proba.hilidade de sobrevivência desenvolvido por Kapla.n 
e Meicr em 1958 considera dois riscos compet.ivos: falha e rwrda de ob­
servação, ou censura. Esta técnica supõe falhas e censuras independentes e 
não assume forma paramétrica para as distribuições de probabilidade dos 
riscos. Nesta seção, veremos a expansão desta técnica para K riscos com­
petiti\'OS independentes, corno foi feito por Hoel (1972) além de David e 

Moeschberger (1978). 

3.3.1 Construção do Estimador 

Sejam Y1 , ••• , YK os tempos de vida teóricos associados aos K riscos com­
petitivos. Vamos supor que estas variáveis aleatórias são independentes. 
Os valores observados são: 

A idéia do estimador Kaplan-Meier é criar intervalos aleatórios para cada 
risc.o, onde os limites superiores dos intervalos são os tempos de vida obser­
vados, ou seja, para cada c i , criam-se nl + 1 intervalos lia l a =' 1, ... 'ni ' 

da seguinte maneira: 

para i = 1, ... , k . 

Agora definimos Vi!, ••• , V in, , os postos correspondentes a X;J, ... , XJn, entre 
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todas as observações em ordem crescente X 1,.,., Xn· Assim 1 os estima.dores 
das probabilidades líquidas de falha, q;i, J =O, 1, ... , n;, são 

para [O, x;!) , 

Qil 
n- v;1 + 1 

para [x;1 , X;z) , 

Generalizando 
1 

(3.25) 
n-v;i+l 

A probabilidade de sobreviver ao risco C,. para rada intervalo P estimada 
por 1 - ij;i: 

Poj 
n - Vij + 1 

(3.26) 

e, para o primeiro intervalo, cstH probabilidade é 1 (1Jol.c que <•st.a pro­

babilidade é uma probabilidade líquida). ~;ntão, a probabilidade de um 
indivíduo sobreviver a C; , até o tempo x, quando C; ô o t'Hlico risco ngindo 
na populaçã.o, é estimada por 

( 3. 27) 

onde 
L= {jj x;; s; x} , j = 1, ... , n;, 

e 
P; = 1 para x < x;1 • 

O estirnador Kaplan-Meier nos dá, então, uma estimativa não paramétrica 
da probabilidade de sobrevivência da variável Y;·, o tempo de vida teórico 
correspondente ao risco Ci . Podemos, de maneira análoga e bem simples, 
estimar as probabilidades brutas Q,(x). Vamos considerar os tempos de 
vida ordenados X 1 , ... , Xn e seja 

r; = número de mortes pela causa i até o tempo x • 

"' 
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Então, 

A probabilidade de sobrevivência fica 

3.3.2 Propriedades e Variância do Estimador de Kaplan­
Meier 

Além de P;(x) ser um cstimador nao paramétrica, ele é um cstima.dor 

de máxima verossimilhança de P,. Veremos a seguir que .P;(x) maximiza 
a função de verossimilhança dos valores observados, dentro da classe de 
possíveis funções P,(x). A função de verossimilhança é dada por 

K 

L = TI L; , onde 
i=l 

v,i-1 n; 

L; [TI (Xm)[ X TI {[P;(x;i- o)- P;(x,,)] X 
m=I )"='1 

llo'J-t I 

X ll P;(Xm)} , 

onde vij+l = n + 1. 
Para que L; seja máxima, .P,(Xm) e l';(X;3 - o) devem ser grandes, 

enquanto .P,(x;1 ) deve ser pequena. Para tant.o, fazemos: 

L;: 

P,(Xm) 

P;(x;,) 

Pi(x;1 - o)= 1 , m = l, ... ,vi1 -l 

P;(Xm) = P;(Xii+!- o) , 
m v;1 + l, ... ,v;j+t-1 e j = l, ... ,n; -1 

P.(Xm) m=V;n,+I, .. ,,n. 

(3.28) 

(3.29) 

Vamos chamar (3.29) e (3.30) de P,1 para j = 1, ... 1 n; e substituir em 

-



3. Estimação 

Como 

temos 

P;;:::::I-q;; 

P;; ::::: Pi1Pi2 · · · Pii e 

~·j-1- P;j = PllPi2 ... Pij-I9i;. 

Substituindo em L;: 

onde 

Logo 

Seja 

v;,-+,-v;,. -1 
Xp;IPi2'''Pm;-IQm;Pin,.' ' 

n, 

n, 

rr P~Qij 
j=I 

B L(via+l- Via-I)+ n- j = 
a=j 

ViJ'+l + '' · + Vin; + Vin;+l -

- ( V;j + · · · + "'"·) - ( n; - j + I) + n - j = 

·- Vin;+l - Vjj - 1 = n + 1 - Vjj - 1 = 

n- v,:;. 

n; 

L • rr n-v;.~ 

P;; q;; 
j:::J 

L;j coe p~--V'J (1 - J1;
1

) 

Queremos o valor de Pii que maximiza L;; : 

logL., = (n- V;j) logp;i + log(l- P<i) 

iJ log L,; n- V;; 

Pii 

I 
=0 

1 - Pii 
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3. Estimação 

Portanto 

~ n-v;i 
=> P•i = --------··-­

n-v;1+I 

. 
P;(x) ~ ITP•i 

é um estimador de máxima verossimilhança para P;(x). 

Variâucia 

Ternos 
• L 

F;(x) ~ l1P•; 
j=l 

'" logi',(x) ·=L logp;;. 
i=l 

Aplicando a aproximação vista na scçã.o 3.2.2 em (3.23), temos 

V (log p;,) "' 
a 

V(jJ,,)(-a:-logjJ,;) 2 

Pii 

- ij;j 
•• n Pii 

onde n~ = n- v; i + 1 . Assumindo independência entre log jJ;1 's : 

V(log P;(x)) 

V(P,) 

" • ) ,~ Qij ;:: L V (log Pii ~ L--.-
n"plj 

, a , , 
"" V(logP;(x))(··--, explogP,) 

a logP, 

\.L...... qij p~ _2 
~ L ~ I 

i=l n*p;,-

34 



3. Estimação 35 

Substituindo os valores de Q;i e p,, dados por (3.25) e (3.26), temos 

~ ~ 2 L 1 
V(P.(x)) "'P; (x) L ( )( ___ ) 

. n- v·· + 1 n - v·· J=l I] l] 

(3.30) 

Propriedades assintóticas do cstimador Kaplan-Meier podem ser vistas em 
Brdow e Crowley (1974). 



Capítulo 4 

Uso de Covariáveis: Modelo de 
Cox 

No capítulo anterior, estudamos o problema de estimação levando em con­
sideração apenas uma variável em estudo: o tempo até falha. Entretanto, 
frequentemente são introduzidas no problema covariáveis, ou variáveis ex­
plicativas. Por exemplo, em uma comparação simples de dois tratamen­
tos, podemos considerar uma covariável binária igual a zero para um dos 
tratamentos e igual a um, para o outro tratamento. Dependendo do de­
senho experimental utilizado, podemos ter várias covariáveis desse tipo. 
Covariáveis podem, também, conter informações sobre cara.cterfsticas dos 
indivíduos em estudo, como por exemplo, sexo e idade. Desta forma, para 
cada indivíduo estará associado um vetor de covariáveis, Z = (Zll ... 1 Zm), 
e queremos analisar o efeito dessas covariáveis sobre o tempo até falha, ou 
seja, na função que estivermos estimando. Para tanto, temos que ajustar 
modelos nos quais o efeito das covariáveis é representado por parâmetros 
desconhecidos. 

Vamos restringir nosso estudo, neste capítulo, ao modelo proposto por 
Cox (1 972), que tem uma interpretação simples e pode acomodar riscos 
competitivos. . 

Este modelo, conhecido como Modelo de Ta.xao Proporcionais de Cox, 
supõe que a t,axa de falha, .\, de cada indivíduo é dada por 

.\(x; Z) = Ào(x) exp(Z'JJ) , ( 4.1) 

36 



4. Uso de Couariáveis: Modelo de Cox 

onde 

Z vetor das covariáveis observadas para um indivíduo 

com dimensão mxl 

(J 

-lo(x) 

vetor de parâmetros desconhecidos (mxl) 
taxa de falha para um indivíduo, quando Z = O 

37 

A função exp(Z',B) poderia ser qualquer função f(Z'f]) positiva e satisfa­
zendo /(0) ~ 1. Cox usou f(Z'(J) ~ exp(Z'(J), pois , além de satisfazer 
as dua.s condições acima, esta função facilita a computação dos parâmetros 
desconhecidos. 

4.1 O Modelo de Cox com K Riscos Com­
petitivos 

No caso de Riscos Competitivos, para cada indivíduo temos Y1 , •.. , YK 
tempos de vida teóricos independentes, e o vetor de covariáveis Z, rorn 

Y; - p;(x; Z) e 

.l,(x; Z) ~ ~;(x; Z) 
P,(x; Z) 

correspondendo a cada risco. A taxa global fica 

K 

.\(x;Z) ~ LÀ;(x;Z) 
i=l 

Em termos do modelo de Cox temos: 

.\;(x; Z) ~ Ào;(x) exp(Z'(J;) (4.2) 

onde !Ji é o vetor de parâmetros desconhecidos correspondente ao risco 
i, /3; = (j]il, ... , /3;m) . Um caso particular é quando /3; pode ser substituído 
por um j3 comum a todos riscos. 

A partir de ( 4 .2) temos 

p;(x; Z) ~ Ào;(x) exp(Z'(J) exp( -Ao;(x) exp(Z'(J)) , 

P,(x;Z) 

"' ,.._ 



4. Uso de Co110.riáveis: ]\Jodelo de Cox 

pois, por (2.6), 

P,(x; Z) exp(- J,' .\,(t; Z)dt) 

exp(- f .\o,(t) exp(Z'Jli)dt) 

exp(- exp(Z'Jli) f .\0,(t)dt) 
~ 

Ao;(x) 

4.1.1 Estimação de Máxima Verossimilhança de {3 

38 

Cox construiu a estima.ção de (J através de uma verossimilhança condici­
onal. Esta w:rossimilhança baseia-se em que, nos intervalos em que não 
ocorre falha, não podemos tirar informação alguma sobre (J, pois .\0, podP, 
teoricamente, ser igual a zero nestes intervalos. Cox, então, argumellta 
condicionalmente ao conjunto de instantes onde as falhas ocorrem. Então, 
para um tempo x;J·, condicionalmente ao conjunto de risco íR(x;J), isto é, 
os indivíduos que est.ã.o vivos no tempo X;j, a probahilidade do individuo 
J. falhar pela causa i no tempo X;; dado que a falha é em x;h é, para 
i=l, ... ,Ke.i=l, ... ,n;, 

onde 

Lt= 1 Lhe• .\01 (x,,) exp( Z~iJ,) 

.l.0,(x,1) exp(z: iJ,) 
---· OJ 

Lt=J .\Ol(x,,) Lhe• exp(Z~iJ,) 

.l.o.Lx,1 ) __ e~pJZ',y~d __ _ 
.\o(x,,) Lhe•exp((Z~Jl,) 

Z"''i - vdor covariado rnxl correspondente ao indivíduo i;" 

Zh vetor covariado mxl correspondente ao indivíduo h 

do conjunto m. 

Se as taxas são proporcionais, a razão >.0,(x;i)/>.0 (x;i) nao depende do 
tempo de falha. Então a probabilidade condicional não d('pende do tempo 
de falha dado. 
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A Função de Verossimilhança Condicional fica : 

(4.3) 

Podemos notar que À o; e /3; variam para i = 1, ... , k , ou seja, para todos 
os riscos con1pC'til.ivos, P l.amh~m que os VE't.orcs /3:8 pockm ser ('stimados 
S('paradamcnte para cada risco: 

L;({J,) = >. 0, fi ~c~j1(Z~, 1 il;) 
Ào F' LhE•exp(ZhiJ,) 

lnL,(iJ,) ~In Ào; + f:z~.,il.- f:In(l::exp(Z~iJ,)) 
Ao j"'1 jo:d hE!R ' 

( 1.1) 

i3In ~,_(iJ,) _ '-'ó..(Z _ LhE> Zh, exp(Z~/l,)) _ D (4.S) 
!:14 - L t;r ""' exp(Z' a) ~ tr ' 
ViJir J"-'l L.hE!R hl-'i 

para r= 1, ... , m . 
Assim, fazendo Dir· = O, através de métodos iterativos, obtemos os 

estimadores de Máxima Verossimilhança para os vetores de parâmetros, 

ÔJ, ... Jh. 
A partir dos estimadores Ô1 , ... , Ôk podemos obter os estirnadores das 

funções P;(x; Z)'s, para um certo valorde Z = .Z: 

?,(x; z) exp(- f >.~,(t) exp(Z/ ~.)dt) 

exp(- exp(Z'~.) J," À~;(t)dt) 
[exp(- [ À~;(t)dt)J"xp(Z'ê,) 

Poi(x)exp(2'6;) ' (4.6) 

onde Í'o;(x) é o estirnador da função de sobrevivência Jfquida do risco i 
quando Z :::::: O . Este estimador pode ser obtido através de (3.27), o esti­
mador Kaplan-h·1cier. 
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4.2 Velt'ificação do Modelo 

Para testar a hipótese H0 : {3; = O, Cox usa a estatística 

( 4. 7) 

onde 

com 1Jii =número de indivíduos em ffi para o indivíduo x;j, e 1;1 é o inverso 
da matriz de informação de Fisher, I;, calculada em (:J, = 0: 

onde 

i.l' In L;(;J,) 

e quando f); = 0: 

--- é.!.1. /3-0 ôf3oJ8/3,, '-
. . 

-B'IoL,(Il,'j ) 

. . . . 
... -ô~lnL..!ífl_J_If3 _

0 8/3,,8/3,, .-

LhE• z.,zh, exp(Z~fl;) 
---------

LhE• exp(Zhfl;) 
LhE• z,., exp(Z~Jl;) L~c• .2"h•_exp(Z~fl;) 

(LhE• exp(Z~/3,))' 

Sob H o, a estatística dada por (4.7) tem distribuição assintótica x2 com m 

graus de liberdade. 



Capítulo 5 

Análise de Riscos 
Competitivos através de 
Modelos Lineares 

Johnson e Koch (1978), em uma extcnsào do pron'dinwnto proposto por 

Grizzle, Starmer e Koch (1969), abordaram o tratamento de dados de sobre­
vivência com riscos competitivos quando os dados estão agrupados, através 
de modelos lineares. Esta abordagem supõe que as taxas de falha são 

proporcionais, além de supor riscos independentes, e formula o problema 
de riscos competitivos em termos de matrizes e operações com matrizes 
sobre uma tabela de contingência. Assim, a probabilidade líquida de sobre­
vivência para cada causa é estimada pelo Método de Mínimos Quadrados 
Ponderados e podemos analisar subpopulações diferentes e testar essas di­
ferenças. 

5.1 Formulação 

Vamos considerar os dados em uma tabela de contingência rrmltidimensio­
nal com S subpopulações, A intervalos de tempó e K riscos competitivos: 

41 



5. Anáhse de Riscos Competitivos através de Afodclos Lineares 

Tabela 5 I· Tabela de Contingência Multidimensional 

subpopu-
!ação 

I 
I 

I 
2 
2 

2 

s 
s 

s 

inter-
valo 

I 
2 

A 
I 
2 

A 

I 
2 

A 

------····· 
causa de falha 

c, c, 
no1 nuz 

n 121 n122 

ntAl n1A2 

n211 • n212 

n221 n222 

... 

... 

... 

c, 
nuk 

n12k 

112Ak 

-
VIVOS DO fim 
do intervalo 

n110 

n120 

nsw 

ns2o 

Em cada linha hj h=I, ... ,S e J=l, ... ,A ,ternos: 

onde, parai= l, ... ,k, 

nhi vetor de frequências em cada linha 

(nhil , nhi2, .. ·, nhik, TtJtjo) , 

nhii número de falhas por C; ,no intervalo j 

de um indivíduo da subpopulação h , 
k 

Lnhii 

Q11i; P(fa!ha por C;, no intervalo j, de um indivíduo 

da sub população h, na presença de todas causas 

-

42 

(5.1) 



5. Análise de Rt.scos Competitivos através de Afodelos Lineares 

I indivíduo vivo no início do intervalo) 

probabilidade bruta, 

Phi P(sobrevivência no intervalo j, de um indivíduo 

da subpopulação h I indivíduo vivo no início 

do intervalo). 

Vamos definir (como foi visto no capítulo 2): 

qhii - P(falha por Gi, no intervalo j, de um indivíduo 

da subpopulaçâo h, quando i é o único risco 

agindo na população I indivíduo vivo no início 

do intervalo)= probabilidade líquida, 

Phii 1 - qhii = probabilidade líquida de sobrevivência, 

qhi 1 - Ph} 

5.2 Estimação 

As probabilidades Qhi• e Phi podem ser estimadas diretamente por 

43 

(5.2) 

Se a suposiçã.o de proporcionalidade é satisfeita, pela relação dada em 
(3.13) temos 

então 

Seja 

assim temos 

"' 
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onde 

A função que queremos estimar é: 

J 

nhii 

2::7=1 nhji 

Fh;; ~ rr PhU (5.3) 
l=l 

que é a probabilidade lí-quida de sobrevivência a ci até o intervalo j ' para 
a subpopulação h. Colocando em notação matricial, temos: 

e 

~, ~, ~, q"• • 
Q(lx(SAK+SA)) = (Qll , ... , QlA , ... , Sll'''' Q~A) · 

A variância e esperança de Q são: 

E(Q) 
V(Q) 

Q 

E{[Q- E(Q)][Q- E(Q)]'} 
E(QQ')- QQ' . 

Podemos particionar V(Q) da seguinte maneira: 

[ 

V(Qn) 

V(C)) ~ O 

e sabemos que 
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Então 

Qh;r(l- Q,,I) 
-Qh)2Qhj1 

--QhjiQhj2 

Qh;z(l - Qh;z) 
-QhjiQhjk 

-QhjZQhjk 

Assim, escrevemos V(Q), o estimador consistente da matriz de variâncias 
e covariâncias de Q, como uma matriz bloco diagonal com dimensão (SAK + 
SA) x (SAK + SA) e cada bloco V(Q,1) com dimensão (K +I) x (K + 1): 

. I . . 
V(Ch;) ·~ --- [Dq· - Qh;Q~ I' 

"'. "J J J+ 

onde 

D- matriz diagonal com os clemC'ntos de Qhi na diagonal principal . q,,J. 

e 
V(Q) ~ [Dq- QQ'[/N , 

onde 

Dq matriz diagonal com os elementos de Q na diagonal principal, 

QQ' matriz bloco diagonal formada pelos blocos Qh1Q;.1 
N matriz bloco diagonal formada pelos blocos nhj+l 

(1 ~matriz de uns com dimensão (k+l)x(k+l)). 

Seja 

F(8AKxl) = (Full· · ·, FsAK) 

que em função do vetor êl, é igual a: 

F(Q) ~ exp 1 (-A,)exp ( [A,,As[ [ log { ~:~:g(A,Q)[ } ] ) } 

onde: 

( 5.4) 

(5.5) 
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• A 1 gera os numeradores e denominadores de Úhji: 

[ 
h o, l At = IsA ® l~ O , 

0 = produto de Kronecker, 

l1c = matriz identidade k X k , 

O ~c = vetor de zeros k x 1 , 

1~c = vetor de uns k x 1 . 

• A 2 gera os numeradores e denominadores de jJ: 

A,= lsA 0 [0~,1[ . 

• A 3 , A 4 e A 5 g('ram, respectivamente, -logphi, log {;hii e log( -logphi): 

A3 -lsA , 

A, - [ fsA 0 [1, , 1,[ , 

A5 lsA ® lk . 

• AG gera log Fi,j;: 
A, = ls 0 [I, 0 T~ A] , 

e T 1 ,A =matriz triangular inferior de uns A x A. 

A matriz de covariâncias de F é obtida aplicando a relação vista no capítulo 
3, também conhecida como Método Delta: 

V(F)" [dF(X)[ ·jV(Q.)[dF(X)[ ·I' 
dX X=Q dX X=Q (5.6) 

onde DF e DA 7 são matrizes diagonais com os elementos de F e A 7 

exp(A 8 ) na diagonal principal, corn 

A8 = [A, , A 2 f [ log { ~:~g(A,Q)[ } l 
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e D 81 , D 8 ~ e D Ao são matrizes diagonais com os elementos dos vetores 

nas diagonais principais. 

5.3 Ajuste de Modelos e Testes de Hipóteses 

Vamos tratar agora o problema da comparabilibade de grupos, ou seja, a 
análise do efeito de tratamentos, e também, a análise do efeito de covariáveis 
influentes no tempo de vida, e portanto, influentes na função que estamos 
estimando, F(Q). Para tanto, ajustamos o modelo: 

F(Q) = Xf] , 

onde 

X matriz do delineamento experimental ou das covariáveis, 

com dimensão SAK x d, d = post.o(X), 

J) = vetor de parâmetros desconhecidos, com dimensão d X I . 

O vetor (J é estimado por mínimos quadrados ponderados: 

ou seJa: 

rnin(F- Xf])'Vi 1 (F - Xf]) , 
p 

~ = (X'Vi'Xt'X'Vi'F(Q) , 

e o estimador consistente para a matriz de covariâncias de ~é 

V(~) = (X'Vj;'Xt' . 

O ajuste do modelo é testado através da estatística de Wald: 

(5. 7) 

( 5.8) 

(5.9) 

W = (F(Q)- X~)'V]C' (F(Q)- X~) , (5.10) 

que tem distribuição assintótica x2 com (SAK- d) gra.us de liberdade, sob 
Ho, onde 

H o' E(F(Q)) ~ Xf]. 
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Se o modelo é satisfatório, isto é, se não há. evidências para rejeitarmos 
que F(Q) tem a forma dada pela equação (5.7), podemos testar hipóteses 
lineares com respeito a /3 do tipo: 

onde C é uma matriz de contrastes com dimensão c x d , c < d e posto 
completo. 

A estatística do teste é 

(5.11) 

que, sob Hb , tem distribuição assintótica x2 com c graus de liberdade. 
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Capítulo 6 

Exemplo 

Para aplicar as técnicas vistas nos capítulos anteriores vamos utilizar dados 
reais d~ um estudo de observação do tempo até falha da cru de microcom­
putadores !TA UTEC 17000 de 8 bits, considerando-se 4 riscos competitivos, 
ou causas de falha: 

Causa 1: problemas na interface serial 

Causa 2: problemas na fonte ou de fusível 

Causa 3: problemas de mau contato 

Causa 4: outros (geralmente troca de componentes) 

Neste estudo entraram as CPU's adquiridas pela UNICAMP no início 
de 1985. Os dados foram coletados a partir das fichas de controle de ma­
nutenção do CEMEQ (Centro de Manutenção de Equipamentos) da UNI­
CA~1P. A variável medida foi o 1-empo até ocorrência de falha. E razoável 
supor que este tipo de variável tenha distribuição exponencial (a suposição 
será testada mais adiante). Considerou-se como novo, ou seja, um micro 
que ainda não falhou! o micro depois de consertado. Assim, foram obtidas 
251 observações, das quais 110 foram observações censuradas à direita, isto 
é, os miuos que até a data da coleta dos dados ainda não haviam falhado. 
Chamamos a censura de Causa 5. Para cada observação foram anotados: 

X: tempo até a falha (em dias) 

C;: causa de falha ( i= 1, ... , 5 ) 

M: mês em que ocorreu a falha. 

49 
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6. Exemplo 

(a variável M será utilizada como covariável). 
Uma tabela com estes dados encontra-se no Apêndice C. 

6.1 Análise 

A Tabela 6.1 nos dá uma distribuição de fr~quências dos dados: 

Tabela 6.1: Distr. de Frequências do tempo até falha 

[C/~-
2 
Causas

3 
de fa!h

4
a 

5 
li Tot.:J 

0-100 4 6 8 13 o 31 
1.59 2.39 3.19 5.18 0.00 ----- ------ -- ---- -- - ·----·------------
10 17 17 20 o 

3.98 6.77 6.77 7.97 0.00 
·------ -

500-+ 11 11 9 15 110 

12.35 
-64-

25.50 
156 

4.38 4.38 c3,.~59~=5.:c·.:c98'=~4.:C3.~8.:C2 4=6~2~.1~5=! 

[
To-tallr5 34 S4 48 110 2Si-l 

. 9;;. 9:;;6'=:;;13"'. 5;:5'=1:,::3:;;. 5:;;5'=1:;;9:;;.1:;;2'=4:;;3:;;. 8:;;2 ~1~oo :'lQJI 

( em cada cela temos frequência e porcentagem ). 

6.1.1 Análise Descritiva 

50 

Vamos chamar de X o tempo até fa.lha para todas as observações menos 
as censuradas, e Y; o tempo até faJha para cada causa separadamente. 
A seguir estão as médias e os desvios padrões amostrais calculados para 
X,YI, Y2 , Y3, Y4: 

X 372.5 DPx = 295.8 

y, 444.0 DPy, ~ 295.5 

Y, 361.1 DPy, = 299.8 

f'3 372.8 DPy, = 268.0 

Y, 343.0 DPy, = 314.3 

• 
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Se incluirmos as observações censura.da~ temos: 

X~ 642.2 DPx = 377.7 

A Figura 6.1 contém o histograma e um gráfico da função distribuição 
acumulada empírica de X. A Figura 6.2 contém os histogramas para Y1 , Y2, 

Y3 , Y4 e as Figuras 6.3 a 6.6 contém os respectivos gráficos das funções 
distribuições acumuladas empíricas. 

Analisando a forma dos histogramas e gráficos, podemos verificar al­
guma semelhança com a distribuição exponencial. Além disso, na maioria 
dos casos, o valor rn~dio se aproxima do desvio padrão, o que também é uma 
característica da distribuição exponencial (se X ""' exp(..\), E(X) = 1/..\ 
e l' (X) = 1/ ..\ 2). Com base nestes fatos, foi realizado um teste gráfico do 
tipo P-P, visto na seção 3.2.1, para verificar se a distribuição dos dados 
é exponencial ( com parâmetros estimados pelas médias calculadas ). Os 
gráficos estão nas Figuras 6.7 a 6.11 , e parece que as distribuições são 
exponenciais. ( Vale observar que Y1 , Y2, Y3 , Y4 correspondem aos tempos 
de vida teóricos definidos no Capítulo 2.) 

6.1.2 Estimação 

Caso Paramétrica 

Se assumimos que Y1 , Y2 , 1'3 , Y4 têm distribuição exponencial, podemos es­
timar ..\ 1 , .•. , ..\4 , as taxas de falha correspondentes a cada causa, como foi 
feito no Exemplo 1 da seção 3.1. Estas estimativas foram: 

.l., ~ 1/2100.6 

>., = 1/1544.5 

>., = 1/1544.5 

.l., ~ 1/1094.1 

Estas taxas correspondem a considerarmos cada risco na presença de todos 
outros. 

"" 



6. Exemplo 

Figura 6.1: Histograma e FDA Empírica de X. 
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Figura 6.2: Histogramas de Y1, Y2, Y3 , Y4. 
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6. Exemplo 

Figura 6.3: FDA Empírica de Y1. 
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6. Exemplo 

Figura 6.5: FDA Empírica de Y3 • 
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Figura 6.6: FDA Empírica de Y4. 

10()0 

10,---------------

0.5 

suo 
X 

1000 

,. 

55 



6. Exemplo 

Figura 6.7: Gráfico P-P para X. 
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Figura. 6.8: Gráfico P-P para Causa I. 
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6. Exemplo 

Figura 6.9: Gráfico P-P para Causa 2. 
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Figura 6.10: Gráfico P-P para Causa 3. 
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6. Exemplo 

Figura 6.11: Gráfico P-P para Causa 4. 
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Corno não estamos trabalhando com dados grupados, iremos apenas testar 
se as .taxas ~ão proporcionais. Esta suposição será necessária mais adiante. 
Nas Figuras 6.12 a 6.21 temos os gráficos P-P propostos na seção 3.2.1 para 
efetuar este teste, onde: 

F = FDA Empírica de X e 

Fi=- FDA Empírica de X;, i= 1,2,3,4, 

e X; é o tempo até falha pela Causa i observado, isto é, na presença de 
todas sa causas. O modelo de taxas proporcionais não é refutado por estes 
gráficos. 

Estimador Kaplan-Meier 

Para estimar as curvas de sobrevivência de X e de cada uma das causas, 

usamos o estimador Kaplan-Meier dado por (3.27). Estas curvas estimadas 
estão nas Figuras 6.22 a 6.26. 

"" -



6. Exemplo 

Figura 6:12: Gráfico P-P para X e Causa 1. 
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Figura 6.13: Gráfico P-P para X e Causa 2. 
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6. Exemplo 

Figura 6.14: Gráfico P-P para X e Causa 3 . 
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Figura 6.15: Gráfico P-P para X e Causa 4. 
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6. Exemplo 

Figura 6.16: Gráfico P-P para Causa 1 e Causa 2. 
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Figura 6.17: Gráfico P-P para Causa 1 e Causa. 3. 
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6. Exemplo 

Figura 6.18: Gráfico P-P para Causa 1 e Causa 4. 
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Figura 6.19: Gráfico P-P para Causa 2 e Causa 3. 
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6. Exemplo 

Figura 6.20: Gráfico P-P para Causa 2 e Causa 4. 
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Figura 6.21: Gráfico P-P para Causa 3 e Causa 4. 
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6. Exemplo 

Figura 6.22: Curva de Sobrevivência para X. 
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Figura 6.23: Curva de Sobrevivência para Causa 1. 

" 
1.01"--==========:=~ 

o ' 

lOO 

' 
10()0 

64 



6. Exemplo 

Figura 6.21: Curva de Sobrevivência para Causa 2. 
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Figura 6.25: Curva de Sobrevivência para Causa 3. 

"=--===---~ I 'I'-

D.5 

500 

' 
1000 

65 



6. Exemplo 

Figura 6.26: Curva de Sobrevivência para Causa 4. 
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A curYa correspondente à Causa 1 (problémas na interface serial) de­
cresce suavemente, ou seja não há indicação de muita ocorrência de pro­
blemas na interface seria.! no início da vida do micro. Já na curva corres­
pondente à Causa 2 (problemas na fonte ou de fusível) percebemos uma 
declividade mais acentuada para valores pequenos do tempo até falha. Jsto 
também se verifica na curva correspondente à Causa 4 (outros problemas­
geralmente troca de componentes). Na curva correspondente à Causa 3 
(problemas de mau contato) a declividade se acentua a partir de x:::: 250. 
Esta causa está, obviamente, a.ssociada à qualidade dos contatos das pla­
cas, chaves e conectares e dá urna idéia da qualidade da construção dos 
comput,adores. 

A análise destas curvas, neste exemplo, é importante para o planeja­
mento deste tipo de prestação de serviço no sentido de estar adequadamente 
capacitado para atender satisfatoriamente à demanda dos diferentes tipos 
de defeitos, na época em que eles mais ocorrem. 

,. 
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6.1.3 Uso de Covadáveis 

Vamos estudar agora a relação entre o tempo até falha e uma covariável. 
Neste exemplo a covariável considerada é a época do ano em que ocorreu 
a falha: época de chuvas e época de seca. A idéia é verificar se a taxa de 
falha está relacionada com a ocorrência de tempestades, onde se verifica 
a incidência de descargas elétricas. A variável M (mês em que ocorreu a 
falha) foi codificada como Z =O para os meses de chuva (outubro a março) 
e Z = 1 para os meses de seca (abril a setembro). 

Seguindo a metodologia vista no Capítulo 4, vamos ajustar o modelo 
dado por ( 4.2) para i = 1, 2, 3, 4. No nosso exE:'mplo, o vetor Z tem dimensão 
Ixl, pois temos apenas uma covariável. Este modelo supõe taxas de falha 
proporcionais, mas como vimos na seção anterior, esta suposição é satisfeita. 

1nicia.lmente ajustamos o modelo para X, isto é, sem considerar causas 
distintas de falha, e depois para cada uma das causas. Os valores estimados 
de f] e os valores Qui-Quadrado para testar o ajuste dos modelos estão na 
Tabela 6.2: 

Tabela 6.2: 

[iariável I P l x'=I[ > x' 11 --
X 1.63 104.09 0.000! 

Causa 1 1.80 23.53 o.ooo] 
·~~-·· O.oõõl Causa 2 2.25 47.73 

Causa 3 0.88 6.4Õ- o:Oii4 
Causa 4 1.69 36.84 ·o.ooo1 

Vemos que para X, Causa 1, Causa 2 e Causa 4 não há dúvidas em 
rejeitarmos fJ := O, ou seja, verifica-se que a époc.a do ano está relacionada 
com a taxa de falha tanto de uma maneira geral (o caso X) como para a 
Causa 1 (interface serial), Causa 2 (fonte ou fusível) e Causa 4 (outros). No 
caso da Causa 3 {mau contato), a evidência para rejeitarmos f]= O não é 
tanta (p > x2 = 0.01), embora mesmo assim possamos rejeitar a hipótese. 
É interessante observar que o maior valor de jJ ocorreu para problemas 
de fonte ou fusível. Estes resultados concordam com a idéia intuitiva do 
assunto, o que pode indicar adequabilidade do modelo. 
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6.2 Nota Sobre os Cálculos 

A ferramenta básica utilizada para os cálculos e gráficos foi o SAS, instalado 
no computador VAX do Centro de Computação da UNICAMP. No caso da 
estimação das curvas de sobrevivência foi utilizado o procedimento LIFE­
TEST e, no ajuste do modelo, o COXREGR. Os gráficos foram gerados 
com o SASGRAPH. Todos os Programas estão no Apêndice A, inclusive 
um programa SAS-IML (Interactive Matrix Languages) que ajusta todo o 
procedimento do Capítulo 5, a abordagem de modelos lineares. 

6.3 Conclusão 

Como pudemos ver neste exemplo, o uso da técnica de riscos competitivos 
mostrou uma maneira interessante de analisar dados de tempo até falha 
quando ternos várias causas de falha, no sentido de fazermos uma única 
análise com todas as causas ao invés de analisarmos separadamente cada 
causa de falha. A análise feita tanto pode ser útil para o planejamento 
do atendimento do Centro de Manutenção como para indicar caminhos de 
avanços tecnolólicos para este tipo de equipamento. Já foi iniciada a coleta 
de dados para extender esta análise para microcomputadores de 16 bits. 
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Apêndice A 

Programas 



Apêndice A 

Lista dos programas: 

/~:E$TlHACA0 P•lR;.,~·;;Th.lC.,.: h:. r :ULL C:~·i ~· ''ISC·J.:)··.; 
/~G~RACaC JE C~OCS*/ 

CATA SER:· 
RETAIN I~ 10U ~1 2 ~1 . ; 

uu ltJ~=l rj iJ; 
X= C-LDGCK:..;JUtJI(C)) ..:}),:-'(~/~1); 

Y= C-LJ:C.(f..~JliJICC)) ~2):,:·.-(11::;::): 

!F X ( Y Trl~~ J(; 
L::: X; '.' ::-1 : 

:: IJ L i 
tl::i: OJi 

OUTPUTi 
EN D; 
KC:EP U ;n 

CATA GE<l; 
SET G~F; 

!F R=l THtll T=L: 

L..:: Y i 
1:: IJ L.: 

S:I:.Si: ~::LCT:::: 

DUTPUT; 
CATA. G.::rU i 

SET G:f;'; 
!F R=2 TH:I~ V=L'i 

O:LSE Ot:L.:Tt~ 

OUTPUT; 
PROC H1Li 

USE G:n: 
R~AO ALL V~R[l'J INlJ ~: 

USE G:::R2i 
READ qLL VA~CVJ !l~lJ ~: 

;: .. CALCULG LJIJS :~;;,T.IHAC'jt ~:) Vl,1 J.lcc;.,r:_],J·-;:.:.·,~-s,~rJ I 

X=C2,4J: 
PRIIH /J:; X; 
Y=X(\1,\)i 
Q=A~ 9-L; 
E=B#Il!li 
G=LUGCA)i 
H=LOG(t) i 
I=NROW(A)i 
1\;::NRO.-I(il)i 
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PRI!H I Ki 
START su~cx,r,z,u,~,~,~~=J: 

F=C(SW~(D)+~U--I(~))I(Y,-· :J - ~IY) 11 
CI/Z+SUM(~)-(SUM(~· ;)+3U~'(_•~))IYJ 

PRINT fi 
OU WH!l~ (MAX(~:j(f))>.~l): 

J=C(II(f\'',2)-(.3Uf(,.))+5J'·l(~))l:~ ·.:.)) \\ 
( ( 5 U 11 (C:;.'.-) + S UH { :.. ) / ( Y -,: 2_) ) >I I 
(((SU!~(C•G)+S01·(='-~))/(Y ~)) \\ 
( -1 i ( i..+,': 2.)- ( S I... I' ( 't , ( ·-~ '- ' ~) ) + :_. ~~ ' ( ~: -~ ( ., ,; :-: ~ ) ) ) I ·r ) ) 

UELT~=-S~LV~CJtf); 

X"'-X: -. Uc.l Ti.\; 
Y=X(\1 1 ~\); Z=~(\_, ,.\); 
::O=CCSIJI~CDJ+.:'>LI"'(::))I~L .:~)-:;o 11 

C ! I l + S 'J i'· I C ; ) - ( S lI· ( ,. " C: ) + ~L ·' ( ~ ·· 1--1) ) 1 v ) 
c~~LJ: 

FirHS.-1: 
RUN SJ~CX,Y,z,:,i,~,l,, :;: 

PRINT 1 SOLUC"-L ~;r_;c·.:. 1' -~ '!:;;--:,r ~'J.J' 
X:::CZ,dJ; 
Y=XC\1 1 \)i .:=.~C\2,\); 

RUN suecx,·y,z,:~~,G,H,KJ: 

PRINT 'SJLUCJ.U i-.I.SC': 2' X ';::'_-.:-Jl-'__1'' 

72 

------------------------------------------------------------
/lJo.:TESTE f:-P PJ.f\.., ·d:JTr.l:,L'.l 1:.,·· x~:·_,,-~~í_~~'.[_ ·1 

DATA UH; 
!NFILC: 'D:J.UCS.':i!.f 1 : 

IrJPUT T R U l ~ ~~: 

DATA DIJ!Si 
SET UH; 
IF R)2 THttJ It= ~-=3 Tl-·::i! 

OUTPUr; 
CATA TRt.Si 

SET O•JIS; 
IF R:S TH~t~ ULL~T~; 

PROC sorn: 
13 Y T i 

PROC R4NK UUT=J~~lR~; 

VA R T; 
RANKS n; 

.. - ~ ' 
r, - - I 

,. -- ' . 
" - ' 

L:. TF t-=::- T!-i_t·. ·-·=4: 
tLS',-: i:'~=~: 
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j~CALCULC C~ DiSlhl~LlC~C 
CATA ClrJCú; 

StT QUATRO f~JjS=IJ; 

F=CRT-O.S)IN; 
E=l-EXF(-(l/37~.~5).,T); 

OUTPUT; 
PROC PRlfJT; 
GOPTIONS DEV=TbK4UIO: 
SYMSDLl V=I~ON~ I=JJlNi 
FROC GPLCT JATA=CiiJCC; 

\"_;_;·:c:: ;:",F.'· T· I 

AXISl CkJ~R=O TJ 1 ~y .; L~\ST~=7 C~: 

AXIS2 CRO~R=O T~ 1 i:·Y ·~ L:~,'.>Th=!O ('1; 

PLOT ~»F=l I VQXIS=~Xl~l I,!X:~=~x:s=; 

TlTU:: 
CATA SEIS; 

SET QUJ.:TKO: 
IF R>l THE!~ Dtl=T:; 

PROC RA!~~ OUT=S~l~ 

V .:J. R T: 
R>\NKS Rrl: 

/*CALCULC DA CISTRlcLICJ: ~~~l~lC~ ;~p, C~USG r .. ; 
CATA OITCi 

SET SETE ~O~S=~l; 

F!=CRT1-0.5)/Nl; 
~l=I-.:XP(-Cll44~.'9é)'- T ); 
OUTPUT; 

PRDC GPLOT; 
AXIS1 CR~i:R=O lO 1 d'T .;;. L'f'..I..:Tt .. o7 Ci·: 
AXISZ CKDi:R=O T:J 1 :,y .; L.: r-,·~-Tr-=1 .. (t·l; 

PLOT El~fl=l I V~X!S=~X~Sl ~JXT~~~X1~2; 

TI TL E; 
DATA NOV":.; 

SET ::JUATRG; 
I~ R>2 OR ~<2 ThEN L~l~T~; 

PROC RANK OUT=JtZ; 

VA R T; 

RANKS i<T2i 
/:rCALCULO DA :.'l.;,Tf.:1:LIC:c.:: .'l~'l"~C·' :'"F-,"· c..:.:JS~ ! :; 

DATA ONZEi 
SET D2Z tJOES=:-J2; 
F 2.;: C R T 2- O. 5 ) I1J 2 i 
E2=1-EXP(-(l/3cl..ü21:<) 'T); 
OUTPUT; 
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PROC GPLGT; 
~XI$1 CRDt:~=u TJ 1 ~r·~ L._::r....;rr=T (r·~ 

AX.!.S2 cr;O:::k=J 1.::: 1 bt .~ L' r • .::T""=l'J ( 1 '; 

PLOT e~-~fZ=l I VAXI~:~xi~l ~. ~J: =~XIS2; 

TITLti 
CATA DOZE; 

s::r :JüJ.TR:J~ 

!F R>3 UR R<~ TH~N ~-~=T~; 

PROC RAI~K GUT=TR~Z~; 

VAR Ti 

R~NKS r.r3; 
/~,:CALCULC C.:.~ DISTKI2l:lC.,( t:;··-~"I-~:C' -:-.;.~;:. C :tU)·: ,< :; 
CATA -~Uj,TJRZ.::; 

S~T TREZE iiC3S=NJi 
F3':CRT 3-IJ.S)I:J.=; 
E3=1-~XP(-(l/J72.2~4) ~T): 

UUTPU 1 i 
PROC GPLCT i 

AXI$1 C~J!::~i=O lC l ;:,Y .S 1c.. .• : .... ]~·=i :~-: 

axiS2 CRD2R=O 10 1 3t .~ L~~;T""=l0 l·': 
PLOT E3:~FJ=l I VAXIS=~xiSl ~tX!~=~XlS2; 

TITLt:; 
CATA ~UINZJ;:i 

SET ljUt'lTROi 
If R<~\ R>4 T~~N C~L~l-: 

PRJC RAI~K OUT=JU!NZEli 
VA R Ti 
RIHJKS RT4: 

~~~CALCULC O~ DISTR1~llC~C -,~si~!CJ ~,l~j C~JS~ ~~~ 

CATA ~UINZ:i:2i 

SET WUIIJZ~l :~J~S~:~~; 

f'4=C~T4-IJ.5)I,J'-'; 

E4=1-cXP(-(11342. i7i) ~); 

OUTPUfi 
PROC GPLGT i 

AXIS1 C~D~R=O TC 1 :Y .: L\~ ,rr~7 C~: 

AXIS2 CP.UtÇ:.::O T:.J 1 ::Y .5 :_,:~-.~Tr-ol:· '~'-1: 

PLOT t4::,~4=-l I \,;J.Xl.S=-· ,\2:'Sl r·; <:_.,,<C1 ::~; 

TI TL ':i 

DATA UHi 
l!JFIL~ 'DA~JS.CAr 1 ; 

INPUT T R U i~ 2ii 

74 



Apêndice A 75 

F~OC TR~NSPOSE DOTA=L~'C~~L~~T; .LT"L!r.CJ r?:FIX~ TT; 
PRQC TRANSPJ~~ ~LTA=L,~(~~~··~~; LI=)~JS F~~~!(= ~~: 

/~CALCULC DUS :~Tl~I~LJ~ c I 

CAT.4 ser:.::; 
RET~IrJ K j ll ~~1 ~ ~: 

Sl;T CINCO; 
ARRAY TTt251J TT1-TT2;1; 
s::r s.::rs: 

QRRAY ~R[251J ~~1-~~2;1; 

A~RAY ~U[5J ~Ul-NU~: 

DO J=l TU K; 
NUCJJ~O: 

EI·JD j 

OIJ 1=1 TCI r~; 

S=S+lTClJ i 
DO J=l TIJ ~i 

!f RRCIJ=J frl~~ ,·lllJJ=~:J~~:+l: 

EIJC; 
~ :J c j 
ARRAY LCSJ Ll-Lj; 
ARRAY LLC5J Lll-Llj; 
DO J=l TO K.; 

LCJJ=Sf,WCJJ; 
LLCJJ=l/L[JJ; 

Et·JO; 
PROC P~INT; 

DATA _NULL_i 
s::r sr;;TE: 
FILE PRINT H~~C~~=~; 

PUT :1!3 t~Ul :1:7 Ll 2lt L.Ll ~32 !,L: ,·;7 <,_;: ;<+: L' .. ,_ .J.:;j 

NU3 ~67 L3 ~7b Ll3 i33 ~J~ ~~T L~ J~~ LL4; 
RETUR:·~ i 
H: PUT I ilO 'PISCC 1' ~ 4 0 1 ~I5C1 2' i7'1 '~~SCC ~~ 

~ll·O 'RI_)CC. -+ 1 

I i;JJ 'Nl' Ji"i 'Ll' :lç 1 l/Ll 1 li ·-I 
' ' I L..:_ I 

,iJ 4 s ' lil 2 ' C, ~ 2 ' ll' ·;' .-:; 7 I L : 1 ~ 7 ". I l/ L~ I -::: ~ .' 

1 !"14 1 :i97 'L'+' llu:) 1 1/L~' I 

R~TURI-J; 

FIU: PR!tH: 

;r,~n:src P:.\K:4 r.W.Xt',S Fr.:r~p,_,;,crJ·:::T_~-; 

CAT~ ur~; 

IIJFIL~ 'D~DUS.lAT'; 

li~PUT T R U Z ~ ~~; 
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PROC SOkT CUT=WJ~l~J; 

3 Y T ; 
FRJC RANK OUl=Cl~CO: 

VAR Ti R;HKS .\Ti 
/;,'C~LCULC :J;~.S 

DATA S::lS; 
RETA!:~ Fl O 

~'lSl;;lLUlCC~.:: 

SET CINCU IJCJ.)::,J; 

F-=Cfn-O.S)/Ni 

'. 
' 

IF K=l THcN [!O; fl=o(;._r-'~·.;;i)/'!; --~::="'~; "j::r-'::_; ~.-,,="' .. ; 
:.:: I[.; 

CL.):: H- h.=L T!-1 ... \ r1_:: '"'l=Fl; f'-,_o.(r::r-C:,'i)/'..ii 

:: ,; :::;: 3: i- 4:::;::: 4 ; 

:r,' . ' 

::r_:: 

')_; r~::~l: r-:_~Fz: 

IC.'=(H-~;,:;)/IJ; 

-~ ... = ;: " ; 
= ... Tr-t::r·. -~·~; 
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:1:::;:1; t:2=F 
"3=f·3: F4=(~T-0.~)/'J; 

L" ·J r: 

KEEP T ~T I~ ~1 i'2 ,.:~ 4; 
GOPT!ONS UE"V=T~~40lü; 

SYM~Oll V=IJUN~ l=JUI~; 

FRDC GPLCT OAT~=S~I3: 

A X 1 S 1 (R J::: R= Q T :J l ~ Y • :; L' ;. : T '-- = 7 ~r. ; 
AXIS2 CRDER~O TW 1 ~r .; L'=~sT~=!J c:~; 

.LS~ ~:L:: L: 

PLOT ,c::,,r:l=l F-.F'-=1/ ·,·~x:.:i::-:.r.:q~·! ·ii:X~~=,-~<l~.::; 

PLOT f~·~3=1 ;.,~4~1 I ~~XIS=~i!S! ·~~J!S=~Xl~:: 

PLUT ~~x!:=~xiSZ: F-l~-F2=1 F 1-. F 3: 1 I ' . X - ' " ., X: . ; 
"' - - '· PLOT !--.~v.rs:::~x·:~:..: Fl•,•F4= 1 F - F j = 1 I v il.X j ' "X -SI ,___., - . 

PLOT f·.:lC:.S=d!:_:,;::; r z;_, F 4 = 1 f3~·F4"1 I H. X I - " :i x: ':ll 
TlTLE: 

\*EST1,'·1ACOR KAPLt.rJ-I~tit-_r-:; I 

DATA l'~li 

Ii~Fll~ '1 DAOOS.LAr'': 
INPUT T ~ u- ~ ~ ~~; 

PROC SORT DUT=OI; 
B I' T; 

I},~CALCIJLC DO f.:STHI~OC~ P.:.r.;t:. T·: I 
PROC LIFET~ST UlfS:::~c~r~:: 

rrr~:: r::'R(S)i 
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CATA QUC..TROl: 
S.:T ÇJU..1TROi 
P=SU<VIVU; X=T: 
KEEP P X; 

GOPTIUNS DEVICE=T~K4GlO: 

FOOTNOTEl 1'CURVA CE SLJI!EV!V~~c:~ ~~~: 

SYMBDLl V=t~U~~~ l=JU!h; 
PRCC GPLOT OATA=:UAT~Jli 

AXlSl CRD~~=O f) 1 ~y .; L~~ST~=7 C~; 

v ,, • 
' . 

AXIS2 DKlJ~:R=O TU 10(.1) .'éY ~·~~ L~l ~T'·:1'J C 1; 
PLOT ?~';;X=l 1- V!~xr·)=_;\XlSl ·i::.XI:S:::..~:s: ~':~L\•~:: 

TITLE: 
;:;:[ALCULC DO tSTlf~ACC>: ;:lf!.~ll. C::.U)~ 1 :; 
PROC LlfETEST JAT~=CV JUlS~CI~CC: 

TIME T*RC2t3r49~); 

CATA CHJCOl; 
SET CHCO; 
P!=SUKVIV.<i.L: X=T; 
KEEP f-'1 X; 

FOOTNOT21 ''SUd~~VIVl~C!~ FJ~n C~LSJ 1'': 
PROC GPLCT OATA~CII~CC!; 

AXISl CRJ\:.~=J l'J l JY .;; L :''.·:-í~-.~7 ('•; 
AXISZ CROER=J Tü 1C~J ~y 3~C L-~~T~=l~ 

PLOT Pl~i=l I VAXIS=~XISl ~~Xl:"~X!~2 
TI TL E: 

/~:CALCULG UJ ~STIH~Sl~: ~:~\ 

PROC LI~ET~ST ~AlA=0r J~Ti=;~rr; 

TIME T~·~(1,2,~,5); 

CATA SEIS!; 
SET S::IS; 
PZ=SURv!VAL: x~T: 

KEEP P2 Xi 

' . 
- ' 

( .,, ; 
!" ~: ~ '1 t ; 

FOOTNOTEl ·''CURVA O~ SCSREVrv=~r:~ ~~~~ ~~:CJ ~ 11 : 

FROC GPLDT OATA=Sl!Sl; 
AXISl CKUt.:K=0 l:J 1 ~y .; L':!, :TI-"7 C~·: 

AXISZ CRLit:K=ü 1-J lCUC• ~y :,,:c L~:\_:Jh-,1') C -1; 
PLOT ?2::.X=1 I YAXIS=~XISl HGXIS=~X:~~ c~n~~: 

TITL::: 
/~CALCULO 00 ESTIM~sc; P~~~ C~U~~ A.; 
PROC LIFEfEST O~TA=U~ JUTS=S~TC; 

TIME r:::,R(1,2.,4,5); 
CATA SETU; 

SET S;TE: 
P3=SURVIVAL: X::T; 
KEi:P P3 ~; 
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fUOTNOTcl ''CURVA G~ SJ:i-.-~~v-~~!~ D,·~~ 

P~OC GPLlT J~1~~3ET~li 

4X1Sl l~D~W=O TO 1 ~y .S _·:~·;T~=7 C~; 

AX!S2 (:2:D~K=:J TU l:L::_~ :_-t ;:_1; L.t.:·T..J"l 

: " ' . ' 

PLOT P3••X=l I Y~X!3=::;JSL -~~=~~~j~~2 ~~\:1:: 

TI TL i:; 
/~CALCULC JQ lS'fiN~jC~ P~~A c:J~~ ~-I 

PRJC L!FET~ST O.CI.Ti4=:JI' IJU~·;r·Jr G'_,T~-=~i2'T'_l: 

TIME T~R(l,~,3,3); 

DATA U!TCl; 
SET OITO; 
P4=SU~VIVALi X=Ti 
KEEP P4 Xi 

FOOTNOT~l ''CURV~ U~ ~Jb~:c~:v~~c:~ ~y~f t:!SCJ ~··; 

PROC GPLCT CATA=C!TGli 
A~!Sl ORJ~R=Q TU 1 ~T .5 L:~~T~=7 C~; 

AX!S2 CI\DCR.=O TJ 1U00 :!Y _;il~ L~•\';T'~"'l'l c·-1: 
PLOT P4~X=l I vAXlS=AX!~l ~~x:5=~XI~~ F~l~l~: 

TlTLE; 

I~;AJUSTt: DO ;'-1JC'C:LO I.Jc (.[X-:/ 
CATA U~li 

INFILE 11 DAOOS.tAT' 1 i 
INPUT T ·R U Z ~ 2w; 

FROC SORT OUT=OI; 
BY Ti 

DATA TRõS; 
SET OI: 
IF R=l TH~N Rl=~i 

ELSE: ~l=li 

IF R=2 THEtJ R2=2i 
EL:;E R2.=1: 

!F R:;j T H tI~ K 3 = 2: 
~L .SE 

!F R=4 THttJ R4~2; 

E:LSE K<-t=li 
lf R=S l'H~N R~=l: 

CLSI::: ~5=.2; 

IF M>~ OR M<4 THEN Z=J; 
é:LS:: Z=li 

KEEP T Rl RZ k3 R4 RS z; 
FROC PRINT i 
/~AJUSTE 00 I~J~~LO F~R~ T~/ 

PROC COXR=G~ F~INT=3i 

i'lODEL T R5=Z: 
TITLE3 •t·:ODi:LO 8c CJX ~·~~,; T': 
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I*AJU~T~ JO NGD~LO FD~A C~JjJ 1-,/ 
PROC CQXR~G~ J~TU=TP~~ ~~IrJT=~: 

~-1\J:JEL T ~lo:oZ; 

TlTLE3 '~OD~Lü U~ C~X P~h~ ~I~:~ 

/)::AJUST:: DO /~CD:L:J P::.kLl C~U):: .-1 

PROC COX~EGR ~AT~=T~~S ~Kl~T=~: 

,\lQCEL T RZ=Z; 
TlTLE3 '~OU~LU UE C~x ~~F~ ~lJCJ 

;~:AJUSTI:: DO ;CE.i::LU ~fl~.;~ C!:-~LJ ? '·I 

PROC COXR~G~ CAT~=TkES ~·~l~T=3i 

MODE:L T R3=Zi 
TITLE3 '~JJ~LO DE CCX P~~~ ~ISC: 

J•AJUSTi DO MCDcLU P~k~ C~U5~ ~ -1 

PROC COX~I::G~ UAT~=TRES ~~l'lT=~; 

I~ODEL T R"+=li 

., I • . ' 

". . ' 

~ I • 
- ' 

TITLE3 ··~JUtLJ J~ ccx P~~~ ~rsc: Y''l 
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;:::~ISCOS CDHPl:TITlVOS v: ' 1 ~:~L_,:: L!:t-1~ ·.~:-::::. UTlLI~~'·JJC' T·ll :/; 
PROC H1L; 
USE DATAi Rt:;;:.:.J :.<LL V.'l·,l ~l:J l'JT ~: 

USE DAT~; R~~G ALL V~RCI~l: l'JT~ r.~; 

/~S=NUI,t:hO CE .SU;:.;POPL;L,..,,Cc:S c;..:.::-~L.' 1 :;-;r~ : .. :~· ~J)., I 

I*A=NUNi:~O -f)E I!lT:.KV!'..LUS (.4~'.;i...'I..:UL' ,;: I<.,Jl) I 
I*K=NUí-~U:o Ot. :HS:::8S CUH~::TIT~'/:JS (::;-(IJt~:C~ITC r·::. !l,Jl 1 :Jl)-.-1 
/•SA=ARGUMENTC ~E 12~/ 

SA=S*A: l=(SA~K)+(5A)l T~=(~-~~)~~; T4~K+l: 

Il~JCK); 

STARTi 
I•CR!ACAD DAS H;.;TRIZb w.L•x:L:J .:·S: I 

L= O; 
DO I=l TC SAi 

LL=I+Li L=L+Ki 
Bl=Jcr.:. ,r4 ,r~Z.C\LL ,,)); 
a2=J(T4 1 T4,1); 
Ir I>l THCN :J::J: 

13=1-2.: 
!F I>~ T"l =l•l Te T': 

t1:::3~\\::1: 

E fJ C; 
TT3=I+li 
DO J=TT?. TO SI<~ 

E·l=~l\\32; 

EN O i 

;:.J=::~'\\::-:; 

-~ 11 '] ; 
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!F 1=1 TH~N 1;=21: 
EL~C J.l;;.,.Jf/2.1; 

Erw: 
OO=J(l,l,O); 
UO::J (1 ,1 d); 
Ol=JCK,l,(J)j 
Ul=J(Ktl,l); 
l2,!CSA); 
I3=I(S)t 
Jl::J(A,l,l)i 
Tl,HANKCLCJ!l; 
TT=CTlC\,A\))..i; 
AA=A-1i 
DO !=~A 10 1 bY -1; 

TT=TT//(TlC\,1\))~i 

E l'j Di 

Al=!2i(Cll\\Ol)//(Ul~\\J0)); 

A2=!2.íl(JL:!\\UO)i 
A3=-I2i 
A4=!2~Cll\\-Ul); 

A5=!2ã/Uli 
A6=!3@(11JJTT) i 
CQ=Q~:Q:i!; 

!;:I; II=l+K:: 

BL=QQC\I:rr,r:!i\)i 
DO III=2 TO SAi 

I=I+T4: Il=I+K: 
3 L L :: I.J:.;) C\ I : I I , I : I I \ ) : 
3L=8l~CKCDL,3LL)i 

E tJ O; 
/*CALCULO DA M~TRIL CL CCV~~r~:~cr~ 

VQ=CDI~G(~)-~L)/hi 

PRINT ''MATRIZ D~ C~V~RI~IJC!A C~ ~' 1 

Kl=Al,~Q; 

K2=A2:::<Qj 
K3=LOGCA3~(LOGCK2)))i 

K4::LOGCK1//K3)i 
/~CALCULC DA fUNCAJ f,.; 
F= EXP( ( -1•6 );;<::; XP ( (A<t \\1-15) -,K4)); 

G,LOGCF); 
AB=CCA4\\AS)~:K4)i 

A7=EXPC.:.\:!) i 
A9=A3*CLOGCK2)) i 
Ol,INVCDIAGCKl)); 

'J.: ·~ ,:; 

V '. - ' 
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D2=INVCDIAGCK2)J; 
C3=It~VCUIAGCK3)J; 

C7=INVCDIAGCA7J); 
CF=OIAGCFJ: 
/*CALCULO üA CL~IVAC:.L: l 1 :.. /-'I 
fQ=OF~Ao*07.;.CCA4;~DlJ\\(~;: 1JJ))· UJIIU<~ <:·.:: "..\:)); 
/*CALCULO jA H.il,TUZ. ~C CLv.'l.I·:I.J•.:.:,~c '';.: ;: I 
Vf=FQ*V'.;);•(F'.;).iJJõ 
IDF=INV(CF); 
VG=IDf:;;yf:;:IDr: 
FRINT ''VETOR ~STIMA~l F(~)'' F; 
FRiiJT 11 ~1ATR!Z D~ CUVD~I~~tl~ - ~·• v=; 
PRINT 11 1/~TOK G=LCG(f)'' -.;:;; 
PRINT ''M~TRIL J: COva~r~~~cr~ V~'' VG; 

~F' Jr:·;;: =! /~AJUSTE DE MGDELCS ~ T_ST~~ 

X=C-Il/t-2~!1/f-~:;•Ilt/-~:.il//­

IVF=Gl!JVCVF); 
6=CINV(X2~IVf~X))~X~;lV-~~: 

-~·,llL(!C)): 

VB=!NV(Xi;IVF*Xl; 
W= (F-(X;;:E) Ja:I,IV 1~,:- (f-(J\.:t.:. )) ; 

PRINT ''VETOR J~ PA~ ~~T ~'' ~ 

••t,lAT~Il Dt. cuv;:.~·:r::..:JCI.\ ~:- '''v'-; 
PRINT ''eStATIST!CA C~ ~~L.::'' ~: 

PRINT ''G iSTIMADC G~'' S=; 
IVG=GHJ'ICVG): 
E 1::. C I h V C X~ ;i\ I V~ ~.q)) ~- X :i~' I ; ::; :. "".. ; 
VBl=!NVCXi~IVG-~X); 

Wl=CG-(X:lfb1))~·n, vG)'(::;- (X ,:::1)); 
GE::l=X:::~l; 

PRINT ''VETO~ 02 ;AR ~ST :1'' ;1 
"'i'lATR !Z D: Cü O r. 1 u r, c:;:_ C: 

PRINT 1'ESTATISTICA 0: rl~L~'' ~1: 

PRINT ''G ~STI~AOC S~l'' ~~1: 

F!IHSH: 
R UNi 

·.: 1 11 \j ;._ 1 : 
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Apêndice B 

Método Delta 
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B.l 

Verificação da aproximação dada no capítulo 3 em (3.22): 

I I 
E(-) "' ---. 

S, E(S,) 

Vamos considerar o caso geral onde X é uma variável aleatória com 
f.d.p. f(x). Assim, 

e 

E(X) ~r: xf(x)dx 

E(g(X)) ~r: g(x)f(x)dx. 

Para. g suave, fazendo uma expansã.o em série em torno do ponto '7 :o--; 

E( X). temos: 

() () '()( ) "()(x-~)
2 

{nl()(x-~)" gx ~g~ +g ry x-ry +g ~ +···+g ~---,-+-·· 
.. 2 n. 

Aplicando a esperança: 

E(g(x)) ~ ( ) '( ( ) " ) E(x- ry)
2 

gry +g ry)Ex-ry +g (ry ----
2
-+···+ 

+glnl(ry)E(x-_ry)" + ... 
nl 
' _ g(ry) + g"(ry)":_ + ... + gfnJ(ry)/ln + ... 

2 n! 
(.I) 

onde f.L,. é o n-ésimo momento de X. 
Desta forma, temos aproximadamente 

E(g(X)) "'g(ry) 

e fazendo g(ry) ~ 1/ry e ry ~ E(S,) temos: 

-
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B.2 

Verificação da aproxirnaçào vista em (3.23). 
Como anteriormente, seja x uma variável aleatória com f.d.p. f(x). 

Sabemos que 

V (g(x)) = E(g 2(x))- E 2(g(x)) 

De (1) temos que 

) 
" a2 

E(g(x)) "' g(~ + g (~) 2 
Seja h(x) = g2(x), então 

h'(x) = 2g(x)g'(x) e 

h"(x) = 2g(x)g"(x) + 2g'(x)g'(x) 
2g'(x) 2 + Zg(x)g"(x) 

No ponto x = '1}, por (1), temos 

E(h(x)) 
u' 

"' h(~)+h"(~)2 

a' 
"' g'(~) + [2g'(~)' + 2g(~)g"(~ll-z. 

Logo 

V(g(x)) E(g 2(x)) ·- E 2(g(x)) 
a' 

"" g
2
(~) + [2g'(~)' + 2g(~)g"(~ll-z-

a2 a4 
-[g'(~) + 2g(~)g"(~)2 + g"(~)'41 

• 
"' g'(•l)'a'- g"(~J'"--

4 
"' [g'(n)]'a' . 

Para duas variáveis, x e y, temos 

ag ag [ a 2 

V(g(x, y)) "'[- -] ' 
Bx By Ozy 
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I 
89 

' I i!g I 89 
' I ~ ax Ux + dyoxy a:;+ a;oxy + dyoy dy 

1
89

1'' 1
89

1' 2 189 11 891 :::::: ax Ox + ày Oy + 2 àx aY axy ' 

com as derivadas calculadas no ponto 

[ ~ l = [ ~; l = [ ~~;l] . <> 
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Apêndice C 

Dados do Exemplo 
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Estes dados foram obtidos no CEMEQ ( Centro de Manutenção ) da 
UNICAMP. As variáveis anotadas foram: 

X == tempo até falha (em dias), 

C = causa de falha e 

M = mês em que ocorreu a falha. 
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