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Capitulo 1
Introducao

Andlise de Sobrevivéncia é o conjunto de técnicas e modelos eslalisticos
usados para anallsar a varidvel lempo até a ocorréncia de un certo evento.
Este evento tanto pode ser a falba de um dispositivo eletrénico ou mecanico,
como a morte de um ser vivo, ou ainda a execugao de uma tarefa.

A importancia de andlise de sobrevivéncia em medicina e em estudos
de confiabilidade de sisternas é notadamente reconhecida. Como exemplo,
podemos considerar o estudo comparativo do eleito de varios tratamentos
nos tempos de vida de pacientes portadores de cerio lipo de tumor. Qutro
excmplo: o estudo comparativo do tempo até falha de motores fabricados
segundo diversas técnicas, para escolher a mais adequada, As vezes, em
um estudo de analise de sobrevivéncia ou confiabilidade o objetivo pode ser
estimar a funcéo de distribuigao do tempo até falha emn um dnico grupo de
estudo. Em outras situacoes, o interesse é comparar os lempos até falha
em dois ou mais grupos. Uma outra situagao importante, e alvo de muita
alencao, é quando dispomos de varidveis explicativas medidas para cada
individuo em estudo, e queremos estudar a influéncia destas varidveis no
tempo até falha. Por exemplo, o tempo até falha de um componente de
certa maquina pode ser influenciado pela temperatura da mdquina. A idade
no diagnéstico e a contagem de células brancas no sangue sao covariaveis
candidatas a enirarem num estudo do tempo até cura em criangas com
leucemia. Especialmente em ensaios clinicos, é comum ser levado em con-
sideracdo um ntimero grande de covaridveis. A mesma {écnica empregada
para analise do efeito de varidveis na sobrevivéncia pode ser empregada
para cornparar grupos ou tratamentos, pela introdugao de variaveis indica-
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doras.

Uma dificuldade especial que surge no tratamento de dados de sobre-
vivéncia é a possibilidade de nao ser observado, para alguns individuos,
o tempo completo até o evento de inieresse, pois pode acontecer que ao
término do tempo estipulado para o experimento nem todos individuos, ou
componentes, tenham falhado. Ou ainda, em ensaios clinicos, um paciente
pode simplesmente abandonar o acompanhamento médico ou falhar por al-
guma outra causa diferente da que estd sendo estudada. Estas observaqoes
incompletas do tempo até a falha sdo chamadas de censura. A ocorréncia
de observacoes censuradas diferencia a andlise de sobrevivéncia de ouiras
técnicas estatisticas, pois estas observa¢oes contém uma informagao parcial
sobre a varidvel de interesse, e devem permanecer no estudo.

Vamos supor que Y; € a variave! alealdria que denota o termpo até falha
do individuo ¢ em uma amostra de tamanho n, e que ¢; é o tempo alé
censura desle mesmo individuo. Na prdlica, o que serd observado é

Ze = min(Yi, ¢) .

A censura pode ser do Tipo | quando ¢; é um valor constante, ¢, pré-
determinado; do Tipo Il quando o estudo termina depois de um ndmero pré-
determinado de lalhas ¢ assim, ¢ lorna-se aleatério. A censura também pode
ser alealdria quando em aplicagoes na medicina, por exemplo, ocorrem:
perda de acompanhamento do paciente, desisténcia do tratamento, rnorte
ou falha por uma causa distinta da que esta sendo estudada. Quando a
censura € alealoria, uma suposicao crucial é que as varidveis Y; e ¢; sejam
independentes.

Como vimos até aqui, eslamos considerando apenas um fator na de-
terminagao da falha, e, quando a falha ocorre por algurn outre motivo, a
observagao é censurada. Entretanto, parece natural em muitos casos es-
tudar o efeito de varias causas concorrentes na determinacao da falha.Por
exemplo, em um estudo sobre ma formagao congénita como causa de morte
infantil, algumas criancas morrerao por outras causas, tais como tubercu-
lose, insuficiéncia cardiaca ou diarréia. Esias criangas nem sobreviverao
ao primeiro ano de vida ¢ nem morrerao por ma formagao congénita. 113
um efeifo competitivo das outras causas na atribuicao de ma formacao
congeénita como causa de morie. O uso de certos medicamentos em paci-
entes com cincer pode aumentar o risco de morte por ouiras causas como
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doencgas cardiovasculares. Podemos também considerar como causas dis-
tintas de falha, ern um estudo de pacientes com cdncer submetidos a um
tratamento: morte pela doenca, resposta favordvel ao tratamento (cura) e
vivos no final do estudo, ainda com a doenga. Na analise do tempo até falha
de motores, podem ser consideradas varias causas ou riscos competitivos
para a falha. E interessante notar que podemos considerar a censura como
um risco compelitivo, quando temos censura do tipo aleatéria.

Uma maneira de analisar estas situagoes é através da teoria de riscos
competitivos, onde consideramos a exisiéncia de uma varidvel aleatéria V;
assoctada a cada causa de falha 7, que denola o tempo de vida de um
individuo que falha pela causa 7, e a variavel de interesse é

Z = minY;
1

O estudo de riscos compelitivos comegou com o trabalho de Daniel
Bernoulli em 1760 sobre o cleilo que a erradicagao da variola causaria na
estrutura de mortalidade da populagao. Atualimente podemos extender esla
idéia se substituirmos a variola por cancer, doengas do coracao ou, AIDS,
entre outras.

Num outro exemplo, vamos abordar o problema da seguinte maneijra:
supor que um individuo estd relacionado com um sistema de k componentes
ligados em série, onde a falha de um ou mais componentes causa a falha do
sistema. Se uin destes componentes for melhorado, que efeilo isto provoca-
ria no desempenho do sistema? Como podemos estimar a taxa de falha de
um commponente em particular, na presenga de todos outros? Como estimar
a taxa de falha de um componente, se quisermos consideré-lo como o unico
componente do sistema?

Oulra questao que surge ¢ a estimacao da relagao entre covariaveis e
taxas de falha por causas especificas.

O estudo da tcoria de riscos competitivos ja tem resultados genéricos
de envergadura suficiente para lazé-los 1tteis em problemas aplicados. O
objetivo deste {rabalho é expor a ieoria de maneira clara para disseminar
seu conhecimentio e mostrar sua aplicacao em problemas pralicos. Para
tanto, no Capftulo 2 foram colocadas as definicoes e notagoes basicas de
analise de sobrevivéncia e riscos compeltilivos. O Capitulo 3 trata do pro-
blema de estimagao de probabilidades de falha e sobrevivéncia nos casos
paraméirico e nao-paramétrico, considerando que os dados possam ou nao
estar agrupados em tabelas de vida. No Capftulo 4 é estudada a influéncia
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de covaridvels no tempo até a falha, através do modelo proposto por Cox
em 1972. O Capitulo 5 d4 uma abordagem de analise através de modelos
lineares tanto para estimacao de probabilidades como para verificar relagao
com covaridveis. Neste trabalho estaremos considerando que os riscos agem
independentemente.

O Capitulo 6 traz um exemplo de aplicagao com dados reais cuja varidvel
de interesse é o tempo alé falha de microcomputadores de 8 bits, conside-
rando 4 causas de falha. Estes dados se resiringem a um estudo observacio-
nal dos microcomputadores 8 bits da UNICAMP, com objetivo didatico de
estudar a teoria que estd sendo abordada. E nossa immtencao extender esta
analise para microcomputadores de 16 bits, e, para lanto, ja foi iniciada a
coleta dos dados.



Capitulo 2

Notacao e Definicoes

2.1 Analise de Sobrevivencia

Seja 7 a varidvel alecatdria que denota o tempo decorrido entre a entrada
de um individuo em estudo, até o evento de interesse. IPara denotar esse
evento, usaremos o termo falha | que pode ser, por exemplo, inorie, cura
ou quebra de um equipamenio.

A variavel 7 ¢ maior ou igual a zero, com fungio de densidade de pro-
babilidade, f.d.p., fz(z) e funcdo de distribuicdo acumulada, FDA, Fz(z).
Assim, a fungado de sobrevivéncia € definida por

Fgp(z) =1~ Fz(z) = P(Z > z). (2.1)

A Taza de Falha é
Az{z) = =—= (2.2)

ou seja, a probabilidade instantdnea de falha em z, dado que sobreviveu
alé x:

As(z) = Eﬁ% Pz < Z < Z+ AlZ > z)

2.2 Riscos Competitivos

Suponha-se que K causas de falha estejam agindo simultaneamente sobre
uma populagdo 3. Cada individuo desta populagao falhard devido a uma
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das K causas de fatha. Os termos riscos e causas delerminam a mesma
condigdo; a diferenca é que risco é a condicao antes de ocorrer a falha, e
causa é a condicdo depois de ocorrida a {alha.

Seja Y, a varidvel alealéria que denotla o tempo de vida de um individuo
sujeito a umn unico risco O, I = 1,2,..., K. Na presenca simullanea de
K riscos, temos K valores hipotéticos para Y, isto é, para cada individuo,
criamos valores hipotéticos de seu tempo de vida, relativos a cada um dos
K riscos, mas serd observado apenas o menor destes vaiores.

Temos entao Yi,..., Yy varidveis aleatdrias para cada individuo, mas
observaremos apenas a menor delas, min; ¥}, e a causa de falha correspon-
dente. Assim, o Lempo de vida observavel serd min; ¥; , ou seja, a variavel
aleatdria Z, que denota o tempo de vida de um individuo até a ocorréncia
da falha, serd

Z = miinY; ,

e sejam P;(z) e p;(z), a FDA de Y; e a {dp de ¥}, respectivamente, para
i=1,...,K e, Fz e fz o andlogo para Z.
A Fungao de Sobrevivéncia de 7 é

Fz(z) =1- Fz(z) = P(Z > z).
Como Z = min Y, temos:
Fzlz)=P(Z >z)= P[m!inY; >z)=PYy>z,....,Yxk > 7). (2.3

A probabilidade instantanea de falha em (z,z + A) ou fun¢éo de falha,
ou ainda, taxa de falha de Z, é Az(z) :
Plz<Z<z+AlZ>zx) fz(z)

Az(I) = é].]_l'% A = ?Zx—). (24)

[ntegrando Az(z) temos:

f:).z{t)da - 0: %%;—tdt = [~ log Fz(t)F = ~ log Fz(z).  (2.5)
Logo

Fz(z) = exp|- f: Az(t)di] . {2.6)
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Vamos denotar a taxa de falha pela causa C;, na presenga dos K riscos,
por Ai(z). Como Az(z) é a taxa de falha por qualquer uma das K causas,
supondo Yi,..., Y, independentes, temos que

K
Az(z) = > Afa) (2.7)
i=1
¢ ainda
P(Z > I] = P(Yl = I}...P[YK > I] ,
isto é,

.Fz(x} = 1 P,‘(S’J) (28}

}\,—(I) — ?_)‘_(I) (2_9]

pois,

. 7 7
M) - lim Plz < ?..e__ﬁ__ﬂ?._tégﬁ__2_?:_:_-_- Yk > z)

pilz) 11, P(Y; > 1)

R

Fy(z)
pi(z) 1]5%-1 P(Y; > 1)
S, P(Y; > =)
pils)

fj,-(r.j

Podemos chamar as varidveis alealdrias ¥1,...,Yy de tempos de vida
potencials ou tempos de vida l{guidos. Definamos varidveis aleatérias X, ...,
Xk ,onde X; = Y;|¥Y; = mim; Y, para 1 el = 1,...,K , que chamaremos
de tempos de vida brutos, e sejam F; a FDA e f; a fdp. de X; . A
variavel Y; é o ltempo de vida para o risco z, supondo (ue este € o Unico
risco agindo na populagao, que na prilica é nao observ’avel, e a variavel

L 18
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X; é o lempo de vida para o risco 7 quando todos os riscos estao agindo na
populacéo, ou scja, a varidvel observdvel. Teinos entio, os seguintes tipos
de probabilidades de falha a considerar:

P’robabilidade Bruta Probabilidade de falha por uma causa cspecilica,
na presenc¢a de todos riscos agindo na populagao:

@ila,b) = P(um individuo vivo no tempo a falhar no intervalo (a,b) pela
causa C, na presenga de todos oulros riscos)=

~Pla < X; < b|X; > a).

Probabilidade Ligquida Probabilidade de falha por uina causa especifica
se esla é a Unica presente na populagao:

gi(a,b) = P(wm individuo vivo em a falkar no intervalo (a,b} se C; é o
Unico risco)=

=Pla < ¥i < b[Y: > a).
E também,

Probabilidade Bruta Parcial Probabilidade de falhar por uma causa
especifica quando oulro risco {ou riscos) é eliminado como risco de

falha:

Q:,(a,b} = P(um individuo vivo em a falhar no intervalo (a,b) por G; se
C; é eliminado como risco de falha).

Quando a causa de falha nao é especificada, temos:

g(a,b) = P{um individuo vivo em a falhar no intervalo (a,b))=
=P(a < Z < b|Z > a).

As probabilidades de sobrevivéncia respectivas sao:
Pla,b) = 1 — Qi(a,b)

P.’[a,b) =1- Q:'(a'sb)
pla,b} =1 - g(a,b).
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As probabilidades Bruta, Liquida e Bruta Parcial podem ser escritas em
lermos das funcoes Az(z} e A;(x). Considerando falha sem especificagdo de
causa, a probabilidade p{a,b) é, por (2.6),

pla,b) = exp| - /: Az(1)d1].

Para deduzirmos Q;(a,b), consideramos um ponto x dentro do intervalo
(a,b) c temos

P(individuo vivo em a lalhar por C; no intervalo (z,z + A)} =

= exp| [ AzldlA(e)de

onde a funcdo exponencial é a probabilidade de sobreviver de a alé =,
quando todos os riscos estdo agindo, e o fator A;(x)dz ¢ a probabilidade
de falha instantdnca pela causa C; no intervalo {z,z + A). Somando a
expressao acima para lodos valores possiveis de x, com a < z < b, temos

@i{a,b) - /:(_‘xp[--‘/:)\z(t)dt]/\,-(x)d:r. (2.10)

A probabilidade liquida de lalha é
b
gi(a,b) =1~ exp[—f As(t)dt] (2.11)

e a probabilidade bruta parcial de falha quando o risce C; ¢ eliminado, é
dada por

bexp|—j:c 2 (£)dt]A! (x)dx (2.12)

onde )\f[r] e ,\’é[t) sao, respectivarnente, a taxa de falba por C; e a taxa de
falha de Z depois da eliminagao de C; como risco de {atha.
Quando os riscos sao independentes, temos

X (z) = Ma)

AZ(L) = Az (t) ~ A1),

Q,-_J-[a.,b) = f

il

e entao

Qi {a.b) = /;hexpi—— f:()\z(z) X (1)) (x)dz (2.13)



Capitulo 3
Estimacao

Neste capitulo, tratarernos do problema da estimacao das probabilidades
vistas no capitulo anterior. Abordaremos o caso paraméirico ¢ o caso nao-
paramétrico. No primeiro, o problema é a estimacao dos pardmetlros da
fungao de probabilidade do t,er‘npo de vida através do mélodo da maxima
verossimilhanca. No segundo estudaremos métodos nao paramétricos via
taxas de falha proporcionais e o estimador Kaplan-Meier adaptado a riscos

competitivos.

3.1 Estimacgao em Modelos Paramétricos

3.1.1 Riscos Independentes
Nossas varidveis sao

Y: = tempo de vida liquido para a causa C;, i =1,..., K

[~
X; = Yi|Yi=min¥, I=1... K.

Estamos considerando que cada Y; tem uma f.d.p. p;(z} conhecida,
mas ndo conhecemos a f.d.p. da varidvel observivel X; , fi{z) , e vamos
determind-la através das p;(z)’s. Nesta secdo irataremos o caso de Y/s
independentes, ou seja, vamos supor que as causas de falha independam
entre si.

10
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Seja m; a probabilidade de falha pela causa C;:
7, = P{Y; = rnlin Y1),

comm >0 ¢ X5 7= 1.
De David e Moeschberger {1978} temos:;

1 k
filz)dz = — Pz - dz < ¥; < z) 1 (Y; > z)
my =
i

Entao, a fungiao densidade de probabilidade da varidvel X fica:

filz) = %{pi(x) ]_]Iﬁi(x) . (3.1)
9

Vamos, agora, construir a fun¢do de verossimilhanga. A amostra con-
siste de n individuos onde ny falham por Ci,..., ny falham por C.. Entao
temos:

N; = wimero de individuos que faltham pela causa C;
e
X;; = tempo de vida do j-ésimo individuo que falha pela causa C; ,

comj=1,...,n,et=1,...,k.

Seja f(X,©) a distribuigéo conjunta dos X,;, onde

X = (Zi19e--sT1n,5-0+sLTkly - s Tin, ) = vetor de observacoes,
e
® = (0,,...,0;) = vetor de pardmetros a serem estimados.

Note que @; pode ter dimensao maior que um, se a f.d.p. do risco ¢ tiver
maijs que umn parametro,
Se X é composto por uma amostra aleatéria, temos, por (3.1)

-

/{X,0) H “ H pilij,0:) || Alz5,0 (3.2)

i= l =1
171
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Como N = (N;,..., Ny) tem distribui¢ao multinomial com

k

n! _
f(nayynign) = ﬁ'—‘ H o

a funcgao de verossimnilhanca de interesse fica

wo) = " HinnenThm0) . @9

=191
!;é:'

Para facilitar a estimagao dos (5), y particionainos a fungao L da seguinte
maneira:

L(®) = : HL‘, (3.4)

I!lntll

ny

Li = [In‘. pi("“:iﬂ ]‘[ l—[P 3:13, . (3'5)

i=1 t=1 =1
I#i

Desta forma, a estimagao pode ser realizada individualmente para cada
risco, aoc maximizarmos L; com respeilo a O, .
Como ilustragao, vejamos alguns exemnplos.

Exemplo 1

Considere que os tempos de vida tedricos Yi,...,Y; , ou seja, os tem-
pos de vida supondo cada risco como o tnico agindo na populagio, tém
distribuicao exponencial:

Y; ~ exp(1/0y).

Entao
p,‘(I,'_,‘,H,‘) = [1/8‘] EXD(“—.’E,'J'/Bi) s
Pizi;,8:) = 1 - exp(—z;;/8;) e Fiz,0;) = exp(—zi;/8;) .
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A func¢ao de verossimilhanga, L;, fica:

b= (1000 exp(- /00 TT T expl-/00)
i=1 ;#:j =1
= g exp(i zi;/0:) exp(— ) i zi;/6:)

IR
= 0" exp(- )]y @i;/:)

Queremos o valor de §; que maximiza a fungao L;. A oblencao deste valor
estd a seguir:

LEd

1
log Ly -~ nylogf; - L L £y

‘z']:l

dlogL; -n; 1 X3

___a_.é;—._— = _HT - ag Z ; Ty = 0

Entao, 8; é o estimador do parametro ; para a causa C;, com i = 1,...,k.

Exemplo 2

Seja Yp,..., Y, com distribuicao de Weibull de dois parametros:

Yi ~ W{0,), onde ©; = (#;1,0;2).

Entao: . ,
6 233 127 — T 12
pilzi; ©) = =t exp(—-1), para zi; > 0,
ﬂ:l _ 9ll

' — gl
FPi(z,0:) =1 - exp(-w-g—-f?—m)

tl
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e
I ._:E:_q;?
Pi(zi;,0:) = CXP(“E,‘_‘_) -
i1
A funcao de verossimilhanga fica:
n; 9;21.9.2 1 —:I: -2 Iﬁ"z
o i
i=1 1= 13_
1#i
6,2 " i " 1 bl . ]. khn k
= (L m) el - et el - 303 ate)
il j=1 i1 5= o=t l=1
1
0iz n. 13 fip—1 1 & fiz
= () (11 =is) exp(--5 >0 %)
il i=1 LS P
L 1 & &,
log L; = n;log byy — nilog 6y + (82 — 1) L log 25 — — :ch‘i"
i=1 e j=1
Jdlog L
Ol m LSt
861‘1 9 Il I=1j=1
2 log L; 1 ko
o8 Li TS jog - LSS el logay
90;9 02 523 L Gt

O estimador de maxima verossimilhanca de ©; = (8;;,8;;) é obtido a partir
da resolugao do sistemas

n 1 k Ty fia _
FT"’&? =1 e Ty = 0
Rl 1 k
;;1' + LJ iog T = a, Z[:] E, l.rb"’ l()g, Eyy = 0.

Para acharmos a solu¢ao deste sistema aplicamos o método iterativo de

Newton-Raphson:
Qi1 = O, — I Fo,

onde:
®: vetor dos pardmetros a serem estimados
F: vetor composto pelas duas equagoes do sistema
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J: matriz das derivadas parciais de I com respeito a ©.

No nosso exernpio:

il ﬁ "
- n‘, : '21 1Lm t;
s—'t; + Zn' log zi; — El ; Zn’ ) xU° log ;5

0 1 —k
- .q-\i Zl 1 Z 132 TN 2i-1 E?l 1 151;,- log z);

% 2
E’ El 12 —IIII 108351: 9_2: _“Zl 1L;—1$13 (]OEIIJ)2

Um programa SAS que resolve este sistema estd no Apéndice A.

3.1.2 Riscos Dependentes

Nem sempre os riscos aos quais a populagao estd exposta agem indepen-
denternente. Uma maneira de obter independéncia ¢ alravés do agrupa-
mento de riscos em calegorias, dentro das quais os riscos sdao relacionados
e assim provavelmente dependentes, mas, enilre as quais, espera-se pouca
ou nenhuma dependéncia. Contudo, dependendo do problema, este agru-
pamento de informacoes pode nao ser de interesse. Enlao, é necesséirio
estudar os riscos, sem a suposicao de independéncia.

Vamos considerar, novamente, os Y;,..., Yx tempos de vida tebricos e

Xi = NfYi=minY,,
o= P(Y,-:miinY;), comi:=1,....k

Seja p(y1,-- yx) lungao distribui¢io conjunta absolutamente continua
dos Y;. A partir dela, obtemos a fungao densidade de probabilidade de

‘X’fs fi(x)
1 oo o ' u
i) = pita) [ [ e v vl = 2) [Ty

{=1
179
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pois
p(yls"' sWi-1, Ty lig1s.. !yk) =
pi(z)p(yrs - Yimls Yints - Uk = )

Se N; individuos fatham pela causa C;, e X;; denota o tempo de vida do j-
ésimo individuo que falha pelacavsa C;, 7 = 1...,n, ¢2 - 1,..., K, termos
a seguintle f.d.p. conjunta para Xj;:

k

1 -
f(Xia] = _ 1—_[ pt(Ifj:G)i) X
=] m =1
o0 oo ,
X f "'[ p(yla--'ayi—lay:'+ls”'aykl}i:Iij]dei s
Iif £ 1=

17

onde X ¢ © sdo como na se¢dao 3.1.1. Entlao a fungao de verossimiihanga
fica

n! koo
L = [ ] pilzis,04) x

I-]!::l ny =1 5=1

oo (a0} k

X f / p(yla--'syi—layi-i-l,---ayk|Yi:xij)dei s
Ly iy {;l
4

ou
k Thy

Lo [[Liy Li=]]mfi{zi,©) .
1=1 =1
Deste modo, o estimador de méxima verossimilhanca de @, é aquele que
maximiza L .
Moeschberger (1974} irata o problema de riscos dependentes e apresenta
dois exemplos de estimacao de parimetros através de Méxima Verossimi-
lhanga: distribuigao Weibull bivariada e distribuigao Normal bivariada.
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3.2 Taxas de Falha Proporcionais: Estimacao
de Tabelas de Vida

Na secao anterior vimos o caso paramétrico onde, dado o modelo proba-

bilistico, podemos estimar as probabilidades bruta e liquida estando os

dados agrupados ou nao. Nesta secao veremos a estimacao destas proba-

bilidades sem conhecer o modelo probabilistico e quando os dados estdo

grupados em intervalos, ou seja a estimacao de tabelas de vida. A técnica

que estudaremos supoe riscos independentes e supoe tainbém que as faxas
de falha sejam proporcionais.

3.2.1 Taxas de falha Proporcionais

Temos Y;, ¢ = 1,...,k Ltempos de vida liquidos independentes com
Yi ~ piz), pi(z) desconhecida.
Como delinido no Capitulo 2, seja

Z = mlin Vi, Xi =Yi|Yi= m{inY; e m = PY;, = m{in Y.

Vimos que
1 .
fi(z) = —pl=z) [[ Plz)
R =
_ ;-5)\,(3:);?2(;)
e também fo() ()
_JaE) oy oy L PivE
M R M R
com Az(z) = Y- Af)

Dizemos que as laxas de falha sdo proporcionais se existem constantes

i, lals que (2)
A,‘ xT
M 3.6
o) (3.6)
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ou seja, a razao entre as taxas de lalha devidas a cada risco 7 e a taxa de
risco global depende apenas de ¢ e nao de .
Esta proporcionalidade entre as taxas tem as seguintes consequéncias:

1. Sc as taxas sio proporcionais, a constante de proporcionalidade, ~;,
¢é igual & probabilidade de falha pela causa ¢, m;, islo é

M= M

Prova

o= fm Fy(z)hi(z)dz = /sz(z)Az(I)md:c:

4] 0

'Ti/ r\zFZdI=75f fz{z)dz =
Y . <O

I}

i

2. Se as laxas sao proporcionais, a probabilidade de falha pela causa i,
7;, ¢ constanie no tempo, ou seja,

P{falha por Ci|falha no intervalo {a,b)) ==, ,

independe do intervalo.

Prova

. |
P(falha por Ci|falha em (a,b)} = Ja ? j(r_:)[;(dzx)dx _
b
_ e felEd

B Ti—;’ Jz(z)dz B



3. Estimacdo 19

A volta também vale: Se a probabilidade de falha por C; é constanie
no tempo, entao as taxas de risco sao proporcionais.

Prova
Se P(falha por C:lfalha em {a,b)}=n, temos

j}' () ()dI:ar-
1 f2(z)dz ‘

/ Fal v | fp(z)ds

m.[ Ey(e)\(2)dz = [ fo(z)dz

mas fi(z) = i)«;(m)ﬁ'z{:r) entao

if@@mmm:fﬁmwthmm,
entio Fi(b) — Fi(a) = Fz(b) — Fz(a) .

Como a e b podem ser quaisquer, dentro dos valores possiveis de Z,
temos que

dF; iy
Fi(z) = Fz(x) e portanto df:) = jim)

= [file) = fz(=)
entao ~1—/\;{$)Fz(:z:) = Az(z)Fz(z)

My

ou seja, as taxas sao proporcionais. <
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3. Se as taxas sao proporcionais, a [.d.p. de X; é a mesma de Z, isto é,
nac depende de 1:

fi(z) = [z(z)

Prova

A volta tamhém vale: se as f.d.p’s dos X;’s nao dependem de 2, entao
as taxas de falha sao proporcionais.

Prova

Como estamos considerando riscos independentes, a {.d.p. de Z pode
ser escrita em fungao das fdp’s dos X;’s da seguinte maneira:

o

Jz(z) =) mfi(z),

e entdo, se fy(z) = -+ = fy(z}, temos

k
fz(z) = filz), pois Z?r{ = 1.
. i=]

Como
1

filz) = —Xi(z)Fz(z) e fz(z) = Az(2)Fz(2) |

]

temos
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:>. T ﬂ-‘.,

ou seja, as taxas sao proporcionais.

4. Se as varidveis Y; sao independentes, temos taxas de falha proporci-
onais se, e s0 se, existem constantes «is > 0 tais que

Falz) = [Pfz)™ .

Prova

(==) Se as taxas de falha sio proporcionais temos

M=)
Az(r) v

Pela independéncia dos };’s,
Mo = B

Entio,
Mlz) _ wile)/Ple)

Az(z)  fz(z)/Fz(z)

pilz) _ fa(z)

P{z) Fz(q)

Calculando a integral nos dois lados, temos
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temos

derivando, fica:

pilz) _  J2(z)
Pi(z) ' Fz(z)
Ailz)

S ) T 0

Verificacido de Taxas de Falha Proporcionais

A validade do suposto de proporcionalidade pode ser avaliada por verificar
uma das consequéncias vistas acimna. No caso paramétrico, isto é, quando
conhecemos as p;(x)’s, a verificacao é direta. Vamos ver dois exemplos:

Exemplo 1

Sejam Y7,..., Yy independentes com distribui¢io exponencial:

Yi ~ exp(1/6;),

entao .
pi(z) = Eexp(-—:c/ﬂ.‘) e Piz)=exp(—z/6;) .
1
4 . - 0"
Miz) = o) aexe(=/0) 1
Pi(z})  expl-z/8) 6
E 1
/\Z(I] = Z “9— .
=1 "t
Entao,
1
)\f(l‘) - 8, =
/\Z[I] Z?:],El; t
nao depende de z, apenas de ¢. Logo, quando ¥;,...,Y, tém distribui¢ao

exponencial, as taxas de falha sao proporcionais.
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Exemplo 2

Sejam Yi,..., Y} independentes com distribuigao Weibull:

)[i ~ W(Gmﬂiz),

entao
t 9,‘212&‘-2_1 8- + f.
pi(z) = A exp(—-x"?/8;,) e Fi(z) = exp{-x/80,4) ,
{1
Bipzfer!
Aifz) = T8,
| Gppxfiz !
Aa(a) =3 —— .
=1 i
Entao
/\,‘(:C) 0,-23:9"9"1
R St A S
Az(z)  Ga TF, T

que depende de z.

Se o parametro da forma for igual para todo t, isto é,
Y ~ W{(b;, ),

termnos

a-1 k
el ¥ 1
Adx) = ES;’_ e dz(zx) :aI““ll:IE ,
entao
Ai(z) 1

Portanto, quando Yi,...,Y; tém distribuicio Weibull do tipo W{b;, ), as
taxas de falba sao proporcionais.
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No caso nao paramétrico podemos verificar se as taxas sao proporcionais
através da consequéncia 3, realizando um teste nao paramétrico para testar
se fi{z) = f.(z), isto é, se as f.d.p.’s dos X;’s ndo dependem de 7. Uma
maneira simples de fazer 1sto é através de grilicos probabilisticos. Vamos
apresentar aqui o grafico probabilistico tipo P-P.

Grafico P-P

O grafico P-P consiste em tragar o grafico da fungao distribuigao acumulada
empirica de X; , F¥ , conira a de X , FJ-E ,parai # 7 =1,...,k. Se
Xi e X; sao identicamente distribuidas, para qualquer quantil q temos
FF(q) = FF{q) , e portanio o grafico de F}¥ contra F se aproximars de
uma reta com coeficiente angular 1 passando pela origem.

A fungao distribuigao acumulada empirica é calculada por

FE(zy) = (vqy — 0.5)/N , para i=1,....kel=1,...,n; , (3.7}

onde vy € o posto correspondente a zy quando todas as observacoes estao
em ordem crescente. Uma outra op¢do é calcular a funcao distribuicido
acumulada empirica por

F—E(Jj,‘;) = - i (38)

que é o valor esperado de Ff (Kimball (1960)).
Uma discussao sobre esta técnica e outlras técnicas, como o grafico Q-Q,
pode ser enconirada em Wilk e Gnanadesikan {1968).

3.2.2 Estimacao de tabelas de Vida

Vamos agora considerar que os dados estao agrupados em intervalos [, =
(tas tas1), @ = 1,..., A, como é mais frequente em estudos do tipo tabela
de vida.
Sejam
Nz = ntmero de falhas no intervalo I, por C; ,

S, = nimero de sobreviventes em t, .

Dado que umn elemento sobreviveu até t;, as probabilidades de que ele
falhe devido a CY, ...,y sao, respectivamente, Qq4,..., Qka, € a probabi-
lidade de que ele sobreviva no intervalo 1, é p, (estas probabilidades estao

gMiCA M P ‘
BIBLIOT{'C{% CENTRAL

e et

e
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definidas no capitulo 2). Entao, a distribui¢ao de probabilidade conjunta
de Nig,...,Nka, Sat1, dado S; = 84, € a multinomial

(N]a,...,NKQ,Sa—I-l) ~ M(Q]ag-—-aQKaspa) ’

com f.p. conjunta

A S N Nka, S
LT la |, Ha atl

TV Kep . (3.9)
a=1 N]a- e NKa- atl-
Desta forma, com as frequéncias observadas nyq,...,7gq, 8, N0 intervalo 7,
os estimadores de mdxima verossimilhanga para as probabilidades Qi e pq,
sa0

ig

Q=" , i=1...,k, (3.10)
Sa
e
8
Po= =1 . (3.11)

Sq .

Com isso, temos os estimadores das probabilidades brutas. A estimagao
das probabilidades liquidas, gie, nao é tao direta. Para chegarmos a estes
estimadores usaremos a suposi¢ao de proporcionalidade, que, para dados
grupados em intervalos, fica:

Afz,a) _
A;ETES = Yia » (3.12)

que depende apenas de z e a .
As consequéncias (1) a (4), vistas na secao anlerior, continuam valendo:

1.
Mia
Yia = T
L

pois:
me = P(Yi=2Z,2¢ 1)
f Fa(2) () do

I
— fj fz(z)dz

= ’Tia?rﬂ L]
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Tia
F Y= s COMTL = P(falha eml,).

a

2. P(falha por C;| falha em (¢,b) C I,) = <, , independe de (c,d) .

3. filz) « fz(z) ,pois

iy i il
4.
Piltara) _ | :‘.:.._(_F_tztl_)]m-“
_i(tﬂ) }qz(ta] ,
onde .
P;_(t_ﬁ_]) = P{sobreviver a C; em I,| vive em t,}).
Fi(ta)

Se a suposigao de proporcionalidade é satisfeita, as probabilidades ¢, po-
dem ser estimadas airavés da seguinte relagao

Gia = 1= pdelt (3.13)
onde
aa =1~ f)a ’
e as probabilidades brutas parciais, (J;; ; , podem ser estimadas por:
Qs = (1 i 0in) (3.14)
Ga — YWia

A primeira rela¢ao é obtida como segue:

o Pi(ta-i-l)
Gia — 1 —

Fi(ta)

e
Tia
Qu=P(Y,=2,2¢ L|Z2>t) = ="
| ( Pl
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Aplicando a conscquéncia 4, temos:

F‘Z(ia-f—l) * .
ga = 1= |2V g
. Mia . 9:_9_
e FZ[tu) ’Ysz (ta) Yia ’
= Via = QE ’

a

portanto
Gia = 1= ple

A segunda relagao é oblida da seguinte maneira:

Z' > ta) - ’T:a(i'a.j s

Q:'aAj:P(}/i:‘Zia Z'e 1,

onde:
Z'= min Y; ,
15
. Mz, a} Ai(z,a) - @i
o Ap(z,a) Az(z,e) - Ai(z6) g~ Qs
. Qia
(pois 7ia = ),
13
e
¢o; = P(falha em I, quando C; ¢ eliminado | vivo em t,)
T 1~ pg@t—%ﬂ”q" . . (3]5]
Entac

Qiag = Valas = —— 7~ 1 — pliQadlasy
* I Ga — Qja( ]
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Temos os estimadores de maxima verossimithanga das probabilidades de
falba Qs , ¢ic € Qin,; , @ das probabilidades de sobrevivéncia respectivas.
As esperangas e variincias destes estimadores estao a seguir.

Temos que
E(Qulss) = Qi e (3.16)
E(pa| sa) = pa - (3.17)
Entao
JIL“(é)m'.) -= Ig(]§(©,3| Su)) = E(Qia) = (21'11 €
(b} = B(E(pals0)) = E(pa) = pa

logo, ;. e B, sao estimadores nao viciados.
g L] @ L3

Varidncias e Covariincias

Vamos estimar a varidncia dos estimadores vistos até agora. Como em
(3.16} e (3.17) ,temos

V(Qic | Sa) = Qﬂ_(l_s__'iﬂ) .
(pulss) = Pell=Pa)
V(palse) = - ,
e Q Q
CO‘U[(QE“ » @ja) I Sa] = _._%,,_E_‘i : 'l# j

Para obtermos as varidncias e covariadncias nao condicionais, usamos a se-
guinte propriedade de covariancia:

Cou(Y;, Y;) = E[Cov{(Y;, Y;)| X)] + C_ov[E'(Ye t X)), E(Y; ]| X)),

cuja demonstragio pode ser vista em Rao (1973).
Como
E[Qia ] Sa) = Qs'a £
E(f’a r sa) = Pa »
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temos

CovlE(Qic| sa) , B(Qic|5:)] =0 ¢
Cov|E(Qiq | 5a) y E{Pa| sa}]= 0 .

Entao, as variancias e covariancias nao condicionais ficam:

V(@) = Bl5)0all - Qu) (3.18)
Vipa) - E(;;Jiwu, (8.19)
Cov(Qia , Qja) = —E(é:)quQ,-a , t£ ] e *(3.20)
Cov(Qua, Ba) = —E(_;;;)Qfdpa, (3.21)

onde

1
5‘:) Y 5(5.) (3.22)

(ver apéndice B) e

E(S,) = sp x p{sobreviver até ¢,) H

A varidncia de ¢;; pode ser obtida através da aproximagao

0 0
VIS V) = 03 (o% k) + G o) +

9¢

2 (3.23)

+ Zoxy(aX

(ver Apéndice B}.

No nosso caso

D .
Fia = ¢(Qias Pa) = 1 - pa"
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entao
, 1. (1 - gis)?
V ia ~ Bl ) —— X
(&a) (Sa) -
X [pa In(1 = gio) In(1 - ga;) + Q?a] ) (3-24)

onde g, ; é dada por (3.15).

A varifncia de @i, ; pode ser obtida alravés do mesimo método,

3.3 Estimador de Kaplan-Meier

O estimador da probabilidade de sobrevivéncia desenvolvido por Kaplan
e Meier em 1958 considera dois riscos compelivos: falha e perda de ob-
servagao, ou censura. Esla técnica supoe falhas e censuras independentes e
nao assume forma paramétrica para as distribui¢oes de probabilidade dos
riscos. Nesta secao, veremos a expansao desta técnica para K riscos com-
petitivos independentes, como foi feito por Hoel (1972) além de David e
Moeschberger (1978).

3.3.1 Construcio do Estimador

Sejam Yi,...,Yx os tempos de vida tebricos associados aos K riscos com-
petitivos. Vamos supor que estas varidveis aleatdrias sao independentes.
Os valores observados sao:

Li1ly---9&Inys--- 3 TKH1y-- -y LKy -

A idéia do estimador Kaplan-Meier é criar intervalos aleatorios para cada
risco, onde os limites superieres dos intervalos sao os tempos de vida obser-
vados, ou seja, para cada C; , criam-se n; + 1 intervalos J;; , @ =,1,...,n,;,
da seguinte maneira:

loa xi]]s [zil 1 xi?)a"'s[xin; ] OO) ]
parat=1,...,k.

Agora definimos v;y, ..., vi,, , 05 postos correspondentes a Z;q, ..., Zi,, entre
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lodas as observagbes em ordem crescente Xy,..., Xn. Assim, os estimadores
das probabilidades liquidas de falha, ¢;; , j = 0,1,...,n,;, sdo

Gio =0 para[0,z;) ,

f = ara [zi1, Zig)
i n — v“ _+_ 1 p tl t2 3
Ceneralizando ]
g, — ——— | 3.25
b= (3.25)

A probabilidade de sobreviver ao risco C; para cada intervalo é estimada

por 1 — g;:
. (3.26)
n-v;+1 ' '

;aij e

e, para o primeiro inlervalo, esta probabilidade é 1 (note que csta pro-

" babilidade é uma probabilidade liquida). Entdo, a probabilidade de um

individuo sobreviver a C; , alé o temnpo z, quando C; é o (inico risco agindo
na populagao, é estimada por

- L —
Piz) =1] — * .'v-‘f!' [ paraz >z (3.27)
=1 Ui
onde
= {J] Ly S.I} » J: 1,-..,?’3;‘ 4
e

F.=1 para r < I; .
O estimador Kaplan-Meier nos d4, entdo, uma estimativa nio paramétrica
da probabilidade de sobrevivéncia da varidvel Y; , o tempo de vida teérico
correspondente ao risco C; . Podemos, de maneira andloga e bem simples,
estimar as probabilidades brutas @;(z). Vamos considerar os tempos de
vida ordenados Xi,..., X, € seja

ri = niimero de mortes pela causa ¢ até o tempo z .

[T}
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Entao,
~ r:
Qi) =
A probabilidade de sobrevivéncia fica
L gy — r
Qi(z) = n

3.3.2 Propriedades e Varidncia do Estimador de Kaplan-
Meier

Além de Piz) ser um estimador nao paramétrico, ele é um estimador

de maxima verossimilhanca de P;. Veremos a seguir que P;{z) maximiza
a funcao de verossimilhanca dos valores observados, dentro da classe de
possiveis fungoes Fi{z). A fungao de verossimilhanga é dada por

K
L:HL; , onde

i=1

Li = | ﬁ,{xm)l x I_I;{lﬁ(:rq — 0) — Pilzy;)] x

Viitd

X II P‘(Xm)} 1

m:v,-j+1

onde vjj1; = n+ 1.
Para que /; seja méxima, F{X,) e F:(X;; — o) devem ser grandes,
enquanto F;(x;;} deve ser pequena. Para tanto, fazemos:

i(Xm) = R‘(iu“o)zl sm=1,...,0n -1,

Pizi;) = PidXn)= Fi(zije1—o0) , (3.28)
moo= U"j—I-l,...,Ugj.{,l—lijl,...,n,'—l )
Pizin) = P(Xn) m=vi +1,...,n. (3.29)

Vamos chamar (3.29) e (3.30) de P,; para j = 1,...,7n; e substituir em
L,‘: |
L= H(R;‘ml — Rj)}‘gij_.-,-Jr,_g,.j_l .
j=1
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Como

temos

R’j = PitPia- Piy €
R‘j—] - Pij = PPz Pij-14i5
Substituindo em L;:

Uiz~ tyz—}

Vig-ty =1
Li = qupy® "' X Pagipiy X oo X
'-"u'n'--l-l_vl'ul-_l o

XPi1Piz " Ping~1Gin, Pin, =

iy
B
= Hpgj‘hj )
=1

onde
i
B = Z[Umﬂ — Vig—p) TR —F =
o=y
= Uygy + 0 Ving F Vingy —
—(viy + i) (i~ 1) -5 =
= U1 — Wy~ l=nt+l-ov; - 1=
= n—ty.
Logo
7
L; = p?j_uuqu
i=1
Seja

Queremos o valor de p;; que maximiza Lj; :
log Lij = (n — viy) log pij + log(1 — pij)

alogL,-J- _ no— Wy 1

- -0
Ipi; Pis 1 — pi;
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Portantlo .
Pi(z) = [] pis

é um estimador de maxima verossimilhanca para P;(z).

Variancia
Ternos ;
Bi(z) = T] 95 »
j=1
entao ’
log Bi{z}) = ) log i
i=1

Aplicando a aproximagéo vista na se¢do 3.2.2 em (3.23), temos

. s d .
V(logpy) ~ V (pu](g}.)—__ log ;)
if

Piidi; 1 G

— ]

2

4

~ 3 -~
ntopy; o npi

onde n* = n — v;; + 1. Assumindo independéncia enire log p;;’s :

Viog P(z)) ~ SV (oghy) = X 1
i1
Y - 3 -
V(P) =~ V{logP(z)}(-———% explog F;)
dlog P,
s 2, Gi; 22

L]
I
-
3
*
=
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Substituindo os valores de §; e p;; dados por {3.25) e (3.26), temos

V(P{a) = P (2) ) —— — (3.30)

Propriedades assintéticas do estimador Kaplan-Meier podem ser vistas em
Breslow e Crowley (1974).



Capitulo 4

Uso de Covariaveis: Modelo de

Cox

No capitulo anterior, estudamos o problema de estimagao levando em con-
sidera¢ao apenas uma varidvel em estudo: o tempo até falha. Entretanto,
frequentemente sao introduzidas no problema covaridveis, ou varidveis ex-
plicativas. Por exemplo, em uma comparagao simples de dois tratamen-
tos, podemos considerar uma covaridvel binaria igual a zero para um dos
tratamentos e igual a um, para o outro tratamento. Dependendo do de-
senho experimental utilizado, podemos ter varias covaridveis desse tipo.
Covaridveis podem, também, conter informacoes sobre caracteristicas dos
individuos em estudo, como por exemplo, sexo e idade. Desta forma, para
cada individuo estard associado um vetor de covaridveis, Z = (Zy,...,Zy),
e queremos analisar o eleito dessas covariaveis sobre o tempo até {alha, ou
seja, na funcao que eslivermos estimando. Para tanto, temos que ajustar
modelos nos quais o efeito das covariaveis é representado por parametros
desconhecidos. _

Vamos restringir nosso estudo, neste capitulo, ao modelo proposto por
Cox (1972}, que tem uma interpretagiao simples e pode acomodar riscos
competitivos. _

Este modelo, conhecido como Modelo de Tazas Proporcionais de Coxz,
supoe que a taxa de falha, A, de cada individuo é dada por

Alz; 2) = Ao(z) exp(2'4) , (4.1)

36
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onde
Z = vetor das covaridveis observadas para um individuo
com dimensao mzl
# = vetor de pardmetros desconhecidos {mz1)
Ao(z) = taxa de falha para um individuo, quando Z = 0 .

A fungio exp(Z4'#) poderia ser qualquer fungao f(Z’8) positiva e satisfa-
zendo f(0) = 1. Cox usou f(Z'8) = exp{Z'B), pois , além de salisfazer
as duas condigOes acima, esta funcao facilita a computacao dos parametros
desconhecidos.

4.1 O Modelo de Cox com K Riscos Com-
petitivos

No caso de Riscos Competitivos, para cada individuo temos Yi,...,Yx
tempos de vida tedricos independentes, e o vetor de covaridveis Z, com
i ~ plr;Z) e
iz, Z
Az Z) = £~(———)~
Py(z; Z)
correspondendo a cada risco. A taxa global fica

K
My Z) =) Ml Z)

=1
Em termos do modelo de Cox temos:
iz Z) = oi(z) exp(Z'6:) (4.2)

onde 3; é o velor de paridmetros desconhecidos correspondente ao risco
i, i = (Ba,...,0im}. Um caso particular é quando §; pode ser substituido
por um J comum a todos riscos.

A partir de {4.2) temos

pi(x; Z) = Mpi(z) exp(Z'B) exp(—Aoi(z) exp(Z'8)) ,
> i2Z) P(=:Z)
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pois, por (2.6),
Pi(x;Z) = exp(-—/ﬂx/\,—(t;Z)dt)
= exp(- /D Aoilt) exp(Z'6:) dt)

= exp{— exp(Z',@,—)[oz Aoi(t)dt) .
Anifz)

4.1.1 Estimagao de Maxima Verossimilhanca de 7

Cox construiu a estimagdo de A através de uma verossimilhanca condici-
onal. Esta verossimilhanca baseia-se em que, nos intervalos em gque nao
ocorre falha, nao podemos tirar informagao alguma sobre 3, pois Aq; pode,
teoricamentie, ser igual a zero nestes intervalos. Cox, entdo, argumenta
condicionalmente ac conjunto de instantes onde as falhas ocorrem. Entao,
para um lempo r,;, condicionalmente ao conjunto de risco R(z;;), isto é,
os individuos que estio vivos no tempo z;;, a probabhilidade do individuo
J falhar pela causa 7 no tempo z;; dado que a falha é em z;, é, para
1=1,...,.Kej=1,...,n

Aoi{zi;) exp (2, Bi) B
Z;k:] Yner Aoi(zi;) exp(Z} 5;) -
B Aoi(zi;) exp(Z;, 0;)
h Ef:l '\os(-’fij) 2o hew eXP(ZLﬁf)
dalzy)  exp(ZLB)
" Xolzg) Crenexp((Z35)

onde

Z

Z, = vetor covariado mxl correspondente ao individuo &

= velor covariado mzl correspondente ao individuo i)

:‘-J'-

do conjunio R.

Se as taxas sao proporcionais, a razdo Ae{zi;)/Ao(zij) nao depende do
tempo de falha. Entao a probabilidade condicional nao depende do tempo
de falha dado.
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A Funcao de \’erbssimilhanga Condicional fica :

E o T exp(Zy 0
L{/, G, .o, = — | 4.3
(ﬁl ﬂ? ﬁk] | t‘]::—Il /\D Jl:[l thmexp[ZL '_) ( )

Podemos notar qie Ay, € §; variam parat = 1,...,k , ou seja, para todos
os riscos compelitivos, e tamhém que os vetores A/s podem ser estimados
separadainente para cada risco:

o exp[Z'zl.Jﬂ,-)

Li(3i) = -+ —— e 4.4
( ) Ag j=1 LhEﬂ?exP(ZThﬂi) ( )
Aoi =S -
In L,(8;} = In A" + 3.7, B -3 In(Y exp(Z4f))
0 ;=1 j=1  hew '
dln Li[ﬁi) R Doher Lhr eXP(thﬁf)
—— = Lijy — s = Dy, 4.5
5B 55T Saenn(zif) )
parar=1,...,m . |
Assim, fazendo Dy, = 0, através de métodos iterativos, obtemos os

estimadores de Maxima Verossimilhanga para os velores de parimetros,

ﬁla"')ﬂk .

A partir dos estimadores 31, e ,ﬁk podemos obler os estimadores das
fungoes P;(x;Z)'s , para um certo valorde Z = Z :
Piz:Z) = exp(—f Xoi(t) exp(Z'3;)dt)
0
= exp(- exp(i'fi]/o Aoi(t)dt)
- [exp(_ fz )&)‘_{t)dt)]exptziéi)
0
_ jsol_(x)exptﬁ'ﬁ;]

(4.6)

1

onde Py;(z) é o estimador da fungio de sobrevivéncia liquida do risco ¢
quando Z = 0 . Este estimador pode ser obtido através de (3.27), o esli-
mador Kaplan-Mcier.
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4.2 Verificacao do Modelo

Para lestar a hipotese Hy : f5; = 0, Cox usa a estatistica

onde
(Gl Li(B) 91In Li(%)
D: = [ 8,5’,-1 |ﬁ.':0’ Leey 6ﬁ‘-m Iﬁt_:o)
R Z e S ew Zhm
= (i - ZEIY Y5 - SenTomy)
i=1 i i=1 Mij

com n;; = nimero de individuos em R para o individuo z,;, e I;? é o inverso
da matriz de Informacao de Fisher, 1;, calculada em §; = O:

=0% InLy(3), LV A LAY
aﬁu’laﬁil 5i=0 38,168, ﬁ‘-:(}
Lilg-0 = ' ‘ X ;
=8%InLi(f:) ... Z9%InLi(p:}
aﬁimaﬁfl |ﬁ‘I:0 a|”3|'|'n'ar8|'m lﬁi:o

onde

32 In L,‘ (ﬁi) i Eheﬂ? ZhrZ}_;iEXP[Z;;ﬁi)

C0BuBfi. Laenexpl(Zif)

(Zhem EXP(Zrhﬁi))z

1

e quando j3; = 0:

9% In L;(5s) | _ Lnen ZurZhe Dnem Znr X Lner Lhe
T, o= — )
aﬁiraﬁia g Tij ??;'2_-;‘
Sob Ho, a estatistica dada por (4.7) tem distribuigao assintética x* com m

graus de liberdade.



Capitulo 5

Analise de Riscos
Competitivos através de
Modelos Lineares

Johnson e Koch (1978}, em uma extensao do procedimento proposto por
Grizzle, Starmer e Koch (1969), abordaram o iratamento de dados de sobre-
vivéncia com riscos competitivos quando os dados estao agrupados, alravés
de modelos lineares. Ksta abordagem supoe que as laxas de falha sao
proporcionais, além de supor riscos independentes, e formula o problema
de riscos competitivos em termos de matrizes e operagoes com matrizes
sobre uma iabela de contingéncia. Assim, a probabilidade liquida de sobre-
vivéncia para cada causa é estimada pelo Método de Minimos Quadrados
Ponderados e podemos analisar subpopulagoes diferentes e testar essas di-
ferencas.

5.1 Formulacao

Vamos considerar os dados em uma tabela de contingéncia multidimensio-
nal com S subpopulag¢des, A intervalos de tempo e K riscos competitivos:

41
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Tabela 5.1: Tabela de Contingéncia Multidimensional

subpopu- | inter- causa de falha vivos no fim
lagao valo Ch Cy; ... Ch do intervalo

I 1 nmn Mtaz - 11k njio

1 2 21 M2z . M2k t120

1 A n1A1 142 .- Nlak 70140

2 1 a1 - M212 ... 21k N0

2 2 Tg21 Mo ... Neak 220

2 A TgAl Tlzaz ... oAk 7240

S 1 ngi1  "s12 ... N1k 1510

S 2 g21 NS .. Mgk ng20

S A |nsa_Msaz ... Msak | Msao

Em cadalinha by, h=1,...,8 e 3 =1,..., 4 ,temos:

. b
Nhj+s LIS Pk T
Py )= —M ————— gL g & 5.1
(1) Ragal e ﬂh;‘klnm‘o!Qhﬂ ka Pui (5.1)

onde, parat =1,...,k,

n,, = vetor de frequéncias em cada linha
= [nhjl s Mhjz s ooy Thjk s nh;‘n) y
nkjs = ndmero de falhas por C; ,no intervalo 7 ,
de um individuo da subpopulagao h ,
L
Mhyjtr = th;‘f ’
1=0
@s;i = P(falha por C;, no inlervalo j, de um individuo

da subpopulagdo A, na presenca de todas causas
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| individuo vivo no inicio do intervalo}
= probabilidade bruta,
pn; = P(sobrevivéncia no intervalo j, de um individuo
da subpopulagdo h | individuo vivo no inicio

do intervalo).

Vamos definir {como foi visto no capitulo 2):

Ghjs
da subpopulagao h, quando ¢ é o unico risco
agindo na popula¢ao | individuo vivo no inicio
do intervalo}= probabilidade liquida,

Prji = 1 — gn;: = probabilidade liquida de sobrevivéncia,

Grj = 1 - pry

5.2 Estimacao
As probabibidades @y, e pr; podem ser estimadas diretamente por

Dnie = ML o g = IO (5.2)

Se a suposicao de proporcionalidade é satisfeita, pela relagao dada em

(3.13) temos
(@nzifans)

Grji = 1 — Py, .
enlao
Prji = 1 = qnji = pi?"j;’rq""] .
Seja
Up = Qnji ,
iy

assim temos )
- *Uhj
Phji = Pry
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onde _
ﬂh[l’
. — _ Mt TLhji
URi T S wF -
M S g
" ngt i=1 M*hji

A funcao que queremos estimar €:

;
Fosi = [ b (5.3)

=1

que é a probabilidade liquida de sobrevivéncia a C; até o intervalo 7 , para
a subpopulacao k. Colocando em notagio matricial, temos:

QI{IX{SAK-f-SA}] = Qs Quarr Qsra-y Qsa)

Qh; = (@njireers Qujk s Pas) s

QE]X[SAK+SA]] = (Q’u ¥y Q'm TR Q:S']s"'s QFSA)-

A variancia e esperanga de Q sao:

EQ =
VIQ) = E{Q- BQ)Q- BQ))
= E(QQ)-QQ
Podemos particionar V(Q) da seguinte maneira:
[viQu 0
vQ) =1 . ) ,
0 V(Qsa)
e sabemos que ,
” 2 il — Gajyi
E(Quji) = Quii » V(@) = il *—QL) .
pjy
CUU(@@' y thi’) = —9-&2'{*%: € CO‘U(Qh;‘f ’ @h'j’f) =0 .

Rpj+
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Entao
Qri1(1 = Qrj1)  ~Quj1Qrjz ... —thlthk.
V(th] _ ;i: "QhJEZQhJI Qhjz(1 5 @hiz) QhJEthJk
—QnixQrs1 —QurQrjz oo Qi1 — Qnjr)

-

Assim, escrevemos V (Q), o estimador consistente da matriz de variincias
e covaridncias de Q, como uma mairiz bloco diagonal com dimensao (S AK +

SA) x (SAK + SA) e cada bloco V (Q;) com dimenséo (K + 1) x (K + 1):

. 1 Ao
V(Quj) = ;;;:‘[DQ,U. — Qui Q)
J

onde
DQ, .= malriz diagonal com os elementos de Qh_,- na diagonal principal .
3
e - -~
V(Q) =[Dg - QQ|/N
onde
DQ = malriz diagonal com os elementos de Q na diagonal principal,

QQ’ = matriz bloco diagonal formada pelos blocos Qh;@'h_,- ,
N = malriz bloco diagonal formada pelos blocos ny;41
(1 = matriz de uns com dimensao (k+1)x(k+1)).

Seja
Fisakx1) = (Fiuse ., Fsax) (5.4)

que em fun¢ao do vetor Q, ¢ igual a:

rr-an] e (s [ S 1) ]
5.5
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* A gera os numeradores e denominadores de Uy;;:

_ 1 I O
AI“ISA®[1:¢ 0] 3
® = produto de Kronecker,
¥, = matriz identidade k x &,

vetor de zeros k x 1,

o
ol
b

vetor deuns k x 1.

o
[

e A, gera os numeradores e denominadores de p:

A = Iga ® lOL,]] .

e Ag, Aye Aggeram, respectivamente, — log py,; , log ﬁhj,- e log(— log pn;):

As = —lIsa,
Ay = lsa® b, L,
Ay = Iga®1; .

e Ag gera log f?};j":
A =1s @I ® T} ),

e T; 4 =matriz triangular inferior de uns A x 4.

A matriz de covariincias de F é obtida aplicando a relagio vista no capitulo
3, também conhecida como Método Delta:

dF (X) . AF (X}

V(F) ~ = Ix=alV (= Ix=al' (5.8}

di (X) o 1A
.-.._d.x.__ |X=Q = DFIAGIDI’HIA‘IDM ' AﬁDAD] AgD;;Az ,

onde Dy e D4, sao maitrizes diagonais com os elementos de F e A; =
exp(Asg) na diagonal principal, com

Ac= (A, Al [ log{ i;l?og(AzQ)l } ] '
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e Dy, , Dy, € Dy, sdao matrizes diagonais com os elementos dos vetores

a; = A]Q y &g = A2Q e Ag = A3[]0g(aﬁ)]

nas diagonais principais.

5.3 Ajuste de Modelos e Testes de Hipdteses

Vamos tratar agora o problema da comparabilibade de grupos, on seja, a
analise do efeito de tratamentos, e também, a andlise do efeito de covaridveis
influentes no tempo de vida, e portanto, influentes na fungido que estamos
estimando, F(Q}. Para tanto, ajustamos 0 modelo:

F(Q)=X3 , (5.7)
onde
X = malriz do delineamento experimental ou das covariaveis,
com dimensio SAK x d, d = posto{X),
B = vetor de parametros desconhecidos, com dimensaod x I .

O vetor J é estimado por minimos quadrados ponderados:
mﬁin(F - XB)V§' (F-X8) ,
ou seja: :
B =X'VEX)X'VE'F(Q) (5.8)
e o estimador consistente para a matlriz de covariancias de 3 é
V({3) = (X'V3'X)! . (5.9)
O ajuste do modelo é testado através da estatistica de Wald:
W = {F(Q) - XB)V§' (F(Q) - XB) , (5.10)

que tem disiribuigio assintética x? com {(SAK - d} graus de liberdade, sob
Ho, onde
Hy: B(F(Q)) = X2.
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Se 0 modelo é salisfatério, isto é, se nao hd evidéncias para rejeitarmos
que F(Q) tem a forma dada pela equac@o (5.7), podemos testar hipéteses
lineares com respeito a @ do tipo:

H :CB=0,

onde C é uma matriz de contrastes com dimensao ¢ x d , ¢ < d e posto
completo.
A estatistica do leste é

3!01

Ccv;C''Ch (5.11)

que, sob H{ , tem distribuicao assint6tica x? com ¢ graus de liberdade.

[PUT
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Capitulo 6
Exemplo

Para aplicar as {écnicas vistas nos capitulos anteriores vamos utilizar dados
reais de um estudo de observagio do tempo até falha da CPU de microcom-
putadores ITAUTEC 17000 de 8 biis, considerando-se 4 riscos competitivos,
ou causas de fatha:

Causa 1: problemas na interface serial
Causa 2: problemas na fonte ou de fusivel
Causa 3: problemas de mau contato

Causa 4: outros { geralmente troca de componentes )

Neste estudo entraram as CPU’s adquiridas pela UNICAMP no inicio
de 1985. Os dados foram coletados a partir das fichas de controle de ma-
nulengao do CEMEQ (Centro de Manutengio de Equipamentos) da UNI-
CAMP. A varidvel medida foi o tempo até ocorréncia de falha. E razodvel
supor que este tipo de varidvel tenha distribuigio exponencial {a suposicao
serd testada mais adiante). Considerou-se como novo, ou seja, um micro
que ainda nao falhou, o micro depois de consertado. Assim, foram obtidas
251 observagoes, das quais 110 foram observa¢oes censuradas a direita, isto
é, os micros que até a data da coleta dos dados ainda n&o haviam falhado.
Chamamos a censura de Causa 5. Para cada observagao foram anotados:

X: tempo até a falha (em dias)
C;: causa de falha (¢ =1,...,5)

M: més em que ocorreu a falha.

49
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( a varidvel M serd utilizada como covaridvel).
Uma tabela com estes dados encontra-se no Apéndice C.

6.1 Analise

A Tabela 6.1 nos dad uma distribuicao de frequéncias dos dados:

_Tabela 6.1: Distr. de Frequéncias do tempo até falha

| Classes " “Causas de falha Total
___. 1 2 3 4 5|
0-100 6 8 13 0

159 239 319 518 0.00
10 17 17 20 0
3.98 6.7 6.77 797 0.00

11 11 9 15 110
4.38 4.38 359 5.08 43.82

Total || 25 34 34 48 110 || 251
9.96 13.55 13.55 19.12 43.82

100-500

( emn cada cela temos frequéncia e porcentagem ).

6.1.1 Andlise Descritiva

Vamos chamar de X o tempo até falha para todas as observa¢oes menos
as censuradas, e ¥; o tempo até falha para cada causa separadamente.

A seguir estio as médias e os desvios padrdes amostrais calculados para
X9Y1)Y23Y31Y4:

X = 3725 DPx=2958
Y: = 4440 DPy — 2955
361.1 DPy, = 299.8
Ys = 3728 DPy, = 268.0
Y. = 343.0 DPy = 3143 .

s
|
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Se incluirmos as observagoes censuradas femos:
X =642.2 DPy =377.7 .

A Figura 6.1 contém o histograma e um gréifico da fungao distribuicao

acumulada empirica de X. A Figura 6.2 contém os histogramas para Y7, Ys,

2, Yy e as Figuras 6.3 a 6.6 contem os respectivos graficos das fungoes
distribuicoes acumuladas empiricas.

Analisando a forma dos histogramas e graficos, podemos verificar al-
guma semelhanga com a distribuigao exponencial. Além disso, na maioria
dos casos, 0 valor médio se aproxima do desvio padrao, o que também é uma
caracteristica da distribuicdo exponencial { se X ~ exp(}), E(X) =1/A
e V(X) = 1/A%). Com base nestes fatos, foi realizado um teste grafico do
tipo P-P, visto na secao 3.2.1, para verificar se a distribuicac dos dados
é exponencial { com parimetros estimados pelas médias calculadas ). Os
graficos estao nas Figuras 6.7 a 6.11 , e parece que as distribuigdes sao
exponenciais. ( Vale observar que Y}, Y, Y3, Yy correspondem aos tempos
de vida tedricos definidos no Capitulo 2.)

6.1.2 Estimagao
Caso Paramétrico

Se assumimos que Yj, Yy, ¥s, ¥y tém distribuicdo exponencial, podemos es-
timar Ay,..., A4, as taxas de falha correspondentes a cada causa, como foi
feito no Exemplo 1 da secao 3.1. Estas estimativas foram:

A = 1/2100.6

hy = 1/1544.5
ds = 1/1544.5
Ay =1/1094.1

Estas taxas correspondem a considerarmos cada risco na presenca de todos
outros.

|1 S
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Figura 6.1: Histograma e FDA Empirica de X.
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Figura 6.2: Histogramas de Y}, Y3, ¥3,Y,.

[k

CAUSA | CAUSA 2

HHHHH

CAUSA 3 CAUSA 4

ur ..



6. Ezemplo

54

Figura 6.3: FDA Empirica de };.
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Figura 6.5: FDA Empirica de ¥3.
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Figura 6.7: Grafico P-P para X.
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Figura 6.8: Grifico P-P para Causa 1.
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Figura 6.9: Grifico P-P para Causa 2.
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Figura 6.11: Gréfico P-P para Causa 4.
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to

Fd

Taxas Proporcionais

Como nao estamos trabalhando comn dados grupados, iremos apenas testar
se as taxas 530 proporcionais. Esta suposicio serd necessiria mais adiante.
Nas Figuras 6.12 a 6.21 temos os graficos P-F propostos na segao 3.2.1 para
efetuar este teste, onde:

F = FDA Empirica de X e
Fi = FDA Empirica de X;, 1 = 1,2,3,4,
e X; é o tempo até falha pela Causa 7 observado, isto €, na presenca de

todas sa causas. O modelo de taxas proporcionais nao ¢ refutado por estes
graficos.

Estimador Kaplan-Meier

Para estimar as curvas de sobrevivéncia de X e de cada uma das causas,
usamos o estimador Kaplan-Meier dado por (3.27). Estas curvas estimadas
estao nas Figuras 6.22 a 6.26.

mi . .
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Figura 6.:12: Grafico P-P para X e Causa 1.
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Figura 6.13: Grafico P-P para X e Causa 2.
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Figura 6.14: Grafico P-P para X e Causa 3.
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Figura 6.15: Gréfico P-P para X e Causa 4.
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Figura 6.16: Grafico P-P para Causa 1 e Causa 2.
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Figura 6.17: Gréafico P-P para Causa 1 e Causa 3.
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Figura 6.18: Gréfico P-P para Causa 1 e Causa 4.
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Figura 6.19: Gréifico P-P para Causa 2 ¢ Causa 3.

F2
10y

b.51

6o

0.0 0.5 1.0



6. Ezemplo

J TRV,

63

Figura 6.20: Grafico P-P para Causa 2 e Causa 4.
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Figura 6.21: Grafico P-P para Causa 3 e Causa 4.
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Figura 6.22: Curva de Sobrevivéncia para X.
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Figura 6.23: Curva de Sobrevivéncia para Causa 1.
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Figura 6.24: Curva de Sobrevivéncia para Causa 2.

p2
b5
pa
L T T
1 3o 1040

Figura 6.25: Curva de Sobrevivéncia para Causa 3.
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Figura 6.26: Curva de Sobrevivéncia para Causa 4.
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A curva correspondente a Causa 1 (problémas na interface serial) de-
cresce syavemente, ou 'Seja nao ha indica¢do de muita ocorréncia de pro-
blemas na interface serial no inicio da vida do micro. J4 na curva corres-
pondente & Causa 2 (problemas na fonte ou de fusivel) percebemos uma
declividade mais acentuada para valores pequenos do tempo até falha. Isto
também se verifica na curva correspondente & Causa 4 (outros problemas-
geralmente troca de componentes). Na curva correspondente a Causa 3
(problemas de mau contalo} a declividade se acentua a partir de x >~ 250.
Esta causa esta, obviamente, associada & qualidade dos contatos das pla-
cas, chaves e conectores e d4 uma idéia da qualidade da construcio dos
computadores.

A andlise destas curvas, neste exemplo, é importante para o planeja-
mento deste tipo de prestagao de servigo no sentido de estar adequadamente
capacitado para atender satisfatoriamente 4 demanda dos diferentes tipos
de defeitos, na época em que eles mais ocorrem.
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6.1.3 Uso de Covaridveis

Vamos estudar agora a relacdo entre o tempo até falha e uma covaridvel,

. Neste exemplo a covaridvel considerada é a época do ano em que ocorreu

a falha: época de chuvas e época de seca. A idéia € verificar se a taxa de
falha esti relacionada com a ocorréncia de tempestades, onde se verifica
a incidéncia de descargas elétricas. A varidvel M {més em que ocorreu a
falha} foi codificada como Z = 0 para os meses de chuva (outubro a mar¢o)
e Z = 1 para os meses de seca {abril a setembro).

Seguindo a metodologia vista no Capitulo 4, vamos ajustar o modelo
dado por (4.2) para? = 1,2,3,4. No nosso exemplo, o vetor Z tem dimensao
1z1, pois temos apenas uma covariavel. Este modelo supfe taxas de falha
proporcionals, mas como vimos na se¢ao anterior, esta suposicdo é satisfeita.

Inicialmente ajustiamos o modelo para X, isto é, sem considerar causas
distintas de falha, e depois para cada uma das causas. Os valores estimados
de 4 e os valores Qui-Quadrado para testar o ajuste dos modelos estdo na
Tabela 6.2:

Tabela 6.2:
ﬂ:\i&riével ‘ 3 ‘ x? [ > x* “

j X 1.63 | 104.09 | 0.0001
|t Causa 1l | 1.80 1 23.63 | 0.0001
Causa 2 | 2.25 | 47.73 10.0001
T Causa 3 | 0.88 | 6.40 | 0.0114
Causa 4 | 1.69 | 36.84 | 0.0001 |

Vemos que para X, Causa 1, Causa 2 e Causa 4 nao hi dividas em
rejeitarmos 4 = 0, ou seja, verifica-se que a época do ano esta relacionada
com a taxa de falha tanto de uma maneira geral {0 caso X) como para a
Causa 1 (interface serial}, Causa 2 (fonte ou fusivel} e Causa 4 (outros). No
caso da Causa 3 {mau contato}, a evidéncia para rejeitarmos § = 0 nao é
tanta (p > x* = 0.01), embora mesmo assim possamos rejeitar a hipétese.
E interessante observar que o maior valor de § ocorreu para problemas
de fonte ou fusivel. Estes resultados concordam com a idéia intuitiva do
assunto, o que pode indicar adequabilidade do modelo.
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6.2 Nota Sobre os Calculos

A ferramenta basica utilizada para os cidlculos e graficos foi 0 SAS, instalado
no computador VAX do Centro de Computagao da UNICAMP. No caso da
estimagao das curvas de sobrevivéncia foi utilizado o procedimento LIFE-
TEST e, no ajuste do modelo, 0 COXREGR. Os gréficos foram gerados
com o SASGRAPH. Todos os Programas estdo no Apéndice A, inclusive
um programa SAS-IML (Interactive Matrix Languages} que ajusta todo o
procedimento do Capitulo 5, a abordagem de modelos lineares.

6.3 Conclusz’io

Como pudemos ver neste exemplo, o uso da técnica de riscos competitivos
mostrou uma rnaneira interessante de analisar dados de tempo até falha
quando lemos varias causas de falha, no sentido de fazermos uma dnica
analise com todas as causas ao invés de analisarmos separadamente cada
causa de falha. A andlise feita tanto pode ser 10til para o planejamento
do atendimento do Centro de Manuten¢do como para indicar caminhos de
avangos tecnoldlicos para este tipo de equipamento. Ja foi iniciada a coleta
de dados para extender esta andlise para microcomputadores de 16 bits.
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Lista dos programas:

ARHESTIMACAQ PARAWZTRICA WplTitbbL 200 0 2180030/
FRGERACAC JE Laolsw/
CATA GERY

RETAIN N 100G a4l 2 1 = 2 & 2o 13

DY IND=1 T3 i35

X= (~LOGCR&IUNTICC) Y 3127 (2/01308
Y= (wLUGCRAILHICI) Y 22 (178833
IF x < ¥ THEN 203
LEX S
SHLG
ELSE DU
L=Y3 R=ld
CEWL
cuTPUY S
EXD

Kc&P U R
CATA GER1:
SET GEERS
IF R=1 THEHN T=U3
BES8c DszLzTas
OUTPULT
CATA GEKZ;
SET 52k
IF R=2 TH:zh ¥=L;
ELSE Del=Tes
QUTPUT;
PRAGC IML;
USE GIR1j
RzAD ALL VARETI IRKTU 43
"USE GERZS
READ alLL VYARLCYJ INTJ =)
ARCALCULE DOS E3TIMACIEZS VIA Nowllil-rdpds T s
Xx=0 2 4 & 2}
PRINT & % X3
Y=X(NLyNDs £=x0NZyaND
O=A¥3l3
E=Ba#l;
Gz=LOL(AY;
H=LOGCE)
I=NRDOW{AJ;
KzNRJW(3J:
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3§
F= ((SJF(0)+QU!( PIP YA G SR
+3

PRIWT 1 ¥;

START 3Uz(x,
CI/72+5UMCS

PRINT r3

YeigUycszybyIds
- I/YY /F
I§

D= CSUMCL 5 )450MCEr)) /Y 3

DU WHILE (MAXCA=3CE))rall):

NESS & VA Eh
CCsuhi(is

ZI=CIUMLUIHIIACE )X/ 0 nd ) NN
DIHSUML A2 0rs

CLCSUMCE L +3UR (a2 C0Y 00 N

A=/

FO LG I NSRRI CER GRS D DS DD R

DELTA==SOLVECSyFIs
X=X + DelT8;

Y=X{NLynN)y i=4
F=CSUMCDY+5LN 0z
CL/7Z+5UnC523-0%

oD
FINISH;

RUN SUEC(X,Y,2

Ney o NG
)J/’\.T .: f/'T') r/
CFCU-CX+ LMD rv)

L

E e I T
Lyl ylrtty orn

PRINT 'SOLUCAL RISCS L' X 'RE31700Y *i

k=L 2 5, 8 13
Y=X{N14N2%

RUN SUEC(XyYyZ

SEXONI NS

SalplabaHy XD

PRINT FSJLUCAL RnIZCT 20 x ‘'alsihunt =

e TE R i P W RE P W ik = i Em b = s B En MR ke tm MM mr mm e e s B e e i e e R mm e Lr M e ok ik e e i T G e Pma TR am e MW

J¥TESTE F=p PaRa CISTRIoULOAY JXFILILT4L 4

DATA UM
INFILe tLCaLc
IHPUT T R U

BATA DOLS;
SET UM
IF R>2 THZH

QUTFUT;
CATA TRESS

SET DUIS;

IF R=5 THeN
PROC SORTS

BY T

PROC RANK QUT:=

VAR T3
RANKS KT;

G3.
Z

IF F=3 Tholl A=3j
Elys TE sra feayl =03
(L7 TE £=3 THLE =4
LLSE R=E
DLLiTss
JUETRL

72
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ZCALCULL D& DISTRIELICAL 8421070 F DAES To/
CaTA CIHCOS
SET QUATRO HIS3=13
F={RT-0.5)/N;
E=1wEXF(-(Ll/37cas535T)3
QUTPUT;
PRUC PRINT:
GOPTIONS DEV=TEK4ULD:
SYMBOL1 V=HONE I=J31NK;
PROC GPLCT DATA=CINCC:

AXIST CRIZR=0 T3 1 by o2 LENGTR=T T3
AXI32 CROZR=0 T2 1 BY oF LINGSTR=10 (M;
PLOT cxF=1 / vAXI3S=aXIS81 hIXIs=axIsly

TITLES :
CATA SEIZ:

SET QUATRD:

IF R>1 THEW b=
PEOC RAHWK OUT=5p

Var T,

RANKS RT1;
A%CALCULC D8 DISTHILICa I SMFPISICY FARS CAUSSE 1.0/
QATA UITCS

SET SETE NWO=3=hr1,

FI=(RT1-0.5)/H1;

Elsl=zXxP(=(1/442,3£)T);

OUTPUT ;

FROC GPLOT:

LTI
Tes

AXIS1 CROER=D TU 1 BY &f LIKGTr=7 Cb:
AXIS2 CRDOER=0 T3 1 3v o LIRZTR=10 {153
PLOT El&F1l=1 /v VAXIS=a¥ISI »axT3I=u¥1851;,

TITLE,
CATA MOV

SET QUATRG;,

It R>2 UR K<Z THEN LELET:S;
PROC RANK QUT=0r1I

VAR T3
RANKS =®TZ24
SACALCULG Da JISTRIHLICLZI nusln
DATA ONZE;
SET DE2 NOES=dc;
FZ=(RTZ-0.5)/i2;
El=1~EXP(-(1/3cl 0EE) 2T
QUTFUT ;

C3 PORA CAUSE Zus

‘._
o
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PROC GPLOT

AxIS1 CROER=0 TU 1 Y oo LEn3TH=7T On
AXLS2 CRDzR=2 13 1 Bf o2 LOUNETR=1g (g
PLOT ZeRF2=1 7/ VAXIORuXIZ)l & 0477 =aX152:

TITLE:
CATA DOIE;

SET JUATRIS :

IF KR>3 OR R<S THZW ColeTiy
PROC RANK CUT=TRz-ZZ;

VAR T3

RANKS KT3;

FCALCULE CA DISTRIAULCGC EMATIICSY 2RFRE [ALUSS 3:iiy
CATA SUATORZIE:
SET TREZE HCZS=iH3;
CF3=(RT23-0.5)/713%
E3=1=2XP(-(1/372.82a22T7)
QUTFUT,
PROC GFRLLCT
AXISL CROER=0 TC 1 oY &% Uit i7e=sT O
AxIS2 CRDER=0 10 1 =Y L8 LiniThR=10 ()
PLOT E3s%F3=1 / VAXISI=LXIS] FROXTIe=ax1sn;:

TITLES
CATA QUINZE;
SET QUATRO;
IF R<a N R>4 Thalh LZLIZTo
FRIC RANK OUT=JUINIEL,
VAR T
RAMNKS RT4;3
sHCALCULL DA LJISTPI UICal "uElAILs Pata Colsa &/
BATA QUINZEZS .
SET &UINZ:l Wdu =f“;

F4=(RT&4=-0.5)/ila; .
E4= l-LXP( C1/342.57207703%
QquTrur;

PROC GPLOTT;
AXIS1 CROZR=0 TC 1 ¥
AXIS2 EPJEP 9 Td 1 47
PLOT E4nBFa=1 / WaxIi==24
TITLS;

ARESTIMACAD Do L1 Lz L2 L&ZOTETHTITUTCLD) L XPOINENC T Ly

CATA UM3
INFILE 'DA
INPUT T R

s
CR N ] [
S

I

p;ﬁ
-
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FROC TRANSPUSE DATA=ULM(KILF=T) LT=CTIKCS PR2RIX= TT;
PROC TRANSPUSE UATA=LACACEY =) JLF=5215 FREZFIX= 2}

/2 CALCULD DUS Z5TIMALIE S/
CATa SETE;
RETAIN K 3 4 251 5 ud
SET CINCOS
ARRAY TTL2513 TT1-TTZ.1;
SET S2IS:

ORRAY RRLZ31] KE1-R=I:1:
ARRAY NULST AUI-NU::
0 J=1 T Kj
NULCJI=0%
EMD;
00 I=1 TO N3
S=3+17TC1]
Cg J=1 Tu X
' I RRLCIJ=J THEN AL I=NUo 02+
ENLS
EAC
ARRAY LC52 L1-LE;
ARRAY LLLC3] LLI-LLE;
GO0 J=1 78 K;
LLJ3=3/4UC0J33;
LLLJI=1/LCUA]5
END
FROC PRINT;
GATA _NULL_
SET SETE;
FILE PRINT RHzualiR=r;
PUT 23 HUL 27 L1 &1e LLl 222 U7 =27 LI iaf LLi J&3
NU3 287 L3 ofs LA 233 wdg 357 Lo o1 :
RETURN S
He¢ PUT / 310 '"FISCC 1Y aad 50309 2v 3710 YRISCO 20
s10d 'RISCL ¢
/@3 YWIYOFT O'L1v o idle vloUAY wRTovelv L ZF oLt
C@hg YlsL2Y EAZ NV ETSa 7 MRV a7 vl D3
gt 237 'Lat lud Ylseaet' o/
RETURHN '
FILE PEINT:
SRTESTE PARS TAXAS FRUPORCTIUNET 3/
CATA UM}
INFILE '"Q4ADUSLAT'S
INPUT T R U L # dia;
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PROC SORT CUT=WUATRI;
3Y T3
FRIC RANK OUT=CLhC0Os
VAR T3 RANKS RT3
AwCALCULLT 2A5 LISTRLeUICLES =WeInT0gh /
DATA S5:153%
RETAIN F1 O ~2 3 72 L =4 0%
SET CINCU NWGds=u;
F=(RT~-0.5237N
IF R=1 THeN DU Fls(uT=Ga2)s/M) =237 05 FizFl; bFazi4)

e F

cbaz Ik R=2 THoN DU #l=pfly FUa(RT-0,8)7/47
EREED FR A
S A
sbof I7 s= 3 Tl Ry Flsrly BI=F2Y
FI={RT~CW3371%
Swnigy MDY
Lt Tr o sa THIk 205
FlsFly EF2=F1 3
SAzp 3y RA=(RT-0,5)/00
=0
LSE TELleTaon
KEEP T RT  F1 F&¢ ~3i i4;
COPTIQWNS DEV=TZK4010;
SYMB8UL1 V=HQNEZ L=Jddlh;
FROC GPLET UOATA=SEIZ
AXIS1 CRIZR=0 TY 1 LY o2 LUN3TR=7 Th3
AXIS2 CGROER-2 TU 1 29 o2 LUENITR=ID O
PLOT F%Fl=1 FaFo=l / woeXIS=LXII1 HA2xIz=axlsl;
PLOT F2F3=21 rFurpa=l / 221536180 Wixyii=x1321
PLUT flaFZ=1 Flafiel / VARII=aXI3Ll FAxTL=ix]
PLOT FlxFg=1l rFlafds]l / vaXIieaxISl FAXT
PLOT FéssFe=1 Fixfa=z]l / ¥aAXDizuaxl1s) Faxl

TITLES

N#ESTIMALAOR KRAPLAN~MELR:: /
DATA UM, :
INFILz "DADOS.LATY
INPUT T R U L ¥ 2aj}
FROC SORT OUT=0L3
BY T3
/aCALCULC DO ESTIMADCR PiRa T4/
PROC LIFETEST OLTS=4Ualals
TIMZ THR(52%
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CATA QUATROL:
SET QUATRO;G
P=SURVIVAL; x=1;
KEEP P X;

GOPTIONS DEVICZ=TzZK&4510;

FOOTNOTEL "CURVA CE SUz
SYMBOLL V=NOWE 1=JUln;
FRGC GPLET DATA=SJUATRD

AX1S1 CROZR=0 T3 1 2Y .2 |

AXIS2 ORbgR=0 TU 1CC

PLOT Pwx=1l 7/ VvAXIS%=aXIst H

TITLES

ARCALCULC DY ESTIMALCE

PROC LIFETEST DaTa=yM
TIME TaR{2s39495D0;
CATA CINCOL;
SET CINCO;
Pl=SURVIVAL} Xx=T1;
KEEP P1 X3

REVIVERCTIE £y

i3
INETE=T L
oy 230 LEnare
SXIS=LAIN
PARA CAULE 1u/
AUTI=LIN00

FOOTNOTZ1 "3UBReVIVERTIA FIRA CaL%a

PROC GPLCT DAT&=CIWCDL;
AXIS1 CRUER=D 19 L =

AXIS52 CROER=3

TITLE;

/HCALCULD 03 S3TIMELCH
PROC LIFETEST LAT&=UN
TIME TaR(1yZe%y5);

CATA SEI3L;
SET SE153
P2=SURVIVAL; X=T3
KEEP PZ X3
FROTNOTEL MCURVA D% §
FROC GPLOT CATA=3EIS1
AXIS1 CRODER=0 T4 1 -

] T 1iuy
PLOT PlsiX=1l / VAXIS=4XT

’
Y

ot

P S T
DUTS=37173

Y .f L_f\:"”"-—?

AxI32 LRULER=Q T3 1CGL Y 53¢ 3T
PLOT pPeuXx=1 7/ VoaxIS=2xI151 HﬁKIS:-X
TITLE

FRCLoLCULO DO ESTIMACTS DARS CAULL 3

FROC LIFETEST JATaA=UpN

TIME TaR(1s2y455);
CATA SETc1;}

SET SETES

P3=3URVIVAL, X=T3

KEEP F3 Xj :

JUTS=3ETES

it

CEREVIVINNLIL Paed
;

!

h

o

v

J}—-‘-'
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FOOTNOTeL "CURVA Db $L2ksVIV:RNOIS Oair 0TS0 3w
PROC GPLLT Calw=3ZETIL

AXIS1 URDER=0 TO L b7 & LINSTR=7 CF;
AXIS2 ©RDER=0 TU 1004 2v 500 LIt T4=1n {nj
PLOT P3rX=l / YAXKIS=:xTSl =EXITzifrsl Faadsy

TITLEZS
A% CALCULC 20 ESTIMASCR PARA CoLJ3h 2o/
PRIC LIFETEST DATa=uwr HUFEIHNT OLTI=27Tn0g
TIME T#RC1sZ9343)3
CATA OITC13
SET 0IT3
P4=SURVIVAL; X=T,
KEEP P& X3
FOOTNOTEL "CURVA LI 3UBRSVIVERDIE dagt @IS0 av;
FROC GPLOT CATA=CITUL;

AKLIS1 ORDER=0 TO 1 EBY 5 LzkaThE=T7 CF;
AXISZ2 CROER=0 T2 1600 2Y ~00 LINETH=10 Oy
PLOT PawX=1 / vAXLIS8=LXT131 w3 xI3=3XT00 FRAME,

TITLE;
AAJUSTE DO M3Dcto De  CrX=/
CATA UM; _

INFILE "DADOS.CATM;

INPUT TR U 2 F zaj
FROL SORT GUT=13

BY T3
CATA TRESS
- SET QI
IF R=1 THeH Rl=i,
ELSE R1=1;
IF R=2 THEN Rz=2;
EL3E Ré=13
IF R=3 THEN R3=2:
ELSE AZ=13%
IF R=4 THEN Ré&=2}
ELSE Ra=1;
IF R=5 THEN R:=1:
ELSE #5=z3
IF M>3 QR 1<4 THEN £=3;
ELSE =1,
KEEP T E1 RZ R3 Ra 22 23

FROC PRLHT;
ZAJUSTE DO MODELO FARa To/
PROC COXREGR FRINT=3,

MODEL T Rz=
TITLE3 '"MODEL

Ly
U

D CIx Fasa T3
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/RAJUSTE D0 MCDELD FORA

MODEL T Rl=23; ,
TITLE3 'WFODUELU DE COX Paks RISCD
/uAJUSTE DO MCDZLG PAR4 Cals: Zn/
PROC COXREGR LATA=TRIS PRINT=Z:

MODEL T R2=13%

TITLE3 'MODELY L& CCX FPuka Al
J%AJUSTE DO MCDELD Faka CEULD

L]

PROC COXREGR CATL=TRES FRIM[=2;
MODEL T R3=7;

TITLE3 'MJOELQ DE CLX PARL XISCI 243

/%AJUSTE DO MUDebu FAkA CaUSe

PRIC COXFEGk DATA=TRES PRI
MODEL T Ra=2%

TITLE3 "MJULELD 0F COx Purd RII0T 403

/HRISCOS COMPETLITIVOS yI. "272L58 LInseiss UTILIZuMIC THL.:/3

PROC IML; -

USE DATA; REAU &LL vAxL 213 INT™ o3

USE DATA: REZAD ALL VARLWNIZ INTZ Nis

/%S=NUMERD UE SUPOPULALCCES (AZL¥eiTy o T30/

/%A=NUMERD DE INTERVALUS C(ARGUAZNTL 22 Id,d1) 7/

JEK=NUMERD DE <ISZU3 COMPITITIVIE (28 fUMIHTD UF Il 01,4100/

/%SA=ARGUMENTC LE I2a/

SA=SHAT T=(3A%K)+(35A)S TZ=(avk)re: Ta=fels

11=I1CK);

|
i}
[RY)

START
Z%CRIACAC DAS HMATRIZES alXILIAdT 3/
L=03
DD I=1 TC Sa3

LiL=T+L; L=L+K;

Bl=Jd(T4y Vg s2{NLL NI D

Ba=Jd(T4,Taysld

IF I>1 THEN 035

o 13=1=27 32=373%
I 122 Tk 02 II=1 70 TZ23
JITTANNCD DG
ThD

ENCS
TT3=1+1;
00 J=TT2 TO S4aj
Bl=g1\\22;
END3
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IF 1=1 THEN k=21;:
: ELSE H=a//21;
END
00=4(1,1,9)
Ub=JC1,41,1)
Cl=JCKsl402
Ul=JC(Kslsl)
I2=1C8A);
I3=1(S);
J1=JCA41,12;
T1=HANKELCJL)
TT=CT1(NyAN) D}
Ah=4-1;
CC I=4A 70 1 BY -1

FT=TT/7CTLONSINDD T
ENDS
Al=L2aCCIINNDLY Z/70ULaNND0Y )
R2=123{J1aNNUQJ
A3==-12}
A4=T2ZCIIN~1U1);
Ac=I2all1;
Ae=I33a(X12TT);
CQ=0%02,
I=13 II=1+K;

v
L}
.
L}
.
+
*
*

BL=QQCNI LI, IT:T7 )3

00 III=2 TO 543
I=I47T43 I1=1+%;
RLL=03CNTI I 1IN
SL=8LOCK{BL,y3LL);

EHD}

/%CALCULD Da MATRIZ CL CCVARISHIIZ

VA=C(DIAGLI)=2L) /N _

PRIMT "MATRIZ DE COVASIANCIL [& on

Kl=a1xQ;

K2=A2%3}

K3=L0GCA3CLIGLK2YY )}

Ka=LOG(KI/ /K3

FRCALCULC DA FURCAD Fo/

F=EXP{C(=86)ZXPC{AaNNAE ) HKEG) )}

G=LOG(F):

AB=CCREANNAS YK ) )

A7=EXPCa3)y

A9 =A3%(LAGC(KRZ) )

D1=INV(DIAG{KL)):

4
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D2=INV(DIAGCKZ) )

C3=IMV{LIAGCKIID,

CT=INV(DIAGCATY )

CF=DIAGCF) S ,

ZRCALCULD DA CERIVADA Ln F i/

Fﬂ DF%A630T+(C(A45DIINNCALID3)) (2.
CALCULD DA MAaTRIZ Lo CCovaeTaw{r

VF=FQ*VQ$(F3$):

IDF=INV{ECF2}

VOo=IDFsYFsIDF

FRINT "VETOR ESTIMALC F(2On ¢

FRINT YMATRIZ 22 COVBRIANCIA 23 50 y=g

PRINT “VETOR G=LCGCFY" 53 '

PRINT "MATRIZ 02 CAOVARIANCIA Vi vy

-

1

/FAJUSTE DE MOGoDeELLS & ToETz.
X=(=Id/7-2%11/ /=301l =117/
IVF=GINVI(VF);
BE=CINVIXEXTIVEEX) dxkan LV mar
VE=ENV{XaRIVF¥X];
SCF=(X&EIIFRIVFL(F-C(Ace D))
GE=xx53 :
FRINT "VETOR Ot FAR 3
"MATRIZ DiE CUVAN
PRINT "ZSTATISTICA [E HALC" W
PRINT ™G ESTIMADC GE" 5z
IVG=BINVIVG) )
TELECINVOXRARIVIRXIIN KL TS,
VB1=INV{X3wIVEwK);
W1=(G=Cxxbl))8xlviom (5= CA3E1) ),
GElzXabB1l+
PRINT "vETOR 3¢ FAR 37 1" 11
"HATRIZ D% COvaArTahCIa CT 21" vi1,g
PRINT MESTATISTICA Uz dall' Wld
PRIWNT " ESTIMAOC Gzl il
FINISH,
RUN}

At T R e WA WA Ak e T MR A e IR e TEY W ke W o M e e WA ek W WM TR M iy P ik e mm T e e e R e e i A — e mm MR = e v e = = A b

<DL CT(E )"

EEY
—
3
s

i
1=
=
£
—
o
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-
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B.1

Verificagao da aproximagao dada no capitulo 3 em (3.22):

1 1

Pr] JV—

E(—) = .
(Sﬂ) E(Sa)
Vamos considerar o caso geral onde X é uma varidvel aleatéria com
f.d.p. f(x). Assim,
E(X) = [~ zf(z)dz

el

E(0(X) = [ ¢la)f(z)dz.

Para g suave, fazendo uma expansao em série em torno do ponto n =
E(X). temos:

g(z) = g(n) + g'(n)(z - m) + y"(n)[x _2”)2 +oet g(“)(n)-(x—;—;”—n TN
Aplicando a esperanga:
E(o(z) = ofn) + 0Bz —m+ o) 20T
g~
R 4 LA . SO 6}

onde u,, é o n-ésimo momento de X.
Desta forma, lemos aproximadamente

Elg(X)) =~ g(n} ,

e fazendo g(n) = 1/n e n = E(S,) temos:

i
-0

Bl (5]

) ~

1
Sa
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B.2
Verificagio da aproximagao vista em (3.23).
Como anteriormente, seja x uma varidvel aleatéria com f.d.p. f(x).

Sabemos que .

V{g(z)) = E(¢*(<})) -~ E*(g(z))
De (1) temos que .
E(g(z)) =~ 9(n)+9"(n)%
Seja h(z) = ¢*(z), entdo
h'(x) = 2g9(z)g'(z) e
h'(z) = 2¢(2)¢"(z) + 2¢'(z)g'(2)
= 2¢'(z) + 29(2)g"(x) .

No ponlo z = 7, por (1), temos

E(h{z}) =

Logo

Vig(z})) =

—
—_—

o
o

hin) + h"(n]g—; |

g*(n) + [24'(n)" + 29(??)9"(??)]%

E(g*(z)) - E*{g(z))

g*(n) + [2¢'(n)* + 2¢(m)

¢"(m)]% -

) _|_gn( )20

~19*(n) + 2¢(n)g’ n

"(n
g'(n)?e” ~ g (n)zg

l¢'(n)]*a® .

Para duas varidveis, x e y, temos

Vig(z,y)) ~

dg dg
dr By

3

[ o ] [ -g ]
2 s
Osy Oy 3y
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dg dg d |
~ |5,k + dvoxr]z + 15 oxy +dyo}ldy

89,2 5  Fg., , dg, d¢g
9.0 Ox T [ay} oy + 2fa$]l§i)ﬂoxv ,

= |

com as derivadas calculadas no ponto

HRHEFTIR
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Estes dados foram obtidos no CEMEQ ( Centro de Manutengao ) da

UNICAMP. As varidveis anotadas foram

*

tempo até falha (em dias),

X
C

causa de falha e

falha.

més em que ocorreu a
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