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Capitulo 1

Introducao

Nas tltimas décadas o modelo de regressio linear tem sido amplamente utilizado como
uma ferramenta da analise quantitativa nas areas de Ciéncias Econdmicas, Biomédicas
e Sociais. A sua vasta utilizagdo estd documentada pela farta literatura encontrada
acompanhada de programas estatisticos de facil acesso.

Muitas pesquisas sao feitas com o intuito de quantificar a relagao entre o compor-
tamento de uma variavel resposta y, chamada de variavel dependente, e uma matriz
de varidveis, supostas linearmente independentes, X. O modelo de regressio linear é
definido por:

y=XB8+¢ com E(y | X)=X5

onde

y € o vetor resposta (n X 1} com suposta distribuicdo Normal;

X é a matriz de varidveis explicativas independentes (n x p);

3 € o vetor de parametros desconhecidos (p x 1);

¢ é o vetor de erros aleatérios independentes (n x 1) tal que e ~ N(0,I0%), sendo Y a

matriz identidade;
¢ ainda,
n é o ntimero de observagtes do modelo;

p é o nimero de parametros.



O modelo de regressao linear tem sido tratado na literatura de uma maneira bastante
abrangente e eficiente, englobando além da estimativa dos paridmetros, os métodos de
verificacio da adequabilidade do ajuste do modelo. Estes métodos envolvem andlise dos
restduos, deteccio de valores extremos e teste F, entre outros. Estas estatisticas refletem
quio bem o modelo ajustado estima a resposta observada, mas ndo necessariamente a
validade da predigao do modelo para valores da populacio.

Entretanto, em alguns casos mesmo ndo tendo sido encontrado nenhum probiema
nas avaliagbes mencionadas anteriormente, os resultados obtidos a partir da andlise de
regressdo podem mostrar-se nao satisfatorios, com estimativas sem sentido ou irreais,
como mostra o exemplo que serd apresentado no Capitulo 2, indicando que ainda existe
algum problema com os dados que ndo foi percebido pelo pesquisador. Uma das causas
desses problemas pode ser a presenga de variaveis colineares no modelo.

Muitas definigbes de colinearidade aparecem na literatura, algumas mais intuitivas
do que objetivas. A definigao utilizada nesse trabalho é aquela proposta por Johnston
(1962)[13], Silvey (1969)[22] e outros, e consiste em definir a colinearidade a partir do
conceito da dependéncia linear de um conjunto de vetores colunas da matriz X. Uma
caracterizacdo de dependéncia linear pode ser dada da seguinte maneira: os vetores
X1,Xg, - - ., X, 520 linearmente dependentes se existem escalares a4, a,, . .., a,, nem todos

iguais a zero, tal que

P
> ajx; = 0. (1.1)
i=1

Em outras palavras quando a equagdo (1.1) é valida, a dependéncia linear na matriz X
existe. Em muitos conjuntos de dados, entretanto, a igualdade {1.1) nio vale exatamente,
mas sim aproximadamente, isto é, vale uma relagdo do tipo

P

inf || 2 a;x;[|<n, (1.2)
1

[laf]=1 j=



onde {| - || é a norma euclidiana, 7> 0 € a = (a1,4a3,...,a,).

Neste caso, através da equacio (1.2), mantemos a existéncia da colinearidade per-
mitindo uma maior flexibilidade ao conceito, isto é, néo exige-se mais que a dependéncia
linear seja exata, mas sim que seja limitada por um valor de % arbitrariamente pequeno.
Desse modo temos que a questdo da colinearidade néo reside somente no fato dela existir
ou ndo, mas sim no grau de dependéncia entre as variaveis.

Durante este trabalho nds utilizamos o termo colinearidade para descrever a relagio
de dependéncia aproximada entre as varidveis (expressa conforme a desigualdade 1.2).

Muitas das aplicagoes da analise de regressdo linear tem como principal objetivo as
estimativas individuais dos parametros. A partir do modelo ajustado, decisdes impor-
tantes sdo frequentemente tomadas baseadas na magnitude dessas estimativas individuais
ou testes de significancia a elas associadas. Além disso, relagdes de causa e efeito entre a
variavel resposta e as varidveis explicativas sdo feitas, entretanto, a presenca de variaveis
colineares no modelo de regressao pode fazer com que estas inferéncias sejam confusas
ou até mesmo erradas, j4 que os coeficientes estimados, através do método de Minimos
Quadradros, das variaveis envolvidas em relacoes de dependéncia, podem apresentar uma
variancia grande, gerando muita incerteza sobre os coeficientes estimados.

O problema da colinearidade é frequentemente observado em estudos da drea biomédica
que envoivemn dados ndo experimentais ou um grande volume de varidveis. Gunst e Ma-
son (1977)[10] utilizaram um estudo sobre ferimentos na espinha dorsal para enfocar as
vantagens de examinar a presenca de variaveis colineares antes do ajuste do modelo de
regressao.

Mason e outros (1975)[18] definiram trés possiveis causas da colinearidade:

1) Devido a um modelo super definido;
2) Devido as técnicas de amosiragem adotadas;

3) Devido a restrigdes fisicas do modelo ou da populagao.



Um modelo super definido é aquele em que existern mais varidveis regressoras do
que observacoes. Este tipo de modelo é muito frequente na area biomédica onde muitas
informacdes sao requeridas de cada individuo em estudo. Para a solucio desse problema
o estudo deve ser reformulado visando a inclusio de mais individuos no estudo; este
ndo é um problema de colinearidade entre as varidveis; ou deve ser feita a retirada das
variaveis equivalentes que possam estar gerando o problema da colinearidade. Suponha
por exemplo, que a pressao sanguinea de um grupo de pacientes foi medida no brago
direito € no brago esquerdo e estas duas varidveis foram utilizadas no modelo. Deixando
de lado algum erro de medicdo que possa ter ocorrido, as observagdes obtidas a partir
dessas varidveis sdo quase equivalentes e nao devem ser utilizadas conjuntamente { nao
considerando casos patoldgicos onde por exemplo, uma das artérias esteja obstruida ), e
a eliminacao de uma das varidveis deve ser feita para evitar o problema da colinearidade.

Por outro lado existem situacoes em que a amostra utilizada ndo compreende todo o
espago representativo da populagao, isto €, a amostra retirada representa um subespago
da populacio de interesse. Neste caso a solugao ideal para evitar o problema da colineari-
dade seria fazer uma nova amostra ou coletar dados adicionais. Entretanto, em muitos
casos isto ndo é possivel por razdes de custo ou mesmo de viabilidade do projeto. Um
exemplo que reflete essa situacdo pode ocorrer no estudo de uma determinada doenca
que afeta pessoas de ambos 0s sexos e de todas as idades, mas na amostragem foram
selecionadas apenas mulheres com idade inferior a 30 anos e homens com idade superior
a 30 anos: isto é, um subespago da populacio de interesse. A analise dos dados pode
mostrar a existéncia de colinearidade entre as varidveis sexo e idade, entretanto, essas
variavels ndo podem ser consideradas "equivalentes ” e a retirada de uma delas do modelo
prejudicaria a estimacio (ou uma tentativa de extrapolagio).

A colinearidade devido a restricdes fisicas é similar & anterior. A diferenca estd no
fato de que ela existe independente da técnica de amosiragem empregada. Este tipo

de colinearidade restringe a utilizacdo do modelo e é bastante frequente em estudos



observacionais.

Vimos que em alguns casos nao conseguimos solucionar o problema da colinearidade
retirando varidveis do modelo, mas ¢ muito importante que saibamos exatamente quais
820 essas variavels para nao cometermos erros na interpretacdo individual dos parametros,
ja que nessas situacbes as estimativas parciais dos coeficientes podem estar bastante
distorcidas.

Varias técnicas tem sido utilizadas e outras propostas com o intuito de diagnosticar a
colinearidade; a realizacio desse trabalho tem como objetivo revisar as técnicas cldssicas
de detecgio de colinearidade e introduzir o método de reamostragem bootstrap como
uma ferramenta para o diagnéstico.

No Capitulo 2 apresentamos algumas das técnicas mais utilizadas e suas principais
deficiéncias. E dada especial atencfio a técnica desenvolvida por Belsley, Kuh e Welsch
(BKW; 1980)[1] e detalhada em Belsley (1992})[2], proposta através da fusdo dos trabalhos
de Kendall-Silvey {1957,1969)[15,22] e de algumas técnicas desenvolvidas por analistas
numéricos com o intuito de detectar o mau condicionamento de uma matriz. Estes trabal-
hos geraram o Numero e o Indice de Condicio e também a Propor¢ao de Decomposi¢io
da Varidncia (PDV). A habilidade desse conjunto de técnicas em diagnosticar a presenga
de variaveis colineares e, além disso, detectar quanto a variancia de cada variavel esta
sendo afetada pela presenca da colinearidade fez com que muitos trabalhos publicados a
partir dessa época utilizassem estes diagnésticos. Como exemplo citamos Montgomery e
Peck (1982)[19] e Rawlings (1988)[20].

No Capitulo 3 sio apresentados vérios modelos de simulacio Monte Carlo que foram
utilizados para o célculo do Coeficiente de Variagdo Estimado, do Nimero e Indice de
Condicao, da Proporc¢io de Decomposicio da Varidncia e de Intervalos de Confianga dos
estimadores de 3, das amostras geradas a partir da utilizacdo do método bootstrap, com
o intuito de detectar a presenga de varidveis colineares.

No Capitulo 4 apresentamos dois exemplos, o primeiro retirado de Rawlings € o se-

gundo do manual SAS System for Regression (1986)[21]. Empregamos as técnicas de



deteccao de colinearidade propostas no Capitulo 3 e, finalmente, analisamos os resulta-
dos.

No Apéndice apresentamos os programas utilizados neste trabalho.



Capitulo 2

Diagnésticos Classicos de

Colinearidade

2.1 Introdugao

A presenca de variaveis colineares no modelo de regressdo linear tem sido reconhecida
como uma fonte de problemas na estimagéo, calculo e interpretagdo dos parametros.
Entretanto, a existéncia de interrelagoes entre as varidveis explicativas nem sempre é
avaliada corretamente.

J4 que a anélise de um conjunto de dados em relagido a existéncia da colinearidade
deve ser feita como um passo inicial em qualquer analise de regressido miltipla, devemos
ter disponiveis métodos de diagnosticar colinearidade, bem como métodos para verificar
se hipéteses basicas do modelo sao violadas.

Antigamente, quando as regressdes eram feitas utilizando modelos que envolviam um
volume pequeno de dados e pardmetros, era mais facil detectar visualmente pontos es-
tranhos e algumas formas 6bvias de colinearidade a medida que os dados eram analisados.
Com a introdugéio dos computadores e utilizacdo cada vez mais frequente de modelos que
envolvem um grande volume de dados e parametros, a analise (visual) desses dados por
parte do pesquisador & procura da existéncia de colinearidade fica cada vez mais dificil.

A ndo utilizagio de diagndsticos que possibilitem a detecgao de variaveis colineares e

consequentemente a aplicacao de alguma medida corretiva ou pelo menos o entendimento



da estrutura apresentada pelos dados, pode fazer com que a sensibilidade das estimativas
dos parametros do modelo fique prejudicada.

Diagnésticos de colinearidade eficientes e objetivos sdo necessdrios para um bom en-
tendimento da estrutura do conjunto de dados que serd analisado. Neste captiulo apre-

sentamos as técnicas classicas mais utilizadas para a deteccdo da colinearidade

2.2 Diagnésticos de Colinearidade

Muitos procedimentos tem sido utilizados com o intuito de diagnosticar a colinearidade,
porém algumas falhas puderam ser observadas. Mostramos a seguir alguns desses di-
agnosticos.

Gunst (1983)[12] utiliza um exemplo retirado de Gunst e Mason (1980)[11] para
mostrar o problema da colinearidade. Utilizamos este exemplo para mostrar que alguns
fenémenos sao frequentemente apontados como decorrentes da colinearidade, embora nem
sempre isto seja verdade. Os dados analisados por Gunst (1983)[12] pretendem construir
uma equacao de predi¢io para uma relacao linear existente entre altura (HEIGT) e o
seguinte conjunto de variaveis explicativas: altura sentado (SITHT), comprimento da
parte superior do brago (UARM), comprimento do antebrago (FORE), comprimento da
mao (HAND), comprimento da parte superior da perna (ULEG), comprimento da parte
inferior da perna {LLEG), comprimento do pé (FOOT), comprimento Braquial (BRACH)
e o comprimento Tibio-Femural (TIBIO).

A tabela 2.1 mostra a analise de varidncia para a estimacao dos coeficientes feita por

Minimos Quadrados.
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Tabela 2.1

Andlise de Variincia
Fonte de Graus de Soma de Meédia de F R?
Variagao Liberdade Quadrados Quadrados - -
Regressao 9 683.824 75.980 21.272 0.893
Erro 23 82.152 3.572 - -
Total 32 765.976 - - -

O valor da estatistica F' e o coeficiente de determinacio R?, que mostra quanto da
variabilidade de y esta sendo modelada pelas varidveis regressoras, indicam que o modelo
pode ser considerado adequadamente ajustado aos dados. Os critérios tipicamente uti-
lizados para medir a qualidade do ajuste de modelos de regressdo indicam que o ajuste
por Minimos Quadrados para este conjunto de dados parece satisfatério. Entretanto
algumas dificuldades aparecem quando a interpretagao dos coeficientes estimados é feita.

Uma caracteristica estranha dos coeficientes estimados mostrada na tabela 2.2 é a
ocorréncia de valores negativos. Espera-se que todos os coeficientes utilizados para ex-
plicar altura sejam nao negativos, pois todas as varidveis explicativas medem crescimento.
Além disso, apesar do ajuste do modelo ter sido considerado bom, o erro-padrdo da maio-

ria dos coeficientes estimados é grande, resultando em valores ndo significantes para as

estatisticas ¢ (de Student).
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Tabela 2.2

Variavel | Estimativa | Erro Estatistica
Preditora | de M.Q. Padrao | ¢
SITHT 0.798 0.156 5.105
UARM 0.459 4.156 0.110
FORE -0.454 4.771 -0.095
HAND 0.795 0.549 1.448
ULEG -0.758 4.248 -0.178
LLEG 2.147 4.517 0.475
FOOT 0.936 0.669 1.338
BRACH 0.264 1.573 0.168
TIBIO -0.445 1.872 -0.238

A ocorréncia desses valores é constantemente apontada como uma consequéncia da
colineridade, apesar de nao ser necessariamente a presenca da colinearidade a causa destas
distorgbes. Amostras pequenas, dados ndo representativos, um modelo mau especificado,
entre outros fatores, podem contribuir para a ocorréncia dessas distorgoes.

Uma outra medida bastante utilizada para avaliar a presenca da colinearidade € a
matriz de correlacao, R, entre as varidveis X, entretanto existem também algumas
deficiéncias. Apesar de um coeficiente de correlagio alto entre duas varidveis ser um
indicative da presenca da colinearidade, o contririo nao implica que a colinearidade nao
esteja presente. E possivel que trés ou mais varidveis sejam colineares mesmo que os
pares nao apresentem uma alta correlagdo. Mansfield e Helms (1982){16] exibiram um
exemplo que mostra que pode exister colinearidade entre as variaveis explicativas mesmo
nio existindo correlagio alta entre os pares de variaveis,

Assumindo que a matriz X esteja centralizada e normalizada para cada vetor-coluna

ter tamanho 1, entdo R™! = (X!X)~'. Os elementos da diagonal de R™!, sio chamados
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de Fator de Inflagdo da Variancia, F IV, Chatterjee e Price (1977)[3], e expresso por:

(2.1)

onde R? é o coeficiente de correlagio multipla de x; regredido com as demais varidveis
explicativas. O termo Fator de Inflacaio da Vartancia deriva do fato de que a varidncia

A

do 1-ésimo coeficiente de regressao, Var(5;), obedece a seguinte relacao

Var(d:) = —Va:[i)FI%

g

Ou seja, um alto valor de FIV; indica, pela equacao (2.1), que R? esta perto de um,
apontando desse modo a presenca de variavels colineares. Além disso, quanto maior o
valor do FIV;, mais inflacionada estard a Var([;’j;); sendo que, quando as varidveis sao
ortogonais o valor de F'IV; é igual a 1 para todo :.

Apesar deste ser um diagndstico computacicnalmente facil e frequentemente encon-
trado na literatura, ver por exemplo, Montgomery e Peck (1982}[19] e Rawlings {1988)[20],
sua falha consiste em nio diagnosticar colinearidades que envolvam mais de duas varidveis,
pois foi visto que este diagnodstico estd baseado na inversa da matriz de correlagao R,
que como foi dito anteriormente, nem sempre é capaz de identificar a presenca da colin-
earidade.

Farrar e Glauber (1967)[7] desenvolveram um indicador da existéncia de colinearidade
baseado na hipdtese de que a matriz de dados X, x, é uma amostra de tamanho n de
uma distribuicio Normal p — variada. Sob a hipdtese de que as colunas de X sao
ortogonais, afirmaram que uma transformacdo do determinante da matriz de correlacio
R é aproximadamente distribuida como uma x?, produzindo desse modo uma medida
do afastamento dos dados em relagio a ortogonalidade. Haitovsky (1969}[14] criticou
a medida por estar baseada no afastamento da ortogonalidade, o que frequentemente
indicava a presenca da colinearidade quando nenhum problema prético na verdade existia.

Kendall (1957)[15] e Silvey {1969)[22] sugeriram a utilizacdo dos autovalores e au-
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tovetores da matriz X*X como um diagnéstico de colinearidade, partindo do principio
de que a existéncia de uma dependéncia linear entre os dados da matriz X é refletida em
pelo menos um autovalor nulo ou igual a zero. Assumem que valores pequenos para os
autovalores é um indicativo de colinearidade. Neste caso o problema consiste em avaliar
0 que seria um autovalor pequeno.

Nenhuma dessas técnicas fol completamente bem sucedida em diagnosticar a presenca
de varidaveis colineares.

Os analistas numéricos, interessados nas propriedades de condicionamento de uma
matriz A (de um sistema de equacdes lineares Az = ¢) que permita que as solucdes para
z sejam obtidas com certa estabilidade numérica, desenvolveram um conjunto de ferra-
mentas muito tteis para uma analise da presenca da colinearidade. A relagdo existente
entre a solugio de um sistema de equagées lineares e o problema da colinearidade deve-se

ao fato de que o estimador de minimos quadrados € a solucdo do sistema linear

(X*X)8 = X'y (2.2)

e a presenca da colinearidade faz com que a matriz X*X seja mau condicionada.

Os diagnésticos propostos por BKW uniram as técnicas desenvolvidas pelos analistas
numéricos e os trabalhos de Kendall e Silvey de maneira a produzir um conjunto de
indices capazes de diagnosticar todas as varidveis envolvidas em colinearidade e como a
variancia estimada de cada coeficiente estd sendo afetada pela colinearidade. Embora
BKW afirmem que estes diagnésticos ndo envolvem novos conceitos, a novidade consiste
na sua combinacdo feita de maneira a ajudar o usuéario de regressio linear a resolver dots
problemas de diagndstico: a detecgiio e o acesso ao dano causado pela colinearidade.

Na secciio seguinte é apresentada a decomposicdo em valores singulares associada
4 nocio de condicionamento da matriz X e a decomposicao da variancia estimada em
relacio aos valores singulares. A combinacio desses conceitos gerou os diagnésticos pro-
postos por BKW:

1) Niimero e o indice de condicdo.
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2) A proporcao de decomposi¢io da varidncia.

2.2.1 Numero de Condicao e Indice de Condigao

A nocao de niimero de condigio veio através dos trabalhos desenvolvidos pelos analistas
numéricos que estavam interessados em determinar a solugdo de um sistema de equagdes
lineares do tipo Az = ¢ ,onde A, é uma matriz ndo singular, e observar qual seria
o efeito no vetor de solucdes z para pequenas mudancas em A ou ¢. O nimero de
condicao de uma matriz produz um indicador da sensibilidade da solucdo z = A~lc em
respeito as distorcoes em A ou ¢. Grandes variagdes enconiradas no vetor de solugoes
z com pequenas mudanc¢as em A ou ¢ sdo um indicativo de que a matriz A é mau
condicionada.

Uma das fontes de mau condicionamento de uma matriz esta asssociada a presenca
da colinearidade entre as varidveis explicativas, fazendo com que a estimacao através de
minimos quadrados, isto é, § = (XX)~' X'y, fique muito instavel.

Para entender a relevancia do numero de condigao como diagndstico de colineari-
dade vemos como é por ele detectado 0 mau condicionamento de uma matriz. Como
o nimero de condicdo depende da norma utilizada, utilizamos a norma espectral que ¢
uma. generalizacio da norma euclidiana.

Definicdo: Seja A uma matriz n X n. A norma espectral de A, denotada por || A ||,

é definida como:

| All= sup || Az (2.3)
liz{i=1
sendo a norma utilizada do lado direito a norma euclidiana.
Pode ser mostrado também que || A ||= g1, isto é, o seu maior valor singular e a
AL ||= :51;, sendo g, o seu menor valor singular (a serem definidos a seguir).

Seguindo o procedimento de Forsythe e Moler {1967)[8], supomos que os valores de
A e ¢ estdo sujeitos a uma incerteza, e estamos interessados em saber qual o efeito dessa

incerteza na solucio do vetor €. Supomos, primeiramente que A & conhecida exatamente
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e que C esta sujeito a uma incerteza §, por exemplo ¢ + éc gerando A(z + 6z) = ¢ + dc.
Vemos, entao, quao grande pode ser éz = A~16c , isto é, qual serd a mudanga em z
gerada pela mudanga feita em c.

Através das propriedades de uma norma de matriz ver, p.e., Forsyth e Moler (1967)]8]

temos que: {as normas dos vetores sio as normas euclidianas)
I8z 1<l A7 || - || 6§ (2.4)

Temos também que ¢ = Az, implicando em

e li<ll A1 z] (2.5)

Multiplicando (2.4) por {2.5) temos:

Lozl lel<IlAf-IT AT -z -l éc | (2.6)
De onde segue que:
| 6z || Cnoa-t g lsell
Fag SHA T IAT (27)

A partir da equacdo (2.7) define-se o nimero de condicio, K (A), para qualquer matriz

nio singular A como K(A) =l All- || A~ ||, ou seja

| 8¢ |
el

Agora %ﬁl pode ser interpretado como uma medida da incerteza relativa do vetor

ET P
T2] =

{2.8)
ce I‘Szz” como uma medida da incerteza relativa do vetor z, devido a incerteza em c.
Desenvolvimento analogo pode ser feito para o caso em que a matriz A estd sujeita a
incerteza.

Portanto o nimero de condicao de A serd definido como:
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K(A)=EL>1
Hp

ou

1/2
K(X'X) = (Amx) >1 (2.9)

Amin -
onde X é o autovalor da matriz X*X.
O ndmero de condicio para wma matriz X ortonormal, ou seja XX =1, é igual a
1. Por outro lado a singularidade de X‘X implica em Ayn = 0, entdo, K(X*X) — oc.
Desse modo temos que o nimero de condicio varia no intervalo de [1,00).

Em coneccio com a defini¢io de niimero de condigio, podemos definir :

P . T (2.10)
1

como o k — ésimo indice de condi¢iode uma matriz X, x,. Sendo n; > 1 para todo
k. O maior valor de 7 é também o nimero de condi¢ao da matriz X. Através dos
indices de condicio pode-se determinar quantas relacdes de dependéncia existem entre
as colunas da matriz X, isto é, cada valor alto para o indice de condigio resulta em uma
dependéncia entre as colunas da matriz X.

O calculo do niimero e indices de condicio e a proporcao de decomposicio da varidncia,

que seré definida na préxima secgio, estio diretamente ligado a decomposigio em valores

singulares (DVS).

2.2.2 Decomposicao em Valores Singulares

Os diagndsticos propostos por BKW utilizam a DVS da matriz X, x, que esta relacionada
com o auto-sistema de X*X e com a analise de dependéncias lineares.
Qualquer matriz Xy, ( 7 observacoes e p varidveis explicativas) pode ser decomposta

em, ver p.ex. Golub (1969)[9],
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X = UDVY, (2.11)

onde U'U = V'V =1 e D é uma matriz diagonal nio negativa com elementos pz,
k=1,2,...,p, chamados de valores singulares de X. A relacio (2.11) vale independente
da matriz X estar normalizada ou centralizada, mas para efeito dos diagnésticos de
colinearidade é necessdrio que as colunas da matriz X estejam normalizadas.

A relacao entre a DVS da matriz X e o auto-sistema da matriz X*X vem do seguinte

fato:

XX = (UDVH{UDVH
(VDUY)(UDVY)

= VD*V?

I

H

Ja que V é uma matriz ortonormal que diagonaliza X*X, segue que os elementos da
diagonal de D? sdo os autovalores reais da mairiz simétrica X'X e as colunas ortonor-
mais de V sdo os autovetores de X*X .

Consequentemente, 2 DVS produz informacoes que incluem as informacdes dadas pelo
auto-sistema de X*X, entretanto BKW utilizam em seus diagndsticos a decomposicdo em
valores singulares e afirmam, que do ponto de vista prético, a DVS € mais interessante pois
¢é aplicada diretamente na matriz X. Além disso, argumentam que a nocdo de nimero
de condicao que € utilizada como diagnéstico da colinearidade foi definida em termos
dos valores singulares da matriz X e nédo em termos da raiz quadrada dos autovalores
de X'X. Apontam ainda que apesar de o auto-sistema de X*X e a decomposigio em
valores singulares de X serem matematicamente equivalentes, cor_npqta,cionalmente eles
néo os sio, pois os algoritmos desenvolvidos para o calculo da decomposi¢io em valores
singulares permitem que a decomposicdo de X seja feita com uma estabilidade numérica
maior & que é possivel ao se calcular o auto-sistema de X*X, particularmente no caso de
interesse, em que temos a matriz X mau condicionada. |

Mostraremos agora qual a relevancia da DVS para a determinacio das variaveis en-

i8



volvidas em colinearidade. Assumimos que existe dependéncia linear entre as colunas de
X. Isto implica em posto (X) =r < p. Na DVS de X temos que U e V sio ortonormais
e consequentemente devemos ter posto(X) =posto(D). Entdo existem tantos zeros ao
longo da diagonal de D quanto for a nulidade de X (determinada pelo niimero de valores

singulares igual a zero), isto é,

By 2 fhy 2000 2 fir 2 g1 = flpgp =0 iy = 0

Podemeos particionar a DVS da seguinte forma:

t Dy, 0 t
X=UDV'=U v (2.12)
0 0

onde Dj;€ uma matriz ndo singular de ordem r x r. Multiplicando a equagao (2.12)

por V temos:

Dy 0
Xv=10 Vv
0 o
Particionando novamente temos:
D 0
X[ViVa] =[G Ug] | (2.13)

0 o0

de tal modo que V(p x 7},Va(p X (p — r)),Us(n x 7),Us(n x {p — 1)),

resultando em duas equacoes:

XV, =U,Dy, (2.14)

XVz =0 (2.15)
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A equacao (2.15) mostra todas as dependéncias lineares de X.

Entdo, se X possui p — r relagbes lineares entre sua colunas, existem também p — r
valores singulares zeros em D e as varidveis envolvidas em cada uma dessas dependéncias
sera determinada pelos elementos néo zero de V.

No conceito de colinearidade ( ver desigualdade (1.2)), as interrelaces entre as col-
unas de X ndo séo dependéncias lineares exatas. Desse modo elementos zeros para os
valores singulares ou para os elementos de V; sao dificeis de ocorrer. Assim, fica dificil
determinar a quase nulidade de X (através dos u’s = 0) ou as colunas de X que néo
estio envolvidas em relacdes de colinearidade (determinada pelos valores ndo nulos de
V, ). Temos, entdo, que cada quase-dependéncia entre as colunas de X se manifesta
através de um valor singular pequeno (ficando em aberto o que é "pequeno”). Este ponto
de vista corresponde a nogéo de Silvey {1969)[22], de que a presen¢a da colinearidade
seria revelada pela presenga de autovalores pequenos. A questdo agora é determinar o
que pode ser considerado um autovalor pequeno. E através do ntimero de condicio da
matriz X que BKW determinaram a magnitude desse valor.

Para a aplicacao do nimero e do indice de condi¢io como diagnésticos de colineari-
dade, nés precisamos que 0os dados estejam normalizados, 1.€., cada vetor da matriz X
deve ter tamanho um, mas ndo precisam estar centralizados. A normalizacdo em con-
junto com a centralizagdo das variaveis para utilizagdo dos diagndsticos propostos por
BKW vem sendo motivo de discordancia na literatura; Marquardt e Snee (1975)[17] re-
comendam a centralizacdo para evitar o problema de varigveis com origens diferentes, € a
normalizagio € recomendada pois evita problemas de instabilidade numérica em relacio
a inversa de XX, quando as varidveis explicativas tem escalas ou magnitudes muito
diferentes.

BKW recomendam a normalizagiao das varidveis explicativas para melhorar a esta-
bilidade numérica da matriz X. Argumentam que matrizes que diferem entre si somente
pela escala designada para as suas colunas, produzem diferentes indices de condicio.

Uma simples mudanga na unidade de medida das varidveis, por exemplo de polegadas
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para milfmetros, que nao representa uma mudanca na estrutura do modelo, afeta as
propriedades numeéricas da matriz e resulta em diferentes DVS e consequentemente em
diferentes indices de condicio. Além disso, justificam que se os dados sio relevantes
para o modelo com o termo constante, a matriz X deve ser ndo centralizada pois a uti-
lizacao de dados centralizados pode mascarar a funcao da constante em alguma relacéo
de dependéncia e produzir resultados de diagnésticos confusos.

Segundo Gunst (1983)[12] a centralizacio das variaveis independentes é recomendada
a ndo ser que o interesse seja diretamente relacionado a colinearidade envolvendo o termo
constante.

A utilizacdo em conjunto da normalizacio e centralizacio das variaveis ainda é um
assunto em discussao. Optamos por seguir a sugestdo de BKW, ja que os diagnosticos

que apresentamos foram por eles desenvolvidos.

2.2.3 Proporcao de Decomposigao da Variancia

A partir do trabalho desenvolvide por Silvey (1969)(22], BKW mostram que a varidncia
estimada de cada coeficiente da regressao pode ser decomposta, através da DVS, em uma
soma de termos onde cada termo esta associado a somente um valor stngular, produzindo
uma maneira de determinar a extensao com que cada dependéncia estd afetando cada
variancia.

Temos que a matriz de varidnciacovaridncia do estimador de Minimos Quadrados

A = (X*X)"'X'y, é dada por:

Var(8) = o¥(X!X)™!

ounde ¢? é a varidncia comum dos € e;n um modelo de regresséo linear Y = X*8-+¢ (ver,
p.ex., Draper & Smith, (1981) [4]). Para o cilculo da PDV vamos considerar a matriz X
normalizada.

Utilizando a DVS, a matriz de varidncia-covaridncia de 8 pode ser escrita como:
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Var(f) = o3(XIX)1
= [(UDVH)H(UDVH)]!
= o VD VY]

-

ou seja, para o k-ésimo componente de f3,

Var(f) = o* zpj % (2.16)

=1 K3
onde y; sdo os valores singulares e v;; sdo os componentes dos autovetores. Assim
obtemos a decomposi¢ao prometida da Va’r(,@k), i.€., uma soma onde cada componente
do autovetor estd associado a somente um dos p valores singulares.

A proporgao da decomposicio da varidncia pode ser calculada através das seguintes

propor¢oes.

f/k‘
bk = —o

?
st = Zqﬁkj:k - 1;2;---;}9

i=1

Entéo a proporcéo de decomposigio da variancia € definida como:

ik = &:kaj =12,..,p (2.17)
Pk

A Tabela 2.3 mostrada a seguir facilita muito a investigacao sobre a presenca de

variaveis colineares através da utilizagdo da propor¢do de decomposicdo da varidncia.
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Tabela 2.3

Valores Proporcio da
Singulares Var(4) Var(8) -+ Var(B,)
i 11 712 e Tip
2 21 Tag B Top
Hp Tp1 Tp2 i Tpp

Como duas ou mais varidvels sdo necessarias para ser criada uma dependéncia, ao
analisar a tabela 2.3 & procura da colinearidade o pesquisador deve buscar pelo menos
dois valores altos de 7;;, para ¢ # j associados ao mesmo valor singular.

A partir destes diagnosticos, BKW sugerem que uma maneira apropriada de diagnos-
ticar a colinearidade seria observar essas duas condi¢des:

(1) Um valor singular que apresenta um alto indice de condicio associado a,

(2) altas propor¢oes de decomposicdo da variancia para duas ou mais varidncias dos
coeficientes de regressao estimados.

O ndmero de indices de condicio (> 30) no item (1) identifica o nimero de colin-
earidades entre as colunas da matriz X. Além disso, a determinagdo, no item (2), de
propor¢oes de decomposicio da varidncia (> 0.5) associadas a altos indices de condigio
identificam as varidveis envolvidas nas correspondentes guase-dependéncias, ou colineari-
dade.

Segundo BKW, pode ser determinado através de procedimentos empiricos que um
numero de condigao menor que 15 seria um indicativo de colinearidade fraca entre as
varidveils, representando uma correlacio menor que 0.9. Um nimero de condigao entre
15 e 30 estd associado a uma correlagao de 0.9 e niimeros de condi¢io maiores que 30
estdo associados a correlagbes maiores que 0.9 que seria um indicativo de colinearidade

forte, considerando que colinearidade forte é aquela que prejudica a estimagio através
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dos Minimos Quadrados, levando & distor¢des nas estimativas e prejudicando possiveis
tentativas de extrapolacbes. Entretanto eles afirmam que esses limites sdo usuais em

modelos economeétricos e podem variar dependendo do estudo em questao.
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Capitulo 3

Diagnésticos de Colinearidade
Através da Utilizacao do Método

Bootstrap

3.1 Introdugao

0O método bootstrap foi introduzido por Efron (1979)[5], como um método computacional
para a estimagéo do erro padrao da estimativa de um parametro, d, isto &, sustentado
pela idéla de que, através do bootstrap, a estimacdo do erro padrdo poderia ser feita
sem a necessidade de nenhum célculo tedrico, independente de quio matematicamente
complicado pudesse ser o estimador § = T(X), onde X € um vetor ou uma matriz de ob-
servacbes. F: um método computacionalmente intensivo e por isso o seu desenvolvimento
e aplicagao tem sido ampliados pelo avango dos recursos computacionais. O método pode
ser considerado como uma ferramenta para solugdes numéricas de diversos problemas es-
tatisticos que muitas vezes sio analiticamente invidveis, como por exemplo para o célculo
de correlacoes, intervalos de confian¢a, entre outros.

Em outras palavras, o bootstrap ¢ um método de reamostragem que tem como ob-
jetivo indicar as propriedades amostrais, porém, restrito a uma tnica amostra, de uma

determinada estatistica. Denotamos por
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P —-x (3.1)

o fato de uma funcao de probabilidade acumulada (f.p.a.}) P, desconhecida, produzir
uma amostra x = {21,2s,...,&,) através de um mecanismo aleatério. A partir dessa
amostra x calculamos a estatistica de interesse T'(x), como por exemplo, os estimadores
de Minimos Quadrados dos coeficientes de regressao ou seus intervalos de confianca.

A versdo bootstrap para o mecanismo (3.1) € andloga e direta. Tendo a amostra x,
gerada pelo mecanismo aleatério relativo & P, obtemos a distribuicio empirica P, como
uma estimativa da f.p.a. P. Por amostragem aleatdria em 13, geramos uma amostra

x = (1,25, ...,2%), chamada amostra bootstrap, e denotamos esse fato por

P =z (3.2)

e do mesmo modo calculamos T(x*), a estatistica de interesse.

Conceitualmente, o ponto crucial do método bootstrap é reconhecer a analogia entre
PxeP —x* Esua grande vantagem é a possibilidade de gerar as replicagbes x*
um grande ndmero de vezes, para estimar as caracteristicas amostrais de T(x).

Uma revisdo das técnicas bootstrap e suas aplicacdes foi recentemente apresentada
por Efron e Tibshirani (1993)[6).

Neste capitulo apresentamos a utilizagio do método bootstrap como uma ferramenta
para o diagnéstico de colinearidade. Sao propostos quatro diagnésticos de colinearidade
e estudamos sua sensibilidade em diagnosticar a presen¢a de variaveis colineares. Es-
tudamos primeiro um modelo de regressao linear com cinco varidveis e 50 observagdes,
onde duas delas sdo colineares em varios graus e a seguir um modelo com trés variaveis

colineares.
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3.2 Bootstrap em Regressao

No modelo de regressio usual, y = (y1,¥2,...,¥%n) é 0 vetor n X 1 da varidvel resposta,
X = (X1,X2,...X») € a matriz n x p de varidveis explicativas. Temos que 0 modelo de

regressao linear é

y=XpB+¢,

onde € o vetor n X 1 de erros nao correlacionados e normalmente distribuido tendo
média zero e variancia o2 e f € o vetor de pardmetros desconhecidos p x 1, para os quais

o estimador de Minimos Quadrados é dado por

A= (XtX) - Xly.

Existem duas maneiras de utilizar o bootstrap na regressao e a sua escolha depende
exclusivamente das caracteristicas das varigveis explicativas que sjo impostas. Se as
variaveis explicativas sdo tratadas como fixas, como em um desenho de experimento, a
reamostragem ¢ feita no vetor de residuos que resta como a dnica parte aleatéria do
modelo, ver p.ex. Srivastava e Sen (1990)(23]. Entretanto, se as variaveis explicativas
sdo tratadas como aleatérias bem como o vetor resposta y, a reamosiragem deve ser feita
no par (y,X) com o intuito de preservar a caracteristica aleatdria do modelo. No nosso
trabalho consideramos X como uma varavel aleatoria e consequentemente utilizamos a
reamostragem no par (y,X).

A aplicagdo do bootstrap em modelos de regressdo onde as variaveis explicativas sdo
tratadas como aleatdérias pode ser definido como:

Seja z; = (Yi, Ti1,-.-,%ip) 2 = 1,...,m 0 vetor 1 x (p + 1) dos valores associados
a i-ésima observagio retiramos entdo, uma amostra de (zy,Z2,...,%,) com reposi¢io,
onde cada par tem probabilidade 1 de ser selecionado, e denotamos por (z3,23,...2;)
a amostra bootstrap onde =z} = (y;,2%,...,2},). Assim é definido uma nova amostra

bootstrap y* e X*.
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Calculamos entéo, para cada nova amostra bootstrap, o estimador de minimos quadra-

dos para dos coeficientes

B = (X*tx*)_l Xty

O procedimento deve ser repetido quantas forem as replicacbes desejadas, no nosso
trabalho utilizamos as seguintes replicagoes B, € {250,397,630,1000, 1587,2520 e 4000),
sendo B,y; ~ 1.59 X B,, r = 1,...,6 estes tamnhos de replicacdes foram escolhidos de
tal forma que a visao logaritima nos graficos fosse facilitada e que também houvesse uma

abrangéncia dos tamanhos de replicagdes.

3.3 Diagnodsticos de Colinearidade

No Capitulo 2 fizemos uma revisao dos diagndsticos de colinearidade propostos ¢ algumas
de suas deficiéncias. Apontamos também os que hoje sdo mais utilizados, como ¢ niimero
e o 1ndice de condigdo e a proporcio de decomposicdo da variancia.

Vamos apresentar agora quatro diagnésticos, um baseado no coeficiente de variagio
para cada amostra boostrap, outros dois propostos por BKW s6 que calculados para
cada reamostragem e por ultimo um diagnodstico baseado na razdo entre a amplitudes
dos intervalos de conflan¢a calculados pelo método percentil, ver Efron e Tibshirani
(1993)[6].

Inicialmente, utilizamos 0s quatro diagndsticos de colinearidade que sdo apresentados
a seguir e verificamos qual a sensibilidade de cada um em diagnosticar a presenca de

variaveis colineares em um modelo de regressdo linear com dunas varidveis colineares.
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3.3.1 Coeficientes de Variagao

A partir dos coeficientes estimados bootstrap, denotados por sz k=0,...,p, calculamos

o coeficiente de variacdo estimado definido por,

1

o(f) = 5 (f(x;fk)%s*)g)i,

k i=1

onde (s7)% = Lo i](e:-‘)z, sendo e* o residuo estimado, e b = 1,2,..., B,, onde B,
=
significa o niimero de replicacdes bootstrap {ver pag. 27).

Calculamos em seguida a média dessas observagoes, isto é,

O nosso objetivo € verificar o que acontece com os coeficientes de variacio de §
relativos as variaveis envolvidas em colinearidade, e esperamos um comportamento difer-

enciado a medida que o grau de dependéncia aumenta.

3.3.2 Ntmero e Indices de Condigao

Calculamos os indices e o miimero de condigao, equacoes (2.9) e (2.10), para as replicagoes
bootstrap da matriz X normalizada. Definimos entdo a média dos niimeros de condigéo

bootstrap correspondente a cada niimero de replicagdo, NC?, isto é,

j

1 T
NCr = Y Ky(X™'X7),
B, &

c,.
i

1
onde Ky(X*X) = (3m=)? e B, & dado na pag. 27,7 =1,...,7.
Calculamos em seguida a média dos nimeros de condi¢ao entre as replicagfes boot-

strap, definida por
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onde 73, = (Aﬂl;&) e onde os indices sd0 os mesmos definidos para o nimero de

condicao.

E ainda a média dos indices de condigdo entre as replicacdes bootstrap é definida por:

3.3.3 Proporcao de Decomposi¢ao daVariancia

Um outro método, também proposto por BKW, é a utilizagio da proporc¢éo de decom-
posicdo da varidncia como diagnéstico da colinearidade, equagao (2.17).

Calculamos a proporcao de decomposicao da varidncia média, definida por

1 &
(T3, =g Zrﬂd, 1.k =1,2..

T l=1

onde 7%, representa cada propor¢ao de decomposigao da variancia calculada para

cada replicacio bootstrap e definida no Capitulo 2.

A seguir calculamos a média enire as replicagoes bootstrap:

_',-k_“‘ ijksja '_1 P

7'-.1
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3.3.4 As razoes G(Af/AY,i=1,....p

O método bootstrap nos propicia a estimagio (ou aproximacio) da distibuicio empirica
para cada ﬁj (1 =0,1,...,5) e, consequentemente seus intervalos de confianga. Consid-
eremos um caso genérico onde uma amostra bootstrap é gerada de acordo com P — z*,
ver equagao (3.2) e as replicagdes bootstrap f; = T(X}) séo calculadas. Seja G‘j a fungdo
de distribuicao acumulada de 5’;‘ O intervalo de confianca central de nivel 1 — 2« baseado

nos percentis @ e 1 — o de é}' é definido por:

[)éﬁl’ﬁuu] - [é;_l (a)aé;_l(l - O{)] 1j = 0713' . 75 (33)

Como é}“l(a) = J@;(“), o intervalo de confianca baseado no percentil pode ser escrito

COIOo.

8,0.8,4) = |37, 0] (3.4)

e sua amplitude

x __ Ax(l-o Hx(a)
Ay = B0 — g,

A utilizagiao do método percentil para o cdlculo do intervalo de confianca esta baseada
na suposicdo de que as distribui¢des éj, 830 simétricas, caso isso nao ocorra outros
métodos para o calculo dos intervalos de confianga devem ser utilizados, como por exem-
plo 0 método do percentil ajustado, ver Efron e Tibshirani (1993)[6].

Através da utilizagao do método percentil, para o célculo de intervalos de confianca,
derivamos um outro diagndstico de colinearidade. Escolhemos como nivel de significancia
o valor de 3% para cada coeficiente estimado ,éj j=090,...,5, em seguida calculamos as

amplitudes dos intervalos, de confianca para cada ﬁ; e definimos a razdo §( A/ A3} como:
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2 AT
Q(A:/AS) = j-_""—? i = 13"'35

7

> A6
=1

Nao calculamos g para ¢ = 0, pois obviamente g(A}/A%) = 1.

Isto €, somamos as amplitudes dos intervalos de confianga A’j"(,@;“) para cada mimero de
replicagio bootstrap (j = 1,2,...,7) e dividimos pela soma das amplitudes dos intervalos
de confianca para 3, A}'(Ba‘), gerando assim a razao §(Al/Aj). A nossa motivagao ao
derivarmos um diagnédstico baseado no intervalo de confianga para cada B;‘ vem do fato
que as variaveis envolvidas em colinearidade deveriam apresentar intervalos mais largos
do que as outras, e que ao calcularmos as amplitudes dos intervalos, e depois a razao
entre estas amplitudes e uma amplitude considerada como padréo, relativa ao coeficiente
B¢, conseguiriamos ter um indicativo das varidveis envolvidas em colinearidade.

Quando nos referirmos a razio §( A7 /A7), durante o restante do trabalho, e nao houver

possibilidade de confusao em relagdo ao indice 7, utilizaremos somente §.

3.4 Resultados

3.4.1 Modelo Basico

Com intuito de avaliar a sensibilidade dos diagndsticos propostos, foram gerados, através
de simulagbes Monte Carlo, nove conjuntos de dados (com sementes de geracao diferentes
e impares), segundo o modelo y = Xf + €, com cinco variaveis (X;, X2, X3, X3, X5) €
cinquenta observagGes cada uma, com grau de colinearidade crescente entre as varidveis
X1 e Xy, isto é, Xog =[1,...,1] é o termo constante, X1, X3, X4 ¢ X5 foram gerados tendo

distribuicio N(0,1) e X, {oi gerado como:

Xe=X1+ fa
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51555325013 }, onde f decrescente implica no

sendo os fatores f dados por (3,35,1,5,3,5 13,340 18
crescimento do grau de colineraidade, e ¢, ~ N(0,1).
Para a construgio de y supomos € ~ N(0, 1) e definimos os seguintes coeficientes para

os f's:

ﬁ0=4?/51:21/82:53ﬁ3=_2”84:1:ﬁ5:3 (35)

Desse modo obtivemos nove modelos com grau crescente de colinearidade entre as
varidveis X; e X,. Aplicamos nesses nove modelos os quatro diagnosticos apresentados
na seccio anterior e avaliamos o desempenho de cada um.

O primeiro diagndstico avaliado ¢ baseado na instabilidade apresentada pelo coe-
ficiente de variacdo estimado de 3;.“ na presenca de variaveis colineares. Para melhor
visualizagdo da diferenca de comportamento, do coeficiente de variagio estimado de B_:‘,
entre as varidveis que estao envolvidas em colineariddae e as que ndo estdo, construimos
grificos envolvendo a média do ev(f7), o log(f ) e log(B,).

Os graficos mostram, para as variaveis que nao estao envolvidas em colinearidade, isto
é, para X3, X4 ¢ X3, um patamar préximo de zero. Independente do fator de colinearidade
que esteja envolvendo X; e X;. A média do coeficiente de variacao estimado de cada ,@;"
se mantém constante, como pode ser visto no Grafico 1 para o coeficiente de variagio de

3. Os graficos para os coeficientes 3; e 7 sdo semelhantes.
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Grafico 1

Média do Coeficiente de Variagao

Estimado de

Entretanto, para as variaveis envolvidas em colinearidade o patamar nao se mantém.
Pudemos notar que para a média do cv(B{‘) a instabilidade causada pela colinearidade
ja pode ser percebida, mesmo que suavemente, a partir do fator de colinearidade f = 1,
tornando-se cada vez mais evidente a medida em que o grau de colinearidade aumenta.
Para a média do cv(f3}) a presenca da colinearidade demora um pouco mais a aparecer,
isto é, no fator de colinearidade f = } a instabilidade comega a aparecer suavemente
tornando-se cada vez mais visivel 2 medida em que o grau de colinearidade aumenta. Esta

avaliacio foi feita para a variagdo do cv(f}) entre (—1,1). A variagio na instabilidade

do coeficiente de variacdo estimado, a medida em que o grau de colinearidade entre as
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variaveis X; e X,, aumenta pode ser visto claramente nos Graficos 2 e 3.

Grafico 2

Média do Coeficiente de Variacio
Estimado de [3”1'
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Grafico 3

Média do Coeficiente de Variagdo

Estimado de 4

<OQ~F

Para avaliar o diagnéstico proposto por BKW, calculamos os indices de condigio
médio, sendo que o nimero de condigio é igual ao maior indice de condicio, como ja
foi dito no Capitulo 2. Nota-se que, & medida em que o grau de colinearidade aumenta,
o valor de NC* também aumenta, porém seguindo a orientacic de BKW, uma fraca
presenca da colinearidade seria detectada a partir de f = 1, e uma clara presenca da
colinearidade 56 seria detectada a partir do sétimo fator, f = 11—2, pois somente a partir
" desse modelo o nimero de condigio médio, NC*, é maior do que 30 e estd associado

a proporgac de decomposi¢ao da variancia média, 7}, maior do que 0.5. E importante

ressaltar que através do indice de condigio temos somente uma indicagdo da existéncia
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da colinearidade, sendo indispensével a utilizacdo da PDV para descobrir quais sdo as
varidveis envolvidas. Na tabela 3.1 estéo os indices de condigio médio, Cr,i=1...,p
Devemos deixar claro que o indice j (7 =12,...,p) do indice de condicio, nao estd

relacionado com o indice de 8} que também varia de 1 até p, mas sim apresentam-se

ordenados pela ordem de grandeza dos valores singulares.

E a proporgao de decomposi¢io da variancia é vista na tabela 3.2, a partir do fator

de colinearidade f = 3

Tabela 3.1
[= f=3/2 f=1

ICT=1.1687 | | ICT=1.1714 || IC}=1.2552
TC3=1.2045 | | TC3=1.3332 || IC3=1.4215
TCx=1.5863 | | IC3=1.7760 || TC2=1.7188
IC3=1.8851 | | IC3=1.8492 || IC;=2.0498
IC:=2.3125 | | IC¥=2.4474 || IC#=3.2633

f=2/3 f=1/3 f=1/6
TC7=1.2695 | | TC7=1.3097 || IC7=1.2669
1C3=1.5291 | | TC5=1.4849 I_C;:i.4789
IC3=1.8148 | | TC3=1.6850 || IC3=1.9739
TC=2.1667 | | TC7=1.9893 || IC7=2.0766
ICr=3.6186 | | IC?=8.2855 || ICz;=12.904

F=1/12 f=1/24 f=1/48
ICT=1.2734 | | IC}=1.2424 |{ TC}7=1.3016
IC3=1.5047 | | TC3=1.4578 || IC3=1.5061
TCO3=1.7487 | | IC3=1.71197 || IC%=1.7611
IC3=2.1637 | | IC;=2.0504 || IC;=2.2201
1C:=35.012 | | ICt=67.744 || ICz=132.91

1
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Tabela 3.2

Fator | Indice | 72, Tae The The T

=1 |71C; 0.9771 | 0.9798 | 0.1283 | 0.0522 | 0.0863
=L |IC; 0.9918 | 0.9914 | 0.0424 | 0.0585 | 0.0249
=L |IC; 0.9988 | 0.9988 | 6.0282 | 0.0241 | 0.0865
=L |TCF | 0.9997 | 0.9997 | 0.1003 | 0.0354 | 0.0560
=L |7C: | 0.9997 | 0.9998 | 0.0203 | 0.0180 | 0.0541

Finalmente, analisando conjuntamente os quatro diagnodsticos, achamos que a razio
g mostrou-se mais eficiente na detec¢iao da presenca de colinearidade.

Através desse procedimento pudemos verificar que o valor de g(A%/Ag), ja no primeiro
fator de colinearidade, f = 3, na tabela 3.3, aparece como aproximadamente o inverso
do fator de colinearidade se destacando dos demais, que estdo préximos de 1. Este é
um fato importante e poderia ser um indicativo de que a variavel X, esta envolvida em

alguma relacdo de dependéncia, mas até esse momento ndo sabemos com qual variavel.

A medida em que o grau de colinearidade aumenta, isto €, a partir de f = %, percebemos
que a razdo G(A;/Af) também se destaca das demais ficando cada vez mais evidente a
diferenca das razdes §(Af/Ap) parat = 1 e 2, em relacio as demais varidveis, sendo sempre
aproximadamente o inverso do fator de colinearidade entre as variaveis X; e X;3. O valor
das razoes §(A?/A}) para i = 3,4 e § continua sempre préximo de um, independente do
grau de colinearidade entre as varidveis, indicando, desse modo, que estas variaveis nao

estao envolvidas em colinearidade.
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Tabela 3.3

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e X5,

sendo X, X3, Xqe X5~ N(0,1), e ~ N(0,1) e ¢, ~ N(0,1).
f=3 f=3/2 f=1
GAT/AL) = 0.8475 | | g( A3/ AL) = 0.9890 || g(A;/AZ) = 1.6498
Gl A3/ AG) = 0.3155 | | g(A3/Ag) = 0.5128 || g(A3/A%) = 1.1279
g(A3/A5) = 0.9001 | | g(A5/AS) = 0.9153 || q(A5/A5) = 1.2604
g(A3/AS5) = 1.0969 | | g(A%/AL) = 0.9598 || ¢( A3/ A%) = 1.0234
GlAz/AS) = 1.3193 | | q(Ar/A5) = 1.4501 || g(AL/AL) = 0.9969

—9/3 =1/3 =1/6
(A*/AO) = 1.7228 (A*/A"‘) = 3.5616 (A*/AU) = 5.0150
g(A3/AY) = 1.45092 | | g( A5/ AL) = 2.9846 || g(A3/A) = 4.7590
G(A5/AS) = 1.4842 | | g( A3/ A7) = 1.1024 || g(A%/AL) = 1.0882
g{ A3/ AS) = 1.2139 | | g(A5/AL) = 1.3473 || g(A%/A) = 1.0180
gl AL/ AS) = 1.1257 | | g(AE/AG) = 0.9966 {| G(AL/A) = 1.2725

f=1/12 f=1/24 f=1/48
GlAZ/As) = 15.723 | | G(AZ/AE) = 30438 || G(AZ/AL) = 42.057
G(A3/AS) = 15.908 | | G{A3/AL) = 30.443 || g(A3/AL) = 42.291

G(A3/AL) = 1.1676
G(A%/A%) = 0.9218
G(AL/AL) = 1.3966

Az/AL) = 11157
A%) = 0.8855

a(
q(A3/AT) =
a(Az/Ap) = 1.3242

)
G(AZ/AD) = 1.0347
G(Az/ AD) = 1.0858
g(AL/AL) = 0.9235

39




Qutro fato interessante a ressaltar é que §(AT/Ag), 1 = 1,2 pode ser escrito como uma

funcao do fator de colinearidade através da equagdo de regressao,

log ¢ = a — ylog(f)

resultando em

g=10%f77 (3.6)
Neste caso temos para §(Aj/Aj) que & = 0.1908 e 4= 0.8569, fazendo com que a
equagdo (3.6) seja dada, numericamente, por:
g = 1.5517 x f0859,

Qs valores estimados e seus respectivos erros relativos, dados por

| Obs — Est |
T X

| A% |= Obs

100, (3.7)

podem ser vistos na tabela abaixo:

40



Tabela 3.4

Fator | Obs. | Est. | A% |
3 0.8475 | 0.6053 | 28.58
2 0.9890 | 1.0963 | 10.85
1 1.6498 | 1.5517 | 5.946
2 1.7228 | 2.1963 | 27.48
3 3.5616 | 3.9779 | 16.69
5 5.0150 | 7.2045 | 43.66
iz 15.7228 | 13.0484 | 17.01
oy 30.4376 | 23.6326 | 22.36
1 42.0568 | 42.8019 | 1.772

e a média dos erros é:

%Z | A% |= 19.37

Para g(A5/A;) temos que & = —0,0220 e 4= 1,0343, fazendo com que a equagdo

(3.6) seja dada, numericamente, por:

G = 0,9505 x f~10843

Qs valores estimados pela equagao de regressdo juntamente com os seus erros relativos

podem ser vistos na tabela abaixo:
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Tabela 3.5

Fator | Obs. Est. | A% |
3 0.3155 | 0.3051 | 3.30
2 0.5128 |0.6249 | 21.86
1 1.1279 | 0.9505 | 15.73
2 1.4592 | 1.4457 | 0.9253
L 2.9846 | 2.9610 | 0.7907
3 4.7590 | 6.0645 | 27.43
5 15.9082 | 12.4208 | 21.92
o 30.4434 | 25.4393 | 16.44
= 42.2909 | 52.1027 | 23.20

e a média dos erros é:

3 | A% = 1462 (3.8)

Avaliando essas duas equagdes de regressdo percebemos que a razao g{ A5/ Ag) é aprox-
imadamente o inverso do fator de colinearidade. O mesmo nédo acontecendo exatamente
para a razdo g{A}/A}) pois, como foi visto na Tabela 3.3, g(A}/A3) demora mais para
manifestar a presenca da colinearidade, afetando a estimacao da equagio de regresséo..

O 1ltimo diagndstico mostrou-se bastante eficiente em detectar a colinearidade, pois
além de indicar a sua presenca, mosira ainda quais sao as variaveis envolvidas, € o mais
importante, d4 uma indicacdo do grau de colinearidade entre as varidveis. A maior
vantagem em relacdo ao coeficiente de variagdo estimado € que a presenca da colineari-
dade pode ser percebida praticamente ao mesmo tempo em X; e X3. Isto ndo acontece
utilizando o coeficiente de variacio estimado, apesar da deteccao da presenca da colin-
earidade ser feita nos primeiros fatores para a varidvel Xy, ela s6 é percebida para a

varidvel X, quando o grau de colinearidade entre as varidveis € severo.
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Em relagio ao diagnostico proposto por BKW, podemos observar que ao segnirmos
a sua orientacio, teriamos um indicativo da presenga da colinearidade somente a partir
do fator f = } e ainda precisariamos da PDV para identificar quais as variaveis en-
volvidas em colinearidade. Neste exemplo, a razao ¢ foi capaz de identificar o grau de
colinearidade aproximado e também quais as varidveis envolvidas em colinearidade, sem
a necessidade de nenhum outro diagnédstico, isto é, a razdo ¢ conseguiu mais do que os
outros diagnésticos, em poder de detecgéo.

Como este foi o diagndstico mais sensivel entre os apresentados, vamos a partir de
agora verificar o seu comportamento em algumas situacdes.

Nas duas préximas se¢des serdo apresentados os resultados dos modelos simulados.
O leitor ira se deparar com um grande niimero de tabelas que resumem estes resultados.
Apesar de parecer um pouco extensa, a apresentagio dessas tabelas é muito importante,
j& que todo o trabalho foi baseado em resultados de stmulacées Monte Carlo, portanto
experimentais. Como ainda nio temos dominio da teoria que fundamenta nossas su-
posicoes, essa apresentacao se torna indispenséavel para que se tenha um idéia sequencial
e comparativa do potencial do diagnostico proposto, §, nos modelos estudados.

As tabelas dos resultados estio divididas em 5 blocos. O primeiro bloco mostra
os resultados obtidos com as alteragbes feitas somente no desvio-padrio de €; (tabelas
3.6 & 3.10). O segundo bloco mostra as alteragbes feitas somente no desvio-padrao das
variaveis X; (tabelas 3.11 a 3.15). O terceiro bloco mostra as duas alteragées anteriores
combinadas simultaneamente (tabelas 3.16 a 3.23). O quarto bloco mostra os modelos
onde as distribuigdes de X; sdo N(0,07), 6? # 1,1 = 1,2,...,5 (tabelas 3.24 a 3.27).
Finalmente o quinto bloco mostra os modelos com trés variaveis colineares (tabelas 3.28

A 3.37).
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3.4.2 Modelos com Duas Variaveis Colineares

Modelo de Referéncia

Ja que entre os quatro diagnaésticos considerados, a razao ¢ fol a mais eficiente em detectar
a presenca de varidveis colineares, vamos agora verificar 0 seu comportamento em uma
situacao ideal, isto &, onde nenhuma das varidveis estd envolvida em colinearidade, e
vamos considerar este modelo como o de referéncia.

O modelo de referéncia foi gerado com 50 observagées supondo X1, X3, X3, X4 e X5
varidveis aleatorias independentes com distribui¢io Normal, com média zero e varidncia
um. X, € o vetor de constantes iguais a 1. Utilizamos também, a distribuicdo N{0,1)
para para a gerar ¢ e para a construcao do vetor de respostas y os coeficientes foram
determinados como no modelo basico {3.5).

Verificamos que nessa situacdo a razédo ¢, mantém-se préxima de 1 para todas as
variaveis, como pode ser visto na tabela 3.6. Analisando a tabela percebemos que os
valores de g(A?/Aj) para i = 3 e 5 estdo um pouco mais distantes de 1 do que os demais.
Talvez este fato possa estar relacionado com as sementes utilizadas nas simulagoes, pois
apesar de serem numeros grandes e impares, considerados adequados como sementes
de um gerador cengruencial multiplicativo de médulo 2, nao fizemos durante o nosso
trabalho, nenhuma avaliagao de alguma possivel influéncia das sementes escolhidas nos

resultados obtidos.
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Tabhela 3.6

Modelo sem colinearidade

supondo XI,XQ,X3,X4 e X5 ~ N(O,l), € r~ N(U, 1)

referéncia
g(A3/AL) = 1.1856
g A3/ Ag) = 1.0920
a(Az/Az) = 0.8418
(A3/A3) = 1.0647
g(Az/A;) = 0.7995

1]

Com o modelo de referéncia estabelecemos para a razdo § um patamar préximo de 1,
para as variaveis que nao estdo envolvidas em colinearidade. Entretanto, achamos que
seria interessante verificar o que aconteceria com a razdo ¢ e consequentemente com o
patamar estabelecido pelo modelo basico e o de referéncia, se introduzissemos algumas
variagoes no desvio-padrao de ¢;. Sabemos que €; esta diretamente ligado a construcao

da variavel X,, pois X; = X; + feq, e até o0 momento consideramos a distribuigio de € e

¢ como N(0,1).

3.4.2.1-Alteragoes no Desvio de ¢; no Modelo Béasico

Analisando as tabelas 3.7 e 3.8 percebemos que os valores de G(A1/Ay) e q(A3/A}) se
alteram com as modificagdes feitas no desvio-padrao de ¢, sendo que para §(A%/Ag) essa
modificacdo é bem evidente, pois se compararmos os valores de §(A}/A%) nos 3 modelos,
tabelas 3.3, 3.7 e 3.8, vemos que quando o desvio-padréo de ¢ € igual a % o valor da
razdo g(A3/A}), que era igual a 0.3155 supondo desvio de €; = 1, passa a ser 0.6160. E
quando o desvio de €, é igual a 2 a razdo §(A}/Af) passa a ser 0.1578. Para §(Aj/Ag)

essa alteracdo ndo é tio clara nos primeiros fatores de colinearidade, ficando mais visivel
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a medida que o grau de colinearidade aumenta, isto é, a partir de f = Podemos

2
:.
fazer uma tentativa de reescrever a equagdo (3.6) levando em consideragio as variacoes

ocorridas em G(Af/A}) para i =1 e 2, através da seguinte equagio de regresséo,

¢=10%(o x f)77 (3.9)

Por outro lado, nada acontece com a razdo g{A*/A}) parat = 3,4 € 5, isto é, nas duas
variacdes feitas em €; o patamar de valores proximos de 1 se mantém, como j4 tinhamos

visto na tabela 3.3, onde ¢ ~ N{0,1).

Tabela 3.7

Modelo supondo colinearidade crescente entre X, e X,

sendo Xl,X3,X4 e X5 ~ N(Oa 1)1 €~ N(O: 1) €€~ N(O? %2)

=3 F=3/2 f=1
q(A3/A) = 1.0823 | | G(A3/AL) = 1.2298 | | GA3/AS) = 2.6142
G(A3/A) = 0.6160 | | g(A3/A5) = 1.0255 | | g(A3/A3) = 2.2556
G(As/AL) = 0.8787 | | @(A3/A3) = 0.9153 | | g(A%/A%) = 1.2603
q( ( ) =
a q{ ) =

=1

A3/AL) = 10708 | | g(Az/Az) = 0.9598 A1/A%) = 1.0233
A3/AD) = 1.2880 | | g(Az/A3) = 1.4501 Az/A%) = 0.9968

2|

f=2/3 f=1/3 f=1/6
q(ALJAZ) = 2.9278 | | G(AI/AL) = 6.4904 | | G(A3/AL) = 9.7309
G(AL/AL) = 2.9185 | | §(A3/A3) = 5.9693 | | G(A3/A5) = 9.5181
GlA3/Ay) = 1.48844 | | G(A3/A5) = 1.1024 | | g(A3/A3) = 1.0882
G(A3/AL) = 1.2198 | | g(AL/A5) = 1.3473 | | G(A3/A7) = 1.0180
G(AL/AL) = 1.1257 | | a(Az/A3) = 0.9966 | | g(AL/A3) = 1.2725

A tabela continua na pagina seguinte
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F=1/12 f=1/24 f=1/48
GA%/As) = 31.459 | | q(A7/A5) = 60.894 | | g(A3/A;) = 84.185
G(A3/A3) = 31.816 | | q(A3/A;) = 60.887 | | q(A3/A5) = 84.582
G(AZ/AL) = 1.1676 | | G(A%/AY) = 11157 | | q(AZ/AL) = 1.0347
G(AZ/A%) = 0.9218 | | q(A3/A5) = 0.8855 | | g(A3/Af) = 1.1019
GAZ/AS) = 1.3966 | | q(AL/AZ) = 1.3242 | | q(A%/AL) = 0.9235

Neste caso, onde o, = 3, temos & = 0.0801 e 9= 0.9563 para §(A}/Aj), fazendo com

que a equacao (3.9) seja dada, numericamente, por:

g = 1.2025 X (é- x f)mo9%e

e para g(A%/Ay) temos & = —0.0356 e 4= 1.0368, fazendo com que a equagdo (3.9)

seja dada, numericamente, por:

g =0.9213 x (% x f)~10%e8,
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Tabela 3.8

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e Xo,

sendo Xl,Xg,X4 € X5 ~ N(O, 1),

e~ N(0,1) e ¢, ~ N(0,2?%).

f=3 f=3/2 f=1
G(AZ/AL) = 0.8666 | | GAI/AZ) = 0.9603 || g(AZ/A%) = 1.2514
a(A3/Ag) = 0.1578 | | G(A3/A5) = 0.2564 || g(A3/A5) = 0.5639
G(A3/A3) = 0.9001 | | G(A3/As) = 0.9153 || g(A3/A}) = 1.2603
G(A%/As) = 1.0969 | | g(A3/A%) = 0.9598 || g(A%/A%) = 1.0233
G(AL/A5) = 1.3193 | | G(Az/A) = 1.4501 || g(Az/AZ) = 0.9968
~9/3 =1/3 F=1/6
(A /AO) =1.3208 | | (A3 /A“) = 2.2064 || g(A]/AL) = 2.7383
GlAZ/AL) = 0.7296 | | q(A3/A%) = 1.4923 || G(Az/AL) = 2.3795
G(AL/AL) = 1.4884 | | q(A3/A%) = 1.1024 || G(A3/A5) = 1.0882
G A3/ AD) = 1.2198 | | q(Az/Ay) = 1.3473 || @(Az/Az) = 1.0180
G(Az/Ay) = 1.1257 | | G(AL/AL) = 0.9966 || g(AL/Af) = 1.2725
= 1/12 =1/24 = 1/48
(A*/A*) = 7.8046 (A;/A*) 15.255 (Al/A ) = 20.954
G(A3/AZ) = 7.9541 | | G(A3/AL) = 15.222 || g(A3/A3) = 21.145
G(A3/AD) = 1.1676 | | g(A3/AL) = 11157 || g(A3/Az) = 1.0347
GAZ/AD) = 0.9218 | | G(A%/AL) = 0.8855 || G(A3/AL) = 1.1019
GAL/AL) = 1.3966 | | G(AL/AL) = 1.3242 || g(Az/AL) = 0.9235
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Neste caso, onde o, = 2, temos & = 0.3089 e 4= 0.6965 para §(A}/Ay), fazendo com

que a equacdo (3.9) seja dada, numericamente, por:

g =2.0365 x (2 x f)—0.6965

e para g{A3/A%) temos & = —0.0117 e 4= 1.0342, fazendo com que a equagéo (3.9)

seja dada, numericamente, por:

g =0.9734 x (2 x f)~10342

Com as modificagtes feitas no desvio-padrao de ¢;, observamos que os valores de
10% e + se alteram para a razado §(A}/Ag), o mesmo ndo acontecendo para §(A%/A})
como pode ser visto nas tabelas 3.9 e 3.10. Suspeitamos que isto ocorra pois o peso da
colinearidade é maior em X5, que é a variavel geradora de Xs5. Qutro fato observado esta
relacionado com o, e ox, (0 desvio-padrdo da varidveis}, percebemos que quando o, >
ox, os valores de 10% e + sofrem as maiores alteragbes, sendo neste caso ¥ = —0.6965,
o valor mais distante de um, que estd associado ao maior valor de o, em relagio ao
ox;. Suspeitamos que quando o, > ox, o desvio-padrao da variavel Xy fica mascarado,
influenciando no ajuste da equagdo e levando a uma estimativa mais baixa de 5. Vamos

observar nos demais modelos se o fato ocorrido agui também pode ser verificado.

Tabela 3.9
G(A3/Ap)
ox; | O¢ | 107 ¥
1 7 | 1.2025 | -0.9563
1 1 | 1.5517 | -0.8569
1 2 | 2.0365 | -0.6965
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Tabela 3.10

q(Az/Ap)
ox, | 0 | 105 |«
1 |3 109213 -1.0368
1 |1 {0.9505 | -1.0343
1 |2 [0.9734 ] -1.0342

Através dos modelos apresentados vimos que o desvio de ¢, tem influéncia no valor
da razao g(A!/A}) para as varidveis envolvidas em colinearidade, no caso para ¢ =1 e
2. Até o momento consideramos que as varidveis X;, X3, X4 e X tinham distribuigio
N(0,1), e a primeira modificagdo feita no modelo basico alterou o desvio-padrao de ¢.
Decidimos, entao explorar mais um ponto e optamos por introduzir algumas modificagdes
no desvio-padrao das varidveis X,, X3, X4 e Xs.

A principio consideramos um modelo sem colinearidade, onde apenas a varidvel X,
tem distribuigao N(0, f2), sendo f € (3, 51,241 L L 2 ), e as variaveis Xy, Xa, X4
e Xs ~ N(0,1). Supomos ainda que ¢ ~ N(0,1) e para construcio de y os coeficientes
foram determinados novamente como no modelo basico.

A construcao desse modelo sem colinearidade e com a varidvel X3 tendo como desvio-
padrio o mesmo valor do fator de colinearidade f, teve como objetivo nos dar uma
idéia do que aconteceria com a razdo ¢ nesta situagdo, para que nos modelos seguintes,
onde vamos combinar a presenca da colinearidade e desvio-padrao diferente de 1 para as

varidveis X;, tivessemos maior seguranga para separar o efeito de cada modificacio na

razao q.
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Tabela 3.11

Modelo sem colinearidade supondo

X3 ~ N(0,£2), X1, X3, Xq e X5 ~ N(0,1) e € ~ N(0,1).
f=3 F=3/2 f=1
GLALJAL) = 0.7706 | | g(A%/A%) = 1.0063 || §(A2/AS) = 0.7921
G(A3/Az) = 0.3472 | | q(A3/As) = 0.5620 || G(A3/As) = 1.1504
G(A3/Az) = 1.0008 | | g(A%/AD) = 0.9223 || G(A3/AL) = 0.8413
GlAL/AL) = 0.9305 | | g(AL/AL) = 0.9993 || §(Az/AL) = 0.9948
G(A3JAY) = 1.1444 | | g(Az/A3) = 1.2254 || g(Az/AL) = 1.0275
fF=2/3 F=1/3 F=1/6
G(AT/AD) = 0.7929 | | g(AZ/AZ) = 1.2760 || §(A%/AZ) = 0.8621
G(A3/AL) = 18157 | | g(AL/AL) = 4.1915 || g(A3/AL) = 6.2064
G(Az/AY) = 1.2166 | | g(A3/A3) = 0.9249 || G(A3/A%) = 1.0096
G(Az/AZ) = 1.0190 | | g(A%/A3) = 1.2519 || G(Az/AL) = 0.7062
G(AZ/Az) = 0.6449 | | g(Az/AL) = 1.2144 || G(Az/A%) = 0.7030
f=1/12 F=1/24 F=1/48
GlAT/AZ) = 1.1832 | | G(A7/AZ) = 0.9162 || q(A3/A5) = 0.6804
G(A3/A3) = 8.9809 | | q(Az/A3) = 23.101 || @(Az/As) = 30.488
G(A3/AT) = 0.8984 | | G(Az/A5) = 1.0390 || g(Az/AZ) = 0.8667
GlAz/AY) = 0.9522 | | q(A3/Az) = 0.9841 || G(A5/Ag) = 0.5956
GAz/AD) = 0.7754 | | q(Az/A5) = 1.2730 || q(Az/ A7) = 0.8803
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Analisando a tabela 3.11 verificamos que a variavel X;, que apresenta desvio-padrao
igual a f , mostra no primeiro fator, f = 3, o valor §(A%/A}) aproximadamente igual ao
inverso do desvio-padrao de X;. Entretanto, esse fato € manifestado claramente através
da razdo ¢ a partir do fator f = %, enquanto as demais varidveis mantém o valor de g
proximo de um, g(A3/A§) é sempre, aproximadamente, o inverso do desvio da varidvel
Xa.

Vimos gue o fato do desvio-padrdo da variavel X, ser diferente de 1 tem influéncia
sobre o valor da razdo §. Agora vamos analisar modelos onde os desvios-padrao sdo
diferentes de 1 para as varidveis Xy, Xs, X4 e X5, mantendo ¢ ~ N(0,1), e as varidveis

Xj e X5 tem grau crescente de colinearidade, como no modelo basico.

3.4.2.2-Alteracoes no Desvio das Variaveis X;, X3, X4 e X5
mantendo ¢ ~ N(0,1)

Analisando as tabelas 3.12 e 3.13 vemos que a alteracao no desvio das variaveis X1, X3, X,
e X5 afeta o valor da razdo g(A;/Ay) para i # 2, fazendo com que cada razdo, quando
comparada ao modelo bésico, fique afetada por um fator multiplicativo, aproximadamente
igual ao inverso do desvio-padréo das varidveis. Construimos todas as varidveis com o

1

mesmo desvio-padrao, igual a 3 no modelo apresentado na tabela 3.12 e igual a 2 no

modelo apresentado na tabela 3.13.
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Tabela 3.12

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e Xy,

sendo X1, X3, X e X5 ~ N{(0, %2),

e~ N(0,1) e ¢, ~ N(0,1).

f=3

f=3/2

C f=1

G(A3/Ag) = 2.1070
G(AL]AZ) = 0.3719
g(A3/ A7) = 1.9198
a(A3/Ag) = 2.2249
G(Az/A5) = 1.6780

FAT/AL) = 2.6222
G(A3/A3) = 0.6553
G(A3/A5) = 1.8230
)=
) =

GlA3/A5) = 2.1286.

AL/ A5) = 1.7538

A A7/ Az) = 2.8047
(A%/AZ) = 1.0372
ALJAG) = 1.7348

WK1 ARy

)
( )=
g(A3/A%) = 1.8239
G(Az/A%) = 1.9908

f=2/3

=1/3

G(A3/Ag) = 2.1180
3(A3/A5) = 1.2291
G(A3/A3) = 2.0607
a(A3/Ag) = 1.5823
G(Az/Ay) = 1.7628

(A*/A*) = 3.3403
G(A3/AZ) = 2.9474
G(A3/A7) = 1.8459
(A5 Az) = 2.0858
(Az/A%) = 1.7105

F=1/6
G( A3/ AL) = 6.3677
q(A3/A3) = 6.8857
G(A3/Ag) = 1.7529
G(A%/AZ) = 2.4304
g(

)=
AL/ Az) = 1.9803

=12

=1/24

f=1/48

q(A3/Ag) = 9.1705
a(A3/Ay) = 9.2755
G(A3/A%) = 1.8998

G(A3/A5) = 1.7686

G(A%/A3) = 1.4914

(A /A ) = 25.497
q(A3/Az) = 24.915
G(A3/Az) = 2.6667
(A3/Az) = 1.4198
G(Az/Az) = 1.9283

w2

Gl A7/ AL) = 52.290
G(A3/Az) = 52.483
G(A3/AL) = 2.1606

(A% A%) = 1.9568
G(AT/A%) = 1.9425
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Neste caso temos & = 0.4186 e 4= 0.6432 para §(A;/AR), fazendo com que a equagio

(3.9) seja, numericamente, dada por:

G =2.6218 x (1 x f)06432

e para §(A3/Ag) temos @ = —0.003 e Y= 0.9983, fazendo com que a equagao (3.9)

seja, numericamente, dada por:

g =0.9932 x (1 x )70

A andlise da tabela 3.12 nos mostra que os valores de §(A}/A}) para ¢ # 2 ficam
alterados com a modificagdo feita no desvio-padrao de X;. Entretanto, a medida que o
grau de colinearidade aumenta a influéncia do desvio-padrao de X; no valor de G(A}/A})
vai ficando menos visivel, enquanto que, para as varidveis que ndo estdo envolvidas em
colinearidade o valor do patamar, que no modelo béasico era de 1, fica proximo de 2,
nos levando a sugerir que este patamar seria dado pelo inverso do desvio-padrio comum
de X;. Podemos observar também que a colinearidade, construida por X; = X + fea,

comega ficar evidente quando f < oy, .
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Tabela 3.13

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e Xs,

sendo Xy, X3, Xy e X5 ~ N(0,2%), e ~ N(0,1) e & ~ N(0,1).

f=3 f=3/2 F=1
GlAT/ ALY = 0.4637 | | G(A7/AY) = 0.8693 || G(A]/AL) = 1.1543
G(AS/AZ) = 0.2466 | | g(A3/A%) = 0.6884 || g(A3/AL) = 1.0558
GA3/AZ) = 0.4232 | | q(Az/A%) = 0.5502 || G(A3/A%) = 0.5222
GALJAL) = 0.6445 | | q(AL/AL) = 0.3675 || a(A3/AL) = 0.5981
G(Az/Az) = 0.3871 | | q(Az/As) = 0.4015 || §(Az/AL) = 0.5681
F=2/3 f=1/3 f=1/6
GlAz/A) = 1.4815 | | g(Az/Az) = 2.8166 || G(AT/A%) = 5.9511
G(A3/AL) = 1.2709 | | g(Az/AL) = 2.6783 || g(A;/AL) = 5.9944
G(Az/AL) = 0.5121 | | g(A3/A%) = 0.5617 || q(A3/A5) = 0.6222
GlAZ/Az) = 0.5021 | | g(A;/Az) = 0.4681 || q(A%/AL) = 0.5737
G(Az/AL) = 0.3933 | | g(AZ/AL) = 0.5486 || G(A%/A3) = 0.5640

=1/12

=1/48

(A*/A*)
G(A3/AD) = 10.597
G(A3/A) = 0.4425
G(A3/Ay) = 0.6189

G(Az/Az) = 0.4782

= 10.531

=1/24
(A /Ao) = 20.705
G(AL/AL) = 20.918
(A3 A%) = 0.4363
g(A3/AL) = 0.5633
G(Az/Ag) = 0.6105

(A*/A“) = 36.010
a( A3/ A3) = 36.060
G( A3/ A3) = 0.3810
a( A5/ Ag) = 0.4501
a(Az/Ag) = 0.4893
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Neste caso temos & = 0.0656 e Y= 0.8877 para g(A}/Ap), fazendo com que a equagio

(3.9) seja, numericamente, dada por:

g = 1.1631 x (1 x f)~0877

e para §(A3/Af) temos & = —0.0404 e 4= 0.9819, fazendo com que a equagao (3.9)

seja, numericamente, dada por:

§= 09111 x (1 x f)-0e81e

A analise da tabela 3.13 nos leva as mesmas observacdes ja feitas no modelo anterior,
tabela 3.12, sendo que neste caso o patamar das variaveis nao envolvidas em colinearidade
fica préximo de 1, reafirmando a nossa suspeita de que esse patamar é dado pelo inverso
do desvio-padrio comum dos X;. E claro que, até esse momento a énica modificacio
feita foi no desvio de X;, precisamos ainda explorar outras situagoes.

Com as modificagbes feitas no desvio-padréo de €; observamos também, algumas
modificagdes nos valores de 10% e « nas equagdes de regressdo. Analisando a tabela 3.14
podemos observar que as mesmas altera¢des ocorridas nos valores de 10% e 4 nos modelos
avaliados no item 3.4.2.1, ocorrem novamente nesse modelos. Os valores de 10* e 4 sofrem
as maiores alteracdes para a razao g( A}/ A}) que estd relacionada a variavel X, que como
dissemos anteriormente carrega o peso da varigvel X;. Além disso, 0 menor valor de +
estd associado a situacdo onde o., > ox,, como ja foi visto no modelo apresentado no
item 3.4.2.1. Entretanto, se analisarmos a tabela 3.15, vemos que os valores de 10* e ~

se mantem proximos de um.
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Tabela 3.14

a{Ai/Ap)
ox, | 0 | 107 ¥
: 1 |2.6218 | -0.6432
1 1 1.5517 | -0.8569
2 1 }1.1631 | -0.8877
€
Tabela 3.15
G(A3/Ag)
ox; | o | 107 ¥
3 1 10.9932 | -0.9983
1 1 [0.9505 | -1.0343
2 1 [0.9111 | -0.9819

Nos modelos analisados ate agrora vimos que tanto a alteragao feita no desvio-padrao
das varidveis X7, X3, X3 ¢ X5, como a feita no desvio-padrao de ¢, implicam em uma
modificacio no valor da razao ¢. Vamos agora combinar esses dois fatores: desvios-padréo

diferentes de 1 para as varidveis e para €.

3.4.2.3-Alteracoes no Desvio das Varidveis X, X3, Xy e X5
mantendo ¢; ~ N (0, %2)

Analisando as tabelas 3.16 & 3.19 vemos que a combinacdo dos dois fatores, também
é manifestada no valor da razdo §. Sendo igual a que foi apresentada nos modelos
anteriores onde cada alteragao foi feita separadamente, a dinica diferenga é que para cada
combinagdo de modificagdes o valor da razio ¢ se altera combinando as duas modificagoes.

Por exemplo, na tabela 3.15 em que o desvio-padrio de ¢ é 1, o valor de §{A3/A%) dobra
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em relagio ao modelo basico, mas como o desvio-padrio das varidveis também é 2 o valor
de G(Ar/A) para i = 1,3,4 e 5, dobra, isto é, no modelo bésico ele é aproximadamente
igual a 1 e agora passa a ser aproximadamente igual a 2, vemos novamente a alteracio

do patamar das varidveis que nao estao envolvidas em colinearidade.

Tabela 3.16

Modelo supondo colinearidade crescente entre as variaveis X; e Xs,

sendo X, Xa, Xy e X5 ~ N(0,1%), ¢

N(0,1) e & ~ N(0,1%).

=3 f=3/2 f=1

G(A7/Ay) = 2.0703 | | g(A3/Ay) = 2.1140 || g(A1/Ap) = 2.3766
g(A3/Az) = 0.7576 | | G(A3/AL) = 1.3097 || G(A3/A5) = 1.4503
G( A3/ A5) = 1.7958 | | q(A5/A%) = 1.8955 || g(A3/Af) = 2.0657
G A3/ AL = 2.1102 | | g(A3/AL) = 1.8006 || g(A3/Al) = 2.0485
g(A3/A3) = 1.6956 | | G(A5/A5) = 1.7019 || §(Az/A3) = 2.7834

f=2/3 —=1/3 =1/6
glAL/AY) = 4.7417 | | G( A7 /A )= 5.7541 || g( /A ) = 10.207
G( A5/ A%) = 4.0663 | | g(A3/A5) = 5.5447 {| g(A5/As) = 9.9989
G(A3/A) = 2.3167 | | g(A3/As) = L9171 || g(Az/Ap) = 1.6680
G(As/ ARy = 2.0342 | | G(A3/AS) = 2.2222 || q(A3/A5) = 1.9392
G AL/ AL) = 2.4286 | | G(Az/AY) = 1.7364 || g(Az/AY) = 1.7782

f=1/12 f=1/24 f=1/48
GAT/AL) = 25.441 | | g(A3/AS) = 48.765 || G(A1/As) = 96.372
GA3/AY) = 25.322 | | q(A3/Af) = 48.272 || §(A3/Ap) = 97.091
(A3/A%) = 24077 | | g(A3/A5) = 2.2623 || g(A3/A3) = 2.1398
G(Az/A) = 2.6648 | | q(A3/As) = 1.7945 || g(A3/Ap) = 3.1303
g(Az/Az) = 1.8095 | | G(AL/AY) = 2.1354 || g(A3/A3) = 2.4589
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Neste caso temos & = 0.2494 e 4= 0.8252 para g(A}/A}), fazendo com que a equagao

(3.9) seja, numericamente, dada por:

§= 17758 x (=

—0.8252
5% 1)

e para g(A3/Ap) temos & = —-0.0008 e 4= 0.9983, fazendo com que a equacao (3.9)

seja, numericamente, dada por:

7 = 0.9980 x (% x f)~0-2089

Novamente notamos a alteracao dos valores de 10* e v na equagao de regressao ajus-

tada para os valores de g(A}/Af). Vamos comparar esses valores com os resultados

ohservados no modelo da tabela 3.17.
Tabela 3.17

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e Xj,

sendo Xl,Xe,, X4 e X5~ N(0322): €~ N(U! 1) €&~ N(D’ %2)

f=3 F=3/2 f=1

g(A7/Ay) = 11131
a(A3/ A7) = 0.9223

g(A%/Az) = 0.5100
G(A3/A%) = 0.7632
G(Az/Az) = 0.5483

q(A;/AD) = 1.3314
G(A3/AZ) = 1.3093
G(A3/Az) = 0.5168
G(A3/A3) = 0.6534
G(AL/AL) = 0.4960

q(Aj/Ap) = 2.2936
(A3 Ag) = 2.3327
G A3/ AL) = 0.4943
G(A3/AS) = 0.4619
G(AL/A3) = 0.4752

)
)

A tabela continua na pagina seguinte
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F=2/3 F=1/3 F=1/6
G(AL/A%) = 2.7381 | | q(A7/A3) = 6.8921 || g(Az/A3) = 8.4548
G(A3/A%) = 2.7005 | | G(A%/A5) = 6.9970 || G(A3/AZ) = 8.5615
G(A3/AZ) = 0.6172 | | q(Az/As) = 0.5465 || g(A3/A%) = 0.3521
GlA3/Az) = 0.6749 | | g(Az/As) = 0.8278 || g(Az/A;) = 0.3828
G(Az/A) = 0.6215 | | g(Az/A5) = 0.5263 || G(AL/Ag) = 0.5877

f=1/12 f=1/24 f=1/48
G(A1/A%) = 24.002 | | g(A3/AL) = 48.638 || G(A1/AL) = 110.76
G(A3/AL) = 23.945 | | G(As/Ax) = 49.042 || g(A3/AL) = 110.92
G(A3/Az) = 0.6332 | | G(A%/Ay) = 0.5735 || g(A3/A3) = 0.4906
G(A3/AD) = 0.5213 | | G(Az/AL) = 0.5596 || g(A3/AL) = 0.5670
G(Az/Ay) = 0.4665 | | G(A1/A5) = 0.5518 || g(Az/Af) = 0.5764

Neste caso temos & = 0.0652 e 4= 0.9517, fazendo com que a equacdo (3.9) seja,

numericamente, dada por:

1
= 1.1620 x ( x f)~09817

e para g(A3/A}) temos & = —0.0393 e 4= 0.9727, fazendo com que a equagio (3.9)

seja, numericamente, dada por:

G = 1.0948 x {% x fy oo
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Tabela 3.18

q(A7/Ag)

ox, | Oc, | 10% ¥
] % 1.7758 { -0.8258
2 L | 1.1620 | -0.9517
e
Tabela 3.19
a(A3/Ap)
ox, | 0o | 10¢ v
% > 1 0.9980 | -0.9983
2 z | 1.0948 | -0.9727

Analisando as tabelas 3.18 e 3.19 vemos que as altera¢des nos valores de 10% e v, é
observada para §(A}/Ap), sendo que neste caso, as alteragoes sdo menos significativas
do que as observadas anteriormente nos modelos apresentados nos itens 3.4.2.1 4 3.4.2.3.
Nos dois modelos ¢., ¢ menor ou igual a oy,, ndo influenciando tanto os valores de 10¢
e v, entretantro uma leve alteracdo ainda pode ser observada ao compararmos os valores
de 10% e v nas tabelas 3.18 e 3.19, podendo ser atribuida, mais uma vez, ao peso que a

varidgvel X; carrega na counstrucao da variavel X,.
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3.4.2.4-Alteragoes no Desvio das Varidveis X, X3, Xy e X; mantendo ¢ ~

N (0,22)

Tabela 3.20

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e X,

sendo Xy, Xz, X4 e X5 ~

N(0,1%), e ~ N(0,1) e & ~ N(0,22).

f=3 f=3/2 f=1
G(A3/A3) = 1.8131 | | g(Ar/AL) = 2.1484 || g(AL/A}) = 2.3175
(A3 Az) = 0.1327 | | g(A5/A%) = 0.3271 || g(A%/Af) = 0.5893
G(AL/AZ) = 1.9436 | | q(A3/A%) = 1.8559 || q(A3/AL) = 1.9737
G(A3/AY) = 2.3542 | | q(A3/Ap) = 2.2931 || q(A3/AL) = 2.3596
G(AI/AL) = 1.6458 | | g(Az/AL) = 1.5908 || G(Az/AL) = 2.1153

F=2/3

F=1/3

f=1/6

G(AL/A) = 3.1553
G(As/Ay) = 0.8161
a(As/AL) = 2.3034
a( A1/ As) = 1.8493
G(AZJAL) = 2.4790

G(A%/AL) = 2.1088
(A% AL) = 1.3087
G(AS/A%) = 1.6148
A%/ Az) = 2.0372
q( AL/ AL) = 2.3677

G(A/AZ) = 2.9779
G(A3/A%) = 2.4990
GAL/AL) = 1.7763
qAL AL = 1.8377
G(A3/Az) = 1.6504

f=1/12

f=1/24

=1/48

G( A3/ AL) = 6.5068
G(A}/ A7) = 6.6046
G(A%/Ap) = 2.4244
QAL Ay) = 2.2346
G(Az/AZ) = 2.4765

G(A%/A%) = 10.631
(A3/A3) = 10.456
G(A%/AY) = 2.4246
(A
(

]l

3/ AL) = 2.2848
a(Az/AZ) = 1.7985

(A;/A*) = 21.538
G(A3/AL) = 20.842
g(AL/Az) = 1.3125
AL/ Ag) = 1.7617
G(Az/AL) = 2.0297
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A tabela 3.20 nos mostra mais uma vez a influéncia que sofrem os valores de g{ A/ A%)
quando alteracoes sao feitas no desvio de ¢; e das varidveis.
Neste caso temos & = 0.4895 e 4= 0.4619 para g(A}/Ag), fazendo com que a equagio

(3.9) seja, numericamente, dada por:

7 = 3.0867 x (2 x f)~0:461°

e para §(A}/A7) temos & = —0.0209 e Y= 0.9869, fazendo com que a equacgao (3.9)

seja, numericamente, dada por:

g = 0.9530 x (2 x f)~0-9%69

Ao compararmos as equagdes de regressdo ajustadas para g(A7/A}) 1 =1 e 2, vemos
que os valores de 10® e y estdo bem diferentes de 1 em g(A}/Af), e nao sofrem quase

nenhuma modificacio para a equagdo ajustada para os valores de g(A%/Ag).

Tabela 3.21

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e Xo,

sendo Xi, X3, X4 e X5 ~ N(0,2%), e ~ N(0,1) e ¢ ~ N(0,2?).

F=3 F=3/2 F=1
F(AL/AD) = 0.5676 | | G(Ar/A%) = 0.7808 || a{ Ar/AZ) = 0.8722
A3/ Az) = 0.2008 | | G(Az/A%) = 0.4650 || g(As/A%) = 0.4089
G(A%/AZ) = 0.6423 | | G(A3/A5) = 0.4864 || g(A3/AL) = 0.4581
G(Az/AZ) = 0.5704 | | g(A3/Az) = 0.5295 || q(Az/AL) = 0.4173
G(AL/AZ) = 0.6544 | | g(Az/AL) = 0.6875 || G(AL/AL) = 0.4057

A tabela continua na pagina seguinte
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F=2/3 F=1/3 F=1/6
GlA3/AY) = 0.8784 | | G(A2/A3) = 1.9569 || q(Az/Az) = 2.8159
G(A3/Ag) = 0.7773 | | G(A3/AL) = 1.9568 || q(A3/A%) = 2.8190
G(A3/AL) = 0.5256 | | g(A3/AL) = 0.4822 || g(A3/AL) = 0.5335
GAL/AD) = 0.5959 | | q(A;/AL) = 0.6626 || g(A3/AL) = 0.7057
G Az/AL) = 0.4261 | | g(Az/Az) = 0.5139 || g(Az/Az) = 0.5039

f=1/12 f=1/24 f=1/48
G(A3/A%) = 5.7454 | | q(Az/AL) = 13.109 || g(Ar/AL) = 19.161
G(A3/AL) = 5.8451 | | q(A%L/AL) = 12.917 || q(Az/Az) = 19.157
G(Az/AS) = 0.3601 | | g(Az/AL) = 0.4586 || G(A3/AZ) = 0.4289
(AL Az) = 0.3799 | | g(Az/Ag) = 0.8342 || g(A5/Az) = 0.6307
G(Az/AL) = 0.3988 | | G(AL/AL) = 0.6330 || G(Az/AZ) = 0.5053

Neste caso temos & = 0.1966 e 4= 0.7523 para g(A}/Ay), fazendo com que a equagio

(3.9) seja, numericamente, dada por:

= 1.5725 x (2 x f)~07528

e para G(A3/Af) temos & = 0.0325 e = 0.9423, fazendo com que a equagao (3.9)

seja, numericamente, dada por:

7= 10777 x (2 x f)~0o4®

64



Tabela 3.22

a(Ai/Ap)
ox, | 0 | 107 ¥
: 2 13.0867 | -0.4619
2 2 11.5725 | -0.7523

e
Tabela 3.23

a(Az/Ag)
Tx, | T | 107 ~
1 2 10.9530 | -0.9869
2 2 110777 { -0.9423

As tabelas 3.22 e 3.23 mostram mais uma vez as alteragbes sofridas nos valores de
10 e « para g(A;/A}), sendo que quanto maior o valor de o, em relagido ao valor de
ox,, mais distantes de 1 ficam os valores de 10% e ~.

Com todas essas modificagbes feitas nos modelos, vimos que independente da alteragio
feita, nos desvios-padrio das varidveis X; e de €, a razao § continua a mostrar quais as
variaveis estao envolvidas em colinearidade. Observamos que o valor das razdes ¢ para
as varidveis envolvidas na colinearidade, esta relacionado ao fator de colinearidade entre
estas varidveis e ao desvio de ¢, e o patamar apresentado pelas variaveis nao envolvidas
em colinearidade estd relacionado com o desvio-padrao das variaveis X;, X3, Xy e X;.
Podemos observar também que a colinearidade, construida por X, = X; + fe;, comega
a ficar evidente quando f < oy;.

Até o momento todas as varidveis envolvidas nos modelos apresentavam o mesmo
desvio-padrao, que como pudemos observar influéncia o valor da razdo §. Decidimos

entdo investigar o comportamento de ¢ quando os desvios-padrao sdo diferentes para
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cada uma das variaveis, e além disso padronizamos as varidveis com o objetivo de ndo
mascarar o efeito da colinearidade nas variaveis, pois vimos no modelo apresentado na

tabela 3.11, que o valor do desvio-padrao das varigveis X; influéncia o valor da razao §.

Modelos onde as varidveis X;, X3, X, e X; tem desvios diferentes

Construimos a principio um modelo de referéncia onde ndo existe colinearidade, mas as
variaveis tem desvios-padrao diferentes e para o calculo da razio § as variaveis foram

padronizadas.

Tabela 3.24

Modelo sem colinearidade,
supondo: X; ~ N(0,5.5%),X, ~ N(0,2.7%),
X3 ~ N(0,1.2%), X4 ~ N(0,0.7%) e X5 ~ N(0,1.8?).

referéncia
g(A3/Ag) = 1.0036
(Az/Ag) = 1.0061
(Az/A5) = 1.0100
(Az/A3) = 1.0115
g(Az/AS) = 0.8649

=T T 1]

Ao analisarmos as tabelas 3.25 4 3.27, vemos que ja para o primeiro fator de colineari-
dade, f = 3, os valores de g{AT/A}) i = 1 e 2, se destacam dos demais, mostrando que X
e X, sao as varidveis envolvidas em colinearidade. Vemos também que o desvio-padrao
de ¢, influéncia os valores de g(AY/Af) 1 = 1 e 2, isto é, se compararmos estes valores
para os trés modelos, tomando como referéncia o modelo onde o desvio-padrao de ¢ é
1 (tabela 3.26), temos que para o modelo onde o desvio-padrao de ¢; é %, 0s valores de
g(Ar /A i =1 e 2, ficam multiplicados por dois, e para 0 modelo onde o desvio de ¢, é

2 os valores ficam divididos por 2.
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sendo X; ~ N{(0,5.5%

Tabela 3.25

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e X,

), X3 ~ N(0,1.22), X4 ~ N(0,0.7%), X5 ~ N(0,1.82),

e~ N(0,1) e g ~ N(0, %2)
F=3 _3/2 f=1
G(AZ/AZ) = 3.8348 (A*/A*) — 8.6847 || g(A1/A%) = 18.083
G(A/AL) = 3.8673 | | q(A3/A3) = 8.4871 || g(A3/AL) = 18.174
G(Az/A%) = 0.9735 | | g(A3/A5) = 1.1920 || g(Az/AL) = 1.0840
GlAL/AS) = 1.2085 | | g(A3/A3) = 0.9570 || g(Az/Az) = 1.1071
G(Az/A3) = 1.0168 | | g(Az/A3) = 0.9546 || g(Az/A3) = 1.1002

f=2/3

f=1/3

f=1/6

G(A*/A3) = 22.999
GlAL/AL) = 22.715
G(A3/AL) = 0.9024
G( A%/ Az) = 1.1236
g(Az/ A7) = 0.8931

G(Az/A3) = 33.306
G(A3/AL) = 32.887
G(A3/Az) = 0.9447
g(A3/Ap) = 0.9774
g(Az/AL) = 0.9133

G(A7/A3) = 66.679
G(A3/A;) = 67.271
G(A%/AL) = 1.1344
G(A3/AZ) = 1.1568
G(Az/AL) = 1.0644

=1/12 =1/24 = 1/48
G A /AO) —120.95 | | Az /A“‘) = 264.34 {| g(Az /A*) = 547.56
G(A3/AD) = 121.27 | | q(A3/A%) = 263.47 || (A3/A3) = 514.65
G(A3/AS) = 0.9977 | | g(A5/AL) = 1.3882 || g(A5/AL) = 1.1282
G Az/AD) = 1.0030 | | G(Az/AL) = 1.1096 || (A3/AL) = 0.9627
G(Az/Az) = 0.9703 | | g(Az/As) = 1.4679 || G(Az/Ag) = 0.9544
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Neste caso temos & = 0.8373 e 4= 0.9433 para g(A}/Ap), fazendo com que a equacio

(3.9) seja, numericamente, dada por:

g = 6.8754 x (% x f)yTUesse

e para g(A%/Ap) temos & = 0.8380 e 4= 0.9374, fazendo com que a equagao (3.9)

seja, numericamente, dada por:

g = 6.8869 x (% x fy 09874

Tabela 3.26

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e X5,
sendo X; ~ N(0,5.5%), X5 ~ N(0,1.2?%), X, ~ N(0,0.7%), X5 ~ N(0,1.8?),
e~ N(0,1) e ¢, ~ N(0,1).

f=3 =3/2 i f=1
G(A7/A3) = 2.1367 (A*/A{,) = 4.1319 || g(Ar/Az) = 9.1683
(A3 Ay) = 2.1448 | | q(A3/A5) = 4.0728 || q(A%/A5) = 9.1734
g(AZ/AT) = 0.9735 | | g(A3/A%) = 1.1650 || g(A3/A5) = 1.0839
A3/ AL = 1.2376 | | q(A5/AL) = 0.9967 || g(Az/AL) = 1.1071
(A1/A3) = 1.0168 | | G(Az/A%) = 0.9544 || G(Az/A%) = 1.1002

A tabela continua na pagina seguinte
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f=2/3 f=1/3 F=1/6
G(A3/A7) = 11.692 | | G(Ar/A3) = 16.894 || G(Az/AZ) = 33.348
G(A3/AZ) = 11451 | | G(Az/Az) = 16.499 || g(A3/Az) = 33.534
GlA3/AZ) = 0.9024 | | g(Az/AL) = 0.9447 || G(A3/AZ) = 1.1344
GAL/AL) = 11236 | | q(A3/A5) = 0.9774 || g(A3/AL) = 1.1568
G(AL/AZ) = 0.8931 | | q(A%/AL) = 0.9133 || g(AL/As) = 1.0644

F=1/12 f=1/24 f=1/48
GAT/AY) = 60.472 | | g(AL/AL) = 132.22 || G(A;/AL) = 257.24
G(Az/Az) = 60.590 | | g(A3/AL) = 131.74 || g(A3/Ay) = 257.38
G(AS/AZ) = 0.9977 | | G(A3/Ar) = 1.3882 || g(A3/Af) = 1.1282
G(A1/AZ) = 1.0030 | | G(A3/AL) = 1.1096 || g(Az/AY) = 0.9627
G(Az/Az) = 0.9703 | | q(Az/AL) = 1.4679 || g(Az/AL) = 0.9544

Neste caso & = 0.8310 e 4= 0.9273 para g(A;/Aj), fazendo com que a equacdo (3.9)

seja, numericamente, dada por:

g=6.7764 x (1 x f)70°™

e para g(A3/A%) temos & = 0.8277 e 4= 0.9288, fazendo com que a equacao (3.9)

seja, numericamente, dada por:

g =6.7258 x (1 x f)~092%
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Tabeia 3.27

Modelo supondo colinearidade crescente entre X; e X,

sendo X; ~ N(0,5.52), X5 ~ N(0,1.22), X4 ~ N(0,0.72), X; ~ N(0,1.8%),
e~ N{0,1) e &g ~ N(0,2?).

F=3 =3/2 f=1

G(A3/A%) = 1.4005 | | g(A /A*) = 2.4037 || g(A%/A5) = 4.7382
G(A3/AD) = 1.3803 | | g(A%/A4%) = 2.3894 || g(A3/AL) = 4.7291
FAZJA) = 0.9735 | | G(A%/As) = 1.1920 || §(A3/Az) = 1.0840
GlAZ/AL) = 1.2384 | | g(Az/A%) = 0.9570 || q(A3/AL) = 1.1075
GAZJAY) = 1.0168 | | g(AL/AL) = 0.9546 || g(Az/As) = 0.9431

F=2/3 =1/3 =1/6
G(A1/AL) = 6.0337 q(A‘]“/A*) = 8.7061 (A*/A*) — 16.638
G(A3/Az) = 5.8594 | | G(A3/A) = 8.3326 || (A3/A%) = 16.679
G(A3/AS) = 0.9024 | | G(A3/A%) = 0.9447 || g(A3/A5) = 1.1344
G(Az/Ag) = 1.1235 | | G(A3/A5) = 0.9775 || g(A3/A5) = 1.1568
G(Az/A3) = 0.8931 | | g(Az/Az) = 0.9133 || g(AL/AL) = 1.0644

f=1/12 F=1/24 f=1/48
G(Az/Az) = 30.328 | | G(A7/A3) = 66.229 || G( A3/ A7) = 128.81
G(As/AZ) = 30.254 | | q(Az/AZ) = 65.883 || q(A3/AL) = 129.02
G(A3/AZ) = 0.9977 | | g(Az/As) = 1.3882 || g(Az/AL) = 1.1277
G Az/AZ) = 1.0030 | | g(A%/A%) = 1.1096 || g(A3/AZ) = 0.9591
G(Az/A3) = 0.9703 | | q(Az/Ay) = 1.4679 || g(Az/A5) = 0.9492
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Neste caso temos & = 0.8445 e 4= 0.8857 para g(A}/A}), fazendo com que a equagio

(3.9) seja, numericamente, dada por:

§=6.9904 x (2 x f)70%%7

e para g(A%/A}) temos & = 0.839%4 e 4= 0.8882, fazendo com que a equagdo (3.9)

seja, numericamente, dada por:

g = 6.9085 x (2 x f)~08s8z

Nos trés modelos o valor de 10* é aproximadamente 7, tanto para §(A}/Ay} como para
q(A3/A3), e bem maior do que os observados nos outros modelos. Podemos suspeitar que
os desvios-padrido diferentes das variaveis estio influenciando essa estimativa. Por outro
lado, a mudanca na estimativa de v é bem pequena, sendo que as menores estimativas
de v, 0.8857 para ¢{A}/A%) e 0.8882 para g(A}/A}), sdo observados no modelo onde o

desvio-padrao de ¢ € 2.
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3.4.3 Modelos com Trés Variaveis Colineares

Apbs verificar o comportamento do diagndstico proposto nos modelos onde tinhamos duas
varigveis colineares, achamos que seria bastante interessante verificar a sensibilidade do
diagnéstico na presenca de trés varidveis colineares.

Como nos modelos com duas varidveis colineares, apresentados anteriormente, os
conjuntos de dados foram gerados através de simulagées Monte Carlo, segundo o modelo
y = X3 + ¢, com cinco variaveis { Xy, X3, X3, X4, X5) e 50 observagdes cada uma, onde
as variavels X1, X3 e X3 s30 colineares.

Foram simulados dois tipos de modelos. O primeiro onde as varidveis X;,X,; e X5

tem distribuigado N(0,1) e as varidveis X; e X3 foram gerados como:

Xo=X1 4+ fie
Xz =Xo+ faes

onde ¢, e e ~ N(0,1)e fie fo € (3, 81,211 L L 1 ) . A principio construimos
9 modelos considerando f; = f; e depois 8 modelos onde f1 # fo.

O segundo conjunto de modelos manteve a mesma estrutura do anterior sendo que
agora X, ~ N(0,5.5%), X, ~ N(0,0.7%) e X5 ~ N(0,1.8%). A justificativa para alterar
o desvio-padrdo das varidveis, estd no fato de que em algumas situagdes, a alta variabil-
idade das varidveis X;, em particular da varidvel construtora da colinearidade, afeta o
valor da razdo §, para as variaveis envolvidas em colinearidade. Nos modelos onde tin-
hamos duas varidveis colineares, 0s desvios-padrao diferentes facilitaram a detecgdo da
colinearidade. Achamos interessante verficar o que acontece na situag¢io onde temos trés
variaveis colineares. Os resultados encontrados sio bem interessantes e podem ser vistos

nas tabelas a seguir.
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Modelo com grau de colinearidade crescente e fatores iguais para X, e X3

Analisando a tabela 3.28 vemos que ja no fator f = 3, a presenca da colinearidade entre
X, e X3 se manifesta, fazendo com que a razdo g(Ar/AS), t = 2 e 3, seja aproximada-
mente o inverso do fator de colinearidade, entretanto nao sabemos qual a terceira variavel
envolvida. A partir de f = 2 vai ficando mais evidente a participagdo da varidvel X;.
Para as varidveis X, e X5, que ndo estio envolvidas em colinearidade, a razdo, se mantém
préxima de 1. Podemos ver também que o valor de g(A}/Ag) é sempre maior que os val-
ores de G(A}/A7) e G(A3/AL). Uma possivel explicacio estd baseada no fato de que a

variavel X carrega o peso da dependéncia das vartdveis X3 e Xs.

Tabela 3.28

Modelo supondo colinearidade entre X, X; e X3,
sendo Xy, Xy e X5~ N(0,1), ¢, & e €2 ~ N(0,1).

Xz = X1 + 3¢ X, =X+ 34 Xe=X3+1¢g

Xz =X+ 3¢

X3:X1+§€2

Xz=X1+1leg

g( AT/ Az) = 1.0719
q(A3/Ag) = 0.3465
q(A3/A;) = 0.3441
G(As/Ay) = 1.2131
q( At/ AZ) = 1.0592

q(Az/A;) = 1.6700
g(A3/Ap) = 0.5960
a(A%/AL) = 0.8183
(AL AL) = 1.2402
G(A%/A3) = 0.9987

GAS/AL) = 1.7162
G(A3/A%) = 1.0433
q(A3/AZ) = 1.3409
G( A3/ A3) = 0.9861
G( AL/ A%) = 1.6961

X; =X, 4 2¢
Xz=X1 + %62

Xg =X1—|-Zl,;61
X3 = X1+ 3e

X=X+ %61
X3 = X1 + ge

g(A/A5) = 1.9211
(A3/AY) = 1.3068
a( A%/ A5) = 1.4823
a(
q(

=

A3/ A%y = 0.9618
Az/A%) = 0.8604

q(Ar/Az) = 3.6037
q(A3/A;) = 2.5506
a(
q(
i

A3/ A%) = 2.6029
A%JAZ) = 0.8888
At/ A%) = 0.8848

AT/AZ) = 8.6339

q(
d(A3/AL) = 6.2008
a(Az/AZ) = 7.5832
G(A3/Az) = 0.8448
G(Az/A%) = 0.7890
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2 = X1+ @ X, =Xi+ Lea X=X + e
Xs =X+ Lo X; =X + Le Xz = X1 + ke
GAL/AS) = 20472 | | q(A3/As) = 37.729 | | §(Ai/A3) = 72.395

G(A3/ Ay = 15.706 | | q(A3/As) = 26.143 | | g(A3/A]) = 40.466
q(A3/Ag) = 10.961 | | G(A3/A3) = 22.909 | | §(A3/A3) = 50.091
glAG/Ay) = 07174 | | g(A5/Ag) = L1111 | | §(A;/A3) = 1.0228
g(A3/Ay) = 1.0274 | | q(Ar/A}) = 0.7423 | | g(Az/AL) = 0.9100

Como j& haviamos feito nos modelos com duas variaveis colineares, tentamos escrever
g(Ar/Ag) i = 1,2 e 3 como uma fungao do fator de colinearidade através da equagao de

Tegressao,

log § = a — vlog(f)

Neste caso temos & = 0.2899 e 4= 0.8950 para q(A}/As) fazendo com que a equagio

(3.9) seja, numericamente, dada por:

= 1.9494 x (1 x f)~°89%°
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Os valores estimados pela equagdo de regressao e seu respectivo erro relativo, dado

pela equagio (3.7), podem ser vistos na tabela abaixo:

Tabela 3.29

Fator | Obs. | Est. || A% |
3 1.0719 | 0.7293 | 46.95

% 1.6700 | 1.3561 | 23.147
1 1.7162 | 1.9494 | 21.963
% 1.9211 | 2.8022 | 88.110
% 3.6037 | 5.2110 | 30.844
é— 8.6339 | 9.6905 | 10.908
1—12- 20.472 | 18.021 | 38.910
% 37.729 | 33.511 | 12.586
é 72.395 | 62.318 | 16.171

e a média dos erros é:

53" | A% |= 3106

Para G(A3/A;) temos & = 0.0425 e 4= 0.9978 fazendo com que a equagao (3.9) seja,

numericamenie, dada por:

G =1.1028 x {1 x f)~09®
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Tabela 3.30

Fator | Obs. | Est. || A% |
3 0.3465 | 0.3685 | 6.2144
g 0.5960 | 0.7359 | 19.011
i 1.0433 | 1.1028 | 5.3954
% 1.3068 | 1.6527 | 20.929
% 2.5506 | 3.3004 | 22.3718
% 6.2008 | 6.5908 | 5.9173
%-2— 15.706 | 13.162 | 19.333
-212 26.143 | 26.283 | 0.5319
Z]§ 40.466 | 52.485 | 22.901

e a média dos erros &

%2 | A% |= 13.66

e para §(A%5/A;) que @ = 0.0173 ¢ 9= 0.9852 fazendo com que a equagio (3.9) seja,

numericamente, dada por:

¢ = 1.0406 x (1 x f)~09%%2
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Tabela 3.31
Fator | Obs. | Est. |[A%] |
0.3441 | 0.3526 | 2.4107
0.8183 | 0.6979 | 17.252
1.3409 | 1.0406 | 28.858
1.4823 | 1.5516 | 4.4664
2.6029 | 3.0715 | 15.256
7.5832 | 6.0802 | 24.719
10.961 | 12.036 | 8.934
22.909 | 23.827 | 3.8524
55.091 | 47.167 | 6.1981

$|'—‘ ﬁl,_. EJ"" W= = W = e0e Cad

e a média dos erros é:

%Z | A% |=12.44

Observamos que os valores de 10% e + para a equagao de regressdo ajustada para os
valores de g(A}/A}), estdo um pouco mais distantes de 1 do que os demais. Como jd
haviamos dito anteriormente em relagio aos modelos com duas variaveis colineares, este
fato pode estar ocorrendo pois a varidvel X, sendo a varidvel formadora das outras duas,
carrega o peso malor da colinearidade. Podemos observar também que a maior média
dos erros esta associada. a variavel X7.

Neste modelo consideramos os fatores de colinearidade iguals para as vartaveis X, e
X, a seguir vamos considerar fatores de colinearidade diferentes para as duas varidveis

€ Ver colno a razao § se comporta.

Modelo com grau de colinearidade crescente e fatores diferentes para X; e X;

Analisando a tabela 3.32 vemos que para fatores diferentes, ndo é tao simples identificar

quals sao as trés varidveis envolvidas em colinearidade. Por exemplo, quando os fatores
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3 2 conseguimos identificar que X; e X3 estao envolvidas em colinearidade

sdo fy =3e fo =

entretanto nao sabemos qual € a terceira variavel envolvida. A identificacdo das trés

variaveis envolvidas vai ficando mais clara a medida que o grau de colinearidade aumenta.

Tabela 3.32

Modelo supondo colinearidade entre X, X, e X3,

sendo X1, Xy e X5 ~ N(0,1), €, ¢ e e ~ N(0,1).
Xy =X+ 3¢ X, =X+ 3¢ Xo=Xa+1g
X:=X1+3e X3 = X1 +3¢ X3 =X, + e

g(A%/Az) = 1.3790
a(Az/Az) = 0.5041
G(A3/Ag) = 0.6287
G( A3/ AS) = 0.9077
a ) =

(A3/A5) =
G( A%/ AL) = 0.7633
(A3/A5) =

G(AL/AZ) = 1.0247
(A3/A%) = 0.7571
£/A3) = 0.2542

]|

G(A7/ A7) = 7.5148
A3/ A7) = 0.8344
G(AZ/AZ) = 6.8089
G(A3/A3) = 1.1064

) =

Ar/Ag) = 1.0531 $/AL) = 0.8081 | | q(Az/Ay) = 1.1120
X2:X1+%61 X; = X1+ 3a X2:X1+%€1
Xz3=X1+1e X3 =X, + 556 X;=X1+ 26
g{A7/AS) = 2.4900 (AT Ag) = 13.722 | | g(A}/A5) = 10.996
g A5/ AG) = 1.7063 g A3/ AL) = 4.8656 | | g(A3/AL) = 11.051
A5/ A) = 0.9454 A5/ Ag) = 11.467 | | g(As/A5) = 1.9403
q(A3/AS) = 1.5907 g(AL/AS) = 0.9822 | | g( A3/ A;) = 0.9492
g(Az/Ay) = 1.0734 g(Az/A) = 1.0151 | | g(Az/Af) = 1.2577
sz =Xi + %61 Xo= X5+ 2—{561
X3:X1+21_462 X3=X1+l€2

G(A3/A3) = 20.188
(A3/Ag) = 13.069
G(Az/Az) = 18.692
a(
a

R

A% JA%) = 1.0863
A3/ Ag) = 1.0147 |

G(A}/AE) = 27.340
(A3/AZ) = 25.673
(Az/AL) = 3.5772
a(
a(

-c:n 1]

AL/AZ) = 1.0230
Az/Ag) = 0.9164
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Modelos com grau de colinearidade crescente onde as varidveis X;, X, e X5

tem desvios-padrao diferentes e fatores iguais para X, e X3

Analisando a tabela 3.33 vemos que ja no primeiro fator, f = 3, o valor da razdo ¢ mostra
quais sa0 as irés variaveis envolvidas em colinearidade. J& haviamos visto nos modelos
com duas varidveis colineares que o fato das varidveis terem desvios-padrao diferentes,
aumenta o valor da razao ¢ para as variaveis envolvidas em colinearidade, facilitando a
sua identificacio. Entretanto nada acontece com o patamar, préximo de 1, apresentado

pelas demais varidveis, isto €, esse patamar s6 se altera se o desvio de ¢ for modificado.

Tabela 3.33

Modelo supondo colinearidade entre X;, X, e Xa,
sendo X7 ~ N(0,5.5%), X3 ~ N(0,0.7%) e X5 ~ N(0,1.8?),
€, €1 e €3~ N(0,1).

Xo =X + 3¢ X2:X1+§e1 X=X +1g
X3 = X1 + 3eg X3 =X1+ 3e X:;=X;+le
g( A3/ A}) = 2.7232 g( A3/ AS) = 5.5365 | | g(Ay/Ag) = 1.2922
g( A3/ A} = 2.4517 gl A3/ AZ) = 3.8321 (As/Ag) = 1.1038
g{ A3/ AS) = 2.0541 q( A3/ A5) = 4.2059 (A3/A}) = 1.1001
(A q( )= (
a 4 q(

TR = =]

/A7) = 0.9104 ALfAL) = 1.0291 A;/Ay) = 0.7107
Ax/Az) = 0.8796 A3/ Ay) = 0.9465 | | g(A3/Ap) = 0.8344

A tabela continua na pagina seguinte
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Xy = X1+ 2¢ Xo=X1+1e Xo=X1+ i
Xs=X; + 26, Xs=X;+ 36 X3 =X + te
g( At/ Ag) = 10.905 g{ AT/ A}) = 15450 | | q(AF/AL) = 47.288
g{ A3/ AY) = 7.0094 glAS/AY) = 12,442 | | g(A3/AS) = 33.107
g( A%/ AL) = 5.6648 g(A3/AL) = 12.763 | | q(Az/A5) = 31.001
§( A3/ AY) = 0.8674 G(A3/AS) = 0.7927 | | G(A;/Af) = 1.0528
g(Az/A}) = 1.0651 g{Az/AY) = 0.7839 | | g(A3/A3) = 1.1612
Xo=X1+ 54 X =X1+ 54 Xo=X1+ 5%
Xs = X1+ &e X5 = X1 + 916 Xs=Xi+ %

q(Az/Ax) = 80.752 | | G(Ar/AL) = 189.77 | | G(A%/AL) = 390.56

g
G(A3/AZ) = 51.806 | | G(A3/A%) = 163.39 | | G(AL/AL) = 313.98
G(A3/AD) = 61.158 | | G(A3/AL) = 126.64 | | g(A3/AL) = 246.52
GA3/AZ) = 0.9896 | | G(A3/AL) = 1.2820 | | g(A3/A) = 0.8884
GAZ/AD) = 0.7547 | | G(Az/A%) = 1.5997 | | G(Az/A3) = 0..9018

Como ja fol visto nos modelos com duas variaveis colineares, com desvios-padrao
diferentes para as varidveis, o valor de 10* fica bem diferente de 1. Este fato era esperado
pois se observarmos os valores de g(A*/ A%} i = 1,2 e 3 na tabela 3.33, vemos claramente
que eles sao superiores aos observados no modelo onde as varidveis apresentam desvios-
padrao iguais, tabela 3.28. Observamos também que o maior erro relativo, associado
ao ajuste das equacbes de regressio, é observado para §(Aj/Ag), que esta relacionado a
varidvel X; que é a construtora da colinearidade. As equacbes de regressao ajustadas
para (A7 /A}) 1 = 1,2 e 3, os valores estimados e seu respectivo erro relativo, dado pela
equagio (3.7), podem ser vistos a seguir.,

Neste caso temos & = 0.7324 e 4= 1.0930 para §(A}/A}) fazendo com que a equagao

(3.9) seja, numericamente, dada por:

g =5.4001 x (1 x f)~10930
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Os valores estimados podem ser vistos na tabela abaixo:

Tabela 3.34
Fator |Obs. |Est. ||A%|
3 2.7232 | 1.6252 | 67.561
2 5.5365 | 3.4668 | 59.701
1 1.2922 | 5.4001 | 76.071
2 10.905 | 8.4114 | 29.645
% 15.450 | 17.943 | 13.894
L 47.288 | 38.275 | 23.546
= 80.752 | 81.648 | 1.0978
L 189.77 | 174.17 | 8.9570
41—8 390.56 | 371.53 | 5.1210

e a média dos erros é:

é-z | A% |=31.73

Para g( A%/ A3) temos & = 0.6713 e 4= 1.0670, fazendo com que a equagso (3.9} seja,

numericamente, dada por:

g =4.6914 x (1 x fy~10670
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Os valores estimados podem ser vistos na tabela abaixo:

Tabela 3.35
Fator | Obs. | Est. | |A%)|
3 2.4517 | 1.4528 | 68.757
3 3.8321 | 3.0438 | 25.898
1 1.1038 | 4.6914 | 76.472
2 7.0094 | 7.2309 | 3.063
: 12.442 | 15.149 | 17.870
: 33.107 | 31.739 | 4.311
L 51.806 | 66.495 | 22.090
4 163.39 | 139.31 { 17.284
= 313.98 | 291.87 | 7.5759

e a média dos erros é:

%z | A% |= 27.04

e para g(A3/A}) temos & = 0.6637 e 4= 1.0121, fazendo com que a equacio (3.9)

seja, numericamente, dada por:

g=4.61 x (1 x fy~to
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Os valores estimados podem ser vistos na tabela abaixo:

Tabela 3.36
Fator | Obs. |Est. ||A%|
3 2.0541 | 1.5164 | 35.189
2 4.2059 | 3.0583 | 37.524
1 1.1001 | 4.6100 | 76.137
2 5.6648 | 6.9490 | 18.480
: 12.763 | 14.015 | 8.9339
: 31.001 | 28.266 | 3.8801
= 61.158 | 57.009 | 7.2786
511 126.64 | 174.98 | 10.143
?115 246.52 | 231.89 | 6.3082

e a média dos erros é:

1
52 | A% |= 22.65

Poderia ser questionado que quando o fator de colinearidade é igual a 1, todas as
razbes sdo aproximadamente iguais a 1, impossibilitando a identificagho das varidveis
colineares. Realmente, neste caso a igualdade entre o fator de colinearidade e o desvio de

€; faz com que a identificagao fique prejudicada para esse tnico fator. O grafico 4 mostra

o comportamento desse e dos demais pontos.
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Grafico 4

Comportamanto da Média da Razéo g
em Ralagao ac Fator de Cofinearidade

, losli+aray

i T T T
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Logh

Modelos com grau de colinearidade crescente onde as variaveis X;, X, e X;

tem desvios e fatores diferentes para X, e X3

A tabela 3.37 nos mostra que mesmo tendo fatores de colinearidade diferentes, o fato das
variaveis terem desvios-padrao diferentes facilita a detecgido da colinearidade. Como no
modelo anterior a identificagdo das varidvels envolvidas em colinearidade pode ser feita

logo para os primeiro fatores de colinearidade. O valor da razéo g{AI/A;) i =4 e b

continua inalterado, isto é, préximo de 1.
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Tabela 3.37

Modelo supondo colinearidade entre X;, X; e X3,

sendo X; ~ N(0,5.5%), Xy ~ N(0,0.7%) e X5 ~ N(0,1.8%),

€, €1 €€~ N(0,1).

Xy =X1 43¢
Xa=X +§62

X=X, + %61
X3 =X+ 3¢

Xy =X+ 1¢g
X3=X1+%€2

G(A3/Ay) = 2.6270
(A3/A3) = 1.6035
g(A3/A;) = 2.4054
q(
4

2

A%[Ag) = 0.9983
ArJA5) = 0.9850

G(A;/Ag) = 3.9263
a(A3/Az) = 3.8166
a(A3/AL) = 2.0959
A3/ AL) = 1.0095
a(Az/A%) = 0.9631

a(A5/Ag) = 33.809
a(A3/A3) = 4.9767
d( A%/ Ag) = 33.713
G(A3/Ag) = 0.9220
4 )=

A%/Az) = 1.1263

X, =X+ 24
X3 = X1+ 1¢

X, =X1 + 16
Xs=X+ e

X2=X1+-‘13~61
Xz =X + 2e

G AL/AL) = 8.8999
G(A3/AZ) = 7.7960
G(AL/AL) = 5.4793
q(Az/Ay) = 0.8684
G(A/A%) = 1.1427

q(Az/Ag) = 60.314
G(Az/Ay) = 21.692
g(A3/Ay) = 51.789
AL/ AL) = 1.0157
q(Az/A3) = 1.1860

glAz/AY) = 27.063
G(A3/A3) = 27.669
g(A3/Ag) = 9.0888
a( A3/ A5) = 0.9386
G(A2/AZ) = 0.9941

X2:X1

1 1
+ 6 X = X5 + 556

Xs=X1 + 21—462

Xz=X)+ %62

q( A1/ A%) = 127.4680

GAL/AD) = 672828 | | g
g(Az/Ag) =

g(A;/Ap) = 1.1093
(Az/Ay) = 0.9008

G(At/A}) = 165.5766
(Az/Az) = 170.6473
= 96.4651 | | g(A3/AL) = 20.0456
a(A3/Ap) = 1.1909
g(Az/A3) = 1.0655
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3.5 Conclusoes

Um dos objetivos do nosso trabalho foi fazer uma revisao dos métodos mais utilizados
para diagnosticar a colinearidade. Vimos que o método desenvolvido por BKW é at-
ualmente o mais utilizado e também o mais eficiente entre os estudados. Entretanto,
pudemos perceber, ao avaliarmos cuidadosamente o diagnéstico, que ainda existem al-
gumas deficiéncias. As recomendagdes dadas por BKW fazem com que a deteccao da
colinearidade so seja feita nos casos onde o coeficiente de correlagio entre as varidveis é
muito alta, > 90%. Um outro ponto, est4 na utilizacio conjunta dos indices de condicio
e da decomposicio da varidncia. Como os indices de condicio sé conseguem mostrar
que existem variavels colineares no modelo sem identifici-las, sendo sempre necessiria
a utilizacdo da decomposicao da varidncia para mostrar quais as variaveis envolvidas
em colinearidade, levantamos entdo a seguinte questio: Sera que os indices de condicio
sao realmente necessiarios? Sob o nosso ponto de vista achamos que sua utilizagao é
dispensavel, a propor¢do de decomposicdo da variancia sozinha é capaz de mostrar a
existéncia da colinearidade e também identificar as varidveis envolvidas.

Fssa pequena falha do diagnoéstico proposto por BKW, nos levou a pensar na possibil-
idade de introduzir algum outro método de diagnosticar a colinearidade, surgindo entdo
outra questdo: Serd que a aplicacio do bootstrap nos diagndsticos nos daria alguma
informacao adicional relativa a colinearidade? Vimos que apesar da ampla utilizagio do
método bootstrap em diversas situagoes, ndo encontramos na literatura a sua utilizacao
em diagnésticos de colinearidade. Estava aberta entdo uma lacuna, onde o nosso trabalho
pode ser visto como um comego, mas apenas o comeco do preenchimento deste espaco.

Apresentamos quatro diagnosticos que utilizam o bootstrap como uma ferramenta na
deteccio da colinearidade: o coeficiente de variacio estimado, os indices de condigao,
a propor¢ao de decomposicdo da variancia e a razdo §, todos calculados a partir de
reamostragens feitas no par (y,X). Construimos a principic um modelo basico com
cinco varidveis, onde duas delas apresentavam colinearidade e avaliamos a sensibilidade

dos diagndsticos.
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O coeficiente de variagdo estimado consegue identificar as duas varidveis envolvidas
em colinearidade, mas apesar da variavel construtora (da colinearidade) ser identificada
rapidamente, a segunda varidvel envolvida sé é identificada quando o grau de colineari-
dade é alto.

O comportamento dos indices de condigso e da proporcio de decomposicao da varidncia
é analogo ao caso onde eles sio calculados na matriz de dados original, X. Eles continuam
detectando somente graus de colinearidade altos entre as varidveis.

Finalmente, a anslise da razio § mostrou ser um instrumento analitico poderoso
na detecgao da colinearidade, sendo capaz de identificar, no modelo basico, as varidveis
envolvidas em colinearidade e quantificar o grau de dependéncia entre elas, mesmo quando
a colinearidade ainda é moderada.

A partir do modelo bésico tivemos uma indicacio de que a razdo ¢ seria um di-
agndstico poderoso na detecgdo da colinearidade. Foram simulados varios modelos com
duas e trés varidvets colineares, onde ainda foram feitas modificactes, nos desvios-padrao
das variaveis e do €, supondo sempre a construgdo X3 = Xj + fer. O nosso objetivo
com as simulacdes foi avaliar o comportamento da razdo § em diversas situacoes onde
a colinearidade estava presente. Pudemos confirmar o que havia sido visto no modelo
bésico, a razao ¢ é um diagnostico sensivel a presenca da colinearidade.

No caso onde as variaveis tem distribuigdo N(0,1) e a colinearidade envolve duas
varidveis a razdo ¢ é capaz de identificar as varidveis envolvidas e ainda através das
simulacoes dar um indicativo do grau de dependéncia entre elas, pois o valor da razao
§ para as variaveis envolvidas em colinearidade ¢ aproximadamente o inverso do fator
de colinearidade, sendo este fato manifestado primeiro na varidvel construida a partir
da colinearidade. Entretanto, quando as varidveis tem distribuicio N(0,0?) onde o2
# 1, as varidveis envolvidas em colinearidade se destacam das demais ja no primeiro
fator de colinearidade, neste caso os valores da razido ¢ ndo sdo mais aproximadamente
o inverso do fator de colinearidade, mas através das simulagoes feitas podemos ter ainda

um indicativo do grau de dependéncia entre as varidveis.
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QQuando a colinearidade envolve trés varidvels a sensibilidade da razao ¢ continua
inalterada se as varidveis tem distribuicio N(0,0?) onde o2 # 1, a deteccio da colineari-
dade é feita independente dos fatores de colinearidade serem iguais ou diferentes para
as duas varidveis e independente do grau de colinearidade. Por outro lado, quando as
varidveis tem distribuicao N(0,1), a detecgio é um pouco mais dificil. Se os fatores de
colinearidade sdao diferentes e misturam altos e baixos graus de colinearidade a detecgao
56 é feita quando as duas varidveis tem um grau de colinearidade alto. Quando os fatores
de colinearidade sdo iguais para as duas varidveis percebemos ja no primeiro fator que
temos duas varidvel envolvidas, mas s6 a partir de f = 2 é que conseguimos identificar a
terceira variavel.

Mais um caso, que nao foi tratado nas simulagbes, vai ser observado nas aplicagdes
se a colinearidade envolve conjuntos de varidveis com graus de dependéncia diferentes,
mas separado em blocos o diagndstico também é capaz de identificar. Entretanto se
as variaveis apresentam conjuntos de varidveis com colinearidade, mas onde o gran de
envolvimento € similar em todos os casos, o diagnostico sozinho s6 € capaz de identificar
as varidveis envolvidas em colinearidade, mas néo consegue separar os grupos. Neste
caso é necessaria a utilizagdo da propor¢ao de decomposigdo da variancia para auxiliar a
identificacao.

Durante as simulacbes pudemos observar também alguns fatores que influénciam os
valores da razdo g, o desvio-padrdo de ¢; alteram o valor de §(A3/Ap), isto ¢, se compara-
rmos ao modelo onde ¢; ~ N(0,1), uma alteragio feita no desvio-padrao de ¢, é refletida
em g(A3/A}) através de uma fator multiplicativo ignal ao inverso do desvio-padrio de ;.

As simulagdes sugerem uma conjectura: Quando f é menor do que o desvio-padrao da
variavel construtora, no caso X, a presenca da colinearidade pode ser detectada também
nessa variavel, a colinearidade nas variaveis construidas pode ser detectada em todos os
fatores, menos no fator 1.

Temos também que se o, > ox, 0s valores de 10% e v ficam alterados, isto é, se

afastam do valor 1 obtido na equacdo de regressao ajustada para g(AI/A})i=1e2, no
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modelo bésico, neste caso estamos considerando os modelos onde todas as variaveis tem
o mesmo desvio-padrao. Quando as varidveis tem distribuigao N(0,0?) onde 62 # 1, o
valor de 10* fica bem distante de 1, isto € devido aos altos valores de ¢ ja nos primeiro
fatores de colinearidade.

Nos preocupamos em variar o desvio-padrédo de €; e das varidveis para observar o
comportamento da razéo §, mas nado mexemos no desvio de € do modelo total, ele foi
sempre considerado como N(0, 1), ndo sabemos entdo qual seria a sua influéncia no valor
da razio 4.

As variaveis foram geradas sempre com distribui¢io Normal, outras distribuigdes de-
vem ser exploradas para termos uma maior abrangencia do diagndstico.

A forma da colinearidade sempre ficou a mesma, isto é, X; = X + fe;. Outras
formas, por exemplo, X; = kijl o, Xi, + fie,onder <p-—1,1 #¢, k =1,...,7r ndo
foram exploradas. Esta forma pode ser importante no caso em que tem trés ou mais
variaveis envolvidas em colinearidade.

O resultados apresentados aqui sédo ainda experimentais, muito trabalho ainda tem
que ser feito para uma avaliagdo completa da razao §, inclusive todo o desenvolvimento

tedrico do que foi observado através das simulages.
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Capitulo 4

Aplicacoes

As aplicacdes feitas neste capitulo tem como objetivo comparar os diagnésticos desen-
volvidos por BKW e o diagnostico proposto §, em relagio a sensibilidade em diagnos-
ticar a presenca da colinearidade. Utilizamos duas situagGes onde a colinearidade entre

variaveis se apresenta de maneira diferente e analisamos a eficicia dos diagndsticos.

4.1 Aplicagao 1: Bellyfat

Este exemplo foi retirado do Manual SAS System for Regression [21]. O objetivo deste
estudo é estimar a porcentagem de gordura (FAT) na barriga de porcos. Como essa
medida € determinada através de um procedimento muito caro, é interessante ver se este
valor pode ser estimado através de outras medidas mais faceis e mais baratas que séo de-
terminadas a partir da carcaca do porco. Dez variaveis foram medidas em uma amostra

de quarenta e cinco carcagas de porcos. As variaveis sao listadas a seguir:

AVBF: média de trés medidas da espessura da gordura da parte traseira do porco.

MUS: score da musculatura da carcaca. Quanto malor o score, mais musculatura e
menos gordura.

LEA: irea de um corte do lombo.

DEP: média de trés medidas da espessura da gordura oposta a décima costela.

LWT: peso da carcaca viva.
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CWT: peso da carcaga morta.
WTWAT: é uma medida utilizada para determinar a gravidade especifica.

DPSL: média de trés medidas da profundidade da barriga.

LESL: média da medida de auséncia de gordura em trés cortes da barriga do porco.

BELWT: peso total da barriga.

Utilizando os diagnésticos propostos por BKW, o niimero e os indices de condicio e

a proporgao de decomposi¢do da variancia, obtemos os seguintes resultados:

Tabela 4.1
Indice de | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var.
Autovalores | Condigao | AVBF MUS LEA DEP
4040977 1.000000 | 0.0065 0.0000 0.0059 0.0031
2.967376 1.166963 | 0.0000 0.0221 0.0005 0.0001
0.877602 2.145826 | 0.0156 0.0204 0.0065 0.0000
0.758552 2.308079 | 0.0893 0.0231 0.0118 0.0071
0.497983 2.848628 0.0046 0.0147 0.0053 0.0011
0.479097 2.904234 | 0.0358 0.3889 0.0182 0.0014
0.226938 4.219774 0.0732 0.0000 0.0395 0.0105
0.096617 6.467208 0.2471 0.1047 0.5933 0.0801
0.034525 10.8186 0.5030 0.3534 0.1144 0.7708
0.020333 14.0975 0.0250 0.0727 0.2046 0.1258

Obs: A tabela continua na pagina seguinte
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Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var.
LWT CWT WITWAT | DPSL LESL BELWT
0.0001 0.0001 0.0037 0.0102 0.0154 0.0004
0.0043 0.0038 0.0006 0.0015 0.0000 0.0264
0.0011 0.0024 0.0096 0.2232 0.0110 0.1253
0.0002 0.0012 0.0014 0.2387 0.0153 0.0034
0.0050 0.0012 0.0000 0.1429 0.2887 0.3062
0.0049 0.0048 0.0067 0.0085 0.0307 0.0422
0.0171 0.0077 0.0512 0.0848 0.5760 0.2711
0.0113 0.0157 0.1187 0.1071 0.0428 0.0753
0.0425 0.0001 0.8029 0.0351 0.0199 0.0248
0.9136 0.9629 0.0051 0.1480 0.0002 0.1249

Se seguissemos fielmente a recomendagio de BKW, diriamos que estas varidveis nao

estao envolvidas em colinearidade, pois neste caso podemos observar que o maior indice

de condicao é igual a 14.1. E a recomendacao dada por BKW diz que ao observarmos um

nimero de condigao > 30, que seria um indicativo de colinearidade, devemos entdo olhar

a proporcao de decomposi¢ao da variancia para podermos descobrir quais as variaveis

envolvidas em colinearidade. Neste caso, como o mimero de condigao é inferior a 30,

descartariamos a hipétese de colinearidade. FEsta decisdo seria um pouco precipitada,

pois se observarmos as andlises referentes ao ajuste do modelo linear percebemos que

alguma. coisa estranha estd acontecendo.
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Tabela 4.2

Analise de  Varidncia
Fonte de Graus de Soma de Médiade F p — valor
Variacdo Liberdade Quadrados Quadrados - -
Regressio 10 861.79 86.18 13.437 0.0001
Erro 34 218.06 6.41 - -
Total 44 1079.85 - - -
Tabela 4.3
Parametros | Erro t para Hy:
Varidveis | g.l. | Estimados | Padrao | Parametro=0 | Prob > |t|
Intercepto 24.8575 21.0138 | 1.183 0.2451
AVBF 1 -5.4725 3.6560 -1.497 0.1437
MUS 1 -0.5866 (0.3072 -1.909 0.0647
LEA 1 -0.9893 1.7079 | -0.579 0.5663
DEP 1 9.0649 4.8865 1.855 0.0723
LWT 1 0.1505 0.2047 | 0.735 0.4673
CWT 1 0.0304 0.2096 0.145 0.8857
WTWAT 1 -1.8125 2.9654 | -0.611 0.5451
DPSL 1 -2.1419 3.5475 -0.604 0.5500
LESL 1 -0.4327 0.2899 -1.492 0.1448
BELWT 1 0.6867 0.4722 1.454 0.1550

Observando as estatisticas calculadas para testar o ajuste do modelo, tabela 4.2, e dos
coeficientes da regressdo, tabela 4.3, podemos perceber que apesar do modelo ser estatis-
ticamente significante, p < 0.0001, temos que o menor p — valor para os coeficientes é de

0.0647, que ndo é significante ao nivel de 5%. Este resultado pode ser uma consequéncia
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da presenga de variaveis colineares. O modelo como um todo se ajusta bem aos dados,
mas como algumas varidveis explicativas estio medindo fendmenos fisicos similares, fica
dificil determinar quais varidveis sdo importantes para o modelo.

Antes de abandonarmos completamente o diagnéstico proposto por BKW, resolvemos
infringir um pouco as recomendax;ﬁes,. e mesmo nao tendo um indice de condicio maior
que 30, optamos por avaliar a PDV. Percebemos, entio, que para o indice de condicio
igual a 10.8, a proporgao da variancia é grande para as variaveis DEP e WTWAT, 0.7708
e 0.8029 respectivamente. O mesmo pode ser visto para o Indice de condigio igual a 14.1,
onde a proporgao de decomposigio da varidncia é grande para as varidveis LWT e CWT,
0.9136 e 0.9629 respectivamente.

Diante desse fatos achamos que seria interessante refazer a analise, utilizando o di-
agnostico ¢ proposfo.

Fizemos a principio uma analise exploratéria das varidveis que incluiu uma simples
andlise descritiva, com o teste para normalidade e os histogramas de cada uma das
variaveis.

Pelo histogramas suspeitamos que algumas varidveis ndo tem distribuicdo Normal.

Histogramas para as variaveis AVBF, MUS.
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Histogramas para as varidveis LEA, DEP, LWT ¢ CWT.
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Histogramas para as variaveis WTWAT, DPSL, LESL e BELWT.
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A suspeita inicial de ndo-normalidade para algumas varidveis é confirmada, como pode
ser observado, na tabela 4.4, através do teste de Shapiro e Wilk (Est-W}. As varidveis
AVBF e WT'WAT rejeitam a hipétese de normalidade ao nivel de 5% e ainda as varidveis

LEA e MUS apresentam p — valores muito préximos de 5%.

Tabela 4.4
Varidveis | Média | D.P. | Est-W | p-valor
AVBF 1.5480 | 0.2425 | 0.9324 | 0.0150
MUS 10.489 | 2.2015 | 0.9458 | 0.0537
LEA 4.5267 | 0.6305 | 0.9451 | 0.0502
DEP 1.5293 | 0.3222 | 0.947 | 0.0637
LWT 227.82 | 8.8889 | 0.9640 | 0.2673
CWT 175.56 | 9.0291 | 0.9528 | 0.1017
WTWAT | 3.6762 | 0.4540 | 0.9276 | 0.0094
DPSL 1.5422 | 0.1476 | 0.9718 | 0.4754
LESL 7.3111 | 2.1431 | 0.9528 | 0.1018
BELWT 13.045 | 1.2227 | 0.9652 | 0.2946

Decidimos por padronizar todas as varidveis e deixar de lado o fato de algumas nio
serem normais. Prentendemos com isso ver como a razio § se comporta com relagio a

nao normalidado. Os resultados obtidos estdo apresentados na tabela 4.5.
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Tabela 4.5
Varidveis | Razdo §(A:/A})
AVBF 2.3495

MUS 1.8689
LEA 2.4495
DEP 4.2023
LWT 5.1074
CWT 5.4083

WTWAT | 3.3311
DPSL 1.4583
LESL 1.6585
BELWT 1.7586

Vemos através da razao ¢ que as variaveis AVBF, LEA, DEP, WTWAT, LWT e
CWT se destacam das demais e levantam a suspeita de serem variaveis colineares;
poderiamos sugerir que: AVBF e LEA sdo varidveis colineares, g(A;/A}) = 2.3495 e
g(A3/A5) = 2.4495, DEP e WTWAT também sdo varidveis colineares, g(Aj3/A5) =
4.2023 e g(A3/A5) = 3.3311 e ainda LWT e CWT séo colineares, g(A3/A5) = 5.1074
e q(AL/AS) = 5.4083, concordando com a anilise via propor¢do de decomposicio da
variancia.

Os valores de § mostram que a colinearidade nio é muito forte. Se considerarmos que
no exemplo sao mantidas as condi¢ées impostas nos modelos simulados no Capftulo 3,
poderiamos dizer que a variavel X5 = Xg+0.2¢;, que Xy = X7+0.25¢; e X3 = X +0.5¢;
onde ¢ ~ N(0,1), ou ainda suspeitarmos de uma colinearidade que envolve as varidveis
X5 e Xg e outra envolvendo X;, X3, X3 e X. Este é um dos casos que nio foi estudado
no nosso trabalho.

E importante salientar, que as analises feitas foram baseadas nos modelos estudados

no Capitulo 3 e que quando novos estudos forem realizados, extendendo o que foi feito

98



neste trabalho, conclusbes diferentes podem surgir. E este o motivo que nos leva a
checar os resultados obtidos através do diagnéstico da razdo g, com os obtidos através
da proporgao de decomposicdo da variancia, pois neste trabalho ndo esgotamos todas as

diferentes situacdes que podem surgir, ao analisarmos um conjunto de dados.
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4.2 Aplicacao 2: Biomass

Este exemplo foi retirado de Rawlings (1988)[20] e tem como objetivo identificar as pro-
priedades fisicas e quimicas dos substratos que influenciam na determinacio da grande
variedade de produgao de biomassa Spartina (BIOMASS) em Cape Fear Estuary. Foram
medidas catorze propriedades fisico-quimicas dos substratos do solo em uma amostra de

quarenta e cinco locais. As varidveis sdo listadas & seguir:

H,8: Sulfato Livre.

SAL: Salinidade.

EHT: Potencial de Redox no PH-T.
PH: PH na agua.

BUF: Acidez do PH na solugdo tampao.
P: Concentragiao de Fdsforo.

K: Concentracio de Potassio.

Ca: Concentracao de Calcio.

Mg: Concentracao de Magnésio.
Na: Concentracao de Sodio.

Mn: Concentragao de Manganés.
Zn: Concentracao de Zinco.

Cu: Concentragdo de Cobre.

NH,: Concentragdo de Amoénia.

Utilizando os diagndsticos propostos por BKW, para o niimero e os indices de condicao

e a proporgao de decomposi¢io da variancia obtemos os seguintes resultados:
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Tabela 4.6

Indice de | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var.

Autovalores | Condicao | H:S SAL EHT PH

4.94348 1.00000 0.0018 0.0007 0.0013 0.0006
3.70334 1.15537 0.0001 0.0000 0.0102 0.0000
1.60203 1.75663 0.0056 0.0764 0.0499 0.0009
1.30627 1.94536 0.1329 0.0084 0.0318 0.0000
0.68940 2.67781 0.0001 0.1241 0.0210 0.0002
0.46837 3.24879 0.1094 0.0002 0.3565 0.0009
0.40512 3.49323 0.0343 0.0955 0.2312 0.0001
0.38519 3.58246 0.0450 0.0175 0.0091 0.0001
0.16557 5.46418 0.0646 0.0477 0.2038 0.0002
0.15114 5.71912 0.1685 0.1312 0.0647 0.0019
0.08861 7.46939 0.1915 0.0247 0.0007 0.0009
0.04960 9.98360 0.0003 0.0893 0.0000 0.0375
0.03214 12.4015 (0.0001 0.1476 0.0106 0.0008
0.00975 22.5176 0.2457 0.2367 0.0093 0.9557

Obs: Continua na pagina seguinte.

101




Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var. { Prop. Var.
BUF P K Ca Mg Na
0.0010 0.0076 0.0000 0.0017 0.0001 0.0000
0.0000 0.0025 0.0094 0.0004 0.0030 0.0066
0.0009 0.0106 0.0001 0.0016 0.0001 0.0002
0.0005 0.0157 0.0002 0.0003 0.0001 0.0002
0.0010 0.4042 0.0013 0.0039 0.0010 0.0104
0.0000 0.0009 0.0000 0.0255 0.0000 0.0006
0.0000 0.3836 0.0068 0.0042 0.0011 0.0046
0.0028 0.0160 0.0042 (.0009 0.0035 0.0751
0.0013 0.0170 0.2709 0.0133 0.0002 0.0065
0.0024 0.0000 0.3190 0.0013 0.0012 0.1349
0.0361 0.0080 0.0335 0.1682 0.0143 0.0593
0.0979 0.0185 0.0160 0.1547 0.2550 0.3227
0.1598 0.0986 0.2705 0.0345 0.5454 0.1547
0.6962 0.0168 0.5897 0.1750 0.2241

0.0683

Obs: Continua na pagina seguinte.
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Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var. | Prop. Var.
Mn Zn Cu NH,
0.0024 0.0001 0.0037 0.0102
0.0016 0.0038 0.0006 0.0015
0.0001 0.0024 0.0096 0.2232
0.0316 0.0012 0.0014 0.2387
0.0001 0.0012 0.0000 0.1429
0.0495 0.0048 0.0067 0.0085
0.0581 0.0077 0.0512 0.0848
0.0407 0.0157 0.1187 0.1071
0.0027 0.0001 0.8029 0.0351
0.1349 0.9629 0.0051 0.1480
0.1595 0.3346 0.0976 0.0180
0.0087 0.0312 0.3633 0.1682
0.1790 0.5247 0.0172 0.2913
0.3309 0.0143 0.0344 0.1800

Analisando os resultados obtidos, vemos que o maior indice de condicio é igual a 22.5
o que pela sugestio de BKW nao representa uma colinearidade significativa, isto é, esta
associada a uma correlacio entre as varidvies inferior a 90%. Entretanto, se observarmos
os resultados referentes ao ajuste do modelo linear, tabelas 4.7 ¢ 4.8, percebemos que
os resultados encontrados através dos Minimos Quadrados foram afetadas pela colineari-

dade.
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Tabela 4.7
Andlise de  Varidncia
Fonte de Graus de Soma de Médiade F p — valor
Variagdo Liberdade Quadrados Quadrados - -
Regressao 14 15305139.1 1093224.2 8.436 0.0001
Erro 29 3757931.5 129583.8 - -
Total 43 19063070.5 - - -
Tabela 4.8
] Parametros | Erro t para Hg:
Varidveis | G.L. | Estimados | Padrao | Parametro=0 | Prob > |t|
Intercepto |1 2603.31 3477.75 | 0.749 0.4602
H,S 1 0.8531 3.0807 | 0.277 0.7838
SAL 1 -20.161 26.403 -0.764 0.4513
EH7 1 1.7389 2.0326 | 0.856 0.3993
PH 1 285.89 338.80 0.844 0.4057
BUF 1 0.7645 126.77 | 0.006 0.9952
P 13 -1.9841 2.7011 -0.735 0.4685
K 1 -1.0553 0.5048 | -2.091 0.0454
Ca 1 -0.1303 0.1278 | -1.020 0.3162
Mg 1 -0.2438 0.2801 -0.870 0.3912
Na 1 -0.0005 0.0257 | -0.021 0.9835
Mn 1 -1.2726 5.4987 -0.231 0.8186
Zn 1 -18.304 22.586 | -0.810 0.4243
Cu 1 329.66 113.23 | 2.911 0.0068
NH, 1 -2.5976 3.3346 | -0.779 0.4423
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A regressio por Minimos Quadrados Ordindrios de Biomass nas catorze varidveis
explicativas (listadas acima) levou a um R?* = 0.807 com um modelo estatisticamente
significante, p < 0.0001, apesar de somente as variaveis K e Cu serem significantes ao
nivel de 5%. Se avaliarmos os erros padrao associados as varidveis, percebemos que em
alguns casos eles estdo bastante elevados, por exemplo para as variaveis SAL, PH, BUF
entre outras. Estes resultados podem ser decorrentes da presenga de varidveis colineares
no modelo, pois apesar do modelo como um todo se ajustar bem aos dados, as estimativas
individuais podem ficar comprometidas. Além do que nada garante que este é o melhor
ajuste, ja que a possfvel presenca da colinearidade prejudica a determinagao das variaveis
realmente importantes para o modelo.

Diante desses fatos, achamos que seria interessante avaliar a proporcdo de decom-
posicao da varidncia, mesmo o niumereo de condi¢de sendo menor que 30. Para o indice
de condigio igual a 12.4 as varidveis Mg e Zn apresentam a PDV associada de 0.5454 e
0.5247 respectivamente, e para o indice de condigao igual a 22.5 as varidveis PH, BUF e
Ca apresentam a PDV associada de 0.9557, 0.6962 e 0.5897 respectivamente, mostrando
assim que existem dois conjuntos de varidveis colineares.

Decidimos entao refazer as andalises, utilizando o diagndstico proposto .

Fizemos, a princfpio, uma analise exploratéria de dados que inclui uma anélise des-
critiva simples, com teste para normalidade e os histogramas para cada uma das varidveis.

Pelos histogramas suspeitamos que algumas variaveis ndo tem distribuicio Normal.
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Histogramas para as varidveis H,S, SAL, EH7, PH.
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Histogramas para as variaveis BUF, P, K, Ca.
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Histogramas para as variaveis Mg, Na, Mn, Zn.
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Histogramas para as variaveis Cu e NH,.
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A suspeita inicial de que algumas varidveis ndo sao normais é confirmada. Como pode
ser observado na tabela 4.9 através do teste de Shapiro e Wilk (Est-W), com excegio das

varidveis EH7, BUF, Mg e Cu as demais rejeitam a hipétese de normalidade ao nivel de

5%.
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Tabela 4.9

Variaveis | Média | D.P. | Est-W | p-valor
H,S 601.78 | 660.08 | 0.8851 | 0.0002
SAL 30.267 | 3.7197 | 0.9411 | 0.0345
EH7 312,18 | 38.361 | 0.9727 | 0.5063
PH 4.6022 | 1.2470 | 0.8701 | 0.0001
BUF 3.8618 | 2.5064 | 0.9567 | 0.1448
p 32.207 | 27.587 | 0.8047 | 0.0001
K 797.60 | 297.68 | 0.9132 | 0.0023
Ca 9365.3 | 1718.3 | 0.6210 | 0.0001
Me 3075.1 | 939.41 | 0.9666 | 0.3264
Na 16596.7 | 6882.4 | 0.9096 | 0.0017
Mn 38.101 | 24.481 | 0.8843 | 0.0002
Zn 17.875 | 8.2798 | 0.9191 | 0.0041
Cu 3.9836 | 1.0370 | 0.9840 | 0.8772
NH, 87.455 | 47.273 | 0.9107 | 0.0018

Para a aplicagdo do diagnostico da razao § padronizamos as variaveis e desconsid-
eramos o fato de algumas ndo serem normais. Os resultados obtidos estao na tabela

4.10.
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Tabela 4.10

Varidveis | Razao g(Af/A})
H,S 1.4211

SAL 1.7811

EH7 1.181%

PH 7.0850

BUF 4.7020

P 1.7168

K 4.1160

Ca 3.7272

Mg 5.0454

Na 2.6993

Mn 2.1117

7n 3.1178

Cu 1.9465

NH, 2.3776 ]

Através da razao ¢ vemos que as varigveis PH, BUF, K, Ca, Mg, Zn se destacam
das demais por apresentarem valores mais altos. Entretanto nae conseguimos, apenas
com a razao §, destacar os sub-grupos de varidveis que apresentam colinearidade. Neste
caso a assoclacao com a proporgao de decomposicaio da varidncia € necessaria, para
descobrirmos quais os sub-grupos de varidveis estdo envolvidas em colinearidade. Como
no exemplo anterior, estamos considerando que os nossos dados se comportam como nos
modelos simulados, isto pode estar prejudicando a eficiéncia do diagndstico. Entretanto,
este problema s6 podera ser solucionado quando novos modelos forem simulados e mais
situagdes exploradas.

Por exemplo, podemos suspeitar que o fato de muitas varidveis nao terem distribuicao

Normal, ou pelo menos distribuicio simétrica, estd prejudicando a eficiéncia do di-
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agnéstico, pois neste trabalho utilizamos o método percentil para o calculo dos intervalos
de confianca que é recomendado para distribuicdes simétricas, Efron (1993) [6]. Em es-
tudos futuros é necessario a utilizacao de outros métodos para o calculo dos intervalos de
confianca quando a distribuigdo ndo é simétrica, como por exemplo o0 método do percentil

ajustado.
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Apendice A

Programas

Os programas foram feitos utilizando o procedimento SAS/IML. Todos os arquivos de
entrada sao arquivos SAS com n linhas € p+ 1 colunas onde a primeira coluna é a varidvel

resposta, ¥, e as restantes sdo as variaveis, X;.

A.1 Coeficiente de Variacao

proc iml ;

/* Programa para calcular as Medias dos Coeficientes De Variacao */
/* rotina para gerar as linhas a serem reamostradas */
start BOOT(Xstar,Ystar,X,Y,n);

do i=1 to n;

t=int ({n) *UNIFDRM(123457)+1) ;

if i>1 then Xstar=Xstar//X[t,];

else Xstar=X[t,];

if i>1 then Ystar=Ystar//Y[t];

else Ystar=Y[t];

end;

finish;

/* rotina para a estimacao dos Bs */

/* calculo dos coeficientes de variacao */
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start ESTIMA(Bhatstar,CVstar,Xstar,Ystar,R,n);
Bhatstar=ginv(Xstar ‘xXstar)*Xstar‘*Ystar;
CVstar=sqrt(vecdiag((ssq(R)/(n-i))*ginv(Xstar}*Xstar))) /Bhatstar;
finish;

use ana.X12vl;

read all var{Y,X0,X1,X2,X3,X4,X5};
X=(XO|IX111X21 }X311X4[ |X5);

n=nrow{X);

p=ncol(X);

nboot=250;

/* replicacoes bootstrap */
Beta={4,2,5,-2,1,3};

do replic=l1 to nboot;

run BOOT{(Xstar,Ystar,X,Y,n);

run ESTIMA(Bhatstar,CVstar,Xstar,¥Ystar,R,n);
if replic>1 then Rstar=Rstar//Bhatstar;

else Rstar=Bhatstar‘;

if replic>1 then CV=CV//CVstar‘;

else CV=CVstar‘;

end;

/% Calculo das medias dos coeficientes de variacao */
CViM=sum(CV[,1]) /nboot;

CV2M=sum{CV[,2]) /nboot;

CV3M=sum{CV[,3]) /nboot;

CVaM=sum(CV[,4]) /nboot;

Cv5M=sum{(CV[,5]) /nboot;

CVeM=sum (CV[,6]) /nboot;

print CVIM CV2ZM CV3M CV4M CV5M CV6EM;
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A.2 Indice e Nimero de Condicao

proc iml ;

start BOOT(Xstarp,Ystar,Xp,Y,n);
do i=1 to n;

t=int ((n) *UNIFORM(123457)+1);

if i>1 then Xstarp=Xstarp//Xplt,];
else Xstarp=Xplt,];

if i>1 then Ystar=Ystar//Y[t];
else Ystar=Y[t];

end;

finish;

start ESTIMA(icon,Xstarp);
autoxp=eigval (Xstarp ‘*Xstarp) ;
maxi=max (autoxp);
icon=(maxi/autoxp)##.5;

finish;

use ana.Xl2v2;

read all var{Y,X0,X1,X2,X3,X4,%5};
/* Padronizacao das Variaveis /*
X0p=X0/(SQRT(SSQ(X0)));
X1p=X1/(SQRT(SSQ(X1)));

X2p=X2/ (SQRT(SSQ(X2))) ;
X3p=X3/(SQRT(SSQ(X3)));
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X4p=X4/(SQRT(SSQ(X4)));
X5p=X5/(SQRT(SSQ(X5))):

Xp=(X0op| IX1p| 1X2p|1X3p| IX4p| |X5p) ;
n=nrow(Xp);

p=ncol(Xp);

nboot=250;

/* calculo dos indices de condicao */
somaicon=j(p,1,0);

do replic=1 to nboot;

run BOOT(Xstarp,Ystar,Xp,Y,n);

run ESTIMA(icon,Xstarp);
somalcon=somaiconticon;

end;

medicon=somaicon/nboot;

print nboot medicon;
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A.3 Proporcgao de Decomposigcao da Variancia

proc imi ;

/* Programa para o Calculo da Proporcac de Decomposicac da Variancia */
/* Rotina para troca das linhas da matriz Xcp e das mesmas linhas do vetor Y/
start BOOT(Xstarp,Ystar,Xcp,Y,n);

do i=1 to n;

t=int ((n) *UNIFORM(123457)+1) ;

if i>1 then Xstarp=Xstarp//Xeplt,];

else Xstarp=Xcp[t,];

if i>1 then Ystar=Ystar//Y[t];

else Ystar=Y[t];

end;

finish;

/* Rotina para calculo da PDV, para cada matriz Xstarp */
start ESTIMA(pi,Xstarp);

autoxp=eigval (Xstarp ‘*Xstarp);

autvexp=eigvec (Xstarp‘*Xstarp);

p=nrow{autoxp) ;

fikj=j(p,p.0);

pi=j{p,p.0);

do i=1 to p;

fikj{i,]=autvexp[i,]##2/(autoxp’);
pili,}=fikj[i,]/sum(£fikj[1,]1);

end;
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finish;

use ana.X12vl;

read all var{Y,X0,X1,X2,X3,X4,X5};
/* Centralizacao da matriz X %/
X0c=X0/(sum(X0)/50) ;
X1c=X1/(sum(X1)/50);
X2¢=X2/(sum(%2)/50);

X3c=X3/ (sum(X3)/50};

X4c=X4/ (sun(X4)/50) ;

X5¢c=X5/ (sum(X5)/50} ;

/* Padrenizacao da matriz Xc */
X0cp=X0c/ (SQRT(SSQ{X0c)) ) ;
Xicp=Xic/(SQRT(SSQ{X1c)));
X2cp=X2c/ (SQRT(55Q(X2c))) ;
X3cp=X3c/ (SQRT(SSQ{X3c)));
X4cp=X4c/ (SQRT(S3Q(X4c)));
X5cp=X5c/ (SQRT(SSQ{X5c)));
Xep=(X0cp|1X1cpl IX2¢pl 1X3cp | |X4cp | |X5cp) ;
n=nrow (Xcp) ;

p=ncol (Xcp) ;

nboot=100;

somapi=j{p,p,0);

/* Replicacoes bootsratp */

do replic=l te nboot;

run BOOT (Xstarp,Ystar,Xcp,Y,n);
run ESTIMA(pi,Xstarp);
somapi=somapi+pi‘;

end;
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/* Calculo da media da PDV */
pdvstar=somapi/nboot;

print pdvstar;
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A.4 Intervalos de Confianga

Este programa é referente a replicacio bootstrap de tamanho 250, para as demais replicacdes
os programas sao andlogos, sendo necessario fazer somente a adaptacio para o niimero

da replicagdo na linha "nboot=250" e os percentis nas linhas "1=7 e u=243 7.

proc iml ;

/* Programa para o calculo dos Intervalos de Confianca */
/* Amplitudes, Medianas e Media dos coeficientes bootstrap estimados */
/* Nboot=250 */

/* Botina para gerar as linhas a serem trocadas */

start BOOT(Xstar,Ystar,X,Y,n);

do i=1 to n;

t=int ((n) *UNIFORM(123457)+1) ;

if i>1 then Xstar=Xstar//X[t,};

else Xstar=X{t,];

if i>1 then Ystar=Ystar//Y{t];

else Ystar=Y[t];

end;

finish;

/* Rotina para estimar os coeficientes bootstrap */

start ESTIMA(Bhatstar,Xstar,Ystar);

Bhatstar=ginv(Xstar ‘*Xstar)+*Xstar‘*Ystar;

finish;

use ana.X12v4;

read all var{Y,X0,X1,X2,X3,X4,X5};
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X=(X0| [X1]1X2]11X31|X411X5);

n=nrow (X) ;

p=ncol(X);

nboot=250;

Beta={4,2,5,-2,1,3};

/* Replicacoes boostrap */

do replic=1 to nboot;

run BOOT (Xstar,Ystar,X,¥,n);

run ESTIMA(Bhatstar,Xstar,Ystar);

if replic>1 then Rstar=Rstar//Bhatstar®;
else Rstar=Bhatstar‘;

end;

/* Medias dos coeficientes estimados bootstrap */
BOhm=sum (Rstar[,1]/nboot);

Bihm=sum (Rstar[,2]/nboot);

B2hm=sum (Rstar[,3]/nboot);

B3hm=sum (Rstar{,4]/nboot);

B4hm=sum (Rstar[,51/nboot);

BShm=sum (Rstarl[,6]/nboot);

print BOhm Bilhm B2hm B3hm B4hm BShm;

/* Intervalos de Confiancas, medianas, amplitudes */

do 1=1 to 6;
aux=Rstar[,il;
k=aux;
aux [rank(aux),]=k;

if i>1 then B=B | | aux;
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else B=aux;

1=7;

u=243;

Imi=1256;
sm2=126;
mi=B[1lm1,i];
m2=B[1m2,1];
meaux={ml+m2)/2;
if i>1 then me=me| | meaux;
else me=meaux;
print me;
ic1=B[1,i];
icu=Bu,il;

ampaux=icu-icl;

if i>1 them amp=amp | | ampaux;

else amp=ampaux;

print amp;
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