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RESUMO 

Ao principiante no estudo da moderna Geometria Algébrica se requer uma 
bagagem de técnicas, tais como: categorias abelianas, fimtores, feixes, cohomologias, etc. 
Neste trabalho, procuramos apresentar algumas destas técnicas a este público. 

Embora o texto seja de nivel introdutório, os conceitos são apresentados 
com um nivel de generalização superior a exigida na maioria das aplicações. A teoria de 
cohomologias, por exemplo, é tratada no contexto das categorias abelianas, ao invés da forma 
algébrica, mais simples e, em geral, utilizada nas aplicações. Por outro lado, com este 
enfoque, ganhamos a apresentação dos delta-fimtores. 

Os feixes são, por um lado, os coeficientes locais para cálculo de 
invariantes chamados cohomologias, por outro lado, uma ferramenta para expressar 
propriedades geométricas. Esta ferramenta é mais relevante aos estudos de propriedades de 
espaços com uma estrutura rígida (tais como espaços analíticos, variedades algébricas etc.) do 
que invariantes topológicos, mas abrange ambos casos. Incluímos uma rápida explanação 
sobre feixes coerentes. 

Essencialmente, a última parte do texto deseja apresentar diversos métodos 
básicos de cálculos de cohomologias com coeficientes num feixe, incluindo o método de 
Cech. 

A execução deste trabalho contou com o suporte financeiro da F APESP. 



Abstract 

For any beginner who study the modem Algebraic Geometry, it is 
required some amount of techniques such as abelian categories, functors, sheaves, 
cohomologies, etc. In this work, we are going to represent some ofthem. 

Although the text is introductory, the conceptions represented are more 
general than needed in most applications. For instance, the cohomologies are treated in the 
context of abelian categories instead of the simpler algebraic approach nonnally used in 
applications. On the other hand, this allows us to introduce the delta-functors. 

The sheaves are the local coefficients for invariants named cohomologies. 
On the other hand, they are some way to express many geometric properties. This tool is more 
adequate in studying the properties o f the spaces equipped with some rigid structure ( such as 
analytic spaces, algebraic varieties, etc.) than that o f topological invariants. Nevertheless, it 
involves both cases. There is also some brief exposition o f coherent sheaves. 

Essentially, the last part o f the text is devoted to different basic methods o f 
calculating cohomologies with coefficients in sheaves, including the éech one. 

This work was supported by F APESP. 



INTRODUÇAO 

Uma das principais ferramentas na Geometria Algébrica (e Complexa) é a teoria de cohomologias 
com coeficientes em feixes, que permite expressar uma boa parte das propriedades geométricas em forma 
algébrica. Esta técnica é um dos frutos da revolução no estudo da Geometria Algébrica ocorrida na 
metade do século passado, sintetizada, principalmente, nos trabalhos de J. Leray, H. Cartan, J. P. Serre 
e A. Grothendieck que introduziram a moderna linguagem no assunto. Esta abordagem propiciou um 
grande avanço e a conquista de muitos resultados importantes nesta e várias outras áreas da :Y:íatemática. 
Contudo: ao principiante que deseja iniciar seu estudo em Geometria Algébrica: esta linguagem requer 
um considerável arsenal técnico: categorias abelianas, funtores, cohomologias, etc. Um problema 
que então se impõe é a linguagem pouco compreensível ao iniciante em que estão escritos os trabalhos 
fundamentais dos autores acima. Por outro lado, constata-se a ausência atual de um texto, no assunto, 
com exposição acessível à estudantes em nível de Niestrado, não muito volumosa. mas suficientemente 
profunda. Aqui reside o propósito deste trabalho. O objetivo desta dissertação é apresentar, em caráter 
introdutório, algumas das técnicas necessárias ao ingresso na Geometria Algébrica (e Complexa). 

O texto encontra-se dividido) fundamentalmente, em três partes. ::\a primeira parte, desenvolvemos as 
noções básicas da teoria de categorias e da álgebra homológica. Introduzindo preliminarmente as catego­
rias aditív·as, "preparamos o terreno'' para, logo a seguir, definirmos as categorias abelianas. Definimos, 
formalmente, o conceito abstrato de cohomologias em categorias abelianas. Essencialmente, procuramos 
mostrar que seqüências exatas curtas de complexos em categorias abelianas induzem seqüências exatas 
longas em cohomologias. Impomos a condição de existência de suficientes objetos injetivos em categorias 
abelianas e discutimos os funtores derivados à direita. Seguindo na linha de A. Grothendieck [Gr], na 
seção 1.4, definimos 6-funtores: generalizando a idéia de funtores derivados às categorias abelianas que 
não possuam suficientes objetos injetivos. 

A segunda parte é dedicada ao estudo de tópicos introdutórios da teoria de feixes. Apresentamos 
duas definições de feixe: como um funtor da topologia de um espaço em uma categoria qualquer e como 
homeomorfismo local entre espaços topológicos e mostramos a equivalência destas definições. Demon­
stramos que os funtores f,. e F', de imagem direta e de imagem inversa, são adjuntos. Restringimos em 
seguida nosso estudo aos feixes de O-módulos, que formam uma categoria abeliana. Definimos os feixes 
coerentes, sobre os quais apresentamos alguns resultados básicos. 

Dedicamos a última parte desta dissertação ao desenvolvimento da teoria e dos métodos de cálculo 
de cohomologias com coeficientes em feixes. Existem várias formas equivalentes de abordar o assunto. 
Adotamos o caminho de R. Godement [Go], definindo Hi(X, F) utilizando a resolução canônica fiácida 
do feixe F. Apresentamos em seguida os métodos que permitem o cálculo pela resolução fina de um feixe 
sobre um espaço topológico de Hausdorff paracompacto (para possíveis aplicações na Geometria Com­
plexa), e pelo método de Cech, concluindo a seção com o Teorema de Leray para obter a compatibilidade 
deste método de Cech com a definição que adotamos para H'(X, F). 

Um prosseguimento deste trabalho incluiria, certamente, uma próxima parte dedicada a aplicações das 
técnicas acima. Também parece necessário estender a exposição de 6-funtores por uma seção dedicada 
às categorias derivadas [Gelvf]. :\o entanto, num momento é necessário colocar um ponto final .. 
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CATEGORIAS E ÁLGEBRA (CO)HOMOLÓGICA 

A teoria de categorias estuda objetos do ponto de vista da interação entre sL sem olhar dentro dos 
mesmos. I:v1ais precisamente ela trata de morfismos. Em lugar da palavra ;;teoria:;, seria melhor dizer 
''linguagem'', dada a falta de conteúdo suficiente para qualifica-la como uma teoria. O conceito principal 
das categorias pode ser expresso pelas pala·vras ;;funtoridade':. ;,natural''. "invariante':, etc. A fonte 
original desta teoria foram a Topologia Algébrica e a Geometria Algébrica. onde o conceito de categorias 
foi aplicado com grande sucesso. Hoje ela é uma base para algumas áreas da }.-1atemática moderna e é 
possível que, no futuro, venha substituir a clássica teoria de conjuntos. "C' ma das vantagens desta teoria é 
proporcionar o estudo de categorias complicadas (topológicas) pelo uso de categorias simples (algébricas), 
isto é~ explicitar propriedades topológicas por invariantes algébricos. Por exemplo. o grupo fundamental é 
um invariante dos espaços topológicos com um ponto distingüido que são homotopicamente equivalentes. 

1.1. Categorias, Funtores e Transformações Naturais 

Uma categoria C consiste de: 

1. Um conjunto de objetos ObC que pode ser denotado também pela mesma letra C. 
2. Um conjunto de morfismos (ou setas) ?v'lor C. Cada seta tem origem e fim que são objetos. O símbolo 

)Jor (c, c'), ou C(c~ c'), denota o conjunto de todas as setas com origem c E C e fim c' E C. Escrevemos 
c~ c1 ou o:: c--+ c' no caso de o: E C( c. c'). 

3. A composição (parcial) de setas C( c'~ c") x C( c. c') - C( c, c''), que leva (B. o:) ~ .Boa, para quaisquer 
c. c', c" E C. (Em seguida. algumas vezes, vamos omitir o sinal de composição, escrevendo 3o:.) 

4. As setas lc para todo c E C. 

e satisfaz aos seguintes axiomas: 

Al. -yo(Bocx) = (!'oi3) o c; para todos c,,c,.c,,,c4 E C, ex E C(c,,c,), B E C(c,,c3) e 'f E C(c3,c4). 

A2. lc'oo:=a: e GOlc=a:paratodoc~c'. 

Existe uma maneira óbvia de definir categoria usando somente setas: na qual os morfismos do tipo 
1, fazem o papel de objetos. 

Exemplos. L Sets. a categoria dos conjuntos (de cardinalidade limitada: fixada uma cardinalidade. 
a categoria Sets contém somente conjuntos de cardinalidade menor 1 ), e aplicações entre si. 

2. A categoria de relações Rei, que tem os mesmos objetos de Sets. Por definição, R E Rel (A, B) 
significa R c A x B, isto é, R é uma relação. 2 Para R c A x B e S c B x C, a composição S o R é 
definida pela regra S o R = { (a. c) I :Jb E B (a, b) E R. ( b. c) E S}. Assim, Rei é Sets com mais setas. 

3. A categoria dos espaços topológicos Esp: com aplicações contínuas entre si. 
4. Seja C uma categoria. Obtemos a categoria cop ''anti-isomorfa" a C pela troca dos sentidos de 

setas (ou, melhor dizendo, pela troca da ordem da composição). 

:Para escapar do paradoxo de RusselL tratamos somente das categorias do tipo mencionado. 
2É melhor chamar quaiquer categoria usando o nome das setas, pois as setas ''sabem" tudo sobre a categoria. 
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5. Seja A um conjunto parcialmente ordenado. Então A é uma categoria: a .-....jo b ~ a :::; b. É 
claro que só pode existir. no máximo: uma seta entre dois objetos dados. Em particular: para um 
espaço topológico X. podemos definir a categoria TopX = T(X) 0 P, onde T(X) é o conjunto de todos 
os subconjuntos abertos de X ordenado naturalmente. Assim: para C1 V E Top a relação fJ -;. V 
significa simplesmente U:) ·v. Denotemos por 1 a categoria que corresponde ao conjunto ordenado de 
um elemento e por 2 a categoria que corresponde ao conjunto linearmente ordenado de dois elementos. 

6. A categoria Homot tem os mesmos objetos que Esp. mas os morfismos são as classes homotópicas 
de morfismos de Esp. 

7. Seja X um espaço topológico. Denotemos por T< 1X a categoria fundamental de X. Objetos de 
íi1X são pontos de X. As setas são as classes homotópicas de caminhos entre pontos (com extremos 
fixos). 

8. Seja C uma categoria. Denotemos por C2 a categoria das setas de C. Os objetos 

de C2 são as setas c -=:...,. c' em C. Um morfismo entre c 1 __.::...,. c2 e c~ ~ c2 consiste 

em duas setas c1 ~ c~ e cz ~ c2 tais que o diagrama à direita seja comutativo. 

C1 

ai 
t 

c2 9. As categorias Grp (de grupos), Ab (de grupos abelianos): Link (de espaços 

vetoriais sobre um corpo k), CRng (de anéis comutativos), ModR (de R-módulos) etc. 

cí 
o' I 

~ 

c' 2 

Um morfismo o: c --;. d é dito isomorfis-mo se possui o inverso :3 C
1 

-...-.. c._ isto é. 3 o o: = lc e 
o: o _3 = lc'. :..leste caso, os objetos c e c1 são chamados isomorfos. Caso toda seta de uma categoria 
seja um isomorfismo, a categoria é dita grupoide. Lim grupoide de um só objeto é simplesmente um 
grupo. De fato, todo grupoide conexo (isto é, entre quaisquer dois objetos existe um caminho de setas) 
é feito de um grupo de automorfismos Aut c, o grupo de todos os isomorfismos entre c e cj e de uma 
(não única) árvore de setas. A categoria rr1X no Exemplo 7 é um grupoide. Caso X seja linearmente 
conexo, a categoria t.1X é conexa. Parap E X 1 o grupo Autp é o grupo fundamentalK 1 (X1 p). 

Um homomorfismo entre categorias C e C' é chamado um funtor ( covaríante) F: C ---'t C' de C em C': 

L F: C~ C' define uma aplicação entre objetos (denotada pelo mesmo símbolo F). 
2. Sejam a,b E C. Então F define uma aplicação F: C(a,b) ~ C'(Fa,Fb) tal que FC6 o a)= 

(F6) o (F a) e Fla = lFa· 

Por definição, um funtor contravariante F' : C --;. C' é um funtor ( covariante) do tipo F : C0
P --;. C'. 

Em outras palavras, um funtor contravaríante é um antihomomorfismo entre categorias. Assim obtemos 
Cat, a categoria de categorias, e o conceito de categorias isomorfas. O último não é muito útil, pois 
aumentando o número de objetos, perdemos o isomorfismo entre categorias. Por outro lado. às vezes. 
precisamos de mais cópias de objetos ... 

Os melhores funtores do mundo são os seguintes. Seja C uma categoria e seja c E C. Então temos 
as aplicações 

C(c,-): C~ Sets, c',__. C(c, c'), 

para objetos e 

C(c,-): C(c,,c2)- Sets (C(c.c,),C(c, c2)), 

para morfismos. É fácil verificar que obtemos um funtor C (c. -) : C --;. Sets covariante. As regras 

C(-, c): C- Sets, c'- C(c',c), 

C(-,c): C(c,,c2) ~ Sets (C(c2,c),C(c1 ,c)), 

definem um funtor contravariante C(-, c) :C-+ Sets. 

Sejam F, G : C --;. C' dois funtores. Uma coleção t. de morfismos te : F c--;. Gc, com c percorrendo C, 
é dita transformação natural de F para G, e denotada por t. : F -;, G, se. para todo morfismo a ~ b 
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em C o diagrama à direita é comutativo. Intuitivamente, urna transformação natural t. 
uma maneira bem natural de obter o valor Gc a partir do valor F c. Assim chegamos 

F a 
aos morfismos entre funtores. e Cat (C, C') torna-se uma categoria. Aplicando dire­
tamente as definições é fácil ver que uma transformação natural t. é um isomorfismo F c 1 
entre funtores se e só se toda componente te da transformação é um isomorfismo. 

Sejam C e C' categorias. Dizemos que C e C1 são equivalentes se existem dois 

Ga 

Gn! 
t 

Gb 

funtores F : C ---;. C' e G : C' ........ C tais que o funtor G o F é isomorfo ao funtor lc e o funtor F o G é 
isomorfo ao funtor lC'. 

Seja C uma categoria e seja E C C um subconjunto de objetos. Então E munido de todas as setas de 
C possíveis é uma categoria chamada de subcategoria completa de C. 

Vamos estabelecer um critério para verificar equivalência entre categorias. 

Critério 1. Seja F : C """"" C' um funtor. Denotemos por FC a subcategoria completa de C' relacionada 
com a imagem {Fc ! c E C}. Então F: C -+ FC define uma equivalência entre categorias se e só se, 
para todos a,b E C, a apiicação F: C(a,b) ~ C'(Fa,Fb) é uma bijeção. 

A demonstração deste Critério 1, a qual vamos omitir, pode ser feita em etapas 1 provando-se cada 
uma das seguintes afirmações. 

Sejam é c C uma categoria e uma subcategoria completa. Dizemos que E é um esqueleto de C se~ 
para qualquer objeto c E C, existe um único e E E isomorfo a c. Afirmamos: 

o Qualquer categoria possui um esqueleto. 
• Qualquer esqueleto de uma categoria é equivalente à categoria originaL 
• Sejam E e E' categorias do tipo esqueleto. Então E e E' são equivalentes se e só se E e é' são 

isomorfas. 
• Sejam E C C e [' C C' categorias e seus esqueletos. Então C é equivalente a C' se e só se E é 

isomorfo a E'. 
O Critério 1 é conseqüência imediata desta última afirmação. 

Existem dois funtores c~ f 1 """"" 2, o começo e o fim da seta em 2. A própria seta define uma 
transformação natural c""""" f. Para uma categoria arbitrária C, a categoria dos funtores Cat (l,C) = C1 

é isomorfa a C e a categoria dos funtores Cat (2, C) é isomorfa à categoria das setas C2 . Usando os 
funtores c e f, obtemos os funtores c*, f"' C2 -+ C. A seta de 2 induz uma transformação natural 
c"'-+ f"'. 

Um objeto f E C é dito final (universal) se, para todo objeto c E C, existe um único morfismo 
c........., f, O conceito dual tem nome inicial (também universal). Segue imediatamente da definição que 
um objeto final (inicial) é único a menos de um isomorfismo. 

Exemplos. 10. Seja C urna categoria e sejam c. c' E C dois objetos. Definamos uma nova cate­
goria, c +- C ........., c'. Os objetos de c +- C -+ c' são diagramas do tipo c +- x ........., c', com x E C. Um 
morfismo de c <-- x """"" c' para c +-- y """"" c' em c +-- C ........., c' é uma seta x -+ y tal que o diagrama à direita 

seja comutativo, Um objeto final de c +- C -+ c' é dito produto de c x 
e c' em C (assim, para dizer que x E C é produto de c e c', temos que ___.....- I.....____ 

C ...------ I ------.. ' 
indicar as setas c +-- x """"" c') e é denotado por c x c'. O conceito dual é -....______. f ______..- c 
denominado coproduto, e é denotado por cu c', Este último em Esp, ou -----..._ y .-----
em Sets, é a união disjunta. 

11. Seja C uma categoria e seja c E C um objeto. Um objeto da categoria C -. c de objetos sobre 
c é qualquer seta x """"" c~ onde x E C. Sejam x ~ c e y -+ c dois objetos de C -+ c, Um morfismo 



X y 

~/ 
c 

5 
entre si é uma seta x -:- y tal que o diagrama à esquerda seja comutativo. O produto de 
a --+ c e b _, c nesta categoria é dito produto sobre c ou produto fibrado ou pullback de 
a e b, e é denotado por a x c b. Por exemplo, em Esp, o produto fibrado de X ~ B e 

Y L B existe e tem a forma X xs Y = {(x,y) E X x Y! nx = ,3y}, com a topolog~a 
induzida pela topologia de)( x Y. O conceito dual é dito pushout. 

12. Seja C uma categoria, seja I uma categoria (de índices) e seja F: I- C um funtor (isto é, um 

diagrama do tipo I em C). Definamos a categoria F--" C. Um objeto de F-+ C é 
um objeto c E C munido de uma coleção de setas em C, O:i : Fi ........,. c tais que Fi _ _;_.;_- Fj 

o diagrama à direita é comutativo para qualquer i j em I. Sejam (c, (adiEI) 

e (c'
1 
(a:DiEZ) dois objetos de F--;. C. Um morfismo entre si é um morfismo c c' 

Fi 
compatível com os o:'s, isto é. tal que o diagrama à esquerda é comutativo para 
todo i E I. Um objeto inicial de F - C é dito limite indutivo de F ou limite 
direto de F ou colímíte de F, e é denotado por l~!IlFí, o:i/ "'"'; 

/ ~ iEI 
c c' Este conceito é mais geral do que os mencionados nos Exemplos 10 e 11: caso 

I seja uma categoria de dois objetos sem setas: obtemos o coproduto do Exemplo 10: caso I seja a 
categoria . --;. · +--- ·, obtemos o ''pushouf' do Exemplo 11. O conceito dual tem nomes limite ou limite 
inverso ou limite projetivo~ e é denotado por lim Fi. 3 

13. Sejam c e C1 duas categorias. A categoria c X c tem c X cr como conjunto de objetos. Para 
(a. a')~ (b, b') E C x C, um morfismo entre si é simplesmente um par ( cL o:1

) de morfismos a ~ b e 

a' b1
• A composição é óbvia. Dizemos que um funtor do tipo F : c X C' -) C11 é um b-ifuntor. Por 

exemplo, é fácil ver que~ de fato, os "melhores funtores do mundo'' são bifuntores do tipo C(-,-) : 
C0P X c -+ Sets. Podemos também dizer que o funtor c (-: -) é um bifuntor contra variante no primeiro 
argumento e covariante no segundo. Por exemplo) o Critério 1 trata do isomorfismo natural entre dois 
bifuntores C(-,-) o= C'(F -,F-), 

14. Objetos ou construções universais (como produtos: ou mais geralmente: limites)~ caso existam, 
geram funtores. Por exemplo, suponhamos que numa categoria C sempre exista o produto de dois objetos. 

Pela universalidade do produto, duas setas a ~ b e a' ~ b' induzem a seta a x a' a xo' b x b'. Em 
outras palavras~ obtemos um bifuntor - x -, o produto. ::\ote que este funtor independe da escolha 
feita para o "valor~' de a x a'. Pela universalidade do produto, funtores induzidos por atribuir valores 
diferentes arbitrados para o produto são isomorfos em toda componente e, portanto, são isomorfos. É 
fácil verificar que o produto é associativo. ~-'!ais exatamente, os funtores (- x -) x - e - x (- x 
são isomorfos. :\o mesmo sentido, o produto é comutativo. 

Usualmente, as construções universais são induzidas pelas construções análogas em Sets. Por exem­
plo, podemos definir o produto c x c' do modo seguinte. Sabemos que, de fato, todo morfismo para o 
produto, x ___,. c x c', não é nada mais do que um par de morfismos x _, c e x _, c'. Assim. temos urna 
bijecão C(x, c x c') _, C(x, c) x C(x, c'). Na verdade, esta é um isomorfismo entre funtores C(*, c x c') e 
C ( *, c) x C (*,c') (dois argumentos * 's no segundo funtor são tratados corno iguais). Em outras palavras: 
procuramos um objeto f E C que produz um isomorfismo dos funtores C(*, c) x C(*. c') ::::C(*, f). Como 
saberemos no próximo capítulo, este f, através do isomorfismo natural, será munido de setas c.,_ f--:- c' 
que tornam f o produto. 

Seja G E C um objeto numa categoria. Caso C= Sets, podemos 
definir uma estrutura de grupo em G do modo seguinte. Sejam 
dadas três setas 11 : G x G - G, í : G ~ G e e : f ~ G (mul­
tiplicação, inverso e unidade, respetivamente), onde f é um objeto 

(G X G) X G G X (G X G) 

pxlc: llcxp 
t ' GxcLc?cxG 

3Para obter o conceito dual. trocamos somente o sentido das setas em C, mas não em I. 
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final em C (neste caso de Sets. qualquer conjunto de um elemento). A associatividade de f.L significa 

a comutati-vidade do diagrama acima, onde ( G x G) x G -'-: C x ( G x G) é o isomorfismo natural 

(a associatividade do produto). A pro- G - C x G <c--- G 
e x ~ G ~ G ~ x e priedade da unidade pode ser escrita como (lc .i) (Uc) 

f x G fli G x f a comutatividade do diagrama à esquerda. 
o ~ +. / 1 ~ ~ onde f x G ___, G +--- G x f são isomor-

G fismos (por exemplo. observemos que G. f e G f 
munido das setas f +--- G G~ é o produto de f e G). A propriedade do inverso tem a forma do 
diagrama comutativo à direita acima, onde (cL denota um morfismo 
que aparece no diagrama à direit,a pela propriedade do produto. 

Usando os mesmos diagramas numa categoria arbitrária C, obtemos o 
conceito de grupo na categoria C. Exemplos são grupos topológicos (grupos 
em Esp), grupos de Lie (grupos na categoria de variedades diferenciáveis), grupos algébricos, fibrados 
de grupos (grupos em categoria do tipo C-+ c, onde C é uma categoria de espaços topológicos e c E C: 
por exemplo: caso C = Esp, um grupo sobre B E Esp é uma aplicação contínua G -+ B tal que a 
imagem inversa de todo ponto tem estrutura de um grupo topológico e as operações são globalmente 
contínuas). O conceito dual tem nome cogrupo. Um exemplo interessante de cogrupo: denotemos por 
Homot., a categoria homotópica de espaços topológicos com um ponto * distinguido (os morfismos são 
aplicações contínuas que preservam o ponto distinguido e são consideradas a menos de uma homotopia 
que também preserYa o ponto distinguido). ::\esta categoria, o coproduto V é a união de dois espaços 
~om os pontos distinguidos identificados. Para a esfera §n temos a comultiplicação §n -+ §n V §n que 
leva uma ;;circunferência': sn-l passando por * para o ponto "' de §n v §n, uma co unidade e : §n --+ * 
que leva toda a esfera §n no ponto * e uma coinversa i : §n _. §n que "inverte'' a esfera §n em relação 
ao ponto * por uma simetria. É fácil verificar que §n é um cogrupo. 

t Observação 1. Seja C uma x" X :r' (x' X :r t) :r' Xx t ~t 

1 categoria e seja dado um dia­
grama à esquerda em C. Supo­

x" ___,. x' ------;. x nhamos que existam os produ-
tos fi brados x' X :r t e x" X :r' 

1 
x" x' 

( x' x :r t). Então x" x x' ( x' x :r t) = x" x x t com respeito ao diagrama comutativo à direita. 

1.2. O Lema de Yoneda, Funtores Representativos, Funtores Adjuntos, 
Categorias Aditivas, Categorias Abelianas e Outras Bagatelas 

Qualquer morfismo c c' numa categoria arbitrária C define uma transformação natural C(r 
C (c', -) ~ C (c, onde, para d E C. a aplicação C (f. d) : C (c'. d) ~ C (c. d) é definida pela regra 

C (f, d): (c'~ d) ~(c d). 

1 
X 

Portanto, obtemos um funtor contravariante Y: C~ Cat (C, Sets). chamado funtor de Yoneda. O fun­
tor de Yoneda representa a categoria C na categoria dos funtores Cat (C, Sets) = Setsc. A dualidade 
produz o funtor covariante Y' : C -+ Cat ( cop, Sets): definido pelas seguintes regras: 

Y': C 3 c~ C(-,c) E Cat(C 0 P,Sets) 

para objetos e 

Y': (c c')~ (C(-.f): C(-,c) ~ C(-,c')) 

para morfismos: onde para todo d E C definamos 

C(d.f): C(d.c) ~ C(d.c'). C(d.f): (d ~c)~ (d c'': '. 
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O funtor Y' também é dito juntar de YOneda. 

Seja o: F --'~- F 1 uma transformação natural entre funtores do tipo C _,. C' e seja F' C' __,. C" 
um funtor. Então a regra c a:)c = F 1etc, com c E C, define uma transformação natural F1 o 0: 

F 1 o F _...;, F' o Fl. Seja 0:
1 

: F' ...._, F{ uma transformação natural entre funtores do típo C1 
.....-;. C11 e seja 

F :C--+ cr um funtor. Então a regra (et 1 o F) c= e/F c' com c E C, define uma transformação natural 
c/ o F : F 1 o F --> c F. Assim. nas circunst.âncias descritas acima. ternos as composições de fum~or e 
transÍormação natural. 

Lema 1 (Yoneda). Seja. C uma categoria: seJa 1: C - Sets um Íuntor e seja c E C. Então a 
aplicação 

Yc.F.c: Cat(C,Sets)(C(c. F' !C } __, • c, 

é uma bijeção. A aplicação Yc.-.- é natural.4 

Demonstração. Sejam F, F' : C --: Sets funtores. seja .3 : F --: F' uma trans­
formação natural entre si e seja f : c........,. c' um morfismo da categoria C. Pelo dia­
grama comutativo à direita, obtemos o morfismo')' = F' f o3c = .3c' c F f : F c__, F' c' 
induzido por 3 e f. É fácil ver que este "";i atende as propriedades funtoriais: ou seja, 

obtemos um funtor Cat . Sets) xC­

Fc ---• F'c 
3 ' 

! F f 

Fd 
F c Sets) (C(c. F) Sets, que leva o par c) para F c e o morfismo f) 

YC.F.c 

(F, c) - (F', c') para"'/· Para Yerificar que Yc.-.- É uma 
transformação natural entre funtores deste tipo, basta veri-

Cat(C, Sets) (C( cr, F') F' , ficar a comutatividade do diagrama à esquerda, onde r. in-
c duzido por (3 e f. é dado pela regra r: (C(c, -)~F) r+ 

,~oC:o~(f., Seja~(c. ~Fuma transformação naturaL Então o diagrama C(c.c) ---: Fc 
a direita e comutatiVO e C( c. f): 1, ,.__.f. Portanto, Ff(ac1c) = ac'f e · a, 

'f o Y C.F.c : a - (/3,• O F f)(a,1c) = (3,. (F f( Ctc1c)) = .3c• ( Ctc' f). 

Por outro lado, y c.F' .c' oi' : a r+ (3 o a o C (f,-)) c' 1,• = ( 3c' c a,• c C (f, c')) l,, = 

j3,.(a,·(1c• o f)) = (3,.(a,• f). 
Se o-ele é conhecido: então, pela comutatividade do diagrama acima, segue 

que, para qualquer morfismo f : c __,. c' em C, é necessário definir O:c' f = 

F f(o.clc)· Em outras palavras. o valor de O:clc define univocamente toda 
aplicação o: c'. com c' E C, e, portanto, define uni v ocamente a transformação 
0:. Assim, Yc.F.c é injetivo. Seja sE F c. Precisamos criar uma transformação 

1 C(o.f) 

C(c,c') ~Fc' 

C( c, c') -----? F c' 

i C(c.g) 
~ 

C( c, c") F c'' 

4 Ainda mais. y : Cat( -1, Sets) ( -1 ( -3, -4). -2 -4 ) - -2-3 é uma transformação natural entre funtores do tipo 
Cat(*.Sets) x * __.,_ Sets, onde -1 E Cat. -2 E Cat(-1,Sets). -3.-4 E -1· 

O símbolo Cat(*, Sets) X* denota a categoria seguinte: 
e Um objeto de Cat(*.Sets) X* tem a forma (C. F. c) com C uma categoria arbitrária (isto é. C=*). F: C- Sets um 
funtor e c E C. 
e Um morfismo de Cat(*,Sets) x *entre (C, F. c) e (C',F'.c1

) tem a forma (G.3.g), onde G: C- C' é um funtor. 
3: F- F' o G é uma transformação natural entre funtores do tipo C- Sets e g: Gc _, c1 é um morfismo em C'. 
0 A composição entre (G./3,g) (C.F.c)- (C'. F'. c') e (G' .. 3'.g') (C',F'.c')- (C 11 .F'1 ,c11

) é definida pela regra 
(G'.3',/) o (G.3.g) = (G' o G. (!3' o G) c !3. g' o G'g). 
O funtor -2-3 : Cat(*. Sets) X* _,. Sets é definido como -2 -3 (C. F, c) =F c para um objeto (C. F, c) e -2 -3 (G . . 3. g) = 
(F'g) o,Bc: F c-- F' c' para um morfismo (G,B,g): (C, F, c)- (C'. F'. c'). 
O funtor Cat( -1, Sets) ( -1 ( -3, -4). -2 -4) = T : Cat( *· Sets) x * _,. Sets é definido como T(C, F, c) = Cat(C, Sets) 
(C(c,-). F) para um objeto (C, F, c) e, para um morfismo (C. 3, g) : (C. F. c) - (C'. F', c'), ele é definido por T(G .. 3, g) : 

(C(c, -)-=:.....F)_,. (C'(c'. -)~F'), onde a~, :(c' L x');......,. ((F' f) o (F'g) o Se o a:c)lc. 
A naturalidade pode ser estendida para funtores do tipo Cat(*, t) x * ~ t. onde t denota uma categoria arbitráriaS que 
possui produto e objeto final, usando o conceito de categoria com S no iugar de Sets: para "c, c' E C'. temos "C(c. d) E S" 

Assim, como resultado, obtemos somente uma forma: só Cat faz sentido . 
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natural u: C( c, ~F que, por YcF,c, vai paras. Para qualquer f E C( c. c'), façamos a,• f= Ff(s) E 
F c'. Como o:clc = s, é suficiente verificar que a é uma transformação natural, isto é, que, para qualquer 
g C(c',c11

). é válida a igualdade O:c" o C(c,g) = Fg o O:c'· Aplicando as partes da igualdade a um 
morfismoarbitráriof:c~c',temos(Fgoac' =Fg(Ff(s)) e oC(c,g)) =ac"(go 

F(g o f)(s) = (Fg o Ff)(s) = Fg(F f(s)) CJ 

Definição 1. Um funtor F: C-+ Sets isomorfo a um funtor do tipo C(c.- ). c E C, é dito represen­
tativo. Um funtor F: cop.......,. Sets isomorfo a um funtor do tipo C(-, c) também é dito representativo. 
Dizemos que c representa F. Pelo Lema 1 e pelo Critério Ll.L o funtor de Yoneda Y induz uma 
anti-equivalência entre a categoria C e a categoria (completa) de todos os funtores representativos (co­
variantes). O Lema 1 tem o seu dual (cuja prova pode ser lida num espelho), seguindo daí que o 
funtor de Yoneda Y 1 também induz a equivalência entre C e a categoria dos funtores representativos 
( contravariantes). 

Assim, sendo conhecidas, todas as setas de c (para c) definem um objeto c E C univocamente a menos 
de isomorfismo. Portanto, podemos estudar objetos usando somente "'interrelações'' setas) entre si. 
Uma outra ''conseqüência'' do Lema de Yoneda: caso um funtor não-representativo faça muito bem o 
papel de objeto, poderíamos estender a categoria original adicionando um objeto novo, ou seja. supondo 
que o funtor é representativo. 

Funtores representativos são relacionados com construções universais. Já vimos no Exemplo 1.1.14 
que um objeto que representa o funtor C(*· a) x C(*, b) é simplesmente o produto a x b. ~lais geralmente, 
podemos definir urna construção uni··v·ersal numa categoria arbitrária, usando a construção análoga à 
feita em Sets (os "melhores funtores do mundo'~ traduzem uma para outra) e requerendo que o funtor 
correspondente seja representativo. 

Os ••melhores funtores do mundd1 também traduzem estruturas definidas em Sets para outra cate­
goria C. Já sabemos como definir uma estrutura de grupo para um objeto G E C na categoria C. 

Podemos definir um grupo de outro modo: seja C uma categoria com produtos finitos: isto é, existe 
o produto para qualquer coleção finita de objetos de C. Um objeto G E C é um grupo em C se e só se 
toda componente C(c, G) do funtor C(-, G) for um grupo (no sentido ordinário) em Sets e, para todo 
morfismo h: c~ c' em C, a aplicação C(h.G) C(c',G) ~ C(c,C) for um homomorfismo de grupos. 
Em outras palavras, o funtor C(-~ G) : cop ..........;. Sets passa pela categoria de grupos. ou seja, podemos 

decompor C(-, G) : cap ~ Grp ~ Sets, onde E é o funtor "esquecimento", que "esquece" a estrutura 
de grupos em Sets. Verifiquemos a equivalência das definições. 

Seja G E C um grupo como na primeira definição. Então temos três setas f.1 : G x G..........;. G, i : G--+ G e 
e: f--+ G, onde f é um objeto final em C. Estas setas satisfazem as propriedades de associatividade. do 
inverso e da unidade, como nos diagramas acima. O morfismo f.1 : G x G --+ G induz uma transformação 
natural 

71. : C(*, G) x C(*· G) :e C(*, G x G) ~ C(*, G) 
que define a operação em C(c,C) (de fato, pela composição com!') para todo c E C. Sendo li. uma 
transformação natural, a aplicação C (h, G) : C (c', G) ~ C (c, G) é um homomorfismo para qualquer 
morfismo h: c--+ c' em C. Apliquemos o funtor C( c, ao diagrama de associatividade. Observemos 
que a transformação 

c c*, G) x C(*, c) x c(*, GJ "'c ( *· (c x G) x c) :e c (*,c x (c x G)) "'C(*, GJ x c(*, G) x C( *• G) 
induzida por t é idêntica. Utilizando nossos 
isornorfismos naturais, é fácil verificar que 
o diagrama à direita é comutativo, isto é, a 
operação em C(c,G) é associativa. O mor­
fismo e : f ~ G induz a aplicação C( c, e) : 

C(c. G) x C( c, G) x C(c. G) 

'li c X lc(c.G) 1 
C(c, G) x C(c. G) 

C(c.G) x C(c,G) 

C(c,G) 
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C(c,f) ~ C(c,G) que ieva o único morfismo de C(c,f) em u, E C(c,G), Aplicando o funtor C(c,-) ao 
diagrama da unidade, é fácil observar que Uc é a unidade em C(c, G). Analogamente, verificamos que a 
aplicação C (c, i) : C (c, G) ---+ C (c, G) índica o inverso em C (c. G). 

Recíprocamente, se o funtor C(-, G) passa pela categoria Grp, então, para todo morfismo h: c- c' 
em C, a aplicação C(h,G): C(c',G)------+ C(c,G) é um homomorfismo de grupos. Em outras palavras, o 
diagrama à direita é comutativo, onde f.-Lc denota a aplicação f.lc 

C(c,G x G)-+ C(c,G) induzida peia operação em C(c, Assim 
obtemos uma transformação natural J-( :C(-. GxG) ---.C(-, G) que, C(h,GxG) I 

C(c,G x G) C(c, G) 

C(h,G) T 
Pelo Lema de Yoneda, é induzida por um único morfismo f.l : Gx G-+ 
G. Já sabemos que a associatividade da operação J-lc se expressa C(ct, G x G) ~ C(c, G) 

na forma da comutatividade do diagrama obtido pela aplicação do funtor C(c, ao diagrama de asso­
ciatívidade na primeira definição de grupo. Sendo a comutatividade válida para qualquer c E C: obtemos 
um diagrama análogo comutativo de transformações naturais. Pelo Lema de Yoneda, daí segue que f-1 
é associativo. C é uma categoria com produtos finitos, portanto. existe um objeto final f E C, produto de 

C(c, f) _,_,_, C(c, G' zero objetos, Para todo c E C, considere a aplicação e,: C(c, f)~ C(c, G) 
, 

1 
que leva o único morfismo de C(c. f) na unidade Uc do grupo C(c, G). Para 

C(h.GJ T todo morfismo h ; c--:.. cr. o diagrama é comutativo~ pois o homomorfismo 
, , C(h, G) leva a unidade u,, de C(c', G) na unidade u, de C(e, G), Assim 

C( c!, C( c .G) obtemos uma transformação natural e. C(-
1
!)-+ C(-,G) que. pelo 

Lema de Yoneda, é induzida por uma única seta e: f-+ G. É fácil verificar que o diagrama da unidade 
é comutativo. De forma análoga, obtemos uma transformação natural i. :C(-, G) __,.C(-, G), definida 
em cada componente pela indicação do inverso. Ela é induzida por um único morfismo i : G __,. G que 
satisfaz a comutatividade do diagrama do inverso. 

Para o conceito dual, se G é um cogrupo na categoria C, então G é um grupo na categoria C0
P. 

Assim, o funtor C0 P( -, G) :C~ Grp induz um funtor C(G,-) :C~ Grp, ou seja, para todo c E C, 
temos C(G,c) um grupo em Sets. A esfera §n com a comultiplicação §n--:.. §n V §n é um cogrupo na 
categoria Homot*. Portanto, se X E Homot,. é um espaço topológico com um ponto * distinguido, 
rrn(X) = Homot,(§n, X) é um grupo em Sets, Este grupo é dito n-ésimo grupo homotópico de X, Em 
particular, para n = 1, obtemos r.r(X) = Homot,(§1 ,X), o grupo fundamentaln1(X,*), 

Seja F : S ~ C um funtor, Suponhamos que, para todo c E C, o funtor contravariante C(F -,c) 
S ~ Sets seja representativo, Então existe um Ec E S tal que C(F -,c) "" S( -,E c), Todo morfismo 
h : c --:.. c' induz uma transformação natural C(F -,h) : C(F -.c) --:.. C(F -,c'), que é simplesmente a 
composição C (-,h) o F de um funtor com uma transformação natural definida anteriormente. Portanto, 
obtemos uma transformação natural S(-,Ec) ___, S(-.Ec'). Pelo Lema de Yoneda. ela é induzida por 
um morfismo E f E c --:.. E c'. Em outras palavras, obtemos um funtor E : C __,. S e. finalmente. um 
isomorfismo natural C(F -,-) ""S( -,E-), 

Definição 2, Dois funtores F: S ~C e E: C~ S são ditos adjuntos (F é adjunto a E à esquerda 
e E é adjunto a F à direita) se temos um isomorfismo naturai C(F -,-) ""S( -,E-), Da consideração 
acima segue que o funtor adjunto à esquerda a um funtor F é único a menos de isomorfismo. Pela 
dualidade, o mesmo é válido para o funtor adjunto à direita. 

Quando consideramos uma categoria cujos objetos têm por base um conjunto (tais como módulos, 
grupos, álgebras comutativas, espaços veto rias etc.), se olharmos os mesmos apenas como conjuntos, 
estamos aplicando um funtor E. que ;'esquece'' a estrutura embutida nos objetos. Este funtor tem um 
adjunto F que livremente gera por um conjunto de geradores o objeto da estrutura em questão (módulo 
livre, grupo livre. anel dos polinômios etc.). 

Lema 2, Sejam F : S ~ C e E : C ~ S dois funcores, 
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Se F e E são adjuntos com um isomorfismo natural y C(F -:-) --+ S( -,E-)~ então temos as 
transformações naturais (chamadas de unidade e counidade) 

1):ls~EP ê:FE~lc 

definidas pelas regras Tfs = Ys.FslFs e Ec = 

E EFE -=-~ E FEF 
são iguais a lE e respetivamente. 

Reciprocamente: sejam dadas transformações naturais tais que as composições são iguais a 1E 
e lp, respeth··amente. Então 'Ps.c definido pela regra :Ps.cf = o 77$ para f : F s --+ c é um isomorfismo 
natural 'P: C(F -, -) ~ S(-,E-) 5 

Demonstração. Sejam f : c--+ d e g : s --+ s1 morfismos em C e S: respetivamente. Então temos 
os diagramas comutativos 

1F, E C(Fs, Fs) 

C(Fs.Fg) I 
~ 

Fg E C(Fs, 

S(s,EFs) 3 ''h 

S(s. 

I S(s.EFg) 
,;, 

E c E C(F E c, c) 

C(FEc.f) I 
,j, 

'?E C(FEc. 

S(Ec, E c) 3 lEc 

is'E E" : \ c, "J j 

,j, 

S(Ec. 

~ 

C(Fg.Fs') l ] S(g,EFs') C(FEj.c')! 1 S(Ef.Ec') 

' 

1F,• E C(Fs', Fs') ~ S(s', EFs') 3 ''h' • c C(FE ' " c c' .._ C , C ; S(Ec'.Ec') 3 lEc· 
'.,:J_,I_Fs 1 

Como C(Fs,Fg)lF, = Fg = C(Fg,Fs')lp,, e S(Ec, Ef)lEc =E f= S(Ef, Ec')lE,•, então 

ry, o EFg = S(s, EF g)TJ, = S(g, EFs')1J,• = 'k o g, f o c c = C(FEc, f)s, = C(F E f, c')s,, = E,• o F E f, 

pois 'PEc,c' é injetivo. Em outras palavras. TJ e E são tranformações naturais. 
Para morfismos f : F s ----. c e g : s -+ E c em C e S. respetivamente, temos os diagramas comutativos 

lp, E C(Fs, Fs) 

C(Fs,f) l 
f E C(Fs,c) 

'Ps.Fs 
S(s. EFs) 3 ry, 

ls(,.En 
'{).<.C 

~ S(s,Ec) 3 Efo7J, 

EcoFg E C(Fs, c) 
t 

C(Fg.c) I 

' 

E, E C(F Ec, c) 

S(s. E c) 3 g 

I S(g,Ec) 

S(Ec. E c) 3 lEc 

(3) 

Aplicando a primeira igualdade a s = Ec e f= Ec, obtemos lEc = 'PEc.cEc = EEcOTJEc = (EoE)co(TJo 
E) c, portanto, lE = (Eoé) o (77oE). Aplicando a segunda igualdade de (3) a c= Fs e g = 7]8 , obtemos 
Ys.Fs(EFs o F7{s) = TJs = 'Ps,FslFs· Como '?s.Fs é injetivo, então lFs = EFs o Frys =(é o F)s o (F o Tf)s 

e, portanto, lp = (s o F) o (F o TJ). 
Agora suponhamos que sejam dadas transformações naturais (1) 

tais que as composições (2) são iguais a lE e 1F, respetivamente. 
Primeiramente verifiquemos que cp introduzida no Lema 2 é uma 
transformação natural. Sejam a : c -+ c' e b · s' -+ s morfismos 
em C e S, respetivamente. Então o diagrama à direita é comutativo. 
pois, para f : F s -+ c, são válidas as igualdades 

C(Fs,c) ~ S(s,Ec) 

' C(Fb.a) 1 
C(Fs',c') 

S(b,Ea)(:p,.cf) =S(b,Ea)(Efory,) = EaoEfory, ob, 

! 
S(b,Ea)! 

~ 

S(s',Ec') 

5Y".c pode ser também definido através de counidade: para g: s-- Ec. fazemos (rp8 _c)- 1g =E: c o Fg. 



'h'.c' (C(Fb, a)f) = p,,.,,(a o f o Fb) = E(a o f o Fb) c 'h'= Ea o E! o EFb o ry,, 

e TJ é uma transformação natural: rJs o b = EFb o TJs' 
Para qualquer morfismo g: s--;. Ec em S, façamos i:s_cg = E:c o Fg. Agora 

-i's.c(Ys.cf) = r:.:s.c(Ej O =E c O F(Ej O = êc O O 

o (F o 

pois r:: é natural e a segunda composição em (2) é igual a lF. De forma semelhante 

Ys.c(tPs.c9) = oFg) = oFg)cTJs = oEFgOTf5 = 

OTJEcog= o o(rroE)cog=lEcog=g. 

pois TJ é natural e a primeira composição em (2) é igual a L..; 
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Definição 3. Um morfismo i é dito monomorfismo (ou mono) se i o 91 =i o 92 implica 91 = 92· Lim 
morfismo pé dito epimorfismo (ou epi) se h o p = !2 o p implica h= f2. 

É claro que a composição de dois monomorfimos (epimorfismos) é um monomorfismo (epimorfismo). 
Se f o g é mono (epi), então g é mono (f é epi). Em particular, se f o g é um isomorfismo, então f é epi 
e g é mono. 

Definição 4. Uma categoria C, cujos C( c, c') são munidos de estrutura de grupo abeliano de modo 
que a composíção de morfismos seja biaditiva, é dita Ab-categoria. É óbvio que a categoria dual cop a 
un1a A h-categoria C é uma Ab-categoria. Seja F : C ..........;. C' um funtor entre Ab-categorias. O funtor F é 
dito aditivo se preserva a adição de morfismos, isto é, F: C(c1 ,c2 )---" C'(Fc1 ,Fc2 ) é um homomorfismo 
de grupos abelianos para todos c1. c2 E C. 

Uma A h-categoria de um objeto só é simplesmente um anel (associativo, não-comutativo e com 
unidade). Portanto, podemos tratar de Ab-categorias como sendo ••anéis'' com vários objetos. Desta 
maneira, os funtores aditivos são simplesmente os ''homomorfismos" de ';anéis''. 

Os funtores ••melhores do mundo'' relacionados com uma Ab-categoria C são obviamente aditivos, e, 
portanto, podemos considerar os funtores C(c,-) e C(-. c) como funtores aditivos de tipos C(c,-) : 
C- Ab e C(-,c): cov ~ Abô (Além disso, o bifuntor C(-,-) é biaditivo.) 

Em qualquer Ab-categoria, um monornorfismo é simplesmente um não-divisor de zero à esquerda e 
um epimorfismo é simplesmente um não-divisor de zero à direita. 

Seja O E C um objeto numa A h-categoria C tal que C(O, O) = O. Então O é terminal e inicial. 
Realmente

1 
h o O = h o O + h o O implica h o O = O. Pelas mesmas razões, O o h = O. Agora 10 = O 

e C(c,O) = C(O,O) oC(c,O) = {0}, isto é, O é terminal. De forma análoga O é inicial. Obviamente. o 
morfismo O : c --';- c' é simplesmente a composição c _.. O -+ c'. 

Vamos supor que tal O E C (chamado de objeto nulo) exista. 

j 1 a U b ..____h Sejam a, b E C dois objetos. Suponhamos que 

a~ Ptl ~ b existam o coproduto a a U b ?'..- b e o pro-
-l;-- a~ O duto a a x b b. Então os diagramas dos 

lados produzem os morfismos a a ~ b ~ b 
satisfazendo as igualdades Pl o j1 = la, P1 o J2 = O, P2 o J1 = O. P2 o j2 = lb. Portanto, obtemos o 

diagrama comutativo à esquerda com 1.1 o i = P1 e íT2 o i = P2. 

Definição 5. Se i indicado é um isomorfismo, então dizemos que a. b E C 
possuem biproduto. ?\este caso, podemos supor que i = 1. Daí temos P1 = 171, 

P2 = 1<2 e 

rr1 o j 2 = O, (4) 

6Assirn, se C possui produtos finitos, todo objeto de C é um grupo (cogrupo) abeliano em C. 
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A última igualdade é válida pelas propriedades do produto a x b, pois íi1 o(j1 or.1 ..:....jzOí:z) =Til =Til olaxb 

e 112 o (j 1 o 1<1 +h o í<z) = íTz = 77z o laxb· É- fácil verificar que morfismos )1: h, "1 e 1iz satisfazendo 
as igualdades definem o biproduto. Usando o delta de Kronecker. podemos reescrever as igualdades 

como 

De forma semelhante, podemos definir o biproduto de qualquer coleção finita de objetos. Seja dada uma 
coleção finita de objetos {a.1, ... an}· Suponhamos que existam coproduto e produto destes objetos. 
e denotemos por )o e ho. os respetivos morfismos de/para aa. Então as igualdades (5) implicam o 
isomorfismo a1 U · · · Uan:::: a1 x · · · x an. Ainda mais, as igualdades (.5) implicam que os morfismos j 0 's 
e r.c/s definem coproduto e produto. Vamos denotar biproduto por e e chamar fs e ;r's de injeções e 
vrojeções: respetivamente. Assim, concluímos que qualquer funtor aditivo entre A h-categorias preserva 
biprodutos. É fácil verificar que biproduto é, num certo sentido, associativo e comutativo. 

Observação 1. Sejam a = a 1 e··· e ak e a1 = a~ 6 · · 6 a~ biprodutos numa Ab-categoria C 
munidos de projeções e injeções íTcn ;rj. ]o:, jJ, respetivamente. Então o grupo abeliano C(a, a 1

) é a 
soma direta de grupos abelianos C(an. e pode ser apresentado na forma de uma matriz 

C(a, a')= ( 6) 

onde o morfismo h E C( a. a') tem as componentes hus = íT o: o h o fa na matriz 1'1n. Se a" = a7 e· · · 6 a~ 
é um terceiro biproduto, então podemos calcular a composição f o h de h E C(a,a') e f E C(a'.a") 
usando a multiplicação ''usual'' das matrizes correspondentes: J\1foh = A11 ·1Vfn.7 

Definição 6. Uma A h-categoria C é dita aditiva se possui um objeto nulo e biprodutos. 

Definição 7. Seja h :a--). b um morfismo numa Ab-categoria C. 
Dizemos que um morfismo k : n ___,. a é núcleo de h se h o k = O e, para todo morfismo f : x --Jo a 

tal que h o f = O, existe um único morfismo g : x ___,. k tal que o diagrama à esquerda é comutativo. 

Dizemos que um morfismo k' : b --). c é conúcleo de h se k 1 o h = O 
e. para todo morfismo f' : b -f y tal que f' o h = O, existe um único 
morfismo g' : c--). y tal que o diagrama à direita é comutativo. 

Como usual: considerando as categorias apropriadas, podemos defi-

nir núcleo e conúcleo como objetos universais (núcleo é terminal e conúcleo é ínicial). Em particular, 

obtemos unicidade dos conceitos introduzidos. Denotamos por Ker h a ~ b e a ~ b ~ Co h 
os núcleo e conúcleo de h. É fácil ver que ker h é mono e que co h é epi. 

h b Suponhamos que o núcleo de qualquer mor- Kerh 
kerh h 

b a ~ a ---
fismo de C sempre exista. ::\este caso. se o dia-

tl (
1 i grama à esquerda é comutativo, então existe um k(f.J') l ti ri 

' ' ~ único morfismo k(f, f') tal que o diagrama à di-
v ~ 

h' kerh' b' a' ~ b' reita é comutativo. Em outras palavras, Ker é Kerh' a' 

(a,) 
'Ass1m. é melhor pensar que as matrizes de (6) estão aplicadas à coluna ! : . 

\ ak 



um funtor Ker : C2 -:. C e ker é uma transformação natural ker : Ker ...._,. c"', onde c* : C2 -. C 
;;começo': de seta definido na primeira seção. O fato análogo é válido para o conúcleo. 

Seja C uma A h-categoria e seja h a _,. b um morfismo em C. Con- Ker hc 
sideremos o funtor contra.variante Ker h- : C ---+ Sets. definindo Ker hc = 

13 

é o funt.or 

C( c a) 

C(o..a) T 
l 

KerC(c h) para c E C e determinando Ker ha no diagrama comutativo à Kerho.! 

direita para a c ...._,. d. ::'\o diagrama, a transformação natural ker h. é. 
de fato. a inclusão Kerhc C C(c,a). Seja n E C um núcleo de h. Então é Kerhd C(d.a) 
fácil ver que o funtor Ker h- é representado em C por n. Reciprocamente. seja Ker h- representativo e 
seja n E C um objeto que o representa. Então ker h. induz uma transformação natural C(-: a) 
que. pelo Lema de Yoneda: é índuzida por um único morfismo k n - a, k E Ker hn. "Csando o 
isomorfismo Ker h- :::::::. C(-. podemos verificar que -n é o núcleo de h. Assim. poaemos definir. de 
maneira equivalente, o núcleo de h pela representatividade do funtor Ker h-. 

Suponhamos que numa Ab-categoria C os núcleos e co­
núcleos sempre existam. Seja h : a. ...._,. b um morfismo de 
C. Como h o ker h = 0: então exíste um (único) morfismo 
f: Co(kerh) ~ btalquefoco(kerh) =h. Sendo (coh)oh= 
O. concluímos daí que h) o f o co(ker h) = O. Sabemos 

Kerh~a h b~Coh 

co(kerh)j Ylker(coh) 

Co(ker h) Ker( co h) 

que co(ker é epi. logo, (co h) o f = O. Agora podemos encontrar um (único) morfismo g : Co(ker h) ___. 
Ker( co h) tal que ( ker( co h)) o g = f- Fínalmente. encontramos um morfismo g tal que h = ( ker( co o 
g o co(ker h). Este g é único. pois ker(co f) é mono e co(ker é epi. (O leitor pode descobrir toda essa 
argumentação só olhando para o diagrama ao lado 1 sem ler o texto.) 

Definição 8. Uma categoria aditiva C é dita abeliana se todo morfismo h de C possui núcleo e 
conúcleo e o morfismo g : Co(ker h) ...._,. Ker( co h) construido acima é um isomorfismo. 

A grosso modo, podemos falar que uma categoria aditiva é abeliana se Co(ker h) = Ker( co h) para 
todo morfismo h. I'\ este caso, todo morfismo h está decomposto em um epimorfismo e um monornorfismo: 

h= mo e. 
X 

co(ker;; ~er( co h) 

Kerh kerh a b~ Coh 

~/m 
y 

X 

co(ker;; i ~er( co h) 

Kerh~a~J/mb~ Coh 

y 

Vamos provar que esta decomposição é única a menos de um isomorfismo. Consideremos o diagrama 
comutativo à esquerda com e epi, m mono e com h= (ker(coh)) o co(kerh). Sendo h o kerh = 0: 
concluímos que mo e o ker h = O. Daí. e o ker h = O, pois m é mono. Logo, existe um morfismo f : x ........; y 
tal que e= f o co(ker h). Agora ( ker(coh)) o co(ker h)= h= mo e= mo f o co(ker h) com co(kerh) 
epi. Portanto, ker( co h) = mo f e o diagrama à direita é comutativo. Isto implica que f é epi e mono. 
Resta aplicar (3) da 

Proposição 1. Seja C uma categoria abeliana. Então são válidas as seguintes afirmações: x 
(1) Um morfismo h: a~ b é mono se e só se Ker h= O. 71' ~ 
(2) Um morfismo h: a~ b é epi se e só se Co h= O. a' i b 
(3) Vm morfismo h: a...._,. b é um isomorfismo se e só se h é mono e epi. \ I j 
( 4) Um morfismo h : a '""""" b é epi se e só se h = co(ker h). e' \ t / m' 
(5) Um morfismo h: a........; b é mono se e só se h= ker(coh). Y 
(6) Todo morfismo h possui uma única decomposição h= mo e com e epi em mono (a menos de um 

isomorfismo
1 

isr:o é1 se h = m' o e' com e' epi em' mono. então existe um isomorfismo i tal que e' = i o e 
e m =i o m'; vide o diagrama acima). 
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(7) Para quaisquer duas setas a _!::_ c b existe o pullback (dado pela fórmula a x c b = Ker( h o 1i a-

Kerh' b 
forro)). O pullback induz o iso- co h' h' 

Co h1 a Uc b +---------- b 
morfismo i entre núcleos no di-
agrama comutativ·o à esquerda. 
Além disso, se h é epi, então h' 

Kerh a c é epi. 

f {f I f 
! 

Co h 
co h 

a c 

(8) Para quaisquer duas setas a c b existe o pushout (dado pela fórmula a Uc b = Co(ja. o 

h- jo o f)). O pushout induz o isomorfismo j entre conúcleos no diagrama comutativo à direita acima. 
Além disso) se h é mono 1 então h' é mono. 

Demonstração. (1) e (2) são triviais. 
(3) Temos o diagrama comutaüvo à direita com um isomorfismo 

g. Por (1). Ker h = O e ker h = O. Portanto. O _'l_, a a é 
o diagrama de co(kerh). Assim) podemos supor que Co(kerh) =a 
e que co(kerh) = la. De maneira semelhante, Ker(coh) = b e 
ker( co h) = 10 . Agora g = h. 

h 
b a 

colker h\ ! 
' J l ker(coh) r 

Co(ker h) __!!___. Ker( co h) 

Se h = co(ker então n e ep1 Seja h epi. Sendo h = ker( co h) o co(ker h) com h epi: concluímos 
que ker( co g) é epL ker( co g) é mono< Por ker( co g) é um isomorfismo. 

(5) é dual a (4). 
(6) agora segue de (3). 

(7) Provemos que o núcleo indicado representa o pullback. :\o diagrama comutativo d b 
à direita, existe um (único) morfismo g: d _,.a x b tal que f 11 = Tía o g e h11 = hb o g. 

1 

A comutatividade do diagrama à direita é equivalente ao fato que r o g = O, onde !" l 
r = h o Tia- f o 'T.b : a X b--+ c. Sendo universal. o núcleo k Ker-r --+ a X b induz h 

um único morfismo 6 : d _,. Ker r tal que k o rJ = g. Como as igualdades f" = 7r a o g a ------+ c 
e h"= rrbog definem g de maneira única, então{} é definido univocamente pelas igualdades f"= r.0 oko?3 
e h"= íTb o k o V, isto é, pelas igualdades f"= f' o {J e h"= h' o{}. Em outras palavras, Kerr é o 
pullback a x c b. 

Ker h' ~ a X c b ~ b Suponhamos agora que no diagrama à esquerda 
h o f" = O. Então obtemos o diagrama comutativo à 
direita que induz um único morfismo g: d .-;.a X c b f'' l 

d 

, I 
' l tal que f' o g = j'1 e h' o g = O. Logo, existe um h 

b 

d a c único morfismo J. : d- Ker h' tal que g = ker h' o j. a ----;. c 
Assim. temos um único j satisfazendo a igualdade f' o ker h' o j = f". Isto significa que f' o ker h' 
Ker h' -+ a é o núcleo de h : a - c. 

Suponhamos que h seja epi. Temos r o }a = (h o íTa- f o 7rb) o ]a = h. Logo, r é epi. Por (4)~ 

r= cok na seqüência a X c b a x b ~c. Temos h'= 1<6 o k. Seja O= g o h' para algum g: b ---r d. 
Então O= g o 7ib o k. Sendo r= cok. existe um (único) morfismo V: c--;. d tal que g o T.b ={)o r. 
Conseqüentemente, O = g o 7ib o }a = {)o r o Ja = i) o h. Daí. {) = O. g o íTIJ = O e g = O, pois h e ;;b são 
epis. 

(8) é dual a (7) C 

Definição 9. Denotamos Co(kerh) = Ker(coh) por lmh. a imagem de h. Pela Proposição 1(6). 
todo morfismo h : a --:- b se decompõe, univocamente, na composição do epimorfismo 1r : a __,. Im h e do 
monomorfismo i : Im h -7 b. f = i o r.. 

Definição 10. Dizemos que a seqüência a b c é semiexata em b se f o h = O. Neste caso, 
h = i o") onde n : a -+ Im h é epi e i : Im h --:- b é mono. Logo, f o i c" = O, o que implica f o i = O. 

Conseqüemente. obtemos j : Im h --:- Ker f tal que i = ker f o j. Assim, toda seqüência a __!:__, b c 
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semiexata em b gera uma decomposição de h com j mono (vide o diagrama 
lmh 

à direita). Se j é um isomorfismo: então a seqüência é dita exata em b. Uma 
J Ker f 

seqüência · · -+ a _......_, b _,. c -+ . é dita ( semí) exata se ela é (semi )exata em cada ;-;- T 
~ h 

um de seus termos. Obviamente, O -+ a ~ b (respetivamente. b -: a ---+ O) 
é exata em a s~ e só se h é mono (respetivamente, epi). O fato da seqüência a 

O _.... a ~ b ~ c -+ O ser exata é equivalente a cada uma das afirmações seguintes: 
f =co h, (2) f é epi e h= ker f. 

ker f i 

b 

h é mono e 

Observação 2. A seqüência a __!:_. b c é exata em b se e só se existe Im h L Ker f 
uma decomposição de f, em epi e mono, dada por b co h Co h ~ c. Real- íT 1 ker f~ 
mente, suponhamos que a seqüência seja exata. Utilizando a decomposição a h b f c 
da Definição 9 para f e o diagrama da Definição 10 para h, obtemos o dia- i ~ ' 

grama comutativo a irei ta, onde j é iso, r, e p são epis e l é mono. Como , d cohj .S·p 111, 
lopoh =O e l é mono, ternos poh =O. Logo, existe um único a: Co h-+ lm f Co h::"~~~:..: Im f 
tal que a o co h = p. Por outro lado, O = co h o h = co h o ker f c j o ;r. Sendo "' 
T e j epis, co h o ker f = O. Pela Definição 9, Im f = Co(ker f). Daí obtemos um único ,3 : Im f -+ Co h 
tal que _:3 o p = co h. Agora. utilizando o fato que p e co h são epis, é fácil ver que o: e B são inversos um 
do outro e, assim: estabelecem um isomorfismo Im f :::.::: Co h. Resta indicar m = l o a. Reciprocamente. 

se f é decomposto como b Co h ~ c com m mono. então a seqüência a .!.:..... b c é exata em b. 
pois, sendo m mono, Ker f= Ker(m o co h) '·coincide" com Ker(coh) = Imh. O fato obtido é dual à 

Definição 10 que, na verdade, diz que ;;a seqüência a b c é exata em b se e só se h se decompõe 

K f 
kec f b .,. como a er ---...:;. com 'IT epr·. 

Definição 11. Seja a E C. Dizemos que f x ~ a e f' 1 x' ~ a são 
equivalentes, f :::::: f', se existem epimorfismos i3 : y -+ x e {)' : y - x' tais que 
f o{!= f' o{!'. Provemos que f= f' e f'= f" implicam f= f". Realmente, temos 
o diagrama comutativo à direita com V. V', i}~ e V" epis. Pela Proposição 1(7), p e 
p' são epis. Agora f o V o p = f" o{)" o p' com 13 o p e {)"o p' epis. Assim, obtemos 
uma relação de equivalência. Uma classe de equivalência se chama de membro de 
a, x Em a. Podemos falar sobre a imagem de um membro: seja x Em a, f : x - a, 
um membro e seja h : a - b um morfismo. Então h o f : 1: ........ b define a imagem hx Em b. 
que x = x' implica hx = hx'. Também faz sentido dizer -x Em a ou x = O. 

Os membros substituem elementos em caça de diagramas: 

Proposição 2 (As regras elementares para caça de diagramas). 

(1) Um moriismo h: a~ b é nulo se e só se hx =O para todo x Em a. 

É fácil ver 

(2) Um morfismo h : a _, b é mono se e só se hx = O implica x = O para todo x Em a (ou, 
eq~i;alentemente. hx = hx' implica x = x' para todos x, x' Em a). 

(3) Um morfismo h: a_, b é epi se e só se, para todo y Em b, existe um x Em a tal que hx = y. 

(4) Uma seqüência a ~ b _!__.c é exata em b se e só se f o h= O e, para qualquer y Em b com 
fy =O, existe um x Em a tal que hx = y. 

(5) (Subtração) Sejam dados um morfismo h 1 a~ b e dois membros x. y Em a tais que hx = hy. 
Então existe z Em a (podemos denotar z = x- y) tal que hz =O e) para qualquer morfismo f: a_, c, 
temos(fx=O~fz=o-fy) e (fy=O~fz=fx). 

Demonstração. (1) Como la 1 a~ a induz a Em a, então ha =O implica h= O. 
(2) Se h é mono e hx = hx1 para f : x ........,. a e f' x' -+ a, então h o f o {) = h o f' o {}' para 

epimorfismos {) e 13' apropriados. Isto implica f o i3 = f' o f)' e assim x = x'. Reciprocamente, seja 
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h o f = O para algum f : x --;- a. Então x = O e existe um epimorfismo i) : z --;- x tal que f o V = O. 
Logo~ f =O. Assim concluímos que h é mono. 

(3) Suponhamos que h seja epi. Seja y Em b~ f: y _, b. :\o diagrama V i 

r! 
Y à esquerda, h1 é epi pela Proposição 1(7). Assim obt€mos um x =a Xb + 

f I y Em a tal que hx = y. Reciprocamente. aplicando a propriedade de h x b 
+ ao membro y = b Em b. obtemos o diagrama comutativo à direita com J! lbl 

a ~ b {} e {}' epis. Sendo h divisor à esquerda do epimorfismo iF, concluímos ;. h + 
que h é epi. a--!:.. b 

Suponhamos que a seqüência seja exata em b. Seja y Em b. g v -;. b. com _ O. Então. 
y para um epimorfismo {) z --;- y, temos j o z 

/ 

V/~{.)· -' 1\ 9 ° {) = O. Logo, f o g = O e g = ker f o t / _ .~ 
" t \ para algum t y -;. Ker f = Im h. No dia- x Im h ...L... Ker f 

' Pela Proposição 1(,71\ r' é epi e hx = y, onde g" 1" '" 6' a- -c 

a XJmj /h~' Imkerh'N'~
9 

grama à esquerda, h = (ker f) o 1r com Ti epi. ~ t ke• ;I 

X = a x Im h y Em a. Reciprocamente, aplicando h f 
a h b T c a propriedade ao membro Ker f Em b, obtemos o diagrama comutativo à 

direita com V e {}' epis. Isto é. ker f o j o íT o g o f}' = ker f c iJ. Sendo ker f mono, concluímos que j é 
divisor à esquerda do epimorfismo V. Logo. j é epi. Ao mesmo tempo, j é mono. Pela Proposição 
j é um isomorfismo. u 

(5) Temos o diagrama comutativo à direita com iJ e iF epis. Agora z E= a desejado ~x-a,h 

é u o i) - v o V' : z --;- a LJ z ~ b 
{)"" v /,h A Proposição 2 possibilita aplicar os argumentos usuais em caça de diagramas. y- a ' 

A "receita" é provar primeiramente um fato com uso de elementos como na categoria Ab e trocar depois 
"elementos'' por ':membros:~. O único lugar em que isto não funciona é na construção de morfismos. 
Um exemplo disto é o 

Lema 3 (da serpente). Seja dado um diagrama comutativo 

O --+ a1 ___:____, a2 ~ a3 ----+ O 

h1 1 h2 : h31 
o ~ bl b2 ___:___, b3 ~ o 

com as linhas exatas~ então existe um morfismo !5 : Ker h3 --;- Co h 1 tal que a seqüência 

O- Ker h1 
p' 

Ker h2 ~ Ker h3 Coh1 

é exaLa: onde os morfismos i', p', l e T:
1 são induzidos: 

o p 

o~ --'-· 

Demonstração. Para definir ó consideremos o diagrama 

Kerh3 

ker h31 
~o 

~o 

(7) 



o~ 

0--· a1 

h, 1 
o bl --·o 

c i 

O--· Coh1 
co 

~o 

Sendo p epi e sendo j mono, pela Proposição 1(7,8), q é epí e g é mono. Portanto, as linhas no diagrama 
são exatas. Pela Proposição 1(7,8), o diagrama é comutativo. Consideremos o morfismo 5o =c o h2 2 k. 
Temos 80 o ker q = O e q = co(ker q ). Logo, existe um morfismo u Ker h3 --,. Co h1 b2 tal que 
uoq =50 . Sendo O= (co g) o So = (cog) ou cq com q epL concluímos que (co g) o'u =O. De g = ker(co g) 
segue que existe um morfismo O: Ker h3 _,. Co h 1 tal que g o 5 = u. 

Agora descrevemos /5 usando membros. Seja x Em Ker h3. f 
x ___,. Ker h3 . Pela Proposição 2(3)~ existe x2 Em a2, h : x2 ......... a2, 

tal que px2 = (ker h3)x. Como O = h3(ker h3)x = hspxz = rrh2x2 
e a seqüência O b1 -+ b2 --:- b3 -+ O é exata em b2, então, pela 
Proposição 2(4), existe Yl Em b1 tal que jyl = hzx2. Façamos 
y :=: (coh 1 )y1 e provemos que y = Ox. (Pela Proposição 2(1), isto 
define õ univocamente.) Pela Proposição 2(2), é suficiente provar 
que gy = gõx, pois g é mono. Em outras palavras, precisamos 
provar que g( co hl)yl = ux. isto é, que ch2x2 :.::::.: ux. Se provarmos 

Yl 

co h~ 
(cohl)Yr 

X 

k 
. I 

er hsl 
' 

(8) 

que existe um z Em a2 Xa3 Ker h3 tal que qz = x e kz = x2, então ch2x2 = ch2kz = r5' z = uqz = -ux 
e tudo está feito. Para alguns epimorfismos if e {)' temos o diagrama comu­
tativo à direita. Portanto. existe um morfismo ê : z ---t a 2 Xa 3 Ker h3 tal que 
q o ê = f o{) e k o E= h c ?3'. Em outras palavras, z Em a2 Xa3 Ker h3, 
qz;:;;;: x e kz ;:;;;: x2. 

Provemos a exatidão da seqüência (7). Sendo (ker h2 ) o i' = i o ker h1 

mono, concluímos que i' é mono. Como O = p o i o ker h 1 = (ker h3) o p' o i' e 
ker h 3 é mono, então p' oi' = O. De maneira semelhante, íí1 é epi e íí 1 c j' = O. 

Se z2 Em Ker h2 com p' z =O, então p(ker h2)z2 =O e, pela Proposição 2( 4), existe x1 Em a1 tal que 
ix1 = (ker h2)z2. Por outro lado, O= hz(ker h2)z2 implica jh1 x 1 =O. Logo, h 1xr = O, pois j é mono. 
Peia Proposição 2(4), existe z, Em Kerhr tal que x 1 = (kerh1 )z1 . Sendo (kerhz)i'z1 = (kerh2)z2 com 
ker h 2 mono, concluímos que i' z 1 = z2. Assim, pela Proposição 2( 4), a seqüência (7) é exata em Ker h2. 

Seja t 2 Em Coh2 com ;c't2 =O. Pela Proposição 2(3), existe um Y2 Em b2 tal que (cohz)Yz = t2. 
Sendo (co h3)ííY2 = O, existe um X3 Em a3 tal que h3x3 = 1TY2. Podemos encontrar um x2 Em a2 tal que 
px2 := ; 3, pois pé epi. Dai. 1rh2x2 = "Y2· Aplicando a Proposição 2(5), obtemos z = Y2 - h2x2 Em b2 
com 1rz =O. Como (coh2)hzxz =O, então (coh2)z = (coh2 )y2 = t2 . Pela Proposição 2(4). existe um 
y1 Em b1 tal que jyl = z. Agora, lt1 = t2 para t: = (cohl)Yl· Assim, a seqüência (7) é exata em 
Coh2 8 

Seja z2 Em Ker h2. Usando (8) com x =: p' z2, verifiquemos que õx = O. Podemos supor que 
x 2 = (kerh2)z2. Mas, então h2x2 =O e podemos escolher Yr =O. Portanto, óx = y = (cohl)yr =O. 
Assim, O o p' = O. 

SI\ão precisamos proYar isto. pois a afirmação é dual à exatidão em Kerh2. 
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Usando (8), podemos verificar que j' o 6 = O. Realmente, j'5x = j'(coh1)Y1 = (coh2)jY1 = 
(coh2)h2x2 =O. 

Seja t 1 Em Coh1 com j'tl =O. Existe Yl Em b1 tal que (co )yl = t1. Temos (coh2)jyl =O. 
Portanto: existe um X2 Em a2 tal que h2x2 :.::::: )Yl· Sendo h3px2 = T:h2x2 = íí)Yl = O, existe um 
x Em Ker h3 tal que (kerh3)x = px2. Finalmente: Ox = t 1. 

Seja x Em Ker hs com Ox =O. Usando (8), vemos que (coh1 =O. Logo. existe um x1 Em a1 tal 
que h 1x 1 = Yl· Como h2x2 = h2ix1; então, pela Proposição 2(5). existe um z = x 2 - Em. a2 tal que 
h2z =O e pz = pxz, pois pix1 =O. Conseqüentemente. existe um Z2 Em Ker tal que (ker = z. 

(k h \ ' (' h \ . . l . \. ' ~. Agora, , ·er 3;P z2 = Ker 3)X com Ker h3 mono. sto 1mpnca p zz = x u 

Observação 3. A Ker-Coker-seqüência é 
funtorial. Para provarmos isto, consideremos 
um mosfismo entre dois diagramos como os do 
Lema 3, isto é, o diagrama comutativo à di­
reita, onde as linhas são seqüências curtas ex­
atas e os morfismos O e 5' são definidos como 
no Lema 3. Então a diagrama abaixo é comu­
tativo, onde as setas verticais fí, 12- !3- g~. 

g2, g3 são induzidas pelas setas fl, h, j3, 91, 
g2 : g3 , respetivamente. Realmente) basta veri­
ficarmos a comutatividade do quadrado central 
(pois os outros quadrados são comutativos pelo 
fato de que Ker e Co são funtores). Seja x Em 

Ker h 3 um membro. Usando a mesma notação 

f' l' '' 
O~ Kerh\ Kerh~ 

' ,, ' 
J 3 i 
~ 

' 

,. 
~ 

Coh 1 ~ Coh2 

"; I 

' • I 
Yz ! 

~ ~ 

Co h\ Coh2 

f ' Kerh~L 
'}/i 

K h h I 
e~ t3 __::_,_ I 

i T 

i-a~- O ;y 
a3-o 

Co h~ 

h' 3 

f3x 

ker h31 
' 

o 

de (8), obtemos óx =(co hl)y,. Xovamente usando (8), agora para 
calcular ó'(f!,x), obtemos ó'(f!,x) = (cohí)9rYr· Assim, 5' f3x = 
(cohí)9rY1 = gí(cohr)Yr = gíóx. 

Um outro exemplo de aplicação das regras da caça de diagramas 
é o ':4-Lema''. 

f2x2- (ker h;)J~x 

Lema 4 (4-Lema), Seja dado um diagrama comutativo (à es­
querda) com a primeira linha semiexata em a 2 e exata em a3 J com 
a segunda linha exata em bz. Se h2 e h4 são monos e h1 é epi, então 

f: h h h3 é mono. 
a 1 ---+ a2 ----+ a3 ----+ a4 

Seja dado um dia-
h, I I 

h"' i grama comutativo 
" 93 (à direita) com a pri-

br ~ b2 ~ b3 ---+ b 4 meira linha exata em 

h; i 
T 

91JI1- h;J2x2 = gzh2x2 

coh~l 
' 

(coh~)91Yl 

a4 , com a segunda linha exata em b3 e semi exata em b4 . Se h2 e h4 são epis e hs é mono~ então h:3 é epi. 

Demonstração. Verifiquemos a primeira afirmação. Seja x3 Em a3 um membro tal que h3X3 :::::: O. 
Então O = g3h3x3 = h4/3x3. Sendo h4 mono, obtemos j3x.3 = O. Pela exatidão em a 3 , existe um 
x2 Em a2 tal que f2x2 = X3. Logo, g2h2x2 = h3Í2X2 =O. Pela exatidão em b2, existe um y1 Em b1 tal que 
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g1y1 = h2x2. Sendo h1 epi, existe um X1 Em a1 tal que h1x1 = Yl· Daí, h2frx1 = g1h1x1 = g1y1 = h2x2. 
Sendo h2 mono, !1x1 = Xz. Finalmente, x3 = f2x2 = hflx1 e. pela semiexatidão em az, obtemos 
xs =O. 

A segunda afirn1ação é dual à primeira O 

Corolário 1 (5-Lema). Seja dado um diagrama 
comutativo com a primeira linha semi exata em a 2 e 
exata em a3 e a 4 , com a segunda linha exata em 02 

e 63 e semiexata em b4. Se h: é epi1 hs é mono, h 2 

e são isomorflsmos: então hs é um isomorflsmo. 

1.3. Cohomologias 

a.s 

' 
h2 1 h_,: 

w 

Seja C uma categoria abeliana. Denotamos por Kom"' C onde 
objetos são os *-complexos, isto é, seqüências semiexatas em C 

* E { 0, -, -, b}, a categoria cujos 

C·: 
d''-1 

_c_·_. Ci 

com a condição: 

Z ~nada. 
, - existe um io tal que = O para todo i < i 0 . 

- -existe um i 1 tal que C'= O para todo i > i 1 . 

b -existem io e i1 tais que C'-= O se í < i 0 ou i> i 1 . 

Os morfismos d2::. 's se chamam operadores de bordo do complexo. Um morfismo h· : C· ---)> D· entre 
complexos é uma coleção de setas h i : Ci -.-....ó> Di compatíveis com d:, isto é: hi+l o d~. = db. o h i para 
todo i. Podemos escrever as últimas igualdades sem índices: h o d =do h (os índices se sabem) ou: 
simplesrnente, hd = dh. A composição de morfismos é óbvia. A categoria Kom* C é uma A h-categoria: 
se definirmos (h·+ f·)' =h'+ f'. Ela possui biprodutos (C· e D·)' =C' e Di com projeções e injeções 
óbvias. Ela tem objeto nulo Oi = O. Possui núcleos e conúcleos: por exemplo, (Ker h· )i = Ker hí 
com o morfismo ker h· : Ker h· --... C· feito de morfismos ker h i e com dk_erh· induzido por dh. e db.· 
Obviamente, h· é mono (epL iso) se e só se cada um h i é mono (epi, íso). É fácil verificar agora que 
Kom * C é uma categoria abeliana. 

Seja C' um complexo. Denotemos B'C· = Imd;; 1 e Z'C· = Kerd(:.. B'C· ~ z'c-
Temos a decomposição de d'Ç-: 1 no diagrama à direita com Jb. mono (vide a 
Definição 1.2.10). Façamos Hi C·= Cojb.· Isto é, a seqüência -rrC. r l<erdC.' 

o~BiC· C' 
é exata. 

Seja h· : C· ---)> D· um morfismo entre complexos. Então temos o diagrama comutativo 

c'i-2 B'C· 

d'~2 J:"b. 
B'D· Di-2 D Di-l Z' D· ~ 

d'~l 

ci-l B'C· C' co C· Co d'- 1 o ~ C· 

h'-1 I h' 1 gl 
+ 

Di-l B' D· D' ~ Codi-l 
D· ~ o ziD· 
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As setas h i e hi+l induzem o morfismo zi h· : zi C· --+ zi D· que faz o diagrama acima à direita 
comutativo. As setas hi~l e hi induzem o mosrfismo g Cod~ 1 

--+ Cod1). 1 que faz o diagrama 

acima à esquerda comutativo. onde = ker(codC~ 1 ) BiC· = Imd~ 1 = Ker(codQ. 1
) --+ Ci e 

eb. = ker(co ) B 1 D· = Imdl). 1 = Ker(codl). 1
) --+ Di são os monomorfismos participando nas 

decomposições dos morfismos dQ. 1 e , respetivamente (vide a Definição 1.2.9). Assim. as setas h' e g 

B'C" C' Co ~o C' 

B"h 1 B'h 
~ 

h' ! 

B'D" D' Cod'Ç; 1 ~ O D1- 1 B'D" D' 

induzem o morfismo pr h· Bt C· --+ Bi D· que faz o diagrama acima à esquerda comutativo. Con­
seqüentemente, no diagrama acima à direita temos eb.(Bi h·);.b. = hie~.~tb. = eb.~,b.hi-l_ Sendo 
eb. mono, concluímos que íTb.hi-l = (Bi h·)r.'b., isto é, o primeiro quadrado neste diagrama também é 
comutativo. Resumindo: obtemos o diagrama comutatiYo 

ci-2 
di-2 

c B' C" Z'C" C' 

h 
_, í h'-: 

I B' h ! Z' h· h" i h'""""~ i 
~ ~ " ~ " 

D'- 2 B' D" Z' D" D' D1
' 1 

O quadrado central é comutativo: pois ker db. (Zi h· )JC. 7<(::. = hi(kerd~. )Jb. = (ker db. )jb. r.b.hi- 1 = 
(ker db. )Jb. (Bi h· )7rb. com 71(;. epi e ker db. mono. Finalmente. obtemos o diagrama comutativo 

O--· B'C" ~ Z1 C" H'C" --• O 

B'h1 Z' h· H" h i 
v "' 

o ____, B' D" zi D" H' D" ____, o 
e vemos que Bi: zí e Hi são funtores. Vamos chamar H~ de i-cohomologia de complexo. 

Lema 1. Os Íuntores Bi, zt e H1 são adi­
tivos. 

Demonstração. Sejam dados dois morfis­
mos entre complexos h"" f" : C ~ D"" O mor­
fismo h·+ f· determina, para todo í, o díagrama 

c·i-1 

h'- 1 +!'-" I 
v 

Di-l 

B'C" 

B'(h"-:-f') 1 
B'D" 

JC. zico 
~ 

: 
Z'(h"+j·) 1 
JD. 

Z1D" 

191 
' ' 

C' 

h'+r I 
~ 

kec Di 

comutativo à direita, onde z~(h· _;_ f·) é único que faz comutativo o quadrado à direita. Como 
(h1 -;-J')kerd(::"=h1 kerd(::.+J'kerd(::"= O O O 
(ker d\:, ) Z1 h" + (ker db ) Z' f" = ker db 
(Z' h"+Z' f")o pela unicidade" temos Z'(h"+ 
f")= zi h·+Zi f". Daí: zi é aditivo. Analo-

t i (hi-l ' f'-l) i hi-l ' o gamen e, ;,D· -r- = "D· ' 

"n j'- 1 = (B1 h")rr(::. + (B' n"c· = (B
1 

h" 
+ B1 n"c·" Logo" pela unicidade de B'(h" 
-"- n. B1(h" + n = B' h"+ B' f" o DaL B1 

é aditivo. Pela unicidade do morfismo in­
duzido entre conúcleos, segue a aditividade 
de H1 (vide (9)) C 

r 
B'C 

o 

kerdC.l 

C' 

dÇ. i 
y 

1 
H' C" 

Uc 1 
di-l 

~ Co di-l c 

3c I 

"' lç,-1 
c1~1 

____, o 

~ o 

~ o 
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Lema 2. Seja C· E Kom" C. Então, para todo i, existem dois únicos morfismos o:~. e Sb. que fazem 
o diagrama acima à direita comutativo. X este diagrama, as linhas e colunas são exatas. Além disso, o 
diagrama é funtorial (isto é, todos os morfismos no diagrama são transformações naturais). 

Demonstração. Sendo d~.d~ 1 =O, obtemos = ,3b.(cod;; 1
) para um único .3b. apropriado. De 

O= (codC. 1 )(d~~ 1 ) = (cod~~ 1
)(kerd(;.)Jb. e de ser epL concluímos que (cod~~ 1 )(ker 

O. Logo, existe um único aC. que faz o diagrama comutativo. Por caça do diagrama, é fácil provar que 
a(;. é mono e que o:h. = ker 3b .. 

Para provarmos que o diagrama do Lema 2 é C"i-l c·~ Cod'i; 1 

funtorial. tomemos um morfismo h· C· ----'é D· , -h· I 
h'-1' h' I . 

entre complexos. Então o diagrama à direita é co- .._. t ..;.-
muta.tiYo_, onde o quadrado à direita é comutativo. Di-l D'/. C ·i-l 

pois codC. 1 é epi. Ctilizando as comutatividades odn. 
·i . obtidas acima, constatamos que resta provar comutatividade da face 

ZiD co J D· H'D· d' . d' ' d ' .. ' d d f d · 1re1ta no 1agrama a esquer a. .'"'l.S cornutanvwa es as aces e 
zi h/ !I ker di / 1 cima, de baixo. frontal. de fundos e esquerda são já conhecidas. 

. /co~~ •i : . D/Hi h· ! 0 i . A comutatividade da face direita segue da comutatividade das outras 
Z'C Jc . H'C· ' D f d ·i . . ' T 1 4 -• -• , i aces e e COJÇ. ser epi a pnme1ra parte ao ....... ema .'.i)~ 

i + d~-l r 
lke;çrd(: D'- co. D· c.·. od'fl' 
i h' 6 
' di-l /h"!. 
ci co C· Cod~l 

Seja E O _,. Ci ~ C2 C3 _. O uma seqüência exata 
de complexos. Pelo Lema 1.2.3 (da serpente). obtemos o diagrama 
comutativo abaixo à esquerda com linhas exatas. 

o 

o~ C' 1 

6'-l 
CodC;1 

BÇd 
o~ c:.,. 1 

i 

B'-1 c-
3 

1 
Z'- 1 C· 3 

kerd'ç-: 1 I ' . 

c• 3 

d"-l i 
co c:, i 

~o 

~o 

--·0 

Usando a definição (8) de 5i-l. vemos que Bbi 8i-l = O e "·-1 ·i- 1 - O Sendo .. pelo Lema 2. u Jci - . 

zi-l C3 "'""""" Hi Ci. Sendo a:bi mono, a'c .. = kerBb., obtemos 01- 1 = ab . .6.i-l para algum D_i- 1 
1 ' l l 

l ' que ,._1y·i- 1 O 'ss1·m ob·emos si- 1 Hi- 1 C· ~ H'C
1
· t.al que 1 d- 1 icoy·i- 1 ) COilCUlillOS .;,..}. C:3 = · ~'""l.· • L- UE :3 · =uE \ C:í 

(vide o diagrama acima à direita; note que ok- 1 é único que faz este diagrama comutatiYo). 
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Prm-·emos que a seqüência 

H'C-1 

é exata. Para ist.o~ consideremos o diagrama comutativo 

o o o o o 
T 
i 

Hi-lc. H'" C i 
H'c 

H'C2 3 

coj~-:' 
T 

o C 

' I c; 1 
zi-1,. . 1 

----=-.., z~·- Cz Z'- z'-lc- ,y-1 c >1.-1 Co di-l 
3 oaci c?. 

j~~l r 
B'-1c, 

o o 

onde a seqüência na segunda linha é exata por (7) e as colunas são exatas. Observemos que a terceira 
linha é exata. Com efeito, (Bi-lp- )7i2:~ 1 = t.(:~ 1 pi-Z. Sendo B'i- 1

p· divisor à esquerda de um epimorfismo, 
ele é epi. Por caça usual do diagrama, podemos provar que a primeira linha do diagrama é exata nos 
termos Hi- 1Cz, Hz- 1C3 e HICi: 

Temos (H'-1 p·)(H'- 1 e·)(cojé-: 1) = (cojé-: 1)(Z'- 1 p-)(Z'- 1 s·) =O com cojé-: 1 epi. Daí obtemos a 
i i i 

semiexatidão em Hi-lCz. Seja Xz Em Hi-l c2 um membro tal que (Hi-l p·)xz = O. Sendo coJC~ 1 

. . -i-ll al z'-1 c L , -i-"(z'-1 l 0 P 1 - ,_ d ep1, x 2 ::::= lCOJc2 Yz para gum Y2 Em 2· ogo, \.COJc3 J · P' Y2 = . e a exat10ao a 
- 1 (·zi-1 1 -i-1 1 Bi-1 C S d B'-1 - IBi-1 . terceira co una, · V_,Y2::::::: Jc3 z3 para agum zs Em 3· en o v ep1, z3 ::.= \ P')Zz 

l B'-1 c T· (zi-1 , -i-1 -i-l(B'-1 , -i-1 (z'-1 ) L para a gum zz Em 2· emos · P' JJcz zz ::::::: Jc3 p· JZ2 ::::::: Jc3 z3 :::::: p· yz. ogo, 

existe (Y2 - J2; 1 Z2) Em zi-l c2 tal que (zi- 1 v )(yz - j~~l Z2) = O. Pela exatidão na segunda linha, 

(y2 - Jc~ 1 z2) = (Z'-1 c)yl, para algum Y1 Em zi-l Ci- Seja x1 = (cojc~ 1 )y,. Então (H'- 1 c·)x1 -

(H~- 1 c·)(coj~
1
)Yl = (coj~~ 1

)(zi- 1 c·)y1 :::::: (cojb~ 1 )(Y2- J;:;~ 1 zz) = x, pois (coj~~ 1 )(j~~ 1 )zz = O. 

Assim. obtemos exatidão em Hi-l C:;. 
Te~os o:~ióF 1 (Hi- 1 p·)(coj~ 1 ).:, o:h~ok- 1 (cojb~ 1 )(zi- 1 p·) = ói- 1 (zi- 1 p·) =O. Sendo ahi mono 

e sendo coj~-= 1 epi. obtemos o_E- 1 (Hí- 1 p-) = o, semiexatidão em Hi- 1 C3. Seja X3 Em Hi- 1 c3 
um membro tal que ók- 1xs = o. Sendo coj~~l epi, X3 = coj~~ 1 Y3 para algum Y3 Em zi-l Cj. 

De ó'- 1y3 = a(:. 5Ji 1 (co Jé-: 1 
)y3 = O, pela exatidão na segunda linha, segue que existe um Y2 Em 

' ' 
Zi 'c l ;zi-1 ) s- ( -i-1) E - (Hi-1 ) (Hi-1 '( .,_,) . - 2 ta que\ · P" Y2 = Y3· eJa x2 = COJcz yz. ntao p· xz = . p·) COJc2 ~ Y2 = 
(cojb~ 1 )(zi- 1 p-)yz = (cojC~ 1 )y3 = x3. Assim, obtemos exatidão em Hi- 1 C3. 

' ' Temos o:C 2 (Hic·)ó.E-
1 (coj~~ 1 ) = Eio:h

1
ók- 1(coj(;: 1

) = 1 =O. Sendo ah
2 

mono e sendo coJC~ 1 

epi, obtemos (Hi c·)ók- 1 =O, semiexatidão em Hi Ci. Seja x 1 Em Hi Ci um membro tal que (Hi é·)x1 = 
O. Então Eia~íx 1 = o~ 2 (Hic·)x 1 =O. Pela exatidão na segunda linha, a~ix 1 = Qi- 1y3 , para algum 

Y3 Em zi-l CJ. Seja X3 = (coj~~ 1
)Y3· Então o:Cl óE- 1x3 = Q~í óF 1 (coj(:.~

1 
)Y3 = Qi-lY3 =O'~ i Xl· Sendo 

o:h
1 

mono, concluímos que obtemos SE- 1
x3 = x1. Assim, obtemos exatidão em Hi C i. 

Seja C uma categoria abeliana. Consideremos a categoria Esc C, cujos objetos são seqüências exatas 
curtas de complexos E : O ___, Ci - C2 - C3 --;. O. com C i. C2. C3 E Kom"' C. e morfismos são dados 



pelas diagramas comutativos do tipo 

E: o 

o-c; ~c; 
Obviamente, temos três funtores 
definimos = ck. 

. i 
H'-'-' h· I 

'l 

H' c; Hi~l c~· 

Vamos provar que á!- obtido 
acima define urna transforma­
ção natural á~ :HI F3 ---'-

Isto é, para todo morfismo h : 
E_, E' em Esc C, como acima. 
o quadrado à esquerda é comu-

tativo. De fato, o quadrado à esquerda é a face direita do cubo 

à direita, onde h~ é induzido por h i e as comutatividades das 
faces de cima, de baixo, de frente e de fundos já são conheci­
das. Pela Observação 1.2.3: temos a comutatividade da face 
esquerda. Pela comutatividade destas cinco faces obtemos 

h3 I 

" 
c;--· o 
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-hi ,, -''(Z' h· I - i-;-1 -: I ,: '(Z' h·. i+l -: (H' h·'( ·i ) = lu = 6 31- Qc'· àE'\COJc'.J 3) = O:C'· O E' 3) COJc· . 
l 3 1 3 

Sendo co jci . epi e sendo aí+ 1 
3 c;· 

mono, obtemos a comutatividade da face direita. 

Definição 1. Seja C uma categoria abeliana. Sejam C·. D· E 
Kom' C dois complexos. Dizemos que dois morfismos f·. g· : C· ~ D· 
são homotópicos se existe uma coleção de morfismos h i : Ci -:- Di-l 
em C, chamada homotopía (os morfismos são chamados operadores 
homotópícos; eles não precisam comutar com d), tais que l - gi = 

d~ 1 o hi +h i+ I o dh. para todo i. Podemos escrever as últimas igual­
dades sem índices: f- g = dh+ hd (os índices se sabem). O diagrama 
à direita ilustra o conceito. Denotamos f ,....._, g· se f· e g· forem homotópicos. É fácil ver que 
~·ser homotópico!' é uma relação de equivalência e que os morfismos homotópicos ao zero formam em 
Kom* C (C·, D·) um subgrupo. Ainda mais, estes subgrupos formam um '·ideal", isto é, a composição 
com morfismo homotopicamente nulo é homotopicamente nula. 

Sendo co jé: epi. H' f· = O O 

Demonstração. Pela adi­
tividade de H: podemos supor 
que g = O. Temos o diagrama 
à esquerda que não é necessari­
amente comutativo. Pela hi­
pótese. fi= hi+1dh. +d[; 1hi. 
Logo, t(kerdh.) = hi+ldb.(kerdh.)+di): 1hi(kerdb) = dí). 1hi(kerdb.) 
= (kerdb.)J'_b.r._b.hi(kerdb.). Sendo Zif· o único morfismo que faz a 
comutatividade J'(kerd'c.) = (kerd0.)(Z: f·). concluímos que zi f· = 
j_b. r._b. h i (ker dh. ). Obtemos o diagrama comutativo acima à direita, 
onde r..p = ?T_b.hi(kerdb.). Agora, (Hz f·)(coJb.) = (coj_b.)J'_b.·:.p = O. 
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Fazendo um '·quociente" pelo ''idear da Definicão L obtemos a categoria K* C cujos objetos são os 
de Kom* C e cujos morfismos são classes homotópicas de morfismos de Kom* C. isto é. K* C (C·, D·) = 
Kom"' C (C·, D· ,....,_,_ Claramente, obtemos o funtor "canônico de quociente" r.: Kom"' C........;. K"' C. (N"ote 
que K"' C é u1na Ab-categoria, mas, em geraL não é uma categoria abeliana.) 

Denotamos por Komõ C a subcategoria completa de Kom"' C formada por todos os complexos cujos 
operadores de bordo são nulos. Assim, para qualquer C· E Kom"' C. obtemos B· C·. z· C·. H· C· E Komõ C 
e podemos considerar B·. z· e H· como funtores. B·. z·. H· : Kom"' C........;. KomQ C. 

Resumindo os fatos obtidos nesta seção. chegamos ao 

Teorema L Seja C uma categoria abeliana. Então os funrores B·. z·, R 
Kom"' C ........;. Kom3 C são aditivos e formam a seqüência exata o ........;. B· ........;. z· ........,. 
H· ........;. O. O funtor H· passa por K"' C, isto é, o diagrama à direita é comutati"~lO, 
onde h é .um funtor aditivo e I é a inclusão. 

Seja E E Esc C uma seqüência exata curta de complexos, E : O ........;. C i ~ C2 
seqüência 

Kom' C -S.- K' C 

y 
Kom0 C__!.. Kom' C 

C3 ........;. O. Então a 

é exata, onde, para todo i, O~ é uma transformação naturaL Isto significa que, para qualquer morfismo 
h: E~ E' em Esc C, 

E: 

E': 

o diagrama 

é comutativo. 

o ----+c~-

: 
H'-1 h' i 

'.!. 

H'-'c'· 2 

c'· 2 

1.4. 8-funtores 

c3 ~o 

I\ esta seção as categorias são abelianas e os funtores são aditivos. 

Definição 1. Sejam C e C' categorias. Um Íuntor covariante F C ........,. C' é dito exato à esquerda 
(à direita) se, para toda seqüência exata curta O........;. e1 ........;. c2 ........;. e3 ........;. O em C, a seqüência O........;. Fc1 ........;. 

Fe2 ........;. Fc3 (respetivamente, Fe1 --+ Fe2 --+ Fc3 --+ O) é exata em C'. Se F é exato à esquerda e à 
direita, dizemos que F é um funtor exato. 

Para F : C --+ C' contravariante as definições são induzidas, isto é, dizemos que F é um funtor exato à 
esquerda (à direita) se o funtor covariante F' : cop --+C' é exato à esquerda (respetivamente, à direita). 
Em outras palavras, para toda seqüência exata curta O........;. c1 ........;. c2 ........;. c3 ........;. O em C, a seqüência induzida 
O--+ Fc3 --+ Fc2........;. Fe1 (respetivamente, Fe3........;. Fc2- Fc1 ........;. O) é exata em C'. 

Exemplo 1. Seja C uma categoria e seja c E C. Então o funtor C(-, c) : C ~ Ab é contravariante 
' d R l t . o h, h, o ··' · C E · exato a esquer a. ea men e, seJa ........;. c1 ---+ c2 ----+ c 3 ........;. uma sequenc1a exata curta em . ntao 

os morfismos 

C(h2, c): C(c3. c)~ C(c2. c), C(h 1 . c): C(c2 , c)~ C(c1 , c). 3 ,.._. 3 o h: 
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induzem a seqüência O-+ C(c3,c) _, C(c2:c)---+ C(c1 ,c) exata em Ab. Com efeito, seja o: E C(c3,c) tal 
que no h2 =O. Sendo h2 epi: a= O. Daí. C(h2 , c) é mono. A semiexatidão no segundo termo é óbvia. 
Seja ,3 E C(c2. c) tal que :3 o h1 =O. Sendo c3 conúcleo de h1 . exisre um único morfismo o: E C(c3. c) tal 
que a o h 2 = Assim obremos a exatidão no segundo termo. 

De maneira semelhante. podemos provar que o funtor C(c. ~):C-+ Ab é covariante exato à esquerda. 

Definição 2. Dízemos que um objeto i E C é injetivo se o funtor C(-. i) é exato. 
O conceito dual se chama objeto projetivo. Equivalentemente. um objeto i é injetivo 
se. para qualquer monomorfismo a ~ b em C. todo morfismo ~: a - i se estende 
por ma um 3 :h_, i (não necessariamente único). tal que o diagrama à direit.a seja 
comutatívo. 

Lema 1. Sejam i1, i2 E C. Então o biproduto i1 8 i2 é injetivo se e só se i1 e i2 são injetiv·os. 

i -~ i Demonstração. Sejam í 1 e i 2 injetivos e seja m : 

/

,..,.._ ~; \ :._ a_, b mono. Seja ";i: a_, i 1 s i 2 . Então 1r 1 ~i :a-- i 1 i 1 # i 1 e i 2 
' . .lj 1 \." 2 [ ,a: -i

2 
e r.2r· : a -+ i2 se estendem por m a .81 b _, i 1 .... .,..; Jl 8 ~ 

\ : e .S2 b -+ i2, respetivarnente. Pela propriedade ·' 1 

/ m ,3i\; do produto. obtemos 3: b _, i 1 G ·i2 desejado (vide o 0-. b 
0- a. 0 diagrama à esquerda). Reciprocamente. i 1 Si 2 injetivo. Pela sirneiirilL 

basta verificarmos que i1 é injetivo. Seja m : a --- b mono e seja ...._. : a _, i 1 . Sendo i1 e i2 injeri;,ro, ]1 A:· 

se estende por ma um 8: b-+ i1 e i2. Logo: IT1 ,3m = ~:1) 1 "/ = --:: e, portanto, ":-'se estende por m a 
(vide o diagrama à direita) D 

a~b~Coh!!!:...c 
Lema 2. Seja a ~ b L c uma seqüência exata e seja g b -+ i um ' · .1 / / 

morfismo com i injetivo tal que gh = O. Então existe um morfismo g tal que ~! )_~/g/ 
g =gf. i/ 

Demonstração. Pela Observação 1.2.2 e pela propriedade de conúcleo, encontramos um morfismo 
g' fazendo o diagrama à direita comutativo, onde m é mono. Pela Definição 2, encontramos g desejado[] 

Definição 3. Seja A E C. seja I· E Kom+ C, com I' = O para todo i < O, e seja E : A - I 0 

um morfismo. Dizemos que I· é uma resolução de A (denotamos O _, A ~ I·) se a seqüência 
O _, A ~ 1° -----+ ! 1 -+ . é exata. Se, além disso. para todo i, tivermos Ji injetivo, dizemos ter urna 
resolução injetiva de A. (O conceito dual ao de resolução injetiva se chama resolução projetiva de .4.) 

Lema 3. Seja O - A R- uma resolução 0 ---• A R' 
de A e seja O _, B I· uma resolução injetiva 
de E. Então todo morfismo f : A - E induz um 
morfismo entre complexos f' : R- - I· tal que o E 

o~ 

diagrama à direita é comutativo. A-1ais ainda: quais-
quer dois morfismos f·,/·: R·- I· induzidos por f são homotópicos. 

Demonstração. Construímos f· indutivamente utilizando o Lema 2. Partimos de g = TJ! e obtemos 
f 0 = g. Para obter jn+l, apliquemos o Lema 2 ao morfismo g = àJ_fn. 

Precisamos encont-rar uma homotopia entre dois morfismos f· e / · induzidos por f. Fazendo a 
diferença f· - /·, podemos supor que f = O. Seja f· : R- - I· induzido por f = O. Construímos 
indutivamente operadores homotópicos hi : Ri _, Ji-l que fazem a homotopia f· ,..,_, O. Inicialmente, 
para i :;; O. definimos h i :Ri- O por h i =O. 

Suponhamos que existam morfismos h~ : Ri __, Ji-l. i _:S: n, tais que Ji = hi-:-1àk. + á[--: 1 h'i para todo 
i:;; n -1. Apliquemos o Lema 2 ao morfismo g =r- d!.- 1hn observando que (fn- d'r'hn)d'R~ 1 = 

J'ndn-l- d:;- 1rfn-l- d1!:- 2hn-l] = fndn-l- dTl-lfn-l -O Fazendo hn+l- g- resta observar que 
R· I· ' 1· ; R· I· - · - · 

j'n- d;_-lhn. = g = gdR_. = hn-l.ldR. =:J 
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0 0 
Lema 4. Seja dado o diagrama à esquerda com 0 0 0 

1 1 a linha e as colunas exatas e com í injethm. Então 1 j : 
'm P' O. d 1 fm p' O--- a 1 ---:...... a2..-.......o:~3- ele po e ser comp etado ao diagrama comutati"'~lo à O- a1- a2-=-+- as- O 

.,. direita com linhas e colunas exatas~ onde j e 71 sao a " q ~o_; 
· r .:!-i -r..!+r-0 7 

1 injeção e a projeção do biproduto. I , + 
x1 q:3 Demonstração. Pela Definição 2. existe um :3 : 

1 

~ 3 - 0 
I , , + 
0 0 a2 __, i tal que 'f = ;3m. Pela propriedade do pro- 0 0 

duto. os morfismos _3 e o:p: a2 ......., r induzem o morfismo E: a 2 ......-·i 9 r. Para a projeção íl': i e -r.......,. i. 
temos Jr

1Em = Bm = "/ = e r.Em = o:pm =O= Pela propriedade do produto, sm = )".!. Pela 
construção de E, temos am = JTC. Fazendo x2 =Cose obsen:ando que x 1 =Co",· e x 3 =Co o:, resta 
só aplicar o Lema 1.2.3 (da serpente) C 

Observação 1. l\o diagrama comutativo à direita a seqüência horizontal é 
exata se e só se as seqüências diagonais são exatas. O fato segue da Definição 

1.2.10 e da Observação 1.2.2. Isto per­
mite pensar numa seqüência exata como 
sendo formada por um ziguezague de se-
qüéncias curtas exatas 
à esquerda). 

Lema 5. Seja O ~ 

(vide o diagrama x' 
/ ' o' "o 

......o,. O uma seqüência 
exata, seja O ......o,. A 1 li uma resolução injetiva e seja O ---~ 

A_3 R3 uma resolução arbitrária. Para n ?: Ü 1 definamos R2 = Il e R3. Então existe uma resolução 

O ......o,. A 2 ~ R2, com as componentes indicadas acima tal que o diagrama à O O O 
direita é comutativo) onde os morfismos j· e r.· são formados pelas injeções r r v 
jn : 11 -. Il E9 R3 e pelas projeções T!n :I}$ R3 -" R3 .. respetivamente. O -A1~Azl?...A3-0 

élf Szt S3f 
Demonstração. Pela Observação 1. podemos decompor todo d7.- 1

. n >O. -· 
I n-1 ·Xn In d xn l'dn-1 0-Ji R;~R3-0 como 1 - 1 --+ 1 , on e 1 = m I; = 

Ker df. . Da mesma maneira, podemos dêcom- O 
' 1 1 l l ,1 

por todo d?:t~ como R3- - X3 --+ R3, onde ' ' 
" O-A1J±..A2LA3-0 

X!i = lmd},:- 1 = Kerd'/i .. Aplicando o Lema 4 c1: E2j E31 
3 3 ro y·o o _o o 

ao diagrama à esquerda, obtemos o diagrama à 0-1
1

.....-. R
2

.:.:.......R
3
-0 

direita e, em particular, um objeto XJ e morfis- f k 0f f 
mos Ez: A2---> Rg e k0 : Rg""""" XJ. Agora 0-Xf-Xi-~YJ-0 

podemos aplicar o Lema 4 à terceira linha do di- f + · 

o o o o 
T + 

O-A1.lf.._Az.R..A3-0 
E1+ E3+ 

If Rg 
j ; 
X[ X] 
I I 
o o 

agrama à direita e assim por diante ... Induti- O O o 
vamente, aplicando o Lema 4 ao diagrama à esquerda: obtemos o diagrama 

o o 
l ' 

O-Xl-X?J-X3-0 
I l 
{1 ~3 

o 

à direita e, em particular, um objeto 
X;'+ 1 e morfismos zn-l : X2 ......o,. R!] 
e kn : R2 ......o,. x~+ 1

. Fazendo dfr = 
' rn kn, pela Observação L obtemos are-

solução desejada O __, A2 R2. As 
comutatividades dos diagramas obti­
dos implicam que j· e rr· são morfismos 
induzidos por m e p, respetívamente [J 

Sejam Ai R;. 

o o o 
i i 

r ' T 
O-Xl-X7;-X!!;-O 

! zn-11 ! 
'I' ·n T n t 

O I nJ Rn 7r Rn O _1_2_3_ 

f knf f 
O Xn+l vn+l xn+l o 

- 1 --?\.2 - 3 -
! i I 
r t r 

o o o 
= 1.2.3, 

Observação 2. 
resoluções tais que R2 = Rf e R!] e suponhamos que as injeções un R]_eR3 e 



as projeções pn : Rl e R3 ---+ R3 formem morfismos U' ; Ri ---+ R2 e P" : 
R; ---+ R:, de modo que o diagrama à direita seja comutativo e com as linhas 
e;atas. Utilizando a representação matricial da Observação 1.2.1. obte-

mos un = c~;') pn = (o lR2 ), õ2 = ( "~P) e dR; = ( d~ :R~) 
onde u: Az---+ R~. an: R3 ___. Rf, o:u = E1 e dR~ 1 nn...!.. Qn~ 1 d~q. =O para todo n '2: O. 

' " ' 
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Realmente, as igualdades un = ( ) e = (O ) são. de fato, dadaa. A comutatividade 

z 3p = p0E2 significa que"' = ( E~p). A comutatividade E2u implica cru E1. Escrevendo 

dR; = ( 0n ~= ) com an R3 ~ R'{ !Jn 

da comutatividade dfz
3
pn = pn+ 1dR_2 concluímos 

11n+ 1 dR. = dR. u n agora significa que = dR_ . . 
1 2 • 1 

simplesmente expressa que dR~ 1 dR_ 2 =O. 

que 8n = o e que sn = 

Finalmente. a identidade 

Lema 6, Sejam O ~ R;, i = L 2. 3, O -

Bj ~ Sj; j = 2, 3) resoluções e seja O ---+ B1 ..:!..:..... I i 
uma resolução injetilra. Suponharnos que no diagrama 
à direita as linhas em cima sejam exatas e as faces de 
cima

1 
de fundos~ de frente 1 à esquerda e à direita sejam 

comutativas. Suponhamos também que R2 = Rf 8 R3 
e sg = rr e 331 que os morfismos u· e v· sejam for­
mados pelas injeções respetivas e que os morfismos p· e 
q· sejam formados pelas projeções respetivas. Então exis­
te um morfismo !2 : R2 ---+ 5?_ que faz rodo o diagrama 
comutativo. 

d'R_. . A comutatividade 
< ' 

d~~lcxn ...!.. an+ldR3 = O 

Demonstração. Pela Observação 2, u" = c~;·), r"= c~~), pn = (O lR~ ), qn = (O ls; ), 

- - ( a ) - ( ,8 ) dn - (dRi o:n ) dn - (dji an) . . . A . Ro 3· . B Io 
c2 - é3P ' '72 - T)3q ' R; - O df,; ' s; - O d'S; ' onde a . 2 ~ 1' . 2 ~ l' 

0:-n: R~---+ R~·: an: S!J---+ lf, cxu =él, f3v= T/l, dR~ 1 an-i-O:n-ldR~ =o e df.+ 1(3n+en+ldS:.. =0 para 
1 ., 1 J 

todo n 2: O. 

( r ") Vamos procurar fz na forma f2" = d ~ 3 , onde gn : R3 ---+ r:;:. É fácil verificar que f!fvn = vn fl 
e que f3P-n = q-n !2. Assim, a face de baixo do diagrama é comutativa. As comutatividades restantes, 

f f o d" fn fn~ldn >o < f íJ22= 2 E2e s2 2= 2 · R2,n_,temaorma 

f3h = ffa + g0é3p, r~sqf2 = jJc3p, 

dn gn ...;._ sn fn = jn+lo:n..;... gn+ldn dn fn - jn-":-ldn 
li ; , 3 l , R.3, s3 3 - 3 Rs · 

É fácil verificar a segunda igualdade. A terceira e a última são válidas pelas condições do Lema 6. 
Vamos utilizar a primeira e a quarta para determinarmos os gn's. reescrevendo as igualdades na forma 

goE3P = ,Bh - ffa, gn+ldR3 = djign + _sn !3- tr+lo.n. 

A seqüência A1 ~ A2 R~ é exata, pois a seqüência A.1 __::__, A_z ~ A.3 é exata e E3 é mono. Para 
g = 3!2- ffa, temos gu = 3hu- ffau = 3vfi- ffs, = TJd1- ffEt =O. Pelo Lema 2, existe um g0 

tal que g0E3P = g = f3 !2- Jfo:. Suponhamos que já encontramos g0 , . .. 1 gn que satisfazem as igualdades 
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acima. Temos a seqüência exata R~-l 

Definição 4. Dizemos que uma categoria C tem suficientes objetos injetivos se, para todo A E C. 
existe um monomorfismo A -+ I com I injeüvo. 

o o 
"\._/ 

A 

:\este caso, todo objeto de A E C possui uma reso­
lução injetiva. Realmente, pela hipótese, existe um 
A -+ 1° mono com 1° injetivo. Seja X 1 o conúcleo 
deste monomor:fismo, isto é, a seqüência O -+ A -+ 

! 0 
-+ )(

1 -+O é exata. Pela hipótese, existe um X 1 -+ 

11 mono com 11 injetivo. Finalmente. obtemos o dia­
grama comutativo à esquerda, onde as setas horizontais 
são definidas pela composição das respeth-·as setas di­
agonais. As seqüências curtas diagonais sã.o exatas pela 

construção. Pela Observ·ação 1, obtemos a resolução injetiva de A. 

Teorema 1~ Sejam C e C' categorias, sendo C com suficientes objetos injetivos. Seja F: C....._, C' um 
funtor covariante exato à esquerda. Então existem [untares aditivos RnF: C- C' (n 2: 0), F :oc R0F. 
tais que, para qualquer seqüência E : O ___., A1 -i' A2 ___., .43 ___., O exata em C existem morfismos óE · 
R" F A 3 ~ R"+l FAt que fazem a seqüência · · ·- RnF At - Rn FAz ~ Rn F A3 ~ Rn-ct FAt ~ . 
exata. Alem disso, os morfismos óE são naturais em E. 

Demonstração. Para todo A E C, fLxemos (arbitrariamente) O -.......). A ~ J_4) uma resolução in­
jetiva de A. Sendo F aditivo, F I Á E Kom ~ C'. Definamos Rn FA = Hn F I4. Seja f : A - B um 
morfismo em C. Pelo Lema 3, existe um morfismo induzido f' :IA -i' Is, único a menos de uma homo­
topia. Definamos RnFf = Hn F f·. Sendo F aditivo, ele preserva homotopias. Pelo Lema 1.3.3, Hn F r 
não depende da escolha de r. Sejam f : A - B e g : B ~ C dois morfismos em C e sejam f· : I Á ~ I Í3 

e g·: I e- Ic, respetivamente, morfismos induzi- 0 ~ A ~ 1_~ --------+ 11 ~ 
dos. É fácil observar, olhando no diagrama à direi­
ta, que gf é induzido por gf. Portanto, Rn Fgf = 
Hn Fgf = (Hn Fg·)(Hn Ff·) = (RnFg)(RnF!). 
Claramente, liÀ : JÁ ~ l4 é induzido por lA : 

f 

A. ~ A. Daí, Rn Fl = 1. Assim, Rn F é um fun- g i 
tor. Para dois morfismos f, f' : A ~ B em C que ~ 

' I I d O _________, C ~ Ic0 
_________, Ic1 

induzem f·, f· : A- B' respetivamente, po emos ---+ 

observar que r+/·: JÁ~ ls é induzido por f +f'. Sendo F aditivo e sendo, pelo Lema 1.3.1, Hn 

o i 
g 1 

aditivo, concluímos que Rn F (f+ f') = Hn F (f·+ f') = Fà1. 

Hn Ff·+Hn F/·= RnFf+RnFf'. Em outras palavras, O ~ FA. FI~ ---"--.FI~ 

Rn F é aditivo. 1' F!'· I Ff' ·,,· 
Provemos que F __ RoF. F f • , . - A seqüência O ~ A ~ 

d9. 
I~ -A I~ é exata em C. Sendo F exato à esquerda (este 
é o único lugar, onde utilizamos este fato), a seqüência 

O _________, F B 
Fd~. 

FI~~ FI1 



FeA FJO Fd7À FI' . " , Cl BOFI L O O ------+ F A -----;. A _____. ,4 tambem e exata. aramente, 4 = O. -ogo, co j f. 
• A 

é um isomorfismo. Recordando que Z0 = Ker Fd1 .. obtemos um isomorfismo 
A 
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: Z° FI;,~ H° FI4 

:FA~H°FI;,= 

R° F A.. A naturalidade de i. segue da unicidade de morfismos entre núcleos: qualquer morfismo f: A.......;. 
B induz um morfismo (não único) f· : 1.4.......;. lB que. por sua vez~ produz o diagrama- comutativo acima 
à direita com linhas exatas. 

Seja E O ------+ A1 ~ A2 As -+ O uma seqüência exata em C. Apliquemos o Lema 5, fazendo 
li = Jp,_

1
, R3 = 1,43 , E i = EA,. i= L 3. Obtemos uma resolução O-+ A2 ~ R2. injetiva pelo Lema 1. e 

urna seqüência exata de complexos O-+ lA_.._ R?_ ]A_
3

.......;. O. Além disso. a exatidão da seqüência 
de complexos é uma conseqüência das decomposições .Ftg = 1JL e IJ..

3
• Sendo F aditivo, a seqüência de 

complexos O-+ F 1.4
1 

F R2, -+O é exata. Logo, pelo Teorema 1.3.1, obtemos a seqüência 

. h l . RnFA W' n· Hn FR H'" Fn· RnFA ,. Rn~lF. Para longa exata de co orno og1as · · · .......;. 1 ~ 2 -......-.+ 3 --+ n 1 -+ 

definirmos OE = an' é necessário verificar que on não depende da escolha de R2 (não é única a escolha de 
operadores de bordo em R2). Seja S2 qualquer outra resolução deste tipo. Então~ utilizando o Lema 6 
com B.;_ = Ai: fi = 1, í = L 2, 3, fi = 1: !3 = L aplicando ao diagrama de resoluções obtido o funtor F 
e passando às seqüências longas exatas de cohomologias. podemos ver que ón não depende da escolha 

de R2. 
Consideremos, em C. o diagrama comutativo à esquerda. Então, 

pelo Lema 3, no diagrama de resoluções injetivas à direita, temos 
morfismos j·. ;r·. u·, p-. f·, g· induzidos por u, p. u, p. l.4, lA,. res­
petivamente. Pelo Lema 3, o diagrama de resoluções é comutativo 
a menos de homotopias. Em particular, gf ~ lR e f·g· ~ lL . 

z "'2 

Apliquemos ao diagrama de resoluções o fun­
tor F. Sendo F aditivo, o diagrama continua sendo comuta­
tivo a menos de homotopias. Apliquemos agora o funtor Hn. 
Pelo Lema 1.3.3. obtemos o diagrama comutativo de cohomolo­
gias à direita, onde HnFJ· e HnFg· são isomorfismos (um é o 
inverso do outro). Conseqüentemente, a seqüência longa exata 

... ~RnFA1 HnFR2H~·RnFA3 Rn+1FA1--· 
. ., . l t RnFA R"Fu RnF4 R'Fp RnFA gera a sequenc1a onga exa a · · · --:- 1 ~ ~ 2 ----,. *1-3 

Resta provar que DE é natural em E. Consideremos um morfismo de seqüências curtas exatas em 
C, digamos, o que está apresentado pela face em cima do diagrama do Lema 6. Façamos Ri = lA,, 
R3 =I;,,. li= 18,· S0 = IB,· Pelo Lema 5, podemos encontrar R2 e S2 de modo que as condições do 
Lema 6 sejam satisfeitas. Pelo Lema 6 e pelo Teorema 1.3.1, obtemos a naturalidade desejada D 

Definição 5. Sejam C e C categorias, sendo C com suficientes objetos injetivos: e seja F: C.........-;. C' um 
funtor covariante exato à esquerda. Os funtores Rn F : C -+ C' construidos acima são chamados Juntares 
derivados à direita de F. Seja G: C--:- C' um funtor covariante exato à direita. sendo C' com suficientes 
objetos projetivos (isto é: para todo A E C. existe um epimorfismo P ~A com P projetivo). De forma 
análoga à que fizemos acima: podemos definir os Juntares derivados à esquerda de G: Ln C A = H-n G PÃ: 

onde, para todo A E C, fixamos (arbitrariamente) uma resolução projetiva P_4 ~A------+ O. 

Definição 6. Sejam C, C' categorias. Um à-juntar covariante de C para C' é uma coleção de funtores 
covariantes F· = {Fn : C -+C' n 2:: O} tal que, para toda seqüência exata curta E O -+ A1 ~ 
A 2 A 3 ~O em C e para todo n 2:: O, existem morfismos Õ'J .. E: FnA3 ~ Fn71 A1 que satisfazem as 
condições seguintes: 

• A seqüência longa 
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é exata. 

e Para todo morfismo h : E ----+ E 1 entre seqüências exatas curtas em C 

E: o --- A.l ----+ A2 ~ A.3 ----+ o pn 

h: h; 1 h2 : h?, F" h, 1 
~ * ~ 

E': --:0 FnA~ 6F·.E' 

e para todo n 2: O. o diagrama acima à direita é comutativo. Em outras palavras. óf: .. E é natural em E. 
Um morfismo a: F· ....._,_ G· entre dois 5-funtores é uma coleção de 

transformações naturais a: = { Ct~ : Fn -;. an I n 2: O} tal que, para todo 
n 2: O e para toda seqüência exata curta E : O - ..41 - ..42 ........,. .43 -;. O em 
C, o diagrama à direita é comutativo. o. As I 

Definição 7. "Cm 0-funtor covariante F· :C--~- C' é chamado universal 
se, para qualquer outro 0-funtor covariante c- : c -;. cr e para qualquer 
transformação natural a. F 0 

........,. G0
, existe um único morfismo o:: F· G· com a~ = a .. É fácil 

construir uma categoria apropriada de !5-funtores, onde este conceito tem seu sentido usuaL Claramente. 
para qualquer ó-funtor F·, o funtor F 0 é exato à esquerda. Dai, em particular, concluímos que, para 
todo funtor F exato à esquerda, existe (a menos de um isomorfismo) no máximo um ó-funtor universal 
F· tal que F 0 -::::::: F. Se tal F· existe, os funtores pn, n > 0: são chamados Juntares satélítes à direita 

de F. 

Definição 8. Um funtor covariante F : C ~ C' é dito apagador se, para todo A E C. existe um 
m : A ~ A.' mono tal que Fm = O. 

' d' a' Lema 7. Suponhamos que, no cubo à es-
f a3 1 
~ 1 "s !Y:' 1 , querda: d seja epi e as faces esquerda, de cima, 

a3 : a1- O la1 de baixo, de fundos e de frente sejam comuta-

I 
· I tivas. Então a face direita também é comuta-
' 15' ' a:3 g

3 
b3- 1- b~ tiva. Suponhamos que, no cubo à direita, g1 seja 

+ /s a~ Y mono e as faces esquerda, direita, de cima.. de 
b3 b1 baixo e de fundos sejam comutativas. Então a 

face frontal também é comutativa. 

Demonstração. Precisa apenas observar que a:ífid = g1cqd para o cubo esquerdo e que g1cqd = 
g1 óa:3 para o cubo direito, o que é imediato O 

Teorema 2. Seja F· : C --:. C' um 0-funtor covariante. Se pn é apagador para todo n > 01 então F· 
é universal. 

Demonstração. Seja C· C __,. C' um 8-funtor arbitrário e seja a. 
po -;. C0 uma transformação naturaL Basta provar por indução sobre n 
que existem únicas transformações naturais a? : F 0 ---;. C0 . ...• o:~ F't ---;. 
Gi, ... , o~ pn ---;. cn tais que o? = o. e: para todo O ::;: í < n e para 
toda seqüência E: O---;. A1 ---;. A2 ---;. A3 --:.O exata curta em C, o quadrado 
à direita é comutativo. A hipótese é óbvia para n = O. 

Seja A1 E C. Para definirmos 0:~~ 1 , encontramos um monomorfismo m: A1 ---;. A2 tal que Fn+lm =O. 

Fazendo p =com e A3 =Com, obtemos uma seqüência exata curta E: O--:. A1 ~ A2 A3 ___,.O. 

Sendo F· um 0-funtor com pn+lm =O, obtemos FnA2 

3" 
pnib F· 



exata. Pela hipótese de indução e por G· ser um ó-funtor: o dia­
grama à direita é comutativo e com linhas exatas. Sendo 5F .. E = 

co pnP: encontramos um único morfismo a~-;-.~ Fn-,-l A 1 --+ 

cn+l A 1 que faz o diagrama comutativo. Já temos unicidade 
de Consideremos agora uma outra seqüência exata curta 

O-A1lZ1..A2LAs-O 
E 1 O ......... A~ A~ ___,. O com m' ;;apagado:' por 
pn..;,.. 1m' = O.~ Seja h 
E --;. E 1 um morfismo 

' ' 
n1'l. ~ n2! n31 

r r T p 1 r (vide o diagrama à es-
O-AJ.221...4.2-A~-O queraa• Então. como 

acíma, obtemos um morfismo n~r~~ : pn-"-l AJ. 
cn-t-1 Aí. :\'o cubo à direita, óp._E é epi, a face 
esquerda ·é comutativa por o:~ ser transformação 
natural, as faces de cima e de baixo são comutati­
vas por F· e C· serem ó-funtores e as faces de fun­
dos e de frente são comutativas pela construção. 
Aplicando o Lema 7 (cubo esquerdo), obtemos a 
comutatividade na face direita. 

3] 

isto é. 

Utilizando o fato obtido, provemos que o.:~~.~ não depende da escolha da seqüência E. Realmente. 

seja E" O --:. m". AZ A3 ---+ O uma outra seqüência exata curta A 1 m 

Fn...!..l ,, O F A' A" i\ ~ com · m = . açamos 2 = 2 ~Fiz e 
m' = h2m = h;m'1 (vide o diagrama à direita). m/1 1 
Pela Proposição L2.1(8), h2 é mono. Logo. m' h' 

é mono. De pn+lm = O segue que pn+1m' = O. A2' --=---r A2UA 1 Az 
Definamos p', h3 e h3 que fazem o diagrama à esquerda com linhas exatas e 
comutativo. Assim. obtemos dois morfismos entre seqüências exatas curtas 

E ~ E' Ji- E". Aplicando o fato obtido acima a cada um morfismo e 
l d t h h' 1 bt n+l n+l n71 evan o em con a que 1 = 1 = Ap o emos O:A

1
.E = etA

1
.E' = O:A

1
.E"· 

De maneira semelhante, é fácil provar que a:~+l é natural: podemos completar qualquer morfismo 
h 1 : A 1 _.A~ a um morfismo entre seqüências exatas curtas h: E--:. E' com pn+lm =O e pn+ 1m' =O. 

Com efeito, tomemos primeiramente uma seqüência exata curta E : O ---+ ~4 1 ~ A 2 ~ A3 __,. O com 

Fn+lm = O. Como acima, partindo de Aí /2- A1 ~ A2, podemos fazer A~ ~ AíU.4~A 2 ,h; 
A 2 . Sendo m mono, pela Proposição 1.2.1(8), h é mono. Para um monomorfismo apropriado m" 
AíUA

1
A2 --;. Az, temos pn+ 1m" =O. Resta fazer m' = m"h, h2 = m"hí e aplicar o fato obtido. 

F. a1 , n+lgn gn n gn 1n mente, provemos que CtA 1 F·.E = G·.EO:A 3 pn 
4

, F E' pn-r-1 A' 

Para toda seqüência exata curta E : O ---+ A1 ~ X ~~ 
3 
~ 

1 

! .n pn-lh. 
A2 ~ A 3 - O. Para isto1 construímos uma seqüência I o: A' ~ 

I I 3 I 
exata curta E: O-:; A1 ~ A2 _!!__.A~---+ O com pnA

3 
OF·.E pn~1A 1 a~: 1 : 

Fn+ 1m' = O e um morfismo h : E ---+ E' com h1 = ! ! 
1 Primeiramente. como acima, encontramos um I I , 

.4 1 • 1 'I' I gn t 
monomorfismo m" : Al --i> A7 com pn+l_mlf = O. Ctn cn A3- G·.E' cn-r-1 Aí 

A m , . C "' h~ A, :>: I ~ Partindo de A{ 1 ~ ~.._z, podemos ~azer n 1 --=:.....,. n~1 1 

: O'Al I cn+lhl 
A7UA

1 
A2 .A.2. Sendo me m" monos, pela Proposi- r O r 

ção 1.2.1(8). h2 e h2 são monos. Portanto. obtemos o cn A3 G E cn-: A: 
monomorfismo desejado m 1 = hzm = h;m 1

' A1 -:; 0 / 
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A2 = A~UAlA2 (de pn+1m." =o segue pn..:.- 1m' = 0). No cubo acima, cn+1h1 é mono, pois hl = 1.41' as 
faces esquerda e direita são comutativas por a:~ e o:~~ 1 serem transformações naturais, as faces de cima 
e de baixo são comutativas por F· e G· serem 0-funtores e a face de fundos é comutativa pela construção 
de (recorde que pn+lmt = 0). Pelo Lema 7 (cubo direitO\), a face frontal é comutativa C 

A~ . 

Observação 2. Seja O -+ Jh ...=.. A2 ~ A3 -+ O uma seqüência 
exata curta tal que r.m = l.4 1 para algum " A2 -+ Então a 

O ' j, ,, a ' 1C3 A 0 
-~'"11-~'"11 '...J ~'"13-~~3-, ' 

h! 
seqüência é isomorfa à seqüência do biproduto o _, .4.1 Al e I 

A 3 ~ A:3 -+ O. Realmente: consideremos o diagrama à direita, onde O-A1~-42_E_.,_A3-0 
h é induzido por r. e p, isto é, 'iLsh = p e 1.1 h = r.. Temos !.1 hm = ;:m = = r.1) 1 e ;;3hm = pm = 
O= rr3 j 1 . Pela propriedade do produto, hm = j 1. Sendo o diagrama comutathro, pelo Lema 1.2.3 (da 
serpente), h é um isomorfismo [J 

Da Observação 2 segue que toda seqüência exata curta O ---+ I ~ B ~ C ____. O com I injetivo 
é isomorfa à seqüência do biproduto (aplique a Definição 2 para a= I, b = B, i= I,'"'/= lJ). Por 
indução, daí segue que qualquer resolução injetiva de um objeto injetivo I é isomorfa à resolução do 

1 ' ' tipo O _.,. I -+ I e I' ---+ In e p- ---+ ... Aplicando a esta resolução o funtor Hn F, n > O. obtemos O. 
Em outras palavras. para n > O, temos Rn F I= O se I for injetivo. Conseqüentemente, pelo Teorema 2. 
obtemos o 

Corolário 1. Sejam C e C categorias: sendo C com suficientes objetos injetivos, e seja F : C ----;- C1 

um funtor covariante exato à esquerda. Então, R· F é um 5-funtor universal. 

Em particular, se vamos construir o 6-funtor R· F fixando outras resoluções injetivas, obtemos um 
5-funtor isomorfo. Neste sentido, R·F não depende da escolha de resolução. 

Definição 9. Sejam C e C' categorias, C com suficientes objetos injetivos. e seja F C .......;- C' um 
funtor covariante exato à esquerda. Um objeto A E C é chamado F ~acíclíco se, para todo n > O, temos 
R" F A= O, Uma resolução O~ A~ A- é dita resolução F -acíclica de A se todo A' é F-acíclico. 

Observação 3. Podemos calcular R" F utilizando resoluções acíclicas: seja O ~ A ~ k uma 
resolução acíclica, então Rn F A coe H" F k para todo n 2: O, Com efeito, a resolução O ~ A ~ A é 
um ziguezague de seqüências exatas curtas O -;. xn ---+ An ----;- xn+l -;. O, n 2: O, onde X 0 ::::: A. Cada 
uma dessas seqüências induz sua seqüência exata longa. Devido a RnFAk =O para n >O e k 2: O, 
obtemos RnFXk+l oeRn71 FXk Conseqüentemente, RnFA :=RnFX0 coe··· coe R1Fxn- 1 para n >O. 
Além disso, para todo n >O, a seqüência O~ R°Fxn- 1 ~ R°FAn-l ~ R°FXn ~ R 1FXn-l ~O é 
exata (pois R1FAn- 1 = 0), Sendo R°F coe F. obtemos RnFA coe R1Fxn- 1 coe Cohn para n >O, onde 
hn: FAn-l ~ FXn. 

Para qualquer complexo C·. temos d~-:- 1 = (kerd(7.)j(7.írZ,. (vide o início da seção 1.3). Por definição, 
Hnc. = Coj(: .. Sendo rrê. epi, CoJC.::::: Co(f(::rr(;.). Assim, Hnc. = Cohn, onde dC-:- 1 = (kerdC.)hC.· 

Para n >O, temos a decomposição df-A~= knhn, onde hn: FA.n-l-+ FXn e kn: FXn .......;- FAn. 
Assim, é suficiente observar que kn = ker d[: A-. Sendo kn+l mono. obtemos ker df-A- = ker(kn..:.-:hn+l) = 

ker hn+1 . A exatidão da seqüência O-;. F xn ~ FAn S F xn+1 significa que kn = ker hn+l C 
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FEIXES 

Os feixes são, por um lado, os coeficientes locais para cálculo de invariantes chamados cohomologias~ 
por outro lado, uma ferramenta para expressar propriedades geométricas. Esta ferramenta é mais 
relevante aos estudos de propriedades de espaços com uma estrutura rígida (tais como espaços analíticos: 
Yariedades algébricas etc.) do que invariantes topológicos, mas abrange ambos casos. 

2.1. Categorias de Feixes 

Seja X um espaço topológico e seja C uma categoria. Consideremos a categoria Top X definida no 
Exemplo 1.1.5, cujos objetos são os abertos de X e um morfismo C--+ 1/ significa F::>}/. Um funtor 
covariante :F. TopX ~C é dito pré-jei:r"e sobre X (de objetos de C). 9 Em outras palavras, para todo 
[,~ c X aberto, temos um objeto associado :F(U) E C e, para qualquer subconjunto aberto v- C [/, 
está definido um morfismo :F(U) -+ F(V) chamado de restrição e denotado por \v. O fato de F ser 
um funtor significa que o I v = para subconjuntos abertos til c V c U (por isto, denotando 
i v : :F(U) -+ F(V). não precisamos indicar U). É usual que a categoria C seja uma categoria do tipo 
Sets, Ab, CRng, ... ou semelhante.10 Abaixo vamos tratar do caso Sets, pois as outras variantes são 
paralelas11 

Um elemento de :F(U) é dito seção (local) de :F (sobre U. ou definida em U). 

Os morfismos entre pré-feixes são os morfismos entre funtores. isto é, as 
transformações naturais. Assim, um morfismo y : F -+ F' é uma coleção 
'Pu : :F(U) - :F' (U) de morfismos em C (onde U C X percorre todos os 
subconjuntos abertos de X) compatíveis com restrição, isto é, o diagrama à 
direita é comutativo para quaisquer V C U C X abertos. Em outras palaYras, 
pu(s)!v = pv(siv) para toda seção sE :F(U). 

:F'(U) 

:F (V) 

Seja p E X. Definamos a fibra :Fp de um pré-feixe :F. no ponto p. como sendo o colimite :Fp = iim :F(U) 
L"?;p 

dos conjuntos (ou, mais geralmente, dos objetos de C) F(fJ), ·via restrições, para todos os abertos U que 
contêm p. Vamos identificar este limite. Entre pares do tipo (U.s). onde sE :F(U) e X:)Uéuma 
vizinhança aberta de p, definimos uma equivalência ,..._, pela regra 

(U. s) ~(V. t) = 3 W CU n v. uma vizinhança aberta de p. tal que slw = tiw. 
Chamamos de germe da seção s E :F(U) em p. onde p E U. a classe de equivalência 
sp com o representante (U, s). O conjunto de todos os germes em pé a fibra Fp, 
de F em p. Realmente. observemos que, para todo U 3 p, existe um morfismo P : 

F(U) -+ Fp, definido pela regra P : s,.....;. sp, e que tais morfismos são compatíveis 
com restrição, ou seja, o diagrama à direita é comutativo para p E V C U c X, vi­
zinhanças abertas de p. É fácil verificar que :Fp é um objeto universal (inicial) com 

9Formalmente, temos que definir também F(0) = f. onde f E C é um objeto final. 

:F(U) .2:._ :F (V) 

\ I 
S f---+ Sv\ /t ~ tp 

. \ I 
\ I 
:Fp 

lOÉ possívei tratar do assunto em categorias quaisquer, utilizando um fumor de '·esquecimento" 
11 Por exemplo. um pré-feixe de grupos abelianos é simplesmente um grupo abeliano na categoria de pré-feixes de 

conjuntos. 
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esta propriedade. Com efeito, seja dado F munido das setas o:c.: compatlV€18 com res­
trição (vide o diagrama à direita). A unicidade da seta h : Fp--,; F é óbvia: para sp 
com um representante (U. s). precisamos definir hsp = o.r.;s. Seja (V t) um outro re­
presentante de Sp- Então, para uma vizinhança aberta H/ de P: p E rv c l/t~ 1/: temos 
- = Logo, nus = ) = o:vt. Assim. a definição de h não 
depende da escolha do representante. 

F(U) F(W) 

Seía ·;;:F__.....;, F' um morfismo de pré-feixes. Para qualquer p E X. temos 
um ú-~ic.o morfismo Yp : Fp --;. F 1 

P entre fibras tal que, para toda vizinhança 
aberta U de p, p EU C X. o diagrama à direita é comutativo (de fato, isto 
é uma conseqüência da propriedade universal do colimite). Kessa maneira. 
deduzimos que P é um funtor, 

F(U) 

i 
/O'VF 

I 
F 

F'(U) 

Observação 1. Seja F um pré-feixe sobre X, sejam s E F(U) e t E F(V) seções sobre abertos 
U, 'V c X: respetivarnente. e seja p E U n V, Se os germes sp = tp coincidem. então existe uma 
vizinhança aberta W de p, p E lV C U r, V, tal que sjw = t'!w. Portanto. para todo q E W temos 

89 = tq. Conseqüentemente, o conjunto {q E[/=~ 1/ s9 = tq} é aberto. 

Definição l, Um pré-feixe F sobre X é dito feixe se. para todo subconjunto aberto U C X e 
qualquer cobertura aberta U = U U: de U, os seguintes axiomas são válidos: 

i~! 

e (Localização) Sejam s: tE :F(U) tais que = para todo i E J. Então s = t. 
e (Globalização) Sejam si E F(Ui), i E I, seções compatíveis, isto é: siiG",:;u) = sJfu,nu) para todos 

i,j E J. Então existe uma (única: pelo primeiro axioma) seção sE F(U) tal que slu, = si para todo 

i E I. 

Observação 2. Seja F um feixe sobre X e seja U C X um aberto em X. Sejam s, t E F(U). Se, 
para todo p E U, temos Sp = tp: então s = t. Com efeito: se sp = tp então existe uma vizinhança aberta 
p E UP c U tal que slu, = tlu,. Sendo U = U UP uma cobertura aberta deU, concluímos pelo axioma 

pEU 

de localização que s = t. 

Denotemos por PShx a categoria de pré-feixes sobre X. Denotemos por Shx a subcategoria completa 
de PShx formada por todos os feixes. Denotemos por I : Shx '-' PShx a inclusão respetiva. 

O conceito de feixe serve para descrever propriedades locais. :\a prática, podemos dizer que ;'pertencer 
a um determinado feixe'' significa "atender uma determinada propriedade locar. Por exemplo, podemos 
formar feixes de funções tais como contínuas, diferenciáveis, holomorfas, regulares (de uma variedade 
algébrica), etc. Lima outra série de exemplos é dada pelos feixes de seções de fi brados. 

Exemplo 1. Seja X um espaço topológico fixo. Consideremos a categoria Espx de 
espaços topológicos sobre X, como no Exemplo Ll.lL Um objeto nesta categoria é urna 
aplicação contínua da forma íT : T ---)- X. Um morfismo entre objetos r, T ---)- X e 
;r' : T' ---)- X é uma aplicação contínua y : T ---)- T' tal que o diagrama à direita é comutativo. 

Seja U c X um aberto em X e seja -;r : T ~X um objeto de Espx. Denotemos por T 
(FT)(U) o conjunto de todas as aplicações contínuas s: U-+ T tais que r. os= ic:: onde y f~< 

iu: U-+ X é a inclusão deU em X. isto é, o conjunto de todas as ''seções:' de;:- sobre U. U -X 
É fácil ver que obtemos um feixe, pois o conceito de "seção contínua'' é local. ZL-

Seja y um morfismo em Esp x: como acima. Então, para todo U C X aberto em X, temos uma 
aplicação F:pu : (FT)(U) ~ (FT')(U) que leva a seção (FT)(U) 3 s : U ~Tem 'P os E (FT')(U). 
Desta forma, obtemos um funtor F: Espx ~ Shx. 

Dizemos que ;r : T ---)- X é um homeomorfismo local se. para todo 
YF de t, tE VV C T, tal que tr(VV) C X é aberto e íTiH/ : VV---)- tr(VV 

E T, existe uma vizinhança aberta 
é um homeomorfismo. ::\ote que o 
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inverso de T.ivv-, s : íi(VV) ........., VV C T, é, de fato 1 uma "seção'' de 7T sobre ~;(H/). Denotemos por ShX a 
subcategoria completa de Espx de todos os homeomorfismos locais. Denotemos por J: Sh)c '---' Espx 
a inclusão respetiva. 

Seja F E PShx um pré-feixe. Façamos EF = LJ :T.n: a união disjunta das fibras, e definamos 
pEX 

" E.F ~ X que leva sp ~ p. Qualquer seção s E .F(U) define a aplicação fs' U ~ E.F. levando 
p '--" sp, tal que íT o [s] = i c. Introduzimos uma topologia em EF pela seguinte regra: 

EF:) H/ é aberto S=:? é aberto para qualquer seção sE :F(U). 

Em outras pala·vras: a topologia em EF é a mais fone possível com todas as contínuas. 
Para toda seção s E F(U), o conjunto se: = { sp p E é aberto em EF. Realmente. seja v- um 

aberto qualquer de X e seja t E .F(V) uma seção. Então -l = {p E ·u r V i tP = sP} é aberto 
pela Observação 1. 

Os subconjuntos do tipo su formam uma base da topologia de EF. Com efeito, seja tp E Hl c EF 
uma vizinhança aberta de tp, onde t E .F(F) é uma seção. Precisamos encontrar urna vizinhança aberta 
p E G~ e urna seção sE .F(U) tal que tp E se C VV. Sendo :tJ contínua: [I= ;t;- 1(VV) é uma vizinhança 
aberta de p e, claramente, U c V. Denotando s = podemos ver que tp E se c n.-·. 

Agora veremos que a aplicação " é um homeomorfismo locaL Seja sp E EF um germe de uma seção 
s E F(U) em p E U e consideremos a vizinhança aberta su de sw sp E su C EF. A restrição 
su -;. U c X é contínua. Com efeito, para qualquer aberto ·v c U, o conjunto = (s; 1/ )v 
é aberto em EF, pois shf E FCV). Sendo T<lsu e contínuas com [s: o r.;su = lsu e o [s] = lc·. 
obtemos o desejado. 

Seja y : F --;. F' um morfismo entre pré-Íeixes. Então as aplicações Yp : Fp ........., F' P' 

p E X, induzem a aplicação E:p : E.F = U :FP ~ U .F' P = E.F' do modo que o 
E.F~E.F' 
~ /rc' pEX pEX 

diagrama à direita é comutativo. X 
Verifiquemos que E:p é contínua. É suficiente provar que, para quaisquer U C X aberto e s' E .F'(U), 

o conjunto (E:p) -l ( s[;) é aberto em E.F. Pela definição da topologia em E.F. precisamos apenas verificar 
que [s]- 1 ((E:p)- 1 (s[;)) é aberto em X para um subconjunto aberto V c X e uma seção s E .F(V) 
arbitrários. Este conjunto {p E V n U YpSp = s~} é aberto pela Observação 1) pois r.ppsp = ( yv s )p 

para p E V. 
Deste modo, obtemos o Íuntor E : PShx - Sh); e, à direita, o diagrama (não­

comutativo) de categorias. 
Aplicando o funtor F do Exemplo L obtemos o feixe FE.F E Shx das "seções" 

de rc , E.F ~ X. Além disso, temos o morfismo natural ~:F : .F ~ FE.F de pré­

F Espx- Shx 

.Jj Ij 
. E 
Sh~~PShx 

feixes, definido pela regra ~:F.U : .F(U) 3 s ~ [s] E (FE.F)(U). 12 Realmente, para verificarmos a natura­
lidade, é suficiente observar que, para todo morfismo 'P : .F~ F' de pré-feixes e para todo s E .F(U), 
onde U c X é aberto, (FE:p)[s] = [:pr.;s]: para todo p EU. temos (FE:p)[s](p) = (E:p o [s])(p) = 'PpSp = 
(:pus)p = [:pr.;s](p). 

Observemos que toda seção de FE.F localmente tem a forma [s]. Com efeito, seja t E (FE.F)(V), 
onde V c X é aberto e seja p E V. Então t(p) = sp para alguma seção s E .F(U), p E U. Tomando 
t- 1(sL:) no lugar de \l~ (note quepE t- 1(sv·)) e tlt-l(su) no lugar de t, podemos supor que t(\-l) C se. 
Sendo V= r;(t(V)) c r.(sL-) = U, podemos tomar V no lugar deU e assim supor que y-- = U. Sabemos 
que [s] or.isc· = lst_c· que r.!su o [s] =lu e que írlsc ct =lu. Isto implica que t = 

Seja " : T ~ X um objeto de Esp x. Definamos Ey : EFT ~ T pela regra Ey : EFT = U (FT)p 3 
pEX 

sp ~ s(p) E T, onde s(p) é calculado através de qualquer s E (FT)(U), p E U C X. que representa 

12Formalmente. precisamos escrever 1JF ::F- IF JE:F, mas, quando não há nenhum perigo da confusão. vamos omitir 
I e/ou J. 
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sp (é facil ver que esta definição é correta). Verifiquemos que êy é contínua. Seja n-· c T um aberto. 
Pela definição da topologia em EFT, precisamos apenas ~:erificar que [s;- 1 (ê,Y 1 (~V)) é aberto em X 
para uma seção sE (FT)(U) arbitrária. Este conjunto {p EU: êy (p)) E VF} = {p EU êy(sp) E 

= {p E U s(p) E = s- 1 é aberto, pois s U --> T é contínua. Vt::rifiquemos que êy 
é uma transformação naturaL Realmente, seja y T __, T 1 um morfismo em Espx. Seja Sp E EFT 
representado por uma seção s E (FT) ( U). p E U C ~X. isto é. s : U -+ T é continua com ;; c s = 

Então êT((EFç)(sp)) = êT((Fç)p(sp)J = ET = Ey, o s)p) = c = 
I ( '\ 

:P\êT\Sp))· 
O Íuntor E é adjunto à esquerda de F. Com efeito, pelo Lema 1.2.2. é suficiente provar que, para todo 

F E PShx e para todo fi : T - X de Esp x, são válidas as identidades (F Ey) o TfFT = 1FT e EEF o 
(E1]F) = lEF· Sejas E (FT) Então temos : U-+ EFT e (Fcr)(TJrr.us) = (FcrJ:s) = s. 

Seja sp E EF representado por uma seção s E F(U), p E U C X, Então temos 
E (FEF)(U), [sjp E EFEF e EE.r((E7J,;r)(sp)) = EE.r((rr.rus)p) = EE,;r(:s]p) = , · T 

(p) = sp, A bijeção b: Espx(EF, T) :oe PShx(T FT) pode ser definida da manei- sy, \ 1 
ra seguinte. Seja tp E Espx(EF, T), isto é, :.p: EF-+ T. seja U C X um aberto em X LI --'!:l:_.X 
e sejas E :F(U). Então temos [s] U-+ EF. Pelo Lema b:p = (Fy) o TfF· Portanto, (b:p)c:s = 

(Fy) = :p o [s; E (para visualizar a definição de b vide o diagrama comutativo à direita). 
Calculemos as fibras de FEF. Seja p E )(. Por definição, a aplicação TfF.p : Fp-+ (FEF)p é dada 

pela regra TJF,p sp 1--i' onde s E :F(U) é um representante arbitrário de sp, p E U C .X. Temos 
c:;:(TfF.p(sp)) = c.r([s]p) = (p) = sp. Seja tp E (FE.F)w Sabemos que tp tem representante da forma 

ou seja, tp = [s)p para algum s E F(U). p E [J C X. Agora 'TJF.p(c:r(tp)) = 17F.p(c:r([s]p)) = 
'I)F,p(ls](p)) = 7]F,p(sp) = is]p = tp, Daí conciuímos que, para todo p E X, o morfismo 7JF: F~ FEF 
induz uma bijeção entre fibras 1/Fp : Fp ""' (FEF)p, 

Lema L Seja F E PShx, Então 7JF : F ~ FEF é um morfismo universal de F 
a um feixe, isto é: para qualquer mor:flsmo r..p : F -+ Ç} com Ç} E Shx, existe um único 
morfismo 7}; : FEF-+ Q tal que o diagrama à direita é comutativo. 

Demonstração. Aplicando o funtor P ao diagrama do Lema L do fato de que Fp :oe (FEF)p e da 
Observação 2. obtemos a unicidade, Realmente, seja tE (FEF)(U), Então (wct)p = l!Jptp = ,:pryJ1ptP 
para todo p E U. Logo, todos os germes de ?j_.·ut são conhecidos. Pela Observação 2, isto define Wr_;t 
univocamente. 

Seja t E (FEF)(U), Vamos definir 7J;G't localmente, Localmente t tem a forma is:, Portanto, existem 
uma cobertura aberta u = u ui e Si E F(Ui) tais que tiu, = :si] para todo i E I. Obviamente, 

iEJ 
S; p = Sj p para todo p E U; (", Uj, Isto implica que (,:u, S;) p = ( yl', Sj) p para todo p E ui -~ uj' Pela 

Observação 2, rçr.·; siiU;nUj = r..pc;J Sj iu.,nU
1

• Em outras palavras. as seções r..pu, si 's são compatíveis. Pelo 
axioma de globalização para Ç. elas definem um g E Ç(lJ) tal que gic· = ;pr._;, si para todo i E I. Agora. 
podemos definir wut = g, Observemos que 9p = (;:u,si)p = ypSip = yp(t(p)) para p E ui (note 
que qualquer p E U pertence a um Ui). Pela Observação 2, concluímos que g não depende da escolha 
de cobertura aberta e da escolha dos si 's. Pela mesma razão. as aplicações t;•r../s são compatíveis com 
as restrições. A igualdade ~'17F = y segue imediatamante da definição de <!·: para s E F(U), temos 
Tf:F.U8 = ~s] e Vu[s] = r..pus, por definição O 

O feixe FEF é dito o feixe associado ao pré·feixe F ou gerado por F 

Para qualquer F E Shx, o morfismo l;o: F~ F é claramente universal (no sentido do Lema 1), 
Portanto, neste caso, Tj.:F é um isomorfismo. Em outras palavras, FEishx ::::::-: lshx. Provemos que, para 
todo " : T --;- X de Sh~. cy : EFT - T é um homeomorfismo. Para esta finalidade. vamos definir 
b : T --,. EFT. o inverso de êy. Seja t E T. Façamos p = ;;-(t). Sendo íT um homeomorfismo locaL 
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existe uma vizinhança aberta li/ de t, t E 'fií.l C T, tal que U = r.(T1l) C X é aberto e 1dw : VV ---:- U 
é um homeomorfismo. O inverso dele é uma "seção" contínua de 7r. s : U ~ T, isto é, s E (FT)(U). 
Claramente, p = ;,(t) E 11(W) = U. Definamos b(t) = Sp. Para uma outra vizinhança aberta í-V' de 
t, t E Vil' C que induz o homeomorfismo íT]VF' gn -;. U' = r.(Hl'), a seção correspondente S1 

: 

U' ---:- T coincide com s sobre r.(H/ :i pois ambas seções definem o inverso de -rrj wr-:V;n. Obviamente~ 

p E n VV'). Assim, a definição de b é correta. Para verificarmos que b é contínua: é suficiente 
provar que b- 1 ) é aberto para qualquer seção s': u:--;. T. Seja tE b- 1 (s[;,). Parap = tr(t), temos 
b(t) = s~. ~vias é definido como sp, onde s U --" T·V é uma ;'seção'' de T. tal que p E U e t E VF 
é uma ,;izinhança aberta de t em T. Sendo s~ = sp, as seções s e S

1 coincidem sobre uma ;,rizinhança 

aberta F de p, p E V CU r. U'. Claramente) b(s(V)) = sll = sV C s~.,. Logo, sCV) C b- 1 (s[,,). 
Sendo s : U _._..,. VV um homeomorfismo com V1/ C T aberto e s(p) = ( e sendo V uma vizinhança 
aberta de p, p E ·v C U, concluímos que s("V) é a desejada vizinhança aberta de t. As igualdades 
b(sy(sp)) = b(s(p)) e Er(b(t))t são fádes para verificar. Resumindo: as categorias Shx e Sh:X são 
equivalentes. Isto possibilita considerar feixes como objetos de Sh:X. Algumas questões relacionadas 
com feixes se tornam mais fáceis se tomarmos uma certa visão para os feixes, isto é. vê-los como objetos 
objetos em em Shx ou em Sh~. 

E)telTII>lo 2. Seja A E Ab um grupo abeliano e seja X E Esp um espaço topológico. Para qualquer 
aberto U c X. definamos = {f U __..,. A f é localmente constante}. (Equivalentemente: 
podemos munir A da topologia discreta (todo subconjunto é aberto) e considerar as aplicações contínuas 
f U --+ A..) Sendo formado por uma propriedade local, obtemos um feixe chamado de constante e 
denotado pelo mesmo símbolo A.. É fácil ver que 1 para todo U C X aberto e conexo, A(U) possui 
somente as aplicações constantes, A.(U) ~A.. Ainda mais 1 caso U esteja decomposto na união das suas 
componentes conexas abertas, U = U Ui, podemos descrever uma aplicação f E A(U) como sendo uma 

iEJ 
coleção arbitrária de constantes sobre estas componentes~ A(U) :::::: TI A.. ~Ias U pode ter uma estrutura 

iEl 

mais complicada que não permite calcular A(U) da maneira explícita . . :\o entanto, em Sh~, este 
feixe é simplesmente X x A --+ X, onde A é munido da topologia discreta e X x A é o produto em Esp. 

Vale a pena observar que este feixe constante é o associado ao pré-feixe :F E PShx dado pela regra 
:F(U) =A (mas :F(0) =O) com todas as restrições iguais a lA. 

Seja f : X ~ X' uma aplicação contínua entre espaços topológicos. Seja :F E PShx. Para qualquer 
U' c X' aberto, definamos f,:F(U') = :F(f-'(U')). Para abertos 1/' C U' C X', definamos 

f,:F(U') ~ f.:F(1l') como sendo a restrição 1t-'(V') do pré-feixe F É óbvio que obtemos um pré-feixe 
f. :F E PShx• chamado de pré-feixe coinduzido por :F ou imagem direta de F Seja 'P : :F ~ P um 
morfismo de pré-feixes sobre X. Definamos f,'f: f.:F ~ j.:F' fazendo (f.'{' )r;• = 'PJ-'(G.')· É fácil ver 

que f,'f é um morfismo entre pré-feixes sobre X'. Deste modo, f, : PShx ~ PShx· é um funtor. É 
fácil verificar que f, (Shx) C Shx•. Portanto, podemos escrever também f. : Shx ~ Shx·. 

Seja :F E PShx um pré-feixe e seja p E X um ponto. Pela propriedade universal do colimite 
(f.:F)f(p) = illl1 j.:F(U'). obtemos a seta f.P: (f,:F)f(p) ~ :Fp: 

U'3f(p) 

(f.:F)f(p) = lim fJ(U') = lim :F(f- 1 (U')) ~ lim :F(U) = :Fv. 
U'3f(p) J- 1 (U')3p U3p 

fJ(U') = :F(f-'(U')) Esta seta é a única que, para todo aberto (fJ)f(p) :Fp 

1 I U' C X', f(p) EU', faz comutativo o di-
U-'Pln,, 1 Yp I 

' agrama à esquerda. Em termos de ger-w ~ 

(f.:F) f(p) Fp mes de seções1 podemos descrever f,,p 
(f,, :F') j(p) p 

p 
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como f,.p: sf(p) ,..-...) Sp, onde s no início da seta és E f,:F(U 1
), f(p) E [J' c X'. representando o germe 

Sf(P)' e s no fim da seta é o mesmoS, mas considerado como s E :F(f- 1(U')), p E j- 1 (U') C X, 
representando o germe sp. ::\esta forma, distinguimos :F(f- 1 (U')) e j,:F(U'), introduzindo a bijeção 

-: :F(f- 1 (U 1
)) ---'r f~:F(U 1 ). (Note que nessas notações, ~,- 1 = para F' C !PC X abertos e 

sE :F(J- 1 .) Uma verificação imediata mostra que f,.,P é uma transformação naturaL isto é. para 
todo morfisrno y :F ......... :F' de pré-feixes sobre X e para todo p E X, o diagrama acima à direita é 
comutativo. 

Sejam f · ~X ......... ~X 1 e f' X 1 
___,. X 11 aplicações contínuas entre espaços topológicos. Não é difícil 

verificar que (j 1 o = f~ o f*. Em outras palavras, podemos interpretar PSh e Sh como funtores 
covariantes, PSh, Sh : Esp - Cat, 

Seja f : )(' -+ X uma aplicação contínua entre espaços topológicos e seja }(' x x T T 
7i : T _,. X um feixe de Sh~y. Verifiquemos que, no diagrama à direita, T:

1 é 
um homeomorfismo local. Seja t' E T' = X' x x T. Então, para t = fT(t') e 
para x = íT(t): existem vizinhanças abertas H-'" eU, tE Ti/ C T e x E (J C X, 
tais que W - U é um homeomorfismo. Façamos U' = f- 1 (U) e vV' = 

I 
r.' ! 

X' X 

r ' U' xu Hr = (){' xx T) r, (U' x Claramtmte. VV' C T 1 é 
a xa, a~O ,, aberto e t' E W'. Resta observar, que c:': U' xc H!- U' é um 

' +' homeomorfismo sabendo que rv --:- u é um homeomorfismo. 
, J 

' Suponhamos que, numa categoria, exista o produto fibrado 
/ 1 s' -lf a' X a b, como no diafrrama à esquerda. tal que r. é um isomor-

V I a' ~ 7i f' fismo. 'Então 1L
1 é u~ ísomorfimo. Realmente, o inverso de 1.1 

a' r. a' X a b b -------- · ~ é o morfismos induzido pelos morfismos la' e JT-l f. Pela pro-
f-------__ _____--" priedade universal do produto :fi brado, a igualdade S7i

1 = la'x"'b 

a segue das igualdades Jr
1 = rr'(srr') e r= f'(s1i 1

) válidas pela 
comutatividade do diagrama. 

Assim, obtemos um feixe j"T = X' x x T - X de ShSe. O feixe j"T é dito feixe induzido por T 
ou imagem inversa de T. Como X' xx-é um funtor~ então obtemos funtores f"': Espx-;. Espx, e 
r, sh:x- shx,, 

A aplicação fT: j"T ~ T define, para todo p' E X', a aplicação entre fibras f;, : (f'T)p' ~ Tf(p')' 

pois (f'T)p' = ;r'-
1
(p') e Tf(p') = r:- 1 (f(p')). Sendo f!r natural em T, f;, é natural em T 

Pela Observação LLl, para aplicações contínuas f' : X" - X' e f : X' - X entre espaços 
topológicos: temos (f o f')* = f'* o f*. Logo, podemos interpretar Esp e Sh' corno sendo funtores: 
Esp, Sh' : Esp0

P - Cat, A Observação LU implica também que (f o f');, = ff'(p") o f';, 
(f'' j"T)p" - Tt(f'(p")) para todo p" E X", 

fT' rr T 

r 1(V)-/1.- F 1'1 
"- sj r.'l ~ s ,ti 
r1WJ-I u I 

"'' f ~t X' X 

Utilizando o diagrama à esquerda, definamos o morfismo (r : 
FT ~ f,Ff'T Sejas E (FT)(U). Pela propriedade universal do 
produto fibrado, existe um único s' f- 1 (U) - j"T que faz o 
diagrama comutativo, s' E (Fj"T) (f-1 (U)). Façamos (T,c : s ~ 

$: E (f, F j"T)(U). Pela unicidade de s', concluímos que (T.V : 

siv ,__., s'~V) = $:1v E (f,Fj")(V) para qualquer aberto V CU 
(vide o diagrama). Em outras palavras, (T : FT --:- f.,F f*T é um 
morfismo entre feixes. 

Demonstramos que f;, é uma bijeção. 13 Vamos descrever o ínverso de f;, em termos de germes 
de seções, Seja Sf(p') E Tf(p') representado por uma seção s E (FT)(U), f(p') E U C X. A seção 

13Jsto é óbvio se utilizar a descrição do produto fibrado r r como subconjunto do produto cartesiano. mas vale a pena 
provar o fato sem olhar dentro de objetos . 
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s' E (Ff'T)(f- 1 (U)) indicada no diagrama defines~, E (f'T)p•, pois p' E f- 1 (U). Pelo diagrama, 
podemos ver que a seção construida através de s:·v, onde f(p') E V C L'. é simplesmente s'it~l(V)· 

Portanto. o germe s~, não depende da escolha de S: e a aplicação };, s f(p') ~ s~, é bem definida. 
· '* ,, 1 R ' · ,., ' f' " . ;. " S d . d . ' Obvmmente, Jp'Jp' = Tnp'J. esta ooserYar que Jp'spl = p'sp' lmpllca = sp'· en o m uz1aa 

por fT: a igualdade f;,s~, = f;,s~, implica fTs'(p') = fTs 1'(p'). Pelas Observações 1 e 2~ as aplicações 
fTs' e fTs" coincidem numa \"izinhança aberta L~' de p'. Pela propriedade do produto fibrado f*T. 
b n , li d. r 11 o temos = s , 1mp can o sp' = sp'· 

Podemos considerar o feixe fT T _., X como sendo uma família das suas fibras Tp = -;-;-- 1 

onde o ~;parâmetro'· p percorre X. I\este sentido. fazendo j"'T. símplesmente mudamos o "parâmetro" 
substituindo um novo p = f(p'), onde p' percorre X'. j"'T difere de T somente pelas quantidades 
das cópias de fibras: para j"'T, fazemos a cópia de cada fibra Tp tantas vezes quantas ocorre a 
igualdade f(p') = p. 

Utilizando o diagrama à direita, podemos provar que ( : 
F ~ f,F r é uma transformação naturaL Com efeito, seja 
T 1 ---)- X um outro objeto de Sh~, seja y : T -+ T' um mor­
fismo em Sh~, seja U C X um aberto e seja s E (FT)(ZJ). f- 1 

Denotemos por S
1 E f"'T)(f- 1 a seção induzida por s 

como acima. Então, por definição, (T.U s = s'. Para provar-
mos que (T'JI(:çus) = (f'"y)((r.L:s), é suficiente observar que 
(f';p)s': f- 1 (U) ~ !'T'jaz o diagrama comutativo, pois, por 
definição, (T.u(cpus) = S11

, onde s'1
: f- 1 (U)-+ f'"T' é a única seta que faz o diagrama comutativo. 

Isto implica a naturalidade desejada. 

Seja F E Shx·· Definamos a aplicação ÇF : f'Ef.F ~ EF pela f'Ef.F f~JJ Ef.F 
regra ÇF : t c-> f·p' f;,t, onde p' = 1f't para "' : J'Ef.F ~ X' e /I ~ ;'i 
os morfismos entre fibras f;, : (f*Ef.F)p• ~ (f.F) f(p') e f.p' : sj"' EF !'i I 
(f.F)J(p')- :Fp' são definidas acima. Vamos descrever Ç:F locaimente 1 X/ / " 
em termos de seções. Fixemos qualquer t E f'Ef.F. Para p' = rr't, f- 1(U) -j-1- U i 
temos f;,t = SJ(p') E (f,.F)f(p') que é representado por alguma seção "... ( f ~i 
sE f.F(U), f(p') E U c X, onde s E F(f- 1 (U)). Como acima, X " X 
a "seção" [S] : U ~ Ef.F induz uma "seção" s' : f- 1(U) ~ f'Ef.F do modo que fÉ!. F os' = [S] o 

flt-'(U) (vide o diagrama à direita). Provemos que ~Fo.s' = [s]. Realmente, para qualquer q' E f- 1(U), 

temos fÉJ.F(s'(q')) = [S](f(q')). Sendo f;,= fÉt.FiU·EJ.F)," isto significa que f;,(s'(q')) = SJ(q') 

Sabemos que o morfismo f*q' : (f*F)j(q') -;o :Fq 1 é definido pela regra f.<q' sj(q'} ,.._..,. Sq'· Logo, 

J,l'q' (f;, ( s' ( q'))) = sq', ou seja, Ç:;: ( s' ( q')) = Sq'. Daí concluímos o desejado. Sendo s' e homeomor­

fismos de f- 1 (U) com um aberto em f'Ef.F e com um aberto em E.F, respetivamente, concluímos 
que ç:F é contínua sobre s' (f- 1(U)) que claramente contém t. Como t foi escolhido arbitrariamente, 
Ç:;: é contínua. :.Ja realidade, encontramos uma decomposição local de Ç;:, Ç;:iw· = [s: o í7'lw, onde os 
W c j'Ef,F formam uma cobertura aberta de j*Ef.F 

Provemos que Ç:;: é natural em F. É suficiente verificar a naturalidade de f,;: sobre qualquer p' E X'. 
Agora, o fato segue da fórmula ÇF[(f"Ef.F)p' = f,p' f;, e das naturalidades de f.p' e f;,. 

A partir deste momento, normalmente vamos omitir os funtores E e F. supondo que eles são idênticos, 
ou seja, considerando todo feixe F E Shx = Sh~, às vezes, como funtor :F: TopX-+ C, às vezes, como 
um homeomorfismo local rr : F--+ X, dependendo da necessidade. 

Utilizando o último diagrama. podemos provar a identidade (f.ÇJ') o (J.F = lf.:F para F E Shx'. 

SejaS E f,.F(U) com correspondentes E F(f- 1(U)). Então. por definição, (j.:r.c·S =;r, Ao mesmo 

tempo, pelo diagrama. E,:;:,J-"(U)S
1 = s: implicando (f,.Ç:F)u'ií =S. 
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Provemos agora a identidade ÇJ~;:: o (F' C,;::) = 1 1x;:: para :F E Shx, Seja p' E X 1 e seja t E (f* :F)p'. 
Precisamos provar que ~r:r((J'(:r)t) = t. A bijeção f;. (f':F)p• ~ :Ff(p') leva tem f;.t = sf(p') E 
:Ff(p') representado por uma seção sE :F(U), f(p') E C C X. Recordando que inverso de f;~ leva sf\p') 

em s~,, onde s' E f'"'F(f- 1(U)) é induzido por s. obre- f"' F J:"-l 

mos t = s~,. Portanto: temos o diagrama comutativo J 

acima. Te~ os (f*(;:: )t = ((f* (F) o [ s']) e este ponto IF 1 
está sobre p1

• Sabemos que Çr=y::-i\~f~(Ef rm-r->\, = o 
J ' J ~ J ... J' p 

f;,= f"'P' o fÉt=f~:F· Logo. pela comutatiYidade do dia-

((!' r- \ ) f • ~f' Ç ) • r• grama, !;,r :r -.,.;::;t =\}*r' v EJ,J~Fo ;:: ols;) 

e recordando que (:FJJS = ~' obtemos Çr:;:((f"'Ç;::)t) 
• - t sP,- . 

r· v 

= oçF<s]) Sendo (.ro[s] = c~J .. ·S. 
= J,,p'~ f(p')· Resta lembrar que f,.P,-;; f(p') = 

Assim, demonstramos as igualdades (f. o Ç)(( o f.)= lt. e (~o f' 
obtemos o 

o Ç) = 1 f·. Pelo Lema 1.2.2. 

Lema 2. Seja f Y _,. X uma aplicação contínua entre espaços topológicos. Então o funtor 
: Shy - Shx é adjunto à esquerda do funror f, : Shy ~ Shx. 

Consideremos um caso particular importante. Seja X um espaço topológico e seja Y c X um 
subespaço. Seja i : Y "---' X a inclusão. Para qualquer :F E Shx, denotemos por :F:y = i"' :F E Shy 
o feixe induzido ou a restrição de F para y-·_ Em termos de Sh', temos simplesmente :F!y =Ti-l 

onde n : F __.,.. X é o homeomorfismo local. ::\o entanto. agora :F(Y) faz sentido para Y c X não 
necessariamente aberto. Este :F(Y) é formado por todas as "seções': contínuas de r. sobre Y. Sendo 
7r : F _,. X um homeomorfismo local, toda seção s E F(Y) é localmente induzida por seções sobre 
alguns abertos: isto é. existem abertos Ui C X, i E I. e seções si E F(Ui) tais que Y C U Ui e 

i E. I 
sjynu, = s'iYnu, para todo i E I. Realmente, existe uma cobertura s(Y) C U W, tal que todo W, c :F 

iEJ 
é aberto e toda aplicação rrh-,v, : l-i/i _,. Ui é um homeomorfismo: onde todo Ui = 7r(l17i) c X é aberto. 
Resta definir si E :F(Ui) como sendo o inverso de 7ihv;. 

O caso em que Y C X é aberto é muito simples. ?\este caso, em termos de Sh, podemos descrever 
:F[,.-(U) = :F(U), pois U sendo aberto em Y, é aberto em X. A mesma fórmula serve para pré-feixes. 
Assim, para Y C X aberto, temos o funtor da restrição !y : PShx - PShy no nível de pré-feixes. 
É fácil verificar que o funtor de geração de feixe FE : PShx _,. Shx é compatível com restrição, isto 
é. para todo :F E PShx e qualquer aberto Y C X, os feixes FE(:F!,.-) e (FE:F)iy são naturalmente 
isomorfos. 

Seja r. ::F_,.)( um semigrupo em Espx. Isto significa que temos um morfismo p: F xx F......., :F 
em Esp x que faz comutativo o diagrama de associatividade. É fácil verificar que, para todo p E X, 
o morfismo 11 induz a seta l"p : :Fp x :Fp = (:F xx :F)p - :Fp que faz a fibra Fr = ,.,.- 1 (p) um semi­
grupo. Reciprocamente, suponhamos que toda fibra Fp de um objeto F E Esp x seja um semigrupo 
relativamente a uma operação f.lp : :Fp x Fp -- Fp e suponhamos que estas operações sejam global­
mente contínuas, isto é, todos os f.lp 's juntos formam uma aplicação contínua f-1- : :F x x :F_,. F. Então, 
munido desta J.L, :F se torna um semigrupo em Espx. Do mesmo modo, podemos tratar de grupos, 
anéis. módulos etc. (Por exemplo, um grupo abeliano M _,. X em Esp x munido de em morfismo 
f-1- : O x x ./vi. ......., ./v1. é dito O-módulo, onde O ....._. X é um anel em Esp x, se . isto ocorre em toda fibra: 
para todo p E X, a operação J-ip defina em }.rt_P uma estrutura de Op-módulo.) 

Sejam F _,. }( f-- Ç dois homeomorfismos locais. Então :F x x Ç _,. ){ é um homeomorfismo local, 
pois ele é uma composição de homeornorfismos locais :F x x Ç _,. :F e :F ......., X. Isto implica que os 
produtos finitos (inclusive os objetos finais) em Sh~x- são os mesmos como em Espx. Daí, um grupo. 
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um anel, um módulo etc. em ShSc- é um objeto de ShSc- que respetivamente é um grupo, um anel. um 
módulo etc. em EsPx· 

Por outro lado, temos o conceito de pré-feixe de grupos. de anéis etc como sendo um funtor F 
TopX ---"C, onde C respetivamente é a categoria dos grupos. dos anéis etc. Seja O E PShx um pré­
feixe de anéis e seja /v1 E PShx um pré-feixe de grupos abelianos. Suponhamos que, para todo aberto 
c:- c X, o grupo abeliano ./Vt(U) esteja munido de uma estrutura de O(U)-módulo do modo que toda 
restrição lv: /vi(U) ~ /vt(V) é um homomorfismo de O(U)-módulos (sendo um O(F)-módulo, 
ele é um O(U)-módulo devido ao homomorfismo :v· : 0([/) ._.... O(F) entre anéis). :\"este caso dizemos 
que ;\/1. é um pré-feixe de O-módulos. Considerando as fibras. é fácil observar que todo .lv1p naturalmente 
possui uma estrutura de Op-módulo (por exemplo, definamos aP · mP = (a· onde seções a de O em 

de ./v1. representando ap e mp, respetivamente, são escolhidas sobre um mesmo aberto). Operações nas 
fibras induzem aplicações do típo f..L : EO x x E/'v1 ._.... EM. Para ·verificarmos que f.1 é contínua, digamos: 
numa visinhança au xx mudo ponto (ap. mp) (note que tais conjuntos formam uma base da topologia 
de EO xx EM): é suficiente observar que a aplícação aL; xx mu -} (am)r.: induzida por J1 é, de fato. 
u X X [.- --) u' Conseqüentemente, E.AI/. é um E O-módulo na categoria sh:y. 

Reciprocamente: seja /vt um O-módulo na categoria Espx. Então: utilizando as operações nas :fibras, 
podemos definir operações para seções Íazendo um (FO)(U)-rnódulo (por exemplo. definamos 
(a . = a(p) · m(p)) para todo aberto U C X. Assim. F.l\-1 é um pré-feixe de F O-módulos. Em 
seguida~ utílizaremos ambas visões tratando dos feixes de grupos, feixes de anéis, feixes de módu.los 
sobre u.m feixe de aneis etc. 

Definição 2. Seja :F um pré-feixe de conjuntos (ou de grupos~ ou de anéis: ou de O-módulos, onde 
O é um pré-feixe de anéis sobre X) sobre)(. Um subpré-feixe S de F (denota-se S C :F) é um pré-feixe 
com S(U) c :F(U) para todo aberto U C X e com as restrições induzidas. Se S e :F foram feixes. 
dizemos que S é um sub feixe de :F. 

Seja S c :F é um subpré-feixe de conjuntos. Então ES c EF: pois as seções de S são secoes de :F e 
os germes são formados pela mesma relação de equivalência . .:Vlais ainda, a topologia de ES é induzida 
pela topologia de E:F e ES é aberto em E:F. Com efeito, para todos E S(U), o aberto básico su (para 
a topologia de ES) é aberto em E:F, pois s E :F(U). Seja s E :F(U). Para provarmos que ES n su é 
aberto em ES, tomemos um Sp E ES n su, p E U. Então existe uma seção s' E S(V), p E V, tal que 
s~ = sp. Pela Observação 1: sí-v = sw para algum aberto H/ tal quepE Hl C U n "'V". Reciprocamente 1 

seja rr : F----:- X um feixe de conjuntos e seja S C :F um subconjunto aberto. Obviamente, í7!s : S __, X 
é um homeomorfismo local e, portanto, é um feixe. Claramente, temos FS(U) C F:F(U) para todo 
U c X com as restrições induzidas. Assim, em termos de Sh~, um sub feixe de um feixe de conjuntos 
não é nada mais do que um subconjunto aberto. É fácil ver que, em termos de ShX, um sub feixe de 
um feixe de grupos (ou de anéis, ou de O-módulos, onde O é um pré-feixe de anéis) é um suconjunto 
aberto que ao mesmo tempo é um subgrupo (ou subanel: ou submódulo) em cada fibra. 

Observação 3. Seja F um feixe e seja Si c :F, i E 1: uma família de subfeixes. Fazendo 

( n s,) (U) = n (Si(U)) para todo aberto U c X, obtemos um subpré-feixe. Uma verificação di-
iEI iEi 

reta mostra que n Si é um subfeixe de :F. Isto possibilita gerar subfeixes por conjuntos de germes e 
'i E! 

seções (sobre abertos diferentes) de qualquer feixe. Em particular, o feixe FES associado a um subpré­
feixe S c F pode ser obtido deste jeito: a interseção dos subfeixes de F que contêm S é um subfeixe 
g de F. Pelos argumentos acima ES C EÇ c E:F são abertos e, de fato, ES é o feixe associado a S. 
Sendo EÇ o menor aberto que contém ES, concluímos que ES = EÇ14 

14Qbservemos que a construção do Lema 1 pode ser obtida em dois passos (semelhantes aos passos na construção de 
localização de um anel). Primeiro: identificamos as seções de um pré-feixe :F que são localmente iguais, ísto é, suponhamos 
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A partir deste momento. vamos supor que nossos feixes são os feixes de anéis ou de O-módulos. onde 
O é um feixe de anéis. 15 Vamos discutir feixes de módulos (assim supondo que um espaço topológico e 
um feixe de anéis O sobre X sejam fDcos). A categoria 0-lVIodx de feixes de O-módulos é uma Ab­
categoria~ pois podemos definir soma de morfismos cL 3 : :F -;. Ç pela regra ( 0: + = or __;.._ 3c. Ainda 
mais. o grupo abeliano 0-Modx(F: Q). que vamos denotar por Homo(F, Q), é um O(X)-móàulo devido 
à definição (a· a:)u = ·O:[,: para todo [J C X aberto. onde a E Homo(F, Q) e a E O( X). Podemos 
definir o feixe 7-Lomo(:F. Q) fazendo 'Homo(F, Ç)(U) = Homo:u (F: c: 91c:) para qualquer aberto U C X 
(as verificações são imediatas). A categoria 0-Modx é aditiva: existe o feixe nulo definido por O(U) =O 
Para qualquer aberto U C X. e. como é fácil verificar, a regra (F e Ç) = :F([J) e Ç(ú~) define o 
biproduto dos feixes F e Ç. 

Seja 0: :F -;. Q um morfismo de feixes. Definindo Ker o:(U) = Ker O:c,' obtemos um subpré-feixe 
chamado de núcleo de a. Ele é um subfeixe, pois qualquer seção de Fj estando localmente em Ker a:, 

pertence a Kero:. Assim, temos Kero ker F~ Ç. l\-Ias se fizermos Im' a:(U) = Imau obtemos 
somente um pré-feixe (de um feixe) satisfazendo ao primeiro axioma de feixe. como mostra o 

Exemplo 3. Seja ;11 uma variedade complexa munida do feixe 0,\4 de funções holomorfas, isto é. 
para todo u c Ai aberto em definimos O:H (U) = {f: u.......;. é holomorfa }. Denotamos por o;I o 
feixe de funções invertÍ\-"eis (que não se anulam em nenhum ponto, ou seja. CY;J ~.o grupo 
multiplicativo do anel C,\1 Temos o morfismo exponencial exp : 0:11 ~ 0~ 1 , que leva ,_ exp f~ 
entre feixes de grupos abelianos. Considerenlüs um caso particular. 1~1 = C \ {O}. Localment-e a 
função 1/z tem a exp-imagem inversa1 pois localment-e a funcão log(l/z) faz sentido. :;...Jas se existisse 
'f E O,Vf(lvf) tal que expy(z) = l/z, então, para z = exp27TiV com iJ E JR:, teríamos exp ('f(exp2,.-iv)) = 
exp(-2;riv), ou seja, 'f(exp27riv) = -2,.-i(v + n(v)), onde n(v) E Z, Sendo contínua, a função n(v) é 
constante, n(v) = k. Fazendo v= O, obtemos 'f(l) = -2k7ri. Por outro lado, fazendo v= 1, obtemos 
ç(l) = -2(k + l)rri. Uma contradição. Portanto, embora 1/z tenha a exp-imagem inversa local, não 
existe nenhuma exp-imagem inversa global 1 e o axioma de globalização não é satisfeito para Im' exp. 

A mesma situação acontece quando definimos o quociente de um feixe F por um subfeixe S C :F, 
fazendo (F/'S)(U) = F(U)/S(U)16 Obtemos um pré-feixe F/'S satisfazendo ao primeiro axioma de 
feixe e um morfismo canônico F-;. F/' S de pré-feixes. 

Definamos os feixes a imagem Im a- e o quociente :F jS como os feixes associados aos pré-feixes Im' a: 
e F/' S introduzidos acima. Temos os morfismos de pré-feíxes Im' a _. Imo: e :F/' S --+ F/ S (os quais 
são inclusões) pois os pre-feixes Im' a- e :Fj'S satisfazem ao primeiro axioma de feixe). Os epimorfismos 
canônicos :F(U) -+ F(U)/'S(U) formam o morfismo de pré-feixes F -+ FI'S. Compondo ele com 
F/' S -+ F I S. obtemos o morfismo canônico do quociente de feixes. F-+ F I S. Para qualquer morfismo 
de pré-feixes a: F-+ Ç, definamos Co' o:(U) = Ç(U)IImau. É fácil ver que Co' o: é um pré-feixe. 
Temos o morfismo de pré-feixes c : Ç .......;. Co' o:. O feixe Co a: associado a Co' a: é dito o conúcleo de a:. 
Temos o morfismo de pré-feixes Co' n --+ Co a. Compondo ele com c : Ç -;. Co' a:) obtemos o morfismo 

. ~ a Ç coa C co a: no d1agrama .r --+ ----+ o a:. 

Vamos verificar que ker a: e co a: satisfazem as propriedades de núcleo e conúcleo. 

que as seções se t são equivalentes se elas tém todos os germes iguais (em outras palavras1 [s] = [(). Obtemos um pré-feixe 
:F' satisfazendo ao primeiro axioma de feixe. Segundo (globalização): consideramos cada coleção de seções compatíveis 
de :F' (a menos de uma equivalência) como uma seção de :F'' (o que respeita à consideração de seções de 1r: E:F ~X). 
I\ote que, para qualquer pré-feixe :F satisfazendo o primeiro axioma de feixe ou para qualquer subpré-feixe de um feixe, o 
primeiro passo é desnecessário. e :F é um subpré-feixe do seu feixe associado. 

15 ;\ote que todo feixe de grupos abelianos é um feixe deZ-módulos. onde Z denota o feixe constante relacionado com 
o anel Z. 

16 Considere no Exemplo 3 :F= OAI e S = 27ri Z, um sub feixe constante. 



43 

H(U) Ker o: c.; :F(U) ~ Ç(U) Suponhamos que u o 8 = O para algum mor-
fismo 8 1í ~ F de feixes. Então, para todo 
aberto U C X, temos o:uo.3u = O. Portam.o. exis­
te um único homomorfismo qu : 71. _.,. Ker O' F = 

'V i I v i 

(1-) qv· K kero:v Fíl') Çl\)l') H 1 
_ ---· era\/ \ , Ker tal que ker etc o qF- = :Jc. Para todo 

aberto 1/ C U C X: temos o diagrama comutativo acima. O quadrado à esquerda é comutativo pois 
kercrv é mono e kero:v o :v oqu = v okerO:[J oqL: = it/ o .3u = 8.,/ o v= kera:v oqv o h/. Assim, kera: 
satisfaz a propriedade de núcleo. 

:F(U) ~ Ç(U) Co' o-(0-) T(U) Suponhamos que "'/o n = O ç___l_ T 
para algum morfismo ", ÇJ ___, 1 _,_, / t 

vi v I v _I_ T de feixes- Então temos o di-
0
Í / :h 

-1- ~ agrama comutativo à esquerda, Co 1 a:----Co a 
l Qv Ç(F) Co'~-(") pv TI'') F(V f ------+ · '-".v ----+ - \ Y 1 onde pu o cu =tu e pv o cv = ''Yv (estes Pu js 

são únicos); o quadrado à direita é comutativo, pois q: é ep1. Em outras palaYras, existe um único 
morfismo p: Co' ex---+ T tal que poc =A:- Agora, pela universalidade do feixe associado (Lema 1), existe 
um único morfismo h : Co ex ---+ T tal que o diagrama à direita é comutativo. 

Lema 3. Seja O um feixe de anéis sobre um espaço topológico X. Então 0-Modx é uma categoria 
abeliana. Uma seqüência F---+ Ç---+ H de O-módulos é (semi) exata se e só se a seqüência ___,. ÇP---+ Hp 
de Op-módulos é (semi) exata para todo p E X, 

Seja f: Y- X uma aplicação contínua- Então o funtor r: 0-Modx ~r o- Mody é exato_ Em 
particular, para qualqeur Y C X, toda seqüência exata :F~ Ç ~ H de feixes de O-módulos sobre X 
induz a seqüência exata Fjy -+ 91Y --+ 'Hiy de feixes de Oiy-módulos sobre Y. 

Demonstração. Para provarmos que 0-Modx é abeliana, é suficiente demonstrar que, para qual­
quer morfismo de feixes a : F-+ ÇJ as seguintes afirmações são válidas: 

• O morfismo :F~ :F/ Ker a é o conúcleo de ker u_ 
• O morfismo Imo:-+ Q é o núcleo de co o:. 
• Existe um isomorfismo í : :F/ Ker a --+ Imo: no diagrama comutativo 

à direita. 

:F fKer a 

:;:: 

i 
~ lmcx 

i 

1 
ç 

i' A primeira é válida pelo fato já demonstrado 
1';11 Ker o: ----;. Im' a ' rr 1 K ] sobre conúcleos. E fácil verificar que existe um .r/ ;r a mo: 

j l único isomorfismo i 1 entre pré-feixes que faz co- :F/' :Ker a f_ Im' a/ : 
mutativo o diagrama à esquerda. O isomor- • ~ t 

:F __ a_: 9 fismo í' induz o isomorfismo í entre os feixes as- j:: a ÇJ 
sociados. Portanto, obtemos o diagrama comutativo à direita, e a última afirmação é válida. 

A composição Im1 o: -+ Co' o: é nula. Portanto: Im' a: C Ker co o:. Sendo Ker co a um sub feixe de Ç, 
obtemos lma c Kercoa_ Sejas E Kercou(U) c Ç(U), onde U c X é aberto, e seja p EU_ As fibras 
de um pré-feixe e do feixe associado são isomorfas. Logo, o homomorfismo QP -+ Co1 

O:p leva Sp a zero. 
Em outras palavras, numa vizinhança aberta de p a seção s pertence a Im1 a. Assim, concluímos que 
s localmente está em Imo. Sendo Ima um feixe, sE Ima:(U). Conseqüentemente, Imo: c Kercoo: e 
Imo:= Ker coa. 

Observemos que para qualquer morfismo a F -+ Ç entre feixes sobre X e para todo p E X. são 
válidas as igualdades (Im' a)p = ImuP e (Kera)p = Kerup- Realmente, o conjunto (Im' u)p é formado 
por todos os (aL·s)p's, onde U percorre todas as vizinhanças abertas de p, p E U c X, e s E :F(U). 
Sendo (aus)p = upsp, obtemos (lm' u)p = Jmap- Obviamente, (Kera)p c Kerup- Seja Sp E Kerup, 
onde sE :F(U) e p EU C X_ Então (uus)p =O e (uc-s)!F =O para alguma vizinhança aberta V de 
p tal quepE F CU_ Logo, OiF(sjF) = 0, s!F E KeraV' = Kera(F) e Sp E (Kera)p-

Sendo P um funtor aditivo, a semiexatidão da seqüência F -+ Ç -+ 7-í implica a semiexatidão da 

seqüência de fibras. O fato da seqüência F~ Ç 7-í ser exata significa que Ker 3 é o feixe associado 
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ao pré-feixe Im' a. :\este caso, (Im' a:)p = (Ker 3)p. Pela observação acima, (Im' a:)p = Imop e 
(Ker 3)p = Ker 3p implicando Im <>v = Ker ,3p, Assim, a seqüência Fp ~ 9v ~ Hp é exata para todo 
p E X, 

Reciprocamente. suponhamos que a seqüência F Ç 1i seja semiexata para todo p E X. 
Seja s E F(U), onde U C X é aberto, Para qualquer p E U, temos O= (o.p(sp)) = 3p(o:cs)p 
(3u(etus))v, Portanto, 3u(aus) =O, DaL 3 o a= Q, 

Agora s~ponhamos que cada seqüência de fibras é exata. Pela observação acima. (Im' 0: )p = Im e 
(Ker8)p = Ker .8p para todo p E X. Logo~ (Im 1 = (Ker para todo p E X. Seja g E Ker 
Ker 3u com U C X aberto. Então .. para todo p E U ~ temos gP E (Ker 3) P = e localmente g 
está em Im1 o:. Conseqüentemente, g E Im a:(L~) 

As restantes afirmações seguem das já demonstradas e do fato de que, para todo y E a trans-
formação natural f; : (f"' :F)y __..,. Ff(y) é um isomorfismo C 

Observação 4. Seja a : F__..,. Ç um morfismo de feixes. Então toda seção local s de Im a localmente 
é a a-imagem de uma seção local de F (ou seja, s localmente está em Im' a:). 

Observação 5. O mesmo é válido para seções locais do quociente :F; S de um feixe F por um seu 
sub feixe S C :F: toda seção de :F I S localmente é a imagem pelo morfismo canônico, pois localmente ela 
pertence ao pré-feixe :F/' S cujas seções são as imagens pelo morfismo canônico. 

Isto também implica que, para todo p E X, o morfismo canônico Fp ___, (FIS)P é epi. É facil ver que 
o núcleo do morfismo canônico F_, F/S é S. Daí, a seqüência O__..,. S __..,.:F___, F/S--;. O é exata. 
Pelo Lema 3, (:F /S)p ""'Fp/Sp para todo p E X, 

Vemos também que, para qualquer morfismo Q : :F- Q de feixes, Co a = Q ílm a, Realmente, pela 
demonstração do Lema 3, Im ex ___.. Ç é o núcleo de co a. Pela Observação 5, Ç I Im a é o conúcleo de 
Ima _, Ç. Resta observar que, em qualquer categoria abeliana, o conúcleo de um morfismo é o conúcleo 
do seu núcleo. Em particular, a seqüência F~ Ç---;. Q j lm a---;. O é exata. 

Observação 6, A seqüência de feixes F-"'-. Q H é exata se as seqüências F(U) 2S. Q(U) ~ 
1{(U) são exatas, onde U percorre todos os abertos de X. Com efeito, supondo que as seqüências 

:F(U) ~ Q(U) n(U) sejam exatas, é fácil verificar a semiexatidão de Fp QP 1-iv para 
qualquer p E X, Suponhamos que 3PsP = O, Então, para algum aberto U, temos p E U, s E Q(U), e 
3u s = O, Daí, s = at com t E F(U) implicando que Sp = etptp, 

2,2, Feixes Coerentes 

Definição L Seja F um feixe de O-módulos sobre X e sejaS c :F( X), O subfeixe mínima! Q =OS 
de :F com a propriedade S C Q(X) é dito gerado por S (vide a Observação 2,L3), 

A fibra (OS)p é o Op-submódulo de Fp gerado por Sp = {sp I s E S}, Com efeito, façamos 
n 

Q = U OpSp e provemos que Q é aberto em EF Seja Sp = I: a~s~ um elemento arbitrário de Q, onde 
pEX i=l 

s' E S e a~ E Op, Existe uma vizinhança aberta U de p, p E U C X, tal que a' E O(U) para todo 
n 

i (pois i percorre um conjunto finito). Agora. paras= L aisilu E :F(U), temos sp E su. Sendo sr./ 
i=l 

aberto básico em EF com se; C Ç, concluímos que Ç é aberto em E:F. Assim. Ç é um subíeixe de :F. 
Como S C Ç(X), então OS C Q, Por outro lado, obviamente, Q C E( OS), 

Observação 1. Seja s E F(X) uma seção globaL Então, existe :.p O --:. :F, um único mor­
fismo de feixes de O-módulos, que leva lx E OCY) em s. :\as demais componentes de ç, para um 
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aberto U C X e para a E O(U), façamos (e necessitamos fazer) çua = a· sju E F(íJ). Portanto, 
podemos identificar os seções globais de :F com os morfismos O -+ F (que são assim multiplicações 
por seções globais), ou seja, temos um isomorfismo :F(X) :::: Hom0 (0: :F) natural em :F. ),Jais ainda. 
é fácil ver que estes isomorfismos sobre abertos U c X definam o isomorfismo F ::::: Homo(O. 
natural em :F. Denotamos por on o biproduto de n cópias do feixe O, on = O e ... e O. Pela 

'-v-' 
n vezes 

Observação 1 podemos descrever qualquer morfismo do tipo :.p on .........,. F como y = ( s 1 . 

onde S1, ... , Sn E F(Xl são seções globais: para quaisauer a 1 .... j an E O(U). onde U C X é aberto. 
~ ('al \ ~ . ' 

temos (s1. ~c:") = siiL· ·ai. Em particular, para o morfismo (sl··. temos 

Im (s1 : .... sn) = Os1 :- · · · ...:_ Osn. De forma análoga: todo morfismo do tipo y: om _,_ on é. de fato. 

uma matriz :.p = (ai ,·,·. a;") com aj E O( X). 

a;' ... a;:_. 

Definição 2. Seja F um feixe de O-módulos sobre X. Dizemos que F é um feixe do tipo localmente 
finito se, localmente. :F é gerado por um número finito de seções, isto é, existem uma cobertura aberta 
de X e epimorfismo onc l F -+ F! u para cada membro u da cobertura. 

Observação 2. Seja F um feixe do tipo localmente finito de O-módulos sobre x-: seja p E U c X 
uma vizinhança aberta de p e sejam s 1 

•... , _,n E :F(U). Se s~, ... , s~ geram o O v-módulo Fp. então 

3 1 ...• snlv geram numa vizinhança aberta 1/ de p tal quepE V C U. Realmente. sendo F 
do tipo localmente finito, diminuindo U. podemos supor que Fiu é gerado por g 1 ... , gm E F(U). 

n 

Agora temos g~ = L ajPs~, 1 .:::; i :S m, para ajP E Op apropriados. Podemos supor que, para alguma 
J=l 

vizinhança aberta w· de p, p E VV' c U, valem a} E O(Ml), pois temos apenas um número finito dos 
n ars. Como a seção gilw- L aj. sJivv tem o germe o em p, então, pela Observação 2.1.2, a seção é 

J=l 

nula numa vizinhança aberta V de p tal que p E V C W C U. Isto implica que as seções globais sJ i v 's 
geram Fi v. 

Definição 3. Um feixe F do tipo localmente finito de O-módulos sobre X é dito coerente se o núcleo 
de cada morfismo do tipo oniu -+ Fiu, onde U c X é qualquer aberto, é um feixe do tipo localmente 
finito sobre U. Em palavras: qualquer coleção finita de seções locais (sobre um mesmo subconjunto 
aberto) localmente possui um número finito de relações(= dependências lineares) entre si que implicam 
todas as relações. Em outras palavras, todo morfismo do t.ipo y: onjc -+ Fit.:. onde U c X é um 

aberto arbitrário, localmente está numa seqüência exata omv iV -;. onjv ~:F! v 1 onde os 1/'s formam 
uma cobertura aberta de U. 

Observação 3. Seja F um feixe coerente e seja S C F um subfeixe do tipo localmente finito. 
Então S é coerente. Com efeito. seja on lu ~ S!u um morfismo, onde U C X é aberto. Pela inclusão 
SIF '---"' F]L,-, obtemos um morfismo OniL· -+ Fiu que, sendo F coerente, localmente está numa seqüência 
exata omv i v·-+ on[v __,FI v, onde os 1i's formam uma cobertura aberta deU. Resta observar que a 
seqüência omv !v -+ on;v .........,. Si v também é exata_ 

Teorema 1. Seja O -+ F 1 F2 F 3 -+ O uma seqüência exata de feixes de O-módulos sobre X. 
Se dois de F1 ~ :F2, :F3 são coerentes, então o terceiro é coerente. 

Demonstração. Suponhamos que F2 e F 3 sejam coerentes. Pela Observação 3, é suficiente provar 
que :F1 é do tipo localmente finito. A questão é locaL O feixe :F2 é do tipo localmente finito. Portanto: 
restringindo os Íeixes e os morfismos para um aberto apropriado (tais abertos formam uma cobertura 
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aberta de X), podemos supor que exista um epirnorfismo T. ()k ~ :F2 . Consideremos o morfismo 
pr. : Qk --+ F 3 . Sendo :F3 coerente. podemos supor (de novo. restringindo para um aberto) que exista 

um morfismo j que faz exata a segunda linha do 
diagrama à direita. Pela exatidão das linhas do 
diagrama. existe um (único) morfismo f fazendo 
o diagrama comutativo. Uma caça do diagrama 
mostra que f é epi. 

Suponhamos que F1 e :F2 sejam coerentes. Sen­
do :F2 do tipo localmente finito. podemos supor 
(restringindo para um aberto) que exista um epi­
morfismo rr : r:Jk __.._,. F2. Agora obtemos o epimor­

o~ 

j 

fismo pr. : Qk -+ F3 implicando que :F3 é do tipo localmente finito. 

o 

p 
~o 

Seja a:: on --+ F3 um morfismo (restringindo os feixes e os morfismos para um aberto). Pela Ob­
servação 2.1.4, as seções que definem o morfismo a: on -o. :F3 (Yide a Observação 1) localmente são ima­

on gens de alguns seções de :Fz. 
_3/. al., Restringindo os feixes e os 

/_-,-, ' , morfismos a um aberto apro-
:;:2_1!__ :F3 priado: podemos supor que 

estas seções de sejam globais. Pela Ob-
servação 1) elas definem um morfismo 3 
on - :F2 . Claramente, pô = a- (vide o 
diagrama comutativo acima à esquerda). o _ :;::

1 
Sendo :F1 do tipo localmente finito, pode-

mos supor (restringindo os feixes e os morfis-
mos para um aberto apropriado) que exista 

1 
o 

Oi 

i 
h~ 

1 
~ 

=Oi 

um epimorfismo i : on -o. :F1. Definamos o 
morfismo f = ,3 o 1í2 + i o i o i7'1 : om e on --;. :F2. É- fácil verificar que o diagrama acima à direita 
é comutativo. Sendo :Fz coerente, podemos encontrar (restringindo para um aberto apropriado) um 
morfismo h: at --;. om e on tal que Img = Ker f. O diagrama acima à direita é comutativo e com 
as linhas e as primeiras duas colunas exatas. Por uma caça do diagrama, concluímos que a terceira coluna 
também é exata. 

Suponhamos que :F, e :F3 sejam coeren­
tes. Sendo :F3 do tipo localmente finito, 
podemos encontrar (restringindo os feixes e 

o- om _,_,_, omeon ~ on- o 

os morfismos para um aberto apropriado) 0 - :;::
1 

___:_____,. 

um epimorfismo a : on ---+ :F3. Como acima, 
podemos encontrar (de novo, restringindo) 

o 

um morfismo .8 : on ~ :F2 tal que p3 = Q. 

Sendo :F1 do tipo localmente finito. pode-

1 1 
o o 

mos supor que exista um epimorfismo "f : om ___,. F 1 . Corno acima. definamos o morfismo f = B o ;;2 + 
i o i' o ÍÍl : om e on - :Fz. o diagrama acima à direita é comutativo e com linhas e colunas exatas. 
Pelo Lema 1.2.3 (da serpente), f é um epimorfismo implicando que :F2 é do tipo localmente finito. 

i 
:F2 :F3 o o :F, ' :F, 

p 
~ o ~ ~ ~ ~ .1"3 ~ 

rrl li 
+ 

fi rr; 

~ Ok ph 
:F3 o= Ok :F3 ~ 

Seja TL: CJk -o. F 2 um morfismo (restringindo os feixes e os morfismos para um aberto). Sendo :F3 
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coerente, existe (de novo, restringindo os feixes e os morfismos) um morfismo j om .........;. ()k tal que 
o diagrama acima à esquerda tem as linhas exatas. Logo, podemos encontrar um (único) morfismo 
f om __.,. F 1 tal que o diagrama acima à direita é comutativo (e com linhas exatas). Sendo F 1 c_o­
erente. encontramos (restringindo para um aberto) um morfismo h : ot -+ om tal que, no diagrama 

o --• F1 
~ 

fi 

om 
1' 

comutativo à esquerda. a primeira coluna é exata. 
:F3 _____,. O Agora. por uma caça do diagrama: podemos mostrar 

li 
que Im(hj) = Kenc C 

Corolário 1. Seja a : F - Ç um morfismo 
entre feixes coerentes de O-módulos. Então os feixes 
Ker a-~ Im cr e Co o: são coerentes. 

(2) Seja F um feixe coerente de O-módulos e se­
jam sl' 52 c :F subfeixes do tipo localmente finito. 
Então 5 1 n S 2 é um feixe do tipo localmente finito. 

(3) Seja O um feixe coerente de anéis (isto é. O é coerente como feixe de O-módulos) e sejam 
:J1 • :J2 ~O feixes de ideais (isto é, subfeixes do O-módulo O) do tipo localmente finito. Então o feixe 
de ideais (:!1 : :J,), onde, para todo aberto U C X, façamos (:!1 : :J2 !(U) = {a E O(U) : ap(:J2 )p c 

para todo p E U}, é do tipo localmente finito. 

h! 
i 

o' 

Demonstração. (1) A imagem de um feixe do tipo localmente finito é do tipo localmente finito. 
Logo 1 pela Observação 3. Imo: é coerente. Sendo as seqüências O - Ker a ___. :F - Im a ---:. O e 
O -+ Im a - Q - Co o: .........;. O exatas: pelo Teorema 1: Ker n e Co a são coerentes. 

(2) Pela Observação 3, s, e Sz são coerentes. Pelo Teorema 1. os feixes F/51• FjS2 e (F/SI) e 
(F/52 ) são coerentes. O morfismo a F - (FjS1 ) e (F/52 ). levando a s ~ (p1s,p2 s). onde 
Pi : F - F I si é o epimorfismo canônicol tem o núcleo Ker o = sl n s2. 

(3) É fácil verificar que (:!1 : :!2) é realmente um feixe de ideais. Diminuindo X a um subconjunto 
aberto, podemos supor que :!2 é gerado por um número finito de seções globais g1 •... ,g1 E :J2(X). É 

I 

claro que. neste caso, (:!1 : :!2) = n (:J, : Ogi)· Por (2). é suficiente supor que :!2 = Og. Diminuindo 
i=l 

X a um subconjunto aberto, podemos também supor que :J1 = O f' -c- . ·. +O r- 1 Consideremos 
o morfismo (!1 , ... , fn-l, -g) : on - O. Sendo O coerente, obtemos (restringindo os feixes e os 
morfismos a um conjunto aberto apropriado) uma seqüência exata om __., on __., (), onde o mor-

fismo 0"' _, on é dado pela matriz (ai ..... a;n) com aj E O( X). Vamos demonstrar que ay .... , a;;, 

são geradores de (:!1 : Og). Temos (;1 , .... ".~n-l. -g) (ai a;,) = O Portanto ajg = a}f1 + 
a. a" 

.. · + a'_:- 1 r-' implicando que aj E (:!1 : Og)(X). Seja a E (:!1 Og)(U), onde U C X é um 

aberto. Por definição, para todo p E U, ex(·ist=~)germes x~, .... x~-l E Optais que apgp = x~f; + 

· + x~-l f{:- 1 , isto é, (fi .... , f;~-l, -gp) , = O. Sendo a seqüência o;· __., O~ ...... Op exata, 

ap 

para algum germe ( y~) E O;'. Isto significa que aP = y~(a))p+ 

· · · + Y;'(a;;,)p C 
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COHOMOLOGIAS COM COEFICIENTES EM FEIXES 

Neste capítulo os feixes são feixes de O-módulos, onde O é um feixe de anéis. Estudaremos aqui 
como a expressão :F( X), onde F é um feixe sobre um espaco t:.opológico X, depende de :F. Enfatisando 
este aspecto. denotamos r(X.F) = F(X), ou simplesmente rF = F(X). quando o espaço X é fixo. 
O capítulo é dedicado aos métodos de cálculo de funtores derivados à esquerda de r( X. chamados 
cohomologias com coeficientes em feixes. A grosso modo, temos somente dois métodos: (1) através de 
uma resolução acíclica (aqui há várias possibilidades) (2) o método de Cech. 

3.1. Resolução Canônica e Resoluções Flácldas 

Seja O__,. :F---+ Ç--~> H- O uma seqüência exata curta de feixes sobre X. Aplicando o funtor f(X,-) 
(note que ele é aditivo), obtemos a seqüência exata O~ F( X) ~ Ç(X) ~ 1í(X), uma vez que F é o 
núcleo da seta Ç--+ 1i. Assim: o funtor r(X,-) é exato à esquerda. No entanto, não podemos garantir 
a exatidão à direita, como mostra o 

Exemplo 1. Consideremos a variedade complexa ]\!f = C \ {0}. Seja 21TiZ o feixe de funções 

localmente constantes que assumem valores múltiplos inteiros de 2íii. É fácil ver que 2íii.Z é o núcleo 
do morfismo exp : OM ~ 0)\1 definido no Exemplo 2.1.3. e, portanto. a seqüência O ~ 21TiZ ~ 
OM .::'.", 0)\1 ~ O é (localmente) exata. l'\o entanto, pelo mesmo Exemplo 2.1.3, o homomorfismo 
expM : O,~r(1'v1) ~ OX1(lvf) não é epi. Portanto. vemos que, neste caso, o funtor r(NI. não é exato à 
direita. 

Os funtores derivados à direita são as ";ferramentas'' que avaliam e "·corrigem'', a inexatidão à direita 
do funtor r(X,- ). Basta provar que todo feixe é um subfeixe de um feixe injetivo ... Mas, para o 
cálculo, melhor ter algo mais definitivo do que uma resolução injetiva arbitrariamente escolhida .. 

Seja X um espaço topológico e seja ~t : :F-+ X um feixe sobre ~\. Para todo aberto U C )( temos 
F(U) = { s : U ~ F I s é contínua e "os = lu}. Consideremos agora A ° F(U) = { s : U ~ F i r: os = 
lu}, ou seja, retiremos a condição de continuidade. É fácil ver que A°F define um feixe de conjuntos 
sobre)( cujas restrições são as restrições ordinárias de aplicações, uma vez que a descontinuidade, sendo 
vista como uma propriedade local, atende aos axiomas de localização e de globalização. É fácil observar 
que A°F é um feixe de O-módulos: por exemplo, definamos (a-s)(p) = aps(p) para quaisquer a E O(U) 
e sEA°F(U). 

Sendo F um feixe de O-módulos, toda fibra Fp é um Op-módulo implicando que Fp # 0. Assim, 
podemos estender qualquer seção s E A°F(U) a uma seção global s' E A°F(X), escolhendo como 
imagem s'(p), para os pontos p E X\ U, um germe qualquer na fibra Fp-

Definição 1. Seja :F um feixe sobre um espaço topológico X. Dizemos que :F é flácido se, para todo 
aberto U c X e para toda seção s E F(U), existe uma seção global t E F( X) tal que t!u = s. O feixe 
A ° F é flácido. É fácil ver que, para todo aberto U c X, a restrição de qualquer feixe F flácido 
sobre X é um feixe flácido sobre U. 
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Lema 1. Seja O -+ :F ~ Ç ~ H --+ O uma seqüência exata de feixes com F flácido. Então a 

seqüência o -+ r F ~ rç r11 -+ o é exata. 

Demonstração. Já temos a exatidão em O--+ F(X) ~ H(X). Resta apenas mostrar que 

Ç()() 11()<) é epL Seja h E H(X). Consideremos o conjunto de todos os pares .g), onde U C X 
é aberto e g E Ç(G~) satisfaz a igualdade 3r_-g = h:c·. Este conjum.o não é vazio. pois, pela exatidão 
da seqüência de feixes e pela Observação 2.1.4, localmente podemos levantar a seção h. Estabelecemos 
neste conjunto uma relação de ordem definida por ([/-,g) :::; (í-'~'-l) ~ U C U 1 e g = g' Vamos 
mostrar que toda cadeia neste conjunto possui uma cota superior. Seja {(U.;,g1 ) i E I} uma cadeia 
de elementos pela ordem já estabelecida. Claramente, U' = U [Ji é aberto de X. É fácil ver que 

iEI 

9i = 9J i u,:;CJ para todos i, j E I. Pelo axioma de globalização. existe uma seção g' E :F([J') tal 
que g' = 9i para todo i E I. Para esta g', temos .3u,g' = hk;;, pois isto é válido localmente (sobre os 
abertos Ui's), portanto, (U',g') é uma cota superior da cadeia. Assim. pelo Lema de Zorn, existe um 
elemento (U,g) maximal tal que g E :F(U) é uma seção com 3vg = hiv. SeU= X, a demonstração 
está completa. Suponhamos que U Ç X e tomemos um p E X\ U. Pela exatidão da seqüência de 
feixes e pela Observação 2.1.4. podemos le\-·antar h numa vizinhança aberta \f de p, isto é, existem um 
aberto \f c ~X e uma seção g' E tais quepE 1/ e 3v·g' = Vamos usar a flacidez de :F para 
;;corrigir'' a seção g', de forma a fazê-la compatível com g. tornando possfvel a colagem destas seções. 

Sendo 8r._·g = hiu e .Svg' =h v, temos g;c~r;\/~g' E Ker Bt:nv. Sabemos a exatidão da seqüência 

O - :F(U n V) u~ Ç(U n V) H(U rc V) em Ç(U n V). Logo, existe uma seção f E :F(U ~. 
tal que o:unv f = glvnv- g'iunV· Pela flacidez de F, existe uma seção global r E :F( X) tal que 
f'!unv =f. Façamos g" = g' + o:vf'lv E Ç(V). Observemos que (o:vf'iv)iunv = O:t:r:vf'lrJrV = 
ar.r::vf = giunv- g']unv e que 3·v·g" = hiv. Temos então g":c-;F = g'!unv + (ovf'!v)L·,...iv = 
g']unF + giunv ~ g'!c"v = g!c-,-,\l, ou seja. gn e g são compatíveis. Agora. ';colando': g e g": obtemos 
uma seção ij E Ç(U U V) tal que !3u~vij = h'uwv, contradizendo a maximalidade de (U,g) C 

Lema 2. Seja O ~ :F --"-+ Ç _3_. H - O uma seqüência exata de feixes com :F e Ç flácidos. Então H 
é flácido. 

Demonstração. Seja U C X um aberto em X e seja h E H(U). Sendo :F flácido, a restrição :F[c- é 

fiácida. Portanto, pelo Lema 1, a seqüência O- :F(U) -"S Ç(U) ~ H(U) -O é exata. Logo, existe 
g E Ç(U) tal que .Bvg =h. Sendo Ç flácido, existe g' E Ç(X) tal que g'ic- = g. Agora Bxl E H(X) e 
(6xg')iv = 3vg']G· = 3vg =h=: 

Seja ç : :F - Ç um morfismo entre feixes. Para toda seção s E A0 :F(U), 
s: U- :F, definamos (A0p)L"s =ços E A 0Ç(U) (vide o diagrama à direita). Deste 
modo, obtemos um morfismo entre feixes A0 :.p: A0

:F-+ A 0 Ç. Uma verificação direta 
mostra que A 0 é um funtor aditivo, A 0 

: Shx -+ Shx. Toda seção contínua pode ser 
considerada como descontínua. Isto implica a inclusão :F(U) C A ° F(T./). Logo, ternos a inclusão de feixes 
F c A0:F que é uma transÍormacão natural. E: lshx-+ A0

. Denotemos X 1:F = CoE.r. Claramente, a 

seqüência O-+ F S A 0 :F-+ X1 :F........,. O é exata, X1 é um funtor aditivo e os epimorfismos A 0 :F- X1 F 
formam uma transformação natural. 

Observação 1. Seja X um espaço topológico, seja U c X um aberto e seja :F um feixe sobre .. Y. 
Então (A0 :FJ:G· = A

0
(:F!u). 

Proposição 1. Os funtores r A 0 . ~A. 0 e X 1 são exatos. 

Demonstração. Provemos que r A 0 é exato. Sendo r A 0 aditivo, ele preserva a semiexatidão. Seja 

:F~ ç ~ 1{ uma seqüência exata de feixes e sejas E A0 Ç(.Y) tal que (rA0 ;3)s =O. Isto significa 
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que s: X~ 9 e .3 os= O, ou seja, ,Sp(s(p)) =O para todo p E X. Pelo Lema 2.1.3, temos a exatidão 
nas fibras. Logo, existe um t(p) E Fp tal que s(p) = ap(t(p)). Assim, definimos uma seção descontínua 
t: X~ :F com a propriedades= a o t. isto é, s = (fA0a)t. 

Pelo Lema 2.1.3, para qualquer aberto U c X. o funtor jc.· é exato. Dai, o funtor fA 0 ic: é exato. 
Pela Observação L fA0 c = f;G·A0

. A exatidão deste funtor significa que, para toda seqüência exata 
• ,.,- 0: 3 .. ~ . o - A o (\T o - /\o !3r.; o I" -· • • ". 

de ferxes .r - Ç ~·H. a sequencia A :F(U) ~: A Ç(U) ~ A 'H\[;) e exata. Sendo rsto val!do 

para todo aberto U C ~Y. pela Observação 2.1.6, a seqüência A°F Aun /i.0 Ç ~ A0 7-{ é exata. Assim, 
A0 éexato. 0 9 

: 
s:; I 

--·0 
: 

Sy! 

Para provarmos que X 1 é exato, considere­
mos O ----+ F -+ Q -+ 1i -+ O, uma seqüência 
curta exata de feixes, e apliquemos o Lema 1.2.3 
(da serpente) ao diagrama à direita. De KerEy: 

O~ A 0 :F __ , A 0 Ç ~ A0 'H ~O 

= KerEg = KerEH =O segue que a seqüência O___,. Coe;:-.....-;. CoEg-;. CoEH-+ O é exata C 

Para todo :F E Shx. os funtores A 0 e X 1
, quando aplicados ao feixe F, geram a seqüência exata curta 

de feixes O -;. :F .....-;. A ° F -;. X1 F --~" O que é funtorial em F. Aplícando isto ao feixe X 1 F e denotando 
A1:F = e = X1X1F, obtemos a seqüência exata curta de feixes O-;, X 1 F __.;, A1F---:. 

-;, O que também é funtorial em F. Dessa maneira. para todo i 2: O, construímos a seqüência exata 
curta de feixes O __.;, Xl F- -" xi+l F___,. o que é funtorial em F, onde X0 = lsnx e: indutivamente. 

= A 0 Xi:F, xi+l:F = X 1Xi:F. Em particular, todo A' :F é flácido. Pela Observação 1.4.1. obtemos 
a seqüência exata longa 

d' --"-· 
,,_1 

2_, 

formada pelos feixes flácidos, chamada de resolução canônica do feixe :F e abreviada por O ~ :F ~ A: :F. 
Claramente, ela é funtorial em F. 

Corolário 1. Os funtores X', i 2: O, l\: e r/\: são exatos. 

Demonstração. Por indução sobre i :2.: O e pela Proposição 1, os funtores e Xz são exatos. Pela 
Proposição 1, o funtor rA0 é exato. Conseqüentemente, o funtor r Ai= fA0 Xi é exato o 

Definição 2. Seja :F E Shx. O O(X)-módulo H1(X,:F) = HifA-:F se chama i-ésima cohomologia 
de X com coeficientes no feixe :F. 

Lema 3. Seja :F E Shx flácido. Então H'(X, :F)= O para i> O. 

Demonstração. Pelo Lema 2, podemos provar indutivamente que toda seqüência O -+ X' F .........., 
A i F-" xi+l F.........., O é formada por feixes flácidos. Portanto, a seqüência o ___,. F ~ l1.: F é o ziguezague 

de seqüências exatas curtas de feixes flácidos. Sendo r um funtor, a seqüência o~ r .r rE_F f A· F é 
o ziguezague das seqüências O- rXiF--. rAi:F ___. rxi+l;: ___.O. Pelo Lema 1, toda esta seqüência é 

exata. Conseqüentemente, a seqüência O___,. r F rA·F é exata. Isto implica que Ht(X.F) =O para 
1: >o [J 

Teorema 1. R(X,-) é um 6-Íuntor universal comH0 (X,-) "'r(X,-). 

Demonstração. Seja E : O _,. F-;, Ç -" 'H .........., O uma seqüência exata de feixes. Pelo Corolário 1. 
a seqüência de complexos fi\: E: O~ LA: :F~ fi\:9 ~ LA:'H ~O é exata e (obviamente) funtorial 
em E. Pelo Teorema 1.3.1, R(X,-) é um 6-funtor. Pelo Lema 3. para i > O, H'( X,-) é apagador, 
pois, para qualquer feixe :F E Shx, temos o monomorflsmo EF :F ~ A 0 :F com />,0 :F flácido. Pelo 

Teorema 1.4.2. H· (X,-) é um 0-funtor universal. Sendo a seqüência O -;, :F A ° F A 1 F exata e 
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funtoríal em :F, a seqüência o - r .F 
H0 ::e r o 

rA0.F ~ rA 1.F é exata e funtoríal em .F. Isto implica que 

Definição 3. Um complexo de feixes O- R 0 - R 1 - R 2 -. munido de um morfismo .F- R 0 

é dito resolução de :F se a seqüência de feixes O --:- :F--). R 0 --). R 1 --). R 2 -;. . é exata. Denotamos 
O ---i :F- R:. Se todo R 1 for flácido, dizemos ter uma resolução fiácida de :F. Obviamente, a resolução 
canônica de F é uma resolução flácida de F. Uma resolução O--). F--:- A· de F é chamada acíclica se, 
para todos i 2::: O e j >O, tivermos H1 Ai =O. Pelo Lema 3. toda resolução flácida é acíclica. 

Observação 2. Seja O .F - A- uma resolução acíclica de F Então H' .F "' r A- para todo 
-í 2:: O. Realmente, podemos repet.ir os argumentos utilizados na demonstração da Observação L4.3. 17 

Provemos o fato por indução sobre i. Para i = O, é suficiente considerar a seqüência exata O ---i :F -;. 
A 0 - A 1 Ela induz a sequencia exata o - r .F - r A 0 

- r A 1 implicando que H0 .F "' r .F "' Hi r A-, 

pois, pelo Teorema 1, H° F:::::: fF. Sendo a sequência o --). F--:- A 0 ~ A1 ~ A 2 exata em A1 

obtemos duas sequencias exatas O --:- F - A 0 
---i F' ---+ O e O ........;. F' --). A 1 ---+ A2 ---+ ••• , onde 

p = Imd';,. = Kerd~.- Pela hipótese de indução, Hi-l P ::e H'rA-. Tendo em mente que A 0 é 
acíclico, a seqüência longa exata para O _,. :F ........;. A 0 __, :F' ---+ O implica isomorfismos Hj-l F' ::::::: F. 
para j > 1, e a seqüência exata O __, H° F ---+ H0 A0 __, H0 :F1 

__, H 1 :F _, O. Se i > L utilizamos os 
isomorfismos. Para i= 1, da última seqüência exata: concluímos que H1 F:::: Co (A0 (X) __, F'(X)). 
A exatidão da seqüência O---. F'__,. A 1 --). A 2 implica que a seqüência O---+ :F1(X)--:- A1 --:- A 2 (X) 
é exata, isto é, :F'(~Y) = Ker (A1 (X)--:- A 2 (X)). Resta observar que o morfismo A 0 (X)---+ A 1(X) é a 

composição dos morfismos A0 (X) - .F'(X) e P(X) - A1 (X) e concluir que H1 r A ::e Ker (A1 (X) ~ 

A2 (X)) I Im (A0 (X)- A 1(X)) ::e P(X) I Im (A0(X)- P(X)) ::e Co (A0(X)- P(X)) ::e H1 .F O 

Lema 4 (Mayer-Vietoris). Seja .F um feixe sobre um espaço topológico X e sejam U, V C X abertos 
tais que X= U u V~ então temos a seqüência exata longa 

O- H0 (X • .F) - H0 (U..Fjr;) e H0 (V, .Fjv) - H0 (U n V, .Fiunv) - H1 (X..F) - . 

- · · - Hi(U, .Fiu) e H'(V,.Fiv) - Hi(U n 1f..Fiunv) - H'+l(X, .F)- ... 

Demonstração. Claramente, a restrição de seções globais para um aberto U c X, ]u : fF = 

.F(X)- .F(U) = r(.Fjc-) é uma transformação natural lu: r- r!i; (o último símbolo lu é o funtor 
de ••restrição de feixe"). Portanto, obtemos uma transformação natural para complexos fA:--:- f!uA·. 
Observemos que estas transformações naturais induzem a seqüência curta exata para complexos 

O--). fA: __::__. r1v- 1 ~A.: er:u2 A· ~ fiF1nu2 A·---+ O, 

onde a é induzido por ir:, e lu, utilizando a propriedade do produto e 8 é induzido por ]u,nu, e -ic-,nu, 
utilizando a propriedade do coproduto. Realmente, para .F E Shx e i 2: O, a exatidão àa seqüência 

O- Ai.F(X) 

onde ;rka~s = s)uk. ,B}jlsl = s1IL\nU2 e B}hs2 = -szb:.;1 nF2 paras E F(X) e sk E :F(Uk), k = 1, 2. 
é uma conseqüência imediata dos axiomas de feixe. Assim obtemos uma seqüência longa exata parecida 
à mencionada no Lema 4. mas com os funtores H· riu A: no lugar dos funtores H·rA·k:, onde U = U1 

ou U = U2 ou U = [\ n Uz. Portanto, basta provar que. para todo aberto U c X, os funtores [c; A: e 
A.: iu são isomorfos. 

Sendo X0 = lshx, obtemos o isomorfismo natural 12Z· = 1 ic· : u X0 
- X0 I c-. Pela Observação l, temos 

o isomorfismo natural t1Z· : lu A 0 
__,. A 0 k,·. Indutivamente, pela hipótese de indução, existem isomor-

17 ~a verdade. podemos diretamente aplicar a Observação 1.4.3, pois não é difícil demonstrar que todo feixe é um 
subfeixe de um feixe injetivo (vide. por exemplo, [H, Chapter IIL Proposition 2.2;). 
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fismos naturais 7.3{: · 

o 

o~ 

--·0 
os diagramas à direita são comutativos. A se­

qüência exata o........;. Xn ~ An .-....;. xn..:..l .......-+ O, 
onde An = A0 Xn e = X 1Xn. induz 

X
n iusx·--, 

a seqüência exata O .-....;. c:- -· 
--+ O. Sabemos que a seqüência O .......,. 

xn:u A71 !u- !c__, O é exa-
~o 

ta. Compondo os isomorfismos naturais 
Vi:-XT' AÜ' xn AÜxn· f 

............... ~""J.. ! L: ~'"i - ! c~ a-
~on (A o n. \(.·)Ü xn·, Ch 

O xn..:..l, Z€IDOS v c = \-"l- QF j\VL- 1 - · egamos 
o ~ Xnk: A xniL· --- :C ____,. o ao diagrama comutativo à direita. onde 

gz.+l é induzido (o único que faz o diagrama comutativo). Finalmente, vemos que os ziguezagues que 
formam i c A· e A' i L·, respetivamente, são naturalmente isomorfos C 

Definição 4. Seja F um feixe sobre X e seja Y C X. Definimos o suporte de F SuppF = {p E X 
f:. O}. Se SuppF C Y, dizemos que F está concentrado em y·_ 

Lema 5. Seja Z C X fechado e seja F E Shx um feixe concentrado em Z. Então. para todo i _2: O, 
temos um isomorfismo (X: F):::: Hi(z,F;z) natural em feixes concentrados em Z. 

Demonstração. Façamos aberto U = X\ Z. Seja SuppF C Z. Então, Fp = O para todo 
p EU, Daí, A°F(U) =O. Isto implica que (.>,°F)p =O para todo p E U. A exatidão da seqüência 

O_, F~ A ° F~ X 1 F~ O implica que (X1 F)v =O para todo p E U. Agindo deste modo, concluímos 
que todos os feixes Xi:F's e Ai:F's são concentrados em Z. 

Seja Ç um feixe concentrado em Z, seja V C Z um aberto em Z e seja s E Ç(V) = (Çjz)(V), 
s : V --+ Ç. Sabemos que 8 é localmente induzida. isto é, existem abertos Ui C X, i E I. e seções 
si E Ç(U,) tais que V C U U, e slvnc, = s'!vnu, para todo i E I. Sendo ÇP =O para todo p F/c Z, 

i E! 

os si's são compatíveis: para todo p E Ui n UJ, temos s~ = s(p) = 8~ se p E Z e s~ = 8~ =O se p tt. Z. 
Portanto, existem um W C X aberto e s' E Ç(W) tais que V C VV e s = s'iv. 

Aplicando isto para Ç = A°F, deduzimos que toda seção local do feixe (A°F)Iz. sendo induzida por 
uma seção de A ° F sobre um aberto, isto é, por uma seção descontínua de F sobre este aberto, é. de 
fato, a mesma coisa que uma seção descontínua de Fiz. Em outras palavras, obtemos um isomorfismo 
(A.°F)!z:::::: A0 (Fiz) natural em F concentrado em Z. 

De modo análogo ao usado na demonstração do Lema 4, para todo F concentrado em Z, obtemos 
(A'F)Iz "'A·(Fiz). Resta observar que, para todo Ç concentrado em Z, temos Ç(X) = Ç(Z) (isto é, 
f::::::fiz)D 

3.2. Resoluções Finas e Macias 

Iniciamos esta seção recordando definições e resultados topológicos. 

Definição L Seja X um espaço topológico. Uma família 2l = {.4, i i E I} de subconjuntos de 
X chama-se localmente finita se, para todo p E U A.i. existe uma vizinhança aberta VP de p tal que 

iEJ 
\lp n Ai = 0 quase sempre, isto é: 11; n Ai #- 0 apenas para uma quantidade finita de índices í E I. 

Denotemos por A o fecho de A :::: X. 
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Proposição 1. Seja !2l = {A.; i E J} uma família localmente finita de subconjuntos de um espaço 
topológico X e seja Y C U A.; tal que Y n é fechado para todo i E J. Então Y é fechado. Em 

particular, U 
i E! 

=UA 
iEl 

iEI 

Demonstração. Primeiramente. demonstramos que U = U Ai. A inclusão U Ai C U Ai é 
iEJ iEl iEl iEl 

imediata. Seja p EUA e seja c ~X uma ·vizinhança aberta de p tal que l/~ '"" = 0 quase 
iEJ 

sempre. Sejam todos os :s que têm a interseção não-vazia com V~. Provemos que 

p E Ai1 U · · · u· Ai~, = 0- · -u7L"'. Seja U uma vizinhança aberta de p. Sendo p E U Ai e sendo ú-::v~ 
iE.l . 

uma vizinhança aberta de p, obtemos U 'i VP n ( U A.;) f 0. Conseqüentemente, U r-: VP nA;, f 0 para 
~,E_] 

algum 1 S j :::; n. Isto implica que U n (Ai 1 U · · · U Ai") # 0. Logo. concluímos quepE Ai, u · · 0 A,,.. 
Agora, consideremos o caso geral. Seja p E Y e sejam, como acima, Ai 1 ••••• Ai" todos os s 

que têm a interseção não-vazia com ·v;, uma vizinhança aberta de p. Sendo v; aberto, v; n = 0 
implica ;~ = 0. Portanto, fL. são todos os JL~s que têm a interseção não-vazia com \/~:o· 

Provemos que p E Y n (Ai 1 U · · · 0 Ai,,). Seja U uma vizinhança aberta de p. Sendo p E Y e sendo 
U n uma vizinhança aberta de p, obtemos U n VP n Y f 0. Temos Y c U A; = U Dai. 

iEI iEI 

0 f Unv~nY = UnYn VPn ( U ::q = UnYnVPn (A;, L·· ·UAi . .) c U:'Yn (A;, U· · 
iEI 

). Assim 

=-=-~-

concluímos que p E Y n (A;, L · · · U A.,J = (Y n A;, ) U · · · U (Y n A.;J = Y n A.;, U · · · LY n A.;" c Y [J 

Definição 2. Sejam i1 = {U; i, i E I} e Ql ={V; \ j E J} duas coberturas de X. Dizemos que i1 
é um refinamento de W, e denotamos i1-< ')], se, para todo i E I. existe j E J t.al que Ui c Vj. Seja 
X um espaço topológico de Hausdorff. Dizemos que X é paracompacto se toda cobertura aberta de X 
admite um refinamento que é uma cobertura aberta localmente finita. 

Proposição 2. Se X é paracompacto, então X é regular. 

Demonstração. Seja Z C X um subconjunto fechado em X e sejap E X\.Z. Precisamos demonstrar 
que podemos "separar" Z e p por abertos disjuntos. Sendo X de Hausdorff, para todo z E Z, existe 
uma vizinhança aberta Vz de z, z E Vz c X, tal que p ft V.::-· Consideremos a cobertura aberta 
Ql = {V~ \ z E Z} U {X\ Z} de X. Sendo X paracompacto, existe uma cobertura aberta localmente 
finita i1 = {U; i i E I} de X que é refinamento de Ql, i1 -< Ql. Se Z n U; f 0. então U; c Vz 
para algum z E Z. Sendo a família 2t = {Ui Z r""'; Ui i 0} localmente finita, pela Proposição l, 

U U; = U i C U Vz ;f p. Por outro lado, Z C U = U U;, pois ll é uma cobertura 
ZnU,#Z ZnUi#'Z zE.Z ZnU,c;:i:Z 

de X. Obtemos dois abertos disjuntos desejados U e V= X\ U (note que V ;f p impíica quepE V) [J 

Definição 3. Seja F um feixe sobre um espaço topológico X. Seja e : :F-;. F um endomorfismo de 
:F. Definamos Supp e= {p E X ! ep f 0}, o suporte de e. Dizemos que :F é um feixe fino se, para toda 
cobertura aberta localmente finita i1 ={Ui I i E J} de)(, existem endomorfismos ei ::F-;. :F. i E I. 
tais que Suppei CU; para todo i E I e .Z::: ei = lJ'. 

i E! 

A princípio. a somatória L ei poderia não estar bem definida, uma vez que: em geraL o conjunto 
iEl 

indexador I dela é infinito. l'\o entanto. sendo ll uma cobertura localmente finita, podemos defini-la 
como segue. Seja \/ c X um aberto tal que V n Ui = 0. Então, sendo Supp e i c Ui, temos e'~ = O para 
todo p E 1/ e. portanto. eiiv =O. Suponhamos que V n [Ji = 0 quase sempre. ~este caso, a expressão 
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( I: e i) I = I: 
iEl IV >EI, 

VnU,,t:2 

ei!v E 7-iomo(F:F)(V) faz pleno sentido, pois o conjunto {i E I V n Ui~ 0} é 

finito. Sendo ll uma cobertura localmente finita. existe uma cobertura aberta QJ = {Vj j E J} de-X 
tal que, para todo j E J, temos (;Ui= 0 quase sempre. Recordando que 1-íomo(:F~:F) é um feixe, 

precisamos apenas verificar que as seções {L eí) , j E J. são compatíveis. Isto é fácil. 
\ IEl ! 

Definição 4. Um feixe F sobre um espaço topológico X é dito macio se, para todo fechado Z C X 
e para toda seção sE F(Z), existe urna seção global s' E tal que S

1 :z = s. 

Lema 1. Seja X um espaço paracompacto e seja F um feixe sobre~!(. Se F é fino, então F é macio. 

Demonstração. Seja Z C X um fechado em X e seja s E :F(Z). Sabemos que s é localmente 
induzida. isto é, existem abertos Ui c X, í E F, e seções si E :F(Ui) tais que Z C U Ui e siznu, = 

iEJ 

silz:~u, para todo i E J'. Tomemos o aberto Uo = X\ Z e a seção é = O E :F(Uo). Então) para 
I= {O} UI', obtemos ll = {Ui i i E I} = {Uo} L {Ui i i E I'}. uma cobertura aberta de X. Assim, 
para todo i E I: temos si E F(Ui): e: para todo p E z n ui~ temos s~ = Sp· Pela hipótese de X 
ser paracompacto: podemos considerar a cobertura il localmente finita (pois senão, basta tomarmos 
um refinamento localmente finito e não perdemos as condições acima). Pela hipótese, F é fino. Logo, 
existem endomorfismos ei :F ---r F: i E I, tais que Supp ei c U1. para todo i E I e L e i = Façamos 

iEJ 

abertos í1/i = X \ Supp e i, i E I. Temos X = U li/i e, para todo p E temos e~ = O. 

Toda seção e!:, si E F(Ui) pode ser estendida por O a uma seção globaL Com efeito, X = Ui U ~-Vi, e 
as seções e~_, si E :F(Ui) e O E F(W~i) são compatíveis, pois, para todo p E Ui n YVi, temos (et,si)P = 
ei si =O. Assim. obtemos uma seção global ti E F(XJ' tal que ti lu. =e;, s' e ti!w =O. p p ' . v, ' ' 

Sendo ll localmente finita, pelos argumentos semelhantes aos utilizados na Definição 3, faz sentido 
tomarmos t = I: ti E F( X). Além disso, para todo p E X, o conjunto Ip ={i E I j p EU,} é finito. 

iEl 

Se i~ Ip, então p E Wi. l'i'este caso, t~ =O e e~= O. pois tilw, =O e Wi n Suppei = 0. Se i E Ip, 
então t~ = (tilu,)p = (eh,si)p = e~s~. Daí, para qualquer p E Z, temos 

tp = L t~ = L t~ = .L e~s~ rE~Ui _L e~sP = ( L e~) Sp = ( L e~) Sp = l_rp Sp = sp~ 
tE! iElp ~Elp ~Elp iElp 1.EI 

pois, para p E Z e i E Ip. temos p E Z nU;, o que implica s~ = Sp C 

Lema 2. Seja X um espaço paracompacto e seja O - :F ~ Ç H - O uma seqüência exata de 

feixes sobre X com :F macio. Então a seqüência o ~ r F rç 2 fH - O é exata. 

Demonstração. Já temos a exatidão em O - F( X) Ç(X) H( X). Resta apenas mostrar 

que Ç(X) 7-i(X) é epi. Seja h E 7-i(X). Pela Observação 2.1.4, podemos localmente levantar h. 
Assim, obtemos uma cobertura aberta 'W = {Wk i k E K} de X e seções sk E Ç(Wk), k E K, tais que 
(3 o sk = hh-vk para todo k E K. 

Seja p E X. Então. para algum k(p) E K, temos p E Wk(p)· Sendo X paracompacto, pela Proposi­

ção 2, X é regular. Logo: existe um aberto VP tal que p E ~v e V r c liVk(p) (basta tomarmos V~ o 

aberto que '·separa" p do fechado X\ Wk(p))· Definamos tP = sk(p) , E Ç(Vp). Assim obtemos uma 

cobertura aberta 'V= {Vp i p E X} de X e seções tP E Ç(Vp), p E X. tais que .B o tP = h!v para todo 
p 

pE X. 
Por X ser paracompacto, existe uma cobertura aberta localmente finita ll = {U; i i E I} de X tal 

que il-< QJ. Isto significa que, para todo i E I, existe um p(-i) E .X tal que Ui c Vp(i)· Sendo Ui c Vp(i)' 
façamos gi = tPCi) !v, E ç(fJi) e obtemos !3 o gi =h ir,. 
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SejaS C I. Façamos Zs = U U,. Pela Proposição 1, todo Zs é fechado. Seja g : Zs ~ Ç uma 
iES 

aplicação cujas restrições giv, : Ui .........;. Ç são contínuas para todo i E S. Então g é contínua: se T c Q 
é um fechado, então, sendo glr_ contínua, rr (T) é fechado para todo i E S, implicando, pela 
Proposição 1, que g- 1 (T) é fech~do. 

Agora, podemos aplicar as idéias utilizadas na demonstração do Lema 3.1.1. Consideremos o conjunto 
de todos os pares (Zs, g), onde S C I e g E Ç(Zs) é tal que .3 o g = hizs. Este conjunto claramente 
não é vazio. Definamos nele a relação de ordem: (Zs,g):::; (Zs~,g') {:::=:;::} S C 5' e g = g',Zs· Para 
toda cadeia (Zs),gj): j E I por esta relação de ordem. temos uma cota superior s":g). onde g, 

obtida pela colagem de todas as 9t's (elas são compatíveis), é contínua pela observação acima. Portanto, 
pelo lema de Zorn, existe um elemento (Zs, g) maximal, com Zs C X fechado e g E Ç(Zs) tal que 
.3 o g = hizs. Se Zs =X, a demonstração está completa. Suponhamos que Zs Ç X. Neste caso. existe 
um i r{c S. Temos g' E ç(ü'i) tal que S o g' = Vamos estender g para Zsu{:)· 

~ .,A • , 
3 ·z3 rYJ, , 

Pelo Lema 2.1.3, a sequencra O _, :F.z ~" Ç: 2 ~" ~ 7-!.: 2 ~-c· _,O é exata. Logo, 
$'IV< ' $' •V 1 ' $1 • 1 

a seqüência O - F(Zs 'l Ui) Ç(Zs "'Vi) ~ 'H(Zs :'i Ui) é exata. Portanto, para alguma seção 
f E :F(Zs temos o. o f= 9!zsnV, -g-t!zsnl:,. Sendo :F macio, existe uma seção global ji E F(~J() tal 

que =f. Fazendo 91 = gi....;_aof1!r: E Q(Ü podemos verificar que g e g' são compatíveis. Da 
~esrna man~ira como na demonstração do Lema 3.1.1. obtemos uma contradição com a ma..-ximalidade 
de (Zs. g) O 

Lema 3, Seja X um espaço paracompacto e seja O _, F -"... Ç 
feixes sobre X. Se :F e Ç são macios, então H é macio. 

'H - O uma seqüência exata de 

Demonstração. Seja Z C X um fechado e seja h E 7-!.(Z). Pelo Lema 2.1.3, a seqüência O _, 

Fiz~ Q!z /3z. 1-ílz-;. O é exata. Sendo F maciol Fiz é macio. Portanto, pelo Lema 2, a seqüência 

O_, F(Z) ~ Ç(Z) ~ 7-!.(Z) ~O é exata. Logo, existe g E Ç(Z) tal que .3 o g =h. Como Ç é macio, 
existe g' E Ç(X) tal que g'íz = g. Resta fazer h' = .3 o g' E 7-!.(X) e concluir que h'iz =h [J 

Teorema 1. Seja X um espaço paracompacto. Então todo feixe macio sobre X é acíclico. 

Demonstração. Obviamente, para todo Ç E Shx, o feixe A 0 Ç é macio. O resto segue de forma 
análoga a demonstração do Lema 3.1.3, utilizando os Lemas 2 e 3 no lugar dos Lemas 3.1.1 e 3.1.2 O 

3.3, Método de Cech 

Seja I um conjunto totalmente ordenado. Seja n :2: -1. Definamos o conjunto L. n I de simplexos 
formais de dimensão n como sendo .6n1 = {cr = ioil···in I io.il,··· .in E J,io < í1 <···<in}- Para 
n = -1, temos L. ~lI= {0}. Para n 2 O e para todo O :S: j :S: n, temos aplicação f' : Ln I_, Ln~l I 
chamada face j-ésima e definida pela regra f: io ... ÍJ-lÍjÍJ..;..l···in,......., io ... ij-lij..:;..l···Ín 1 ou seja. 
<J • . . - S O ,o,. \ p A ni d I , 
1 : to ... Zn ,_, zo ... ZJ ••• l.n- e n = , temos J \.Zo; = !Z. ara O' E~ , enotemos por 1cr: = n sua 

dimensão. Claramente, IP"' -'-1 = Í"i para todo O :S: j :S: IO"I. É fácil verificar que, para k 2 j, vale 
fkp =ffk+I 

Seja X um espaço topológico e seja ll = {Ui i i E I} uma família de subconjuntos de X indexada 
por I. Para todo"= io ... in E L.nl, façamos Uc = U,, n ··· "lUi-· Se n= -L U0 =X. 

Seja F um feixe sobre X, seja n :2: O e seja U c X um aberto. Definamos cn(X.il,.F)(U) 
I1 F(UanU) ou cn(il,.F)(U)= I1 F(UanU),seXeiforemfixos. Emparticular.c- 1(il.F)(U) 

<7EL:l."/ iO"i=n 
= F(U). Observemos que cn(il, F)(U) possui uma estrutura de CJ(U)-módulo: todo F(U0 "lU) é um 
CJ(Ua n U)-módulo e, portanto, é um CJ(U)-módulo. Qualquer elemento s E cn(il, .F)(U) tem as 
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componentes s(o-) = s(io ... in) E :F(Ucrn L')= :F(Uio '! ·--nUi, nU), onde a =io ... in E L::.nJ. Para 
um s E Cn(ll, F)(U) dado, vamos utilizar a seguinte notação. Sejam io, ... , in E I quaisquer. Definamos 
s(io.. =O se entre os índices io .... , in se encontram dois (ou mais) iguais. Caso contrário. existe 
uma permutação r de símbolos O .... , n tal que < < I\ este caso, façamos 
(-lf's(i,.(o)... ). 

Sejam V c li c X abertos. Então: para todo o- E t::::.nl. temos a restrição : F(Uu n 
F(Ucr n Essas restrições induzem a restrição :v: cn(iLF) --" Cn(iLF)(1l), fazendo cn(iLF) 
um pré-feixe de O-módulos. É facil verificar que cn (ll. é um feixe. Obviamente. cn F) é um 
funtor aditivo em F. Por exemplo. c- 1 (i.LF) =F. 

Seja n 2: -1. Definamos uma transformação nat.ural d~ 1 cn(ll:F) --" cn+ 1 (ll1 .1} Sejas E 
cn(ll, F)(U), onde U c X é aberto. Então. para todo a= i 0 ... in...,.. 1 E f::/<+ 1 I, façamos 

n...;...l n-'-1 

(dli,Fr:s)(cr) = 2) -1)' s(f'a) = 2) -1)' s(ío ... ij · · · Ín+J) kn ... nu. 
j=O j=O 

(A verificação que esta é uma transformação natural é imediata.) Provemos que d~1dil.F =O. Seja 

sE cn(iLF)(U). onde U C X é aberto, e seja a E t:,n+ 2 . Utilizando que. para k 2: j vale fkf = ftk+l_ 
temos 

'dn+l d" ) \ .u . .r.u u . .r.c 8 = 'f(-ll'('I:H)ks(ikf'cr)lr;, ,., 0 )1u "é= 
j=O k=O .- .-, ,.. 

L (-l)J+ks((f'vllc,nr; + L (-1)J+ks(fkf'crJic-"nü = 
OS_k<j::;Sn-i-2 OS_j:::Sk:::Sn--:-1 

= "\' ( 1)J+ks(fkd~•l . "\' (-1)'+ks(dfk+l~)'i•'.n•· =O. L., . - I v}\[; a nU -r L., I v v .• v 
OS:k<jS:n~2 OS:j:SkS:n+l 

Lema 1. Seja F um feixe sobre X e seja l.J = {U1 z E I} uma cobertura aberta de X. Emão 
d- 1 d0 dL,;:-

a seqüência O -; F ~ C0 (l.J,F) ~ C 1 (l.J,F) ~ (chamada de resolução Cech de F pela 
cobertura ll) é exata. 

Demonstração. Basta mostrar que o complexo c·(u, F)lc, é exato para todo i E J. Fixemos um 
i E I e encontramos uma homotopia hi tal que lc·OJ.F)iv '''h, O. Pelo Lema 1.3.3, isto implicará 

H' ( C'(U,FJir:J =O. , 

Seja U c U1 um aberto. Definamos h~r; cn(l.J.F)(U) _, cn- 1 (l.J.F)(U). Sejas E C"(U.F)(U). 
Utilizando a convenção acima1 para O' = io ... in-1 E L'1 n-lJ, definamos 

) = s(io-) 

(observemos que Uio n · · · n Uin~J nU = Ui n Uio n · · · n Ui,~l nU, pois U c Ui)- É fácil verificar 
que hj': cn(ll,F)\u,.........;. cn- 1 (.U,F))u, realmente é um morfismo de feixes sobre Ui. Agora calculemos 

h~+ 1 dll 1 + d~j:h7. Seja U C Ui aberto, sejas E Cn(ll,F)(U) e seja a= zo .. . in E !in]_ Então, 
supondo que io < · · · < ik < i < Ík-7-1 < · · · < in, temos 

n-1 

( ( hZíJ
1
d} FU ..,.. d~Jc·h~u )s) (a) = (d}.F.r:s )( ícr) + L ( -1 F (h~r;s) (f' a) I c·~nc- = 

j=O 

n~l n 

=L( -1)1 ( -1)k.;.l s(f'io ... 'k"k+l ... in) lu,,nu +L( -1Jis(íf' a) lu,nr: = 
j=O j=O 



k 

=L) -1)1+k~ 1 s(io ... ';. 
j=O 

n+l 

L s(-io . 

n 

L 

. .. Zj . 

I\ o caso em que i o < · · · < i k = i < 

lc,.nl-· = s(a). 

< ... < temos 
n-1 

((hn+ldn , dn-1 h" ) )I 1 'd" )f' I,'\:"'"'( r\)nn r•;; • = 
\' LÚ u.F.u -r- -u.F.U i.U s, ,a;=~ ·ll...:c.us \zal -t- L -l; \ni.US)\J aJ:u,.nu 

j=O 
n 

= L(-l)'s(ifo-Jic:,nc = (-l)ks(iio .. ·'k-l'k+l· .. inllc,nc 
j=O 

= s(-io . 
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Lema 2. Seja :F um feixe sobre X e seja ll uma cobertura aberr:a de X. Se :F 8 fiácido 7 então 
H'rc·(X :F)= O para i> O. 

Demonstração. Se :F é flácido, então o feixe cn(il, F) é flácido para todo n ~O. Com efeito, seja 
U c X um aberto e sejas E C"(J..L:F)(U). Sendo :F flácido, para toda coordenada s(cr) E :F(Uc r U), 
existe uma seção s'(CJ) E :F(Uo) = :F(U0 nX) tal que s'(<7)lc,nu = s(CJ), ou seja. obtemos uma seção 
s1 E Cn(ll1 .F)(X) tal que s'iu = s. 

Pelo Lema 1, O__, :F--> C·(Jl,:F) é uma resolução de F Pelo Lema 3.1.3, Fr cn(ll.:F) =O para 
todo i > O e todo n 2 O. Logo, O __, :F __, c· (ll, :F) é uma resolução acíclica de F Pela Observação 
3.1.2, Hi :F :oo H'I'C·(Jl,:F) para todo i 2 O. Pelo Lema 3.1.3, para i> O, temos H' :F= O, implicando 
Hii'C'(ll,:F) =O C 

Teorema 1 (Leray). Seja .U = {Ui i i E I} uma cobertura aberta de X e seja :F um feixe sobre X. Se, 
para todo i> O e todo n 2 O, temos H'(Uon .. . nUn. :Fic:,n ... nc:J =O, então H· (X,:F) :oo H' C·(X.U, :F). 

Demonstração. Aplicando o funtor aditivo cn(.U. -)a resolução canônica O__, :F__, A' :F do feixe 
:F e omitindo o termo cn(u, :F) obtemos uma complexo 

cn(.U,A':F): O~ C"(ll,A0 :F) __, Cn(.U.A 1:F) __, ... ~ cn(ll.A':F) ~ .. 

É fácíi ver que H°C"(.U,A':F) :oo Cn(ll,:F). Aplicando sobre cn(U.A':F) o funtor exato à esquerda I'. 
obtemos um complexo cn(ll.A':F)(X), onde H°Cn(ll,A':F)(X) :oo CP(.U,:F)(X). Pela hipótese, para 
todo i> O e todo n 2 O, temos Hi(Uori· · ·riUn,:Fc,n ... nu,) =O, ou seja, H' l\::F(Uon· · ·nUnnX) =O. 
Como Hi é um funtor aditivo: e, portanto 1 comuta com o produto, temos 

H'Cn(.U,A:F)(X)=H'( fl A::F(Uor ... nUnnX))= fl (H'A:F(Uori· .n.UnrX))=O 
~ ..... ~ ~ ..... ~ 

Assim, para todo n 2 O, a seqüência O__, cn(ll.:F)(X) __, cn(ll,A0:F)(X) ~ cn(U,A1:F)(X) __, 
é exata, Obtemos o diagrama comutativo 
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o 

o~ :F(X) 

i-2 

O ---• C0 (UJ) 

I d 

o - C1 (U.F)(X) 

lá 
O - C2 (U,F)(X) 

--~· 

o 
' I 
l 

li? :F(X) 

1' 
.,,o :FJ 

~ 
d 

c' AO~·')() . .r)\. 

!d 
" 

C2 (U.A°F)(X) 

! à 

d() 

~ 

~ 

o 

C0 (ll, A 1 F) 

\d 
J. 

cl (.u. 

ld 

(X)--

C2 (U,A1F)(X) 

!d 
0 

onde as linhas, com exceção da primeira, são exatas. Como. para todo q ~ O, o feixe A q :F é flácido, 
pela Lema 2. as colunas~ com exceção da primeira, são exatas. As cohomologias da primeira linha 
são. por definição, as cohomologias Ht F com coeficientes em :F enquanto, também pela definição, as 
cohomologias da primeira coluna são as cohomologias de Cech de :F pela cobertura ti. Vamos obter o 
isomorfismo entre estas cohomologias por caça de diagramas. Denotando a~ um elemento na i-ésima 
linha e na j-ésima coluna, verifiquemos o isomorfismo H1 F"" H1 C·(U,F)(X). Seja a~ E C1(U.F)(X) 
tal que da~ = O, ou seja, a§ E Ker d. Então çda§ = dya§ = O, logo, pela exatidão da segunda coluna, 
existe a§ E C0 (U, A ° F)( X) tal que da} = ;ca§. Temos d;ca~ = ;cda~ = ;c2a§ = O, logo, pela exatidão da 
terceira coluna, existe a f E A 1 F(X) tal que Ea{ = ya§. Temos ·:pêai = cp 2 a~ =O, ou seja, zd1af =O e, 
como E é mono. d1af =O e af E Ker d1 

a3 
1 o 

0 
a~ o 02 ~ 

al -" o 3 ~ a§ 

o o 

Pela construção. o elemento af independe das escolhas das pré-imagens. a menos da classe de equivalência 
em Ker d1 j Im d0 . Portanto1 a aplicação a§ ;.....;. a f 1 onde a f denota a classe de a1, define um homomorfismo 
Z1 C'(ü,..F)(X)--;. H 1 :F (note que, como utilizamos apenas a exatidão das colunas, este homomorfismo 
existe independente da hipótese do Teorema). Agora, pela exatidão nas linhas, temos uma simetria no 
diagrama que nos permite o caminho ;:inverso)' a1 ;_..,..;. a§, e estabelece o isomorfismo procurado. Uma 
generalização do processo acima é apresentado no diagrama 



e estabeiece o isomorfismo Hq F :oó Hq C' (l.L F)(X), para todo q 2: O :J 

a' 1 
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