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RESUMO

Ao principiante no estude da moderna Geometria Algébrica se requer wma
bagagem de técnicas, tais como: categorias abelianas, funmtores, feixes, cohomologias, etc.
Neste trabalho, procuramos apresentar algumas destas técnicas a este piblico.

Embora o texio seja de nivel infrodutdrio, os conceitos sfo apresentados
com um nivel de generalizacBo superior a exigida na maioria das aplicagBes. A teoria de
cohomologias, por exempio, € tratada no contexto das categorias abelianas, a0 invés da forma
algébrica, mais simples e, em geral, utilizada nas aplicacdes. Por outro lado, com este
enfoque, ganhamos a apresentacfio dos delta-funtores.

Os feixes sfio, por um lado, os coeficientes locais para calculo de
invariantes chamados cohomologias, por outro lado, uma ferramenta para expressar
propriedades geométricas. Esta ferramenta é mais relevante aos estudos de propriedades de
espacos com uma estrutura rigida (iais como espagos analiticos, variedades algébricas etc.) do
que invariantes topologicos, mas abrange ambos casos. Inclufmos uma répida explanacio
sobre feixes coerentes.

Essencialmente, a tltima parte do texto deseja apresentar diversos métodos
basicos de céleulos de cchomologias com coeficientes num feixe, inchiinde o método de
Cech.

A execucio deste trabalho contou com o suporte financeiro da FAPESP.



Abstract

For any begmner who will study the modemn Algebraic Geometry, it is
required some amount of techmiques such as abelian categories, fumctors, sheaves,
cohomologies, etc. In this work, we are going to represent some of them.

Although the text is imtroductory, the conceptions represented are more
general than needed in most applications. For instance, the cohomologies are treated in the
context of abelian categories instead of the simpler algebraic approach normally used
applications. On the other hand, this allows us to introduce the delta-functors.

The sheaves are the local coefficients for invariants named cohomologies.
On the other hand, they are some way 1o express many geometric properties. This tool is more
adequate in studying the properties of the spaces equipped with some rigid structure (such as
analytic spaces, algebraic varieties, etc.) than that of topological invariants. Nevertheless, 1t
involves both cases. There is also some brief exposition of coherent sheaves.

Essentially, the last part of the text is devoted to different basic methods of
calculating cohomologies with coefficients in sheaves, including the Cech one.

This work was supported by FAPESP.



INTRODUGCAO

Uma das principais ferramentas na (eometria Algébrica (e Complexa) é a teoria de cchomologias
com coeficientes em feixes, gue permite expressar uma hoa parte das propriedades geométricas em forma
algébrica. Esta técnica é um dos frutos da revolugdio no estudo da Geometria Algébrica ocorrida na
metade do século passado, sintetizada, principaimente, nos trabalhos de J. Leray, H. Gartan, J. P. Serre
e A. Grothendieck que introduziram a moderna linguagem no assunto. Esta abordagem propiciou um
grande avango € & conquista de muitos resultados importantes nesta e vérias outras dreas da Matemitica.
Contudo, a0 principiante gue deseja iniclar seu estudo em Geometria Algébrica, esta linguagem requer
um consideravel arsenal técnico: feixes, categorias abelianas, funtores, cohomelogias, ste. Um problema
que entdo se impbe é a linguagem pouco compreensivel ao iniclante em que estaoc escritos os trabalhos
fundamentais dos autores achma. Por outro lado, constata-se a auséncia atusl de um texte, no assunto,
com exposigao acessivel 3 estudantes em nivel de Mestrado, néo muito volumosa, mas suficientemente
profunda. Agui reside o propdsito deste trabalho. O objetivo desta dissertaglo é apresentar, em carater
introdutdrio, algumas das técnicas necessérias ac ingresso na Geometria Algébrica (e Complexa).

( texto encontra-se dividide, fundamentalmente, em trés partes. Na primeira parte, desenvelvemos as
nocdes basicas da teoria de categorias e da algebra homolégica. Introduzindo preliminarmente as catego-
rias aditivas, “preparamos o ferreno” para, logo a seguir, definirmos as categorias abelianas. Definimos,
formalmente, o conceito abstrato de cohomologias em categorias abellanas. Essencialmente, procuramos
mostrar que seqiiéncias exatas curtas de complexos em categorias abelianas induzem seqiiéncias exatas
longas em cohomologias. Impomos a condigéo de existéncia de suficientes objetos injetivos em categorias
abelianas e discutimos os funtores derivados & direita. Seguindo na linha de A. Grothendieck [Gr], na
secdo 1.4, definimos é-funtores, generalizando a idéia de funtores derivades &s categorias abelianas que
nio possuam suficientes objetos injetivos.

A segunda parte é dedicada ao estudo de tdpicos introdutérios da teoria de feixes. Apresentamos
duas definicbes de feixe: como um funtor da topologia de um espago em uma categoria qualquer e como
homeomorfismo local entre espagos topoldgicos e mostramos a equivaiéneia destas definicbes. Demon-
stramos que os funtores fu e 7, de imagem direta e de imagem inversa, sfo adjuntos. Restringimos em
seguida nosso estudo aos feixes de O-médulos, que formam uma categoria abeliana. Definimos os feixes
coerentes, sobre 0s quals apresentamos alguns resultados bésicos.

Dedicamos a dltima parte desta dissertacdio ao desenvolvimente da teoria e dos métodos de célculo
de cohomologias com coeficientes em feixes. Existem véries formas equivalentes de abordar ¢ assunto.
Adotamos o caminho de R. Godement [Go), definindo H'(X, F) utilizando a resolucio canénica fldcida
do feixe F. Apresentamos em seguida os métodos que permitem o céloulo pela resolugio fina de wm feixe
sobre um espaco topoldgico de Hausdorff paracompacto (para possiveis aplicacdes na Geometria Com-
plexa), e pelo método de Cech, concluindo a seciio com o Teorema de Leray para obter a compatibilidade
deste método de Cech com a definiciio que adotamos para H'(X, F).

Um prosseguimento deste trabalho incluiria, certamente, uma préxima parte dedicada a aplicagdes das
técnicas acima. Também parece necessario estender a exposicio de d-funtores por uma segio dedicada
as categorias derivadas [GeM. No entanto, num momento é necessério colocar um ponto final,
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CATEGORIAS E ALGEBRA {CO)HOMOLOGICA

A teoria de categorias estuda objetos do ponto de vista da interaclo entre si, sem olhar dentro dos
mesmos, Mals precisamente ela trata de morfismos. Em lugar da palavra “teoria”, seria melhor dizer
“linguagem” ., dada a faita de contetido suficiente para qualifica-la como uma teoria. O conceito principal
das categorias pode ser expresso pelas palavras *funtoridade”, “natural”, “invariante”, etc. A fonte
original desta teoria foram a Topologia Algébrica e a Geometria Algébrica. onde o conceito de categorias
foi aplicado com grande sucesso. Hoje ela é uma base para algumas dreas de Matemadtica moderna e é
possivel gue. no futuro, venha substituir a cldssica tecria de conjuntos. Uma das vantagens desta teoria é
proporcionar o estudo de categorias complicadas (topoldgicas) pelo uso de categorias simples (algébricas),
ista é, explicitar propriedades topoldgicas por invariantes algébricos. Por exemplo, o grupo fundamental é
um invariante dos espacos topoldgicos com um ponto distingiido gue sdc homotopicamente equivalentes.

1.1. Categorias, Funtores e Transformagoes Naturals

Uma caiegeric  consiste de:

1. Um conjunte de objetes Ob( que pode ser denotado também pela mesma letra .

9. Um conjunto de morfismos {ou setas) Mor{. Cada seta tem origem e fim que s&c objetos. O simbolo
Mar (¢, '), ou Cle. ¢}, denota o conjunto de todas as setas com origem ¢ € C e fim ¢’ € C. Escrevemos
e—+¢ oun:c— ¢ nocaso de o € Clec).

3. A composicdo (parcial} de setas C{c’, ¢”) xCle. <) — Cle. 7). que leva {3, &) — foo, para quaisquer
e.c’. ¢’ € C. (Em seguida, algumas vezes, vamos omitir o sinal de composigio, escrevende Jo.)

4. As setas 1, para todo c £ C,

e satigfaz aos seguintes axiomas:

Al.vo(Boa)=(voF) oo para todos ¢1,¢p. 03,04 €0, a € Cley,ca), B € Cleg.es) e v € Cles.ca).

A2 lpoca=a«a e aol,=o para todo ¢ —— ¢,

Existe uma maneira ébvia de definir categoria usando somente setas, na qual os morfismos do tipo
1. fazem o papel de objetos.

Exemplos. 1. Sets, a categoria dos conjuntes {de cardinalidade limitada; fixada uma cardinalidade,
& categoria Sets contém somente conjuntos de cardinalidade menort), e aplicagdes entre si.

2. A categoria de relacBes Rel, que tem 0s mesmos objetos de SBets, Por definiclo, R ¢ Rel{4. B)
sisnifica R € A x B, isto é, R é uma relagio.? Para RC Ax B e S C B x (. acomposigio So R §é
definida pela regra So R = {(a,c) | 3k € B {a,b) & R, {b.c) € §}. Assim, Rel ¢ Sets com mals setas.

3, A categoria dos espagos topoldgicos Esp, com aplicacdes continuas entre si.,

4. Seja C uma categoria. Obtemos a categoria C°P “anti-isomerfa” a C pela troca dos sentidos de
setas (ou, melhor dizendo, pela troca da ordem da composigio).

iPara escapar do paradoxo de Russell, tratamos somente das categorias do tipo mencionade.
% melhor chamar qualquer categoria usando o nome das setas, pois as setas “sabem” tude sobre a categoria.
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5. Seja A um conjunto parcialmente ordenado. Entdo A é uma categorial ¢ — b <= a < b E
claro que s¢ pode existir, no maximo, uma seta entre dois objetos dados. ¥m particular, para um
espaco topoldgico X, podemos definir a categoria Top X = T{X )%, onde 7T (X é o conjunto de todos
os subconjuntos abertos de X ordenado naturalmente. Assim, para U,V € Top X, a relagio I/ — V
significa simplesmente U > V. Denotemos por 1 a categoria que corresponde ao conjunto ordenado de
wm elemento e por 2 & categoria gue corresponde ac conjunto Hnearmente ordenado de dols elementos.

6. A categoria Homot tem os mesmos objetos que Esp. mas os morfismos s&o as classes homotdpicas
de morfismos de Esp.

7. Seja X um espaco topoldgico. Denotemos por mpX a categoria fundomental de K. Objetos ds
#1.X sdo ponios de X. As setas sBo as classes homotdpicas de caminhos entre pontos {comn extremos
fixos).

8. Seja € uma categoria. Denotemos por {2 a categoria das setas de £. Os objetos €1~ ¢}
de C2 sdc as setas ¢~ ¢ em C. Um morfismo entre ¢; —— ¢y € ¢} <, ch consiste |

F1 fa s . N . . N
em duas setas ¢ — ¢& e oo =5 ¢b tals que o diagrama 4 direita seja comutativo. :
8. As categorlas Grp {de grupos), Ab (de grupos abeliancs), Lin, {de espagos €2 — — &
vetoriais sobre um corpo k), CRng (de anéis comutativos), Modg (de R-mddulos) ete.

Um morfismo o 1 ¢ — ¢ ¢ dito isomorfismo se possul o dnverse 0 ¢ — ¢ isto é, fea=1; e
a0 = 1. Neste caso, os objetos ¢ e ¢ slo chamados isemerfos. Caso toda seta de uma categoria
seja um isomorfismo, a categoria € dita grupoide. Um grupoide de um sé objeto é simplesmente um
grupo. De fato, tode grupoide conexo (isto é, entre quaisquer dois cbjetos existe um caminho de setas)
é feito de um grupo de gufomorfismos Autc, o grupo de todos os isomorfismos entre ¢ € ¢, e de wma
{nfo tinica) drvore de setas. A categoria 71X no Exemplo 7 € um grupoide. Caso X seja linearmente

conexo, a categoria T3 X & conexa. Para p € X, o grupo Autp é o grupo fundamental 7 (X, p).

Um homomerfismo entre categorias C e ' é chamado um funtor (covarignte} F : { — C" de C em £

1. F: € — (' define uma aplicagZo entre objetos {denotada pelo mesmo simbolo F7.

2. Sejam a.b € C. Emtao F define uma aplicagho F : C{a,b) — C'(Fa, Fb) tal que F(Bo ) =
(FB)o{Fa) e Fly=1p,.

Por definicio. um funtor contravariante F' : C — ' é um funtor {covariante) do tipo F : L% — ('
Em outras palavras, um funtor contravariante é um antihomomorfismo entre categorias. Assim obtemos
Cat, a categoria de categorias, e o conceito de categorias isomorfas. O itimo nfo é muito Gtil, pois
aumentando o numero de objetos, perdemos o isomorfismo entre categorias. Por outro lado, as vezes,
precisamos de mais copias de objetos ...

Os melhores funtores do mundo sio os seguintes. Seja C uma categoria e seja ¢ € C. Entdo temos
as aplicagbes
Cic, =) : C — Sets, e e Cle, o'y,
para objetos e
; 2 R N \
Cle, =) : Cler,ez) ~ Sets (Cle, 7). Cle, e2)), (1 i ) e ((€ =22 01) = (S0 )},
para morfismos. I facil verificar que obtemos um funtor Cle¢, —) : € — Sets covariante. As regras
C{—,c): C - Bets, ¢ — Ll ey,
(—,¢): Cler, ca) = Sets (Clea, ¢),Cler, €)), (o) == e2) = ({e2 e (B o))
definem um funtor contravariante C{—, ¢} : C — Sets.
Sejam F, G : C — £’ dois funtores. Uma colegBo ¢, de morfismos t. : Fe — Ge, com ¢ percorrendo C,
¢ dita transformacdo naturel de F pare G, e denctada por ¢, : F — (, se, para todo morfismoe o e b



em (, o diagrama & direita é comutativo. Intuitivamente, ums transformagdo natural £+ F —

G oé
uma maneira bem natural de obter o valor Ge a partir do valor Fc. Assim chegamos r o
sos morfismos entre funtores, e Cat (C,{’) torna-se uma categoria. Aplicando dire- “ “
tamente as definigbes é fécil ver que uma transformacio nasural ¢, ¢ um isomorfismo ., | cal
entre funtores se e s6 se toda componente £, da transformagio ¢ um isomorfismo. v . +
Fh L Gh

Seiam C e ¢’ categorias. Dizemos que C e (' s&o eguivelentes se existem dois
funtores F : { — £ e G — ( tals que o funtor G o F ¢ isomorfo ao funtor 1 e o funtor Fo G é
isomorfo ao funtor Igv.

Seja C uma categoria e sela £ C £ um subconjunto de objetos. Entdo £ munido de todas as setas de
C possiveis é uma categoria chamada de subcategoria completa de .

Vamos estabelecer um critéric para verificar equivaléncia entre categoriag,

Critério 1. Seja I : C — ' um funter. Denotemos por FC a subcategoria completa de C' relacionads
com a imagem {Fel e € C}. Entégo F : { — F(C define uma equivaléncia entre calegorias se e 50 se,
para todos a,b € C, a aplicacdo F 1 C{a.b) — C'(Fa, Fb) ¢ uma bijecéo.

A demonstra ¢ho deste Critério 1, a qual vamos omitir, pode ser feita em etapas, provande-se cada
uma das seguintes afirmagdes.
Sejam £ < C uma categoria e uma subcategoria completa. Dizemos que £ & um esgqueleto de ( se,
para qualguer objeto ¢ € C, existe um %nico e € £ isomorfo a ¢. Afirmamos:
e Qualquer categeria possul um esgueleto.
¢ Qualquer esqueleto de uma categoria € equivalente & categoria original.
o Sejam £ e £’ categorias do tipo esqueleto. Entio £ e £ sic equivalentes se e 56 se & e &' sio
isomorfas.
e Sejam £ C C e &' C (' categorias e seus esqueletos. Entao € & equivalente a £’ se e sd se £ &
isemorfo a £,
O Critério 1 é consegiiéneia imediata desta Gltima afirmacdo.

Existem dois funtores ¢, f 1 1 — 2. o comego e 0 fim da seta em 2. A prépriz setz define uma
transformacao natural ¢ — f. Para uma categoria arbitraria C, a categoria dos funtores Cat (1,0) = Ct
é isomorfa a C e a categoria dos funtores Cat {2,C) é isomorfa & categoria das setas ¢2. Usando os
funtores ¢ e f, obtemos os funtores ¢*, f* : C2 — (. A seta de 2 induz uma transformacic natural
¢ = J7.

Um objeto f € C € dito final {universal) se, para todo objeto ¢ € C, existe um Unico morfismo
¢ - f. O conceite dual tem nome indcial (também universal). Segue imediatamente da definicdo que
um objeto final (inicial) é Unico a menos de wm isomorfismo.

Exemplos. 10. Seja C umea categoria e sejam c. ¢’ € € dois objetos. Definamos uma nova cate-
goria, ¢ + £ - ¢’. Os objetos de ¢ - C ~ ¢ sfho diagramas do tipp ¢ +— 2 — ¢, comz € ¢. Um
morfismode ¢ —x — ¢ parac—y — ¢ em ¢+ C -+ ¢ éumasetaz — y tal que o diagrama 2 direita
seja comutativo. Um objeto final de ¢ « £ — ¢ ¢é dito produte de ¢
e ¢ em € {(assim, pars dizer que z € € ¢ produto de ¢ e ¢/, temos que /
indicar as setas ¢ «~ z ~» ¢/} e é denotado por ¢ % ¢/. O conceito dual & ¢
denominado copreduto, e é denotado por cli¢. Este dltimo em Esp, ou \
em Sets, ¢ a unifo disjunta.

11. Seja C uma categoria e seja ¢ € C um objeto. Um objeto da categoria { ~ ¢ de objefos sobre
¢ équalquer seta ¢ — ¢, onde x € €. Sejam z — ¢ ¢ y — ¢ dois obletos de € — ¢ Um morfismo

T~
—
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entre si é uma seta © — y tal que o diagrama & esquerda seja comutativo. O produte de

T—w—Y g - & b— ¢ nesta categoria é dito produte sebre ¢ ou produto fibrade ou pullback de
\ / a e b, eé denotado por a x.b. Por exemplo, em Esp, o produto fibrado de X -== B e
¢

s
n

Y - Bexiste e tem a forma X xp ¥ = {{z,9) € X x ¥ | ar = Sy}, com a topologia

induzida pels topologia de X =« Y. O conceite dual € dito pushout.
12. Seja £ umna categoria, seja I uma categoria (de indices) e seja F 1 T — C um funtor (isto &, um
diagrama do tipo Z em (). Definamos a categoria F — . Um objeto de ' — ( ¢é

. . N ) . . Ff .
um objeto ¢ € £ munido de uma coleglo (o )27 desetasem £, o, 0 Fi — ¢, tails que  FY 1 Fi
o diagrama & direita é comutativo para gualquer i ~— 7 em I. Sejam (¢, (ai)ier) &;\\ Af

: - . T £ . s 3
e (¢, ( al)ie7 ) dois objetos de F — . Um morfisme entre si € um morfismo ¢ —— ¢ €

) compativel com o8 os, isto &, tal que o diagrama & esquerda é comutativo para

/F ., todo i€ I. Um objeto iniclal de F — C é dito limite indutive de F ou limite

direto de F ou colimite de F, e ¢ denotado por lirgi Fi.

‘ el

Este conceito é mails geral do que os mencionados nos Exemplos 10 e 11: caso
T seia uma categoria de dois objetos sem setas, obtemos o coproduto do Exemplo 10; caso T seja a
categoria - — - +— -, obtemos o “pushout” do Exemplo 11. O conceito dual tem nomes limite ou limite
inverso ou limite projetivo, ¢ é denotado por lim Fi®

e
13. Sejam C e £ duas categorias. A categoria ¢ x € tem £ x ' como conjunto de objetos. Para

(a,a’),(b,¥) € C x ', um morfismo entre si é simplesmente um par {(c.o') de morfismos a == b ¢

;

c C

a = B. A composigio é dbvia. Dizemos que um funtor do tipe F: ¢ = ' — {7 é um bifunior. Por
exemplo, é facil ver que, de fato, os “melhores funtores do mundo” sfo bifunteres do tipo C{—,—} :
£ % C — Sets. Podemos também dizer que o funtor {{—, —) é um bifuntor contravariante no primeiro
argumento e covariante no segundo. Por exemplo, o Critéric 1 trata do isomorfismo natural entre dois
bifuntores C(-, —) = C'(F—, F-).

14. Objetos ou construgdes universais (como produtos, ou mals geralmente, limites). caso existam,
geram funtores. Por exemplo, suponhamos que numa categoria C sempre exista o produto de dois objetos.

Pela universalidade do produte, duas setas a -2+ 5 e o - b’ induzem a seta a x @ axe bxb. Em
outras palavras, obtemos um bifuntor — x —, o produto. Note que este funtor independe da escolha
feita para o “valor” de a x a’. Pela universalidade do produte. funtores induzidos por atribuir valores
diferentes arbitrados para o produto sdo isomorfos em toda componente e, portanio, séo isomorfos. E
facil verificar que o produto é associativo. Mals exatamente, os funtores {— X ~) X ~ € = X [~ x —)
sao isomorfos. No mesmo sentido, o produto é comutativo.

Usualmente, as construgdes universais sho induzidas pelas construgdes andlogas em Sets. Por exem-
plo, podemos definir o produto ¢ x ¢ do modo seguinte. Sabemos que, de fato, todo morfisimo para o
produto, @ — ¢ x ¢’, ndo é nada mais do que um par de morfismos z — ¢ e = — ¢/. Assim, temos uma
bijecho C{z.c % ¢/} = C{z, ¢} x C{z, ). Na verdade, esta é um isomorfismo entre funtores C{x, e x ') e
C{*.¢) x C(x,¢') (dois argumentos *’s no segundo funtor sfo tratados como iguais). Em outras palavras,
procuramos um objeto f &€ € que produz um isomorfismo dos funtores C{x, ¢) x C{x,¢) = C{», f}. Como
saberemos no préximo capitulo, este f, através do isomorfismo natural, serd munido de setas ¢ e f — ¢
gue tornam f o produto.

Seja G € C um objeto numa categoria. Caso € = Sets, podemos (¢ x @) x @ g x (G x Q)
definir uma estrutura de grupe em & do modo seguinte. Sejam : ! 11
dadas trés setas p 1 G X G = G, i: G — G e e: f— G {mul- Hx ¢, ,}GXPE
tiplicacio, inverso e unidade, respetivamente), onde f é um objeto GxGLtg-EgxG

2Para obter o conceito dual, trocamos somente o sentido das setas em ¢, mas nao em 7.



final em C (neste caso de Bets, qualquer conjunto de um elemnento). A associatividade de y significa
a comutatividade do diagrama acima, onde (G x &) x @ —— G x {G x G} é o isomorfismo natural
{a assoclatividade do produto). A pro- ¢ e G % G o (3

ex ﬁv G * G*Q? ¥ € priedade da unidade pode ser escrita comoe SR ‘ {ils}
fFxG il G % f acomutatividade do diagrama & esquerda, t ] |
\’3’/ onde f x & — G — & x f 8o isomor- ~ i v Y
G fismos {por exemplo, observemos que G, [ ~—— G e i
d

. 3 le . . ¢ . . . . -
munido das setas [ — G == G, é o produte de f & (). A propriedade do inverso tem & forma do
diagrama comutativo & direita acima, onde {o.J; denota um morfismo

’ [ 2
cue aparece no diagrama & direita pela propriedade do produto. / | \
o .
. ; . . s o, Ui b
Usandeo os mesmos diagramas numa categoria arbitrdria O, obtemos o >? /

conceito de grupo na categoria £, Exemplos sio grupos topeldgicos (grupos axb
em Esp), grupos de Lie {grupos na categoria de variedades diferencidvels), grupos algébricos, fibrados
de grupos {grupos em categoria do tipo € — ¢, onde € € uma categoria de espagos topolégicos e ¢ & C;
por exemplo, caso ( = BEsp, um grupo sobre B € Esp ¢ uma aplicacdo continua G — D tal que a
imagem inversa de todo ponto temn estruturs de um grupe topoldgico e as operagbes sdo globalmente
continuas). O conceito dual tem nome cogrupe. Um exemplo interessante de cogrupo: denotemos por
Homot, a categoria homeotdpica de espagos topologicos com um ponte = distinguido (os morfismos séo
aplicagbes continuas que preservam o ponto distinguide e séo consideradas & mencs de uma homotepia
gue também preserva o ponto distinguido). Nesta categoria, o coprodute V € a unifo de dois espacgos
com 0s pontos distinguidos identificados. Para a esfera S™ temos a comultiplicagio 8™ — §7 v §7 que
leva uma “circunferéncia” $"* passando por = para o ponto = de §" v §™, uma counidade e : §* — =
que leva toda a esfera 8™ no ponto » e uma coinversa ¢ : % — S" que “inverte” a esfera S™ em relacio
ac ponto * por uma simetria. E fécil verificar que §” é um cogrupo.

1 Observacdo 1. SejaCuma =" xz (27 x4 1) b ¢
l categoria e seja dade um dia- l ; l
grama 3 esquerda em C. Supo- 1
2 = ., » nhamos que existam os produ- 2 , >

tos fibrados ' x, ¢t e 7w,
(x' % t). Entdo 27 xu (@' X, 1) = 2 X, t com respeito ao diagrama comutativo & direita.

1.2. O Lema de Yoneda, Funtores Representativos, Funtores Adjuntos,
Categorias Aditivas, Categorias Abelianas e Outras Bagatelas

Qualquer morfismo ¢ ~* ¢’ numa categoria arbitréria C define uma transformagéo natural C(f, —)

('~ — Cle, —), onde, para d € C, a aplicacdo C(f.d} : C(c/,d} — Clc.d) é definida pela regra
Clf.d): (¢ -2 d) — (¢ 24 a),
Portanto, obtemos um funtor contravariante ¥ : £ — Cat (C, Sets), chamado funtor de Yoneda. O fun-
tor de Yoneda representa a categoria C na categoria dos funtores Cat (C, Sets) = Sets®. A dualidade
produz o funtor covariante Y : C — Cat (€%, Sets). definido pelas seguintes regras:
Y03 e C(—,e) € Cat ({7, Sets)
para objetos e
Ve o ) e (= f) : Cl=r ) — C{—.¢))

para morfismos, onde para todo d € C definamos

C(d. f): C{d,c) — Cld, ). Cld. f) - id -2 o) — (d 222 o,




=1

O funtor ¥/ tarmbém é dito funtor de Yoneda.

Seia « ¢ F -+ F) uma transformacio natursl entre funtores do tipo € — £ e seja F' : 7 -~ C

um funtor. Dntac a regra (F' cal, = Fla., com ¢ £ C, define uma transformacio na"{u*a‘i Floa:

o F — FoFy Beje o ' — F{ uma transformagio natural entre fantores do tino &7 — 7 e seja

f«“ - — {7 um funtor. Entdo a regra (o' o F1), = a% . com ¢ € C, define ums transformacio natural

"o F FloF — F{oF. Assim, nas circunstancias descritas acima, temos as composicdes de funtor e
transformacao natural.

Lema 1 {Yoneda). Se¢ja { uma categoria, seja F © { — Sets um funtor e sgja ¢ € ¢. Entédo a
aplicacao

ye pe - Cat{C, Sets) (C(c,—-}?) — Fe, YO Fe! {C{cfm} 2 jf';} — .1, £ Fe
é uma bijecdo. A aplicagdo yeo . .. 6 natural?
Demonstragao. Sejam F, F' : C — Sets funtores, seja J: F — F' uma trans- Fe —— Fe
formagio natural entre si e seja f : ¢ — ¢ um morfismo da categoria C. Pelo dia- e
grama comutativo & direits, obtemos o morfismo v = F'fof, = SucFf: Fe— F'¢ F) Fy
induzido por A e f. E f4cil ver que este v atende as propriedades funtoriais, ou seja, . v
, (Cio -\ F) r obtemes um funtor Cat {, Sets)x( — £’ ——— F'¢
Cat(C, Bets)(Llc. —). 7 o € Sets, que leva o par {F.c) para Fc e o morfisme (4. f) -
| (F,el — (F'.¢") para ~v. Para verificar que yo - — € uma
T 7| transformacdc natural entre funtores deste tipo, basta veri-
AN YO E g ficar a comutatividade do diagrama & esguerda, onde I, in-
Cat{C,Sets){(C(c/, ~), F) —— F'd qu L

duzido por 3 e f. é dado pela regra I' : (C(c, —) AN F)
JoaoC(f. =} Sejalic.~) -2+ F umna transformacio natural. Entéo o dia«frama c P
3 direita & comutative e (e, f) : 1. — f. Portanto, Ffla il )=asfe le.c) C e

voye e (B o Ff)acle) = B (Fflacle)) = Belaw f).

!C(c,f) Fr %
Por outro lado. ye pooT &= (BoaoClf, =) o = (BrooesClfidNle = " o o,
Be (0 (Ler 0 F)) = Ber (e ). le.d) —— Fe
Se 1. € conhecido, entdo, pela comutatividade do diagrama acima, segue  C{c. ¢) —— F¢
que, para qualquer morfismo f @ ¢ — ¢ em C, é necesséric definir oy f = ot
Fflo ). Em outras palavras, o valor de a.l. define univocamente toda FC(eg) Fg!
aplicagdo oo, com ¢ € (, e, portanto, define univocamente a transformagio v -

oo e . . . ) N it ..,,,i:.ilw 1
cv. Assim, yeo Fe ¢ injetivo. Seja s € Fe. Precisamos criar uma transformagio Cle, ) Fe

4ainda mals, y : Cat(~y, Sets){ —) {~3,—4}, ~2 —¢ | — —~2—3 ¢ uma transformagio natural entre funtores do tipo
Cat(x, Sets) x = — Sets, onde —; € Cat, -2 € Cat{~;,8ets), —3,—4 € —1.
O simbolo Cat{*, Sets) X = dencta a categoria seguinte:
e Um objeto de Cat{+, Sets) x # tem a forma {C, F, ¢} com { uma categoria arbitréria (isto é, { = %), F: { — Sets um
funtor e ¢ £ €.
e Um morfismo de Cat{x, Sets} x = entre (C,F.c) e (C/,F'.¢) tem a forma (.3, g), onde & : € — ' ¢ um funtor,
8 F — F' oG éuma transformacac natural entre funtores do tipo ¢ — Sets e g G¢ — ¢’ € um morfismo em C'.
e A composigéo entre (G, 3,9) 1 {C.Fe) — (O F' ) e (GF. ¢ : (C,F,
(&' 8,90 (G.B.g)= (G’OG (B oo, g"oG’)
O funtor —z—3 : Cat{*, Sets) X % — Sets & definido como —3 —3(C, F, ¢} = Fopara um objeto (C. Ficle —o —a{G, 5.9} =
(F'g) o Bz 1 Fo— F'¢’ para um morfismo (G, 5, g : (C, Foe) — (O F', &)
O funtor Cat{—1,Sets}{ —1 {~3, 4}, —2 —a } = T : Catis, Sets) x % — Sets é definide como T(C, F, ¢} = Cat(C, Sets)
{Cie, —). F) para um objeto (C, Flc} e, para um morﬁsmo §G. 8,g) 1 (C, Fc} = (', F' &'}, ele é definide por T(G. 8. g} -
(Cle, =) == F) e (C"(/, =) == F"), onde o, : (¢! ~— — ((F'f)o(Fg)ofeoac)ic
A naturalidade pode ser estendida para funtores do tipe Cat(x, i3 x % — 7, onde T dencta uma categoria arbitréria & que

possui produto e objeto firal, usando o conceito de categoria com $ no lugar de Sets: para “c,c’ € {7, temos “Clc.c’) £ 87
. Assim, como resultado, obtemos somente uma forma: sé Cat faz sentido ...

e (CYUFY, 7Y € definida pela regra



&

natural o : C(c, —) — F que, por yc g, val para s, Para qualquer f € Cle. o), facamos ao f = Ff(s) €

Fe. Como a.le. = s, é suficiente verificar que o ¢ uma transformagio natural, isto é, que, para qualguer
g : C{c',&"). é vilida a igualdade oy 0 Clc, g) = Fgo ar. Aplicando as partes da igualdade a um
morfismo arbitrario f e — ¢, temos (Fgo oy )(f) = FglFf(s)) e {awol(e,g))(f)=aplgef]=
Flgo f)(s) = (Fgo Ff)(s) = Fg(F(s)) O '

Definigao 1. Um funtor 1 £ — Sets isomorfo a um funtor do tipo Cle, =), c € C, ¢ dito represen-
tativo. Um funtor F : £% — Sets isomorfo a um funtor do tipo C(—,¢) também ¢é dito representativo.
Dizemos que ¢ representa F. Pelo Lema 1 e pelo Critério 1.1.1, o funtor de Yeneda Y induz uma
anti-equivaléncia entre a categoria £ e a categoria (completa) de todos os funtores representativos (co-
variantes). O Lema 1 tem o seu dual (cuja prova pode ser lida num espelho). seguinde dai que o
funtor de Yoneda ¥ também induz a equivaiéncia entre £ e a categoria dos funtores representativos
{contravariantes).

Assim, sendo conhecidas, todas as setas de ¢ (pars ¢} definem um objeto ¢ € € univocamente a menos
de isomorfismo. Portanto, podemos estudar objetos usando somente “interrelacbes” {== setas) entre si.
Uma outra “conseqiidncia” do Lema de Yoneda: caso um funtor ndo-representativo faca muito bem ¢
papel de objeto, poderfamos estender a categoria original adicienando um objeto novo, ou seja, supondo
que o funtor é representativo.

Tuntores representativos sio relacionados com construgdes universals. J4 vimos no Exemplo 1.1.14
que um objeto que representa o funtor C(x, a) x C(+, b) é simplesmente o produte a x b. Mais geralmente,
podemos definir uma construcdo universal numa categoria arbitrdria, usando a construcdo andloga =
feita em Sets (0s “melbores funtores do mundo” traduzem umea para outra) e requerendo que o funtor
correspondente seja representativo.

Os “melhores funtores do mundo” também traduzem estruturas definidas em Sets para outra cate-
goria C. J4 sabemos como definir uma estrutura de grupo para um objeto G € C na categoria C.

Podemos definir um grupo de cutro medo: seja C uma categoria com produtos finitos, isto é, existe
o produto para qualquer coleco finita de objetos de C. Um objeto G € € é um grupo em C se e s0 se
toda componente C(c, G} do funtor C{—.,G) for um grupo {no sentido ordindrio) em Sets e, para todo
morfismo A : ¢ — ¢ em C, a aplicagds C(h, G) : C{&,G) — C{c, &) for um homomorfismo de grupos.
Em outras palavras, o funtor C{~,G) : C°F - Sets passa pela categoria de grupos, ou seja, podemos
decompor C{—, G) : C°P — Grp - Sets, onde E ¢ o funtor “esquecimento”, que “esquece” a estrutura
de grupos em Sets. Verifiguemos a equivaléncia das definigdes.

Seja G € C um grupo como na primeira definicdo, Entdo temos tréssetas p: GxG — G, 1: G —= G ¢
e f — G, onde f é um objeto final em C. Estas setas satisfazem as propriedades de associatividade. do
inverso e da unidade, como nos diagramas acima. O morfismo p: & x G — ¢ induz uma transformacio
natural

T ClHGYx O, @) = 0%, G x G) — C{=, G
que define a operacio em C(c,G) (de fato, pela composigio com p) para todo ¢ € C. Sendo I, uma
sransformacic natural, & aplicaco C{h,G) @ Cid,G) — C{c.G) é um homomorfismoe para gualquer
morfismo h 1 ¢ — ¢ em C. Apliquemes o funtor Cic, —) ao diagrama de associatividade, Observemos
que a transformagao
Cle, ) x C#, G) X Clx, G) = C», (G x G) x G) = C(%,G x (G % G)) = C(+,G) x C{»,G) x C(%,G)

%ndazi(%ﬂa porté idén_tica’. {j?t..iﬁzan‘do NOSS08 Cle.G) % Cle.G) x Cle. ) lege.oy X e Cle.G) x Cle. &)
isomorfismos naturals, € facil verificar que * ! ’
o diagrama & direita é comutativo, isto é, a ﬁcxlc({:‘(g)l 5
operacio em C{c, ) é associativa. O mor- v
fismo ¢ f — G induz a aplicacio Cle e) : Cle, Gy % (e G} by Cle. G)




=)

Cle, f} — C{e, &) que leva o dnico morfismo de Cle, f) em u. € C{e, G). Aplicando o funtor Cle, —) ao
diagrama da unidade, é facil observar que u, é a unidade em Cle, (). Analogamente, verificamos que a
aplicacdo C(e, i) : Cle. G) = Cle, &) indica o Inverso em Cle. G).

Reciprocamente. se ¢ funtor {{—, ) passa pela categoria Grp, ensfo, para todo morfismo ke — ¢
em {, a aplicagic C{h, G} : C(&, &) — Clc, &) é um homomorfismo de grupos. Em outras palavras, o
diagrama & direita é co‘muta'fTi:a::}, onde pi. dzinota a apiicagé,e He b Cie.Gx &) —Hos Cle @)
Cle,G x G} == Cle,G) induzida pela operacéo em C(c.&). Assim \ g Y

obtemaos uma transformacio natural y : O(—, Gx @) — O~ &) que, cgh,cxcﬂ cqu
pelo Lema de Yoneda, € induzida por um dnico morfismo o« Gx G — ‘ ;

; iatividade d 5 C{d.G % G) —t5— Cle.G)
¢r. 14 sabemos que & associatividade da operacdo 1, se expressa S Pl )

na forma da comutatividade do diagrams obtido pela aplicagio do funtor C{c, —) ao diagrama de asso-

ciatividade na primeira defini¢io de grupo. Sendo a comutatividade valida para qualquer ¢ € £, obtemos

um diagrama andlege comutative de transformacdes naturais. Pelo Lema de Yoneda, daf segue que p

é assoclative. C é uma categoria com produtes finitos, portanto, existe um objeto final f € C, produto de

cle. f) o, Cle, Gy eI Objeto,s.‘Para. tcido ¢ € C, considere a.aplicagéo ec: Cle. f) — Cle, G)

: que leva o inico morfisme de {{e, f} na unidade u, do grupo C(e, &), Para

old rz‘"aT Cih,G}? todo morfismo b ;¢ ~ &, o diagrama é comutative, pois ¢ hemomerfismo

| (k.G leva a unidade uy de C(c &) na unidade w, de Cle. &), Assim

Cleh ) Cle.G) obtemos uma transformacio natural e, O{—,f) — C{—. G} que, pelo

Lema de Yoneda, é induzida por uma fnica seta e : f — G. B facil verificar que o diagrama da unjdade

é comutative. De forma andloga, obtemos uma transformacio natural £, : £{~, G — C{~, G}, definida

e cada componente pela indicacio do inverso. Ela é induzida por um dnico morfismo ¢ : G — G que
satisfaz a cormutatividade do diagrama do inverso.

£

Para o conceite dual, se G € um cogrupo na categoria £, entdo G € um grupo na categoria %,
Assim, o funtor C?({—. &) : ¢ — Grp induz um funtor (G, ) : C — Grp, ou seja, para todo ¢ & (,
temos C(G, ¢) um grupo em Sets. A esfera S™ com a comultiplicagdo S8® — §™ v §” ¢ um cogrupo na
categoria Homot.. Portanto, se X € Homot, é um espaco topoldgico com um ponto * distinguido,
7. {X) = Homot, (8", X) é um grupo em Sets. Este grupo é dito n-ésimo grupo homotdpico de X. Em
particular, para n = 1, obtemos = (X} = Homot.(S!, X), o grupo fundamental (X, *).

Seja F : & — C um funtor. Suponhamos que, para todo ¢ € (. o funtor contravariante £(F—. ¢} ¢
8§ — Sets seja representativo. Entdo existe um Ec ¢ § tal que C{F—.c) = 8(—, Ec). Todo morfismo
h i ¢~ ¢ induz uma transformacio natural C(F— k) 1 C{F—.¢) — C{F—,'}, que é simplesmente a
composicio C(-, ) o F' de win funtor com uma transformacédo natural definida anteriormente. Portanto.
obtemos uma transformacio natural §(—, Ec} — &(~, Ec’). Pelo Lema de Yoneda, ela ¢ induzida por
um morfismo Ef : Ec — Ec. Em outras palavras, obtemos um funtor E : { — & e, finalmente, um
isomorfismo natural C{(F—, ~) = &(~, E—).

Definigao 2. Dois funtores F: § — C e E:( — & sao ditos adjunios (F é adjunto a E & esquerda
e E ¢é adjunto o F o direita) se temos um isomorfismo natural O(F—, —) = §(—, E-). Da consideracéo
acima segue que o funtor adjunto & esquerda a um funtor F ¢ dnico a menos de isomorfisme. Pela
dualidade, o mesmo é valido para o funtor adjunto & direita.

Quando consideramos uma categoria cujos objetos tém por base um conjunto (tais como médulos,
grupos, algebras comutativas, espacos vetorias etc.), se olharmos os mesmos apenas como conjuntos,
estamos aplicando um funtor E, que “esquece” a estrutura embutida nos objetos. Este funtor tem um
adiunto F' que lvremente gera por um conjuntc de geradores ¢ objeto da estrutura ern questdo (mddulo
livre, grupo livre, anel dos polindmios ete.).

Lema 2. Sgjam F : §—(C e E:(C — & dois funtores.
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Se F e E sdo adjuntos com um isomorfisme natural v : C{F—,~) — S{—, E~}, entdo temos as
transformacdes naturais (chamadas de unidade e counidade)

7:ls — EF g FE —1p (1

definidas pelas regras n; = ¢, r.lrs e &. = ;%i‘CEEC parac&{ e s & &, As composicles
. oE Eos Fan soF 5
E L, EFE 2. p F 22 FEF -1 LF (2)

sdp iguals a 1g e lp, respetivamente.

Reciprocamente, sejam dadas transformacdes naturais (1) tais que as composicdes (2) sdo iguals a 1g
e 1p, respetivamente. Entdo ¢, definido pela regra ¢, . f = Efen, para f 1 Fs - ¢ & um isomorfismo
natural @ : Q(F—, =) — 8{—, E~).°

Demonstracio. Sejam f:c— ¢ ¢ g5 — 5 morfismos em £ e &, respetivamente. Entéc temaos
os diagramas comutativos

1p, €C(Fs, Fs) 22 8(s.EFs) 5, e €C(FEc,e) 2225 8(Ee Ec) s 1k,
Cl{Fs,Fa} !; \ES{&E;«“Q) C[F‘Ecj}; §${Ec,5f}
FgeC{Fs, Fs') — S{s,EFs) s ? 7€ C(FEc.d) ~2<. S{Ee¢,E¢)s Ef
C(Fg..?s’}’g. E&'{g.EFs’) C{FEf.c’;:? TS{EﬁEc’}
Lpy €C{Fs' . Fs') — S(s' . EFs') 3 ny £w € C(FEC, ) . S{EC Ed) 3 1y
Dyt st Fre .o

Como C{Fs, Fgllps =Fg=C(Fg,Fs')lpy e S(Ec,Ef)lg.=Ef=G8(Ef Ed)lge, entéo
neo EFg =355 EFg)n. =S(g.EFs'\ng =ny0g, foe, =C(FEc, fige. =C(FEf.dJe =2, o FES,
pois WEe . € injetivo. Em outras palavras, 7 e £ sao tranformagdes naturals.

Para morfismos f: Fs—c e g:s5— FEcem e 8, respetivamente, temos os diagramas comutativos

1p, € C(Fs, Fs) 220 S(s EFs) 3, scFgeC(Fs,¢) — S8(s.Ec)3g

C(Fs,f)l | S(s. Ef) CiFg.e)

~

T :
| i &{g.Eec)

feCFs.cy = S(s,Ec)3 Efon, 2. €C(FEe,c) 5% S(Ec.Ee)s g,

isto 8.
@eof = Ef om,, sclsco Fg)=g. (3)

Aplicando a primeira igualdade a s = Ec e f = e, obtemos lg. = Yreofe = Eeconp. = (Eog).o(ne
E),. portanto, 1g = (Eoz)o(ncE). Aplicando a segunda igualdade de (3} a ¢ = Fs e g =7,, obtemos
o rs(EFs 0 Fns) = Mg = @o pslps. Como @, pe € injetivo, entdo lp, = eps0 Fy, = (20 F)y 0 (Fon),
e, portanto, 1p = (g0 Fyo (Fon).

Agora suponham.eé que sejafn Fiadas transformacdes naturais (1) ClFs,c) S(s, Ec)
tais que as composigbes {2} sfo iguais a 1p e 1y, respesivamente. | |

. . el . . . ; i
Primeiramente verifiquemos que ¢ introduzida no Lema 2 é uma SF b-a)l S{b,Eaj |

transformacdo natural, Sejama e — ¢ e b5 — 5 morfismos
em C e S, respetivamente. Entfio o diagrama & direita é comutativo,
pols, para f: Fs — ¢, s@o validas as igualdades

S(b.Ea)(pecf) = S(b. Ea)(Ef on,) = Eac Ef om, ob.

C(Fs,¢) —22s S(s', Ec')

5. » pode ser também definide através de counidade: para g: s — Ee, fazemos {gs.o) g = £c 0 Fo.
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o {C(Fb,a)f) = goclaofoFb)y=Efac foFbleny =EaocEfoEFbonsy
e 1 é uma transformacdo natural: n.cb= EFbon,.
Para gualquer morfismoe g 5 ~ Ecem &, fagamos ¥, .g = £. 0 Fg. Agora

Lsc(‘rgscff = ws,c(-gfoﬁs) = ECOF{EfC??S) mECOFEfOFTES =
= fCSFSCF??Sz fo {_SGF}SOiiFC?’_j}Sm 401F$mf5

Definicac 3. Um morfismo ¢ é dite monemorfismo (ou mono) se i o gy = io gy implica gy = g2. Um
morfismo p ¢ dito epimorfismo {ou epi} se fi op = fo op implica fi = fo.

E claro que a composigio de dois monomorfimos (epimorfismos) é um monomorfisme (epimorfismo).
Se foyg é mono (epi), entdo g é mono (f € epi). Em particular, se f o g é um isomorfismo, entéo f ¢ epl
& g € mono.

Definicio 4. Uma categoria C, cujos Cle, ¢/} sdo munidos de estrutura de grupo abeliano de modo
que a composi¢io de morfismos seja biaditiva, € dita Ab-categoria. E 6bvio que a categoria dual % a
uma Ab-categoria C é uma Ab-categoria. Seja F : € - (' um funtor entre Ab-categorias. O funtor F ¢
dito aditive se preserva a adicdo de morfismos, isto &, F : C{ey, g) = C'(Fey, Feg) € um homomorfismo
de grupos abellanos para todos e1,¢3 €C.

ima Ab-categoria de um objeto 86 ¢ simplesmente um anel (associativo, nAc-comutativo e com
unidade). Portanto, podemos tratar de Ab-categorias como sendo “anéis” com varios objetos. Desta
maneira, os funtores aditivos sdo simplesmente os *homomorfismos™ de “anéis”.

Os funtores “melhores do mundo” relacionados com uma Ab-categoria C s8o obviamente aditivos e,
portanto, podemos considerar os funtores {(c,—) e C{—, ¢} como funtores aditivos de tipos C{c, —

O — Ab e C{—.c):C°% — Ab.  (Além disso, o bifuntor C({—, —) é biaditivo.)

Fm qualquer Ab-categoria, um monomorfisime ¢ simplesmente um no-divisor de zero & esquerda e
um epimorfismo é simplesmente um nao-divisor de zero a direita.

Seja 0 € C um objeto numa Ab-categoria C tal que C(0,0) = 0. Entdo 0 é terminal e inicial.
Realmente, ho(O = ho 0+ ko0 implica hoO = 0. Pelas mesmas razdes, 0ok = 0. Agora lg =0
e Cle,0) = C(0,0) o C{e,0) = {0}, isto é, 0 é terminal. De forma andloga 0 é inicial. Obviamente, o
morfismo 0 : ¢ — ¢ é simplesmente a composicio ¢ — 0 — ¢

Vamos supor que tal 0 € O {chamadoe de objeto nulo) exista,

a L_ib Sejam a,b & C dois objetos. Suponhamos que

7 - 1, a ._J
/ l \ b existam o coproduto a - alib b e o pro- a/ ; p;\\
1
\}~ a‘/O duto @ <~ a x b =% b. Entdo os diagramas dos \{)‘ g;/
@ F2

lados produzem os morfismos a < a U s
satisfazendo as igualdades prej; = 1o, prodz = 0, parojp = 0, po o jo = 1. Portanto, obtemos o
diagrama comutativo & esquerda com 7} 0t =p; € T2 01 = Po.

pLalb. p _ ~
/ %g I ) Definicao 5. Se ¢ indicado é um isomerfisme, entdo dizemos que ¢, 6 € C
“\ ¥ s possuem biproduto. Neste caso, podemos supor que ¢ = 1. Dal temos p; = my,
ax B Po =Tz €
mofsi=la, meojp=0, meii=0, wpecip=1y Jrom+jrom =laxs (4)

6 Assim, se C possui produtos £nitos, todo objeto de € € um grupo (cogrupe) abeliano em C.



12

A tltima igualdade & vélida pelas pr Opued&des do produto ax b, pois mo(jiowy+jzome) = 71 = M olaxs

e myo{fyom +iromy) =T =720 Loy E facil verificar que morfismos 7;. jz, 7 e my satisfazendo
as igualdades (4} definem o biproduto. Usando o delta de Kronecker, podemos reescrever as igualdades
(4) coma

C}

n

‘Gojﬂzécﬁe A_Kjagﬁ&m‘i-

e

Te forma semelhante, podemos definir o biproduto de qualquer colecdo finita de objetos. Seja dada uma
B qualy g ]

colecio finita de objetos {a;,...,a.}. Suponhamos que existam coproduto e produto destes objetos,
o denotemos DOT Ju € T, 05 respetivos morfismos de/para o,. Lntac as igualdades {5) implicam o
isomorfismo a1 U lan 2 ap X - X 8y, Alnda mals, as Egualdadeq (8% implicam que 08 morfismos j,'s

e 74's definem coproduto e produto. Vamos denoctar biprodute por @ e chamar j's e ©'s de injegdes
projecies, respetivamente. Assim, concluimos que qualquer funtor aém"o entre Ab-categorias preserva
biprodutos. E facii verificar que biproduto €, num certo sentido, associativo e comutativo.

Observagdo 1. Sejam e =a; & - Sa; e o =a] & - 2 a,, biprodutos numa Ab-categoria C
munidos de projegdes e injegdes 7. 7. jo. 75, respetivamente. Ent@o o grupo abellano Cla,a') é a
soma direta de grupos abelianos C(a,.aj) e pode ser apresentado na forma de uma matriz

Clay,aly ... Clagaf)’
Cla o) = : : (6)
’ i
C{Q’n m,’ ce C{\Q’kr am)
onde o morfismo & & Cla, o) tem as componentes hyz = 7,0 hojz na matriz My, Sea” =0/ % --Ba]

¢ wm terceiro biproduto, entao podemos calcular a composigo foh de h & Clad') e fel{d.a”)
usando a multiplicacio “usual” das matrizes correspondentes: My = My - M7

Definigdo 6. Uma Ab-categoria C é dita aditive se possui um objeto nulo e biprodutos.

Defini¢do 7. Se¢ja A :a — b um morfismo numa Ab-categoria C.
Dizemos que um morfismo k:n - o é nideleo de hse hok =0 e, para todo morfismo f z — 2
tal que h o f = 0, existe um Unico morfismo g : z — k tal gue o diagrama 4 esquerda ¢ comutativo.

; Dizemos que um morfismo &' 1 b — ¢ é contcleode hse K'ch =0 ,

n-Lea—~b ¢ para todo morfismo f': b — y tal que f' ¢ h = 0, existe um tnico a-=eb—wc

g? /fr morfismo g’ ;¢ — y tal que o diagrama & direita é comutativo. JN\;Q
z

. . . s Y
Como usual, considerando as categorias apropriadas, podemos defi-

nir nidcleo e conticleo como objetos universais (ndcleo é terminal e contcleo é inicial}. Em particular,

ker ke coh
obtemos unicidade dos conceitos introduzidos. Denoctamos por Kerh = g s b ¢ 0 — b — Coh

os nicleo e contcleo de k. E facil ver que ker b é mono e que coh é epi.

a h b Suponhamos que o nicleo de qualquer mor- Kerh k. 4 h A

. fismo de € sempre exista. Neste caso, se o dia- l

7 §'1  grama & esquerda é comutativo, entdo existe um (7. 1 7 F
T ¥ tnico morfismo k(f, f') tal que o diagrama A di- - . I

o ——— b reita é comutativo. Em outras palavras, Ker é Ker b’ - o b

@1

7 Assim, ¢ melhor pensar que as matrizes de {6) estdo aplicadas & coluna K :

Qx
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r - 2 1 z = - e . . . .
um funtor Ker 1 €2 — (e ker é uma transformacio natural ker : Ker — ¢, onde ¢* : (% — C ¢ o funtor
“comeco” de seta definido na primeira se¢do. O fato andlogo € vélido para o conticleo.

i 3 - ori i g — | - - ker A FoA
Seja C uma Ab-categoria e seja b 1 a b um morfismo em C. Con Kor he s Clea)

sideremos o fuptor contravariante Kerh— : { — Sets, definindo Kerhc = .
Kerlle, h) para ¢ € U e determinando Ker ho no diagrama comutativo & Ker w Claal T
direita para o @ ¢ — d. No diagrama, a transformacio natural kerh &,

. w . o S Kerhd =ZIL ¢da)
de fato. a inclusao Kerhe € Cle,a). Seja n € € um ndcleo de A, Entio ¢ € WG )

facil ver que o funtor Ker h— & representado em € por n. Reciprocamente, seja Ker h—~ representativo e
seia n € { um objeto que o representa. Ent&o ker k. induz uma transformacio natural C{—.n) — C{—, a)
que, pelo Lema de Yoneda, é induzida por um tnico morfismo & : n — a, & € Kerhn. Usando o
isomorfismo Ker h— o C{—, n), podemos verificar que n € o ntcler de A. Assim, podemos definir, de
maneira equivalente, o nicleo de i pela representatividade do funtor Ker h—.

Suponhamos que numa Ab-categoria C os ndcleos e co- _, ker b h coh
nticleos sempre existam. Seja 2 : o — & um morfismo de Ker’ ¢ b Coh
C. Como hokerh = 0, entdo existe um {(¥inico) morfismo colker h}! f ?ker{co h)
f: Colkerh) — btalque foco{kev 1) = k. Sendo (coh)oh = ! 3
0, concluimes dal que {coh) o f ocolkerh) = 0. Sabemos
que col{ker k) € ep-u logo, {coh)o j = {. Agora podemos encontrar um (dnico) morismo g @ Colker h) —
Kerlcoh) zal que {ker(coh})og = f. Finalmente, encontramos um morflsmo g tal que A = iRergco R)je
g o colker b} Este ¢ é tnico, pols ker{co f) é mono e co(ker f) € epl. {O leitor pode descobrir toda essa
argumentagdc sé olhando para o diagrama 20 lado, sem ler o texto.)

Colker &) 5" Ker{coh)

Definicdo 8. Uma categoria aditiva C é dita abeliana se todo meorfismo h de C possui micleo e
contelen e o morfismo g @ Colker A) - Ker{co ) construide acima € um isororfismo.

A grosso modo, podemos falar que uma categoria aditiva é abeliana se Co(ker b} = Ker(coh) para
todo morfismo A. Neste caso, todo morfismo h esta decomposto em um epimorfismo e um monomorfismo,

h=moe.
r
} cofker k) Q:er{co ) colker /i) %&;‘er(co i)
Ker b 22210, kerh B e A bMCQh Kerh—ggr_b’...a Xf b__(.:.(_)_}i,.(joh

VA

Vamos provar que esta decomposi¢io é dnica a menos de um isomorfismo. Consideremos o diagrama
comutativo & esquerda com e epi, m mono e com h = (ker(coh)) o colkerh). Sendo hokerh = 0,
concluimos que moeokerh = 0. Dal, ecker h == {0, pois m ¢ mono. Logo, existe um morflsmo f @z~ y
tal que e = f o colker h). Agora (ker(coh)) ocolkerh) = h =moe =mo focolkerh) com co(ker )
epi. Portanto. ker{coh) =mo f e o diagrama a direita é comutativo. Isto implica que f € epi e mono.
Resta aplicar {3} da

l V. N
l

Proposicio 1. Seja £ uma categoria abeliana. Entdo sio vilidas as seguintes aﬁrmagoes T

(1) Um morfismo £t a — b é mono se e 56 se Kerh = 0. }\
(2} Um morfismo h:a — b éepi se e 80 se Coh = 0.

(3) Um morfismo h : o ~— b é um isomorfismo se e s6 se h é mono e epi.

{4) Um morfismo bt a — b € epi se e 50 se h = colker h}. \ /

(3) Um morfismo h : o — b é mono se e 56 se h = ker{cc h).

(8) Tedo morfismo h possuz umas lnica decompos;g&o k= moe come epl e m mono (a meneos de um
isomorfismo, jsto &, se h = m/ ¢ &’ com e epl e m’ mono, entio existe um isomorfismo i tal que e’ = ioe
e m=1iom'; vide o diagrama acimaj.
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(7) Para quaisquer duas setas a Lol bexisteo pullback {dado pela formula a x b = Ker(hom, —

) : R o)}, O pullback induz o iso- B A
Kerh! 20, asp —Rpy 4 2). Op o L Coht S a b —— b
morfismo i entre nicleos no di-
; ‘i 1 s agrama comutativo & esquerda. ;. | £
+ = Além disso, se h & epi, entdc A’ ‘ 3 '
ker h A - . . ook I
Kerh —— a ——— ¢ £epl Coh e g e 2

(8) Para guaisquer duas setas o e Lo b existe o pushout {dado pela fdrmula o . b = Co(j, o
h—duo f)). O pushout induz o isomorfismo § entre contcleos no disgrama comutative 4 direita acima.
Além disso, se h é mono, entdo k' é mono.

Demonstracio. (1} e {2) sbo triviais.

(3) Temos o diagrama comutativo & direlta com um isomorfismo a . 5
g. Por {1}. Kerh =0 ¢ kerh = 0. Portanto, 0 Lg e g 6
o diagrama de colker b}, Assim, podemos supor que Colkerh) = a
¢ que colkerh) = 1,. De maneira semelhante, Ker(coh) = b e Colker ) g Ker(co k)
ker(coh) = 1. Agorag=h.

! .
co{ker h)J’ ker(coh)]{

Se h=co t a hepl. Sendo h = ker ocolker ) com h epi, concluimos
(4} Se h = colker R), ento 1 ¢ epl. Seja b epl. Sendo h =1 ( {ker i) hoepi, I
gue ker;\co g3 é epl. Mas, ker(cog) é mono. Por (3), ker{cog) é um Isomorfismo.

(8) é dual a {4).

(6) agora segue de {3).
{7) Provemos que o nicleo indicado representa o pullback. No diagramna comutative d P
4 direita, existe um (Unico) morflsme g:d —axbtalque f"=r,09 e R =mog. |

A comutatividade do diagramea & direita é equivalente ao fato que r o g = 0, onde f” f L
r=hom,— fors:axb-— c Sendo universal, o nicleo k : Kerr — a x b induz 5

um Gnico morfismo ¥ : d — Kerr tal que k¢ = g, Como as igualdades f' =r, 09 ¢ 7 ¢
e A" = myog definem g de maneira tinica, entdo 9 é definido univocamente pelas igualdades [ = n,2kod
e R = m,oked, isto ¢, pelas igualdades f = f'cd e A" = h' o, Em outras palavras, Kerr é o
pullback a x, b.

Ker b/ kerhl o b IR ) Sfjpfnhamoi agora que no.diagrama a esqulerciz\a, i
hof” = 0. Ento obtemos o diagrama comutativo &
f’i fl direits que induz um dnico morfismo g:d — a X, b f”l fj/
o ., tal que ffog = f" e A ocg=20. Logo, existe um N
d ——— o ~——— ¢ t{nico morfismo j:d -— Kerhk' talque g =kerh’cj. @ — ¢

Assim, ternos um uUnico j satisfazendo a igualdade f okerh' oj = f”. Isto significa que /' oker A’ :
Kerh' —a éonicleode A0 —c

Suponhamos que h seja epi. Temos roj, = (howm, — fom) oj, = A Logo, r é epi. Por (4),
7 = cok na seqiléncla a x. b i axb e e Temos B = wpok. Selal=goh' paraalgumg: b — d.
Entdo 0 = gom o k. Sendo r = cok. existe um {Unico) morfismo ¥ : ¢ — d tal que gom = Jor.
Conseqitenternente, 0 =gomoj, =% oroj,=dch Dal d=0,gom=0 e g=0, pols h e =, sho
epis.

{8) é dual a (T) I

Definigae 9. Denotamos Colker k) = Ker(coh) por Imhb, a tmogem de h. Pela Proposicio 1{6),
todo morfismo ko — b se decompde, univocamente, na compesicio do epimorfismo 7 :a — Imh e do
monomorfisme i :ImhA — b, f =107,

Definicac 10. Dizemos que a seqliéncia g — b Lo ¢ & semierata em b se Foh == 0. Neste caso,
h=iowm,onder:a-—Imh éepie i:lmh— b €mono Loge, foicrm=0, Qoue‘mphca in

Conseqiiemnente, obtemos j:Imh — Ker f tal que 7 = ker foj. Assim, toda seqiiéncia a — b -2 ¢



semiexata em b gera uma decomposi¢io de h com j mono {vide o diagrama
& direita). Se 7 é um isomorfismo, entdo a seqliéncia é dita erata em 5. Uma

segliéneia -+ — a — b — ¢ — ... &dita (semi)ezatase ela é (semi)exata em cada | ke f |
um de seus termos. Obviamente, 0 — a — b {respetivamente, b — o — 0) ) i
é exata em @ se e s se h € mono (respetivamente, epi). O fato da seqgliéncia & - b

i1 1 J , - . 5 . - . N .
0 — g —o b <= c —  ser exata é equivalente a cada uma das afirmaces seguintes: {1} A & mono ¢

Ff=coh, (2) féepieh=kerf
- o ; £ , , . . g
Ohbservagao 2. A segiifnela o Lap e bexataem bseeséseexiste Imh - Ker f
| P = ioe . 5 . coh . om .
uma decomposicdo de f, em epl e mone, dada por b — Coh — ¢, Real- =
mente, suponhamos gue a seglénela seja exata, Utilizande a decomposigao

: - a c
da Definicio 9 para f e o diagrama da Definicio 10 para h, obtemos o dia- : ot
grama comutativo & direita, onde j € iso, ® e p 580 epis e [ ¢ mono. Como cok 3 5%
lopoh = el é mono, temos poh = 0. Logo, existe um Gnico o : Coh — Im f Coh="% Imf

tal que wocoh = p. Por outro lado, 0 = cohoh =cohoker fojom. Sendo &

7 e 4 epis, coh o ker f = 0. Pela Definicio 9, Im f = Cotlker f}. Dal obtemos um dnico 3:Im f — Coh

tal que Sop = cof. Agora, utilizando o fatc que p e coh sae epis, & facil ver que o e 7 sdo inversos um

do outro e, assim, esta’oelecam um isomorfismo Im f =~ Co . Resta indicar m = E oo Beciprocamente,

se f é decomposto como b8 Coh T ¢ com m mono, entdo a seqiiéncia @ —— b~ ¢ & exata em b,

pois, sendo m mono, Ker f = Ker(m ocoh) “coincide” com Ker{coh) = Imh. O fato obtido € dual &

- 3 1 o A f p . p -

Definicao 10 que, na verdade, diz que “a seqliéncia a — b~ ¢ € exata em b se e s0 se h se decompde
s ker s

como a ~— Her f —= b com 7 epi”.

, p, ¥ Y
Definicdo 11. Seja a € C. Dizemos que f 1z — a e f' o — a sio / \y
equivalentes, f == f’, se existem epimorfismos ¢ : y — z e ¢y — 2’ tals que i 8
fo = flod, Provemos que f = [’ e f' = f" implicam f = f”. Realmente, temos Vi ”i
o diagrama comutativo & direita com ¥, @', 9] e ¥ epis. Pela Proposicao 1{7), pe ; o

uma relaciio de eguivaléncia. Uma classe de equivaléncia se chama de membro de

r €, a. Podemos falar sobre a imagem de um membro: sejar €m0, f 12~ G,
um membro e seja h : a — b um morfisme. Entde Ao f 2 — b define a imagem Az €, b E facil ver
que = = z’ implica hr = hx'. Também faz sentido dizer ~r €, a ou z=0.

»' s30 epis. Agora fodop= f"od"0p comPep e ¥ op epis. Assim, cbtemos \

Os membros substituem elementos em caca de diagramas:

Proposico 2 {As regras elementares para caca de diagramas).

(1) Um morfismo h : o — b € nulo se e sé se hr =  para todo z €, a.

(2) Um morfismo h : a — b & mono se e s6 se hx = 0 jmplica z = 0 para todo = €, a {oU,
equivalentemente, hx = hz' implica x = z’ para todos .7’ €4 a).

(3) Um morfismo h:a — b & epi se e s6 se, para todo y €, b, existe um z &€, o tal que hz = y.

(4) Uma seqiiéncia b Lo éexata em b ose e 56 se feh =10 e para qualguer y €, b com
fy=0, existe um x €y 0 talque hz = y

(5) (Subtracio) Sejam dados um morfismo h : a — b e dois membros z,y €n ¢ tais que hx = hy.
Entao existe z €m @ (podemos denofar z =z — y) tal que hz 2= 0 e, para gualquer morfismo f 1 a - ¢,
temos (fr=0= fz=-fy) e (fyel— fz= fz)

Demonstragao. {1) Como 1, : 2 — a induz a €,, a, entéo ke = 0 implica ki = 0.

(2) Se h émono e hx = ha! para f :x — a e f' 12 — a entdo ho fod = ho flod para
epimorfismos 7 e ¥ apropriados. Isto implica fod = f ¢ e assim ¢ = z’. Reciprocamente, seja
P p 1
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hofw=0para algum f o — a Entdo o =0 e existe um epimorfismo ¥ 1 z — = tal que fod =
Logo, f = 0. Assim concluimos gue A € mono.

n (3) Suponhamos que h seja epi. Seja y €m b, f 1y — b Nodiagrama |\

axp¥ T ¥ 4 esquerda, k' § epi pela Proposicie 1(7). Assim obtemos um x = a x; ai \1;

P FioVEma tal que hx = 4. Reczprocameme aplicando a propriedade de A ;c b

& ' ~ a0 membro ¥ = b €, b, obtemos o dlagrama comutative & direita com f 1 !

a “— b 9 e epis. Sendo h divisor & esquerda do epimorfismo ¥, concluimos } 5 bv'

que A é epl. gt b
(4) Suponhamos que a seqléncia seja exata em b. Seja y €, b, ¢ 1y — b, com fy = 0. Entdo,

para um epimorfismo ¥ : z — y, temos f o z

Ed I ; .
/i\ got? = 0. Logoe, fog==0 e ¢ = kerfot yw‘

para algum ¢ : y — Kerf = Imh. No dia- 2" {mp.deKers

@Ximh Y 1y grama & esquerda, A == (ker f} o7 com « epi. Yo ker fl
l/’ \ Pela Proposicio 1(7), =’ ¢é epi e hz = y, onde “ b
ker T =0 Ximh ¥ Em ¢ Reciprocamente, aplicando h F

&_,_____...,__. 7

a prepneaade ao membro Ker [ £, b, obtemos ¢ disgrama comutativo &
direita com ¥ e ¢ epzs. stoé, ker fejormo g o = ker f ¢ d. Sendo kerf mone, conelufmes que 7 &
divisor & esquerda do epimorfismo 9. Logo, 7 é epi. Ao mesmo tempo, J ¢ mono. Pela Proposicio 1(3
i e e isomorfismo. el
j Temos o diagrama comutative & direita com ¥ e ¥/ epis, Agora z €, o desejado 9,““ N
L)
eucﬂ?—ycﬁ'”—*ag N b
A Proposicio 2 possibilita aplicar os argumentos usuals em caga de diagramas. Y e G
A “receita” é provar primeiramente um fato com use de elementos como na categoria Ab e trocar depois
“glernentos” por “membros”. O tnico lugar em que isto ndo funciona ¢ na construcdoe de morflsmos.

Um exemplo disto € o

Lema 3 (da serpente). Seja dadc um diagrama comutativo
i P

G aq v (g (3 G
h] J' h,gJ'
; J =
G 171 * bg bg G
com as linhas exatas, entao existe um morfisme ¢ : Ker hy — Cohy tal que a seqgiiéncia
i 7 8 3 = oy
0 — Kerhy — Kerhy = Ker by ~ Cohy - Cohy — Cohg — O {7
& exata, onde os morfismoes ¥/, o', 7' e 7' sdo mdu21dos
5 i -4 . 5
0 Ker hy Kerhs —ifes Kerhy ——
ker fiy ker hs | ker hgl
i r
Q 25} rrpe— Qg a3 s
i
fy ka j g !
) s b‘i s bQ z 53 s {}
|
cohy cohz ‘ cohs |
§ i 7’
Co hy Cohy —— Cohy —— 0

Demonstracao. Para definir § consideremos ¢ diagrama
f=0



oy
-3

g
0 ——- gy e ag X, Rerhy ——— Kerhy —— 0

k i ker by ;
: -
0 a) as Gy e
I |
hﬁ Fig A1y |
- 4 4
0 by et ba — by e ()
| ] |
cohy g e g !
g [ =)
0 - Cohy o Cohy Uy, by —2s by —— 0

Sendo p epi e sendo j mono, pela Proposigio 1(7.8), ¢ € epi e g é mono. Portanto, as linhas no diagrama
sio exatas. Pela Proposigio 1(7,8), o diagrama ¢ comutative. Consideremos o morfismo §g = cchy o k.
Temos dp o kerg = 0 e ¢ = colkerg). Logo, existe umn morfisme v @ Kerhg — Cohy U, b tal que
yog = . Sendo 0= (cog)ody = (cog)oucy com ¢ epl, conclulmos que {coglou = 0. De g = ker(coyg)
segue que existe um morfisme & : Ker kg — Co iy tal que god = w

Agora descrevemos ¢ usando membros. Seja x €, Kerhs, f - II
x — Ker hy. Pele ProposicBo 2(3), existe x9 €,, as, fz 1 T3 - ao, ker fis|
tal que pry = (ker ha)z. Como 0 = ha(ker hsjor = hapzy = mhozs 7o M
e a seqiiéncia O — by — by — by — 0 & exata em bg, entdo, pela xgm (ker fig )
Proposigio 2(4}. existe y1 €, by tal que jyn = hpre. Facamos . hzé (&)
y = (cohy)y: e provemos que y = éz. (Pela Proposicao 2(1), isto Y1 L hoty

define & univocamente.] Pela Proposicio 2(2}, ¢ suficlente provar
que gy = ¢bz, pois g € mono. Em outras palavras, precisamos (
provar que g{co hy)y; = uz, isto é, que chozy = uz. Se provarmos

que existe um z €, a2 Xq, Kerhg tal que gz = = e kz = 1z, entéio chory = chokz = §'z = ugzr = ux
e tudo estd feito. Para alguns epimorfismos 9 ¢ 9 temos o dlagrama comu-

tativo & direita. Portanto, existe um morfismo ¢ : z — g x4, Ker i tal que
goz=fod e keoe= fyod. Em outras palavras, z €, as %, Kerhg, %’
gzma e kz= o

.iL'
T A Ker g

ker hg\&
Provemos a exatiddo da seqgiiéncia (7). Sendo (kerhs) et = ickerhy ‘\ / o
mono, conclufmos que ' é mono. Como 0 =poickerhy = {(kerhglop'ei’ ¢ & I b
ker hy é mono, entéo p'oi’ = 0. De maneira semelhante, 7’ é epie #'ej = 0.

Se o €., Ker by com p'z = 0, entdo plker ho)zs =0 e, pels Proposicho 2(4), existe 2y €,, a4 tal que
iz = (ker hy)zz. Por outro lado, 0 = holker fiz)zs implica jhizy = 0. Logo, hyxy = 0, pols j € mono.
Pela Proposicio 2(4), existe z; &, Kerh; tal que 1 = (ker hyjz;. Sendo {ker hy)i'zy = (ker hg)zg com
ker ho mono, conclaimos que i'z; = zp. Assim, pela Proposigao 2(4), a segliéncia (7} é exata em Ker ho.

Seja ty €m Cohg com 7'ty = 0. Pela Proposigao 2(3), existe umn yo €, b tal que {cohn)yn = fa.
Sendo (co ha)wys = 0, existe um x3 €m a3 tal que hazy = 7wyz. Podemos encontrar um Iz €., a3 tal que
prs = 3. pols p € epi. Dal, mhozs = 7ys. Aplicando a Proposicio 2(5), obtemos z = y2 — hpma €., bo
com 7z = 0. Como (cohzjhgme = 0, entdo {coha)z = (cohnjys = t2. Pela Proposigio 2{4). existe um
iy €m by tal que jyy = z. Agora, j't; = 1y para t; = (cohyjyy. Assim, a seqiiéncia (7) é exata em
Co hg.s

Seja zp &, Kerho. Usando {8) com z = p'zo. verifiquemos que dxr = 0. Podemos supor que
x5 = {kerhg}zy. Mas, entdo hexy = 0 e podemos escolher y; = 0. Portante. dz = y = (cohy)y; = 0.
Assim, docp =0,

e )

8N#o precisamoes provar isto, pols a afirmagao ¢ dual 4 exatiddo em Ker ha.
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Usando (8). podemos verificar que j' ¢ § = 0. Realmente, j'dz = j'lcohjy; =
{CO hg}f@-z.’}fg = 0.

Seja t1 €, Cohy com j% = 0. Existe y; €, by 3al que {cohilyn = 4. Temos {coha)jy = 0.
Portanto, existe um 2z €, ag tal que hozs = jy. Sendo hspry = whory = wjy = 0, exdste um
T £,, Ker bz tal que (ker fzjo = pro. Tinalmente, dz = ¢,

Seia r S, Kerfiz com dz = 0. Usando (). vemnos que [cohy iy = 0. Logo, existe um 3 €., a1 tal
que hyxy = ¥y Como herz = hgixy, entdo, pela Proposicio 2(5), existe um 2 = &p — iz €5, ap tal que

coh)jy, =

s

hoz =0 e pz = prg, pois piry = 0. Conseglientemente, existe um 29 €., Ker hg tal que (ker Ag)zs = 2.
Agora, (ker hz)p'z2 = (ker hg)z com ker by mono. Isto implica p’zy =2 O
e ;4

Observagdo 3. A Ker-Coker-segiiéncia é fit Ker hiy

funtorial. Para provarmos isto, considersmaos - }/i -
e i di or g —e
um mosfismo entre dels diagramos como os do i |
- . . " . i
Lema 3, isto &, o diagrama comutative & di- 9 ) agm} @y O
reita, onde as linhas sfo seqiincias curtas ex- f)/' | y § . fa
atas e os morfilsmos ¢ e ¢’ sdo definidos comoe 0 ai : a3 vt 13 T O
no Lema 3. Entéo a diagrama abaixo é comu- ’hfx LA, | R
tativo, onde as setas verticals fi, fi, fi, 4. fry ' i’ig : !513 v
ah, g sao induzidas pelas setas f1. f2, f3, 1. G- ? by — 1 5 by | 7 5 — 0
- 5 o T : v i + 7

ga. gs, respetivamente. Realmente, basta veri- / !

’ 4 .- 5 5 ‘ 0 by - b bsie
ficarmos a comutatividade do quadrado central ) i
{pois os outros guadrados séo comutativos pelo A R,
fato de que Ker e Co sdo funtores). Seja x €,, . 3 /g"i

; Co h;

Ker hy um membro. Usando a mesma notagio

0 ———— Kerhl ———p Kerhg ——— Kerhg e Cohl i C—Ohg — COhg — 3

i | ;
5| 3 5| o | % | o)
¢ ——— Kerh| ——— Kerhi —— Kerh} ~L Cohy — Cohj » Co kg 2 Q)
de (8), obtemos dx = (co h;)y;. Novamente usando (8), agora para [ :f;ﬁ?
caleular & (fiz), obtemos &'(fiz) = (cohi)gry1. Assim, & flr = ker hg;
(cohi)grys = gileohijyr = g dz. v

) L fozg s (ker R fox
Tim outro exemplo de aplicaco das regras da caga de disgramas .

N ¥ 2]
é o “4Lema”™. i )
gripp = by fozs = gohozs

Lema 4 {4-Lema). Seja dado um diagrama comutativo {4 es- cok!|
61“

querda) com a primeira linha semiexata em az € exata em ag, com il
a segunda linha exata em by. Se hy e hy 530 monos e hy é epi, entdo 169 hi)gin

£ fa fs hs € mono. f2 fs fa
a a2 > a3 Qg az > O3 * g Qg
1 . .
‘ l E Seja dado um dia- ‘ 2 ‘
hlj, hgl hal ks grama comutativo hg By | ha | ha |
- - ~ & 4

oy e e, {& direfta) com a pri-
by 2 T s 4 meira linha exata em
as, com a segunda linha exata em by e semiexata em by. Se ha e hy s80 epis e hy é mono, entdo by & epl.

Demonstragio. Verifiquemos a primeira afirmacio. Seja T2 €m a3 um membro tal que hzzs = 0.
Entio 0 = gzhazs = hyfsrs. Sendo hy mono, obtemes fazs = 0. Pela exatiddo em a5, existe um
To €, as tal que forp = 3. Logo, gshoxs = hgfazy = 0. Pela exatiddo em by, existe um y; €., by tal que
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iy = haa. Sendo 2y epi, existe um T1 Sqp, a7 tal que himy = Yi. Dai, hgflxl = gihin = g1t = haxe.

Sendo hy mono, fiz; = 2. Finalmente, 73 = fozs = fofiz; e pela semiexatidfio em ay, obtemos
Fg =

A segunda afivmacio & dual & primeira U]

Coroldrio 1 (5-Lema). Seja dado um diagrama 4, f1 as f2 as f a4 f1 a5
comutativo com a primeira linha semiexata em ag e 3 , ,
exata em G € Gg, Com a segunda linha exata em by ™ v fzi hv a’mi
e by e semiexata em by. Se by € epi, hs é mono, Ay o1 g2 P g
e by 8o isomorfismos, entdo hy ¢ um Isomorfismo. ! by bs o4 E

1.3. Cohomologias

Seja ¢ wrna categoria abeliana, Denotamos por Kom™ C, onde #
objetos sio os =-compleros, isto é, seqiiéncias semiexatas em

I

{@, -, —, b}, a categoria cujos

- oo el g 22
com a condigdo:
& — nada.
4 — existe um ig tal que CF = U para tode ¢ < ig.
— e gxiste um t; tal gue CF = { para todo ¢ > iy,
b — existermn fp e iy talsque C° =0 se 1 << iy ou 1> 1.

Os morfismos di-.’s se chamam operadores de bordo do complexs. Um morfismo b : € — D entre
complexos é uma colegio de setas A : C° — D* compativeis com d-, isto é. A" odl. = db o h? para
todo 4. Podemos escrever as tltimas igualdades sem indices: hod = d o h (os indices se sabem) ou.
simplesmente, hd = dh. A composicdo de morfismos é dbvia. A categoria Kom™C ¢ uma Ab-categoria,
se definirmos (A - £} = h'- f*. Ela possui biprodutos (C* @ D'} = C' & I com projecdes e injecdes
Sbvias. Ela tem objeto nulo 07 = 0. Possui nicleos e contcleos: por exemplo, (Kerh')' = Ker k'
com o morfismo kerh : Kerh — € feitc de morfismos ker A® e com d,.,. induzido por di. e dp..
Obviamente, i+ é mono {epi, iso) se e 56 se cada um A? é mono (epl, ise). E facil verificar agora que
Kom™ ( é uma categoria abeliana.

Seja. € um complexo. Denotemos B'C- = Imds! e Z'C = Kerdl..

. N .
A T 1 | ; B I i
Temos a decomposigio de d-." no diagrama & direita com j&. mono {vide a .

Definicée 1.2.10). Facamos H' C- = Coj.. Isto 4, a seqiiéneia Tk 3 kera"c.;
: o - it . i1
0— B¢ 2% 20 28 Hio -0 ci-1 _fe
é exata.
Seja b 0 O = [ um morfismo entre complexos. Entdo temos ¢ diagrama comutativo
. di? . =t . ;i . ker db s
01—2 SNt = B H-T viRed ST Ao o < ., Ci"H
P 5 =1 s % ot |
h 3— A i B i \L
gim2 ‘ i . i ) cordd’ o
Dz_z y=X Dlwl =2 Bi D Ip. zz D‘ HET Gy Df‘ §o D Di'f*l
. P ; e, . codiT?t . g ) i )
Czwl o B C fod o o CO dzc..g 0 Zig kerd, o de Cz-é—l
i : | ! | ;
pi—1 4’ R E“L 7ih B ; h{‘li
. b, ; eh. . codiy? . . ker o ) & N
D=t 2. B D —2 D P Codly! 0 7D ~EiR, pf SR, pi




20

As setas ' e A induzem o morfismo Z'h 1 Z'C - ZD que faz o diagrama acima 3 direita
comutativo. As setas h'! e R' induzem o mosrfismo g : Cs:mlic".1 — Cod* que faz o dlagrama
acima & esquerda comutativo. onde e = i{er(codz"“ : B'C = Imdi = Ker(eodit?) — CF e
eh. = ker(cod;") : B'D' = Imdy' = Ker{cod;?) — D' sdo os monomorfismos participando nas
decompeosicdes dos morfismos di ' e d 7, ;espetxameme (videa D@ﬁmgae 1.2.9). Assim,assetas h'eg

BIC: &

[sie] G."C,

. ik il
Codit —— 0 ¢l el B 22
Bh | . g i it B | W
. 2t i ., COGSI':"_“ - X . B et .

:BED' o- o o, COd}}_l - 0 Dzml D B D Jo) I
induzem o morfismo B*A : B'Ch — B' D que faz o diagrama acima 2 esquerda comutative. Con-
seqlientemente, no diagrama acima & direita temos el (B'h')nh. = hleh nh. = €h.mh.h" ! Sendo
e}, mono, concluimos que 7 T Bl = (B R )TE., isto &, o primeiro quadrado neste diagrama também é

comutative. Resumindo, obtemos o diagrama comutativo
P2 i i . v i
Crz’»»? e . {:11;-1 b Be’ o Je- ‘ ZiC' ker dj.. Ci e, Ci“fl

.E .
Zh AR A R !

- pa i
] B )
ﬁiwr‘) dp.” . ) i

Dt e B e pi tE, pist
O quadrado central é comutativo, pois ker dn (Z°h )5t nh = h¥(kerdb )jb wl = (kerdby. )5 wh Ai!
(ker di,. )55, (B*h)m. com 7g, epi e kerd},. mono. Finalmente, obtemos o diagrama comutativo

Ri=? E pim? | B A 1

'
i
: i
i -1 -~

3i

ker dD

0  BiC 2 pice Bl wio — g
Bin| 3 | (©)
0 —— B'D 2L zip S gip g
e vemos que BY, Z° e H sio funtores. Vamos chamar H' de i-cohomologia de compiezo.

r : i i = : . - er db .
‘ Lema 1. Os funtores B*, Z' ¢ H' sdo adi i1 BiC gic. ktds o
tivos. E ;
?.— H il R Fr i = H L gh ‘E
Demonstracio. Sejam dados dols morfis- +f Bi(n+f Jl Zl ] i ]
mos entre complexos A, £ 1 ¢ — D0 O mor- -1 k. BiD ib. 7D ker d's D

fismo A = f* determina, para tode 4, o diagrama
comutativo & direita, onde Z'[A° + f) é tdnico que faz comutativo o quadrado & direita. Como

fhi -+ fz} ker G,”' = h? kerdé, -+ fi ker dgc = 0 0 )

{kerd“ )Z1 4+ (kerdn ) Z' f+ = kerd, |

VAN Zz o, peia unicidade, temos ZHh + T i l

fy=Zh=Z" f. Dal, 7' é aditivo. Analo- , i , oo )

gamente mh (A }”‘1) wi b=l 4 U —— B'CO AN Oy HC — 0
b fl= (B }ﬁ“&f (B fimg. = (Bl ke o] verdly, | %i

-+ ]53Z fmk.. Logo, pela unzcgdade de B'(h i _ 7

+ 1), B*gh + fy=B'A =B f. Daf, B* ciet B e 2 s e 0

é aditivo. Pela unicidade do morfisme in-

duzido entre conicleos, segue a aditividade 3L ‘

de H* (vide (9)) [ e
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Lema 2. Seja " € Kom" C. Entédo, para todo i, existem dois dnicos morfismos o, e 3%, que fazem
o diagrama acima a direita comutativo. Neste diagrama, as linhas e colunas sdo exatas. Além disso, o
diagrama ¢ funtorial {istc €, toedos os morfismos no diagrame sac transformacdes naturals).

Demonstragéo. Sendo dc dit = 0, obtemos db. = F5 {codTt) para um dnico 3% apropriade. De
0= Cle_ ;(af”“\ = (co d1 (;{& deVjbmh, e de TE. ser epl, conclufmos que (cody *j(kerdi )it =
0. Lego? existe um dnico ac_ que Iaz o diagrama comutative. Por caga do diagrama, ¢ facil provar que

i . K fos] . . y

Qg ©mone € que do. = kefr de.. - , oi-1 _fe o codg” Codizl 2o, priti
Para provarmos que o diagrama do Lema 2 é / : O,
funtorial, tomemes wm morflsmo 2 0 O — > o ; |
' N a: N T R R

entre complexos. Entdc o diagrama a direita é co- =~ L i i +
mtativo, onde o quadrado a direita é comutativo, P . codit e ah L

¥ s g P o Dg 25N CO dj-:)‘ D ; Dg i3

pois cods ' é epi. Utilizando as comutatividades
; obtidas acima, constatamos que resta provar comutatividade da face

i . COTD. im. o - . .
7D —l L H'D direita no diagrama & esquerda. As comutatividades das faces de

1

; | cima, de baixo. frontal. de fundos e esquerda sfo j& conhecidas.
ikerd | 4
R R ok, A comutatividade da face direita segue da comutatividade das outras
e i :
- H'C faces e de co 4. ser ep! {vide a primeira parte do Lema 1.4.7)
Yoo leodiP T :
Dl — Codp” Seja £ @ 0 — C; — 3 — Ci — 0 uma seqiiéncla exata
o] - de complexos. Pele Lema 1.2.3 (da serpente), obtemos o diagrama
codint r / g comutativo abalxo a esquerda com linhas exatas.
ol i :
C(}dc' g2 pim® Cim? 0
2 — 3
E] s z_z-—l
61——1 )
g T0Y.
kem;;l A OF ----»HEC
i ; Qa‘-—l i
o _7 . lac.
ki

0 — Ci7
4

zz-lcg_q,co dM
a*

i1l

a. li
1 H
0 —— C —— £ Ci — 0 B cirt
co a’lc"; | o af'c“..; i co d’c'f; L
gt -1 = (1 » ]
Coa’1 — Codg, Cadl< G
Cs Cs
+1 & +1
0 ot 2 o |
Usando a definicdo {8) de &""!, vemos que 34.6'7! = 0 e 6"”le;§1 = 0. Sendo, pelo Lema 2.
af, = kerfg,. obtemos 877 = ap A7 para algum A7 71 Cy — H'Cj. Sendo ap, mono,
conclfmos que AM 1551 = 0 %smm obtemos 651 : H™1 ¢y — H'Cj tal que A = 5?”1((:035‘1)

{vide o diagrama amma a direita; note que OE_” é Unico que faz este diagrama comutativo).
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Provemos gue a segliéncia

O

5]

Hzmlc H?ml?: g?‘—n‘icé H?—EZD'. Hz—lcs z . Haci H*

& exata. Para isto, consideremos o diagrame comutativo

¢ 0 ] 0 0

7 T 7

i i i - >

1 H’_ZE' . Himzp. 1 5v-1 o Hie: :
HWo, =2 BTG s HITHOy —E2— HI'C - H'Ch

1T -1 T . i i

w0 i’ ‘ oy ; tic, ' i o L=

- e X . fr A Rl . i
zitlop AE, giticy LoPL ziicg L2

~
sh # 2
J‘,n ] z

AIT
¢

Bio, =5 pitig

onde a segiiéncia na segunda Einha € exata por (7] e as colunas sio exatas. Observemos que a terceira
linha é exata. Com efeito, (B p- ,/.};i = C lp“”?" Sendo B!y divisor & esquerda de um epimorfisme,
ele é epi. Por caca usual do dIaﬂrama podemos provar que a primeira linha do diagrama ¢ exata nos
termos H'™1C3, H'7IC; e HCy:

Temos {Hz“lp'}(szl 5'}((:03’}};1) = {ccjal)(zl“‘pj{zi‘is') = (} com cojsz1 epi. Daf obtemos a
semiexatidao em H™'Cs. Seja 25 €, H"'Cy um membro tal que (H " pjzy = 0. Sendo coj&‘;
epl, g = {'C{)jé-:l)yz para algum yp €, 277" Cs. Logo, {cojal)(zi_ip')yg = 0. Pela exatiddo da
terceira coluna, (Z7 ' plyp = jg“l@ pa*—*a aivum z3 € BTGy, Sendo B lp epl, 23 = (B o)z
para algum zz €, B'"' Cs. Temos (Z°" ' pr )jc 2o = jé-—; B ps = jf?jzg = (Z" ' piye. Logo,
existe {y2 — jcr,’ Y20) €m Z70C5 tal que (2771 pr)ys — jéi;lzg) = 0. Pela exatidio na segunda linha,
(yg = jg“ﬁle) = (2" )y, para algum u; €, Z71 Q. Seja Ty = (cejé_il)yy Entio (H' 'z, =

. . _ P . . P
(H e)(coje; Dy = (codg, HZ Tevyy = {cogé Ty = 3 zg) = 7, pois {co]&ﬁ}(iééljzg = 0.
Assim, obtemos exatidio em H'™! Cs.

Temos agiégl{ﬂ?‘_l )(cogc Y= 'a};ié’gl{cojal (27 p )y = 8 HZ p) = 0. Sendo Gy, MOno
e sendo coja1 epi. obtemos 5}5”(1{2”133') = 0, semiexatidio em H'"1C;. Seja 22 £, H7 Oy
um membro tal que 6% 'zg = 0. Sendo cejgj epi, 23 = cOjC 'ys para algum y3 €, 2 Ch
De §iy; = aici 55 Heo jé?;})yg = 0, pela exatiddo na segunda linha, segue que existe um yy £,

- il N o " _ e - T e A SO S S
ZE1 s tal que (27 plye = ya. Sela zo = (co;zé;.gi)yg. Entao (H° P Jxp = (H' ' p }{cofc;)yg =
fcof"lvzz P lyn = Lco_yc Yys = 333 Assim, obtemos exatidio em H ™! o

Temos a’cé(H }5}; 1{(:036;} = Fal 52 1fcoj‘”1) = gl = O Sendo aﬁjé meno e sendg cojéfé1
epi, obtemos (H' )87 =0, semiexatzdao em H Cl. Seja z; €, H' O um membro tal que (H e )z =
0. Entdo E“"aicixl = ag, (H'e)z; = 0. Pela exatiddo na segunda linha, el z; = 6 lys, para algum

i1 v, T P | s i gl g ogielg eIy el
ya Em 27105, Sejazs = gcogéé 1y3. lEmao a%iéj&«_ T3 = cefji dy (cogc;}yg, = 01' Y3 = a’ciﬂ:;. Sendo
o, mono, concluimos que obtemos c?fglzg = 3. Assim, obtemos exatiddo em H' Cj.
Seja C uma categoria abeliana. Consideremos a categoria EscC, cujos objetos sfo segliéncias exatas
) = 2 ] ] q
curtas de complexos £ : 0 — O] — O3 — Cy — 0, com C;,C5. C; € Kom™C, e morfismos sfio dados
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pelas diagramas comutativos do tipo

E: & - O = < L Cy s O
nl hy E L i |

i} “ 1
E 0 C-‘;' S C;’z' P Cé‘ . 0

Obviamente, temos trés funtores Fi. : EscC — C, k= 1,2,3, onde, para £ : § = O wn Cf ww O3 — 0,
definimos Fi E = C}.

_ si . Vamos provar que §¢ obtido Co dif: ; Oy z{z——i Ci
H' Oy —&— H""C]  acima define uma transforma- ,3/{ L :
_ L ¢Ao natural §GH'Fy — HITUR,. o | 7y i
Hhi{ H™ m | Isto &, para todo morfismo h - 7iC; 3475,! HC;
HiCh g o E — E' em EscC. como acima, . c ;z_ % agl Hi':lrv’.
3 ' oquadrado & esquerda é comu-  Z'hy Glp
tativo. De fato, o quadrado & esquerda é a face direita do cubo &% i, t /_:
4 direita, onde 71, ¢ induzido por Ay e as comutatividades das ZiiC"- H%C'/ Og
faces de cima, de baixo, de frente & de fundos ja sho conheci- ST . j(; ) 3

das. Pela Observagiic 1.2.3, temos a comutatividade da face
eqquema Pela comutatividade destas cinco faces ohremos a”‘”{H‘"’“l Ry )O};(CO}C ) = hlac OEi\COjC )

x

= h § e §FHZ hy) = a“lf}E, fcoJC W2 hy) = B:O}S(H h'g)(COjcé)- Sendo coj};é epi e sendo ac';_l
mono, obtemos a comutahmdade da face direita.
Definicao 1. Seia { uma categoria abeliana., Sejam O D € Critt

Kom™ C dois complexos. Dizemos que dois morfismos fr,¢ : & — I
sio homotdpicos se existe uma cole¢io de morfismos b’ : €7~ D!
em . chamada homotopia {0s morfismos sdo chamados operadores
hornotdpicos; eles ndo precisam comutar com d), tais que f* - g* =
di5t o b+ bt o dp. para todo . Podemos escrever as dltimas igual-
dades sem indices: f—g = dh-+hd {os indices se sabem). O diagrama /
3 direita ilustra o conceito. Denotamos f* ~ g se f- e g forem homotdpicos. E ficil ver que
“ser homotdpico” ¢ uma relacdo de equivaléncia e que os morfismos homotépicos ao zero formam em
Kom* C (C-, D) um subgrupo. Ainda mais, estes subgrupos formam um “ideal”, isto é, a composicdo
com morfismo homotopicamente nulo é homotopicamente nula.

Lema 3. Se f.g 1 C" — D séo homotdpicos, entdo H' - = H' g para todo 1.

i Demonstragio. Pela adi- . 3 . i .
; 3o i o . i o i CO T .
BiC- =5 _Zj o tividade de H' podemos supor 0-B'C A Hagc -0
i ker dg g gque g = 0. Temos ¢ diagrama ‘ ‘ . :
-t E‘_l g;q & esquerda que n&o é necessari- B [, NS H f

amente comutative. Pela hi- o, p*p- Jp- 7i - coip. Hi D -0
pétese, fr = RTidL, + di5 RN

i
gwfé Logo, fi(kerdi ) = h“ldl (ker di. Yy +d5 hikerdl ) = diy R (ker di )
D, I == (kerdl, )jh 7 A erd‘ . Sendo Z'f- o tnico morfismo que faz a
D? Comutamwda,de f“kerd};.) = (kerd, )(Z" f*), conclufmos que Z' f+ =
Fh ot Lo Rt (ker db ). Obtemos o diagrama comutativo acima & direita,
BD—== 2D onde w = wh.h'(kerdl.). Agora, (H ) J(eoge) = (cojh.}ine = 0.

Sendo co ji epi. H' f* = 0 O



Fazendo um “quociente” pelo “ideal” da Definicio 1. obtemos a categoria K™ cujos objetos s80 0s
de Kom™ { e cujos morflsmos sdo classes homotdpicas de morfismos de Kom™C. isto 6, K™ C (O, ) =
Kom* C{C-, ')/ ~. Claramente, obtemos o funtor “candnico de quociente” 7 : Kom™C — K" . {Note
que K*C ¢ uma Ab-categoria, mas, em geral, ndc é uma categoria abeliana.)

Denotamos por Komy ¢ a subcategoria completa de Kom™ £ formada por todos os complexos cujos
operadores de borde sio nulos. Assim, para qualquer O € Kom™ C, obtemos B C.Z°C H ¢ £ Kom €
e podemos considerar B', Z e H' como funtores, B, Z". H' : Kom™  — Kom[ (.

Resumindo o8 fatos obtidos nesta segio, chegamos ao

Teorema 1. Seja C uma categoria abeliana. Entdo os fuptores B, 7 H 1 Kom™C I+ K*C
Kom™ ¢ — Komg C sdo aditivos e formam a segiiéncia exata 0 — B — 27 — ;zg ,V
W — Q. O funtor H passa por K" C. isto é, ¢ diagrama & direita é comutative, _, 1 | .
onde h é um Ffuntor aditive e 1 é a inclusdo. Romg € —+ Kom™ €
Seja F ¢ EscC uma seqgiiéncia exata curta de complexos, E: 0 — C; == C; L. ¢y — 0. Entdo a
seqgiiéncia A
si%

bt . Trie i . i1y - Fint ) .
H't C} I, ~ 182 Fa Hz 1@3 E Hicl H

& exata, onde, para todo i, 8 é uma transformacdo natural. Isto significa que, para qualquer morfismo
BB - E em EscC,

E: o » O z s o Oy ———s [
8 hal By | |
. , K '
;o . v, £ ! P ¢
£ 0 o Cy > Cy ——— 0
o diagrama
5;2 . yi-lg . winl, ) Si-i ; i
E s mitieg 5 wRle, BOE micy A Higp EEe L
£ t
[ it g, | T R i
H hlJ' H*Ihgi H TRy Hh‘il
61*2 . ! I i1 ’ gi—i Lo
= P £ . Y . . r o~ C ot o s
—2 o wimlop BiL gy EOEL mlop 2 WOy EE

& comutativo.

1.4. S-funtores

Nesta secdo as categorias sdo abelianas e os funtores sio aditivos.

Definicao 1. Sejam £ e ' categorias. Um funtor covariante F : € — (' ¢ dito erato & esquerda
(@ direita) se, para toda seqgiiéncia exata curta 0 — ¢ — ca =~ c3 — 0 em C, a seqiiéncia O — Fey -
Fey — Feg (respetivamente, Fe; — Fey — Feg — 0) é exata em . Se F & exato & esquerda e &
direita, dizemos que I é um funtor ezato.

Para F : C — C' contravariante as defini¢des so induzidas, isto ¢, dizemos que F é um funtor exato &
esquerda (& direita) se o funtor covariante F” : C°F — (' € exato & esquerda {respetivamente, & direita}.
Em outras palavras, para toda seqiiéncia exata curta 0 — ¢; — ¢3 — ¢3 — 0 em C, a seqiiéncia induzida
0 — Feg = Feg — Fey (respetivamente, Fog — Feg — Fep — 0) é exata em (.

Exemple 1. Seja C uma categoria e seja ¢ € £. Entfo o funtor {{~.¢} : ¢ — Ab & contravariante

. . K h e .
exato A esquerda. Realmente, seja 0 — ¢; —5 ¢ —5 ¢z — 0 uma seqiiéneia exata curta em C. Entdo
os morfismos

Clhg,c) : Cles. c) — Clea. ), & = @ ha, Clhy, o) Clea,e) — Cloy, o). B Bohy



b
<

induzem a seqiiéncia 0 — (e, ¢) — Cice. ¢) — C{ey,¢) exata em Ab. Com efeito, seja o € C(cs, ¢) tal
que oo hig = 0. Sendo fip epl, o = 0. Dal, C{Aq,¢) é mono. A semiexatiddo no segundo termo é dhvia.
Sein 3 € Cleop, o) tal que Fo by = 0. Sendo ¢ contcleo de by, existe um dnico morfismo o € Clez. e} tal
que ¢ o he = J. Assim obtemos a exatiddo no segundo termo.

De maneira semelhante, podemos provar gue o funtor Cle, —) : C — Ab é covariante exato & esquerda.

Definicio 2. Dizemos que um objeto 1 € € é injetive se o funtor {~.1} é exato. i
(3 conceito dual se chama objeio projetive. Equivalentemente. um objete 1 € injetivo ;/* A
se. para gualgquer monemorfismo «a Zhobem O, tode morfisme v 1 o — 1 se estende 0w awmwb
por moa um J 0 b — 1 (ndo necessariamente tnice), tal gue o dlagrama & direita seja '
comutative.

Lema 1. Sgjam i1, iy € £. Entdo o biprodute i1 & iz & infetivo se e s6 se iy e ig 540 injetivos.

i

Demonstrag&o. Sejam 4; e i» injetivos e seja m : X
a— bmono. Seja~v:a — i Dia Entio mvy i a « i e i S
e mp¥ 1 a - iy se estendem por moa Gy b — 1y 4 "

e [ : b — i3, respetivamente. Pela propriedade ki ™ 5

do produto. obternos 5 : b — {3 &1y desejado {vide o 0 g—s
diagrama & esquerda). Reciprocamente, seja 1; @iz injetivo. Pela simetria,
hasta verificarmos que i3 é injetive. Seja m 1 a — b mono e sela v 1 a — 1. Sendo 73 D ig Injetivo, 71
se estende por maum 3 b — i; ©is. Loge, myBm =7 iy =~ e, portanto, v se estende por m 2 m A

(vide o diagrama & direita) [

S

—sa

g o . _ el bl Cop, .
Lema 2. Seja o — b —— ¢ uma seqliénela exata e sgfa g : b — { um gl g/ P
morfismo com 4 injetivo tal que gh = 0. Entdo existe um morfismo T tal que 9\\ / =

N

i
g=3f. ;
Demeonstragdo. Pela Observacio 1.2.2 e pela propriedade de conticleo, encontrames um morfismo
¢ fazendo o diagrama & direita comutativo, onde m é mone. Pela Definico 2, encontramos 7 desejado
Definicdo 3. Seja A € C.sejal € Kom™C, com I' = G paratodo 1 < 0, esefa g : A4 — [°
um morfismo. Dizemos que I* é uma resolugdo de A {denotamos G — A —— I} se a segiiéncia
0 — A-5e J9 = [V | éexata. Se. além disso, para todo i, tivermos I* injetivo, dizemos ter uma
resolucdo injetiva de A, (O conceito dual ao de resolugdio Injetiva se chama resolugdo projefive de 4.

Lema 3. Seja 0 — 4 -*+ R uma resolugio { R I -, ., B
de A esejal — B ~1. I uma resclucdo injetiva | ol
de B. Entdo todo morfismo f : A — B induz um fi, 7l =

morfismo entre complexes - R- — I+ tal que o a . B T g0 7t
diagramea & direita é comutativo. Mais ainda, guais-
quer dois morfismos f-, f -1 R — I' indugidos por f sdo homotdpicos.

Demonstracao. Construimos f* indutivamente utilizando ¢ Lema 2. Partimos de g = nf e obtemos
fY = 7. Para obter f™*!, apliquemos o Lema 2 ao morfismo g = d}. f*.

Precisamos encontrar uma homotopia entre dois morfismos f- e f - induzidos por f. Fazendo a
diferenca [ — fr'., podemos supor que f = 0. Seja f- : B - [ induzido por f = 0. Construfmos
indutivamente operadores homotépicos h* : R® — I'"! que fazem a homotopia f* ~ 0. Inicialmente.
para i < 0, definimos A° : R* -+ 0 por A" = 0.

Suponhamos que existam morfismos A : R* — 1 < n, tais que f' = A" dy. + a’.}f“lhi para todo
i < n—1. Apliquemos o Lema 2 ao morfismo g = f™ — d}7 k™ observando que (™ — d?_"lh”)d}%_—l =
Tt - JFH et - PR = frdlT - d3T ) = 0. Fazendo A™H! = 7, resta observar que
fn - d?—lhn =g= “Q“d% - hn+1dn_ .
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9 0 Lema 4. Seja dado o diagrama 3 esquerda com 0 0 0

I ] a linha e as colunas exatas e com i injetive. Entdo Vo s 3

T 7 ¥ . N . L .
0 —palﬂag%gz—* G ele pode ser completado ao diagrama comutativo & 0**‘;@1——-&2——5&3"*0
R t direita com linhas e colunas exatas, onde j e 7w 540 a 0 : ; ;,\ o7 ; 9
i ———b- e P T e
i I injecao e a projecio do biproduto. \ I i
¥ () e 0
B Pt = 1 . . p Z Lo T U
fx L3 Demonstragio. Pela Definicdo 2, existe um 5: 7 TR
¥ o } P .. ¥ Y ¥
b 5 az — ¢ tal que v = Fm. Pela propriedade do pro- G 0 0
'-I

duto, os morfismos 3 e ap: oz — 7 induzem o morfismo £: as — 1S r. Para a projecio
temos wgm = m =y =77y e wem = apm = { = 7j7. Pela propriedade do produte. em = jv. Pela
construcio de &, temos am = we. Fazendo 2, = Coe e chservando que o; = Cov ¢ z3 = Coo, resta
56 aplicar o Lema 1.2.3 {da serpente) T

1T g,

Observagdo 1. No diagrama comutative & direita a seqiiéncia horizontal é

exata se e 80 se as sequencza,s diagonals sBo exatas. O fato segue da Definigéo \ /
o 1.2.10 e da Observagio 1.2.2. Isto per-
\ \ / mite pensar numa seqiiéncia exata como / \
0 ~ . T memmmeneron, 7'»»-«-«-'—--—9- T'
prs sendo formada por um ziguezague de se- .
\ - / \« giiéncias curtas exatas (vide o diagrama
B s GO o T N - \
; /-f . & esquerdal. . “
g s 0 0
xr- T . U o a .
/‘ N SN Lema 5. Seja i — 4; — Ay — As —  uma seqiiéneia
4] O ) 0 exata, sefa 0 — A, = I; uma resolugdo injetiva e seja 0 —
As 2+ R uwma resolucéo arbitrdria. Paran > (, definamos BRE = I? & R2. Entao existe uma resolugio
3 5 g S ? s i 3 g
0 — Ay = B com as componentes indicadas acima tal gue o diagrama i 0 0 0
direita é comutativo, onde os morfismos j° e 7 sdo formados pelas injecSes { + i
17« JP @ RY e pelas projegbes 7" IT & RE — RY, respetivamente.  0—=A; ¥ 4,5 4,20

£1 vo £a|
Demonstragao. Pela Obser‘»agae 1, podemos decompor todo d” tn>0, ' T
0 haac sl '{1 Rz — RS - O

0 0 como IT7* — X7 — 7 onde X7 ~Emd"_‘ =
! i Kerdj,. Da mesma maneira, podemos demm— ? ? ?
{}-—;1,;&1—“-».42—9%?3”»0 por todo d:; como R:—i — :X'g — RZ, onde O—-:-:iilﬁ-—;lzf»;lgma
70 . Xg = Imdy " = Kerd%.. Aplicando o Lema 4 €1} ”2J( vsJ,
| 1 :}3 20 dzawrama 3 esquerda *obtemos o diagrama & 0 — I 0.1, RYE. R
X] X3 direita ¢, em partn(:)aiar, ugn objoem X3 le morfis- . EY ' :
| ] mos &g : Ag'"—) Ry e kY R} — X1 Ager‘a 0— X} "—"‘Xg »{5(3—»[}
0 o podemos aplicar ¢ Lema 4 A terceira linha do di- i ' v
agrama & direita e assim por diante ... Induti- 0 0 0
vamente, aplicando o Lema 4 ao diagrama & esquerda, obtemos ¢ diagrama
0 0 & di_rleita e, em particular, um objeto 0 0 0
‘ ; X37" e morfismos "7+ X} ~ Rj | : ;
0 XD Xp e Xje0) € K" 2 R — X5™1. Fazondo dfy, = 0 X7 X X
| i "k™, pela Observacéo 1, obi;emos are- T i
I R: solucio desejada 0 — Ay =% Ry As g, It b Ry sl Ry 0
i ‘ comutatividades dos diagramas obti- J Y .
Sl Xzt dos fmplicam que - e 7 sdo morfismos o Xt XP e XL
: 1 induzidos por m e p, respetivamente T ' i 4
0 0 Observagdo 2. Sejam A, < Rj, 0 o0
i = 1,23, resoluctes tais que R} = R} & R} e suponhamos que as injegbes u™ : R} — R £ Ry e



as projegbes p” : RY @ RY — R formem morfismos v @ Ry — Ky e p: 0 0 0

R; — Ry de modo que o diagrama & direita seja comutativo e com as linhas ' 1 '
v oar. R - R N -~ 7

exatas. Utilizando a representacio matricial (6) da Observacdo 1.2.1, obte- 00— A1 4,5 4500

/}_Rn ) ‘ o \ g ;22 o ’"1\ :2' "‘24’
IR i o= 1gpn gq = i, = e u
mos u \ q P U gy ) e 53.}3) e d, ( 0 4 ), G-—e-Hl—e- RD—»EQ—»G
3

onde ¢ Ay — RY. o™ R} — RY cum=e; e d’}g".jia-” + c;”“'”ldf;g.s = ( para todo n = §.

Realmente, as igualdades " = {1?) e p" = {0 lgy)sio, de fato, dadas. A comutatividade
z4p = pogg significa que &5 = (sz) A cornutatividade £2u = uwes implica ou = 2;. Escrevendo
7 S n . pn ., Dn o oan . pn _. pn " n
d, = (5n 5”)’ com o« @ R — R}, 8" : R} — RY, ~*: R} — Ry} e 6% : R} — RI,
da comutatividade d’ﬁz.sp" = p”*“ldiég.z conclufmos que §* = 0 & que % = df. . A comutatividade
u““?“la’.'*é% = %.ﬁu” agora significa que " == d??i' Finalmente, a identidade c;’”*l b Q”Hd’g.ﬁ = {

. . 34 1
simplesinente exXpressa que d?%é d’}’%i = 0.

Lema 6. Sejam 0 — A, =5 R, i = 1,23 0 —

e ‘ ) : 3 O Ag o Ao B L A0 20

B; -~ 5, j = 2,3, resolugdes ¢ sejfa 0 — By — [; Pu: \ el N 5] N
uma resolucdo injetiva. Suponhamos gue no diagrama E A f N \;“3
4 direita as linhas em cima sejam exatas ¢ as faces de ¥ u\ ! D-\ !
cima, de fundos, de frente, & esquerda e & direita sejam O Ri"’"““\* R‘Q"i_"\ B0
comutativas. Suponhamos também gue R} = RT & R Gm:B AN V. B N ¢ B
e 83 = It & 57, que os morfismos w e v sejam for- ' N g
mados pelas injecbes respetivas e que os morfismos p e £ ! P 7?2 - ?’}3§
¢ sejam formados pelas projecdes respetivas, Entao exis- w1 \7 3\‘»
te wm morfismo f5 1 Ry — S5 que faz todo o diagrama 0 [ —E s §5— L+ 5320
comuiativo.

Demonstracgao. Pela Observacio 2, u” = 1‘3? L vt = 1? PP =0 1gp ), ¢" ={0 1)

6N (BN g (fh e (@ |
Ez:(aﬁ)’mm(nw)’d%“( 0 d?ea)ds':(tf az, conde a: Ay — Ry, §: By — I,

"R} — R}, 8% 8% — If, au =g, fv=1, d”"’“la w&”“ld” =0 e d”"’“lﬁn + 3”“1d” = {0 para
todo nn > G,
’ 2 n mog . L one . .
Vamos procurar f3 na forma fJf = 6 ) onde ¢” 1 RY — I7. E facil verificar que fu™ = ™ f7'
e que fip" =q¢"f3. Assim, a face de baixo do diagrama ¢é comutativa. As comutatividades restantes,
1 N
nofs = fiea e dg. f=f d”. ,n> 0 tém a forma
(s 3 7 A3
Bfy = flo+ ¢zap, n3qf2 = fieap, dp IT = 17 dg,
Tl*‘vi ; 2o 1 +1
?.lg - g = + g™t d?gé, géfé'* = f d”
T fcil verificar a segunda igualdade. A terceira e a dltima sfc vélidas pelas ccndlgées do Lema 6.
Vamos utilizar a primeira e a guarta para determinarmos os ¢g™'s, reescrevendo as igualdades na forma
Oy / + ‘ : +
¢gsp = 3f2 — flo, g ld?g d“g”*ﬁ”f’”~ nrlgn,
oo . U Fap ] - - . .
Aseqiidncia A; — Ay — RS & exarta, pois a segiiéneia 4 —— A . A, dexataess é mono. Para

g = 3f2— f?a, temos gu = 3fau ~ flau = Suf; — fle) = f1 — f1 £1 = 0. Pelo Lema 2, existe um ¢°
sal que g%e3p = ¢ = Bf2 — fPa. Suponhamos que j4 encontramos ¢°, .. ., g que satisfazem as igualdades
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Free 1 71
acima. Temos a segléncia exata R”“i B R i-X R“H. Para g = d}lg + FhfE - T "lo™, temos
gd%f*—*d?ig”d%“ + @ Ry = 7 o ! = df { Pl AT - e+ 3ndﬂ 1’mu1“5“
fritgn ol = 0, pois, pela hipotese da maggae g“d’;g = dy, lgn—1 4 gn— lfg""l - f?a“ ' e sdo
vélidas as igualdades seguintes f:?cz’n : d”:* r=l _Qnd%:i = d’é.}a““i, d?i g1 5nd7§é 1.0 e
i fr = Fi71d%, . Pelo Lema 2, existe um grFT L RETY o ITT tal que gtTIdR =g = At g+ B -
nuzwia'n 1

Definicao 4. Dizemos que uma categoria U fem suficientes objetos tnjetivos se, para todo 4 € £,
existe um monomoriisme & — I com [ injetivo.
q 9 o eresfse.cg‘so, todo ?bjet.o de A €!¢ ;/)ossui uma reso-
\ P . Pl lugdo injetiva. Reaimepm‘a,.pela hipdrese, exzs‘eel um
2 A~ ]9 mono com IY injetivo. Seja X! ¢ contcleo
i \\ N deste monomorfismo, isto €, a seqiiénela 0 - A4 -
00— A : FER I — X' 0 éexata. Pela hipdtese, existe um X' —
o \ o \«}_3 I mono com 7 1 injfativo ... Finalmente, Obtemf?s o dig«
/,— N P ‘\& grama (:Qfa?utat.;vo a esquer‘d%: onde as s&t@& horzz-ont§%s
0 0 0 o s8o definidas pela composicho das respetivas setas di-
agonals. As seqiiéncias curtas diagonais sho exatas pela
construcae. Pela Observaggo 1, cbtemos a resolugdo injetiva de A.

Tecrema 1. Sejam C e (' categorias, sendo { com suficientes ohjetos injetivos. Seja F 1 L — ' um
funtor covariante exato & esquerda. Entdo existem funtores aditivos R*F : C — €' {n > 0), F = R'F,
tais que, para qualquer seqiiéncia E': 0 - A} — Ay — Ay — 0 exata em C, existem morfismos 6%

‘ e Fid -
R"FAs — R*" FA; que fazem a seqiiéncia --- — R"FA; — R'FAy — R"FAz ~5% R FA4;) — ...
exata. Alem disso, os morfismos 8% sdo naturais em E.

Demonstragdo. Para todo A € C, fixemos (arbitrariamente) 0 — A —% I, uma resolugio in-
jetiva de A. Sendo F aditivo, FIy € Kom™ . Definamos R°FA = H" FI,. Seja f: A-— Bum
morfismo em €. Pelo Lema 3, existe um morfismo induzido f- 1 Iy — I3, Gnico a menos de uma homo-
topia. Definamos R™Ff = H" Ff-. Sendo F aditivo, ele preserva homotopias. Pelo Lema 1.3.3, H” F f*
nao depende da escolha de f. Sejam f : A — B e g: B — C dois morfismos em C e sejam f*: Iy — Iy

e g : Iy — I, respetivamente, morfismos induzi- g 4 EA IS'; irfa

dos. E facil observar, olhando no diagrama & direi- . :

ta, que g-f é induzido por gf. Portanto, R"Fgf = 7 J;csj fll

B Fgf = (H"FgjyHFf) = RMFgRFS). 2o 1
0 B I I

Claramente, 17, @ I3 -» I ¢ induzido por 14 : E :

A A Dal, RPF1 = 1. Assim, R*F ¢ um fun- g QGE gll

tor. Para dois morfismos f,F' : 4 — B em € que e . ~

. 2 . T 0 C k. JTG Il

indugem f*, f - : Iy — Iy, respetivamente, podemos & &

observar que [+ f ST oy~ Iy € induzido por f +f . Bendo F aditivo e sendo, pelo Lema 1.3.1, H”
aditivo, concluimos que R*F{(f + f1=H"F{f -+ f ) =

B FdS.
H'Ff +H'Ff = R'Ff+R"Ff. Em outras palavras, 0 Fa - > FIG FI;
R"F é aditivo. ) . ‘| o
Provemos que F =~ R°F. A seqiiéncia 0 — A4 4 "l Fi LA
4. . FdS,
I Y I} éexataem C. Sendo F exato & esquerda (este . Fp fE= FIY Fl}

4 o tnico lugar, onde utilizamos este fato). a seqliéncia
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FdY
I i 1, i s 0
0— FA =23 FIS —3% FI também é exata. Claramente, B FI;, = 0. Logo, cos% :Z°FI, — H° FI,
) A )
¢ um lsomorAsmo. Recordando que Z° FIy = Ker Ez"da obtemos um isomorfismo 14 - FA—H FI-, =

BYF 4. A nsturalidade de ¢, segue da unicidade de moms*ms entre nicleos: qualquer morfismo f: 4 —
B induz um morfismo {néo Gnico) f: 1y ~ Iy que, por sua ves, produz o diagrama comutativo acima
3 direita com linhas exatas.

Seja E: 0O — :‘31 2. Ay P Ag - 0 uma seqiidneia exata em . Apliquemos o Lema 5., fazendo

=1y, Ry=1I,, g;=¢4,.i=13 Obtemos uIna reso*ugé.o 0 — A; — Ry, injetiva pelo Lema 1. e
uma sec;uenma exata de complexos 0 — [y -5 By — [ — 0. Além disso, a exatidéo da seqiiéncia
de complexos € uma consequenma das decomposag‘oes Ry = 1% @1} . Sendo F aditivo, a seqliéncia de

complexos 0 — Fly, REN R I FI 4, — 0 € exata. Logo, pelo Teorema 1.3.1, obtemos a seqiiéncia

longa exata de cohomologias --- — R"FA; HE H*FR, I R*F Az N R FA; — ... Para
definirmos §% == 8", é necessdrio verificar que 6" ndo depende da escolha de B3 (nio é Unica a escolha de
operadores de bordo em Hj). Seja 53 gualquer outra resolugho deste tipe. Entéo, utilizando o Lema 6
com By =4 fi=11i=123 fi =1, f; = 1, aplicands ac diagrama de resclugdes obtido o funtor F
e passando as segiiéncias longas exatas de cohomeologias, podemos ver que 4" nao depende da escolha

de Rs.

As Considersmos, em C.o diggrama comutative & esguerda. Entdo, R
y S p pelo Lema 3, no diagrama de resolugdes injetivas a direita, temos / & X\
a I morfismos 5o, =, w, p, [, ¢ induzidos por v, p, w. P, La,. la,, res L Fiig Ty,
A1 M A2 A3 petivamente, Pelo Lema 3, o diagrama de resclucdes é comutativo ? | /
U ii a menos de homotopias. Em particular. ¢'f* ~ 1z, e fg ~ 1;;“2. IAz
‘)

Apliquemos ao diagrama de resolugdes o fun-
tor F. Sendo F aditive, o diagrama continua sende comuta-
tivo a menos de homotopias. Apliquemos agora o funtor H™.
Pelo Lema 1.3.3. obtemos o diagrama comutative de cohomolo-
gias & direita, onde H'Ff- e H"Fg' sfo isomorfismos {um é o
inverso do outro}. Conseqlentemente, a seqﬁéncia longa exata

E*FR,
H™ Fye |] H* Fore

R'FA4; H'Ff||H'Fg R*FAs

o - . R Fu Tl R"Fp
e RPFA, - HFRy " R”FAs-*—)Rﬂ TFAL o . REFAZ
gera 2 seqiiéncia longa exata --- — R"F A4, RIupnpg, B8 R™Fp R”F»’l ZE geripa,

Resta provar que 0% é natural em E. Consideremos um morfismo de seqiléncias curtas exatas em
¢, digamos, o gue esté apresentado pela face em cima do diagrama do Lema 6. Fagamos Ry = I
Ry=1Iy.1i= Iy . S; = Ig,. Pelo Lema 5, podemos encontrar Ry e 53 de modo que as cond'c;ées do
Lema 6 se;am satisfeitas. Pelo Lema 6 ¢ pelo Teorema 1.3.1, obtemos a naturalidade desejada U

Definigao 5. Sejam C e {' categorias, sendo C com suficientes objetos injetivos, e seja F : € — £’ um
funtor covariante exato & esquerda. Os funtores R F : ¢ — €’ construidos acima sfo chamados funtores
derivados @ direita de F. Seja G : € ~+ £ um funtor covariante exato a direita, sende £’ com suficientes
objetos projetivos {isto é, para todo A € (. existe um epimorfismo P - A com P projetivo). De forma
andloga & que fizemos acima, podemos definir os funtores derivados ¢ esquerda de G, L,GA=H "GPy,
onde, para todo A & C, fixamos (arbitrariamente) uma resolugio projetiva P =% 4 — (.

Definicao 6. Sejam C, €’ categorias. Um d-funtor covariante de C para C’ é uma colegao de funtores
covariantes F* = {F" : C — C" | n > 0} tal que, para toda seqiiéncia exata curta B 1 0 — A; —
Ay 2+ Az — 0 em C e para todo n > 0, existem morfismos 6% 1 F™ 43 — F7714; que satisfazem as
condighes seguintes:

o A seqiiéncia longa
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ir E 0 Fo4, 22 po 12~——4F 43 RS m,Fwii Emopng, £28 prg, Al
& exata.

# Para todo morfismo A 1 £ — E' entre seqiléncias exatas curtas em ¢

67 ,
B O - A + An » Ag > 0 FrAs 222 Fn-r-l‘,fh
] ' !
Al hiJ. g 3 F“hal Faa Y
i Q ; _/'}I ."%.” 8 5:: Fou s
£ 1 2 }f’n"qi TEL F?’Z"’,’"if/{g
e para todo n = 0, o diagrama acima 4 direita 4 comutativo. Em outras palavras, 6% » é natural em E.
Um morfisrme o @ F © — & entre dois é-funtores & uma colecho de
) p ; I NN om ; . ¢r. B N
transformacces fiaturais o = {a™: F " G™ i n 2 0} tal que, para todo  prg, EE. pmelg,
n > {0 e para toda seqliéncia exata curta £ 0 — 4y — Ag - Az — 0 em
€. o diagrama & direita é comutative. ok
Definicdo 7. Um d-funtor covariante F~ : C — (' é chamado universal 35

) GrAy ——rs GPTA A
se, para qualguer outro d-funtor covariante G- : C — £’ e para gualquer

transformacio natural @ FO — G°, existe um tnico morfismo o © F* ~= G com o = o B facil
construir uma categoria apropriada de d-funtores, onde aste coneeito tem seu sentido usual. Claramente,
para qualquer é-funtor £, o funtor F Y ¢ exato & esquerda. Dai, em particular, conclufmos que, para
todo funtor F exato & esquerda, existe (2 menos de um isomorfismo) no méxime um §-funtor universal
F- tal que F9 >~ F. Se tal F" existe, os funtores F™, n > 0, sio chamados funiores satélites o direiia
de F.

Definicao 8 Um funtor covariante ' : ¢ — £ ¢ dito apagador se, para todo A € C, existe um
miA— A mono tal que Fm = (.

Lema 7. Suponhames que, no cubo 4 es- agw ah

fy’ / ' querda, d seja epi e as faces esquerda, de cima, % Lo L7

s la de baixc, de fundos e de frente sejam comuta- as : ay i
E ! tivas. Entdo a face direita fambém é comuta- 3 ' oy

_ 8 b, tivae. Suponhamos que, no cubo A direita, g: seja  Q3g, by— o b

/ / mono e as faces esquerda, direita, de cima, de 1 5 *y 5
g by baixo e de fundos sefam comutativas. Entdo a b /bl
face frontal também é comutativa. 0

Demonstrac@o. Precisa apenas observar que affid = ¢g1o:d para o cubo esquerde e que gyond =
gi0cz para o cubo direite, o que é imediato U]

Teorema 2. Seja I C — ' um é-funtor covariante. Se F7™ é apagador para todo n > 0, entdo F~
é universal.

Demonstragio. Seja G @ C — " um §-funtor arbitrérico e seja o .
F® — G% uma transformacdo natural, Basta provar por inducio sobre n
que existem Gnicas transformagbes naturais a® : F¥ — G .. af: F? —
Gi,... 0% F™ — G™ tals que of = o eparatodo{}<z<n e para
toda seqiidncia K1 0 — Ay — Az — Az — 0 exata curta em C, 0 quadrado
& direita é comutative. A hipdtese é obvia para n = (0.

Seja A; € €. Para definirmos aﬁ*i encontramos um monomorfismo m : A; — As tal que F7* i m = 0,

GiAz ——e G'T1A,

Fazendo p =com e Az = Com, obtemos uma seqiiéncia exata curta £: 0 — A4, s -2 4y — 0.

s

ﬂ. 2 B e -
Sende F- um d-funtor com F™im = 0. obtemos F™ Ay wb F7 A, ~nf F 7l A; - 0, uma seqiiéncia
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exata. Pela hipdtese de induglo e por G- ser um §-funtor, o dia-

n
gramea & direita é comutativo e com linhas exatas Sendo 0% p = F’:Azﬁfﬁ, FnlAg YELE Frtidi—0
co FPp, encontramos um uUnico morflame aA z—: D FTTIAL - Iagz |y, ;—15
Grri A que faz o diagrama comutativo. Ja temos unicidade TGy j S5 b
de o™t Consideremos agors uma outra seqliéncia exata curta G" Ay G As GrriA
Ow»d%;—@».égﬁﬂg—-»{} ?;wlﬂ?} = é‘i’} Sf; ;1’2 . AL — G com m' “apagado” por FUFL oisto é
L . % P i . fM ’ ‘. ’ vy Af o;"'.E’ 1 a4
By n2< r"ugi E — E’ um morfismo F™Ag m ) Al O

1’

Fapt 3 hH X
{Vide O dlagramsa a es-
G_,.. é" __2_... 1—1 —-»-A'F — 8 i g

querda‘! Entdo. como
acima, obternos um morfismo o) 4, p, : F ”“""A*

Gntr AL No cubo & direita, 5T°-,E ¢ epi, a face
esquerda é corautativa por o7 ser transformacio
natural, as faces de cima e de baixo sfo comutati-
vag por F- e & serem J-funtores e as faces de fun-
dos e de frente sfo comutativas pela construcio.
Aplicando o Lema 7 (cubo esquerdo}, obtemos a cn 4
cornutatividade na face direita. =3

Utilizando o fato obmdo provemos que o] hie ndo depende da escolha da seqiiéncia E. Realmente,

ff

seja B 1 0 — Ay — AY S AL — 6‘ uma outra seqiiéncia exata curta A, Ao
com F* 'm” = 0. Fagamos 4} = AY ;,.A,& Ay e
0_,.,41—@-142—?»_’4}3—»0 m’ = &gm = him” {vide o d}agrama a direita). mé h{
141 hal k) Pela Proposicio 1.2.1(8), hy é mono. Logo, m’ "
1 + é mono. De F™ im = 0 segue que F7Him' = 0. Af = Afiig Ao
00— 41*—-/'3'“"" 43"“‘3 Definamos ¢/, hs e k% que fazem o diagrama & esquerda com linhas exatas e
la,l R i h’3§ comutative. :Assim, obtemos dois morflsmos entre seqiiéncias exatas curtas
{}m»_,fli-—-—u— Lliup e E-L gl B Aplicande e fatc obtido acima a cada um morfismo e
levando em conta que 2y =k} = 1,,, obtemos o} =Tk = a7

De maneira semelhante, é facil provar que o™ é natural: podemos completar qualquer morfismo

hi : A; — A} a um morfismo entre seqiiéncias exatas curtas b E — E com F'Him =0 e F*Fhm/ = 0,
Com efeito, tomemos primeiramente ums, segliéncia exata curta £ : 0 — 4 — Ay — Az — 0 com

Frlm = 0. Como acima, partindo de A} <% A; T+ 4, podemos fazer A] — Allis Ap o
As. Sendo m mono, pela Proposicio 1.2.1(8}, A € mono. Para um monomorfismo apropriado m”
AiUa, Ag ~ Ag, temos FHm” = 0. Resta fazer m” = m”h, hy = m”h] e aplicar o fato obtido.
Finalmente, provemos que aﬁ?lé},_g e 55_‘1?@23
para toda seqiiéncia exata curta £ @ 0 - A4 &
Ay £+ Ay — 0. Para isto, censtru’mos uma seqiiénela

exata curta B : 0 - A — Al — AL — 0 com
Frtim! = 0 e um morfismo k : E - E’ com hy =
14,. Primeiramente. como acima, encontramos um
monomorfismo m” 1 A4y — A7 com F™Him” = 0.

¢

2

' o - 1
Partindo de AY «— A; — Ap. podemos fazer A —

Allis, As =2 Az Sendo m e m” monos, pela Proposi-
30 1.2.1(8), A5 e hs sdo monos. Portanto, obtemos ¢
G 2 i oo

monomorfismo desejade m' = hom = ALm” @ A —




Al = Aftia, Ag (de F™im” = O segue F*7lm' = 0). No cubo acima, G**1h; é mono, pois by = 14;, as
faces esque*"cia e direita s80 comutativas por a” e a” +1 serem transformaces naturais, as faces de cima
e de balxo sio comutativas por F- e & serem S-funtores e 2 face de fundos é comutativa pela Consﬁrugéo
de aﬁ* (recorde que F™Hm’ = 0). Pelo Lema 7 (cubo direito), a face frontal é comutativa [

Observaga? 2. Seia 0 — Ay — 4y — 4y — 0 uma seqléncla o, 4,44 4, & 4,58 A
exata curta tal que m = la, para algum 7 : Ay — A;. Entdoc a ? 4 4
1A

: L h! Las
segliéncia € isomoria a seguencla do biprodute 0 — A4 2L Ay & 3

p m
Ay 2+ Ay — 0. Realmente, consideremos o diagrama h direita, onde U— ‘3%——*—:43 Az
héinduzido por me p. isto &, msh=p e mh o w Temos wihm = mm == 1y, = mj 7?3}2,?’?1 = pm =
0 = mgj:. Pela propriedade do produto, kim = j;. Sendo o diagrama comutativo, pelo Lema 1.2.3 (da

serpente), h é um isomorfismo U

Da Observacio 2 segue que toda seqiiéncia exata curta 0 — [ —— B 2.0 — 0 com ] inj,etiva

é isomorfa & seqiiéncia do biproduto {aplique a Definicio 2 paraa=71. b= B, i =1, v = 1;). Por

inducio, dal segue que qualquei reselugao injetiva de um objeto injetive I é isomorfa & reaa‘ugéo do
1 1 2

tipo 0 wr [ = T @ 77w I ik .. Aplicando a esta resolugio o funtor H™ F, n > 0, obtemos 0.

Fm outras palavras, para 2 > 0, temos R””F I = {} se [ for injetive. Conseqlientemente, pele Teorema 2,
obtemos o

Clorolario 1. Sejam C o {7 categorias, sendo C com suficientes objetos injetivos, e seja . 0 — ('
um funtor covariante exato & esquerda. Entde, R'F é um §-funtor universal,

Em particular, se vamos construir o é-funtor R'F fixando outras resclugdes injetivas, obtemos um
S-funtor isomorfc. Neste sentido, R'F n&o depende da escolha de resclugéo.

Definigdo 9. Sejam C e (' categorias, € com suficientes objetos injetivos. e seja F + { — {7 um
funtor covariante exato & esquerda. Um objeto A € C é chamado F-aciclico se, para todo n > 0, temos
R"FA =0. Uma resolucio 0 — A — A° é dita resolucdo F-aciclica de A se todo A" é F-aciclico.

Observacdo 3. Podemos caleular R™F utilizando resolucbes aciclicas: seja ¢ — 4 — A uma
resolucdo aciclica, entao R"FA o~ H" F A para todo n > 0. Com efeito, a resoluggo 0 — A — A- £
um ziguezague de seqiiéncias exatas curtas 0 — X" — A" — X1 — 0, n > 0, onde X° =~ 4. Cada
uma dessas seqgiiéncias induz sua seqiiéncia exata longa. Devidoa R"FA* =0 paran >0 e k > 0,
obtemos RPFX5+1 ~ R*T FX* Conseqiientemente, R*FA = R*FX% ~ ... ~ R*FX™? paran > 0.
Além disso, para todo n > 0, a seqliéncia 0 — RUFXn~1 w RYFA™ Y w RYFX™ — RIFXP1 4 &
exata {pois RIF A1 = 0). Sendo R°F ~ F. obtemos R"FA ~ R'FX"=! ~ Coh” para n > 0, onde

npART e FXT

Para qualquer complexo C', temos di. " = (ker d2 )42 7% (vide o inicio da secio 1. 3} Por definicio,
H*C = Coj&. Sendo 7f. epl, Coji = Co(gc 7&. ). Assim, H* C = Coh™, onde di7 " = (kerd2 )R} .

Para n > G, temos a dec:ornpomgao dFA_ = k”h"™, onde A" : FA"Y FX” e ic” CFX® s FA™
Assim, é suficiente observar que k™ = ker d% ,.. Sendo k! mono, obtemos ker d . = ker(k™**h""1) =

o et 3 cem , 15 . Al ) .. .
ker k1. A exatiddc da seqiiéncia 0 — FX™ 2o FA™ T FX"F1 significa que & = ker A771 T
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FEIXES

O feixes sa0, por um lado, os coeficientes locais para célculo de invariantes chamados cohomologias,
por outro lado, uma ferramenta para expressar propriedades geométricas. Esta ferramenta ¢ mals
relevante aos estudos de propriedades de espagos com Uma estrutura rigida (tais como espacos analiticos,
variedades algébricas etc.} do que invariantes topoldgicos, mas abrange ambos casos.

2.1. Categorias de Feixes

Seja X um espaco topoldgico e seja C uma categoria. Consideremos a categoria Top X definida no
Fxemplo 1.1.5, cujos objetos sfo os abertos de X e um morfismo UV — V significa I/ D V. U funtor
covariante F : Top X «= C € dito pré-feize schre X [de objetos de }.% Em outras palavras, para todo
7 = X aberto, temos um obleto associade F{UN € £ e, para qualquer Rubcenjunto aberto ¥V C U,
estd definido umm morfismo AU - F(V) chamado de restrigdo e denotado por {v. O fato de F ser
um funtor significa que jw o [v = iy para subconjunios abertos W ¢ V < U {por isto, denotando

s F(UY — F{V}, nao precisamos indicar U). E usual que a categoria C seja uma categoria do tipo
Sets Ab CRng .. ou semelhante '? Abaixo vamos tratar do caso Sets, pois as outras variantes sio
paraielas.

Um elemento de F{U) & dito secdo (local) de F (sobre U, ou definida em U7},

Os morfismos entre pré-feixes sfo os morfismos entre funtores, isto é, as  F(U) LN, (i
transformacdes naturais. Assim, um morfismo ¢ : F - F' é uma colegéo |
gy @ FUY = F'{U) de morfismos em C (onde U € X percorre todos os ‘Vj_ v
subconjuntos abertos de X} compativeils com restricdo, isto é, o diagrama &
direita é comutativo para quaisquer V C U7 € X abertos. Em outras palavras,
eu(s)ly = v {sly) para toda segio s € F(U/).

Sejap € X. Definamos a fibra F, de um pré-feixe 7, no ponto p. como sendo o colimite Fp, = lim F(U)
Usp
dos conjuntos (ou, mals geralmente, dos objetos de ) F{U7), via restri¢Bes, para todos os abertos U que
contém p. Vamos identificar este limite. Entre pares do tipo (U, s), onde s € F(U') e X U éuma
vizinhanca aberta de p, definimos uma equivaléncia ~ pela regra
(U,s) ~ (V,t) &= 3W C U NV, uma vizinhanca aberta de p, tal que sjw = t|w.

Chamamos de germedasecao s € F(U) em p, onde p € U, a classe de equivealéncia
s, com o representante (L', s). O conjunto de todos os germes em p ¢ a fibra 7, FU)—% F(V)

de F em p. Realmente, observemos que, para todo {7 2 p, existe um morfismo ,, : \\ /
F(UY) — Fp, definido pela regra , 1 s — sp, e que tais morfismos sho compativels § = g\ / b by
com restricao, ou seja, o diagrama & direita é comutativoparap € V C U C X, vi- R4
zinhancas abertas de p. E facil verificar que F, é um objeto universal (inicial) com Fy

9Formaimente, temos que definir também F(&) = 7. onde f € € ¢ um objeto final.
I0F possivel tratar do assunto em categorias qualsquer, utilizando um funter de “esquecimento”.

Hpor exemplo. um pré-feixe de grupos abelianos ¢ simplesmente um grupe abelianc na categoria de pré-feixes de
conjuntos.
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esta propriedade. Com efeito, seja dado F munido das setas ay compativels com res- "

. . : PR sara . ¢ 1o Fy A F(W)
triio {vide o diagrama & direita). A unicidade da seta i : F, — F é ébvia: para s, W
com um representante (U, s}, precisamos definir hs, = aps. Seje (V ¢t um outro re- ) /

presentante de 8. Entdo, para uma zmhaﬁga abe:ta W dep peW UV, temos cep \i -/avﬁ
siw = tiw. Logo, avs = awlsjw) = cwlthn) = avt. Assim, a definigio de A nio F
dépeﬁde da escolha do representante.

Seja ¢ : F — F' um morfis mo de pré-feixes. Para quaiquer p € X, temos F) CU L D
um dnico morfismo ¢, @ Fp — F'p entre fibras tal que, para tods vizinhanga i o
aberta I/ de p, p € U ¢ X, o diagrama & direita ¢ comutativo {de fato, isto Swﬁpi %%i
é uma consegiiéncia de propriedade universal do colimite). Nessa maneira. 2 _
deduzimos que , € um funtor. Fp —— F

Observagao 1. Seja F um pré-feixe sobre X, sejam s € F(U) e ¢ € F(V) secdes sobre abertos
UV ¢ X, respetivamente, e seja p € UN V. Se os germes s, = 1, coincidem, entéc existe uma
uzmhanga aberta Wdep, pe W cUnV, tal que sy = t|w. Portanto, para todo ¢ € W temos

= #,. Conseqientemente. o conjunto gelnVis = tq} é aberto.

-

Deﬁnigéo 1. Um pre—fei*{e F sobre X é dito feire se, para todo subconjunte aberto U ¢ A e
qualquer cobertura aberta U = | J U; de U, os seguintes axiomas sio vilides:
g7
e (Localizacho) Sejam 5.t € F(U) tais que sly, = fiy, paratodo it € [, Entho s = 1.
« {Globalizacio) Sejam s; € F(U;). i € I, segbes compativels, isto &, s;{u,~u, e, para todos
i,4 € J. Entdo existe uma (Unica, pelo primeiro axioma) se¢do s € F{U7 tal que sy, = 5; para todo
il

xs}

Ohservac&o 2. Seja F um feixe sobre X o seja U C X um aberto em X. Sejam s.t € F(U}. Se,
para todo p € U, temos s, = 1, entlo s = t. Com efeito, se 5, = t, entdo existe uma vizinhanca aberta

pe U, cUsalquesiy, =tly, Sendo U = U{, U, uma cobertura aberta de U, conclufmos pelo axioma
PEU
de localizacio que s = 1.

Denotemos por PShy a categoria de pré-feixes sobre X. Denotemos por Shy; a subecategoria completa
de PShy formada por todos os feixes. Denotemos por I : Shy — PShy a inclusfio respetiva.

O coneeito de felxe serve para descrever propriedades locals. Na prética, podemos dizer que “pertencer
a um determinado felxe” significa “atender uma determinada propriedade local”. Por exempio, podemos
formar feixes de funcfes tais como continuas, diferencidvels, holomorfas, regulares (de uma variedade
algébrica), ete. Uma outra série de exemplos é dada pelos feixes de segdes de fibradoes.

Exemplo 1. Seja X um espago topoldgico fixe. Consideremos a categoria Espy de T LT
espacos topolégicos sobre X, como no Exemplo 1.1.11. Um objeto nesta categoria é uma ™
aplicacio continua da forma 7 : T — X. Um morfismo entre objetos = : T — X e
7 77 —» X & uma aplicagdo continua ¢ : T ~ T tal que o diagrama & direita é comutativo.

Seja U < X um aberto em X e seja 7 : T — X um objetc de Espy. Denotemos por

T

(FTY(U) o conjunto de todas as aplicagbes continuas s 1 U — T tais que 7 o s = iy, onde s/' &

iy : U — X é a inclusdo de U em X, isto €, o conjunto de todas as “secles” de wsobre U. /| x
E ficil ver gue obtemos um feixe, pois o conceito de “secio continua” é local. 1y

Seja ¢ um morfismo em Espy, como acima. Entéo. para todo U ¢ X aberto em X, temos uma
aplicacio Foy @ (FTHU) ~ (FT')(U) que leva a segio (FT){U)Y 3 s: U — T em pos € (FI')U).
Desta forma, obtemos um funtor ¥ : Esp, — Shy.

Digemos que 7 : I’ — X éum homeomorfismo Zocaaf se, para todo t € T, existe uma vizinhanca aberta
Wdet, teW CT,tal que (W} C X é aberto e wlw : W — «({W) é um homeomorfismo. Note que o
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inverso de win, s: 7(W} — W CT, ¢ defato, uma “segio” de 7 sobre m(W). Denotemos por Shy a
subcategoria compﬁeta de Espy de todos os homeomorf:smes locais. Denotemos por J : Sh'y — Esp,
a inclusdo respetiva. ’

Seja F € PShy um pré-feixe. Fagamos EF = [] F,, a unifo disjunta das Bbras, e definamos
i PEX ’
71 BEF — X gue leva 5, = p. Qualguer secio s ¢ F{U) define a aplicaciic 8/ : U — EF, levande

1 8,, tal que 7 o (8] = ir. Introduzimos uma topologia em EF pela seguinte regra:

EF oW ¢ aberto &=

(571 é aberto para qualquer secdo s € F(U).
Em outras palavras, a topologle em EF & a mals forte possivel com todas as [si's continuas.

Para toda secdo s € F{U}, o conjunto sy = {s, p& U} & aberto em EF. Realmente, seja V um
aberto qualquer de X e sejat € F{V) uma se¢o. Entdo ¢t/ syl = {peUnVie = ép}vé aberto
pela Observacao 1. o

Os subconjuntos do tipe sy formam uma base da topologia de EF. Com efeito, seja t, € W C EF
uma vizinhanga aberta de {,, onde ¢t & F (V') ¢ uma secao. Precisamﬁ‘i encoﬁtrar uma v izinhanga aberta
p €U e uma seglo s € F(U) tal que ¢, € sy C W. Sendo ¢] contfnua, U = £, "1(W) ¢ uma vizinhanga
aberta de p e, claramente, U < V. Denotando ¢ = tir, podemas ver que z‘p s W

Agora veremos que a aplicacdo 7 € um homeomorfismo local. Seja s, € EF um germe de uma segio
s € F{l/yem p € U e consideremos a vizinhanga aberta sy de sp, 3, € s CEF. A res‘t”igéo Tlep
sy —= U © X é continua. Com efeito, para qualquer aberto V ¢ U, o coniunio Tl 3
é aberte em EJF, pois siy € F(V). Sendo 7, e [s continuas com |5 OT{‘Z;, = 15.1; Le 7:% e s = 1,
obtemos o desejado. o o -

Seja ¢ : F — F' um morfismo entre pré-feixes. Entéo as aplicagbes ¢, 1 F, — F'p 5 By y
p € X, indugem a aplicagio B¢ : EF = |} F, — || F', = EF' do modo gue o F—EF
e X peX pEX ™ g
diagrama & direita ¢ comutativo, X

Verifiquemos q:;e E¢ é continua. E suficiente provar que, para guaisquer IV C X aberto e s’ ¢ F/(U7),
o Cor%ll‘mw (Ey)“ (s’b ) € abertec em EF. Pela definigio da topologia em EX, precisamos apenas verificar
que (817 H{((Eg) " (sy)) é aberto em X para um subconjunto aberto V' C X e uma secdo ¢ € F(V)

arbitrérms: Este conjunto {p € VU | ¢ps, = 5,1 € aberto pela Observacio 1, pois gpsp = {@vs)p
parap € V.
Deste modo, obtemos o funtor E: P8hx — Sh’ e, & direita, o diagrama (ndo- Espy X Shy
comutativo) de categorias. T ;
J I,

Aplicando o funtor F do Exemplo 1, obtemos o feixe FEF € Shy das “seqdes” : E
de w: EF — X. Além dissc, temos ¢ morfismo natural ny : F — FEF de pré- Shy = PShx
feixes, definido pelaregranry + F(U) 3 s = [s] € (FEFNU).*? Realmente, para verificarmos a natura-
lidade, & suficiente observar que, para todo morfisme ¢ : F — F' de pré-feixes e para todo s &€ F(I/},
onde U ¢ X é aberto, (FEg)[s| = [wys]: para todo p € U, temos (FEg)is](p) = (Eg o [s])(p) = @,8 =
o), = Lo dl(n). s P o s]) pép
Observemos que toda se¢do de FEF localmente tem a forma is]. Com efeito, seja t € (FEF)(V),
onde V C X é aberto e sela p € V. Entéo £{p) = s, para a}.guma secio s & FIUY, p € 7. Tomando
"1 (sy7) no lugar de V (note que p € £7*(s17)) e t]y—:(,,) Do lugar de ¢, podemos supor que ¢{V) C sy
Sendo V == (t{V}) C ?r(sz;, = {/, podemos tomar V no lugar de I/ e assim supor que V = U. Sabemos
que [sl el = Ly, que Ty, o [8] = 1y e que miy, ot = 1. Isto implica que ¢t = [s].

Seja 7w . I — X um objeto de Espy. Definamos ¢ : EFT — T pela regra 7 : EFT = L FT), =

peEX

sp v 8(p) € T, onde s(p) é calculado através de qualquer s € (FT)(U), p € U C X, quegrepresenta

1z i o . . . .
Formalmente, precisamos escrever nr : F — IFJEF, mas, quando néoc hd nenbum perigoe da confusdo, vamos omitir
I efou J.
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sp (¢ facil ver que esta definicéo ¢ correta). Verifiquemos que ¢7 ¢ continua. SEJa W < T um aberto.
Pela definicdo da topologia em EFT. precisamos apenas verificar que [s77 [5 (W'ﬂ ¢ aberto em X
para uma segdo s € (FT (U} arbitrdria. Este conjunto {p £ U | er{lslp)) e Wh={pelU ar(sy) &

={pe U | sipeW}=s"W)¢aberto, pois s : U — T £ continua_ Verifiquemos que &7
¢ uma transformagio natural. Realmente, seja v 1 T — Tf u morﬁsmo em BEspy. Seja s, € EFT

representadc por uma secdo s € (FIj(U), »p € L’ X, Isto é i — T & continua com 7 o & = i

: a = (TET — {¢ m\f=\'—-f-..,,\ - Py o P Y Voo al af Y e
Entéo :'rf(iEF‘y}(Sp)) = &7} Y}p\‘sp}} e ’{ Feu p) Ep-{iy o 5‘);:) = {po s)ip) = -\,;,-s\é(p)j -
wler(sp)).

funtor B é adjunto & esquerda de F. Com efeito, pelo Lema 1.2.2. é suficiente provar que, para todo
PShy e para tode w1 T — X de Esp,, sbo vélidas as identidades (Ferlonpr =1

nr) = lur. Sejas € (FT)(U). Entdo temos s] : U — EFT e (Fer)(nrrvs) = (Fer}s =
Seja s, € EF represenzado por uma secge s € F(U), p € U C X. Entdo temos
s € \}?E}’VL’ p € EFEF e epr((Enz)isy)) = cer(l ffbs)p) = spr([sly, BA N 7w
sip) = sp. A mgegao b:Espy(EF.T) = PShx(F FT) pode ser definida da manei- V % .
raseguinte. Seja ¢ € Espx(EF, T; istoe, w: EF — T sejal’ € X umabertoem X Ul X

e seja § € f@} Entdo temos (si : U — EF. Pelo Lema 1.2.2, bo = (Fy¢) ogr. Portanto, (bgjus =

(Fp)(lsh = pols) € (FT){L) {para visualizar a definigiio de b vide o diagrama comutativo & direita).
Ca.cmemos as fibras de FEF. Seja p & X. Por definiclo, a aplicacio ng, 1 Fp — (FEF), é dada

pela regra NFp t Sp 18, onde s € F(U) é um representante arbitrdrico de s,, p € UV € X. Temos
er{nr.plsp) } = ep(lsip) = [8]{p) = 5p. Seja t, € (FEF),. Sabemos que t, tem representante da forma
sl ou seja, tp = [, para algum s € F(U). p € U € X. Agora nr,(erty)) = nralex{lsh)) =
n7p(181(p)) = nF p(8p) = [sip = t,. Daf concluimos que, para todo p € X, o morfismo 7+ F - FEF
induz uma bijecio entre 8bras nr , 1 F, = (FEF),

nE
Lema 1. Sgja F ¢ PShy. Entao ny : F — FEF & um morfisme universal de F F= FEJ:
a um feixe, isto &, para gualquer morfismo -3_,,  F — G com G € Shy, existe um tdnico & @;
morfismo v : FEF —» G tal que o diagrama a direita é comutativo. '

g
Demonstracdo. Aplicande o funtor , ao diagrama do Lems 1, do fato de que 7, = (FEF), e da
Observacao 2. obtemos a unicidade. Realmente, seja t € (FEFNU). Entdo (dpt)s = Putp = wplr o

para todo p € U. Logo, todos os germes de vyt sdio conhecidos. Pela Observacdo 2, isto define wyt
univocamente.
Seia t € (FEF)(U). Vamos definir ¥t localmente. Localmente ¢ tem a forma [s;. Portanto, existem

uma cobertura aberta U = U, e s € F(U)) tals que t|y, = [s;] para todo ¢ € [. Obviamente,
e

8ip = §;, bara todo p € U, U, Isto implica que (@y,3:), = (v, 8;), para todo p € U; N U;. Pela
Observagio 2, ¢u, Silv,nu; = YU, 55 v,av,- Bm outras palavras, as seqdes ¢y, s;’s sdo compativeis. Pelo
axioma de globalizacfo para G, elas definem um g € G{U) tal que ¢jrr, = wr, 8, para todo i € I. Agora,
podemos definir ¢yt = g. Observernos que g, = (¢1,5), = ¥psi, = & (H{p)) para p € U; (note
que qualquer p € U pertence a um U;). Pela Observagiio 2, concluimos que ¢ ndo depende da escolha
de cobertura aberta e da escolha dos g;'s. Pela mesma razfo, as aplicagles t¥p’s sdo compativels com
as restricdes. A igualdade ¥z = ¢ segue imediatamante da definicBo de ¢ para s € F(U), temos
nrys =8 e Yrs = pus, por definico ]

O feixe FEF ¢ dito o feixe associado ao pré-feize F ou gerado por F.

Para qualquer F € Shy, o morfismo 1g @ F — F ¢ claramente universal (no sentide do Lema 1).
Portanto, neste caso, nF é um isomeorfismo. Em outras palavras, FEign, =~ lgn, . Provemos que, para
todo 7 : T — X de 8hy. ep : EFT — T é um homeomorfismo. Para esta finalidade, vamos definir
b:T — EFT, o inverse de ¢y, Seiat £ T. Fagamos p = =(¢}. Sendo = wm homecmorfismo local,



I
I

37

existe uma vizinhanga aberta Wae t,t e W C T talque U = w(W) C X éabertoe niyy W — U
é urn homeomorfismo. O inverso dele € uma “secdo” continua de 7. s 1 U — T, isto é, s € (FT)(U).
Claramente, p = 7(t} € w{W) = U. Definamos (¢t} = s,. Para uma outra vizinhanca aberta W' de
t,t € W' < T, que induz o homeomorfismo wjw « W — U7 = x(W'}, a secBo correspondente s :
{/" ws T coincide com s sobre m{W MW, pols ambas secdes definemn o inverse de 7tjwaw:. Obviamente,
pew{WnW’'. Assim, a definico de & € correta. Para verificarmos que b é continua, ¢ suficiente
provar que b~ 1{s[.} é aberto para qualquer secio ' U/« T Sejat € b~ (sy.). Para p = w(t), temos
b(t) = s,. Mas b(t) é definido como s, onde 51 U/ — W é uma “secio” de mtalquepe Vet e W
& uma v‘izinhanga aberta de t em 7. Sendo ap = g, as se¢hes s e & coincidem sobre uma vizinhanca
aberta V de p, p € V ¢ UnU'. Claramente, b{s{V)] = sy = s, C sp. Logo, (V) < b7 (s}.).
Sende s : [V — W um homeomorfismo com W < T aberto e s{p) = ¢, e sendo V uma vizinhanga
aberta de p, p € V < U, concluimos que (V) é a desejada vizinhanca aberta de t. As igualdades
bler(sp)) = b(s(p)) e er{b{t))t sho ficies para verificar. Resumindo: as categorias Shy e Shy sdo
equivalentes. Isto possibilita considerar feixes como objetos de Sh’. Algumas questdes relacionadas
com feixes se torram mals fAceis se tomarmos uma certa visdo para os feixes, isto €, vé-los como ohjetos
objetos em em Shx ou em Shk.

Exemplo 2. Beja A € Ab um grupoe abellanc e seja X € Esp um espago topeldgico. Para gualquer
aberto U ¢ X, definamos A(U) = {f + Il — A | félocalmente constante}. (Equivalentemente:
podemos munir 4 da topologia discreta (todo subconjunto € aberto) e considerar as aplicagfes continuas
f U — A4) Sendo formado por uma propriedade local, obtemos um feixe chamado de constanie e
denotado pelo mesmo simbolo 4. I facil ver que, para todo IV € X aberto e conexa, A(L7) possul
somente as aplicagdes constantes, A(L7) o 4. Ainda mais, caso [7 esteia decomposto na unifo das suas
componentes conexas abertas, U = | | U, podemos descrever uma aplicagao f € A(U) como sendo uma

=3
colecio arbitrria de constantes sobre estas componentes, A(0) ~ 71 A. Mas U pode ter uma estrutura
el
mais complicada que néo permite calcular A(L7) da maneira explicita ... No entanto, em Shly, este

feixe é simplesmente X x A — X, onde 4 é munido da topologia discreta e X x A é o produto em Esp.
Vale a pena observar que este feixe constante é o associado ao pré-feixe 7 € PShy dade pela regra
F(U) = A (mas F(2) = 0) com todas as restricdes iguais a 14.

Seja f: X —+ X’ uma aplicagdio continua entre espagos topolégicos. Seja F € PShy. Para qualquer
U’ < X' aberto, definamos f.F(U') = F(f~HU")). Para abertos V' C U’ C X', definamos |y :
FFU) — fF(V7) como sendo a restricao | p-1.y0y do pré-feixe F. E ébvio que obtemos um pré-feixe
f.F € PShy chamado de pré-feize coinduzide por F ou imaegem direta de F. Seja ¢ : F - F' um
morfismo de pré-feixes sobre X. Definamos f.p @ fuF — fuF fazendo (fogjvr = wi-1vy. E ficil ver
que f.p é um morfismo entre pré-feixes sobre X’. Deste modo, f. : PShx — PShxs é um funtor. E
facil verificar que f.(8hyx) C Bhyx.. Portanto, podemos escrever também f. : Shy - Shy.

Seja F € PShyx um pré-feixe e seja p € X um ponto. Pela propriedade universal do colimite
(foF)pm = Hm  fF(U7), obtemos a seta fup 1 {fuF)ppy — Fp

Ursfip
(fFipy = Hm LFUY = lim FYU)) - im FU) = F.
U3 fip) FrHUEp Usp
FFUY === F{f~HU")} FEstasetséa tnica que, para todo aberto (FuF ) 7m0 - »
J ] U X7 flp) e I, faz comusative o di- ] E
i agrama & esquerda. Em termos de ger- r#7i) i !
R - mes de secdes, podemos descrever f. -
(e F i sm) s Fp G088, P SSCIEVEL up (b fe Fa
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como fap : S5(py = $p, Onde & no inicio da seta é 3 € f.F(U"), f(p) € U ¢ X', representande o germe
F¢p. € s no fim da seta é o mesmo 3. mas considerado como s € ’F(*" HUY).pe f7HU) C X
representando © germe sp. Nesta forma, distinguimos F{f~YU")} e f.F(U), introduzindo a bijecio

kS
S

e ﬁ{f”i{i«”}} - [ F (U, {Note que nessas notagdes, siy-1 = Slyr para V' C U/ © X abertos ¢
se F{(f Y (U).) Uma verificagdo imediata mostra que f.p é uma transformacio natural, isto €, para
tode morfismo @ 1 F — F' de pré-feixes sobre X e para todo p € X, o diagrams acima & direita é
comutasivo.

Sejam f: X — X' e f X' — X" splicacies continuas entre espagos topoibgicos. Nio é diffeil
verificar que {f o fi. = fl o f.. Em outras palavras, podemos interpretar PSh e Sh como funtores
covariantes, PSh, 8h : Esp ~ Cat.

Seja f: X" — X uma apiicagic continua entre espacos topoldgicos e seja X/« T T
. T ws X um feixe de Shy. ‘vermquemos que, no diagrama & direita, = € ! %
umn homeomorfismo lecal. Sejat’ € T7 = X' xx T Enzao para t = "f}{zt’) e = Tl

para @ = ;Tf*‘} existem vlzmhang:aa abertas W el teWCT e zell CX, , 7
tais que wip @ W — U é um homeomorfismo. Fagamos L’ FHDY ¢ W = X ‘

U sy W —fX’xXT)" (I x WH C@ramente Wre v eé
aberto et . Resta observar, qz&e Uy W — U éam
homeomorﬁsm@ sebendo gque W — 7 é um homeomorfismo.
Suponhameos gque, numa categoria, exista o produto fbrado
a’ xg b, come no diagrama & esquerda, tal que n ¢ um isomor-
fsmo. Entio n° é um isomorfimo. Realmente, o inverso de #/
¢ o morfismo s induzido pelos morfismos 1, e 7~ f. Pela pro-
priedade universal do produto fibrade, a igualdade s7’ = 155,
gegue das igualdades 7' = #'{sn') e ' = f'(sn’) vélidas pela

comutatividade do diagrama.

Assim, obtemos um feixe f*T = X' x5 T — X de 8h’y.. O feixe f*T é dito feire induzide por T
ou imagem inversa de 1. Como X’ xx ~ & um funtor, entdo obtemos funtores f* : Espy — Espy., e
£ . Shly — Shly,.

A aplicaggo fr: f*T -» T define, para todo p’ € X', a aplicaco entre fibras ;r (T Treen
pois (F*T)p = 7' " P} e Tiy = L {F(p')). Sendo fT natural em T', {7 é natural em T

Pela Observacao 1.1.1, para aplicacBes continuas f* : X7 — X' e f : X' — X entre espagos
topolégicos, temos {f o f'}* = f" o f*. Logo, podemos interpretar Esp e Sh’ come sendo funtores,
Esp.Sh’ : Esp” — Cat. A Observacio 1.1.1 implica também que (f o ). = ff .0 e ¢
(f" F*Tipr — T(pripeyy Dara todo p” & X7,

i _ Utilizando o diagramsa & esquerda, definamos ¢ morfisme §r
F FT - f.Ff*T. Seja s ¢ (FTY(U). Pela propriedade universal do

l produte fibrado, existe um tnico & : fF~HU) — F*T que faz o

& \ < § diawmma comutativo, s’ € (FfT)(f~HU)). Fagamos (ry @ s —
f"l(U}i;é I/ TT € (f.Ff" T)fll) Pela unicidade de s, conclulmos que {rv

e vy = s'ly & (£f.Ff<)(V) para qualquer aberto V ¢ U
X (vide o diagrama}. Em outras palavras, &p : FT — AFFT é um
morfismo entre feixes.

Demonstramos que f7, é uma bijecio.’® Vamos descrever o inverso de f7 em termos de germes

de secdes. Seja sy € Typep) representado por uma secdo s € (FT)U), flp') € U ¢ X. A secdo

131sto & Abvio se utilizar a descriglo do produte fbrado f-T como subeonjunto do produto cartesiano, mas vale a pena
provar o fato sem olhar dentro de objetos ...
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¢ € (FfT)(f~{U)) indicada no diagrama define s, € (f*T),, pois ¢ € f7HU). Pelo diagrama,
podemos ver gue a segao construlda atraves de siv, onde f(p') € V < U. ¢ simplesmente s'{p1p.
Portanto, o germe s, nao depende da escolha de s, e a aplicacio Iyt 8py = sy € bem definida.

. P 1 . . Y - T 1 P S T
Obviamente, 7. fp = 17, - Hesta observer que fprsy = [y implica s, = 5. Sendo f; induzida

. L -y S SR T : [P S T I PN Vmo . b ; -
por fr, aigualdade f s = f7s0 implica frs Lp'} = frs"(p"). Pelas Observagdes 1 ¢ 2, as aplicaghes
fhs' e fps’ colncidem numa vizinhanga aberta U de p/. Pela propriedade do produto fibrado f77.
ohtemos s'lr = sy, implicando e”p = s;,.

Podemos considerar o feixe # + T — X como sendo uma familia das suas fibras 7, = =7 (g},
onde o “pardmetro” p percorre A. Neste sentido, fazendo f*7. simplesmente mudamos o “parmetro”
substituindo um nove p = f(p'), onde p’ percorre X', Assim, /7T difere de T somente pelas quantidades
das copias de fibras: para [T, fazemos a cdpia [f™T), de cada fibra T, tantas vezes quantas ocorre a
igualdade f(p') = p.

Utilizande o disgrams & direita, podemos provar gue ¢ : FT e T. ¢
F — f.Ff* ¢ uma transformacéo natural. Com efeito, seja Sif_f \J:“ .8 !\ T
T+ — X um outro objeto de Shly, seja ¢ : T — 77 um mor- / /\,Sﬁ/' f %x
fismo em Shly, seja U © X um aberto e seja s & (FTHU). f~H{U)E /s T Y
Denotemos por s € (Ff*TH{f~HU)} a secho induzida por s o/ N L/
como acima. EBEntdo, por definicdo, {rys = s'. Para provar- N\ ‘ /’ \\ ; /
mos que (v p{wrs) = (frei{rys), é suficiente observar que % T/ 7 v/
(o)’ o fH(U) — [*T' faz o diagrama comutative, pols, por X X

definicio, (r pi{wus) = ¢/, onde 8"« f~HU} — f*T" é a dnica seta que faz o diagrama comutativo.
Isto implica a naturalidade deseiada.

/
Seja F € Shx-. Definamos a aplicacio &7 : f*Ef.F — EF pela FEL _E:’L.Ef*j?
regra £F 1 € — f*p;f;;t, onde o = 7't para @ : f'EfF — X' e FiNEr /|
os morfismos entre fbras 1 ¢ (fFEfF )y — (fFljpy e fap - 3/_., £ r"q/ ‘
(f.F)f(py = Fpr sao definidas acima. Vamos descrever {x localmente /T / / '?!
om termos de secbes. Fixemos qualquer t € f"Ef,F. Para p’ = #'t, [~HU) mJlm/ww U
temos fof = Frip) € (FuF)p(pr) que € representado por alguma segio N : \ 1

Te AFU), Fip) €U C X, onde s € F(F~U)). Como acima, K et X

a “secao” [3]: U - Ef.F induz uma “secdio” &' : f~H{U) — fFEf.F do modo que fi, yos =[5 ¢
fis-iq (vide o diagrama a direita). Provemos que {r s’ = |s|. Realmente, para qualquer ¢’ € FoHDY,
temos fp, #{6'(¢)) = BI(f(¢")- Sendo f5 = fi; rlis-r.7,. isto significa que f7(s'(¢") = r(p)-
Sabemos que ¢ morhsmo fuy @ (fuF ) — Fy é definido pela regra fug o S5y = 8p. Logo,
Foar (fq*‘, (s’(g’})) = 84, ou seja, £7(s'(¢")) = sp. Dal concluimos o desejado. Sendo s’ e [s] homeomor-

fismos de f~H(U) com um aberto em f*Ef.F e com um aberto em EJF. respetivamente, conciuimos
que £x é continua sobre s'(f~*(L7)) que claramente contém ¢. Como t foi escolhido arbitrariamente,
£5 é continua. Na realidade, enconframos uma decomposi¢ho local de £7, {rlw = [s] o #'lw, onde os
W ¢ f*Ef.F formam uma cobertura aberta de f*Ef.F.

Provemos que £7 é natural em F. E suficiente verificar a naturalidade de &5 sobre qualquer p’ &€ X'
Agora, o fato segue da formula £7|(s-5r, 7y, = fep fy e das naturalidades de f. e f5,.

A partir deste momento, normalmente vamos omitir os funtores E e I, supondo que eles sao idénticos,
ou seja, considerando todo feixe F € Shy = Sth, as vezes, como funtor F : Top X — C, &s vezes, como
um homeomorfisme local 7@ F — X | dependendo da necessidade.

Utilizendo ¢ dltimo diagrama. podemos provar a identidade (f.éx)o{sr = Is r para F € Shx/.
Seja ¥ € f.F(U) com correspondente s € F(f™H(I}). Entdo, por defini¢io, (; 50§
tempo, pelo diagrama, &x ;-:0n8 = s, implicando {f.€5)ys’ = 5.



Provemos agora a identidade £5-7 o (f*(r) = 1;-# para F € Shx. Sejap € X' esejat € (/" F)y
Precisamos provar que {p-5{(f*(r}t} = t.‘ A bileciio f 0 (f*F )y — Frypy levatem [0 = spp €
Fpy represemtado por uma segho s € F(U), f(p) € U € X. Recordando que inverso de f7 leva sz
em s}, onde 8’ € FF{f~HU)) é induzido por s, obte-

f,.c{ mfi fmgf _px]:‘ 5” 7{-.._1( r\}
mos t o= s” . Portanto, temos o disgrama comutativo ! T

8 .,

acima. Temos {(f*Ceit ((f’“\,::\" 1s"1) ('), e este ponto féf,,.-m;j f;é fimrgen |
estéd sobre p'. Sabemos gue ;:‘;x_;"ﬁ'iif-(gf,f,.f}}p = fup © . - . v'
by = Fepr o frp oz Logo: pe‘ia comutatividade do dza- Ef.f°F - v
g Y = H ~F 1" o - .
grama, £ x ((F7CriE) = {f ’va“f el elE ) = (fupoCrois ) (F(7)). Sendo {zo]

e recordando que (rys = s, obtemos £ {i "L:}-'>u} = f,(p:;”fgpq. Resta lembrar que Jup & pipy =
5;}; = L.

Assim, demonstramos as igualdades (f, o &){Co fu) =15, e (£of* ) (f*o()= 1. Pelo Lema 1.2.2,
obtemos o

Lema 2. Seja f: Y — X uma aplicacdo continua entre espagos topoldgicos. Entio o funtor
F*: Bhy — Shy ¢ adjunto 3 esquerda do funtor f, : 8hy - Shxy.

Consideremos um case particular importante. Seja X wn espace topolégice e seja ¥V C X um
subespago. Seja it : ¥ = X a incluso. Para qualquer F € Shy. denotemos por Fly = i*F € Shy
o feixe induzido cu a restrigde de F pare V. Em termos de Sk, temos simplesmente Fly = w7 1Y),
onde m : F — X é o homeomorfismo local. No entanto, agora F{Y') faz sentido para ¥ ¢ X nio
necessariamente aberto. Este F(Y) é formado por todas as “secdes” continuas de % sobre ¥, Sendo
7 F - X um homeomorfismo local, toda secio s € F{¥) é localmente induzida por segdes sobre
alguns abertos, isto é, existem abertos U; C X, i & I, e se¢des 8 € F(U;) tais que Y ¢ JT; e

[=3
slynr, = $'lynu, para todo i € I. Realmente, existe uma cobertura s(Y) C | W, tal que todo W; ¢ F
gl
é aberto e toda aplicaglo mjw, : Wi — U, ¢ um homeomorfismo, onde todo U; = n(W;) ¢ X ¢ aberto.
Resta definir s* € F(U;) como sendo o inverso de 7|y,

O caso em que ¥ C X é aberto é muito simples. Neste caso, em termos de Sh, podemos descrever
Fly{ly = F{U), pois U sendo aberto em Y, € aberto em X. A mesma férmula serve para pré-feixes.
Assim, para ¥ C X aberto, temos o funtor da restricio Iy : PShx — PShy no nivel de pré-feixes.
E facil verificar que o funtor de geragdo de feixe FE : PShy — Shy ¢é compativel com restricio, isto
é, para todo F € PShx e qualquer aberto ¥ < X, os feixes FE{Fly) e (FEF}y sio naturalmente
isomorfos.

Seja 7w : F = X um semigrupo em Espy . Isto significa que temos um morfismo p: F xx F — F
em BEspy que faz comutativo o diagrama de associatividade. E fcil verificar que, para tode p € X,
o morfismo g induz a seta up @ Fp x Fp = (F xx F)p — Fp que faz a fibra 7, = 77 }{p) um semi-
grupo. Reciprocamente, suponhamos que toda fibra 7, de um objeto F € Espy seja um semigrupe
relativamente a uma operagio w, : F, x F, — F, e suponhamos que estas operagbes sejam global-
mente continuas, isto é, todos 0s uy’s juntos formam uma aplicacdo continua u: F xx F — F. Entéo,
munido desta y, F se torna um semigrupo em Esp,. Do mesmo modo, podemos tratar de grupos,
anéis, médulos ete. (Por exemplo, um grups abeliano A — X em Esp, munido de em morfismo
g O xxy M - M édito O-mddulo, onde O —+ X & um anel em Bspy, se ... isto ocorre emn toda fibra:
para todo p € X, a operagio u, defina em M, uma estrutura de Op-mddulo.)

Sejam F — X «— & dois homeomorfismos locais. Entdc F xx § — X é um homeomorfismo local,
pois ele € uma composicdo de homeomorfismos locais # xx ¢ — F e F -+ X. Isto implica que os
produtos finitos {inclusive os objetos finais) em Sh'y sio os mesmos como em Espy. Daif, um grupo,
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um anel, um médulo ete. em Sh’y é um objeto de Sh'y que respetivamente é um grupo, um anel, um
médulo ete. em Espy.

Por outro lado, temos ¢ conceito de pré-feixe de grupos, de anéis ete como sendo um funtor F .
Top X — C, onde € respetivamente ¢ 2 categoria dos grupos, dos anéis etc. Seja O € P8hy um pré-
feixe de anéis e seja M € PShy um pré-feixe de grupos abelianos. Suponhamos que, para todo aberto
I ¢ X. o grupo abeliano M(U) esteja munido de uma estrutura de O{U)-mdédulo do modo que toda
restricdo iy @ A(U) — M(V) € umn homomorfismo de O{U }-médulos (sendo M (V) um O(V)-mddulo,
ele ¢ vm QI -mddulo devido ac homomorfismo v @ O(L) — OV entre anéis). Neste caso dizemos
gue M éum pré-feirve de U-mddulos. Considerando as fibras, é facil observar que todo M, naturalmente
possui uma estrutura de O-médulo {por exemplo, definamos ap-myp = (a-m),, onde segles a de Jem
de M representando ap e m,, respetivamente, sio escolhidas sobre um mesmo aberto). Uperacdes nas
fibras induzem aplicagdes do tipo p: EO x x EA — EAM. Para verificarmos que 1 € continua, digamos,
numea visinhanga ay X x my do pento (a,. 1.} {note que tais conjuntos formam uma base da topologia
de EQ xx EM). é suficiente observar que a apiicacgio ay xx my — {am)y induzida por u é, de fato,
U xx U - . Consegtientemente, EM é um EU-médulo na categoria Shy.

Reciprocamente, seja M um O-médulo na categoria Espy. Entéo, utilizando as operagdes nas fibras,
podemos definir operagdes para segdes fazendo (FAML) um (FO){U)-médulo {por exemplo, definamos
(o m)p) = alp) - m{p}) para todo aberto I/ C X. Assim. FA4 é um pré-feixe de FO-médulos. Em
seguids, utilizaremos ambas visGes tratande dos feires de grupos, feives de anéis, feizes de mddulos
sobre um feize de aneis stc.

Definicio 2. Seja F um pré-feixe de conjuntos {ou de grupoes, ou de anéis, ou de O-modulos, onde
(¥ é um pré-feixe de anéis sobre X) sobre X. Um subpré-feize § de F (dencta-se S © F) é um pré-feixe
com S(U) ¢ F(U) para todo aberto I C X e com as restrigbes induzidas. Se & e F foram feixes,
dizemos que S é um subfeize de F,

Seja § ¢ F ¢é um subpré-feixe de conjuntos. Entéo ES C EF, pois as secdes de S sio secoes de F e
os germes sio formados pela mesma relacio de equivaléncia. Mais ainda, a topologia de ES é Induzida
pela topologia de EF e ES é aberto em EF. Com efeito, para tode s € S{U}, ¢ aberto bésico sy (para
a topelogia de ES) € aberto em EF, pois s € F(U). Seja s € F({U). Para provarmos que ES N sy €
aherto em ES, tomemos umn s, € ES sy, p € UV, Entdo existe uma segio s’ € S{V), p € V., tal que
5, = Sp. Pela Observaciio 1, siy = sw para algum aberto W tal que p ¢ W € U V. Reciprocamente,
seja 7 F — X um feixe de conjuntes e seja & C F wn subconjunto aberto. Obviamente, 7ls: & — X
¢ um homeomorfismo local e, portanto, é wm feixe. Claramente, temos FS{U}) C FF{U) para todo
U ¢ X com as restrigdes induzidas. Assim, em termos de Sh’, um subfeixe de um feixe de conjuntos
nio é nada mals do gque um subconjunto aberto. E facil ver que, em termos de Shy, um subfeixe de
um feixe de grupos {ou de anéis, ou de O-mddulos, onde O é um pré-feixe de anéis) ¢ um suconjunto
aberto que ao mesmo tempo é um subgrupo (ou subanel, ou submédule) em cada fibra.

Observagio 3. Seja F um feixe e seja &, € F, ¢ € [, uma famflia de subfeixes, Fazendo
( N &;)(U) = [ (8:(U)) para todo aberto I C X, obtemos um subpré-feixe. Uma verificagdo di-
gl el
reta mostra que [| & é um subfeixe de . Isto possibilita gerar subleixes por conjuntos de germes ¢
iy
secbes (sobre abertos diferentes) de qualquer feixe. Em particular, o feixe FES associado a um subpré-
feixe & T F pode ser obtido deste jeito: a intersecfio dos subfeixes de F que contém & é um subfeixe
G de F. Pelos argumentos acima ES ¢ EG C EF sio abertos e, de fato, ES é o feixe assoclado a 5.
Sendo EG o menor aberto que contém ES, concluimos que ES = EG .M

4 Observemnos que a construgéo do Lemsa 1 pode ser obtida em dois passos (semelhantes aos passos na construgao de
iocalizagio de um anel}. Primeiro: identificamos as se¢fes de um pré-feixe F que sio localmente iguals, isto €, suponhamos



A partir deste momento, vamos supor gue nosscs felxes séo os feixes de anéis ou de O-mddulos, onde
¢ é um feixe de anéis.’® Vamos discutir feixes de mddulos (assim supondo que um espaco topoldgico e
um feixe de andis O sobre X sejam fixos). A categoria O-Mody de feixes de O-mddules ¢ uma Ab-
categoria, pols podemos definir soma de morfismos «, 51 F — { pelaregra (o + J)y = ay + F. Ainda
mais, o grupo abeliano O-Medx (F,§), que vamos denotar por Homo (F, G}, é um O(X l-mddulo devido
A definicdo (o - @)y = ajy - ay para todo U/ C X aberto, onde o € Home(F,G) e o € O(X ). Podemos
definir o feixe Home{F, G} fazendo Home (F, G){U) = Home:  (Flv. Glv) para qualquer aberto UV © X
{as verificacOes sio imediatas). A categeria O-Mody ¢ aditiva: existe o feixe nulo definido por O{U) = 0
para qualquer aberto U C X e, como é facil verificar, a regra {(F & G)(U) = FIU) & GU} define o
biproduto dos feixes F e G,

Seia o 1 F — & um morfisme de feixes. Definindo Kerall7) = Kerap obtemos um subpré-feixe
chamado de nidclen de o Ele € um subfeixe, pols qualquer secdo de F, estando localmente em Kera,
ker o

. . a \ - .
pertence a Kera. Assim. temos Kera —s F —~ G. Mas se fizermos Im' a{U} = Imoay obtemos
somente um pré-feixe {de um feixe) satisfazendo ao primeiro axiomsa de feixe, como mostra o

Exemplo 3. Seja M wma variedade complexa munida do feixe Oy de fungdes holomorfas, isto é.
para todo U € M aberto em M. definimos Oy (U = {f : U — C|f € holomorfa}. Denotamos por 03, ¢
feixe de fungdes invertivels (que ndo se anulam em nenhum ponto, ou seja, O3 (U} = (O (U}) ., 0 grupo
multiplicativo do anel O (U}). Temos o morfismoe exponencial exp : Op — Oy, que leva f— exp f,
entre feixes de grupos abelianos. Consideremos um caso particular, M = C\ {0}. Localmente a
funcido 1/z tem a exp-imagem inversa, pois localmente a funcéo log(l/z) faz sentido. Mas se existisse
© € O {M) tal que exp{z) = 1/z, entdo, para z = exp 2710 com ¥ € R, terfamos exp {w(exp 2rid}) =
exp(—2mid), ou seja, w(exp2mid) = —21i(¥ + n{d)), onde n{¥) € Z. Sendo continua, a fungdo n(d) é
constante, n{¥) = k. Fazendo J = 0, obtemos {1} = —2kmi. Por cutro lado, fazendo ¢ = 1, obtemos
o(1) = —2(k + 1)mi. Uma contradigio. Portanto, embora 1/z tenha a exp-imagem inversa local, néo
existe nenhuma exp-imagem inversa global, e o axioma de globalizagdo ndo é satisfeito para Im'exp.

A mesma situacio acontece guande definimos o quociente de um feixe F por um subfeixe & C F,
fagendo (F//SY(U) = F({U)/ S{U).1% Obtemos um pré-feixe F/'S satisfazendo ao primeiro axioma de
feixe e um morfismo candnico F — F/'S de pré-feixes.

Definamos os feixes a imagem Im o e o guociente F /S como os feixes associados aos pré-feixes Im' «
e F/'S introduzidos acima. Temos os morfismos de pré-feixes Im' o — Ima e F/'S — F/§ (os quals
sdo inclusdes, pois os pre-feixes Im’ o e F/'S satisfazem so primeirc axioma de feixe). Os epimorfismos
candnicos F(U) — F(U)/SU) formam o morfismo de pré-feixes F — F/'S. Compondo ele com
Fl'S — F /S, obtemos o morfisimo candnice do quociente de feixes, F — F/S. Para qualquer morfismo
de pré-feixes o : F — G, definamos Co'o(U) = G(U)/Imay. E ficil ver que Co' o é um pré-feixe.
Temos o morfismo de pré-feixes ¢ : G — Co’ o, O feixe Co o associado a Co’ o é dito o coniclen de o
Temos o morfismo de pré-feixes Co’ @ — Coa. Compondo ele com ¢ : G — Cd’ o, obtemos o morfismo

. [+3 Lo
coa no diagrama F — & — Coa.

Vamos verificar que kera e co« satisfazem as propriedades de nicleo e contcleo.

que as secdes s e t $50 equivalentes se elas tém todos os germes iguais (em outras palavras, {s] = [f1}. Obtemos wm pré-feixe
F! satisfazendo ac primeiro axioma de feixe. Segundo {globalizagdo}: consideramos cada colecdo de segdes compativels
de F' {a menos de uma eguivaléncia} como umea se¢io de 7 (¢ que respeita & consideragio de segbes de o : EF — X
Note que, para qualquer pré-feixe 7 satisfazendo o primeiro axioma de feixe ou para qualguer subpré-feixe de um feixe, o
primeiro passe é desnecessédrio. € F é um subpré-feixe do seu feixe associade,

5Note que todo feixe de grupos abeliancs € um feixe de Z-médulos, onde Z denota o feixe constante relacionado com
o anei £.

8 Considere no Exemplo 3 F = Usr e 8 = 24

{3

, urn subfeixe constante.
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H) % Kerayp ket oy FU) —25 g Supgﬁhamos que or o 5’ = para algum mor-
: i : fismo ;3’7: H - F de feixes. Lntdo, para ﬁo@o
v | b L\[ v aberto [/ © A, temos apofy = 0. Portanto, exis-
N . - S o ©  te um tnico hemomerﬁsmo qz; cH = Kerar =
H(V) s Keray —— F(V) — G{V) Kera(l7) tal que kerop o g = Fu. Para tode
sherto V' ¢ U7 < X, temos o disgrama comutativo acima. O quadrado & esqaeréa € comutativo pols
kerav é mono ¢ keravolvogy = |vokerapogy = |vofy = Gy ojy = kerayogy oy, Assim, kero
satisfaz a propriedade de niclec.
) v, g(U) Co' all) B T Supj:mhamosr;;ue *;'f c.} =0 g;’_ff
. ( para algum morfismo ~ : § — o p
ol y I o i | T de feixes. Entao temos o di- ¥ h
o > - - agrams comutativo b esquerda, Co awCoo
F(V) V) — Co'a(V) 2 TOV) onde procy =y e pyocy =y {(estes py's

s&o Unicos); o quadrado & direlta € comutativo, pois ey é epl. Em outras palavras, exisie um Unico
morfismo p : Co' e — T tal que poe = . Agora, pela universalidade do feixe associado (Lema 1}, existe
um Unico morfismo h: Coa — 7 tal que o diagrama & direita é comutativo.

Lema 3. Seja O um feixe de andis sobre um espaco topoligico X, Entdo O-Modx ¢ uma categoria
abeliana. Uma seqiiéncia ¥ — G — H de O-mddulos é (semi)exata se e 56 se a seqiiéncia F, — G, — Hp
de Op-médulos é (semijexata para todop € X,

Seja f 1Y — X uma aplicacdo continua. Entéo o funtor f*: O-Mody — 7 O-Mody € exate. Em
particular, para qualgeur ¥ C X, toda seqiiéncia exata F — G — H de feixes de O-mddulos sobre X
induz a seqiiéncia exata Fly = Gly - H|y de feixes de Oly-mddulos sobre Y.

Demonstragao. Para provarmos gue O-Mody é abeliana, & suficiente demonstrar que, para qual-
quer morfismo de feixes o 1 F — ¢ as seguintes afirmacdes sdo vélidas: ;
e O morfismo F - F/Kera é o conticleo de ker c. F/Kera —— Ima
s O morfismo Ima — § é o nicleo de coo. T §
e Existe um isomorfismo {1 F/ Kera — Ima no diagrama comutativo i v
& direita. F —_— G
; A primeira é vdlida pelo fato j4 demonstrado

/' Ker o Im' o ) g i : ‘
Fi sobre conticleos. E fdcil verificar que existe um 7/ Ker o /IEI}Q
-~ i LS . -t . - i -
H Q N * - |
fl g dnice %yomorﬁ‘smo 1 eﬁ?re pré-feixes que faz co- gz I&er o —-Im a” |
N * mutativo o diagrama 4 ssquerda. O isomor- ¥
F ——— G fismo ' induz ¢ isomorfismo { entre os feixes as- _7: ¢

sociados. Portanso, obtemos o diagrama comutativo a direita, e a ltima afirmacao é vélida.

A composicio Im' o — Co’ o € nula. Portanto, Im’ o ¢ Kercoa. Sendo Kerco o um subfeixe de G,
obternos Ima ¢ Kercoa. Seja s € Kercoa(U) < G{U), onde U < X é aberto, e sela p € U. As fibras
de um pré-feixe e do feixe associado s&o isomorfas. Logo, o homomerfismo G, — Co’ o, leva s, a zero.
Em outras palavras, numa vizinhanca aberta de p a secio s pertence a Im’ ov. Assim. conclufmos que
5 localmente estd em Iinc. Sendo Im o um feixe, s € Imafl7). Consegilentemente, Ima © Kercoa e
Imao = FKercoa.

Observemos que para qualguer morfismo o @ F — § entre feixes sobre X e para todo p £ X. sdo
vélidas as igualdades (Im' o), = Ima, e (Kera), = Kera,. Realmente, o conjunto (Im’ &), ¢ formado
por todos os {ars)y's, onde U percorre todas as vizinhancas abertas de p, p € U € X, e s £ F({U).
Sendo (au$)p = Qpsy, obtemos (Im' @), = Imay,. Obviamente, (Kera), C Kera,. Seja s, € Keray,,
onde s € F(UY ¢ pcU C X. Entdo (ays}p =0 e (apsiy =0 para alguma vizinhanca aberta V' de
pitalquep e V CU. Logo, avisiy) =0, siy € Keray = Kera(V) e s, € (Keraj,.

Sendo , um funtor aditivo, a semiexatidéo da seqiiéncia 7 — G — H implica a semiexatidéo da

P 5 ea o g N . . .
seqiiéneia de fibras. O fato da segiiéncia F — § —— H ser exata significa que Ker 3 é o feixe associado



ac pré-feixe Im’a. Neste caso, (Im'a), = (Kerd),. Pela observagao acima, (Im'a)p, = Ima, e
{Ker 3), = Ker 3, implicando Ima, = Ker 3,. Assim, a segliéncia F, — G, — H, é exata para todo
pE X

2,

Reciprocamente, suponhamos que s seqlidncia F —5% § & H seia semiexata para todo p € X,
Seia s € F(U), onde U C X & aberte. Para qualquer p € U, temos 0 = G (apls,)) = Fplevs), =
(35(&[;5})19, Portanto, Fulerps) =40, Dal. oo =0

Agora suponhamos que cada seqiiéncia de fibras € exata. Pela observagio acima, (Im'a), =Imo, e
(Ker 8)p = Ker 3, para todo p € X. Logs, (I’ o), = (Ker 3), para todo p € X. Seja g € Ker g(U/) =
Ker 8y com U7 < X aberto. Entéo, para todo p € U, temos g, € (Ker #), = (Im' o), e localmente g
estd em Im’ . Conseqlientemente, g € Im (L)

As restantes afirmacfes seguem das J4 demonstradas e do fato de que, para todo ¥ € ¥, a trans
formagio natural f 1 {f*7)y — Frqy € um isomorfismo O

Observacfo 4. Seja o1 F — § um morfismo de feixes. Entio toda secio local 5 de Im o localmente
é a a-imagem de uma secdo local de F (ou seja, s localmente estd em Im' o).

Observacio 5. O mesmo € valido para secSes locais do quociente 7/8 de um feixe F por um seu
subfeixe S C F: toda ssgdo de F /& localmente £ a Imagem pelo morfismo candnico, pols localmense ela
pertence so pré-feixe F/'5 cujas segbes 520 as imagens pelo morflsmo candnico.

Isto também implica que, para todo p € X, o morflsmo candnico Fp — {F/8), é epi. E facil ver que
o nucleo do morfismo candnico F — F/8 ¢ 8. Dai, & seqiiéncia 0 - & — F — F/5 — 0 & exata.
Pelo Lema 3, (F/S), = Fp/S; para todo p € X.

Vemos também que, para quaiquer morfismo « : F — § de feixes, Coo = §/Ima. Resalmente, pela
demonstraggo do Lema 3, Ima — G é o nicleo de coa. Pela Observacéo 5, §/Ima é o condcleo de
Ima — . Resta observar que, em qualquer categoria abeliana, o contcleo de um morfisme € o contcleo

, . e . o 2
do seu nicleo. Em particular, a seqiiéncia F — G — G/ Ima — 0 é exata.

Observacao 6. A seqiléncia de feixes F — ¢ 2. H & exata se as seqliéncias F (U} (EA
H{U) sdo exatas, onde U percorre todos os abertos de X. Com efeito, suponao que as sequenmas
FUy =% Uy 2, H(U) sejam exatas, é facil verificar a semiexatidao de F, Gp % Hyp para

qualquer p € X. Suponhamos que 5,5, = 0. Entfio, para algum aberto U, temos p € U, s € G{U), e
Bys=0. Dal, s = of comt € F(U) implicando que s, = oty

2.2. Feixes Coerenies

Definigao 1. Seja 7 um feixe de O-mdédulos sobre X e seja § © F(X}. O subfeixe minimal § = 05
de F com a propriedade S C G{X) é dito gerado por S (vide a QObservacio 2.1.3).

A fibra (08), é o Op-submdduic de F, gerado por S, = {5, | s € S}. Com efeito, facamos
G = || ©,8, e provemos que G & aberto em EF. Seja s, = }: a,s, wm elemento arbitrario de G, onde
PEX [E

st € Seal, € O Existe uma vizinhanca aberta U de P pelU ¢ X, tal que a’ € O(U) para todo
i {pois i percorre um conjunto finito). Agora, para s = z a'stly € F(U), temos s, € sy. Sendo sy

aberto basico em EF com sy € G, conclufmos que § é aberm em EF. Assim, § ¢ um subfeixe de F.
Como S < G{X), entdo OF C G. Por outre lado, obviamente, § ¢ E{OS).

Observagio 1. Seja 5 € F(X) uma secdo global. Entdo, existe ¢ : O — F, um inico mor-

fismo de feixes de U-médulos, que leva 1x € O(X) em s, Nas demais componentes de o, para um
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aberto U < X e para a € O}, fagamos (e necessitamos fazer) wya = o sjy € F(U). Portanto,
podemos identificar os secbes globais de F com os morfismos O — F (que sdo assim multiplicacdes
por secdes globals), ou seja, temos um isomorfismo F(X) =~ Home{O,F) natural em F. Mais ainda,
¢ facil ver gue estes iscmorfismos sobre abertos I © X definam o isomorflsme F =~ Homa(O,F)
patural em F. Denctamos por O" o biprodute de n céplas do feixe O, O = Og ... 2 0. Pela

i VEZeR
Observagao 1.2.1, podemos descrever qualquer morfismo do tipo ¢ : O% — F como ¢ = (s1,...,5,),
onde 51,...,8n & f/(Xg $20 segbes globals: para guaisquer of, ..., a” I, onde U © X é aberto,
R 7
temos (81, ....5x:) K : ) = %" sy - a’. Em particular, para o morfismo (81.....8,) 1 07 — F temos
n !
a
Imisy, ..., 8n) =08 + . +0Us,. De forma andloga, todo morfisme do tipe ¢ 1 O™ — 07 &, de fato,
&l ..ol
uma matriz ¢ = | © . @ | comal & O{X).
al ...oan

Defini¢@o 2. Seja F um feixe de O-mddulos sobre X. Dizemos que F é um feixe do tipo localmente
finito se, localmente, F é gerado por um ndmers fnite de secles, isto €, existern uma cobertura aberta
de X e epimorfismo O™y — Fli para cada membro U da cobertura.

Observagac 2. Seja F um feixe do tipo localmente finito de C-mddulos sobre X, sejapec U ¢ X

uma vizinhanca aberta de p e sejam s1,.. .. 5" € F(U). Se $5,.. ., 8p geram o Op-médule Fp. entdo
st v, ... 87y geram F oy numa vizinhanga aberta Vo de p tal que p € V ¢ U. Realmente. sendo F
do tipo localmente finito, diminuinde U, podemos supor que Fiy é gerado por gb.....g™ & F{U).

n
Agora temos g, = Z} a;ps;, 1 €< m, para a,;p ¢ O, apropriados. Podemos supor que, para alguma
_?ﬂ

vizinhanca aberta W de p, p € W C U, valem a; ¢ O{W), pois temos apenas um ndmero finito dos

L

ai’s. Como a segao glw -3 of - 87 |w tem o germe 0 em p, entdo, pela Observagio 2.1.2, a segio é
1=1

rula numa vizinhanca aberta V de p tal que p & V ¢ W ¢ U. Isto implica que as segdes globais s7|y’s
geram Flv.

Definicao 3. Um feixe F do tipo localmente finito de @-mddulos sobre X é dito coerente se ¢ niicleo
de cada morfismo do tipo O™y — Fiy, onde U ¢ X ¢ qualquer aberto, é um feixe do tipo localmente
finito sobre V. Em palavras: qualquer colecio finita de secdes locals {sobre um mesmo subconjunto
aberto) localmente possul um nimero finito de relagdes (= dependéncias lineares) entre si que implicam
todas as relacdes. Em outras palavras, todo morfismo do tipo ¢ : @%|p — Fiy. onde U ¢ X é um

. ;. » s . . . . Sy : -
aberto arbitrério, localmente estd numa seqiiéncia exata Q7" |y — 0%y T Fly . onde os Vs formam
uma cobertura aberta de U,

Observagio 3. Seja F um feixe coerente e seja & C F um subfeixe do tipo localmente fnito.
Entge S é coerente. Com efeite, seja O™y — Sip um morfismo, onde U C X é aberto. Pela inclusio
Sl - Flrr, obtemos um morfismo O7 |y — Fliy que, sendo F coerente, localmente estd numa seqliéncia
exata O™y — 0"y — Fly, onde os Vs formam uma cobertura aberta de U, Resta observar que a
seqiéncia O™y — O%y - S|y também ¢ exata.

. i r s . . .
Teorema L. Seja i — Fy w Fo —— F3 — 0 uma seqiiéncia exata de feixes de O-mddulos sobre X .
Se dois de F1. Fa, Fa 530 coerentes, entdo o terceiro é coerente.

Demonstracdc. Suponhamos gue F2 e Fz sejam coerentes. Pela Observacio 3, é suficiente provar
que Fi é do tipo localmente finito. A questédo é local. O feixe Fy € do tipo localmente finito. Portanto,
restringindo os feixes e os morfismos para um aberto apropriado (tais abertos formam uma cobertura



46

aberta de X}, podemos supor que exista um epimorfismo 7 : OF — F,. Consideremos o morfismo
pr s OF — F3. Sendo Fy coerente, podemos supor {de novo, restringindo para um aberto) que exista

um morfismo j que faz exata a segunda linha do
diagrama & direita. Pela exatidio das linhas do
diagrama, existe um (lnico) morflsme f fazendo
Uma caga do diagrama

¢ diagrama comutativo.
mostra que f & epi.

Suponhamos que Fi e Fo sejam coerentes. Sen-
do Fs do tipo localmente finlto, podemos supor
{restringindo para um aberto) que exista um epi-
morfismo 7 1 OF - Fo. Agora obtemos o epimor-

{
Fi L Fy e F 0
h Al |
! I
om 3 ok o

Cad

fismo pr: OF — F3 implicando que F3 é do tipo localmente finito.
Seia o - ©" — F3 um morfismo {restringindo os feixes e os morfismos para um aberto]. Pela Ob-
servacdo 2.1.4, as segles que definem o morfismo o 1 O — F; (vide a Observagio 1) localmente so Ima-

On  gens de alguns secdes de Fo.
3 at Restringindo os feixes e os
ot morfismos a um aberto apro-
F: 2—“"}2"}_ 3 priade, podemos supor que
estas seghes de Fo sejam globals, Pela Ob-
servagac 1, elas definem uwm morfismo 5
O —w Fo. Claramente, pd = o {vide o
diagrama cornutativo acima 2 esquerda).
Sendo F; do tipo localmente fAinito, pode-
mos supor {restringindo os feixes e os morfis-
mos para um aberto apropriado) que exista
um epimorfismo v : O™ — F;. Definamos o
morfisme f = fem+ioyom

ot o
E R
Aot Tz h
i A oy Yelu 72 i 0
-~ f i o
Fp o Fo R 0
|
0

O™ s O" — Fu. B facll verificar que o diagrama acima a direita

é comutativo. Sendo F3 coerente, podemos encontrar {restringindo para um aberto apropriado) um
morfismo k1 @ — O™ @& O tal que Img = Ker f. O diagrama acima & direita é comutativo e com
as linhas e as primeiras duas colunas exatas. Por uma caca do diagrama, concluimos que a terceira coluna

também é exata.

Suporhamos que Fi e F3 sejam coeren-
tes. Sendo Fa do tipo localmente finito,
podemos encontrar (restringindo os feixes e
os morfismos para um aberto apropriado)
um epimorfismo o 1 0% — F3. Como acima,
podemos encontrar (de novo, restringindo)
um morfismoe §: O™ — Fy tal que p3 = a.
Sendo Fy do tipo localmente finito, pode-

4]

o R om @ O T2 on s 0
B
'l 74 l
Fy Fs L Fs - 0
! |
0 G

mos supor que exista um epimorfismo v : O™ — F;. Como acima. definamos o morfisme f = 5oy -+

i oy oy

O™ e O — Fy O diagrama acima & dirveita é comutativo e com linhas e colunas exatas.

Pelo Lema 1.2.3 (da serpente), f é um epimorfismo implicando que F7 € do tipo localmente finito.

0 —— F —— Fp —2s Fa
om i oF L,

0

0

s " 0
I .
ol OF S Fy

Seja 7 : OF — Fp um morfismo (restringindo os feixes e os morfismos para um aberto). Sendo Fs
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coerente, existe (de novo, restringindo os feixes e os morfismos) um morfismo 7 : O™ - OF tal que
o diagrama acima a esquerda tem as linhas exatas. Logo, podemos encontrar um {dnico) morfismo
f O™ — Fy tal que o diagrama acima & direifa é comutativo (e com linhas exatas). Sendo Fi co-
erente, encontramos {restzinginde para um aberto) um morfismo /& O — O™ tal gue, no diagrama
comutative & esquerda, a primeira coluna € exata.
0 —— 7 : Fo —— Fa + 0 Agora. por uma caca do diagrama, podemos mostrar

f

.

3

que Im(hj) = Kerw [

Coroldrio 1. (1) Sgja o : F — § um morfismo
entre feixes coerentes de O-modulos. Fntao os feixes
Kere, Ima e Coo sdo coersntes.

(2} Seja F um feixe coerente de O-mddulos & se-

T L Jjam 81,8 & F subfeixes do tipo localmente finitso.
Entéo Sl ' Sy 6 um feixe do tipo localmente finito.

(3) Seja O um feixe coerente de andis (isto &, O & cosrente como feixe de O-mddulos) e sejam
71, J2 2 O feixes de ideais {isto €, subfeixes do O-mddulc @) do tipo localmente finite. Entdo o leixe
de ideais (J1 : Jz), onde, para todo aberto U < X, fagamos (J; © T2)(U) = {o € OU) | a,{ ), C
(7)), paretodo p € U}, é do tipo localmente finito.

Demonstracio. (1) A Imagem de um feixe do tipo localmente finito é do tipo localmente finito.
Logo, pela Observacdo 3, Ima é cosrente. Sendo as seqlidncias 0 — Kera — F ~— Imae — 0 e
- Ima— G — Coa -+ 0 exatas, pelo Teorema 1, Kera ¢ Con sic coerentes.

(2} Pela Observacéo 3, & e &3 s8o coerentes. Pelo Teorema 1, os felxes F/5;, F/S e (F/&) &
(F/8) sdo coerentes. O morfismo o @ F -« [F/8) & (F/Ss), levando o 1 5 — (p1s,pes), onde
p; o F o~ F/8; é o epimorfismo candnico, tem o nicleo Kera = &; N Sy.

(3) E facil verificar que (J1 1 Ja) é realmente um feixe de ideais. Diminuindo X a um subconjunto
aberto, podemos supor que J; é gerado por um ndmero finito de segdes globais g1,...,g9; € Jp(X). E

!

claro que, neste case, (J1: Jz) = ﬂ {J1 - Og:). Por (2), é suficiente supor que Jo = Og. Diminuindo

=1

X a um subconjunto aberto, podemos também supor que J; = Of! + -+ + Of*"1, Consideremos
o morfismo {(fY....f* " —g) : O® — . Sendo @ coerente, obtemos (restringindo os feixes e os
morfismos a um conjunto aberto apropriado) uma segiiéncia exata O™ - O" — O, onde o mor-
aj - al,
fismo O™ — O™ & dado pela matriz | @ -, © | com a} € O{X). Vamos demonstrar que af....,a},
S al .. el
sdo geradores de {J1 @ Og). Temos (f',.... /"1 —g)| : - = 0. Portanto alg = olf* +
al .. al,
-+ a?'lfﬂ“l implicando que af € {7 : Ogj(X). Sejaa € jl D Ogi(U, onde U ¢ X é um
- 1 ; S S
aberto, Por definicdo, para todo p € U exzstelm germes . ... ,%‘ g O, tals que apgp, = 2,f, +
T
: ~31fn—-1 2 i n—1 Y . — : ca . .
Sl R dsto &, (oo Ji 7 —gp) o= 0. Sendo a segiléncia OF — OF — O, exata,
Q':p
Zn
N 3 )
(@p - k) v > v
= : para algum germe { € OF. Istosignifica que a, = ypf (o )p+
e .o ™ Ea n
{(alip - (al}r e Zp Yo

-y (G e U
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COHOMOLOGIAS COM COFEFICIENTES EM FEIXES

Neste capitulo os feixes sfio feixes de U-moddulos, onde O & um feixe de andils. Estudaremos agul
como a expressao F(X), onde F € um feixe sobre um espaco topoldgico X, depende de F. Enfatisando
este aspecto, denotamos I'{X, F) = F{X), ou simplesmente I'F = F(X), quando o sspaco X ¢ fixe.
O capitulo ¢ dedicado aos métodos de caleulo de funtores derivados & esquerda de I X, -} chamados
cohomologias com coeficientes em feizes. A grosso modo, temos somente dois métodos: (1) através de
wma Tesohucio aciclica (aqui hé vérias possibilidades) (2) o método de Cech.

3.1. Resolugdo Candnica ¢ Resolugdes Flicidas

Seja § — F — § — H — 0 uma seqiidncia exata curta de feixes sobre X. Aplicando o funtor T{X, —)
{note que ele ¢ aditivo), obtemos a seqiiéncia exata 0 — F(X) — G(X} — H{X). uma vez que F é o
nicleo da seta G -+ H. Assim, o funtor T'{A, —) € exato a esquerda. No entanto, ndo podemos garantir
a exatiddo A direita, como mostra o

Exemplo 1. Consideremos a variedade complexa M = C\ {0}. Seja 2ZwiZ o feixe de fungdes
localmente constantes gue assumem valores multiplos inteiros de 2mi. E facil ver que 27iZ é o micleo
do morfismo exp : Oy — OF definido no Exemplo 2.1.3, e, portanio, a seqgiiéncia 0 - 2wiZ —
Oy =5 0j — 0 & (localmente} exata. No entanto, pelo mesmo Exemplo 2.1.3, o homomorfismo
expay - Ou{M) — O3 (M) ndo é epl. Portanto, vemos gue, neste caso, o funtor I{M. —) néo é exato &
direita.

Os funtores derivados a direita séo as “ferramentas” que avaliam e “corrigem”, a inexatid&o & direita
do funtor T{X,—). Basta provar que todo feixe é um subleixe de um feixe injetivo ... Mas, para o
caleule, melhor ter algo mais definitivo do que uma resolucdo injetiva arbitrariamente escolhida . ..

Seja X um espaco topoldgico e seja 7 1 F — X um feixe sobre X. Para todo aberto U ¢ X temos
FUy={s:U—F|s écontimiae wos=1y}. Consideremos agora A"F(U)={s:U — Fircs=
1y}, ou seja, retiremos a condi¢do de continuidace. E facil ver que AYF define um feixe de conjumtos
sobre X, cujas restricbes s80 as restricdes ordindrias de aplicagdes, uma vez que a descontinuidade, sendo
vista como uma propriedade local, atende aos axiomas de localizagio e de globalizacio. E facil observar
que AP F é um feixe de O-mddulos: por exemplo, definamos (a-5)(p) = eps(p) para quaisquer a € O(0)
e se AYF(U).

Sendo F um feixe de O-mddulos, toda fibra F, é um Op-mddulo implicande que F, # @, Assim,
podemos estender qualquer segio s € AYF(U) a uma seciio global 5° & AYF(X), escolhendo como
imagem s'{p}, para os pontos p € X\ 7, um germe qualquer na fibra Fp,.

Definicao 1. Seja F um feixe sobre um espaco topolégico X. Dizemos que F é fldcido se, para todo
aberto U C X e para toda seglio s € F(L7), existe uma secio global £ € F(X) tal que tiy = 5. O feixe
A F & facido. E facil ver que, para todo aberto U/ < X, a restricio Flyy de qualquer feixe F fldcido
sobre X ¢ um feixe fldcido sobre U,
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. 3 en s . . .
Lema 1. Seja 0 — F —0——> G ~—— H — 0 uma seqliéncia exata de feixes com F facido. Entdo a
seqiiéncia 0 — TF T 25 TH 0 6 exata.

Demonstra{;ao J4 temos a exatiddo em 0 — F(X) 25 G(X) ~5 H{X). Resta apenas mostrar que
GiX) 2, HIX) € epl Seja h € H{X}. Consideremos o conjunto de todos os pares (U, g}, onde U C X
¢ aherto & g € G{U) satisfaz a igualdade Hyg = A\, Este conjunto ndo € vazio, pmc pela exatidac
da segiiéncia de feixes e pela Observacio 2.1.4, localmente podemos levantar a secio k. Estabelecemos

neste conjunto uma relacio de ordem definida por (Ug) (U g) &= U CU & g=gy. Vamos
mostrar gue toda cadela neste conjuntc possul uma cota superior. Seja {(Ui,g:) |7 € 1} uma cadela
de elementos pela ordem ja estabelecida. Claramente, U/ = |J U, é aberto de X. E facil ver que
g:ilvinu, = giluwnu, para todos 1.7 & I. Pelo axioma de globalizagio, existe uma segio g’ € F(U) tal
que ¢'jy, = gl para todo 1 € I. Para esta ¢/, temos S0 ¢" = hly, pols isto é valido localmente (sobre o8
abertos [, s}, portanto, (U’ ¢} € uma cota superior da cadeia. Assim. pelo Lema de Zorn, existe um
elemento (U, ¢) maximal tal que g € FI{U) é uma secdo com Fpg = hly. Se U = X, a demonstracio
esté completa. Suponhamos que U € X e tomemos um p € X\ U, Pela exatiddo da seqiiéncia de
feixes e pela Observagéo 2.1.4, podemos levantar & numa vi zmhanga aberta V de p, isto é, existem um
aberto ¥V o X eumasscio ¢ € G{V) talsquep sV e Bvg’ = Aly. Vamos usar a flacidez de F para
“eorrigit” & secdo g, de forma a fazé-la compatnei com g, tornando possivel a colagem destas segdes,
Sendc Gy g = Ay e vy = A v temos ¢iunv —¢ lrmv € Ker Suny. Sabemos a exatiddo da seglisncia

0— FUNVYZEZ GUN V) MDA V) em GIU N V). Logo, existe uma secéo f € F(IUNV)
tal que Cl[,m\/f = gluymy — ¢ f,qv Peia flacidez de F, e)uste uma se¢ao global f/ & F(X) tal que
flivmy = f. Fagamos g’ = g 4+ v [ v ¢ G{V} Observemos que {ay flviivny = cvnviivry =
Cyi*nvf = guﬂ v Mg lmv e que Bvg” = hly. Temos entdo ¢ vrv = &luev = (ovfivieer =
givnv - glunv — Q L“v = glrmy, ou seja, ¢ e g sho compativels. Agora, “colando” g e g”, obtemos
uma segao § € G(U UV sal que Bpuv§ = Alyuy. contradizendo a maximalidade de (U, g} 5

Lema 2. Seja 0 — F “Zs G e H - 0 uma seqliéncia exata de feixes com F ¢ G fldcidos. Entio H
é fidcido.

Demonstragao. 5eja U C X um aberto em X eseja h & H(U) Sendo F fidcido, a restrigic Fly é
fidcida. Porsanto, pelo Lema 1, a segiiéncia 0 — F(U7) 2% G(U) =% HLL\ — 0 & exata. Logo, existe
g € G(U) tal que Brrg = h. Sendo G fécido, existe ¢’ € G(X) tal que ¢''v = g. Agora Oxg € H(X) e
(Bxg" v = Bvg'lv = Bvg =R O

Seja ¢ : F — @ um morfismo entre feixes. Para toda secio s € AF(U),

s: 7 — F, deﬁnamcs (A%0)ps = ¢os € APG(U) {vide o diagrama & direita). Deste s

modo, obtemos um morfismo entre feixes A% 1 AF — AYG. Uma verificacio direta %\«

mostra que A° é um funtor aditivo, A : Shy — Shy. Toda secio continua pode ser U—=>X
considerada como descontinua. Isto implica a inclusio F(U) < AYF(U). Logo, temos a inclusio de feixes
F o AYF que é uma transformacio natural, ¢ : Igp, — A% Denotemos X'F = Coer. Claramente, 2
seqiiéncia 0 — F S AYF S XYF -0 éexata, X' é um funtor aditivo e os epimorfismos AVF - XEE
formam uma transformacso natural.

F—E.G

Observacao 1. Seja X um espago topoldgico, seja U € X um aberto e seja J um feixe sobre X.
Entio (A" F)iy = AYFly)

Proposicio 1. Os funtores TAY, e X! sdo exatos.

Dermonstracao. Provemos que TAY é exato, Sendo TAY aditivo, ele preserva a semiexatiddo. Seja

3 e . . PR : ; s
F X g -1 H uma seqiiéneia exata de feixes e seja s € AG(X) tal que (TA"8)s = 0. Isto significa
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ques: X G e Hos=90 ousea, 5(s(p)} = 0 para todo p € X. Pelo Lema 2.1.3, temos a exatidio
nas fibras. Logo, existe um t{p) € F, tal que s(p) = o, (¢(p)). Assim, definimos vma seio descontinua
t: X — F com a propriedade s = o t, isto é, & = (TA o)t

Pelo Lema 2.1.3, pa*a qualquer aberto U7 © X, o funtor |¢r é exato. Daf, o fantor TA"l, € exato.

Pela Observacao 1, Fi‘x o= DigAY. A exatiddo deste funtor azcrmﬁca que, para toda seqiiéncia exata

- Alap .

de feixes F — G — M, a seqiiéneia APF(U) =2F A%G( L} -’&OHQV }é exara. Sendo isto valido

para todo aberte U C X, pela Observacdo 2.1.6, a segiiéncia s AF Aa AGg ~——» AYH é exata. Assim.
O

A € exato, . _ o e . g 1 .0
Para provarmes que X ¢ exato, considere- 1 a z

mos 0 — F - § - H - 0, uma segliéncia er | e | e

curta exata de feixes, e apliquemos o Lema 1.2.3 5 g o

(da serpente) ac diagrama & direita. De Kerez 0 ATF - AT - ATH - 0

= Kerzg = Ker ey = { segue que a seqiténcia O — Cogyp — Cogg — Cozy — 0 é exata [

Para todo F € Shy. os funtores A® e X!, quando aplicados ao feixe F, geram a seqiiéncia exata curta
de feixes 0 — F — AF — X' F — 0 que é funtorial em F. Aplicando isto ao feixe X' F e denotando
AlF = APNIF e XPF = X'X'F, obtemos a seqiibncia exata curta de feixes 0 — X'F — A'F —
¥X2F —» 0 que também & funtorial em F. Dessa maneira. para todo i > 0, caﬂstruimos a seqgiiéncia exata
curta de feixes 0 — X'F — A L e KELE s O que é funtorial em F, onde X7 = = lgn, e, indutivamente,
AF = AU F, XN F = XIXPF. Em particular, tode AF € flacido. Pela Observaco 1.4.1. obtemos
a segiléncia exata longa

# d% d} S ; i
0 F ot p0p Sz optyp S S pip 5
formada pelos feixes fldcidos, chamada de resolucdo candnice do feize F e abreviadapor 0 — F =5 A F,

Claramente, ela é funtorial em F.
Corolario 1. Os funtores X', 1> 0, A* e TA" sdo exatos.

Demonstragio. Por indugdo sobre i > 0 e pela Proposicédo 1, os funtores &z e X' sio exatos. Pela
Proposigio 1, o funtor A" é exato. Conseqiientemente, o funtor TA® = TAYX" & exato O

Definicio 2. Seja F € Shy. O O(X)-médulo H(X, F) = H'TA'F se chama i-ésima cohomologia
de X com coeficientes no feire F.

Lema 3. Seja F € Shy fldcido. Entdo H*(X,F) =0 para i > 0.

Demonstracae. Pelo Lema 2, podemos provar indutivamenze que toda bequencm 0 s X'F
A'F — X'"VF — 0 é formada por feixes flicidos. Portanto. a seqiiéncia 0 — F %5 A°F é o ziguezague
ol x B . s ea - Tex :

de seqiiéncias exatas curtas de feixes flacidos. Sendo I' wm famtor, a segiiéncia 0 — T'F ATAF 6
o ziguezague das seqiiéncias 0 — I'X'F — TA'F — X F — 0. Pelo Lema 1, toda esta segiiéncia é

exata. Conseglientemente, a seqiigéncia 0 — T F DA PAF ¢ exata. Isto implica que H (X, F) = 0 para
i> 00

Teorema 1. H'(X, —) é um é-funtor universal com H (X, —) =~ (X, —).

Demonstracgio. Sejia E: 00— F — § s+ H — 0 uma seqiléncia exata de feives. Pelo Coroldrio 1,
a seqiéneia de complexos TA'E: 0 = TAF —TA QG — TAMH — 0 ¢ exata e (obviamente) funtorial
em E. Pelo Teorema 1.3.1, H(X, ~) é um é-funtor. Pelo Lema 3, para ¢ > 0, H{X, —) é apagador,
pois, para qualguer feixe F & Shy, temos o monomorfismoe s ¢ F A°F com A"F fiacido. Pelo

P . cen . s d%
Teorema 1.4.2, H'(X, =) é um &-funtor universal. Sendo a seqiiéncia 0 — F —2 AYF =5, ATF exata e
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N . Ter d5 . I . .
funtorial em F, 2 seqiiéneia 0~ TF <5 TAYF 5 TAF & exata e funtorial em F. Isto implica que
B ~T O

Definicio 3. Um complexo de feixes 0 — RY — R! — R® — ... munido de um morfismo F — R°
é dito resolugdo de F se a seqiiéncia de feixes 0 — F — RY = B — R? — ... ¢ exata. Denctamos
0 — F — R-. Se todo R for flicido, dizemos ter uma resolucde fdeide de . Obviamente, a rEs0luGEs
canbnica de F ¢ uma resolucdo flacida de F. Uma resclucio 0 — F — A° de F & chamada aciclico se,
para todos 1 > 0 e j > 0, tivermos HY A’ = 0. Pelo Lema 3, toda resolucio fdcida ¢ aciclica.

Observacao 2. Seja 0 — F — 4 uma resolucio aciclica de F. Entdc H'F ~ H'T' 4" para todo

i > 0. Realmente, podemos repetir os argumentos utilizades na demonstracio da Observacio 1.4.3.%7
rovemnos o fato por inducdo sobre 4. Para i = 0, € suficiente considerar a seqiiéncia exata 0 — F —
A% — A, Fla induz 2 sequencia exata 0 — T'F — T A% — T A" implicando que H* F = TF =~ H'T 4,

i 1

pois, pelo Teorema 1, HYF =~ T'F. Sendo 2 seqiiéneia 0 — F — A Za, 41 S5y A2 gyata em Al
obtemos duas sequencias exatas 0 — F — A — F = (G e 0 — F — A' — A% — ..., onde
F' o= ImdY = Kerdl . Pela hipétese de indugo, H7'F ~ BT A Tendo em mente que A° é
aciclico, a seqiléncia longa exata para § — F — 4% — F7 — ( implica isomorfismos HY “LE o~ WOF,
para i > 1, & a seqiineia exata § - HOr o HO A S HYF L HY'F - 0. Sed > 1, utilizamos os
isomorfismos. Para i = 1, da Gltima segiiéncia exata, conciuimos que H' F =~ Co (AY(X) — F{X)).
A exatidio da segiiéncia 0 — F' — A' — A? implica que a seqliéncia 0 — F/(X) — ANX) — A3 (X)
é exata, isto é, F/(X) = Ker (AN{X) — A%(X)). Resta observar que o morfismo AY(X) — AYX) ¢a
composigio dos morfismos A% X} — F(X) e F/(X) — AYX) econcluir que B! T A" ~ Ker (A1 (X)) —

A?(X))/ Im {A°(X) ~ ANX)) = }"(X}/Im (A%X) = FUX)) = Co (A%X) — FHX)) =H F O
Lema 4 (Mayer-Vietoris). Seja F um feixe sobre um espago topoldgico X e sejam U,V ¢ X abertos
tais que X = U UV, entdo temos a seqliéncia exata longa
0 HYX,F) = HYU. Fir) 8 HY(V, Flv) = HUU V. Flpny) — HU(X.F) — .
s H U Fly) @ BY(V, Flv) = HYU NV, Figev) = HTHX, F) — ...

Demonstragdo. Claramente, a restricio de secdes globais para um aberto U C X, |y : T'F =
F(X) = F(U)Y =T{Flv) éuma transformacio natural {1 T — Ty {0 dltimo simbolo | ¢ o funtor
de “restricho de feixe”}. Portanto, obtemos uma transformacio natural para complexos NA" — TipA-
Observemos que estas transformagdes naturals induzem a seqiiéncia curta exata para complexos

0—TA -5 Ty A & T A — Dl mg A — 0,

onde a ¢ induzido por v, e |y, utilizando a propriedade do produto e 3 ¢ induzido por lv,n, & ~iUnUs
utilizando a propriedade do coproduto. Reslmente, para F € Shy e i > 0, a exatidio da seqiiéncia

; 5
0— AF(X) 25 AF(T) @ AUF(UY) 2 AU A T) o,

onde mroks = sly,. Gkj181 = s1lu,nu, e Okjese = —soly,np, para s € F(X) e sp € F(Up) k=12,
é uma consequéncia imediata dos axiomas de feixe. Assim obtemos uma seqiiéncia longa exata parecida
4 mencionada no Lema 4, mas com os funtores H' Tl A* no lugar dos funtores H' TA* |, onde U = U4
ou Ul =0 ou U = U, Nl Portanto, basta provar que, para todo aberto I/ € X, os funtores [y A" e
Ay sBo isomorfos.

Sendo X° = lgn, » Obtemos o isomorfismo natural o =1, XY — X%, Pela Observagio 1, temos
o isomorfismo natural 9% : rA® — A% Indutivamente. pela hipétese de indugdo, existem isomor-

1"Na verdade, podemos diretamente aplicar a Observacidc 1.4.3, pois ndo é dificii demonstrar que todo feixe & um
subfeixe de um feixe injetivo {vide, por exemplo, [H, Chapter III, Proposition 2.2}].



fismos naturails 195 AT S A e OL XIS X3 0 < < n, tals que, para todo 0 < 1 < n,

s lpeXt , i os diagramas 2 direita sio comutativos. A se-
0 —— X7 AT s g R ——

o . . pr X7 e d
gliéncia exata 0 — K7 2 A7 - X770 ()

2 | @ | onde A" = AYX"™ e X' = XX induz
i N !
e . . reX .
. S Al a seqiiéncia exata 0 — X" '—m [y A
O 3 1 . R | +1 o .
v A S p X7 — 0. Sabemos que a segliéncia § —
=
» 3 £ it ' s
veX® o a0xm . Xl Xy " Ay = Xy — 0 é exa
0 P ATAT ey () .
ta. Compormo o8 1somorﬁsmos naturals
I | Aen
B L 1}}“ Xn T 510 YR R %OXH it fa-
. 0 ¢
Xy zemos U5 = (A o“‘ (98X . Chegamos
0 XMy ——D AXT 0 b= ©

ac diagrama comutativo a Gireita, onde
opt? € induzido {0 tdnico que faz o diagrama comutativo). Finalmente, vemos que os ziguezagues que
formam Iy A° e A'lp, respetivamente, s3o naturalmente isomorfos [

Definigio 4. Seja F um feixe sobre X gseja Y ¢ X. Definimos o suporte de F, Supp F = {p& X
Fi# 0} Se Supp F OV, dizemos que F estd concentrado em Y.

Lema 5. Sgja £ C X fechado e sefa F € Shx um feixe concentrado em Z. Entdo, para todo i 2 0,
temos um isomorfismo H' (X, F) =~ HYZ, 7 z) natural em feixes concentrados em Z.

Demonstragdo. Facamos aberto U = X \ Z. Seja SuppF € Z. Entéo, F, = 0 para todo
p e L. Dai AF(UY = 0. Isto implica que (A%F ip=DUOparatodo p e UV A e‘{atzdao da segiiéncia
O — F 5 AF - X1F s 0 implica que {le)p = { para todo p € /. Agindo deste modo, conclufmos
que todos os feixes X'F's e A'F’s sdo concentrados em Z.

Seja & um feixe concentrado em Z, seja V' < Z um aberto em Z e seja s € G(V) = (G{z)(V},
s: V — G. Sabemos gue s é localmente induzida, isto é, existem abertos U; C X, ¢ € I, e secdes
s € G(U;) tais que V U Ui e slyar, = s*lvnp, para todo ¢ € I. Sendo G, = 0 para todo p € Z,

os 5Vs sBo compativeis: para todo p € Uy N, temos s, =s(p) = s, sepeZes, =8, =0sep g Z.
Portanto, existem um W C X abertoe s’ € G(Witalsque VC W e 5=ty

Aplicando isto para G = A"F, deduzimos que toda segho local do feixe (A°F)|z, sendo induzida por
uma secio de AF sobre um aberto, isto &, por uma secio descontinua de F sobre este aberto, é. de
fato, a mesma coisa que uma secio descontinua de Flz. Em outras palavras, obtemos um isomorfismo
fﬁx%).z ~ A% F|7) natural em F concentrade em Z.

De modo andlogo ao usado na demonstragio do Lema 4, para todo F concentrado em Z, obtemos

(A" F)lz = A(Flz). Resta observar que, para todo § concentrado em Z, temos G{X) = G{Z) {isto &,
e Tl O

3.2. Resolucdes Finas e Macias

Iniciamos esta secdo recordande definigBes e resultados topoldgicos.

Definicde 1. Seia X um espago topoldgice. Uma familia = {4; | i € T} de subcenjuntes de
X chama-se locelmenie finita se, para todo p € |J 4;. existe uma vizinhanca aberta V;, de p tal que

7, M A; = @ quase sempre, isto é, V, N A; # @ apenas para uma quantidade finita de indices i € I.

Denotemos por A o fecho de 4 © X
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Proposicao 1. Seja ¥ = {A; | ¢ € [} uma familia localmente finita de subconjuntos de um espago
topoldgico X e seja ¥ < |J A; taf que Y M A; 6 fechado para todo i € I. Entao Y é fechado. Em

G5

A

particular, J A=

=f g

o

Demonstracdo. Primeiramente, demonstramos que | A, = | A;. A incluséo U
"I 1291

imediata. Seia J A; e seja ¥V, C X uma vizinhanca aberta de p tal que ¥V, 7 A = 2 guase
il

sempre. Sejam Am(..-,ﬁin todos os 4:'s que tém a interseco nio-vazia com V,. Provemos que
pE Ay LU A = A U UA;, . Sela UV uma vizinhanca aberta de p. Sendop € EJ A; esendo UMY,
iE]
umas vizinhancga aberta de p, obtemos UNV, N ( U Az Ik s 2. Consequentemente, NV, MA; # & para
i::f

algum 1 < 7 < n. Isto implica que I'N{4; U---UA; )5 @ Logo, conclufmos que pe 4;, U+ U4, .
Agors, consideremos o caso geral. Seja p € ¥ e sejam, como acima, Ay ...... A, todos os Aj's

que tém a intersecdo ndc-vazia com V,, uma vizinhanga aberta de p. Sendo V, aberto, VoA, = @

implica V, N A; = @. Po tanto, A;,,. .. .4, s8o todos 0s A;'s que tém a intersecio nio-vazia com V.

(B

A;

5;(“:

Provernos que p € ¥ 7 (Ag U U ;1' . Seja U uma vizinhanca aberta de p. Sendo p £ Y e sendo
7'V, uma vizi nham;a aberte de p, obtemos U NV, NY # @ Temos ¥ C A = U A Dai,
231 igd
@ #UNVnY =UnYnipn ( U ZZ) =UnNYNnV,n{4, v, ) CUNYN{E,u--JA,). Assim
i5f

conclufmos quep € Y N {4, U UA, Y =(YnA ) u- (¥ nA, )=Ynd U --UYn4d cvD

Definicao 2. Sejam U={U; i e} e U= {V,[7e& J} duas coberturas de X. Dizemos que U
é um refinamento de W, e denotamos Y < U, se, para todo 1 € [, existe j € J tal que U; C V. Seja
X um espago topoldgico de Hausdorfl. Dizemos que X € paracompacto se toda cobertura aherta de X
admite um refinamento gue € uma cobertura aberta localmente finita.

Proposicao 2. Se X é paracompacto, entao X € regular.
POsIC i% ; 74

Demonstraclo. Seja Z C X um subconjunto fechadc em X esejap € A\ Z. Precisamos demonstrar
que podemos “seperar” Z e p por abertos disjuntos. Sendo X de Hausdorff, para todo z € Z, existe
uma vizinhanca aberta V, de z, 2 € V, ¢ X, tal que p &€ V.. Consideremos a cobertura aberta
P={V,{ze Z}U{X\Z} de X. Sendo X paracompacto, existe wmna cobertura aberta locaimente
finita 4 = {I/; | ¢ € I} de X que é refinamento de 9, M < . Se ZnU; # &, entdao U; C V,

para algum ¢ € Z. Sendc a familia % = {U; | ZNU; # 2} localmente finita. pela Proposzgao 1,
U = U T:c U V.%#p Poroutrolado, Z c U= |J U, pois & é uma cobertura
et e sEZ LD

de X. Obtemos dois abertos disjuntos desejados I/ e V = X\ T (note que U ¥ p implica quep € V)

Definigac 3. Seja F um feixe sobre um espaco topolégico X. Seja e : F — F um endomorfisimo de
F. Definamos Suppe = {p € X | ¢, £ 0}, 0 suporte de e. Dizemos que F é um feize fino se, para toda
cobertura aberta localmente finita U = {U; | ¢ € I} de X, existem endomorfismos ' : F — F. 1 € [,
tais que Suppe* C Us paratodoie ] e ) e =1gx.

€7
A principio, 2 somatdria Y e; poderia nfo estar bem definida, uma vez que, em geral. o conjunto
€]
indexador [ dela € infinito. No entanto, sendo 4 uma cobertura localmente finita, podemos defini-la
como segue. Seja V C X um aberto tal que V M U; = 8. Entéo, sendo Suppe’ C U, temos ¢, = 0 para
todo p € V e, portanto, e'ly = 0. Suponhamos que V NI, = @ quase sempre. Neste caso, a expressio
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( > ei> ng = Y &y € Homeo(F,F}V) faz pleno sentide, pois o conjunto {i € [ [V nl; £ @} é
il vin iff‘iz

finito. Sendo 4 uma cobertura localmente finita, existe uma cobertura aberta W= {V; | j & J} de X
tal que, para todo j & J, temos Vi MU, = @ quase sernpre. Hecordando que HMome n\f ;CX & um feixe,

precisamos apenas verificar que as secdes ( e 3 . 7 € J, sho compativels. Isto é facil

aqf

Definicao 4. Um feixe F sobre um espaco Lopoiégico X & dite mecio se, pa;a tode fechado 2 C X
e para toda segdo s € F(Z), existe uma seqBo global & £ F(X ) tal que ¢’z =

Lema 1. Seja X um espaco paracompacto e seja J un feixe sobre X . Se F € fino, entdo F 4 macio.

Demonstracdo. Seja £ € X wm fechado em X e seja 5 € F(Z). Sabemos que 5 ¢ locahmente
induzida, isto é, existem abertos U; C X, 1€ I, esegdes s* € F(U ) talsque £ ¢ JU; e sigry, =

€1
s'lzAp, para todo i € I'. Tomemos o aberto Uy = X \ Z e a secio s° = 0 € F(Uy). Entdo, para
I ={0}ul’, obtemos & = {U; [ie I} ={ls}u{lU;|ie '}, uma cobertura aberta de X. Assim,
para todo i € I, temos s° € F(U;), e, para todo p € Z N U, temos s'; = g,. Pela hipdtese de X

ser paracompacto, podemos considerar & cobertura U ?ocalmente finita (pols sendo, basta tomarmos
um refinamento localmente finito e nac perdemos as condigdes acima). Pela hipltese, F € fino. Logo,

existem endomorfismos e 1 F — F, 1 € I, tais que Suppe’ C U, paratodoi € ] e Z ¢t = 1x. Facamos
gl

abertos W, = A Y Supp e,iel Temos X =1, UW, e, paratodo p £ Wi, temos éi = 0.
Toda sef;ao etv s' € F(U;) pode ser estendida por 0 a uma secio global. Com efelto X o= U wW,
as segdes e&és e F(U;) e 0 & F(W,) sfo compativeis, pois, para todo p € U; N W, temos (eyts
elsh, = 0. Assim, obtemos uma se¢io global '€ F(X) tal que t'|y, = ep; & e tiw, = 0.
Sendo U localmente finita, pelos argumentos semelhantes aos utilizados na Definicio 3, faz sentido

tomarmos t = 5 & € F(X). Além disso, para todo p € X, o conjunte [, = {i € I | p € U;} é finito.
igf

Se i ¢ [, entéo p € W;. Neste caso, th=0 e e =0 poistw, =0 e WiNnSuppe' =& Seie ],
entdo t, = ( Hudp = (el s%hp =€}, sp. Dal, para qualquer p € Z, temos
. i pEZOU; i PN ;
tpzzf;m'}: tP_AZ 8;8; == 2 epspm( by e;)sp— (Ze;)spZEgpspzsp,
igf igl, ely igl, igl, €]
pois, para p € Z e i € Ip, temos p € Z N U, o que implica s, = s, O

Lema 2. Seja X um espaco paracompacto e seja 0 ~ F B Q —E-» ‘H — 0 uma seqiiéncia exata de
feixes sobre X com F macio. Entdo a seqiiéncia 0 — rrE L =y e 2 TH - {0 € exata.

Demonstragéo J4 temos a exatiddio em 0 — F(X) 25 G(X } %+ H{X). Resta apenas mostrar

que G(X } {X) éepi Seja h € H(X). Pela Observacao 2.1.4, poaemos localmente levantar A,
Assim, obtemos uma cobertura aberta 2 = {W; | k € K} de X e segdes s* € G(W,), k € K. tais que
Bos* =hlw, paratodo k & K.

Seja p € X. Entdo. para algum k{p) € K, temos p € Wy,y. Sendo X paracompacto, pela Proposi-
cdo 2, X & regular. Logo, existe um aberto V, tal que p € V, e f/'mp C Wiy (basta tomarmos V, o
aberto que “separa” p do fechado X \ Wy}, Definamos % = 3’*{?’)2?9 € G(V,). Assim obtemos uma
cobertura aberta B = {V, | p € X} de X e segies 17 € G(V,), p € X, tais que FotP = h%vp para todo
ne X.

Por X ser paracompacto, existe uma cobertura aberta localmente finita U = {U; 1 i € I} de X tal
que i < T, Isto significa que, para tode ¢ € I, existe um p{i) € X tal que U; C V(. Sendo U, c

qu _ Pfu
fagamos g° = tP'|z € G(U,) e obtemos §o g’ = hlg,



Seja § < I. Fagamos Zs = |J U,. Pela Proposicic 1, todo Zg é fechado. Seja g+ Zs — G uma
i€ S

aplicaciio cujas restrigdes gly Ui — G so continuas para todo i € S. Entdo g é continua: se T ¢ G

é um fechado, entlo, sendo gip, continua, U, g YT) ¢é fechado para todo i € 8, implicando, pela
Proposigio 1, que g7 (T é fechado.

Agora, podemos aplicar as ldela:, utilizadas na demonstragéo do Lema 3.1.1. Consideremos o conjunto
de todos os pares (Zg.g), onde S C T e ge G(Zs) étal que fog = h!gg Este conjunto claramente
nao ¢ vazio. Deﬁnamoc nele a relaciio de ordem: (Zg.9) < (Zeng') = 5 C 5 ¢ g= gz, Para
toda cadela (Zs,,9;1, 7 € J, por esta relagio de ordem. temos uma CGta superior | ZU . 5,:0). onde g,
obtida pela colagem de todas as g;’s (elas sfo compativeis), é continua pela observacio acima. Portanto,
pelo lema de Zorn, existe um elemento (Zg. ¢) maximal, com Zg < X fechade e ¢ € G{Zs) tal que
Bogm= hiz,. Se Zs =X, 8 demonstragao estd completa. Suponhamos que Zg G X. Neste caso, existe
um: ¢ 5. Temos g' € Q’.\L@, tal que Bo ¢’ = hlp . Vamos estender g para Zsi)-

Z f"b g qu"L

Pelo Lema 2.1.3, a seqliéncia 0 — Fiz 5 — " Gz p, —  Hiz ~p, — 0 ¢ exata. Logo,
a seqiiéneia 0 — F(ZsnT;) 5% G(Zsn C?} 22 M (Ze ;) ¢é exata. Portanto, para alguma secio
feF(Zsnl,), temos aof = Glgerm, ™ g° | ZerT uendo F macio, existe uma begaa global /' e F(A ) tal
que f'iy_~p, = f. Fazendo g’ = gi—‘—acf"ig & ¢{U,). podemos verificar que g e ¢ séo compativeis. Da
mesmea maneira comoe na demonstragao do Lema 3.1.1, obtemos umsa contradicdo com a maximalidade

de (Zs,g) U

Lema 3. Seja X um espaco paracompacto ¢ seja 0 — F —— G i H — 0 uma seqiidncia exata de
feixes sobre X. Se F e § séo macios, entdo H € macio.

Demonstragado. Seja Z C X um fechado e seja k € H(Z) Pelo Lema 2.1.3, a seqiiéneia 0 —
Flz 22 Gz 25 Hiz — 0 ¢ exata. Sendo F macio, Flz é macio. Portanto. pelo Lema 2, a seqiéncia

0 — F(Z) =5 Gl2Z) Lo, H{Z) — 0 éexata. Logo, existe g € §G{Z) tal que Sog = h. Como § & macio,
existe g € G(X ) tal que ¢'|z = g. Resta fazer b’ = o g’ € H{X) e concluir que A'|z = h [

Teorema 1. Seja X um espago paracompacto. Entdo todo feixe macio sobre X é aciclico.

Demonstragie. Obviamente, para todo § € Shy. o feixe A’G é macio. O resto segue de forma
andloga a demonstracio do Lema 3.1.3, utilizando os Lemas 2 e 3 no lugar dos Lemas 3.1.1 ¢ 3.1.2 {

3.3. Método de Cech

Seia I um conjunto totalmente ordenado. Seia n > —1. Definamos o conjunto A™J de simplexos

formals de dimensdo n como sendo A"l = {5 =igiy .. .4, ldg. 4y, ... in € Toig < iy < --- < i+ Para
n = -1, temos A"/ = {2}, Paran > 0e para todo 0 < 4 < n, temos aplicacic ¥ : &”I — APL]
chamada face j- esema e deﬁmda pela regra ¥ : cobjo1igigat g odg L to11j41 oo In, OU SEjA.
F g iy v i, . Sen = 0, temos ‘O{zg} 2. Para o € A™], denotemos por [¢l = n sua

dimenséo. Ci&ramen’;e, \f]crg +1 = |of para todo 0 < j < |o|. E facil verificar que, para k > 7, vale
ghel o PRt

Seja X um espago topoldgico e seja il = {U; | ¢ € I} uma familia de subconjuntos de X indexada
por I. Paratodo o =iy ...i, € A" facamos U, =0, N+ N0, . Sen= -1, Uz = X,

Seja F um feixe sobre X, seja n > 0 e seja U € X um aberto. Definamos C*(X U FYU) =

T FlUsnU) ou CHUFYU) = T[] F(U,NU), se X el forem fixos. Em particular, C™H{4, Fy(U)

oain] lol=n
= F{L7). Chservemos que C™ (A, F)(U) possul uma estrutura de O }-mddulo: todo F(U, nTUY éum
O, nU-médulo e, portanto, € um O{U)-mddule. Qualquer elemento s € TN FHT) tem as
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componentes s{g) = s{ig... i) € F(I-NU)=F U, n.---nlU, NU), onde g =iy...4, € A™]. Para
um s &€ O (L, FUU) dade, vames utilizar a seguinte nota,{;ao Sej jamn i, - ... ¢n € I quaisquer. Definamos
s{ig... i) = 0 se entre os Indices ip,.. .., se encomram dols {ou mals) iguais. Caso contrario, existe
uma sermutagaca de simbolos 0....,n tal que in) < -+ <iggny. Neste caso, fagamos s{ip...i,) =
(=17 S(ln{m--«%(m}‘

Sejarn V' < U < X abertos. Entdo. para todo o € A"], temos a restricie [ponv : FlUs N U) o
FlU, n'V). Essas restri¢des induzem a restricao |y : C™ F)(U) — C{i, F){V), fazendo C"{i. F)
um pré-feixe de O-médules. E facil veriﬁca* que O™ FY & um felxe. Obviamente, UL F) ¢ um
funtor aditivo em F. Por exemplo. CTH{ALF) =

Seja n > ~1. Definamos uma transformagao na‘&:ural di z 0 CMU,F) — C"HILF). Seja s ¢
C™{U, FHU), onde U C X é aberto. Entdo, para todo 0 = ig. .. ine1 € A7, facamos

-1 2]
(df posi(o) =2 (=17s(Fo)l, o= (~1)s{ig. i ing1) U nU
i=0 j=0 N

(A verificagdo que esta ¢ uma transformagho natural ¢ imediata.) Provemos que dp Fdl 7= 0. Seia

s e CPU, Fi(U), onde U7 C X é aberto, e seja o € A2, Utilizando que, para k > 7, vale f*F = F§F7!
t2mos

-2 e b1
+ B 2 ] { rooaNd ; vk e : £ Y
(A p i pus)lo) = Z‘“i} {dirusHFP oy Ay = Ziﬂ)g ( z?—l}g\s‘?’kf}g%m v ) §L S

F=0 Fe=0 fowm) w7 bl

= > WG, e+ DD (=1, =

0Sk<iSn2 0SighEn+1
=k ki of . -k fek41 41
- Z (=1y7"%slf PG}EU"QU o+ Z (_E)J%ksc{jf * G’)JU{,(‘]L’ =0.
DLk j<nt2 O <kl

Lema 1. Seja F um feixe sobre X e sgja 4 = {L | i € I} uma cobertura aberta de X. Entdo

d;le 4% = d = .
a segiiéncia 0 — F =3 CYUL F) =5 Cl 7)) 25 {chamada de resolugéo Cech de F pela
cobertura 1} € exata.

Demoxzstragao. Basta mostrar que o complexo C'(4, F )1 . & exato para todo i € [. Fivernos um
€ ] e encontramos uma homotopia A, tal que 1oy . ’\»h 0. Pelo Lema 1.3.3. isto implicard

H (c (W Py ) =0.

Seja U < U; um aberto. Definamos Al : C*{U F)U) — Cr AL FYU). Seja s € CP(4L FY(U)
Utilizando a convenco acima, para o = ig...4,_1 € A" ], definamos

(hls)(o) = s{tig. . iy} = s{io)

(observemos que Uy m--- Uy nU =U;nlU, M-l nU, pois UV C Uy). E ficil verificar
gque AP : C (I F )1(, — C” l(d, F }\ . realmente é um morfismo de feixes sobre UU;. Agora calculemos
RETHT - + dﬁ:}}h?. Seja U ¢ U; aberto, seja s € C*(U, F)(U) e seja o = ig...4, € A"]. Entao,
supondo que ip < -+ - < ip < <dppr < -0 - < i, tEmos

FIY

n—1
((hIF S o+ dUF phT)s) (0) = (df e ps)io) + 3 (=1 (hTyps) (o) oy =
=0
-+l

T
= Y (=115 slFio i i) |+ D (=GP, =

i=0 =0
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Nocase em que dp < - <l =1 igeg < 00 < i, tRmos

U, AU £ 5%:2@ R % T I em_; UonU = S(G’).

n+1m ool o Na e (T Y . RN PN RS P .
{(hw dn.r«,U ‘ du,;:.yhz',v)b}(ﬁ’} = i\dn,:/‘-ﬂﬁ‘a}ilg} -+ (—1) psiiro) et

ke
== Z{—i}js(ifja]‘{;aq{; B {mz)k.ﬁ{iio e i,{;_gikv;_l s .in}EU,,“eU ==

E H

= {~D*{ =15 slig. . dpogitge; . i) g =slo) T

Lema 2. S5gja F um feixe sobre X e seja il uma cobertura aberta de X. Se ¥ ¢ flicido, entdo
HrC(X U F)=0parai >0

Demonsiragao. Se F ¢ facido, entfo o felxe C7(U, F) ¢ fiscido para todo n > 6. Com efsito, seia
U ¢ X um aberto e seja s € C*{i, F){U). Sendo F flécide, para toda coordenada s{o) € F{U, n ),
existe uma secio s'{o¢) € F(U,) = F(U, N X) tal que s'(0)|y_~y = s{o), ou seja, obtemos uma secao
s g C™(, F)(X) tal que s'ly = s. '

Pelo Lema 1, 0 — F — O F} & uma resolugho de F. Pelo Lema 3.1.3, H' C*{l, F) = 0 para
tode i >0 e to_do n 2 0, Logo, 0 — F — C'(34, F} é uma resolucho aciclica de F, Pela Observagio
3.1.2, P F ~ H'I'C (4, F) para todo i > 0. Pelo Lema 3.1.3, para ¢ > 0, temos H' F = 0, implicando
HTCWF =00

Teorema 1 (Leray). Sejatl= {U, | i & I'} uma cobertura aberta de X e seja F um feixe sobre X. Se,
para todoi >0 etodon 2 0, temos H' (U, . .U, Fipm o~ ) =0, entao B (X, F) = H C{X U F).

Demounstragio. Aplicando o funtor aditivo C™ (4, —) a resolugdo candnica 0 — F — A'F do feixe
F e omitinde o termo C™{U, F} obtemos uma complexo

C* A F): 00— C'LAF) — CHUWAYF) — o = CPULATA) —
E facil ver que HOC™(4, A"F) =~ C™(44, ). Aplicando sobre C™(i, A'F) o funtor exato & esquerda I,
obtemnos um complexo C™(U, A" F}{X), onde HOCH {4, A F)(X) ~ CP(y, F)(X). Pela hipdtese, para
todoi > Oe todo n 2 0, temos H'(Ug -+ M Un, Frpe o, ) = 0, ou seja, IF A F(Ugn- - nU,NX) =90
Como H' é um funtor aditivo. e, portanto, comuta com o produto, temos
HCUARX)=H( [ AF . nlU.nX)N= [ HAFUn- nlU,nX)=0
Up,...U U

Assim, para todo n > 0, a seqiiéncia 0 — C™{8L FYUX) — CHUL AYF)X) — CHU A FIX) — ...

é exata. Obtemos o diagrama comutativo
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onde as lnhas, com excecdo da primeira, sao exatas. Como, para todo ¢ > 0, o feixe AYF ¢ fidcido,
pela Lema 2, as colunas, com excegio da primeira, sdo exatas. As cohomologias da primeira linha
sio. por definicio, as cohomologias H' F com coeficientes em F enquanto, também pela definicio. as
cohomologias da primeira coluna sdo as cohomologias de Cech de F pela cobertura 4. Vamos obter o
isomorfismo entre estas cohomologias por caga de diagramas. Denotando a] um elemento na i-ésima
linha e na j-ésima coluna, veriffiquemos o isomorfismo H! F = H* C{4, F)(X). Seja o} € CH{U. FY(X)
tal que da} = 0, ou seja, a € Kerd. Entfo ¢do} = dpal = 0, logo, pela exatidfo da segunda coluna,
existe a? € CP{i, AP F)(X) tal que da? = wa}. Temos dpad = pdal = ¢?a} = 0, logo, pela exatidio da
terceira coluna, existe af € A'F(X) tal que g4} = wad. Temos pea? = ¢2ad = 0, ou seja, ed'af = O e,
como € é mono, d'a} =0 e af € Kerd?
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Pela construcio, o elemento af independe das escolhas das pré-imagens, a menos da classe de equivaléncia
em Kerd,/Imd®. Portanto, a aplicagio a} — a3, onde a? denota a classe de a?, define um homomeorfismo
Z' C{U, F)X) — H' F (note que, como utilizamos apenas a exatiddo das colunas, este homomorfismo
existe independente da hipdtese do Teorema). Agora, pela exatiddo nas linhas, temos uma simetria no
diagrama que nos permite o caminho “inverso” af = E;f, e estabelece o isomorfismo procurado. Uma
generalizacdo do processo acima é apresentado no diagrama
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e estabelece o isomorfismo HY F >~ HY C (4, FY(X), para todo g > 0T
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