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RESUMO 

Em 1994, Podestà e Spiro provaram que uma hipersuperfície de coomogeneidade 

um, f : i\l[n ---+ JRn+l, n 2: 4, cujas órbitas principais são umbílicas em 1\1[ é uma 

hipersuperfície de revolução. No ano de 1996, em sua tese de doutorado, Seixas 

enfraqueceu a hipótese deste teorema, provando um resultado para hipersuperfícies 

completas que estende o resultado de Podestà e Spiro para o caso de variedades 

completas com algumas restrições sobre a parte plana de M. Além disso, Seixas 

considerou o caso tridimensional, obtendo uma extensão do teorema para este caso. 

Seguindo os passos de Seixas, Caputi, em 2000, em sua tese de doutorado, estendeu 

o resultado de Seixas para hipersuperfícies completas com dimensão maior ou igual 

a quatro do espaço hiperbólico. 

"\osso trabalho consiste em considerar esse problema na esfera euclidiana. Jus

tamente como no trabalho de Seixas, provaremos que uma hipersuperfície completa, 

f : ;V!n ---+ sn+l, n 2: 4, no qual age um grupo compacto de isometrias com coomo

geneidade um e cujas órbitas principais são umbílicas em lvf é uma hipersuperfície 

de revolução. 
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ÁBSTRACT 

In 1994, Podestà and Spiro proved that a compact hypersurface of cohomogeneity 

one, f : lvfn -------+ Jíl.n+l, n 2: 4, whose principal orbits are umbilical in 1\II is a hyper

surface of revolution. In 1996, in his Ph.D. thesis, Seixas weakened the hypothesis of 

this theorem, proving the result for complete hypersurfaces and extended the result 

of Podestà and Spiro to the cases of complete manifolds with some restrictions on 

the flat part o f M. Besides this, Seixas considered the tridimensional case, obtai

ning an extension of the theorem in this case. Following Seixas, Caputi, in 2000, in 

his Ph.D thesis, extended the result of Seixas for complete hypersurfaces with the 

dimension greater than or equal to 4 in the hyperbolic space. 

Our work consists of considering this problem on the Euclidean sphere. Just like 

in the work of Seixas, we prove that a complete hypersurface, f : lvfn -------+ 5n+1, 

n 2: 4, on which a compact group of isometries acts with cohomogeneity one and 

whose principal orbits are umbilical in M is a hypersurface of revolution. 

VI 



/ 

CoNTEUDO 

AGRADECIMENTOS 

RESUMO 

ABSTRACT 

INTRODUÇ.~O 

1 FATOS BÁSICOS SOBRE IMERSÕES ISOMÉTRICAS 

1.1 IMERSÕES ISOMÉTRICAS E NÚMERO TIPO. 

1.2 HOMOTETIA E RIGIDEZ DE UMA IMERSÃO 

1.3 IMERSÕES UMBÍLICAS . . . . . . . . . . . 

1.4 SUBVARIEDADES UMBÍLICAS DA ESFERA EUCLIDIANA 

1.5 PRODUTO TORCIDO . . . . . . ........... . 

2 HIPERSUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO DA ESFERA E VARIEDADE DE Coo

MOGENEIDADE UM 

IV 

v 

VI 

IX 

1 

1 

6 

7 

10 

15 

22 

2.1 AÇÕES DE GRUPOS DE LIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 

2.2 AÇÕES DE COOMOGENEIDADE 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 

2.3 HIPERSUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO E SUBESPAÇOS INVARIANTES 31 

2.4 NÚMERO TIPO E PRODUTO TORCIDO . . . . . . . . . . . . . . . 38 

3 ÓRBITAS PRINCIPAIS UMBÍLICAS E HIPERSUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO 

Vll 



DA ESFERA 

3.1 ALG0:'\S ASPECTOS SOBRE A IMERSÃO DE ÓRBITAS COM NÚMERO 

TIPO ALTO .............. . 

3.2 ÓRBITAS DE C0RVATURA CONSTANTE 

44 

45 

58 

3.2.1 Ü INTERIOR DO SDBCO!\J0NTO Mrf<l 61 

3.2.2 CONCLDSÃO DO CASO EM Q0E AS ÓRBITAS TÊM CURVA-

T0RA COê-ISTANTE . . . . . ..... 

3.3 ÓRBITAS COM CURVAT0RA Ni\0-CONSTANTE 

3.4 0 TEOREMA PRINCIPAL . . 

3.5 0 CASO TRIDIMENSIOKAL 

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

ÍNDICE 

Vlll 

78 

80 

87 

87 

89 

91 



INTRODUÇÃO 

Seja 1'v1n uma variedade riemanniana de classe coe. Dado G C Iso(Jvf) um subgru

po do grupo de isometrias da variedade :'vf, dizemos que J\II é de G-coomogeneidade 

um se a codimensão de uma órbita principal é 1. Convém observar que o objeto 

que acabamos de definir são os objetos mais próximos das variedades homogêneas. 

~esse contexto, faz sentido analisar todos os problemas atacados no caso homogêneo 

sob o ponto de vista das variedades de coomogeneidade 1. 

Estudos sobre as variedades de G-coomogeneidade 1, já são realizados a algum 

tempo. Talvez um dos mais importantes, dentro do aspecto topológico, foi realizado 

em 1957 por P. Mostert (veja [Mo]). :'\este artigo, Mostert descreve algumas relações 

entre as órbitas principais da ação de G em 1vf e a variedade M, assim como, faz 

uma descrição das variedades de G-coomogeneidade 1 em dimensões dois e três. 

A partir de 1989, A. V. Alekseevsky e D. V. Alekseevsky produziram vários 

artigos tratando das variedades de G-coomogeneidade 1. Dentre estes artigos, des

tacamos [AA] e [A!] nos quais é dado uma classificação das variedades de G-coomo

geneidade 1, a partir de propriedades das geodésicas normais em termos de grupos 

de Lie. 

A partir de agora concentraremos nossa atenção para hipersuperfícies, levando 

em conta as de G-coomogeneidade 1, isto é, as imersões isométricas f : Afn ---+ 5n+1, 

onde 1\lf é uma variedade de G-coomogeneidade 1 e G um subgrupo compacto e 

conexo de Iso(M). 

Ao nível de nosso conhecimento quem primeiro estudou as hipersuperfícies de 
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G-coomogeneidade 1 foram F. Podestà e A. Spiro. Eles obtiveram um teorema 

análogo ao de Kobayashi para variedades homogêneas no caso das hipersuperfícies 

de G-coomogeneidade 1. Este teorema, cujo enunciado encontra-se a seguir, poderá 

ser encontrado em [PS]. 

TEOREMA 3.1 (Podestà-Spiro) Seja f : A1n --+ coomogeneidade, n 2: 4, uma 

imersão isométrica de uma variedade riemanniana compacta de G-coomogenei

dade 1, onde G é um subgrupo compacto e conexo de Iso(M). Se as órbitas 

principais de G são subvaríedades umbílicas de A1, então f é de rotação. 

Sob a mesma ótica de idéias e com a mesma restrição na dimensão da variedade 

lYfn, A. C. Asperti, F. :\lercuri eM. H. 1\"oronha estudaram as hipersuperfícies de 

G-coomogeneidade 1. com a hipótese das órbitas principais do grupo G possuir 

curvatura constante (veja [AM?\]). O principal resultado obtido nesse trabalho será 

explicitado a seguir, donde, via teorema de Podestà e Spiro, obtemos que a imersão 

f é de rotação. 

TEOREMA (Asperti-Mercuri-Noronha) Seja f: A1n --7 coomogeneidade, n 2: 4, 

uma imersão isométrica de uma variedade riemanniana compacta e de G-coomo

geneidade 1, onde G é um subgrupo compacto e conexo de Iso(M). Se as órbitas 

principais de G têm curvatura seccional constante, então elas são subvariedades 

umbílicas de lV1. 

Em 1996, Seixas [Se], em sua tese de doutorado, estudou o problema em questão 

sob dois aspectos. Em primeiro lugar estudou os efeitos, sobre a topologia de uma hi

persuperfície de coomogeneidade L decorrente de algumas propriedades geométricas 

das órbitas principais e em segundo lugar estendeu o teorema de Podestà e Spiro 

para o caso em que a variedade 1Yl é completa, assim como, retirou a restrição so

bre a dimensão da variedade l\11. O principal resultado desse trabalho, no que diz 

respeito a extensão do teorema de Podestà-Spiro, é o seguinte teorema: 
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TEOREMA 4.2.14 (Seixas) Seja f: lvfn------+ coomogeneidade, n :::0:3, umahiper

superfície completa, rígida no infinito e de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos 

que as órbitas principais de G sejam subvariedades umbílicas de !VI. Então, f é de 

rotação. Se, em adição, lvl é compacta e orientável, então ou M é homeomorfa 

a sn ou ]VJ é homeomorfa ao produto 5 1 X sn-I 

Quatro anos mais tarde, mas precisamente em 2000, Caputi, em sua tese de 

doutorado (veja [C a]), seguiu a mesma linha de raciocínio de Seixas e estendeu o 

resultado anterior para às hipersuperfícies de coomogeneidade 1 completas do espaço 

hiperbólico. Convém observar que Caputi manteve a restrição sob a dimensão da 

variedade }vfn, isto é, n :::0: 4. :V! ais precisamente, Caputi obteve o seguinte teorema: 

TEOREMA 3.9 (Caputi) Seja Mn, n :::0: 4, uma variedade riemanniana completa e 

conexa, G C Iso(M) um subgrupo fechado e conexo que age com coomogeneida

de 1 sobre AI e seja f : Nfn ------+ JHl"+l uma imersão isométrica com planaridade 

extrínseca transversalmente compacta. Se as órbitas principais são umbílicas em 

Ai, então f é de revolução (com órbitas principais sendo mandadas em paralelos) 

ou f (Ivl) é congruente a um dos exemplos NR. 

O objetivo do presente trabalho é estender o teorema de Seixas para o caso das 

hipersuperfícies de coomogeneidade 1 completas da esfera sn·d A fim de alcançar 

nossos objetivos, dividiremos nosso trabalho em três capítulos. No primeiro capítulo 

será apresentado de forma sucinta alguns conceitos básicos relativamente a teoria das 

imersões, assim como, alguns resultados envolvendo o conceito de produto torcido, 

necessários para uma boa compreensão dos capítulos seguintes. 

O capítulo dois também é um capítulo básico, porém mais específico que o 

capítulo anterior. A primeira seção deste capítulo será inteiramente dedicada ao 

tratamento das ações de grupos de Lie. Nela será dado os conceitos necessários e 

alguns resultados, sem preocupação com demonstrações destes fatos. A segunda 

seção será usada para introduzir o conceito de ações de coomogeneidade um, junta

mente com resultados que serão úteis em nosso trabalho. Na seção três definimos 

subespaços C-invariante e desenvolveremos alguns resultados que permitiram fazer 
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algum tipo de correlação entre hipersuperfície de revolução da esfera e subespaços 

C-invariante. Finalizarmos este capítulo organizando de modo conveniente alguns 

resultados de nosso interesse, no que diz respeito à relação existente entre número 

tipo de uma imersão e o produto torcido. :\esta seção a única novidade é a demons

tração dada a um fato já conhecido na literatura, usando uma técnica diferente. 

:VIais precisamente, provamos de uma maneira diferente o seguinte teorema: 

TEORE:VlA 2.4.5 Seja f : J\lln --;. J\J;;+1
, n 2: 2, uma imersão isométrica, na qual 

IVJ é uma variedade de G-coomogeneidade 1 e :VI é uma variedade de curvatura 

constante c. Então, se p E 1\llreg teremos as seguintes afirmações: 

(1) se r f(p) 2: 2, então r é constante ao longo da órbita Ep: 

(2) se rf(p) S 1, então rf(q) S L V q E EP. 

O terceiro é o capítulo principal. :\ele enunciamos e demonstramos os principais 

teoremas deste trabalho. Temos como objetivo principal demonstrar o seguinte 

teorema: 

TEOREMA 3.2.3 Seja f : J\lln --;. sn+l' n 2: 4, uma hipersuperfície de G-coomo

geneidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em M, então a imersão 

f é uma hipersuperfície de revolução. 

Em seguida, objetivando um melhor aproveitamento da leitura deste capítulo, 

traçaremos a trajetória percorrida para demonstração do resultado principal deste 

trabalho. :\"a primeira seção desenvolveremos alguns resultados que produzem in

formações interessantes, quando temos informações adequadas sobre o número tipo 

da imersão f : Ivfn --;. sn+l, n 2: 3. O primeiro resultado dessa seção garante a 

rigidez local da imersão f em pontos cujo número tipo é alto. 

PROPOSIÇÃO 3.1.3 Seja f : Nfn --;. sn+l' n 2: 3, uma hipersuperfície de G

coomogeneidade 1. Se p E AI reg é tal que T f (p) 2: 3, existe um tubo f contendo 

a órbita principal EP. tal que a restrição da imersão f a esse tubo é uma imersão 

rígida. 
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Sob a hipótese do número tipo da imersão f ser alto, obtemos o próximo resultado 

que é de suma importância aos nossos objetivos. 

LEMA 3 .1. 5 Seja f : j\lfn --+ sn+l' n ?: 3, uma imersão isométrica. Se o número 

tipo de f é maior do que 2 ao longo de M, então f induz um homomorfismo 

diferenciável$ : Iso(l\d) --+ Iso(Sn~l) definido pela relação f o g = w(g) o f. 

Finalizaremos a lista de resultados importantes desta seção com o lema e a 

proposição que se segue. Eles representam papel importante no estudo do caso em 

que as órbitas principais possuem curvatura constante. 

LEMA 3.1.6 Seja f: l'vln--+ sn+l, n?: 3, uma hipersuperfície de G-coomoge

neidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em l'v1 e p E lvl,e9 é tal 

que T f (p) ?: 2, então valem as seguintes afirmações: 

(1) o campo ij é paralelo na conexão normal da imersão f: Lp--+ sn+l, isto 

é, 'V~ij =O, V X E x(:Sp); 

(2) os campos dos operadores de Weingarten Ary e An são idênticos ao longo 

da órbita Lp, isto é, AryX = AnX, V X E X (:Lp) ; 

(3) os campos de operadores de Weingarten A€ e Aç coincidem ao longo da 

órbita Lp, ou seja, AfX = AçX, V E X (:Lp) . 

PROPOSIÇÃO 3.1. 7 Seja f : J'vln --+ sn+l, n 2': 3, uma hipersuperfície de G

coomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em li!I e p E Mreg 

é tal que T f(p) ?: 2, existe uma esfera sn c sn+l tal que f:= flzp : Lp --+ sn 

está bem definida e tem .4€ por operador de Weingarten. 

A segunda seção desse capítulo trata do estudo do caso em que as órbitas prin

cipais de G possuem curvatura seccional constante. Os resultados principais desta 

seção são dados pelos teoremas abaixo. O primeiro deles afirma que se a variedade 

;'v1 é constituída por pontos regulares com número tipo alto e com órbitas principais 

de curvatura seccional constante e umbílicas em M, então f é de revolução. 
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TEOREMA 3.2.3 Seja f: lv!n ---7 Sn+l, n 2:4, umahipersuperfíciedeG-coomo

geneidade 1 com órbitas principais de curvatura seccional constante e umbílicas 

em ]\![. Se JVI = i'vlr t> 2 , f é uma hipersuperfície de revolução e, além disso, as 

órbitas de G serão levadas, por f, nos paralelos de f(:'v!). 

De posse do teorema anterior é possível mostrar uma versão local do teorema 

que estamos buscando. 

TEOREMA 3.2.4 Seja f: :V!n ---7 5n+1, n 2:4, umahipersuperfíciedeG-coomo

geneidade 1 com órbitas principais de curvatura seccional constante e umbílicas 

em J/[. Dado p E Mreg: T f(p) 2: 2, existe um tubo G-im·ariante, r c Z'vfreg: 

Lp C r C lVlreg, tal que !Ir é uma hipersuperfície de revolução. Além disso, as 

órbitas Lq, q E r, são leFadas, via f, nos paralelos de J(r). 

Reservamos a subseção 3.2.1 para o estudo da parte regular de l'vf, constituída 

por pontos regulares, cujo número tipo é menor ou igual a um. Do ponto de vista 

matemático essa é a parte mais delicada do problema. Destacaremos a seguir os 

principais resultados desta subseção. 

A próxima proposição garante que na fronteira dos tubos maximais contidos na 

parte regular de "VI, cujo número tipo é baixo, não existe órbitas excepcionais. 

PROPOSIÇÃO 3.2.8 Seja f : l'vfn ---7 sn+I n 2: 4, uma hipersuperfície de G

coomogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em M. Dado t 0 E intJrf<J: 

nenhuma órbitas que forma o bordo do tubo r = G(r(a, $)), onde (o, 3) é o 

intervalo maximal, é uma órbita excepcional de G. 

A próxima proposição é muito importante aos nossos objetivos. Ela produz in

formações interessantes sobre a imersão das órbitas regulares que formam a fronteira 

do tubo maximal contido na parte regular de M cujo número tipo é baixo. 

PROPOSIÇ.~O 3.2.9 Seja f : l'vfn ---7 sn+l n 2: 4. uma hipersuperfície de G 

coomogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em M. Dado t 0 E intJr J<l, 

seja I = (a, 3) o interFalo maximal. Então, a órbita L~(<>) imerge como uma 

esfera e os campos tangentes a L~(<>) estão no núcleo do operador de Weingarten 

da imersão f. 
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De posse da proposição anterior obtemos outro resultado extremamente impor-

tante para o estudo da parte regular de JVI, constituído por número tipo é baixo. 

PROPOSIÇÃO 3.2.11 Seja f : Mn --+ sn~l' n ?: 3, uma hipersuperfície de G 

coomogeneidade 1 com órbitas principais umbflicas em IV!. Dado to E intJTfSl• 

seja I= (0:, (3) o inten·alo maximal. Então, 

(1) O tubo r= G(í([a, t])), tE (a, B), é isométrico ao anel esférico 

onde s0 E JR é uma constante adequada. Convém observar que se 'r(/3) é 

um ponto regular, a afirmação anterior vale para t = /3; 

(2) se 1(8) é um ponto singular, o tubo r = G ('r([a, ,8))) é isométrico ao anel 

esférico D~(f3) (a - s0 ), onde s0 E JR é uma constante adequada. 

Usaremos a proposição anterior para mostrar que os tubos maximais imergem, 

via f, como subvariedade totalmente geodésica da esfera sn+l. Essa proposição é 

muito importante sob a ótica de nossos objetivos. 

PROPOSIÇÃO 3.2.13 Seja f: Mn --+ sn+l' n ?: 3, uma hipersuperfície de G

coomogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em M. Dado t0 E intJTf<l• 

seja r= G(1[a,/3]) em que (a,B) é o intervalo maximal. Então, a imersão 

f= !Ir :r --+ sn+l é totalmente geodésica. 

Esta subseção será finalizada com um teorema análogo ao teorema encontrado 

na seção que analisa o problema na parte regular de M, cujo número tipo é alto. 

TEOREMA 3.2.14 Seja f: i'v[n--+ sn+l, n?: 3, uma hipersuperfície de G-coo

mogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em M. Se p E intl'v[Tf<l, existe 

uma vizinhança C-invariante U, p E U, tal que flu é uma hipersuperfície de 

revolução. Além disso, as órbitas principais de G são levadas, via f, nos paralelos 

de f(U). 
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Na subseção 3.2.2 encontraremos condições para que a imersão f seja de revo

lução. O principal resultado nessa subseção resume-se ao próximo teorema. 

TEOREMA 3.2.17 Seja f : Jr ---'t sn~l, n 2: 4, uma hipersuperficie de G

coomogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em !VI. Se existe q E Nlreg 

tal que a órbita Lq tem curv·atura seccional constante, então a imersão f é uma 

hipersuperfície de revolução. 

A seção 3.3 foi reservada para estudar o caso em que as órbitas principais de G 

têm curvatura seccional não-constante. A seguir, resumiremos os principais resulta

dos dessa seção. 

LEMA 3.3.2 Seja f : J\!Jn ---r sn+l, n 2: 3, uma hipersuperfície de G-coomo

geneidade 1 com órbitas principais umbílicas em ~VI. Suponha que as órbitas 

principais de G possuem curvatura seccional não-constante. Dado p E A1reg seja 

; uma geodésica normal em },[ tal que !(O) = p. Então, 

(a) se k(O) =O, em !\!!reg a imersão f é dada por 

fh(t)) = costf(g(p)) +sentij, g E G, 

onde "!g(t) := g o !(t) e ·ij é um campo normal paralelo ao longo da órbita 

Í:p. 

(b) se k(O) #O, em l'vlreg a imersão f é dada por 

f( "lg(t)) = cos t f(g(p)) + sent ij(f(g(p))), g E G, 

onde "t9 (t) := g o -r(t) e ij é um campo normal ao longo da órbita Lp. 

Usando o lema anterior, mostramos que não existe hipersuperfícies de G-coomo

geneidade 1 com órbitas principais de curvatura seccional não-constante e umbílicas 

em Jv!. 
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TEOREMA 3.3.3 Seja Ilin, n;:::: 3, uma C-variedade de coomogeneidade 1, com

pleta e com órbitas principais umbílicas em Af. Se as órbitas principais pos

suem curvatura seccional não-constante, então não existe imersão isométrica 

f : lvfn ----+ sn+l, ou seja, não existe hipersuperfície de G-coomogeneidade 1. 

Na última seção deste capítulo, combinaremos com o resultado anterior com o 

Teorema 3.2.17 para demonstrar o principal teorema deste trabalho. Mais precisa

mente, na demonstração do seguinte teorema: 

TEOREMA 3.2.3 Seja f : Mn ---+ sn+l, n 2: 4, uma hipersuperfície de G-coomo

geneidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em M, então a imersão 

f é uma hipersuperfície de revolução. 

Diante deste resultado, visualizamos de forma concreta o objetivo principal deste 

trabalho e com isso encerramos o que nos propusemos a fazer. 
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CAPITULO 1 

FATOS BÁSICOS SOBRE IMERSÕES 
/ 

lSOMETRICAS 

Este capítulo tem como objetivo principal estabelecer a nomenclatura básica que 

será utilizada em todo trabalho e, ao mesmo tempo, fazer uma apresentação sucinta 

dos fatos elementares da Geometria das Subvariedades de Espaços de Curvatura 

Constante. Também será abordado fatos ligado à estrutura de produtos torcidos, 

bem como, alguns resultados relacionados às C-variedades de coomogeneidade um, 

onde G é subgrupo compacto do grupo de isometria de M, Iso(M). 

1.1 IMERSÕES ISOMÉTRICAS E ~ÚMERO TIPO. 

:\"esta seção, enunciaremos alguns fatos e conceitos básicos dentro do contexto 

das imersões isométricas, necessários ao perfeito desenvolvimento do nosso trabalho. 

Daremos o conceito de rigidez e apresentaremos um teorema de rigidez de Allendo

erfer, que está dentro do contexto de nosso trabalho. Finalizaremos a seção com o 

conceito de número tipo de uma imersão isométrica e demonstraremos um resulta

do que classifica completamente a imersão, quanto à rigidez, via número tipo, em 

variedades de curvatura constante. 
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Sejam J\,fn e JVI"+k variedades diferenciáveis de dimensão n e n + k, respectiva

mente. Dizemos que uma aplicação diferenciável f : Jin ----+ Iif'+k é uma imersão, 

se a diferencial f, : TxM ----+ Tt(x) J\:1 é injetiva para todo x E JVI. O número k é 

chamado de codimensão da imersão f. 
G ma imersão f : JVr ----+ 1'v1 ~k entre duas variedades riemannianas com métricas 

( , ) e ( ( , )), respectivamente, é chamada de imersão isométrica, se 

(X,Y) = (((f*X,f.Y)), V xEAf e V X,YETxM. 

Convém lembrar que uma imersão isométrica f é localmente um mergulho, ou 

seja, localmente f é uma aplicação inclusão. Dessa forma, consideraremos o espaço 

tangente a JVI em um ponto x como um subespaço do espaço tangente a J\11 em f(x) 

e escreveremos 

onde Tx1\11J.. é o complemento ortogonal de TxAf em TxAf. 

Sejam \7 e \7 as conexões de Levi-Civita de :vi e J\1, respectivamente. Então, 

fazendo uso das identificações acima, escreveremos fórmulas bastante conhecidas no 

contexto da teoria das imersões. A primeira delas é a conhecida fórmula de Gauss: 

\7 X y = \7 X y + a(X,Y), v X, y E x(lv!), 

onde a : TM x Tl'vf ----+ TMJ.. é denominada de segunda forma fundamental 

da imersão f. Gsando as propriedades das conexões v e \7, não é difícil mostrar que 

a aplicação a é bilinear e simétrica sobre o anel das funções diferenciáveis sobre J\1!. 

Dados os campos de vetores X E TJ'v! e E. E TNI'-, definimos a seguinte aplicação 

onde ( ) ' significa a componente tangente do vetor em questão. Como con

seqüência imediata da fórmula de Gauss temos a seguinte identidade: 

(AçX, Y) = (a(X Y), é.), V X, Y E T!vl e Ç E TML 
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através da qual concluímos imediatamente que a aplicação Aç : Tlvf -+ TM é 

linear e simétrica. A aplicação A~; é denominada operador de Weingarten da 

imersão f na direção Ç. 

Usando o fato de 'i7 ser a conexão de !VI, não é difícil verificar que a componente 

normal de 'i7 xt;, que denotaremos por v:J?t;, define a conexão sobre o fi brado normal 

(TM)-'-, denominada de conexão normal de f. Estamos, agora, em condições de 

escrever a segunda fórmula prometida, denominada fórmula de VVeingarten: 

'i7 xÇ = -AçX + 'i7)(Ç, V X E TA! e Ç E TJ\!F-. 

Denotaremos por R e R, respectivamente, os tensores de curvatura das varieda

des !VI e lvl e, por Rj_, o tensor de curvatura normal relativa à imersão f. A fim de 

fixar notação, objetivando não criar confusão com a mesma, iremos usar a seguinte 

definição para o tensor de curvatura: 

R(X,Y)Z = 'i7x'i7yZ-'i7y'i7xZ-'i7:x,YJZ 

e 

Rj_(X, Y)Ç = v:J? 'i7~Ç- v~ v:J?Ç 'i7Pc.YJÇ. 

A seguir forneceremos as equações básicas para uma imersão isométrica. Estas 

equações originam-se de manipulações algébricas simples das fórmulas de Gauss e 

vVeingarten. No que se segue consideraremos X, Y, Z e W E TM e Ç E (TM)j_. 

Equação de Gauss: 

(R( X, Y)Z, W) - (R(X, Y)Z, W) + (o:(X W), o:(Y, Z)) 

- (o:(X, Z), o:(Y, W)); 

Equação de Codazzi: 

(R(X, Y)Z)j_ = (vio:)(Y, Z)- ('i7yo:)(X, Z), 

onde (v:xo:)(Y~ Z) := v:iro:(Y, Z)- o:('ilxY, Z)- o:(Y, 'i7yZ) e ( )j_ significa 

componente normal do campo em questão. 
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Equação de Ricci: 

Sejam X, Y dois vetores ortogonais em Tiv!. Se K e K denotam, respectivamente, 

a curvatura seccional de lvf e l\!1, então, pela equação de Gauss, obtemos a seguinte 

relação entre as curvaturas seccionais das variedades ]\!! e J;J. 

K(X,Y) = K(X,Y) + (a(X X), a(Y Y)) - 'í\a(X,Y) li 2 

um caso bastante interessante. que particularmente nos interessa, é aquele em 

que ]\!1 possui curvatura seccional constante c. Seja f : Afn ---+ l\T;~k uma imersão, 

onde 1\II~+k denota uma variedade com curvatura seccional constante c. :\este con

texto, as equações fundamentais para esta imersão são escritas da seguinte forma: 

Equação de Gauss: 

(R( X, Y)Z, W) - c ((X 11 Y)Z, W) + (a(X, W), a(Y, Z)) 

- (a(X, Z), a(Y W)); 

Equação de Codazzi: 

(via)(Y, Z) (vj-.vya)(X Z); 

Equação de Ricci: 

Quando a codimensão da imersão é 1, isto é, f : lvr ---+ M"+l é uma hipersu

perfície, as equações fundamentais são escritas da seguinte maneira: 

Fórmula de Gauss: 

v X y - v X y + (A., X, Y) Ç; 
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Fórmula de Weingarten: 

v xE, = -AçX. 

Csando o fato de que a(X, Y) = (AçX. Y) E,, as equações de Gauss e Codazzi 

são escritas, neste caso, da seguinte forma: 

Equação de Gauss: 

R(X, Y)Z - (R(X, Y)Z)' + (AçX 1\ AçY)Z. 

Equação de Codazzi: 

(R(X,l")E,)' - (\7vAç)X-(\7xAç)Y, 

onde, 

(vxAç)Y := \i'xAçY- Aç\i'xY. 

Em Geometria Diferencial um problema bastante relevante é aquele que consiste 

em obter informações topológicas ou geométricas, sob a hipótese de que esta vari

edade possa ser isometricamente imersa, com codimensão baixa, em algum espaço 

de curvatura constante. 

Nessa direção, no que diz respeito as variedades homogêneas, temos um teorema, 

devido a Kobayashi, que classifica completamente as hipersuperfícies compactas e 

homogêneas do espaço euclidiano. É o conteúdo do próximo teorema, cuja demons

tração será omitida e encontra-se em [Ko]. 

TEOREMA 1.1.1 (KOBAYASHI) Seja ivf uma variedade compacta e homogênea. Se 

existe uma imersão isométrica f : lvfn ---+ JR_n+l, n :2: 2, então f(M) coincide com 

uma esfera. 
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1.2 HOMOTETIA E RIGIDEZ DE UMA IMERSÃO 

O principal objetivo desta seção é explicitar os conceitos de homotetia e o de 

número tipo de uma imersão isométrica. Paralelamente, enunciaremos alguns re

sultados relacionados a tais conceitos, cujas informações serão de grande valia aos 

nossos interesses. 

Sejam]\![ e ;V! duas variedades riemannianas com métricas g e g, respectivamente. 

Cm difeomorfismo 1/J: M--+ M tal que 1/J'(g) = kg para alguma constante k >O é 

chamado uma homotetia com coeficiente k. Em outras palavras, 1/J é uma homotetia 

com coeficiente k se, e somente se, 

g(doX dvY) kg(X, Y), \;/ X, Y E TPM. 

'\'o te que uma isometria nada mais é que uma homotetia com coeficiente k = 1. 

Cm fato bastante conhecido na literatura (veja [O'N], Lema 64) é que as ho

motetias presen-am conexões de Levi-Civita e, portanto, todas noções geométricas 

que derivam da conexão. Entretanto, curvaturas seccionais não são invariantes por 

homotetias, como mostra o lema abaixo: 

LEMA 1.2.1 Seja 1/J : M --+ M uma homotetia com coeficiente k. Se K e K são, 

respectivamente, as curvaturas seccionais de AI e I\![, então 

K(d1/JX, d1/JY) = 
1 
kK(X Y), ';f X, Y E TM com X .i Y. 

'\'a seção de produtos torcidos veremos uma grande quantidade de exemplos de 

variedades homotéticas. Verificaremos, nessa seção, que as fibras de um produto tor

cido são todas homotéticas, isto é, existe uma homotetia entre duas fibras quaisquer 

com o mesmo coeficiente. Portanto, se uma fibra tem curvatura seccional constante, 

segue-se da equação acima que todas as outras têm curvatura seccional constante, 

e mais, as curvaturas seccionais terão o mesmo sinal. 

A seguir, daremos o conceito de número tipo, intimamente ligado ao aspecto de 

rigidez de uma imersão. Sejam f : J![n --+ Mn
71

, n ?: 2, uma hipersuperfície, p um 
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ponto de M e Ç0 um vetor unitário de Tp1\lfj_. Se Aço : TpM----> Tpivf é o operador 

de Weingarten da imersão f na direção de Ç0 , então o número tipo de f em p, 

que será indicado por T f (p), é definido como sendo o posto do operador Aço, ou 

seja, o número de autovalores diferentes de zero de Aço. Quem primeiro introduziu 

o conceito de número tipo de uma imersão foi Allendoerfer em [AlJ. 

Ao se estudar a geometria extrínseca de uma variedade a partir de sua geometria 

intrínseca, verificou-se que um conceito muito útil é o de rigidez. Diremos que uma 

imersão isométrica f : Mn ----> lVf"' é rígida se, dada qualquer outra imersão 

isométrica g : 1\!In ----> ]\!["', existe uma isometria h : 1\1! ----> J\1[ tal que f = h o g, 

ou seja, o diagrama 

é comutativo. 

O próximo teorema estabelece condições suficientes sobre rigidez de uma imersão. 

Este teorema estende o teorema de Beez-Killing, o qual considera o caso particular 

em que 111 = Jftn+l. 

TEOREMA 1. 2. 2 ( ALLENDOERFER) Seja f : 1\![n ----> M~.,.P uma imersão isométrica 

de uma variedade riemanniana lvf em uma variedade J\1[ de curvatura constante c. 
Se f tem número tipo r f(p) 2: 3 em todo ponto p E M, então f é rígida. 

1.3 IMERSÕES UMBÍLICAS 

C saremos esta seção para definir o conceito de umbilicidade de uma imersão 

isométrica, assim como, enunciaremos alguns resultados envolvendo tal conceito, 

que serão de grande utilidade no transcorrer de nosso trabalho. 
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Iniciaremos com o conceito de umbilicidade de urna imersão. Diremos que urna 

imersão isométrica f: Jvf" ----+ lVI''+P é umbílica em x0 E M, se dado Ç E (Tx01Vf)'

o operador de \Veingarten Aç da imersão f é um múltiplo da aplicação identidade 

do espaço tangente Tx 0 1v1, isto é, Aç = Àçl qualquer que seja Ç E (Tx 0 NI)-, onde 

Àç E 1Ft e I é a aplicação identidade de Tx0 M. Dizemos que f é uma imersão 

umbílica quando é umbílica para todo ponto de lvl. 

A seguir enunciaremos urna proposição que dará condições necessárias e sufici

entes para decidir se urna imersão é urnbílica ou não, em um ponto x 0 E M. 

PROPOSIÇ.ií.o 1.3.1 Seja f : J'vfn ----+ F+P uma imersão isométrica. Dado um 

ponto x 0 E 111, são equivalentes as seguintes afirmações: 

(1) f é umbílica em x0 : 

(2) se Ç E (Tx0 NI).l, então Aç = (H(x0 ). Ç) 1: 

(3) se X, Y E Tx0 i"'v1, a segunda forma fundamental da imersão f é dada por 

a(X, Y) = (X, Y) H(x0 ), onde H representa o vetor curvatura média da 

imersão f. 

Demonstração. Conseqüência imediata da definição. o 

Dizemos que urna imersão f : Afn ----+ Afn+p possui vetor curvatura média 

paralelo quando v';;;H =o para todo X E M. Em particular, IIHII é constante ao 

longo de J'vf. A próxima proposição que pode ser encontrada em Dajczer [Da], for

nece, no caso da imersão ser umbílica, algumas propriedades sobre o vetor curvatura 

média e o tensor de curvatura normal da imersão f. 

PROPOSIÇÃO 1.3.2 Seja f : M" ----+ NI''"'P, n 2: 2, uma imersão umbílica. Então, 

f possui vetor curvatura média H paralelo e tensor de curvatura normal R.l identi

camente nulo. 

A proposição abaixo é uma simples adaptação aos nossos interesses da Proposição 

5.5 em [Da]. Ela classifica uma imersão sob o aspecto de umbilicidade, assim como, 
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fornece informações sobre as curvaturas seccionais das variedades envolvidas a partir 

de uma condição numérica sobre o número tipo da imersão. 

PROPOSIÇÃO 1.3.3 Seja f : !VI;!: ---t J\!!;'71
, n :2: 3, uma imersão isométrica de uma 

variedade 1\J de curvatura seccional constante c em uma variedade i\1 de curvatura 

constante seccional ê. Se r f :2: 2, então c > ê e f é uma imersão umbílica não 

totalmente geodésica. 

Demonstração. Dado x E !W, suponhamos que os vetores e1 , ... , en constituem uma 

base de Txlvf, formado por autovetores do operador de Weingarten da imersão f, 

cujos autovalores, associados a estes vetores, são, respectivamente, À1, ... , Àn. Então, 

pela equação de Gauss, temos a seguinte identidade: 

c= ê+ À;À2 - À; (e;,ej). 

Portanto, se i =/= j, decorre imediatamente da igualdade anterior que 

c = ê + À;Àj , 1 ::; i, j ::; n. (1.1) 

Uma conseqüência imediata da igualdade anterior é que o produto À;Àj é constante, 

para todo i e para todo j, com 1 ::; i, j ::; n. Por outro lado, sendo r f(p) :2: 2 para 

todo p E 1W, podemos supor, sem perda de generalidade, que À1À2 f= O. Como o 

produto À;Àj é constante, obtemos imediatamente que: 

Esta igualdade implica que 

desde que À1 =/= O. Recorrendo, novamente, ao fato do produto À;Àj ser constan

te, vem que À1À2 = À2À3. Agora, como À2 f= O, segue-se da última igualdade que 

À1 = À3 e, portanto, À1 = À2. Assim, concluímos que À1 = À2 = À3 = ... = Àn = À. 

Donde segue-se a umbilicidade da imersão f. Usando o fato dos À;.s serem 1guaJs, 

decorre da equação 1.1 que c- ê = À2 > O, ou seja, c> c. 
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Finalizaremos esta seção enunciando um resultado que será útil ao nosso tra

balho. Dada uma imersão isométrica de uma variedade n-dimensional em uma 

variedade (n + 1)-dimensional de curvatura seccional constante, se o número tipo 

desta imersão é maior ou igual a dois é possível explicitar o núcleo do operador de 

\Veingarten desta imersão. l'vlais precisamente, ternos a seguinte proposição, cuja 

demonstração pode ser encontrada em [Ry] (veja Proposição 1.1). 

PROPOSIÇÃO 1.3.4 Seja f : J\!Jn ----+ Jvf~+l uma imersão isométrica de uma vari

edade !VI em uma variedade 1\:J de curvatura seccional constante c. Dado p E J\!J, 

considere o seguinte subconjunto de Tplvf: 

Ta(P) ={X E TPJ'vf: R(X Y) = c(X 1\ Y), V Y E Tplvf}. 

Se T f(x) 2: 2 e ç é o campo normal e unitário da imersão r então ker Aç = Ta(p). 

1.4 SUBVARIEDADES UMBÍLICAS DA ESFERA 
EUCLIDIANA 

Corno usual, denotaremos por JFtn+1 o espaço euclidiano (n + 1)-dirnensional 

munido com a métrica euclidiana. Consideraremos o seguinte subconjunto 

Sn = {X E lft"é-1 
; (x, x) = 1} 

do espaço euclidiano Jftn+ 1
, em que < > denota a métrica euclidiana. Esse 

subconjunto é denominado esfera euclidiana de centro na origem de JR.n+ 1 e raio 

um. Se i : sn ----+ Rn+1 é a aplicação inclusão e dotarmos sn com a métrica induzida, 

teremos que a esfera sn é uma subvariedade riemanniana de lftn~l (na verdade uma 

hipersuperfície de JFtn~ 1 ). 

A seguir definiremos duas famílias especiais de subconjuntos da esfera euclidiana 

que aparecerão no capítulo 3. Mais precisamente na Proposição 3.2.11. Dados dois 

números reais c e c com a seguinte propriedade O < c < c < 7L chamaremos de anel 

esférico qualquer um dos subconjuntos nn abaixo: 
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• Dn(c. c) := {exp (v): v E T sn e c< llvll < c}: p . p . p - .,_ . 

Considerando a inclusão i : sn ---+ gn+l, denotaremos, respectivamente, por v 
e v as conexões de Levi-Civita de Sn e gn+l. Para cada x E sn, seja ry(x) o vetor 

posição. ]'\esse caso, não é difícil mostrar as seguintes propriedades: 

em que "span" significa gerado. 

Diante do contexto acima, a fórmula de Gauss para a imersão i é escrita da 

seguinte maneira: 

(1.2) 

onde < ' > é a métrica de sn induzida pela métrica de gn+l_ 

O próximo lema além de caracterizar as isometrias da esfera euclidiana, expli

citará quais são as geodésicas parametrizada pelo comprimento de arco da esfera 

euclidiana. Sua demonstração será omitida, mas poderá ser encontradas em textos 

clássicos de geometria riemanniana. Veja por exemplo [Ra] ou [GHLJ. 

LEMA 1.4.1 Seja sn C JRn+l a esfera euclidiana com a métrica induzida. Então, 

(1) as isometrias de sn são as restrições a sn das transformações lineares ortogo

nais de JRn+l, isto é, Iso(Sn) = O(n+ 1). 

(2) as geodésicas de sn são círculos máximos parametrizados pelo comprimento 

de arco, isto é, se a : I ---+ sn é uma geodésica unitária, com a(O) = p e 

cx'(O) =v, então a(t) = cos tp+ sentv. 

Convém observar que se p e v são como no item (2) do lema anterior e TI 

é o subespaço bidimensional de Rn~l gerado por p e v, teremos necessariamente 

a(t) E TI, para todo tE I, ou seja, a(!) c TI. Dessa forma, as geodésicas de 5n são 

as curvas obtidas pela intersecção dos subespaços bidimensionais de JRn+l com sn. 
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Portanto, segue-se imediatamente das considerações anteriores que as subvarieda

des k-dimensionais totalmente geodésicas da esfera euclidiana são obtidas 

por intersecções de 5n com subespaços (k + 1)-dimensional do JR"+1. 

No que tange ao conceito de umbilicidade, dispomos do próximo teorema que 

caracteriza completamente as subvariedades umbílicas da esfera euclidiana, como 

intersecções de 5n com subespaços afins de JRn+l. A prova deste teorema é uma 

adaptação ao caso da esfera da demonstração de fato semelhante para o espaço 

hiperbólico (veja [Ca], Lema 2.16). 

TEOREMA 1.4.2 Seja Nk uma subvariedade umbílica conexa de 5". Dado x E N, 

considere o (k + 1)-plano il(x) := TxN e span { H(x)} de R"~ 1 , onde H é o vetor 

curvatura média da imersão de Nk em JR"+1
. Então, a subvariedade está contida 

em (x + n(x)) n 5". 

Demonstração. Denotaremos por H o vetor curvatura média da aplicação inclusão 

i : Nk ----+ 5". Suponha que exista x E N com a propriedade H(x) # O. Pela 

umbilicidade de JVk, via Proposição 1.3.2, o vetor H é paralelo e o tensor de curvatura 

normal é identicamente nulo, isto é, R.l = O. Dessa forma, em uma vizinhança U 

de x existem campos normais paralelos 6, ... , Ç, E x(5"), onde s = n- k -1, e tais 

que para todo y E U tenhamos 

(TyN).l = span { H(y), 6 (y ), ... , Ç,(y)}. 

Considerando a inclusão L : 5" ----+ JR"+ 1 e as devidas extensões locais do vetor 

H e dos vetores ç;s em JR"+1, dado X E x(N), verificaremos, via fórmula de Gauss, 

que 

(1) vxÇi=vxÇi=O, V iE{1, ... ,s}; 

(2) 'VxH = 'VxH; 

(3) Vx7) =v x7), onde l) é a normal da imersão L. 
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O item (2) juntamente com a fórmula de Weingarten para a imersão i fornecem a 

identidade 

Agora, via Proposição 1.3.1. obtemos a identidade 

(1.4) 

Por outro lado, combinando o item (3) com a fórmula de Weingarten para a inclusão 

L, obtemos que 

v xTJ =v xTJ = -AryX + viry =-X, V X E X (Sn). (1.5) 

Analisando o item (1) concluímos que o vetor Çi é constante em JRn+l ao longo da 

vizinhança U, qualquer que seja i E {1, ... , s}. Nestas condições, se considerarmos 

o campo Z := IIHII 2TJ - H, segue-se imediatamente das equações (1.4) e (1.5) o 

seguinte fato: 

vxZ=O, V XEx(N). (1.6) 

Portanto, o campo Z construído anteriormente, também é um campo constante em 

JRn+l ao longo de U. Dessa forma, o subespaço V-'- := span {Z, 6, ... , Ç5} é gerado 

por vetores constantes em JRn+l ao longo de U. Denotando por V o complemento 

ortogonal de V-'- em JRn+l, teremos a inclusão 

TyN C V, V y E U. (1.7) 

Assim, para todo y E U, consideraremos a seguinte base {H, 6, ... , Ç,} para (TyN)-'

em JRn+l, onde H := 11z,
1

• Conseqüentemente, se H denota o vetor curvatura média 

da imersão L o i, de acordo com as considerações anteriores, observamos que 

- 1 { - ~ H= k trAiiH + fi'(trA,JÇi 

Se na identidade anterior, usarmos o fato dos vetores Ç;,, serem paralelos e dos 

operadores An = -1 e Ajj = IIHIII, em que I é o operador identidade no respectivo 
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espaço tangente, obteremos 

(18) 

Decorre imediatamente da igualdade (18) a seguinte identidade: 

(H, v)= O, V v E~-~. (1.9) 

Portanto, seU c x +V pelas equações (1.7),(1.8) e (1.9), concluímos que 

V= TyN EBspan {H(y)} := IT(y), V y EU. 

Se a suposição inicial sobre o ponto x, não for verdadeira, isto é, se H(x) =O para 

todo x E N, teremos necessariamente que a subvariedade JY é totalmente geodésica. 

Portanto, de acordo com comentário feito anteriormente, existe um (k+l)-subespaço 

vetorial de JRn+l tal que a subvariedade N está contida na intersecção de sn com 

tal subespaço. Esse subespaço nada mais é que 

IT(x) = TxN 8 span{ry(x)}. 

Conseqüentemente, N C x+IT(x), qualquer que seja x E N. Observando atentamen

te o que foi feito até agora concluímos que 

• a aplicação x----+ IT(x) = TxN + span {fí:(x)} é localmente constante; 

• qualquer que seja x E N, existe uma vizinhança U ( x) aberta de x tal que 

U(x) C x + IT(x). 

Dessa forma, a conexidade da subvariedade N, garante que dado x E N, teremos 

N C x + IT(x). o 

Finalizamos esta seção enunciando um importante resultado, sob a ótica de nosso 

trabalho, cuja demonstração encontra-se em [Sp] ou [Da], onde há uma classificação 

completa das imersões umbílicas das formas espaciais. 
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TEOREMA 1.4.3 Seja f :.Mn ---+ sn+k C JR:.n~k+l, n?: 2, uma imersão isométrica, 

no qual AI é uma variedade completa e conexa. Se f é uma imersão umbílica, então 

M é compacta e f(J!I) coincide com uma esfera euclidiana em algum (n + 1)-plano 

de JR:.n+k+ 1 . 

1.5 PRODUTO TORCIDO 

Esta seção tem como objetivo principal definir o produto torcido entre duas v<>ri

edades riemannianas. Apresentaremos os principais resultados envolvendo a conexão 

riemanniana e o tensor de curvatura de tal produto, assim como, explicitaremos uma 

forma de calcular a curvatura seccional do mesmo. 

Convém observar que o produto torcido, de fato, generaliza o produto riemanni

ano entre variedades. Sejam (B, g8 ) e (F, gp) duas variedades riemannianas, onde 

g8 e gp são, respectivamente, a métrica das variedades B e F. Inicialmente, dadas 

as variedades diferenciáveis B e F, iremos considerar o produto canônico entre estas 

variedades, ou seja, a variedade produto l\!J = B x F, munida com as projeções 

naturais 1rB e JrF definidas corno abaixo: 

1íB : BxF ---+ B 

(b, f) ---+ JrB(b, f)= b 

e 
1fF: BxF ---+ F 

(b, f) ---+ 1rF(b, fl =r 
As variedades diferenciáveis B e F são, respectivamente, chamadas de base e fibra 

da variedade produto !VI. A maneira mais natural de tornarmos a variedade produto 

l\1! numa variedade riernanniana é dotarmos esta variedade com a métrica canônica 

g, definida da seguinte forma: g = (1rB)'gs + (1rF)'gp. Cm fato bastante conhecido 

na literatura é que com essa métrica, as subvariedades de AI do tipo B x {f} e 

{ b} x F são, respectivamente, cópias isométricas das variedades B e F. Além disso, 
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se X E x(B) e Y E x(F), a curvatura seccional do plano gerado por estes vetores é 

nula. 

A seguir, a fim de fixar a notação, definiremos dois subespaços do espaço tangente 

à variedade IV! no ponto p = (b, f). Dado p = (b, f) E Jf, TPB e TPF denotam, 

respectivamente, os subespaços de TP!VJ que são isomorfos aos subespaços TbB e 

T1F, isto é, 

Diante dos fatos acima, temos claramente que o espaço tangente Tpl\1 admite a 

seguinte decomposição: TpAI = TpB EB TpF. 

O que faremos agora é introduzir uma classe mais rica de métricas na variedade 

produto 1111 = B x F que consiste em "torcer" de alguma forma a métrica da fibra 

F, preservando a métrica da base B. 

Dada uma função diferenciável cp: B --t (0, +oc), o produto torcido, segundo 

r.p, das variedades B por F, denotado por !\1 = B x 9 F, é a variedade produto B x F 

munida do seguinte tensor métrico Jvf = B x" F, 

Mais explicitamente temos o seguinte: se X, Y E Tpc'vf e p = (b, f), então 

Observe que o produto ríemanníano canônico nada mais é que o produto torcido 

em que a função r.p = 1. A função cp é chamada de coeficiente de torção do produto 

torcido JVJ. 

Tão importante aos nossos objetivos, quanto o conceito de produto torcido é o 

aspecto local da próxima definição. l'ma variedade ;vf possuí estrutura local de 

produto torcido se em cada ponto x E M existir uma vizinhança isométrica a um 

produto torcido. 

Definido a nova estrutura, trataremos de relacionar a geometria do produto tor

cido JVJ com a geometria da base B e da fibra F. :\este contexto, observaremos 
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que o coeficiente de torção I.{J desempenha papel fundamental. Decorrem de uma 

observação atenta da expressão da métrica de Jf, as seguintes propriedades: 

(1) TpJ1 = TpB 8 TPF é uma decomposição ortogonal; 

(2) as folhas de M, isto é, as subvariedades do tipo B x {f}, f E F são isométricas 

à variedade B; 

(3) as fibras de 1\11, isto é, as subvariedades do tipo {b} x F, b E B, são homotéticas 

à variedade F, com coeficiente 
1 

(4) as subvariedades do tipo {b} x F e B x {f} se interceptam ortogonalmente no 

ponto (b, f). 

::\o contexto acima chamaremos, respectivamente, de vetores horizontais e 

vetores verticais da variedade lvf em um ponto p = (b, f) os vetores de TpB e 

TpF, respectivamente. Os campos de vetores tangentes às variedades B e F dão 

origem a campos de vetores especiais em 1\II, denominados levantamento horizontal e 

levantamento vertical. Dados X E x(B) e Y E x(F), o levantamento horizontal 

de X a M é o campo X E x(M) definido por X := (X(b), O), em que p = (b, f). De 

maneira análoga, o levantamento vertical de Y a M é o campo Y := (0, Y(f)), 

onde p = (b, f). Denotaremos, respectivamente, por L(B) e L( F) os espaços dos 

levantamentos horizontais e verticais da variedade 1'vf. 

A partir de agora enunciaremos uma série de resultados, sem detalhes da de

monstração, e que forneceram informações topológicas sobre os produtos torcidos. 

As demonstrações destes resultados podem ser encontrados em [0'::\]. :\esta direção, 

o primeiro fato relevante concerne à completude do produto torcido, como veremos 

no próximo lema. Sua demonstração será omitida, mas poderá ser encontrada em 

[O'I\] (veja Lema 40). 

LEMA 1.5.1 Seja lvf = B x'P F um produto torcido com base B e fibra F. Então, l\!1 

é uma variedade riemanniana completa se, e somente se, as variedades B e F forem 

completas. 
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Como sabemos, a conexão de Levi-Civita de uma variedade é de fundamental 

importância para se obter informações de cunho geométrico da mesma. O que fare

mos agora é explicitar a correlação existente entre as conexões do produto torcido, 

da base e da fibra. Denotaremos, respectivamente, por V, v 3 e v F as conexões de 

Levi-Civita de AI= B x, B e F. A proposição seguinte, cuja prova encontra-se 

em [0'"\] (veja Proposição 35), explicitará de forma clara essa correlação. 

PROPOSIÇÃO 1.5.2 Seja l\11 = B x" F um produto torcido com base B e fibra F. 

Se X, Y E J:(B) e V, W E I:( F), então: 

(1) v xY = v~Y; 

(1) v xV = vvX = X(:p) V: 
y 

(3) vvW = v~lY- g(V, W) grad :p. 
:p 

l'ma conseqüência imediata da proposição anterior é que podemos obter infor

mações topológicas interessantes sobre as folhas e sobre as fibras de um produto 

torcido. Mais precisamente, temos o seguinte corolário. 

COROLÁRIO 1.5.3 Seja M = B x, F um produto torcido com base B e fibra F. 

Considerando as folhas e as fibras como subvariedades do produto torcido 11/I temos 

que: 

(1) as folhas B x {f} são subvariedades totalmente geodésicas em :VI; 

(2) as fibras {b} x F são subvariedades umbílicas de }vi, com segunda forma fun

damental dada por: 

, , g(V, w·) 
o 3 (v,~v)=- :p(b) (grad:p(b),O). 

Quando estudamos a geometria de uma imersão, sabemos que o tensor de cur

vatura desempenha papel fundamental. Por essa razão o próximo teorema é de 

fundamental importância, já que descreve a relação entre os tensores de curvatura 
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das variedades 1\!I = B x, F, B e F. Sua demonstração poderá ser encontrada em 

[O'N] (veja Proposição 42). 

TEOREMA 1. 5.4 Sejam R3 e RF os tensores de curvatura das ,·ariedades riemanni

anas B e F, respectivamente. Se R denota o tensor de curvatura do produto torcido 

JVI = B x 'P F, então R possui as seguintes propriedades: 

(1) R(X, Y)Z = R3 (X, Y)Z; 

(2) R(X, U)Y = Hess,(X, Y) U; 

'P 

(3) R(X, Y)V = R(V, W)X =O; 

--- g(V.H') 
(4) R(X,V)W = . Y'xgradcp; 

rp 

(5) R(V, W)U = RF(V, W)U- g(gradcp~gradcp) (V 1\ W)U; 
cp 

onde, X, Y, Z E x(B) eU, 1/, W E x(F). No item (2), Hesscp denota o tensor 

bilinear simétrico, conhecido por hessiano métrico de cp, dado por 

Hess 10 (X, Y) := X(Y(cp))- (v~Y)(cp), 

e no item (5) 

(V 1\ W)U := g(V, U)W- g(W, U)V. 

Quando a base do produto torcido é uma variedade unidimensional, a proposição 

anterior produz um corolário bastante útil. 

CoROLARIO 1.5.5 Considere o produto torcido Jvf = B x 10 F, em que a base B é 

uma variedade unidimensional. Então, para os campos unitários X E x(B) e U, V 

e W E x(F), temos: 

,,.,!! 
-~ y 

(1) K(X, ú) =--,em que K denota a curvatura seccional da variedade !VI; 
'P 
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(2) Kp(V, W)- K(V, W) = ( ;') 

2

, em que Kp denota a curvatura seccional da 

fibra F 

Demonstração. Observe que os itens (1) e (2) são, respectivamente, conseqüências 

imediatas dos ítens (2) e (5) do Teorema 1.5.4. De fato, sejam U, V, vV E L(F) 

e X E L(B) campos unitários ortogonais. Então, pelo item 2 do teorema anterior, 

teremos que 

K(X, U) = (R(X, [:)X, U) = Hess,(X, X) (U, U) = Hess"'(X, X) _ 

'P :;: 

Provando a primeira parte do corolário. Agora, pelo item 5 do mesmo teorema, 

teremos que 

(R(V, W)"V, W) = \RF(V, H·) v, w)- g(grad~~gradcp) ((V 1\ W)V, W). 
y 

Como os campos em questão são unitários e ortogonais teremos que 

((V 1\ W)V, W) =L 

Conseqüentemente, 

Provando a parte dois do corolário. o 

Em um produto torcido i'vf a curvatura seccional do plano gerado por um campo 

horizontal e por um campo vertical não depende deste último. É o que nos diz o 

próximo corolário. 

CoROLÁRIO 1.5.6 Seja J\11 = B x, F o produto torcido. Se X E x(B) eU E x(F) 

são campos unitários, então 

K(X,U) = Hesscp(X, X) 
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Demonstração. É uma conseqüência imediata do Teorema 1.5.4. De fato, pelo item 

(2) do referido teorema , teremos que 

K(X,U) (R(X, U)X, U) 
Hess,(X, X) lu. u) 

cp \ . 
Hess,(X, X) 
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CAPITULO 2 

HIPERSUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO 

DA ESFERA E VARIEDADE DE 

C001V10GENEIDADE Ul\1[ 

2.1 AÇÕES DE GRUPOS DE LIE 

:\esta seção faremos uma breve apresentação sobre resultados clássicos de grupos 

de Lie, assim como, introduziremos a notação usada no restante do trabalho. :\ão 

entraremos nos detalhes das demonstrações, porém, as referências Alekseevsky e 

Alekseevsky [AA] e ?vlostert [Mo] são auto-suficientes para as mesmas. 

A partir de agora, nossa atenção estará inteiramente voltada para ações de grupos 

de Lie sobre variedades diferenciáveis. Seja então G um grupo de Lie agindo sobre 

uma variedade diferenciável Aln. Uma ação diferenciável de G sobre à variedade 

Mn é uma aplicação 

f.l : c x NI --+ 1v1, 

(g, m) --+ 11(g, m) 

com as seguintes propriedades: 

(1) para todo g E G, a aplicação f.lg : !'vl --+ 1\!1 definida por f.l9 (m) = 11(g, m) é 

um difeomorfismo, e mais, /le é a aplicação identidade de :v!; 
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Quando existe uma ação diferenciável f1 de um grupo de Lie G sobre uma varie

dade diferenciável 1'4, dizemos que lv! é uma C-variedade. 

Afirmamos que uma ação diferenciável f1 é transitiva, quando dados p e q em 1\II 

existe g E G tal que fl(g,p) = q. Neste caso, dizemos que G age transitivamente 

sobre a variedade 1\11. 

Se apenas o elemento identidade do grupo G tem a propriedade de deixar todo 

ponto de 1'v1 fixo, o grupo G opera de forma efetiva sobre a variedade 1\11. Por 

um instante, a fim de definir alguns objetos, fixaremos um grupo de Lie G e uma 

variedade diferenciável AI, sobre a qual G age através da ação fl· Nessas condições, 

dado p E AI, o subconjunto 

G(p) = I:P := {q E AI; q = fl(g,p), g E G} 

é chamado órbita de G passando por p. O subgrupo de G dado por 

Gp = {g E G; fl(g,p) = p} 

será denominado subgrupo de isotropia de G em p. Quando os subgrupos de iso

tropia de G são todos triviais, diremos, nesse caso, que a ação f1 é livre. 

A órbita G(p) = I:P é uma órbita principal, quando o subgrupo de isotropia 

Gp é conjugado a um subgrupo de qualquer outro subgrupo de isotropia de G. Em 

particular, as órbitas principais são órbitas de dimensão máxima. 

Uma órbita G(p) = I:P que possui dimensão máxima, mas não é principal, será 

chamada órbita excepcional, caso contrário, isto é, se a órbita G(p) = I:P tem 

dimensão inferior à dimensão das órbitas principais, será chamada de órbita sin

gular. :"'o contexto em que estamos situados, um ponto p E J\1 é chamado regular 

se a órbita G(p) = I:P é uma órbita principal, caso contrário, dizemos que o ponto p 

é singular. O subconjunto de M formado pelos pontos regulares de M, denotado 

por 1Vreg, será chamado parte regular de 1VI. 

Convém observar que se x e y pertencem a JVI, as órbitas de G passando por x e 

y são subconjuntos disjuntos ou coincidem, isto é, G(x) .iG(y) = 0 ou G(x) = G(y). 
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Desta forma, a variedade l\!I fica particionada pelas órbitas de G. O conjunto cujos 

elementos são as órbitas de C, denotado por M(G, isto é, 

lvi/C= {C(p); p E J;I} 

será chamado de espaço de órbita do grupo G. 

Denotaremos por " a projeção natural de 1\!I sobre o espaço de órbitas do grupo 

C, isto é, 
7T: :vi ---t M/G. 

P r--+ G(p) 

A topologia considerada sobre o espaço de órbita M/G é a topologia quociente, ou 

seja, A c M/G é um conjunto aberto em M/G se, e somente se, (A) é um 

conjunto aberto em AI. Observe que nessa topologia a projeção Tt é urna aplicação 

contínua e aberta. 

Dado um subconjunto N C M, indicaremos por G (N) a união das órbitas de C 

passando por N, isto é, 

G(N)={qEl'vf: q=p(g,p), VgEGeVpEN}. 

1Jm subconjunto N é chamado C-invariante se G (N) c ]\i. Dados dois subconjun

tos N1 e N2 C-invariantes, uma aplicação f : :V, ----+ N2 é chamada C-equivariante 

se f (p(g, x)) = f.1 (g, f(x)), quaisquer que sejam g E G ex E N 1. 

A seguir enunciaremos um resultado bastante conhecido na literatura, envolvendo 

quocientes de grupos de Lie, de grande relevância aos nossos interesses. 

TEOREMA 2.1.1 Sejam Mn uma variedade diferenciável e C um grupo de Lie. Se 

o grupo C atua transitiFamente sobre a variedade NI, então a aplicação 

\fi: C/Cr ---t M, 

gCr r--+ ifJ(gGp) := f.l(g,p) 

é um difeomorfismo, em que p E AI é um ponto flxo, porém arbitrário, e CP é o 

subgrupo de isotropia de G em p. 
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OBSERVAÇÃO 2.1.1 Uma conseqüência imediata do teorema anterior é a seguinte: 

para cada p E M, a órbita C(p) é difeomorfa ao quociente C /C v, pois a restrição de 

uma ação a uma órbita é sempre transitiva. 

Dada uma variedade riemanniana J\!In, restringiremos nossa atenção ao caso par

ticular da ação de subgrupos C do grupo de isometria de J{ ou seja, C C Iso(M). 

O próximo resultado de cunho estritamente topológico, cuja demonstração pode ser 

encontrado em [KI\], desperta nosso interesse. 

TEOREMA 2.1.2 Seja H= Iso(1\1) um subgrupo do grupo de isometria da variedade 

riemanniana ]yfn. Então, 

(1) o grupo H munido da topologia compacto-aberta é um grupo de Lie; 

(2) se AI é uma variedade compacta, H é um grupo de Lie compacto. 

Dado um subgrupo C conexo de Iso(M), existe uma ação natural do grupo C 

sobre a variedade 1\/I, a saber: 

f.L: CxM ---+ M 

(g, p) 1---7 g(p). 

Convém observar que a ação acima já nasce como uma ação efetiva e, além disso, 

as órbitas C(p), p E M, são subvariedades compactas e conexas da variedade ;vi. 

A partir desse momento nos restringiremos as ações deste tipo, e todos resultados 

sobre ações de grupos de Lie serão considerados neste caso particular. 

Dado x E M, uma subvariedade S de AI é denominada uma fatia em x se existe 

uma vizinhança C-invariante U de x e uma retração equivariante r: U--+ C(x) de 

tal forma que S = r- 1 (x). O aberto C (S), denotado por r, é usualmente chamado 

de tubo C-invariante em torno da órbita C(x). 

Seja C um grupo de Lie agindo sobre a variedade riemanniana J\!I. Se q é um 

ponto da órbita I:v := C(p), não é difícil verificar que os subgrupos de isotropia 

de p e de q são subgrupos conjugados de C, mais precisamente, CP.= g- 1Cqg, 

para algum g E C. Cm representante qualquer deste subgrupo é conhecido como o 
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tipo de isotropia da órbita. Quando a órbita Gp é principaL o representante do 

respectivo subgrupo é chamado tipo de isotropia principal da órbita G(p). 

A proposição seguinte é bastante útil, pois permite obter informações sobre os 

subgrupos de isotropia de pontos que estão relativamente próximos em J\!J. 

PROPOSIÇÃO 2.1.3 Sejam I\lr uma •;ariedade riemanniana e G um subgrupo com

pacto e conexo de Iso(1\!I). Se S é uma fatia em p E Af, então 

onde q := g(s) E G(s). Em particular, se q E S, então Gp = g- 1Gqg. 

OBSERVAÇÃO 2.1.2 A proposição acima nos diz que a tendência da dimensão dos 

subgrupos de isoiropia é decrescer numa Fizinhança de p, a saber, no tubo deter

minado por uma fatia em p. Ao mesmo tempo, de acordo com a obserFação 2.1.1, 

nesse tubo a dimensão das órbitas tendem a crescer quando nos afastamos da órbita 

G(p). 

OBSERVAÇÃO 2.1.3 Seja p E 1\1[ um ponto regular e S, uma fatia em um ponto 

p. Então, a Proposição 2.1.3 estabelece que os subgrupos de isotropia permanecem 

constantes ao longo da órbita I:P. 

Seja G c Iso(M) um subgrupo compacto e conexo, agindo sobre a variedade 

M. O próximo teorema garante que a grande maioria das órbitas deste grupo são 

principais. 

TEOREMA 2 .1.4 Sejam J\lln uma variedade riemanianna e G um subgrupo compacto 

e conexo de Iso( JVI). Então, a parte regular da Fariedade JVJ é um subconjunto aberto, 

conexo e denso em !\![. 

As órbitas principais de um grupo G exerce papel fundamental no estudo das 

C-variedades. A próxima proposição dará uma contribuição nesta direção. 
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PROPOSIÇÃO 2.1.5 Sejam Mn uma variedade riemanianna e C um subgrupo com

pacto e conexo de Iso(J1). Se C(p) =~Pé uma órbita principal de C e r= C(S) é 

o tubo detenninado pela fatia S em torno da órbita ~P• então a aplicação 

"': ~v x s --+ r 
(g(p), s) --+ <;!:> (g(p), s) = g(s) 

é um difeomorfismo. Em particular, se M é orientável, ~P também é orientável. 

Se C c Iso(J\1) é um subgrupo compacto e conexo, existe uma relação importante 

entre as órbitas principais do grupo C. Diante disso, finalizamos a seção com o 

corolário abaixo que explicita de forma clara essa relação. 

CoROLÁRIO 2.1.6 Seja l\!In uma C-variedade. Se o subgrupo G C Iso(M) é com

pacto e conexo, as órbitas principais de C são difeomorfas entre si. 

2.2 AÇÕES DE COOMOGENEIDADE 1 

:--Jesta seção estaremos interessados em estudar ações de coomogeneidade 1. Ao 

longo da mesma, apresentaremos as definições necessárias ao desenvolvimento de 

nosso trabalho, assim como, enunciaremos alguns resultados importantes, sob o 

ponto de vista topológico, para nossos objetivos. As referências para esta seção são 

Mostert [Mo], Allekseevsky e Allekseevsky [AA]. 

Seja C um subgrupo compacto e conexo de Iso(JI;I) agindo sobre a variedade 

riemanniana 1v1 segundo uma ação diferenciável fixa /L· Quando o grupo C possui 

órbitas principais de codimensão k, dizemos que lv! é uma C-variedade de coo

mogeneidade k. Em nosso trabalho, vamos nos deter para o caso particular no 

qual a codimensão da órbita é 1, ou seja, nas C-variedades de coomogeneidade 1. 

t:ma maneira natural de construir exemplos de variedades de coomogeneidade 1 

pode ser descrita da seguinte forma: dada uma variedade homogênea Hk considere 

variedades do tipo A!n := :Y x Hk, onde N é uma variedade l-dimensional. Neste 

caso o grupo C em questão é da forma 1 x Iso(H). Vejamos alguns exemplos. 
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EXEMPLO 2.2.1 Se A1n e C são como abaixo, observa-se facilmente que J'vf é uma 

C-variedades de coomogeneidade 1. 

(1) :vr := lR X sn-1' onde c= 1 X SO(n); 

(2) Mn :=51 X sn- 1
' onde c= 50(2) X SO(n): 

(3) Mn :=(O, r.) X sn-l, onde c= 1 X SO(n). 

Se Mn é uma C-variedade de coomogeneidade 1, o espaço de órbitas íl := M/C 

é um espaço topológico unidimensional, cuja classificação topológica é dada pelo 

teorema a seguir (veja [:'vio], Teoremas 1 e 4). 

TEOREMA 2.2.2 Seja Mn uma C-variedade de coomogeneidade 1, C compacto. 

Então, o espaço de órbitas íl := 1\IJ/G é homeomorfo a um dos seguintes espaços: 

(1) o círculo 5 1
; 

(2) o intervalo aberto (0, 1); 

(3) o intervalo semi-aberto [0, 1); 

(4) o intervalo fechado [0, 1]. 

Mais ainda, nos itens (1) e (2) apenas há órbitas principais, isto é, M = Mreg· 

No item (3), existe apenas uma órbita que não é principal, ou seja, excepcional ou 

singular, a saber: r.- 1(0). No item (4), há duas órbitas que não são principais, a 

saber: r.- 1(0) e r.- 1 (1). 

Outro resultado bastante interessante do ponto de vista topológico é dado pelo 

teorema a seguir que encontra-se em [Mo] (veja Teorema 4). 

TEOREMA 2.2.3 Seja 1\lfn uma C-variedade de coomogeneidade 1. Se M = A1reg: 

então 1\1[ é homeomorfa ao produto Lp x AI/C, onde Lp é uma órbita principal 

fixada. 
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Descreveremos agora o comportamento da ação de um grupo C sobre as órbitas 

singulares. I\ esta direção, temos o próximo teorema, cuja demonstração encontra-se 

em [:Vlo] (veja Teorema 2). 

TEOREMA 2.2.4 Sejam 1\Jn uma C-variedade de coomogeneidade 1 e q E !VI um 

ponto singular. Se p E !VI é um ponto regular, então Cq/Cp é difeomorfa a uma 

esfera sm, para algum m >o. 

A seguir, explicitaremos um resultado bastante interessante, obtido pela combi

nação de informações do Teorema 2.2.4 com o Teorema 7.4 de [St]. 

TEOREMA 2. 2. 5 Seja Ivrn uma C-variedade de coomogeneidade 1. Se E é uma 

órbita singular com tipo de isotropia !C e Lp é uma órbita principal com tipo de 

isotropia 1-/., então 

7f: ~P --+ E 

g 1-/. ,__... g !C 

é uma fibração localmente triFial com fibra típica difeomorfa ao quociente !C/1-1.. Em 

particular, se E é excepcional, I:P é um recobrimento finito de E. 

O próximo resultado, também devido a P. Mostert(veja [Mo]), indica uma dife

rença básica entre uma órbita principal e uma órbita excepcionaL caso esta última 

exista, numa variedade orientável e de C coomogeneidade 1. 

TEOREMA 2.2.6 Seja 211 uma Fariedade riemanniana orientáFel de C coomogenei

dade 1. Então, toda órbita excepcional de C é não-orientáFel. 

A seção será finalizada com o conceito de geodésica normal em uma C-variedade 

de coomogeneidade 1. Registraremos também, algumas propriedades inerentes a tal 

conceito que serão utilizados em nosso trabalho. 

SejaM uma C-variedade de coomogeneidade 1. Uma geodésica A/: (a, b) c---+ M 

parametrizado pelo comprimento de arco é chamada uma geodésica normaL se o 

vetor í'(t) é ortogonal à órbita I:7 (t) no ponto 1(t), para todo t E (a, b). A seguir, 

explicitaremos uma maneira de construir geodésicas normais em uma C-variedade 
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de coomogeneidade 1. Dado p E :11Ire9 , seja V E (Tp'E-p)"" um vetor unitário. Então, 

dado E > O suficientemente pequeno, a aplicação 

' (-E, E) --7 J1;f 

t ---+ 'i(t) = exp (tV) 

é uma geodésica normal. Convém observar que E pode ser escolhido de tal forma 

que S ='f( -E, E) determina uma fatia em p ='!(O). l'\ote que na construção acima, 

se JV! é uma variedade completa, a geodésica normal assim construída está definida 

em toda a reta IR, toca toda órbita de G e, portanto, !'VI = G ('!(IR)). 

As geodésicas normais possuem algumas propriedades interessantes. A seção 

será finalizada com um teorema que explícita algumas destas propriedades. 

TEOREMA 2.2.7 Seja Jyfn uma C-variedade de coomogeneidade 1. Dada uma geo

désica normal 'f : (a, b) --7 :v!, valem as seguintes propriedades: 

(1) dado g E G, '(g := g o 'f é uma geodésica normal; 

(2) se p = ?(0) E Mreg, existe E > O de tal forma que S := 'f( -E, E) é uma fatia 

emp; 

(3) se S :='f( -E, E) é uma fatia em p E Mreg, então: 

(a) G-;(t) = Gp, isto é, os subgrupos de isotropia G-;(t), t E (-E, E), são 

constantes ao longo da geodésica '!( t); 

(b) a aplicação 

éf>: (-E,E)XLp --7 r 
(t,g(p)) f---7 <I>(t,g(p)) = g(!(t)) 

é um difeomorfismo, no qual r = G ( S). 

(c) seja y = g('r(t)), com tE (-E,E). Portanto, fica bem definido o campo 

normal 77 E x(r) dado por 

77(y) = dg,(tk/(t)). 
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O campo acima é unitário e sua restrição à cada órbita principal contida 

em r é ortogonal à essa órbita; 

( 4) Se lvf é completa, então a extensão de~; a reta l!t é uma geodésica normal cuja 

imagem toca toda órbita de C e, logo, M = C ( ~;(l!t)) . 

2.3 HIPERSUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO 
E SUBESPAÇOS INVARIANTES 

Usaremos esta seção para introduzir a definição de hipersuperfície de revolução, 

assim como, dar exemplos e paralelamente apresentar alguns resultados sobre subes

paços C-invariantes que serão de grande valia aos nossos objetivos. Vale salientar 

que a definição de hipersuperfície de revolução usada neste trabalho é a dada em 

Dajczer [Da]. 

Iniciaremos esta seção com tal conceito e logo a seguir apresentaremos algu

mas propriedades básicas relacionadas com subespaços C-invariantes. Dado um 

subespaço vetorial I1 C J!tn+Z, usaremos a notação SOn para indicar o subgrupo de 

SO(n + 2) c Iso (sn+l) que fixa pontualmente o subespaço IT, isto é, 

SOn := {g E SO(n + 2); g(p) = p V p E IT}. 

Uma imersão isométrica f : Jvr --t sn+~ de uma variedade riemanniana i\In 

conexa na esfera euclidiana ( n+ 1 )-dimensional é denominada uma hipersuperfície 

de revolução, se existir um subespaço 2-dimensional II c J!tn+Z de tal forma que 

J(:'1,1) é invariante pelo subgrupo SOn. 

A seguir daremos alguns exemplos de hipersuperfícies de revolução na esfera 

sn-+-1. 
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EXEMPLO 2.3.1 Inicialmente suponha que S 2 é uma esfera 2-dimensional totalmen

te geodésica da esfera sn-1. :\estas condições, sabemos que existe um subespaço 

3-dimensional em JRn+Z, digamos 

tal que 

Considerando uma curva "! parametrizada pelo comprimento de arco em S 2 dada 

por 

:· IclR-+ S2 

8 f-7 b1(s),O, ... Ü,"fn+1(s),"!n+2(s)). 

onde ~! 1 ) (s) > O, s E I, e I é um intervalo aberto, definiremos a seguinte aplicação 

f : I X sn-1 -+ sn+1 

(s,X) 

:'\ão é difícil verificar que se consideramos o produto I x sn-1 munido com a métrica 

g := ds 2 + ífdS2
, onde ds2 e dS2 são as métricas canônicas, respectivamente, das 

variedades JR e sn-1, então f é uma imersão isométrica do prodUtO torcido (Yeja a 

seçao 1.5) I x~, sn-1, a qual é completa e não-compacta, se I= JR. 

Por outro lado, considerando o subgrupo G dado por 

G := {g E Iso(JRn+2
): g = , A E SO(n)}, (;,I t: ) 

onde 0 1 e Oz são matrizes nulas, de acordo com o exemplo 2.2.1. temos que Ix 7 , sn-1 

é uma (1 x SO(n))-variedade de coomogeneidade L Logo, 

f: I x7, sn-1 -+ sn+1 

(s,X) >--+ (';r(s)X,'fn+1(s),!nds)) 

é uma hipersuperfície de G coomogeneidade 1, e valem as seguintes propriedades: 

32 



(i) G = SO,., em que 7T := span{en-;-l,en~d; 

(ii) a imagem de f é G-ivariante. 

Donde concluímos que a imersão f é uma hipersuperfície de revolução. 

Exploraremos um pouco mais a construção anterior para explicitar alguns exem

plos particulares. 

EXEMPLO 2.3.2 Considere dois números reais a e b tais que a2 + b2 = 1. :\a cons

trução anterior, tome ! 1 (s) = b >O, -;n-;-1(s) =acosse -;n-;-2(s) = asens. Dessa 

forma, a imersão isométrica 

f : Jit xb sn-1 ---+ sn+l 

(s,X) f-+ (bX,acoss,asens) 

é uma hipersuperfície de coomogeneidade 1 e, pelo exemplo anterior, f é uma hi

persuperfície de revolução. Note que f(!R xb sn-l) = sn-l(b) X 5 1(a). 

EXEMPLO 2.3.3 Se tomarmos 11 (s) = coss, ln+l(s) = sens e /n-;-2 (s) _ O, a 

imersão isométrica 

f : ( 7r 7T) X sn-l , 5n~ 1 -2,2 coss ----r 

(s,X) ( cos s X, sens, O) 

é uma hipersuperfície de coomogeneidade 1. Portanto, pelo que observamos ante

riormente f é uma hipersuperfície (totalmente geodésica) de revolução. )lote que 

f((-;;-/2, ;;-/2) Xcoss sn-l) = sn- {N, 5}, onde N = (0, ... 'o, -1, O) e s = -N. 

Dado um subgrupo G de SO(m), denotaremos o subconjunto no qual cada ele

mento é fixado por qualquer elemento do subgrupo G, por Fix G. Ivlais precisamente, 

FixG = {x E Jitm; g(x) = x, \f g E G}. 

Em seguida provaremos algumas propriedades básicas, no que diz respeito à 

invariância de subespaços TI C Jitm, por subgrupos G C SO(m) fechado e conexo, 

que serão usadas no decorrer de nosso trabalho. 
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LEMA 2.3.4 Seja TI um subespaço de !f!.m tal que TI C Fix G. Então, valem as 

seguintes propriedades: 

(1) o subespaço TI~ é C-invariante, isto é, C (TI-'-) c TI-'-. 

(2) os subespaços afins paralelos a TI-'- são C-invariantes, isto é, os subespaços da 

forma TI = p + TI-'-, com p E JRm . 

Demonstração. Sendo TI um subespaço de JR;_m teremos a seguinte decomposição: 

JRm = TI EB TI J.._ Supondo que a dimensão do subespaço TI é k, escolha uma base 

ortonormal {ei> ... , ek, ek+l, ... ,em} para o espaço lRm com a seguinte propriedade: os 

k primeiros vetores constituem uma base para o subespaço TI e os ( m- k) vetores 

restantes formam uma base para o subespaço . Feita essa escolha, seja j fixo, 

porém arbitrário, com j E [k+ L m]. !'\essas condições, usando o fato que g(e;) = ei, 

i= 1, ... , k, teremos a igualdade 

(e;, g(ej)) = (g(e;), g(ej)) = (e;, ej) = O 1::; i::; k, "' g E C. 

Pela arbitrariedade de número j, decorre da igualdade anterior a seguinte infor

mação: 

g( eJ) E TI-'-, "' g E C e k + 1 ::; j ::; m. 

Logo, o subespaço TI .L é C-invariante como queríamos mostrar. 

Passaremos agora a prova da segunda parte do lema. Pela decomposição do 

espaço euclidiano !f!.m, segue-se que dado p E !f!.m existem ;r E TI e ;rJ. E TI J. de tal 

maneira que p é escrito de maneira única da forma p = ;r+ . Dessa forma, vale a 

seguinte identidade: 

TI= p +TI .L= ;r+ TI.L. 

Assim, dado g E C teremos a seguinte igualdade: 

g(TI) = g(;r +TI-'-)= ;r+ TI .L= TI. 

Donde, pela arbitrariedade de g, concluímos que TI também é C-invariante. o 

34 



Dado um subespaço TI do espaço euclidiano, se os subespaços afins paralelos a 

este subespaço são C-invariantes, esta propriedade é transferida ao subespaço TI. 

Este é o conteúdo do próximo lema. 

LEMA 2.3.5 Seja TI um subespaço de R_m. Se os subespaço afins paralelos a TI são 

C-invariantes, então o subespaço TI também é C-invariante. 

Demonstração. Dado p E Rm, considere o subespaço afim TI := p + TI paralelo a 

TI. :\estas condições, para cada 'iT E TI teremos que 'iT + p E TI. Por outro lado, 

a invariãncia de TI garante que para cada g E C, existe 1T E TI de tal forma que 

g(" + p) = T.. Como 1T E TI, existe 7T1 E TI de tal forma que 1T = 7T1 + p. Portanto, 

"1 + p = 1T = g('iT + p) = g(7i) + g(p), v g E C. (2.1) 

A invariância de TI juntamente com o fato de p E TI garantem que para cada ele

mento g E G, existe 1T2 E TI com a seguinte propriedade: g(p) = p + 7T2 • Subs

tituindo a última igualdade na identidade 2.1 obteremos a seguinte informação: 

g(Tt) = Tt1 - 1i2 E TI. A arbitrariedade de g juntamente com a informação anterior 

implicam que TI é C-invariante. o 

No restante do trabalho, salve menção contrária, C denotará um subgrupo com

pacto e conexo do grupo Iso(Sn+l). l'\esse momento, convém definir um termo que 

aparecerá na próxima proposição e que será usado com freqüência em todo texto. 

A expressão dim denotará a dimensão do objeto em questão. I\ o que diz respeito as 

subvariedades umbílicas da esfera sn+l' a próxima proposição fornece informações 

sobre à ação do subgrupo Õ nos subespaços de R_n+2 que determinam essas subva

riedades. Essas informações serão muito útil no contexto de nosso trabalho. 

PROPOS!Ç.Ã.O 2.3.6 Seja SI = s~-l c sn+l, com c > 1. Se o subgrupo õ age 

transitivamente sobre SI e TI denota o n-plano de R_n+ 2 tal que SI = TI n sn+l, valem 

as seguintes propriedades: 

(1) se TI é o subespaço vetorial n-dimensional de R_n+ 2 paralelo a TI, então TI e TI 

são C-invariantes; 
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(2) supondo que a subvariedade ri não é totalmente geodésica e denotando por 

TI_;_ o subespaço bidimensional ortogonal a TI, teremos que Fix G =TI-L 

Demonstração. Para provarmos a primeira parte, observe que para todo g E G, 

mle a seguinte identidade: 

Analisando a identidade anterior concluiremos que: 

g(TI) = TI v g E G, 

ou seja, o n-plano TI é C-invariante. A invariância do subespaço TI é garantida pelo 

lema anterior. 

Provaremos agora a segunda parte. Dado um ponto p E li fixo, considere o 

seguinte subconjunto de TI : 

TI = span { 1r E TI: 1r + p E li}. 

Afirmamos que o subespaço TI coincide com TI. De fato, suponha que não, isto é, 

existe 7r E TI com a seguinte propriedade: span{1r + p} n D = 0. !'\estas condições, 

teremos os seguintes fatos: 

• dim TI ::; dim TI - 1 = n - 1; 

• n c span {P +TI} n sn+l 

Interpretando devidamente estes fatos, obteremos a seguinte desigualdade: 

n - 1 = dim n ::; dim ( span { P + TI}) n sn+l ::; n - 2, 

que nos dá uma contradição. Dessa forma, o subespaço TI coincide com TI como 

havíamos afirmado. 

Agora iremos mostrar que Fix G c TI-'-. Para isto, escolha 7r E TI com a seguinte 

condição: p + 7r E li. Lsando o fato do subgrupo G agir transitivamente sobre a 
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subvariedade D, existe um elemento g E Õ de tal forma que g(p +r:) = p. Por outro 

lado, dado x E FixG, para tal elemento g mencionado anteriormente, vale a seguinte 

igualdade: 

(x, r.) = (x, p +r:- g(p + 11)) = (g(x), g(p + 11))- (x, g(p +r:)) = O. 

Seja r: E TI com a seguinte propriedade p + r: E D. Decorre da igualdade anterior 

que se x E Fix G, então x é ortogonal a r:. Corno o subespaço TI é gerado por tais 

elementos, teremos necessariamente que x E IIc_. Portanto, pela arbitrariedade de 

x, concluímos que Fix Õ c TI c_. 

Provaremos agora a outra inclusão, isto é, FixG ::; IIj_. Corno D é urna sub

variedade umbílica de sn+!, e por assim ser, é urna esfera, concluiremos, pelo fato 

do subgrupo G agir transitivamente sobre à subvariedade rl, que o centro q desta 

subvariedade pertence ao fixo do subgrupo G. Agora, por hipótese, a subvariedade 

f2 não é totalmente geodésica e, dessa forma, o centro q é diferente do vetor nulo, 

isto é, q I= O. Diante deste fato, escolha um vetor v E JR.n+ 2 de tal maneira que os 

vetores v e q sejam ortogonais e TI c_ := span {q, v}. Observe que os geradores do 

subespaço TI j_ satisfazem à seguinte propriedade: 

(g(v),q) = (g(v),g(q)) = (v,q) =O, 'i g E G. 

Conseqüentemente, o vetor g( v) satisfaz à seguinte condição: 

g(v) =±v V g E C. 
- -

Por outro lado, corno a aplicação identidade I E G e o subgrupo G é conexo teremos 

necessariamente que: 

g(v)=v, 'i gEG. 

Portanto, os geradores do subespaço IIc_ são fixados pelo grupo Õ e, por assim ser, 

concluímos que FixG::; IIc_. Finalizando a prova da proposição. [J 

Apesar de ser urna conseqüência direta da proposição anterior, o próximo co

rolário fornece informações muito úteis sob o ponto de vista de nosso trabalho. 
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COROLÁRIO 2.3.7 Sejam 5J(ci), Sz(cz) c 5n+l duas esferas (n -l)-dimensionais 

tais que as curvaturas c1 e c2 dessas esferas são maiores que 1. Sejam II1 e IT2 os 

respectivos n-planos de R_n+z no qual 5 1 (c1 ) = II1 n 5n+l e 52(c2) = II2 n 5n+1. Se 

o grupo G age transitivamente sobre essas esferas, então: 

(1) os n-planos rr, e rr2 serão paralelos; 

(2) Fíx G é o subespaço bídimensíonal ortogonal a II1 e II2 . 

Demonstração. Sejam q1 e q2 os respectivos centros das esferas 51 e 52 . Se os centros 

q1 e q2 coincidem, nada temos a demonstrar. Suponha então que os centros q1 e q2 

são distintos. Como c1 , c2 > L as esferas 5 1(c1) e 52(c2) não serão subvariedades 

totalmente geodésica da esfera 5n' 1
. Portanto, pela Proposição 2.3.6, obteremos a 

seguinte identidade: 

rrt = FixÕ = rr~. 

Dessa identidade segue imediatamente a conclusão do corolário. o 

2.4 NÚMERO TIPO E PRODUTO TORCIDO 

Esta seção, excluindo o último teorema, será completamente baseada na re

ferência [Se] (mais precisamente, capítulo IV, seção 4.1). ~osso principal objetivo é 

apresentar alguns resultados que fornecerão informações importantes sobre imersões 

de produtos torcidos em variedade de curvatura constante. 

Iniciaremos a seção com um lema que explicita condições sobre o número tipo 

de imersões de produtos torcidos em variedades de curvatura constante. Este lema 

desempenha papel relevante no estudo das hipersuperfície de G coomogeneidade 1 

e, de fato, generaliza um resultado obtido por Podestà-Spiro (veja [PS]) que trata 

de imersões de produtos torcidos do tipo I x"' Fn-l(c) no espaço euclidiano, onde 

I c R, cuja demonstração devido a Seixas, encontra-se em [Se], Lema 4.14. 
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Consideraremos o produto torcido ]'vfn = B' x'P F'(c), com r < s, em que B 

é uma variedades r-dimensional e F é uma variedade s-dimensional com curvatura 

constante c. Nessas condições, teremos o seguinte lema: 

LEMA 2.4.1 Seja f : J'vfn ---+ JVn-rl (c) uma imersão isométrica do produto torcido 

l'vfn = B' x 9 F' (c) em uma variedade ( n + 1 )-dimensional N de curvatura constante 

c. Então, o número tipo da imersão f satisfaz uma das seguintes desigualdades: 

rf(p)::; r ou rf(p):?:: s, onde p =(a, b) E AI. 

:\o caso da fibra F do produto torcido l'vfn = B' x 9 F 5 ser uma variedade 

qualquer, o próximo corolário, também devido a Seixas (veja [Se], Corolário 4.15) é 

uma conseqüência direta da observação atenta à demonstração do lema anterior. 

CoROLÁRIO 2.4.2 Seja f : A1n ---+ Nn+l(c) uma imersão isométrica do produto 

torcido 1\![n = Br x 9 F' na variedade Nn~ 1 (c) de curvatura constante c, em que a 

fibra F é uma variedade qualquer. Dado p = (a, b) E M, se A denota o operador de 

Weingarten desta imersão, teremos as seguintes afirmações: 

(a) se rf(p) >r, então A(TpB) C TpB; 

(b) se rf(p) =r+ 1, então A(TpB) =O; 

(c) se s >r+ 1 e F tem curvatura constante, então rf(p) f= r+ 1. 

!\'o caso da base B do produto torcido Ivfn = Br x" F' ser um intervalo da reta, 

os Corolários 2.4.3 e 2.4.4 são, respectivamente, uma simples adaptação aos nossos 

interesses do Lema 2.3.4 e do Corolário 2.4.2 ao caso em questão, isto é, ao produto 

torcido j\!fn = I x, Fn- ', onde I é um intervalo da reta. 

COROLÁRIO 2.4.3 Seja f : A1n ---+ Nn~ 1 (c) uma imersão isométrica do produto 

torcido 1\In = I x, Fn- 1(c) em uma variedade (n + l)-dimensional N de curva

tura constante c, onde a fibra F é uma variedade de curvatura constante c. Seja 

p = (t, b) E J1, então o número tipo da imersão f satisfaz as seguintes desigualda

des: ou Tf(p)::; 1 ou Tf(p):?:: n-1. 

39 



COROLÁRIO 2.4.4 Seja f : lvfn --+ Nn+1(c) uma imersão isométrica do produto 

torcido J'vfn = I x, pn-I, onde a fibra F é uma variedade (n- 1)-dimensiona! 

qualquer. Dado p = (t, b) E M, se 71 E x.(J!I) é o lel!antamento horizontal do 

referencial canônico z, do interFalo I e A. é o operador de 1Veingarten da imersão r 
valem as seguintes afirmações: 

(a) se rf(p) 2': 2, A.(ry) = f17J, onde 11 E JR; 

(b) se rf(p) = 2, então A.(ry) =O; 

(c) se n > 4 e F tem curvatura constante, então rf(p) f 2. 

A seção será finalizada com um teorema que permite conhecer o comportamento 

do número tipo de uma imersão ao longo de uma órbita, conhecendo-se o número 

tipo da imersão em um ponto da órbita. Sua demonstração encontra-se na referência 

[AM::"íj para o caso particular 11(+1 
= JRn.;..I. Em [Ca], o autor chama atenção para o 

fato do teorema continuar verdadeiro para o caso geral, isto é, quando At~'-;-
1 

é uma 

variedade qualquer de curvatura constante. A seguir daremos uma prova diferente 

deste teorema, para o caso geral, usando técnica abordada em [Ry]. 

TEOREMA 2.4.5 Seja f : Iv1n --+ J'v.[~+l, n 2': 2, uma imersão isométrica, na qual 

1\![ é uma C-variedade de coomogeneidade 1 e M é uma Fariedade de curvatura 

constante c. Então, se p E 1\llreg teremos as seguintes afirmações: 

(1) se r f(p) 2': 2, então r é constante ao longo da órbita Lp: 

(2) se r f(p) ::; 1, então r f(q) ::; 1, V q E I:P. 

Demonstração. Inicialmente, dado p E M, consideraremos o seguinte subconjunto 

de Tpi'vf 

onde R denota o operador de curvatura da variedade J\1[. Por outro lado, para 

cada q pertencente à órbita L:P, existe um elemento g E G tal que g(p) = q e 

g* : TpA1 ----+ T9 1vf é um isomorfismo. :\'ote que pelo fato de g. ser isomorfismo. 
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dado Y E TqJ'\!I existe Y E Tpc'\!I de tal sorte que g,Y = Y. Dessa forma, dado 

X E T0 (p) e Y E Tql\:1, teremos a seguinte identidade: 

R (g,X, Y) - R (g,X g,Y) 

g,R (X Y) 

- c (g,X !\ g,Y) 

= c (g,X !\ Y) . 

C ma rápida análise da identidade anterior produz a seguinte informação sobre o 

vetor g,X 

ou seJa, g,(To(P)) Ç T0 (q). Agora, pelo fato de g, ser um isomorfismo, teremos 

necessariamente a seguinte desigualdade: 

dimT0 (p):SdimT0 (q), 'i qEL:p. (2.2) 

Por outro lado, se q E I:P existe um elemento h E G de tal forma que h(q) = p e 

h, : Tqi'vl --+ Tp1YI é um isomorfismo. Assim, por simetria de raciocínio , obteremos 

a seguinte desigualdade: 

(2.3) 

Dessa forma, as informações produzidas pelas identidades 2.2 e 2.3 implicam que 

dimT0 (q) = dimT0 (p), 'i q E I:p. 

Lembrando que o número tipo satisfaz à condição T f(p) 2: 2, concluímos, pela 

Proposição 1.3.4, que ker A~(p) = T 0 (p). Desse modo, uma combinação das últimas 

identidades garantem que 

dimker A~(p) = dimT0 (p) = dimT0 (q), 'i q E Lp. (2.4) 

Decorre imediatamente da definição do conjunto T0 (q) a seguinte inclusão: 

ker Aç(q) Ç T 0 (q), 'i q E Lp. 
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Essa inclusão implica imediatamente na seguinte desigualdade: 

(2.5) 

Como o número tipo satisfaz à condição T f(p) ;:: 2, teremos necessariamente que 

dim ker A((P) :-:; n - 2. Portanto, essa informação juntamente com as identidades 

(2.4) e (2.5) produzem a seguinte desigualdade: 

dim ker Aç(q) :-:; n - 2, V q E EP . 

Observe que a desigualdade anterior produz a seguinte desigualdade: 

Conseqüentemente, fica provado a primeira parte do teorema. 

Mostraremos agora a segunda parte do teorema. Se p E Nireg é tal que T f (p) :-:; 1, 

afirmamos que dim T0 (p) = n. De fato, esta condição sobre o número tipo implica 

necessariamente que dim ker A((p) ;:: n- 1. Assim, dim ker A((p) poderá assumir dois 

valores, a saber: dimker A((p) = n- 1 ou dimker A((p) = n. Suponha que ocorra a 

primeira possibilidade, isto é, dim ker A((p) = n - 1. I\ estas condições, escolhamos 

uma base { e1 , •.. , en-l, en} do espaço tangente TpJ'vi de maneira que os primeiros 

(n- 1) vetores dessa base constitui uma base para o subespaço ker A((p)· Portanto, 

pela equação de Gauss da imersão f, teremos a seguinte identidade: 

Por outro lado, como Aç(p)eni\Aç(p)en = O por definição, a igualdade anterior também 

vale para o índice i = n, ou seja, 

Como conseqüência imediata da última igualdade teremos que o vetor en E T 0 (p). 

Dessa forma, neste caso, teremos dim T0 (p) = n como havíamos afirmado. Supondo 

que ocorra a outra possibilidade. isto é, dimker Aç(p) = n. :\este caso, teremos 

trivialmente que dim To(P) = n. 
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Em resumo, juntando as informações obtidas até o momento, concluiremos que 

dado p E Mreg com T/(p) :S 1, teremos que 

dimT0 (q) = dimT0 (p) = n, V q E Lp. 

:\essas condições, dado q E Lp afirmamos que a dimensão do subespaço ker A.((q) 

satisfaz à desigualdade 

dim ker A.((q) 2: n- 1, V q E Lp . 

De fato, suponha que não, isto é, dim ker A.ç(q) = k < n - 1. Sob estas hipóteses, 

considerando uma base{ e1 , ... , ek, ek~l, ... , en} para o espaço tangente Tql\4 de tal 

modo que os k-primeiros vetores constituem uma base para o subespaço ker A.ç(q), 

teremos que para cada s fixo, com k + 1 :S s :S n, vale a identidade 

Desta maneira para todo t E (s, n], a equação de Gauss da imersão f nos diz que: 

Cma conseqüência imediata da equação acima é que o vetor tangente e8 f/:. T0 (q), 

nos dando uma contradição. Portanto, dim ker A((q) 2: n - 1, para todo q E I:P, 

concluindo então a demonstração do teorema. o 
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/' 

CAPITULO 3 

/ / 

ÜRBITAS PRINCIPAIS UMBILICAS E 

HIPERSUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO 

DA ESFERA 

:\o artigo Cohomogeneity one Manifolds and Hypersurfaces of Euclidean Space 

[PSj, F. Podestà e A. Spiro descreveram completamente a forma como uma variedade 

compacta lvF, n 2: 4, imerge no espaço euclidiano Rn+l como hipersuperfície de 

G-coomogeneidade 1. O principal resultado obtido por eles foi o seguinte teorema: 

TEOREMA 3.1 (Podestà-Spiro) Seja f : J'vr --+ JRn+l, n 2: 4, uma hipersu

perfície compacta de G coomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G são 

subvariedades umbíJicas de M, então f é de revolução. 

Neste teorema, a expressão "f é de revolução" significa que f(M) é SOz-invariante, 

onde S01 é um subgrupo de Iso(!Rn.,.l) que deixa fixo a reta l do espaço euclidiano 

]Rn+l. É conveniente observar que as órbitas de S01 atuando em JRn+l são de dois 

tipos: ou são pontos, obtidos quando sol age em pontos da reta l; ou são esferas 

(n- 1)-dimensão situadas em hiperplanos do Rn+J. 

:\esse capítulo iremos estudar as hipersuperfícies f : l\!In --+ sn+l de G-coomo

geneidade 1, completas e com órbitas principais umbílicas em 1\I. :\osso principal 

objetivo é encontrar um teorema semelhante ao encontrado por Podestà-Spiro. 
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3.1 ALGUNS ASPECTOS SOBRE A IMERSÃO 
' ' DE ORBITAS COM NUMERO TIPO ALTO 

Iniciaremos esta seção enunciando uma proposição essencial aos nossos objetivos. 

Ela estabelece de forma local a correlação existente entre o conceito de produto 

torcido e o estudo de variedades de C-coomogeneidade 1, com órbitas principais 

umbílicas em JV1. Convém mencionar que esta proposição foi inicialmente provada 

em Podestà-Spiro [PS], recebendo porém, uma prova mais direta em [Se], de acordo 

com a Proposição 4.1.8. 

PROPOSIÇÃO 3.1.1 Seja l'v1n uma C-variedade de coomogeneidade 1 completa e 

conexa. Se as órbitas principais são umbílicas em 1\11, então Mreg tem estrutura 

local de produto torcido. JI;Jais precisamente, dado p E Mreg considere a geodésica 

normal 'f: iR--+ 1\11, com 1(0) = p e seja S(!(-E,E)) uma fatia em p. Nestas 

condições, o tubo r = C(S) é isométrico ao produto torcido (-E, E) x 9 I:p, em que 

a aplicação rp: (-E, E) --+ lR é dada por 

1
t 

- k(u)du 
rp(t) = e o , 

e k(u) denota o autovalor do operador de Weingarten da inclusão da órbita I:-1(u) 

emM. 

A importância da proposição acima reside no fato de podermos transferir à todas 

as órbitas principais, aquelas propriedades geométricas, invariante por homotetias, 

que alguma delas possua. O próximo corolário, também devido à Seixas (veja [Se], 

Corolário 4.19), retrata bem este fato. 

COROLÁRIO 3.1.2 Seja JV1 uma C-variedade de coomogeneidade 1. Se as órbitas 

principais de C são subvariedades umbílicas de M, então elas são homotéticas (em 

particular são difeomorfas). 
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Objetivando uma terminologia mais direta, usaremos o termo Hipersuperfície 

de C-coornogeneidade 1, para denotar qualquer imersão de uma C-variedade !Vin 

de coomogeneidade L completa e conexa na esfera euclidiana ( n + 1 )-dimensional. 

Sem causar nenhuma confusão pela ambigüidade do termo, já que isto ficará 

claro no texto, usaremos a expressão número tipo alto para dizer que o número 

tipo da imersão f é maior ou igual a 3, ou então, maior ou igual a 2, De maneira 

análogo usaremos o termo número tipo baixo para dizer que o número tipo da 

imersão f é menor ou igual a L 

A próxima proposição enfatiza o caráter de rigidez local de uma hipersuperfície 

de C-coomogeneidade 1 em pontos regulares cujo número tipo é alto, 

PROPOSIÇÃO 3,1,3 Seja f: J'vrn -+ sn+l, n 2: 3, uma hipersuperfície de C-coo

mogeneidade l, Se p E 1\!Ireg é tal que r f(p) 2: 3, existe um tubo r contendo a órbita 

principal l:p, tal que a restrição da imersão f a esse tubo é uma imersão rígida, 

Demonstração, Seja 1 : ( -6, 5) -+ M uma geodésica normal tal que !(O) = p, 

Como o número tipo r f(p) 2: 3, pelo fato do posto do operador de Weingarten ser 

uma função semicontínua inferiormente, existe um aberto U C J\1!, com p E U, tal 

que r f(q) 2: 3 para todo q E U 

Por outro lado, o Teorema 2,2,/ garante a existência de um número E > O de 

tal sorte que S = ,\(-E, E) c U é uma fatia em p, Sob essas condições, o tubo C

invariante r= C(S) é aberto, conexo e, portanto, uma subvariedade de M, Agora, 

pelo Teorema 2,4,5, teremos que o número tipo da imersão f é constante ao longo 

da órbita l:q qualquer que seja q E U Diante desse fato, considerando a imersão 

1 = fi r : r -+ sn+l' teremos necessariamente que o número tipo desta imersão 

satisfaz à seguinte condição: 

r](x)2:3, VxEL 

Portanto, segundo o teorema de Allendoerfer, a imersão f é rígida, o 

Dada uma seqüência de órbitas principais convergindo para uma órbita principal 

L:, se cada órbita da seqüência imerge, via f, como uma esfera em 5n+1, então o 
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mesmo ocorre com a órbita principal " Formalizaremos estas idéias no seguinte 

lema: 

LEMA 3.1.4 Seja f : Mn ---7 sn+l, n 2: 3, uma hipersuperfície de G-coomogenei

dade 1. Se (qi)~ 1 C JYI,eg é uma seqüência de pontos regulares convergindo para um 

ponto q E J'vfreg, em que cada órbita principal.E9 , imerge, via f, como uma esfera em 

sn+l' então a órbita principal .Eq também imerge como uma esfera em sn+l. 

Demonstração. Para cada i E N, seja Sf- 1 = J(.EqJ a esfera em sn+l dada pela 

imersão da órbita .Eq, em sn+l. Denotaremos por TI; o n-plano de JR:.n+2 que possui 

a propriedade 

TI; n sn+1 = Sf-1. 

Seja { v~+l' v~+ 2 } uma base ortonormal para o subespaço Tif. Convém observar que 

para cada índice i, os vetores v~+l e v~+ 2 vistos como pontos do espaço euclidiano 

JR:.n+2 pertencem à esfera sn+1. '\essas condições, o n-plano Tii fica bem determinado 

do seguinte modo: 

Portanto, fica determinado uma seqüência de n-planos (Tii):::1 caracterizados pelas 

seqüências de vetores (v~+,):, 1 e (v~-;. 2 ):, 1 . Usando a compacidade da esfera sn+I, 

podemos supor, sem perda de generalidade, que estas seqüências são convergentes, 

isto é, 

vi . ---7 v . E sn-1 ""i ... ' " <= sn-1 n-r-1 n-r--1 e Un...,;...2 ---, '-'n+2 "- • 

Desse modo, usando a continuidade do produto interno, teremos que a seqüência 

de subespaços TI; convergem para o subespaço de JR:.n+2 dado por 

TI= {X E JR:.n+2; (x- J(q), Vn+J) = O = (x- f(q), Vn+2)}. 

Dentro desse contexto, teremos as seguintes propriedades: 

(i) J(g(qi)) E TI1, v i; 

(ii) se p := g(q), f(g(qi)) ---7 f(p). 
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Por outro lado, dado p E 2:: 0 , existe g E G de tal sorte que g(q) = p. Dessa forma, 

por (i), garantimos que para tal g vale a igualdade 

Usando novamente a continuidade do produto interno, obteremos, via propriedade 

(i i), a igualdade 

Donde, concluímos que o ponto f(p) pertence ao n-plano II. Portanto, pela arbitra

riedade do ponto p, teremos que f (l::q) C II e, dessa forma, a imersão 

f:= fl2:, : 2::0 --+ II 

está bem definida. O lema segue-se agora pelo teorema de Kobayashi, citado na 

seção 1.2. o 

o próximo lema garante que uma hipersuperfície f na esfera sn+l' cujo número 

tipo é alto, determina uma relação muito interessante entre os grupos de isometrias 

dessas variedades. 

LEMA 3.1.5 Seja f : Mn --+ sn+l' n 2 3, uma imersão isométrica. Se a Fariedade 

1\1! = Mrf>2, f induz um homomorfismo diferenciárel iJi : Iso(M) --+ Iso(Sn+1
) 

definido pela relação f o g = iJi(g) o f. 

Demonstração. Como T f(p) 2: 3 para todo p E JI, pelo teorema de Allendoerfer, 

garantimos que a imersão f é rígida. Dessa forma, para cada g E Iso(M), existe 

Tg E Iso(sn+l) que torna o diagrama 

j\;f f sn+l 

g ;yg 

f 
; 

A f 5nH 
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comutativo, ou seja, f o g = T9 o f. Diante desse fato, definiremos a aplicação 

<I> : Iso(A1) -+ Iso(sn+: ). 

g -+ i!>(g) := Tg 

·Mostraremos que a aplicação i!> está bem definida. De fato, suponha que tenha

mos <I>(g) = T 1 = Tz, onde T, E Iso(sn+1J. :\essas condições, considere o seguinte 

elemento T := T1-
1 o T2 E Iso(sn+l). Observe que para tal elemento vale a igualdade 

Dessa igualdade, concluímos que o subconjunto f(!v!) c FixT. Por outro lado, 

como o grupo Iso(M) age transitivamente sobre sn+I teremos que FixT é uma 

subvariedade totalmente geodésica da esfera sn+l' cuja dimensão, devido à inclusão 

obtida anteriormente, satisfaz à condição dim(Fix T) E {n, n + 1 }. Afirmamos que 

dim(FixT) = n + 1. De fato, suponha que não, isto é, dim(FixT) = n. :.'Jessas con

dições, teremos necessariamente que a imersão f é totalmente geodésica e, portanto, 

T f = O. A hipótese sobre o número tipo nos leva a uma contradição. Conseqüen

temente, dim(Fix T) = n + 1 e, portanto, Fix T = sn+~. Donde concluímos que 

T1 = T2 , provando que a aplicação <I> está bem definida. 

Por ser um fato óbvio não mostraremos que a aplicação i!> é um homomorfismo. 

A partir desse momento iremos mostrar que a aplicação i!> é diferenciável. Convém 

observar que como Tf(p) 2: 3 para todo p EM, pelo Corolário 3.2.2, teremos que 

a imersão f não é totalmente geodésica. Dessa forma, f(M) não estará contida 

na intersecção da esfera 5n+1 com nenhum hiperplano do espaço euclidiano JRn+Z. 

:.'Jessas condições, poderemos escolher (n + 2) pontos p1 , ... , Pn+Z da esfera sn+:, 

com p; := f(x;), Xi E M, tal que JR.n+Z = span {Pio ... , Pn+d. Sem perder de vista 

essa escolha, construiremos duas aplicações que nos auxiliarão na demonstração da 

diferenciabilidade da aplicação <I>. Seguiremos de perto as idéias encontradas em [Ca]. 

Considere as aplicações p e 1/J definidas como abaixo: 

p: Iso(M) --7 (Sn+l )n+2 

g --7 p(g) := (i!>(g)(p,), ... , ii>(g)(Pnd) 
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e 
ú : Iso(sn+l) 

T 

---+ (Sn+l )n+2 

~----+ w (T) = ( T (pl), .. , T (Pn-i-2!) . 

Observe que a aplicação c; é contínua por definição. Por outro lado, como para 

cada p fixo a aplicação g ---+ g(p) é diferenciável, obteremos que a aplicação p é 

diferenciável. Note que, para cada g E Iso(AJ), vale a igualdade 

1J) o <l">(g) = w(<l">(g)) = (<l">(g)(PJ), ... <J">(g)(Pn-i-2!) = p(g), (3.1) 

ou seJa, 

·óo<l"> = p. 

Denotaremos por 1}! a seguinte aplicação: 

Ó: Iso(Sn+l) ---+ ó(Iso(Sn+l)) C (Sn+l)n+ 2 

g ---+ 1}!(g) := ó(g), 

isto é, 1/J nada mais é que a aplicação ó em que o contradomínio foi substituído pela 

imagem da aplicação 1}!. Usando o fato do grupo Iso(sn~:) ser compacto, (Sn+l )n+2 

ser um espaço de Hausdorff e a aplicação 1/J ser uma bijeção contínua, teremos, via 

Teorema 7.8 em [Br], que a aplicação ;;; é um homeomorfismo. Portanto, segue-se 

da identidade 3.1 que <l"> = p o;;;-! é uma homomorfismo contínuo entre grupos de 

Lie e, portanto, diferenciável, como queríamos mostrar. o 

Seja f : Mn ---+ sn+~ uma hipersuperfície de G-coomogeneidade 1 cujas órbitas 

principais são umbílicas em lvf. Dado p E Mreg, consideraremos o tubo r construído 

na Proposição 3.1.1, isto é, o tubo isométrico a r:= (-E, E) x,I:p. Dito isso, a órbita 

L
1
(t) será identificada com a fibra I:,:= {t} x I:P. Denotaremos por TJ o levantamento 

horizontal do campo g, para Tplvf, ou seja, T/ é o campo normal unitário da inclusão 

da órbita I:, em JV[. Nessas condições, An denotará o operador de Weingarten da 

inclusão I:, C Mn e k(t) representará o autovalor desse operador. Em particular. 

k(O) denotará o autovalor do operador de Weingarten An da inclusão I:p C Af. 

Convém observar que AnX = k(t)X, para todo X E X (2::1). Agora, se Ç é o campo 
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unitário normal da imersão f, denotaremos por Aç o operador de Weingarten da 

imersão f associado ao vetor Ç. Por outro lado, sendo Ç um campo unitário normal 

ao longo da imersão f, teremos que Ç := Ç[E, é um campo unitário normal ao longo da 

imersão J := fb --+ sn"-l Observe que o campo ij := df(ry) é outro campo unitário 

normal ao longo da imersão f. Associados a esses campos teremos, respectivamente, 

os campos de operadores de Weingarten Ai? e A;c. 
' 

:\essas condições, consideraremos as subvariedades abaixo com suas respectivas 

conexões: 

No contexto acima, dado X E x(Lp) a fórmula de 'vVeingarten para as imersões 

j, i serão, respectivamente, escritas da seguinte forma: 

A fórmula de Gauss para a imersão f é dada por: 

A seguir iremos desenvolver alguns resultados que produzirão informações muito 

úteis sobre como imerge a órbita de uma C-variedade de coomogeneidade 1, cujo 

número tipo é alto, na esfera euclidiana sn+l. Nessa direção, teremos como primeiro 

resultado o próximo lema que explicitará a relação existente entre os operadores Aii 

e A" e entre os operadores Af e Aç. 

LEMA 3.1.6 Seja f : 1\!In --+ sn--l' n 2: 3, uma hipersuperfície de G-coomogenei

dade 1 com órbitas principais de G umbílicas em Iví. Se p E Alreg é tal que T f(p) 2: 2, 

valem as seguintes afirmações: 
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(1) o campo i; é paralelo na conexão norma.l da imersão f: Lp ---+ sn~:, isto é, 

v*ij = O, V X E x(L:p): 

(2) os campos dos operadores de VVeingarten Aii e A~ são idênticos ao longo da 

órbita L:v, isto é, AiiX = A~X, 'i X E X (L:p) ; 

(3) os campos de operadores de VVeingarten A€ e Aç coincidem ao longo da órbita 

L:P, ou seja, A(X = AçX, 'i X E X (L:p) . 

Demonstração. Observe que pelo fato do número tipo da imersão f ser maior ou 

igual a dois, via Corolário 2.4.4, teremos que o vetor "!) é um autovetor do operador 

de Weingarten Aç, isto é, Aç"!) = À"!), com À E R. Desse modo, combinando essa 

informação com o item (c) obteremos a seguinte identidade: 

(3.2) 

Observe que a identidade 3.2 juntamente com o item (b) produzem a informação 

(3.3) 

Portanto, substituindo a identidade 3.3 no item (a), encontraremos a equação 

(3.4) 

Agora, lembrando que v*i; := (vxij)_c, segue-se imediatamente da igualdade an

terior que o vetor v xi; O para todo X E x(L:p) . Conseqüentemente, teremos a 

igualdade 

ou seja, A.ií = Ary ao longo da órbita I:v como queríamos provar. 

Provaremos, agora, o item (3). Como T f(p) 2: 2, via Teorema 2.4.5, concluiremos 

que o número tipo T f é constante e maior ou igual a 2 ao longo da órbita l::p. Com 

auxílio do Corolário 2.4.4, garantiremos que existe À E R tal que A.çT) = ÀT). Dessa 

forma, usando a fórmula de Gauss para as imersões J e f, encontraremos a identidade 

(3.5) 
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Por outro lado, como o operador Aç é simétrico, isto é, 

(AçX TJ) = (X, AçTJ) =O V X E x(Ep), 

segue-se que Aç(TqEp) C TqEp, isto é, o espaço tangente TqEp é invariante pelo 

operador Aç. Essa informação, juntamente com a identidade 3.5, nos diz que os 

operadores de Weingarten A.ç e Af satisfazem à condição 

Portanto, os operadores de Weingarten coincidem ao longo da órbita Ep, como 

queríamos demonstrar. o 

A seguir provaremos que se uma hipersuperfície de G-coomogeneídade 1 assume 

número tipo alto em um ponto p E lVIrego a órbita principal Ep ímerge em uma 

esfera sn C sn+l. Esse resultado é de crucial importância aos nossos objetivos e 

será apresentado na próxima proposição. 

PROPOSIÇÃO 3.1.7 Seja f: Mn--+ sn-cl, n ::0: 3, uma hipersuperfícíe de G-coo

mogeneidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em ]vi e p E Jvireg é tal 

que T f (p) ::: 2, existe uma esfera sn c sn+l tal que j := f lz:p : Ep --+ sn está bem 

definida e tem A€ por operador de Weingarten. 

Demonstração. Para demonstrar a proposição iremos explorar a possibilidade do 

autovalor k(O) ser nulo ou não. Se k(O) = O, teremos necessariamente que Aii = O. 

Assim, pelo lema anterior, temos que AiJ = O ao longo da órbita E". Portanto, 

Essa informação juntamente com a parte (1) do lema anterior nos diz que ij é 

um campo vetorial constante ao longo da órbita Ep· Dessa forma, denotando por 

II c Rn~ 2 o subespaço (n + 1)-dimensional ortogonal ao campo ij, teremos necessa

riamente a seguinte inclusão: 

f(Ep) c II :={X E Jftn+2
: <X, ij >= ü}. 
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Portanto, como f(L.P) c sn+l, vale a seguinte inclusão: f(L.v) c ll n 5n+1 = sn. 

Observe que o fato de n ser subespaço vetorial implica que a esfera sn tem curvatura 

1. Assim, a imersão j := fiEp : Lp --+ Sn está bem definida. 

Por outro lado, levando em consideração a inclusão de sn em 5"+1
, para cada 

q E I:v existe a seguinte decomposição: 

·r sn+l ·r sn . {-} J(q) · = f(q) -r span 'I) . 

Como os vetores Ç e ij são ortogonais, pela decomposição anterior, concluímos que 

o vetor t E rf(q)Sn e, por assim seL A~ é o operador de Weingarten da imersão ]. 

Se k(O) # O, a função 

h : Lp --+ JRn~z , 

x --+ f(x) + k~O) ij(x) 

está bem definida e é obviamente diferenciável. Dessa forma, para X E x(I:p) vale 

a seguinte identidade: 

dh(X) = df(X) + k~O) v xf;. (3.6) 

Seja A( o operador de Weingarten da inclusão sn+l c JRn+2 . Como sn~ 1 é uma 

subvariedade umbílica de JRn+2 teremos a identidade 

A informação anterior juntamente com a equação de Gauss da inclusão sn+l ç JRn-'- 2 

produzem a relação 

V xf; = V xf;, X E X (L.p) , 

entre as conexões v e v. A relação anterior juntamente com o fato dos operadores A~ 

e Ary coincidirem ao longo da órbita Lp, produzem, via identidade (3.6), a igualdade 

dh(X) = df(X) + k!o) v xiJ 

= df(X) - k(~) A.~X 
1 

= df(X)- k(O) df(AryX) 

=o. 

54 



Portanto, pela conexidade da órbita Í::p, segue-se que a função h é constante, ou 

seJa, 

Por outro lado, decorre imediatamente da definição da função h os seguintes fatos: 

(1) llf(x)- Poll 2 = k(~)2' 

(2) IIPoll 2 
= 1 + k(~)2 > L 

Donde concluímos que f (I:P) c sp+1 (p0 ), em que sp~ 1 (po) denota a esfera euclidiana 

de raio f = lklo)l e centro Po· Note que o segundo fato implica que o centro da esfera 

está situado fora da região de R_n+2 limitada pela esfera 5n+1. Portanto, vale a 

inclusão 

onde S~(Po) denota a esfera euclidiana de centro Po e raio r. Convém observar que 

o fato (2) também implica que a esfera S~(p 0 ) é uma subvariedade umbílica e não 

totalmente geodésica da esfera sn+l. 

Como os vetores ~ e ií são ortogonais e, por construção, ií E (TJ(q)sp+l (p0 ) t, 
teremos necessariamente que o vetor~ E (TJ(q)Sp+l(Po). Donde concluímos que A€ 

é de fato o operador de \Veingarten da imersão f. c 

No caso de existir p E lv1reg tal que T f(p) é maior ou igual a 3, usando o lema 

anterior, é possível colher informações interessantes sobre a órbita principal I:P. A 

próxima proposição torna explícito essas informações. 

PROPOSIÇÃO 3.1.8 Seja f: Mn--+ sn+l, n 2: 3, uma hipersuperfície de G-coo

mogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em M. Suponha que exista p E 

J'vfreg, Tf(p) 2: 3. Então, a órbita principal2:p possui as seguintes propriedades: 

(1) existe uma esfera sn c sn+l tal que f(I:v) é uma subvariedade mergulhada 

dessa esfera. Na verdade, f(2:v) é uma órbita principal da ação de algum 

subgrupo do grupo de isometrias dessa esfera; 
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(2) as órbitas principais de G são orientáveis e f (l.:.P) é uma subvariedade isopa

ramétrica da esfera sn. 

Demonstração. Dado p E A1re9, r f(p) 2': 3, seja f : Ep ---+ sn a imersão dada 

pela Proposição 3.1.7. Seja G := <!> (G) C Iso (Sn) o subgrupo compacto e conexo 

dado pelo Lema 3.1.5. Csando o fato de f o g = <!>(g) o f, não é difícil verificar 

que f (l.:.p) é uma G órbita, isto é, f (L:P) coincide com a órbita passando por f (p), 

via ação do subgrupo Õ em sn. Donde segue-se que f(l.:.v) é uma subvariedade 

mergulhada ( n - 1 )-dimensional na esfera sn. Provando, dessa forma, a primeira 

parte da proposição. 

Lembrando que as hipersuperfícies mergulhadas de uma esfera são sempre ori

entáveis, obtemos que f(L:P) é orientável. Como f: L:P---+ f(L:P) é uma isometria 

local, segue-se a orientabilidade de l.:.p e das demais órbitas principais, já que as 

órbitas principais são difeomorfas entre si (veja Corolário 2.1.6). Por outro lado, 

sendo Lp homogênea, via Teorema 5.2 em [Ry], teremos que f(l.:.p) é uma subvarie-

dade isoparamétrica de sn. o 

Escólio da demonstração: Sendo as órbitas principais de G orientáveis, segue-se 

que f (L:P) é uma órbita principal de Õ, já que uma excepcional, caso existisse, seria 

não orientável (veja Teorema 2.2.6). 

Finalizaremos esta seção com dois corolários que produzem informações úteis 

sobre a imersão de órbitas principais de pontos regulares com número tipo 2, assim 

como, apresentaremos uma obstrução à dimensão da variedade i\1, diante de um 

número tipo dois assumido pela imersão f em algum ponto regular. 

Se p E Mreg é tal que r f(p) = 2, a próxima proposição garante a existência de 

uma esfera sn c Sn+l tal que a órbita principal L:P imerge nesta esfera com número 

tipo constante e igual a 2. Seguiremos de perto as idéias da demonstração de fato 

semelhante, no caso euclidiano, dado em [Se] (veja Lema 4.2.11). 

COROUÍ.RIO 3.1.9 Seja f: A1n---+ sn+l, n 2': 4, uma hipersuperfície de C-coamo-
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geneidade 1 com órbitas principais umbílicas em M. Se p E Mreg é tal que 7 f(p) = 2, 

existe uma esfera Sn C sn+l, de tal modo que a imersão j := fiEp : 2..:p ---+ Sn está 

bem definida e tem número tipo constante e igual a 2. 

Demonstração. A existência da esfera sn c Sn+l tal que f : l:p ---+ sn está 

bem posta é garantida pela proposição anterior. Convém observar que pela mesma 

proposição os operadores de Weingarten A{ e Aç, em que ~ := Ç"!l;p, coincidem ao 

longo da órbita :EP. 

Por outro lado, aproveitando a notação já conhecida, seja 7) a normal da inclusão 

l:p c Af. Corno 7 f(p) = 2, através do Corolário 2.4.4, segue-se que Aç7) = O e, 

portanto, o posto do operador Aç é atingido em TpEp , garantindo, dessa forma, 

que 7](q) = 2. Conseqüentemente, aplicando o Teorema 2.4.5 para a imersão f, 
concluímos que 

Donde segue-se o lema. c 

Assim como no caso euclidiano, se a imersão f assume número tipo dois em algum 

ponto regular de M, o corolário anterior contém uma drástica obstrução à dimensão 

da variedade Af. A idéia da demonstração de tal fato é inteiramente análoga ao caso 

euclidiano (veja [Se], Corolário 4.2.12). 

CoROLÁRIO 3.1.10 Seja f : l'vfn ---+ sn+l, n ~ 4, uma hipersuperfície de G

coomogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em l'vf. Se p E !Vlreg é tal que 

7 f(p) = 2, então n = 4. 

Demonstração. I\ote que o corolário anterior garante a existência de uma esfera 

sn c sn+l de tal forma que a imersão j := fiEp : Ep ---+ sn tem número tipo igual 

a 2, isto é, 

0essas condições, teremos que a distribuição de nulidade relativa da imersão f está 

globalmente definida, e o índice de nulidade relativa v, satisfaz à igualdade 

v(q) = (n- 1)- 2, V q E Lp. 
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Donde segue-se que o índice de nulidade relativa v é constante ao longo da órbita L:p. 

Portanto, o índice de nulidade mínima relativa v0 também será constante e satisfaz 

a mesma igualdade, ou seja, 

V o ( q) = ( n - 1) - 2, V q E L:P . 

Por outro lado, como a órbita L:P é compacta e, por assim ser, é completa, pelo Teo

rema 5 . .3 em [Da], teremos que as folhas de nulidade relativa mínima são completas. 

Como v(q) = (n- 1) - 2, pelo Lema 6.16 em [Da], teremos necessariamente que 

n - 1 < 4, ou seja, n < 5. Como n 2': 4, segue-se o corolário. o 

' 3.2 ÜRBITAS DE CURVATURA CONSTANTE 

Convém lembrar que AI será uma variedade riemanniana completa, enquanto a 

imersão f : 1\!In ---+ sn-i-1, denotará uma hipersuperfície de G-coomogeneidade 1 

com órbitas principais umbílicas em Jlvf, cuja dimensão, salvo menção contrária, 

será maior ou igual a quatro. Como antes, dado p E Jlv1re9 , denotaremos por r um 

tubo C-invariante em torno da órbita L:p. l\'esse contexto, consideraremos o seguinte 

subconjunto 

Mr = {X E Mreg; 3 r, L:x c r, !Ir : r ---+ sn+l é de revolução} 

de l\4reg. 

Inicialmente, temos o lema a seguir, cuja demonstração é uma aplicação imediata 

do Corolário 2.4.4 e da Proposição 3.1.1. 

LEMA 3.2.1 Seja f : Mn ---+ sn+l, n 2': 4, uma hipersuperfície de G-coomoge

neidade 1 com órbitas principais de curvatura constante e umbílicas em iVl. Então, 

T f(q) =J 2 para todo q E li,Ireg· 
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Mais um pouco de notação. Diante do lema anterior, convém observar que a 

parte regular de IV! admite a partição 

em que 

M~j'Sl := {x E 2\!lreg Tf(x)::; 1} 

e 

'1 ·- {x' '1 ..:\1 rf>2 .- c: .:1- reg Tf(x) ~ 3} . 

O próximo corolário garante que as órbitas principais de pontos regulares cujo 

número tipo é alto, imergem, via r em uma esfera sn c sn+l umbílica e não 

totalmente geodésica de sn+l. 

COROLÁ-RIO 3.2.2 Seja f : Aln --+ sn+l' n ~ 4, uma hipersuperfície de G-coo

mogeneidade 1 com órbitas principais de curvatura seccional constante e umbílicas 

em 1\lí. Se p E 1'vlreg, Tf(p) ~ 3, a órbita l:p imerge, via f, como uma esfera não 

totalmente geodésica de sn+l. 

Demonstração. Como o número tipo T f(p) ~ 3, teremos o seguinte: 

(i) de acordo com a Proposição 3.1.7, existe uma esfera sn c 5n+1 de tal modo 

que a imersão f:= fii:p : l:p --+ sn está bem definida, tem por operador de 

vVeingarten A,: , em que ~ := Ç!I:p e, além disso, os operadores de \Veingarten 

A€ e Aç coincidem ao longo de l:p: 

(ii) existe f.L E R tal que Aç(7J) = f.L7) (veja Corolário 2.4.4). 

Portanto, ao longo da órbita l:P, teremos que 

T](p) = { Tf(p) -1, 
Tf(p), 
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Donde concluímos que T](p) 2:2 e, portanto, recorrendo ao Teorema 2.4.5 teremos 

que o número tipo da imersão f satisfaz à condição 

~i( .) > ') , J q - -, 

Como a órbita tem curvatura seccional constante, o corolário é uma conseqüência 

direta da Proposição 1.3.3. o 

Em seguida demonstraremos um resultado muito próximo do resultado que es

tamos buscando. De fato, ele classifica as hipersuperfície de G-coomogeneidade 1 

com órbitas principais de curvatura constante e umbílicas em lvf, e com número tipo 

alto. 

TEOREMA 3.2.3 Seja f : JV[n ----+ sn+l, n 2: 4, uma hipersuperfície de G coomo

geneídade 1 com órbitas principais de curvatura seccional constante e umbílicas em 

Jlv[. Se 1'v[ = 1\lf7 f>2, f é uma hipersuperfície de revolução e, além disso, as órbitas 

de G serão levadas, por f. nos paralelos de f ( J'v!). 

Demonstração. A rigidez da imersão f implica f(I:p), p E Nlreg, é uma C-órbita, 

onde G é o subgrupo compacto e conexo de Iso(sn·H) dado pelo Lema 3.1.5. Por 

outro lado, pelo corolário anterior, a órbita i:P := f (I:p), p E Nlreg, é uma sub

variedade umbílica não totalmente geodésica da esfera sn+1 Se I11: c JRn+2 é o 

subespaço TI-dimensional paralelo ao n-plano rrl:, em que rrl: n sn+l = i:, pela 

Proposição 2.3.6, teremos as propriedades 

(i) (ITJ:]-L = Fix G; 

(ii) dim Fix G = 2. 

Donde concluímos juntamente com o fato dos n-planos ITl: serem paralelos entre si 

(veja Corolário 2.3.7), que f(l'>i) é invariante por SOFixG' ou seja, a imersão f é uma 

hipersuperfície de revolução. A segunda afirmação do teorema é uma conseqüência 

imediata dos n-planos I11: serem paralelos entre si. o 
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O próximo resultado mostra que se existir p E Mreg tal que T f(p) 2: 3, então 

Mr-#0 

TEOREMA 3.2.4 Seja f : ]\!Jn ---? sn+l n 2: 4, uma hipersuperfície de C-coomo

geneidade 1 com órbitas principais de curvatura seccional constante e umbílicas em 

NJ. Dado p E 111,e9, rf(p) 2: 3, existe um tubo C-invariante r, L:P c r c J\!f,e9, tal 

que flr é uma hipersuperfície de revolução. Além disso, as órbitas L:9 , q E L são 

levadas, via f, nos paralelos de f (r). 

Demonstração. Dado p E Nireg, Tj(p) 2: 3, Os Teoremas 2.2.7 e 2.4.5 combinados 

com o fato do posto do operador de vVeingarten ser uma função semicontínua infe

riormente, garantem a existência de um tubo C-invariante r, L:p c r, de tal modo 

que 

T f(q) 2: 3, V q E f. 

Dessa forma, considerando a restrição de f ao tubo r, pelo Teorema 3.2.3, segue-se 

o resultado. 

3.2.1 Ü INTERIOR DO SUBCONJUNTO Mrf<l 

Passaremos agora a estudar o problema em questão na parte regular de Af que 

possui número tipo baixo, ou seja, em 1Vlrf<l· Antes de mais nada, observe que dado 

p E Mregr rf(p)::; 1, via Teorema 2.4.5, teremos que rf(q)::; 1 para todo q E I:p

Combinando a equação de Gauss da inclusão L:P C l'v1 com a informação anterior, 

obteremos que a curvatura seccional da órbita Ep é Kr; = 1 + ,\2
, ou seja, a órbita 

Ep tem curvatura seccional constante. Portanto, como as órbitas principais são 

homotéticas entre si, segue-se que se existe p E Mregr tal que T f(p) ::; 1, as órbitas 

principais de G possuem curvatura seccional constante . 

.\"esta subseção, teremos como principal objetivo desenvolver alguns resultados 

que permitam concluir que o interior do conjunto Mrf<l está contido em Mr- A 
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maneira para atacar este problema segue-se inspirada nas idéias de Podestà-Spiro 

[PS]. Mais precisamente, Lemas 3.10; 3.11: 3.12; 3.13 e 3.14. 

:\o que se segue 1 denotará uma geodésica normal fixa em 1\!I. Também conside

raremos o intervalo J C iR homeomorfo a 7i(l\!Ireg), via 7f o~;, onde 7f: l'vf--+ l'vf/G 

é a aplicação projeção sobre o espaço de órbitas i'vf/G. Por outro lado, como a di

mensão da variedade M é maior ou igual a quatro, pelo Lema 3.2.1, o intervalo J 

admite a seguinte decomposição: 

em que 

e 

O interior do intervalo JTf<l será denotado por intJTf<l· O próximo corolário - -

garante que se t 0 tf: intJTJ::;1 , a órbita principal :Z~(to) imerge como uma esfera em 

sn+l. 

COROLÁRIO 3.2.5 Seja f : l'vfn --+ sn+l' n 2: 4, uma hipersuperfície de G-coomo

geneidade 1 com órbitas principais umbilícas em M. Dado t0 E J, to tf: intJT f<l, a 

órbita L~(to) imerge, via f, como uma esfera. 

Demonstração. Observe que se t 0 E JTf>Z a afirmação decorre imediatamente do 

Corolário 3.2.2. Por outro lado, se to E é!JT/Sl• existe uma seqüencia (tk)k=l C Jrf>2' 

com tk convergindo para t0 . Dessa forma, pela continuidade da geodésica "f, tere

mos uma seqüência (1(tk));:
1 

C MTt>2, com "t(tk) convergido para "r(to) E l'vfreg. 

Recorrendo ao Corolário 3.2.2, para cada k, a órbita L~(tkl imerge como uma esfera 

em sn+~. :\essas condições, o corolário segue-se imediatamente do Lema 3.1.4. :J 

Mais um pouco de notação. Fixado t 0 E intJT f:Sl, denotaremos por I = (a, ,3), 

to E/, o intervalo maximal contido no interior do conjunto JT!Sl· !\esse contexto, 
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considerando o tubo r= G(rUl) em torno da órbita I:~(to), não é difícil verificar, 

via equação de Gauss para a imersão J = f]r, que a curvatura seccional desse tubo 

é constante e igual a 1. O próximo lema formaliza essas idéias. 

LEMA 3.2.6 Seja f : JVfn __,. sn+l, n 2': 3, uma hipersuperfície de G-coomoge

neidade 1 com órbitas principais umbílicas em !Vf. Dado t 0 E intJ7 f:Sio a curvatura 

seccional do tubo r = G ('t(I)), onde I é o intervalo maximal definido anteriormente, 

é constante e igual a J. 

Demonstração. De fato, dado pEr, seja {e1 , ... ,en} uma base para o espaço tan

gente ao tubo r em p, constituída por autovetores do operador de Weingarten A da 

imersão f. Suponha que A(e;) = À; e;, i = 1, ... , n. Então, pela equação de Gauss 

para a imersão f, teremos que 

(3.7) 

Por outro lado, como r f:::; 1, poderá ocorrer uma das seguintes alternativas: 

(i) À; = O, 1 :::; i :::; n, 

(ii) :J j tal que ÀJ i- O e À; = O, \f i f. j. 

Ocorrendo a primeira alternativa, nada mais teremos a provar. Se ocorrer a segunda 

alternativa, isto é, existe j E {1, ... , n} tal que ÀJ f. O e À; =O, i f. j, teremos para 

este índice j que 

1- Kr(e;, ej) =O, i i- j. 

Portanto, pela arbitrariedade do ponto p, segue-se o lema. o 

Dado to E intJT/<1, SeJa r := G(r[a, 13]), onde (a, B) é o intervalo maximal 

definido anteriormente. Se existir órbitas excepcionais contidas no tubo r, essas 

órbitas possuem necessariamente curvatura seccional constante e igual a 1. Esse 

resultado é muito interessante e será usado para mostrar que as órbitas que formam 

a fronteira do tubo r não podem ser órbita excepcional. O próximo lema formalizará 

essas idéias. 
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LEMA 3.2. 7 Seja f: Mn---+ sn+l, n 2: 3, uma hipersuperfície de G-coomogenei

dade 1 com órbitas principais umbílicas em l'vf. Se E é uma órbita excepcional de G 

contida no tubo r, a curvatura seccional dessa órbita é constante e igual a 1. 

Demonstração. Sejam E := I:q uma órbita excepcional contida no tubo r e -: uma 

geodésica normal em AI tal que -:(O) = q. Nessas condições, pela densidade de ;\!Ireg 

em AI, existe uma seqüência (qi := -l(ti))iE!\! C Mreg convergindo para o ponto q. 

Dessa forma, para cada índice i E N, usando a umbilicidade da órbita I:q, , teremos 

que 

em que Àj denota os autovalores do operador de Weingarten da inclusão 2:q, C r. 
Por outro lado, usando o fato das funções Àj serem contínuas, concluiremos que 

Portanto, E é uma subvariedade umbílica de r. Recorrendo ao Corolário l.l. em 

[HL], teremos que a órbita E também é uma subvariedade mínima de r. Assim, 

confrontando essas informações, obteremos que E é de fato uma subvariedade total

mente geodésica em r. Diante disto, o lema segue-se agora de uma aplicação direta 

da equação de Gauss da inclusão E c r. o 

O estudo das imersões de C-variedades de coomogeneidade 1 na esfera euclidiana 

apresentaram diferenças substanciais, quando comparado ao estudo das imersões 

destas variedades nos demais modelos de curvatura constante. C ma dessas diferenças 

será dada pela próxima proposição. 

PROPOSIÇÃO 3.2.8 Seja f: Iv!n---+ sn~l, n 2: 4, uma hipersuperficie de G-coo

mogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em M. Dado t 0 E intJ7 19 , nenhuma 

órbitas que forma o bordo do tubo r = G ('!(a, (3)), onde (a, 3) é o intervalo maximal 

definido anteriormente, é uma órbita excepcional de G. 

Demonstração. Suponha que uma das órbitas que constituem a fronteira do tubo 

r= G((a, B)) é excepcional, digamos I:~(~)= E. Como observamos anteriormente a 
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curvatura seccional de E é constante e igual a 1. Dessa forma, sn-1 é o recobrimento 

universal de E. Portanto, teremos o diagrama 

sn-1 

em que 7i é a aplicação de recobrimento. Observando a imersão f o 71, verificamos 

que sua codimensão k = 2 satisfaz a condição 1 ::; k ::; n - 2, já que por hipótese 

temos que n ~ 4. Portanto, recorrendo ao Corolário 5.9 em [Da], obteremos que 

a imersão f o " é totalmente geodésica. Dessa forma, f : E ---+ sn- 1 está bem 

definida. Como f é uma imersão isométrica, E e sn- 1 são variedades compactas, 

vem que f : E ---+ sn- 1 é uma aplicação de recobrimento. Logo, E é isométrica 

a sn-1, implicando que sn- 1 deve ser o recobrimento duplo de E, produzindo uma 

contradição. Portanto, a órbita 2: 1 c~J não pode ser excepcional como havíamos afir

mado. o 

Seja I o intervalo maximal definido anteriormente. Então, a órbita principal que 

pertence a fronteira do tubo r = G (i (I)), imerge como uma esfera e, além disso, 

os campos tangentes a esta órbita estão intimamente relacionados com o núcleo do 

operador de Weingarten da imersão f. A próxima proposição explícita esta relação. 

PROPOSIÇÃO 3.2.9 Seja f : Mn ---+ sn+i, n ~ 4, uma hipersuperfície de G-coo

mogeneidade 1 com órbitas principais umbílícas em M. Dado t 0 E intJ,/9 , seja 

I= (a, .8) o intervalo maximal definido anteriormente. Então, a órbita l:~caJ imerge 

como uma esfera e os campos tangentes a í::~caJ estão no núcleo do operador de 

Weingarten da imersão f. 

Demonstração. Primeiro observe que a maximalidade do intervalo I= (a, B) garan

te que a E &J,f<ó1· Dessa forma, a primeira afirmação é uma conseqüência imediata 

do Corolário 3.2.5. Diante desse fato, consideraremos os seguintes campos locais 
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unitários 
[x(E~caJ)J-'- n x(Sn) 

[x(sn)J"-, 
onde sn c sn+l é a esfera dada pelo Corolário 3.2.5. 

Feito essa escolha, teremos que o campo e é uma direção umbílica, enquanto e.l 

é um campo paralelo. Como o campo normal é, da imersão f é unitário, existe uma 

função diferenciável () : l'v! ---+ R de tal modo que 

é,(p) = cos B(p) e+ sen i!(p) e.l. 

Portanto, usando a umbilicidade do campo e e o paralelismo do campo ec., dado 

X E x(E-I(oJ), obteremos, via fórmula de \Veingarten para imersão f, que 

-AçX = 'VxÇ 

= cos evxe +X(cos B) e +senil'Vxe-'- +X(senil) e.l 

=c cos ex +X(cos B) e +X(sene)e-'-, 

onde c é a curvatura seccional da esfera J(L1(a)). 

Dessa forma, o operador Aç : TPJl/1 ---+ TpM é como no lema a seguir, o que 

termina a demonstração. o 

LEMA 3.2. 10 Seja A : vn+l ---+ ym+l um operador autoadjunto com posto cons

tante e igual a 1, onde ym+l, n 2: 2, é um espaço vetorial munido de um produto 

interno. Se W C V é um subespaço vetorial n-dimensional tal que 

(A.- ai)(W) c H/-'-, a E R, 

então ker A = J,V. 

Demonstração. Basta mostrar a seguinte inclusão W c ker A. Suponha que essa 

inclusão não ocorra, isto é, existe wo E T11, tal que A( w0 ) # O. Nessas condições, 

dado u; E H1, teremos que 

{ 
A(wo)=au:o+wo, woEW-'

A(u:)=aw+w, wEW-'-. 
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Por outro lado, como o operador A possui posto L teremos que 

ImA = span{A(w0 )}. 

Dessa forma, para todo w E lF, teremos que 

A(w)=ÀA(w0 ), ÀER 

A igualdade anterior combinada com a identidade 3.8 produzem a identidade 

a ( w - À w0 ) = ii; - À w0 , w E W. 

Observe que o lado esquerdo da identidade anterior é um elemento do subespaço W, 

enquanto o lado direito é um elemento do subespaço W j_. Dessa forma, pelo fato da 

igualdade anterior ser verificada para todo elemento do subespaço W, segue-se que 

a= O. Diante desse fato, teremos a inclusão 

Donde concluímos que ImA 

autoadjunto, segue-se que 

A(W) c w-L 

W J.. Portanto, usando o fato do operador A ser 

ker A = íimA].L = W. 

Em particular, A( wo) = O, o que produz uma contradição. Portanto, W C ker A. 

Donde segue-se o lema. o 

OBSERVAÇÃO 3.2.1 Vale a pena observar que se ~~(~) é uma órbita principal, a 

Proposição 3.2.9 também é verdadeira para esta órbita. 

A próxima proposição contém informações muito úteis no contexto de nosso 

trabalho. Mostraremos que o tubo r= G(';(a,/3)), em que (a,p) 3 to é o interva

lo maximal definido anteriormente, é isométrico ao anel esférico D~(il) definido no 

capítulo um. 
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PROPOSIÇ-~0 3.2.11 Seja f : A1n ---+ sn+!, n 2: 3, uma hipersuperfície de C-coo

mogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em !VI. Dado t0 E íntJ,f<l: seja 

I= (a, !3) o interv·alo maximal definido anteriormente. Então, 

(1) O tubo r= C(-:([a, t])), tE (a,3), é isométrico ao anel esférico 

onde s0 E lR é uma constante adequada. Convém observar que se ·;(,3) é um 

ponto regular, a afirmação anterior vale para t = ,3; 

(2) se ·r(!3) é um ponto singular, o tubo r = C(; ([a, 3))) é isométrico ao anel 

esférico D~(B) (a - so), onde s0 E lR é uma constante adequada. 

Demonstração. Como ;(a) e ·;(t) são pontos regulares, pelo Teorema 2.2.7, existe 

e> O tal que ;(a- e, t +E) é uma fatia em -r( a), pois (a- e, t +E) é conexo. Por 

outro lado, como as órbitas principais de C são umbílicas em M, via Proposição 

3.1.1, teremos que o tubo r= C(;([a, t])) é isométrico ao produto torcido 

r= [a, t] Xop L;~(O) . 

A partir desse momento, concentraremos nossa atenção para cálculos que expli

citarão a função 'f de tal produto torcido. Lembrando que a curvatura do tubo 

r= C(-;( a, t)) é constante e igual a 1, via Corolário 1.5.5, teremos que a função de 

torção 'P satisfaz ao sistema 

{ 

cp"(s) + cp(s) =O 

cp' 
1 + ( .:._ )2 = co , 

'P 

(3.9) 

onde c0 denota a curvatura seccional da órbita L:.1(o). Por outro lado, pela Proposição 

3.1.1, a função de torção ;:; é dada por 

-15 

k(u)du 
cp(s)=e o 

68 



em que k(u) denota o autovalor do operador de Weingarten da aplicação inclusão 

da órbita principal Eo(u) em !VI. Dessa forma, diferenciando a função de torção cp na 

igualdade anterior, encontraremos a relação 

cp'(s) = -k(s) cp(s) 

entre a função de torção 'P e sua derivada. Observe que sendo <p(O) = L segue-se da 

identidade anterior que cp'(O) = -k(O) := k0 . Portanto, a função de torção satisfaz 

ao problema de valor inicial abaixo: 

{ 

<p11 (s) + ;p(s) =O 

;p(O) = 1 

;p'(O) = k0 . 

Não é difícil verificar que a solução geral para este problema é dado por 

<p(s) =cos(s)+k0 sen(s), sE [a,t]. 

(3.10) 

C sando a relação entre a função cp e sua derivada, obteremos, via segunda equação 

da identidade 3.9, que co = 1 + kÕ. Dessa forma, c0 # O e, portanto, faz sentido 
1 

definir s0 E lR pela seguinte igualdade: senso = r;:::. Feito isso, reescreveremos a 
yco 

solução geral obtida anteriormente da seguinte maneira: 

cp(s) = JCõ sen(s + s0 ), sE [a, t]. 

Diante dessa expressão para a função de torção <p, teremos necessariamente que 

[a, tj C (so, rr + so), pois a função de torção é positiva por definição. O que faremos 

a partir desse momento é explicitar a isometria entre o tubo r e o respectivo anel 

esférico Dn. Diante das considerações anteriores, definiremos a aplicação 

w: [a,t] x,E0 (o) 

(s,X) 

----+ D~(~) (a- so, t- s0 ) c sn. 
----+ ( JCõ sen(s- so) X, cos(s- so)) 

Observe que a condição [a, t] C (s 0 , 1T + s0 ) garante que a aplicação (jf está bem 

posta. Mostraremos, agora, que a aplicação (jf é uma isometria. De fato, dado 

X= (x1 , ... ,xn) E E.,(o), seja Yi as coordenadas do ponto w(s, X). Então, 
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(i) Yi = ylcõ sen(s- sa)xi, 1 :S i :S n; 

(ii) Yn-cl = cos(s- so). 

Cálculos elementares nos mostram que 

(iii) dyi = -ylcO cos(s- sa)xids + ylcO sen(s- s0 )dxi, 1 :Si :S n: 

(iv) dYn+l = -sen(s- sa)ds. 

Segue-se imediatamente de ( iii) e (i v) que 

n+l n 

L dyJ =co sen2 (s- s0) L dxT + ds 2 

í=l i=l 

ou seja, 
n+l n 

L dyJ = ds 2 + cp2 (s) L dx;. 
i=l í=l 

Donde concluímos que \[! é uma isometria com relação a métrica torcida. O que 

prova a primeira parte da proposição. 

A segunda parte da proposição é mais delicada e será necessário trabalharmos um 

pouco mais. Inicialmente observe que, pela Proposição 3.2.8, a órbita singular L 1c!lJ 

não poderá ser excepcional. Considere uma seqüência { tn} C (a, .3) convergindo 

para .3. Denotando por 1-1. o subgrupo de isotropia de G no ponto ";(;3), teremos que 

as su bvariedades 

dotadas com a métrica induzida, serão, via Teorema 2.2.4, difeomorfas às esferas de 

dimensão k positiva. 

Por outro lado, como o tubo r = G ("I([ a, ,3))) possui curvatura seccional cons

tante e igual a 1, existe uma vizinhança U do ponto ;(3), H-invariante, e isométrica 

a um aberto da esfera sn. Convém observar que sendo "!(3) um ponto singular, neces

sariamente '!(;3) estará no interior de r = G ( "f([a, ;3))). Se 11: denota a referida isome

tria, usando o fato deU ser um aberto }{-invariante, teremos que l/;o h: U---+ l/;(U) 

é ainda uma isometria. Dessa forma, para i suficientemente grande, a fim de se 
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ter a inclusão Zi c U, teremos necessariamente que 1/;(Zi) é a esfera geodésica 

Sk(p, .3- si), com centro p = vb(B)) e raio r= /3- Si· 

Sejam i e j fixos, porém suficientemente grandes para que se tenha Zi, ZJ c U. 

:\estas condições, definiremos a homotetia 'PiJ : 1/'(Zi) ---+ 1j;(ZJ) por 

em que v E TpSn e llvll = 1. l.;sando a definição da função exponencial, obteremos 

que 

'PiJ ( expp(/3 - si)v) = cos(.B - SJ )p + sen(.B- s1 )v. 

Dados y E 1/;(Zi) e w E Tyw(Zi), consideraremos a curva 

o-(u) := expp(e- si)v(u), u E(-~~~), 

em 1/;(Zi) de tal modo que o-(0) = y e o-'(0) = w. Novamente, usando a definição da 

função exponencial, teremos que 

o-(u) = cos(5- si)P + sen(.B si)v(u). 

Segue-se imediatamente da expressão anterior que a condição inicial o-'(0) - w 
Dv l 

implica que -d (O) = ((3 ) w. Diante desses fatos, teremos que 
u sen · -si 

dcpij ( w) 

Donde, pela arbitrariedade de w, segue-se que o coeficiente de homotetia da aplicação 

'Pij é dado por 

Àij := [
sen(5- sj)] 2 

sen(5- si) 
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I\ote que, pelo fato de 'PiJ ser uma homotetia com coeficiente À;J, fica determinado 

a relação 

entre os volumes das variedades l/J(Z;) e Ç(ZJ), ou seja, 

( 

( 

)

2k . sen 3- s 
vol(1p(Z )) = ·. 1

) vol(w(Z;)). 1 sen(3 - s;) 

Portanto, para i fixo, decorre da relação anterior que 

Diante dessa relação, tentaremos mostrar a seguinte equivalência: 

De acordo com a Proposição 3.1.1, o tubo r= G(r([a, t])) e isométrico ao produto 

torcido [a, t] X c; L 1(o)· Dessa forma, usando esse fato, identificaremos I:"(sk) com 

{sk} Xcp sn-l Por outro lado, via Corolário 3.1.2, teremos que 1ik := 7iFI{ } " 
sk x....,'Y(o) 

é uma homotetia com coeficiente igual a sc2(sk), entre as variedades { sk} x I:,( o) e 

L,(o)· I\essas condições, tendo em mente as identificações em questão, definiremos a 

aplicação 

l\ote que 

Csando o fato da aplicação 1ik ser uma homotetia com coeficiente :p2(sk), não é 

difícil verificar que 

( [
sc(s;)J

2 

(dfij v),df;J(w)) = sc(sj) (v,w), 

ou seja, fiJ é uma homotetia com coeficiente J.liJ := ( ~i;;j) 
2

. Por outro lado, pela 

equivariãncía de f;J, resulta que f;J(Z;) = ZJ, donde segue-se a igualdade À;J = f.liJ· 
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Assim, fixado i, teremos que 

lirn PiJ =O= lirn Àij =O, 
Sj-+3 Sj-+i3 

ou seja, 

lirn vol(L1(sj)) =O<==? lirn vol(1f'(ZJ) =O. 
SJ-+3 Sj--..8 

Observe que a equivalência anterior implica que o ponto p = 1!J( 1((3)) é um ponto 

limite para o anel esférico D~UJ) (o s0 , p). A conclusão da segunda parte da propo

sição segue-se pelo Teorema 3.10 em [KN]. o 

Quando o ambiente é o espaço euclidiano ou o espaço hiperbólico, Seixas [Se] 

e Caputi [Ca] introduziram, respectivamente, em seus trabalhos, os conceitos de 

variedades rígida no infinito e o de planaridade transversalmente compacta. Esses 

conceitos surgiram diante da necessidade, nos argumentos usados, dos tubos ma

ximais contidos em lvf7 J<l serem limitados. No caso da esfera, corno veremos no 

próximo corolário, surge mais uma diferença substancial no tratamento do proble

ma em questão. De fato, mostraremos que a condição de limitação desses tubos é 

automática na esfera. 

COROLÁRIO 3.2.12 Seja f : 1\lfn ---+ sn+l uma hipersuperfície de G coomogenei

dade 1 com órbitas principais umbílicas em M. Dado t0 E intJ7 /:SI, seja I = (a, .3) 

o intervalo maximal definido anteriormente. Então, o tubo r = G ( 1(/)) é limitado. 

Demonstração. Pela Proposição 3.2.11 ternos que o tubo r é isométrico ao respectivo 

anel esférico Dn. Por outro lado, na demonstração da referida proposição, observa

mos a seguinte inclusão [a, t] C (1T + s0 , 21T + s0 ), donde concluímos imediatamente 

que o tubo 1 é limitado. o 

Assim corno no caso do espaço euclidiano ou do espaço hiperbólico, os tubos 

maximais r imergern, via r como subvariedades totalmente geodésicas da esfera 

sn+1 . Mais precisamente teremos a seguinte proposição. 
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PROPOSIÇ.lí.O 3.2.13 Seja f: Nfn--+ 5n~l n 2: 3, uma hipersuperficie de G-coo

mogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em l'vf. Dado t0 E intlrf<b seja 

r= G(r[a, ,3]) em que (a, ;3) é o intervalo maximal definido anteriormente. Então, 

a imersão j = !Ir : r --+ sn+l é totalmente geodésica. 

Demonstração. Se -!(3) é um ponto regular, considere o tubo r= G(-t[a, 3]), caso 

contrário, isto é, se !(f3) é um ponto singular, considere o tubo r = G ( -r[a, t]), onde 

tE (a, .3). :\'esse caso a conclusão da proposição segue-se passando ao limite quando 

t converge para ,3. Convém lembrar que se !(f3) é um ponto singular, a órbita E--;(8) 

não poderá ser excepcional (veja Proposição 3.2.8). 

Usando a Proposição 3.2.11 identificaremos o tubo r com o respectivo anel 

esférico nn. Dessa forma, pensaremos na imersão f definida sobre o respectivo 

anel esférico. Suponhamos inicialmente que a fronteira do tubo r é constituída por 

órbitas regulares, isto é, o tubo r é isométrico ao anel esférico D~(B) (a- s0 , 3- s0). 

Mostraremos que nessas condições a imersão f é totalmente geodésica. De fato, 

suponha que não, ou seja, existe Xo E int nn tal que T f(xo) = 1. Pelo fato do 

posto da segunda forma fundamental ser uma função semicontínua inferiormente, 

existe uma vizinhança aberta Ux0 , x 0 E Uxo, contida no interior do anel esférico 

D~(s) (a- so, ;3- so) de modo que 

Tf(y) = 1, \j Y E Uxo· 

Denotando por A o operador de Weingarten da imersão !, recorrendo ao Teorema 

5.3 em [Daj. garantimos que a distribuição de nulidade relativa 

.6. :={X E TUxa ; A(X) =o O} 

·é integrável e suas folhas são subvariedades totalmente geodésicas tanto em Dn 

quanto em sn+l. Portanto, denotando por Fxo a folha da distribuição .6. passando 

x 0 , existe um subespaço n-dimensional TI C JR"+2 de tal modo que Fx0 =TI n Ux0 , 

ou seja, Fxo é um aberto de sn. Sem perda de generalidades podemos supor que a 

folha Fxa não está contida no "equador" de sn, pois, se isso ocorrer, escolheremos 

outro ponto no aberto Ux0 com essa propriedade. 
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Seja J : [O, Ç] --+ Fx0 uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco 

tal que o(O) = Xo. Como a folha fxo c sn é uma subvariedade totalmente geodésica, 

a geodésica 6 poderá ser estendida a uma geodésica 6 : [0, 2rr] --+ sn, parametrizada 

pelo comprimento. Diante dessa extensão definindo s0 pela igualdade 

So = mtin{t E (0, 2rr]; o(t) n DUxo f. 0}, 

teremos necessariamente que 5([0, s0 j) C Fxo· Recorrendo, novamente, ao Teorema 

5.3 em [Da], teremos que r 1 ( 5(s0 )) = 1. Nessas condições, considerando o ponto 

x1 := 5(s0 ), pelo mesmo tipo de argumento usado anteriormente, garantimos a 

existência de uma vizinhança aberta Ux, C int Dn , x1 E Ux
1

, de tal modo que 

Como anteriormente, definindo s 1 E (O, 2r.] pela igualdade 

teremos necessariamente a desigualdade s1 > s0 . Por outro lado, usando novamente 

o Teorema 5.3 em [Da], concluiremos que r 1 ( ó(s1)) = 1. Diante disso, definiremos 

o subconjunto 

B ={tE [0, 2rr]; r/(ó(s)) = 1, v sE [0, t]} 

do intervalo [0, 2rr]. Pelo que observamos anteriormente, teremos claramente que 

B f. 0. Afirmamos que o supremo do conjunto B é atingido em t = 2rr. De fato, 

suponha que não, ou seja, 

supB = t0 < 2rr. 
t 

Dessa forma, considerando z0 := 5(t0 ), pelo mesmo tipo de argumento usados ante

riormente, existe uma vizinhança aberta Uzo, z0 E Uzo, de tal maneira que 

Portanto, definindo l 0 pela igualdade 

lo:= mj'x{t E (0, 2rr]; 5(t) n DUzo f. 0}, 
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teremos necessariamente que t 0 > t0 . Donde, pelo Teorema 5.3 em [Da], concluímos 

que , i (o ( t~)) = L ou seja, to E B. Contradizendo, dessa forma, o fato de to ser o 

supremo do conjunto B. Portanto, o supremo do conjunto B é 2;;- como havíamos 

afirmado. Observamos que na construção acima fica explícito que esse procedimento 

pode ser repetido ao longo de qualquer geodésica o passando por q. Donde concluímos 

que o aberto Uxo é de fato todo interior do anel Dn. Dessa forma, a distribuição .0, 

esta bem definida no interior do anel esférico Dn. Denotando a fronteira do anel 

esférico Dn por 3D, isto é, 3D := ~-y(a) u ~-y(~), teremos que para cada X E int Dn 

ocorrerá uma das seguintes possibilidades: 

(1) Fx n 3D= 0; 

(2) Fx n 3D i 0 

Analisaremos cada uma dessas possibilidades. Ocorrendo a primeira situação, 

para cada X E int Dn teremos necessariamente que Fx = sn-l e, portanto, dado 

y E int Dn, y i X, obteremos que 

Contradizendo, dessa forma, a unicidade das folhas. Assim, a primeira possibilidade 

não pode ocorrer. 

Suponha que ocorra a segunda possibilidade. Então, dado p E int Dn n 3D, 

existe uma geodésica o na folha Fx tal que o(O) = x, o(so) = p e o' (so) ~ Tp~-y(B) 

(ou TP'f."Y(a)l· Decorre imediatamente dos argumentos usados anteriormente que 

Ti (p) = 1. Denotaremos por TI o subespaço n-dimensional em m:.n+2 com a proprie

dade Fx c TI n Dn, e por V o campo normal unitário definido globalmente sobre TI. 

Se Vx denota o valor desse campo restrito à esfera sn, vale as seguintes propriedades: 

Conseqüentemente, se A denota o operador de 'vVeingarten da imersão f, teremos 

que A(Vy) = Ày Vy, Ày i O. De Tj(p) = L concluímos queImA= span{v;}. Por 
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outro lado, ker A = Tp'E-~(S) (ou ker A = TpL~(a)), de acordo com a proposição 3.2.9. 

Como 6 é tal que 6' ( so) f: Tp'E-~(5), (ou 6' ( so) f: Tp2:~(a)), vem que v;, f/: [TpL1(S)] j_, 

(ou Vp f: [TpL-y(aJ]j_). Logo, a imagem e o núcleo do operador de Weingarten da 

imersão f não são subconjuntos ortogonais, contradizendo, assim, o fato do operador 

de Weingarten ser autoadjunto. Portanto, a segunda possibilidade também não 

ocorre. Logo, no caso do tubo r ser isométrico ao anel esférico D~(! 3 ) (a- s0 , .3- s0 ), 

isto é, se a fronteira do tubo é constituída por órbitas regulares, teremos que a 

imersão f é totalmente geodésica. 

Se a fronteira do tubo possui um ponto singular, isto é, se o tubo r = G b([a, .3))) 

é isométrico ao anel esférico D~(;J) (a - s0), os argumentos usados anteriormente ga

rantem a mesma conclusão sobre a imersão f. Donde segue-se a proposição. o 

Encerraremos essa seção demonstrando um resultado importante aos nossos ob

jetivos. Mais precisamente, mostraremos que o interior do conjunto Nl7 f<! está 

contido em Mr. 

TEOREMA 3.2.14 Seja f: lvfn--+ Sn+l, n 2': 3, uma hipersuperfície de G-coomo

geneidade 1 com órbitas principais umbílicas em M. Se p E intJ\If7 t-s 1 , existe uma 

vizinhança C-invariante U, p E U, tal que f I 1; é uma hipersuperfície de revolução. 

A.lém disso, as órbitas principais de G são levadas, via f, nos paralelos de f(U). 

Demonstração. Dado p E intll17 -s 1 , seja : uma geodésica normal em l'vf tal que 

-r(O) = p. Seja to:= ('rr o -rr\T(p)), onde 71: AI--+ NI/G é a projeção canônica 

de M sobre o espaço de órbitas J'vf/G. Observe que pela escolha de p teremos 

to E intJT<;,!· Portanto, se r := G (:(I))' onde I = (a, 3) c intJT'Sl é o interva

lo maximal definido anteriormente, usando a Proposição 3.2.13, poderemos reduzir 

de 1 a codimensão da imersão flr. Dessa forma, considerando a imersão 

através da Proposição 3.2.9, teremos que f ('E-,caJ) é uma esfera em sn. Diante desse 

fato, seja I1a o n-plano de JR.n+l tal que I1a n sn = f(L1caJ)· Conseqüentemente, 
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através do Lema 2.3.4, concluiremos que TI" é SOv-invariante, onde V := span{ v}, v 

normal unitária ao n-plano TI" em JRn+l C Rn+2. 

Por outro lado, não perdendo de vista que a esfera sn, dada pela redução da 

codimensão, é um subvariedade totalmente geodésica de sn+l' procedendo como 

antes, isto é, denotando por TI C JRn+2 o subespaço vetorial (n + 1)-dimensional tal 

que TI n sn-l = sn, novamente, pelo Lema 2.3.4, teremos que TI é SOw-invariante, 

onde T-V:= span{ u·}, w a normal unitária ao n-plano TI em Rn+2 

Seja G := (SOv lw o subgrupo de SOv que fixa pontualmente o subespaço 

VV. Considerando o subespaço 2-dimensional Tivw := span{ v, w} C Rn+2 , pelo Lema 

2.3.4, temos que j(r) é SOn,w-invariante. Portanto, tomando U = r segue-se o 

teorema. o 

3.2.2 CONCLGS.~O DO CASO EM QGE AS ÓRBITAS TÊM CGRVA

TURA CONSTANTE 

Reservamos esta subseção para fechar o problema em questão no caso em que 

as órbitas têm curvatura constante. Antes dos arremates finais, resumiremos o que 

foi feito nas duas subseções que precedem esta no próximo teorema. Sua demons

tração nada mais é que a junção de informações já obtidas até o momento, mais 

precisamente, Lema 3.1.4 e os Teoremas 3.2.4 e 3.2.14. 

TEOREMA 3.2.15 Seja f: J'vtn---+ sn+l, n;::: 4, uma hipersuperfície de G-coomo

geneidade 1 com órbitas principais de curvatura seccional constante e umbílicas em 

lvf. Então, Mr é um subconjunto aberto e denso em Mreg· A.lém disso, as órbitas 

principais de G imergem, via f, como esferas. 

Passaremos agora a colher algumas informações inerentes à teoria que foi de

senvolvida até o momento. Pelo que observamos, para cada x E }\;freg, fica bem 

determinado um único subespaço n-dimensional Tix C ]Rn+2 com a propriedade 
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Dessa forma, se G2 (JR.n+2
) denota a grassmaniana dos 2-planos de JR.n+ 2 , fica bem 

definida a seguinte aplicação: 

nor : 1\!Ireg --+ 

X --+ nor(x) = IJ:?, 

onde II;'- denota o subespaço ortogonal ao subespaço IIx em jRn+2
. 

Analisando a expressão que define o subespaço IIx, dada pelo Teorema 1.4.2, 

observamos que a aplicação nor é C'"' no sentido de ser gerada por campos locais coo. 
Usando fatos de topologia diferencial, mostraremos que a aplicação nor é constante. 

Convém observar que o Corolário 3.2.5, juntamente com os Teoremas 3.2.3 e 3.2.14, 

implicam que isso já ocorre no subconjunto Mr aberto e denso em Afreg· 

LEMA 3.2.16 A. aplicação nor definida acima é constante. 

Demonstração. Objetivando facilitar a escrita da demonstração usaremos a seguin

te notação: cjJ := nor. Como foi visto anteriormente a aplicação ó é localmente 

constante em Mr. Usando o fato do subconjunto /vir ser aberto e denso em Aireg, 

obtemos que o subconjunto 

A= {x E l'vfreg; dóx =O} 

é aberto e fechado em 1\!Ireg . O lema segue-se agora pela conexidade de J'vireg . o 

A seguir enunciaremos um teorema que contribuirá de forma decisiva na demons

tração do principal teorema desse trabalho. Mostraremos que uma hipersuperfície 

de G-coomogeneidade 1 com órbitas principais umbílicas em lvf, no qual existe uma 

órbita principal com curvatura seccional constante é uma hipersuperfície de revo

lução na esfera. 

TEOREMA 3.2.17 Seja f: 1\,fn --+ sn+l, n 2: 4, uma hipersuperfície de G-coomo

geneidade 1 com órbitas principais umbílicas em J\II. Se existe q E Afreg tal que a 

órbita Lq tem curvatura seccional constante, então a imersão f é uma hipersuperfície 

de revolução. 
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Demonstração. Antes de começar a demonstração, convém observar que, via Teo

rema 3.2.15 e Lema 3.2.16, isso já ocorre na parte regular de M. Mais precisamente, 

temos que f(J'vfreg) é SOu-invariante, onde ll é o valor constante da aplicação nor, 

dada pelo lema anterior. Dado um ponto não-regular q E }1, seja K uma vizinhança 

tubular compacta C-invariante da órbita Eq. Como l'vlreg é um conjunto denso em 

1'v1 (veja Teorema 2.1.4), existe uma seqüência (qi)~ 1 C cHreg convergindo para q. 

:\essas condições, pelo Corolário 3.2.2, para cada índice i, f(E 9J coincide com uma 

esfera sr- 1 c sn+l_ Sabemos que essas esferas são invariantes por SOn e claramente 

estão contidas no compacto f(K) C f(M). Dessa forma, se T E SOn teremos as 

inclusões 

V i E N. 

Em particular, 

Portanto, passando ao limite, concluiremos que 

T(f(E 9 )) c f(K) c f(M). 

Pela arbitrariedade do elemento T e do ponto q, concluiremos que f é invariante sob 

à ação de SOrr. Provando, dessa forma, o teorema. c 

' -3.3 ÜRBITAS COM CURVATURA NAO-CONSTANTE 

Nesta seção, abordaremos o problema em questão no caso em que as órbitas 

principais de G têm curvatura seccional não-constante. De acordo com observação 

feita no início da subseção 3.2.1, convém lembrar que neste caso o número tipo da 

imersão f satisfaz à condição T f (p) 2 2 para todo p E Mreg. 

Quando as órbitas principais possuem curvatura seccional não-constante, existe 

uma relação interessante entre os vetores das geodésicas normais em J'vf e o operador 

de Weingarten da imersão f. É o que veremos no próximo lema. 
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LEMA 3.3.1 Seja f: Mn--+ sn+l, n 2: 3, uma hipersuperfície de G-coomogenei

dade 1. Suponha que as órbitas principais de G são umbílicas em l\!1 e possuem 

curvatura seccional não-constante. Dado p E 1Vlreg' seja í' : lR --+ AI uma geodésica 

normal com ;(O)= p. Então, o vetor r'(O) E ker A<. 

Demonstração. Como as órbitas principais de G possuem curvatura seccional não

constante, teremos que T f (p) 2: 2 para todo p E l\llreg. Portanto, através do Corolário 

2.4.4, garantimos a existência de J.1. E lR de tal modo que An' = J.l.í'· Afirmamos que 

o autovalor J.1. é igual a zero. De fato, se J.1. #O, considere '/(0), e2 , ... , en vetores orto

normais de TpM tal que A(ej = Àj ej, j E {2, ... , n }, ou seja, B = { r'(O), e2, ... , en} 

é uma base ortonormal de TpM, constituída por autovetores do operador de vVein

garten Aç da imersão f. Nestas condições, através da equação de Gauss da imersão 

r teremos que 

1 - K(77, ei) = J.l.Ài, 2 :::; i :::; n. (3.11) 

Dessa forma, recorrendo ao Corolário 1.5.6, observamos que 

K(17,ei) = 
Hess,(1),1)) 2:::; i:::; n. 

A identidade 3.11 combinada com a identidade anterior exprimem a relação 

Portanto, sendo J.1. # O, pela igualdade anterior, segue-se a identidade 

:-Jão perdendo de vista a informação que os operadores Aç e A~ coincidem ao longo 

da órbita I:P, concluímos que a imersão j : I:P --+ sn é umbílica. Dessa maneira, 

pelo Teorema 1.4.3, segue-se que a órbita Lp coincide com uma esfera em sn+l, o 

que contradiz com o fato das órbitas principais possuírem curvatura seccional não-

constante. Portanto, J.1. = O como havíamos afirmado. 

Seja f uma hipersuperfície de G-coomogeneidade 1 de curvatura seccional não

constante e com órbitas principais umbílicas em i1c1. No próximo lema descreveremos 
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de forma explícita como a imersão f pode ser dada na parte regular de AI. Essa forma 

de explicitar a imersão f será muito importante no entendimento do caso em que as 

órbitas principais possuem curvatura seccional não-constante. De fato, este lema é 

fundamental para concluirmos o estudo desse caso. 

LEMA 3.3.2 Seja f : ]'vi" --+ sn,J' n 2 3, uma hipersuperfícíe de G-coomogeneí

dade 1 com órbitas principais umbílicas em lvi. Suponha que as órbitas principais de 

G possuem cunratura seccional não-constante. Dado p E Aireg seja 'Y uma geodésica 

normal em l'vi tal que 'f(O) = p. Então, 

(a) se k(O) =O, em Mreg a imersão f é dada por 

f(';g(t)) = costf(g(p)) +senti), g E G, 

onde '/g ( t) := g o "f( t) e i) é um campo normal paralelo ao longo da órbita L:P. 

(b) se k (O) I O, em ]'vi reg a imersão f é dada por 

f("!9 (t)) = costf(g(p)) + senti)(f(g(p))), g E G, 

onde 't9 (t) := g o "!(t) e i) é um campo normal ao longo da órbita Lp. 

Demonstração. Convém observar que dado uma geodésica normal 'Y em l'vi, na 

Teorema 2.2.7, a curva "j9 , g E G, é uma geodésica normal em lvf. Dessa forma, 

fixado uma geodésica normal 'I, à variedade J'vi é folheada pelas geodésicas normais 

"!9 , g E G. 

Analisaremos o problema em questão segundo a possibilidade da órbita Lp ser 

uma subvariedade totalmente geodésica ou não da variedade ;vi, ou seja, k(O) = O 

ou k(O) I o. 
Se k(O) = O, via Proposição 3.1.7, existe uma esfera sn c sn+l totalmente 

geodésica com as propriedades abaixo: 

(i) a imersão f := flz:p --+ sn está bem definida; 

(ii) se ~ := Çfz:v , A€ é o operador de Weingarten da imersão ]; 
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(iii) os operadores A~ e A\ coincidem ao longo da órbita L:p. 

Seja !1 o subespaço (n + 1)-dimensional de Rn~ 2 tal que sn = !1 n sn-l e fi o vetor 

normal a esse subespaço definido globalmente em !1. :\'essas condições, teremos que 

fi é o campo normal unitário ao longo da imersão f. Se -:- : R --'t lv! é a geodésica 

normal em 1\!l tal que 't(O) = p e :'(O) =fi, usando o fato de 'f ser uma geodésica 

em iH e que A\(:') =O, não é difícil verificar que a curva B(t) = f(:(t)) é uma 

geodésica em sn. De fato, 

Portanto, cada geodésica normal de JVI é levada, via f, em uma geodésica de sn+l 

Por outro lado, lembrando que a variedade ;H é folheada pelas geodésicas normais 

; 9 , g E G, concluiremos que na parte regular de Ma imersão f é dada por 

f(:g(t)) = costf(g(p)) + sentfi, g E G. 

Donde segue-se a parte (a) do lema. 

Passaremos agora ao caso em que k(O) #O. Usando novamente a Proposição 3.1.7, 

garantimos a existência de uma esfera sn c sn+l com curvatura seccional maior do 

que 1, tal que a órbita L:P imerge nessa esfera. Essa imersão verifica as propriedades 

(í), (íí) e (ííí), dadas na demonstração do item (a). 

A dificuldade existente nesse caso é que a normal unitária ao subespaço (n+ 1)

dimensional !1 que determina a esfera sn não é mais um vetor tangente à esfera 

sn+1
. A fim de suprir essa dificuldade, dado q E l:p tome g E G de tal modo que 

g(p) = q e Considere o campo fi(q) = dgp(';'(O)). Recorrendo ao Corolário 5.49 em 

[PT], obteremos que fi é um campo vetorial normal, diferenciável e bem definido ao 

longo da órbita Í::p. Portanto, usando novamente, o fato das geodésicas normais de 

c\1 serem levadas, via f, em geodésicas de sn+l e não esquecendo que lv! é folheada 

pelas geodésicas normais -r9 , g E G, concluiremos que na parte regular de M a 

imersão f é dada pela expressão 

J(-;g(t)) = costf(g(p)) +sentfi(f(g(p))), g E G. 
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Provando, dessa forma, o item (b). o 

Se as órbitas principais de G possuem curvatura seccional não-constante, o 

próximo resultado garante que não existe hipersuperfície de G-coomogeneidade 1 

com órbitas principais umbílicas em J\1. De fato, esse resultado preenche a lacuna 

que faltava para concluir o problema no caso da dimensão da variedade ser maior 

ou igual a quatro. 

TEOREMA 3.3.3 Seja Nln, n :2: 3, uma C-variedade de coomogeneidade 1, completa 

e com órbitas principais umbílicas em 1\1. Se as órbitas principais possuem curvatura 

seccional não-constante, então não existe imersão isométrica f : Jvfn --+ sn+l, ou 

seja, não existe hipersuperfície de G-coomogeneidade 1. 

Demonstração. Suponha que exista, isto é, f : JvJn --+ sn~l, n :2: 3, é uma 

hipersuperfície de G-coomogeneidade 1, completa, com órbitas principais umbílicas 

e com curvatura seccional não-constante. Como as órbitas principais de G possuem 

curvatura seccional não-constante, teremos que 

Tj(q)2:2, 1:/qEM. 

Dessa forma, dado p E l\!Ireg: consideraremos a órbita Lp e analisaremos o problema 

sob a ótica da mesma ser ou não uma subvariedade totalmente geodésica em 1\IJ, isto 

é, o autovalor k(O) ser nulo ou não. 

Se k(O) =O, pelo lema anterior, teremos que em cV!reg a imersão f é dada por 

fh(tJ)=costf(g(p))+sentfi, gEG, (3.12) 

onde -r é a geodésica normal em AI com ;(O) = p, ;'(O) = fi e ; 9 := g o;. Por 

outro lado, se t0 = ~~ pela densidade de ]'vlreg em l\11, para cada g E G, existe uma 

seqüência (;9 (tm)) C 1Vlreg, -t9 (tm) ----+ -;9 (t0 ). Portanto, via identidade 3.12, para 

cada índice m, teremos que 

fh(tm)) =costmf(g(p))+sentmfi, gEG. (3.13) 
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donde concluímos passando ao limite que 

Dessa forma, a órbita L-y(to) é necessariamente um ponto fixo para o grupo G, di

gamos 2:-y(to) = qo. Nesse contexto, consideraremos o subconjunto W(q0 ) C Tq0 i\!! 

definido por 

W(qo) := {v E Tq0 1VI; v= í~(t 0 ) para algum g E G} 

Dado v E vV(qo), seja 9o E G tal que 'f~ 0 (t 0 ) =v. Novamente, pela densidade de Mreg 

em JVI, obteremos urna seqüência ( '!go (tm)) C 1\!Ireg convergindo para '!go ( t0 ) := q0 . 

Portanto, para cada índice tm, teremos via identidade 3.13 que 

Donde, passando ao limite, concluímos que 

df(v) =- f(go(p)). 

Diante da última igualdade, pela arbitrariedade do vetor v segue-se que 

ou seja, a imersão 

está bem definida. Portanto, via teorema de Kobayashi citado na seção 1.2, ob

temos que Lp é isométrica a urna esfera, contradizendo, dessa forma, o fato das 

órbitas principais possuírem curvatura seccional não-constante. Portanto, a imersão 

isométrica não existe quando k(O) =O. 

Suponha que k(O) o/ O. Nesse caso, pelo lema anterior, teremos que em Mreg a 

imersão f é dada por 

J(-r9 (t)) = cost f(g(p)) + sentíj(f(g(p))), g E G. (3.14) 
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Por outro lado, via Proposição 3.1. 7, temos que 

f(g(p)) + k~) ií(f(g(p))) = Po, 

onde p0 é o centro da esfera sn no qual a órbita EP imerge. Isolando o valor de i) 

na expressão anterior e substituindo na identidade 3.14 obteremos que 

f h(t)) = [cos t- k(O) sen t] f (g(p)) + k(O) p0 sen t, g E G. (3.15) 

Observe que definindo to pela equação cotgt0 = k(O), para cada g E G, recorrendo 

à densidade de lVIreg em M, obteremos uma seqüência ; 9 (tm) C }\![reg convergindo 

para r 9(t 0 ) := q0 . Portanto, via identidade 3.15, para cada tm teremos que 

Logo, passando ao limite, teremos que 

f ( '!9(to)) = k(O) Po sento, \f g E G 

ou seja, 

Assim, a órbita E~(to) é necessariamente um ponto fixo para o subgrupo G, digamos 

E~(to) = ij0 . Diante desse ponto fixo, recorrendo aos mesmos argumentos utilizados 

no caso k(O) = O, obteremos que a órbita EP é isométrica a uma esfera, contradi

zendo. dessa maneira, o fato das órbitas principais possuírem curvatura seccional 

não-constante. Portanto, também nesse caso, a imersão f não existe. o 

Observe que, via teorema anterior, concluímos que se existir uma hipersuperfície 

de G-coomogeneidade 1, f : Jl;f" ---!- sn+l, n 2: 3, teremos necessariamente que as 

órbitas principais de G possuem curvatura seccional constante. 
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3.4 0 TEOREMA PRINCIPAL 

Reservaremos está seção para reorganizar os resultados obtidos até aqui, produ

zindo, dessa forma, o resultado principal de nosso trabalho, o qual é análogo aos 

resultados de [PS] e [Se]. 

TEOREMA 3.4.1 Seja f : 2\Jn ---+ Sn+l, n 2: 4, uma hipersuperfície completa de 

G-coomogeneidade 1. Se as órbitas principais de G são umbílicas em lvf, então f é 

uma hipersuperfície de revolução. 

Demonstração. Dividiremos a demonstração do teorema em duas partes. Suponha 

inicialmente que Aireg _ 1\IT~l· Como A1reg é denso em M, obtemos que Tf :S 1 ao 

longo de JVI. Usando a equação de Gauss para f, obtemos que a curvaturas seccionais 

de M são iguais a 1. Como é completa, vem que f é totalmente geodésica, de acordo 

com [Da], página 72. Portanto, f(M) é de revolução. 

Suponha, agora, que existe um ponto p E Mreg tal que Tf(p) 2: 2. Observe que 

pelo Teorema 3.3.3, a curvatura seccional da órbita L:P deve ser constante. Por outro 

lado, a Proposição 3.1.1 juntamente com o Corolário 2.4.4 implicam que T f (p) 2: 3. 

Nessas condições, o resultado é uma conseqüência imediata do Teorema 3.2.17. o 

3.5 0 CASO TRIDIMENSIONAL 

Em virtude do teorema de existência dada na seção 3.3, sem perder de vista os 

vários resultados já obtidos para o caso tridimensional, acreditamos que o Teorema 

3.2.17 poderá ser estendido ao caso tridimensional. Apesar de algumas dificuldades 

técnicas que acreditamos serem transponíveis, tentamos caminhar nesta direção. 

Não logrei êxito nesta investida, mais obtive alguns resultados que me levam a crer 

numa resposta afirmativa a afirmação anterior. Espero que com um pouco mais 

de tempo possamos concluir com êxito esta etapa. Os resultados obtidos decorrem 
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de uma leitura atenta sobre curvatura extrínseca e curvatura intrínseca de uma 

superfície imersa em uma variedade tridimensional de curvatura constante em [Sp]. 

As informações obtidas são relevantes quando combinamos com alguns resultados 

que já obtemos sobre como imerge as órbitas principais na esfera. 
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