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REsSUMO

Em 1994, Podesta ¢ Spiro provaram que uma hipersuperficie de coomogeneidade
um, [ M”™ — R**' n > 4, cujas Srbitas principais sdo umbilicas em M é uma
hipersuperficie de revolucdo. No ano de 1996, em sua fese de doutorado, Seixas
enfraqueceu a hipétese deste teorema, provando um resultado para hipersuperficies
completas que estende o resultado de Podesta e Spiro para o caso de variedades
completas com algumas restricdes sobre a parte plana de M. Além disso, Seixas
consitderou © caso tridimensional, obtendo uma extensio do teorema para este caso.
Seguindo os passos de Seixas, Caputi, em 2000, em sua tese de doutorado, estendeu
o resultado de Seixas para hipersuperficies completas com dimensdo maior ou igual
a quatro do espago hiperbolico.

Nosso trabalho consiste em considerar esse problema na esfera euclidiana. Jus-
tamente como no trabalho de Seixas, provaremos que uma hipersuperficie completa,
f o M®— S* n > 4, no qual age um grupo compacto de isometrias com coomo-
geneidade um e cujas érbitas principais sdo umbilicas em M ¢ uma hipersuperficie

de revolucao.
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ABSTRACT

In 1994, Podesta and Spire proved that a compact hypersurface of cohomogeneity
one, f: M™ — R*™ n > 4, whose principal orbits are umbilical in M is a hyper-
surface of revolution. In 1996, in his Ph.D. thesis, Seixas weakened the hypothesis of
this theorem, proving the result for complete hypersurfaces and extended the result
of Podesta and Spiro to the cases of complete manifolds with some restrictions on
the flat part of A/. Besides this, Seixas considered the tridimensional case, obtai-
ning an extension of the thecrem in this case. Following Seixas, Caputi. in 2000, in
his Ph.D thesis, extended the resuit of Seixas for complete hypersurfaces with the
dimension greater than or equal to 4 in the hyperbolic space.

Our work consists of considering this problem on the Euclidean sphere. Just like
in the work of Seixas, we prove that a complete hvpersurface, f : M® — 571
n > 4, on which a compact group of isometries acts with cohomogeneity one and

whose principal orbits are umbilical in M is a hypersurface of revolution.
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INTRODUCAO

Seja M™ uma variedade riemanniana de classe C*. Dado G C Iso{M) um subgru-
po do grupo de isometrias da variedade M, dizemos que M ¢ de G-coomogeneidade
um se a codimensdo de uma 6rbita principal é 1. Convém observar que o objeto
gue acabamos de definir s8o os objetos mais préximos das variedades homogéneas.
Nesse contexto, faz sentido analisar todos os problemas atacados no caso homogéneo
sob o ponto de vista das variedades de coomogeneidade 1.

Estudos sobre as variedades de G-coomogeneidade 1, j4 sfo realizados a algum
tempo. Talvez um dos mais importantes, dentro do aspecto topolégico, foi realizado
em 1957 por P. Mostert {veja [Mo]}. Neste artigo, Mostert descreve algumas relagdes
entre as Orbitas principais da acdo de G em M e a variedade M, assim como, faz
uma descricdo das variedades de G-coomogeneidade 1 em dimensdes dois e trés.

A partir de 1989, A. V. Alekseevsky e D. V. Alekseevsky produziram varios
artigos tratando das variedades de G-coomogeneidade 1. Dentre estes artigos, des-
tacamos [AA] e [Al] nos quais é dado uma classificaciio das variedades de G-coomo-
geneidade 1, a partir de propriedades das geodésicas normais em termos de grupos
de Lie.

A partir de agora concentraremos nossa atengao para hipersuperficies, levando
em conta as de G-coomogeneidade 1, isto ¢, as imersdes isométricas f : M™ — §7H1
onde M ¢ uma variedade de G-coomogeneidade 1 e G um subgrupo compacto e
conexo de Iso{M).

Ao nivel de nosso conhecimento quem primeiro estudou as hipersuperficies de
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G-coomogeneidade 1 foram F. Podestd e A. Spiro. Eles obtiveram um teorema
analogo ao de Kobayashi para variedades homogéneas no caso das hipersuperficies
de G-coomogeneidade 1. Este teorema, cujo enunciado encontra-se a seguir, podera

ser encontrado em PS).

TreorREMA 3.1 (Podesta-Spiro) Seja f 1 M" — coomogeneidade, n > 4, uma
imersdo isométrica de uma variedade riemanniana compacta de G-coomogenei-
dade 1, onde G ¢é um subgrupc compacto e conexc de Iso{M). Se as drbitas

principais de G sdo subvariedades umbilicas de M, entdo f é de rotacao.

Sob a mesma Otica de idélas e com & mesma restricio na dimensdo da variedade
M™ A, C. Aspertl, F. Mercuri e M. H. Noronha estudaram as hipersuperficies de
G-coomogeneidade 1, com a hipdtese das drbitas principais do grupo G possuir
curvatura constante (veja [AMN]). O principal resuitado obtido nesse trabalho serd
explicitado a seguir, donde, via teorema de Podesta e Spiro, obtemos que a imersao

f é de rotagao.

TEOREMA (Asperti-Mercuri-Noronha) Seja f: M™ — coomogeneidade, n > 4,
urma Imersao isométrica de uma variedade riemanniana compacta e de G-coomo-
geneidade 1, onde G é um subgrupo compacto e conexo de Iso(M). Se as érbitas
principais de GG tém curvatura seccional constante, entdo elas sao subvariedades

umbilicas de M.

Em 1996, Seixas [Se], em sua tese de doutorado, estudou o problema em questio
sob dois aspectos. Em primeiro lugar estudou os efeitos, sobre a topologia de uma hi-
persuperficie de coomogeneidade 1, decorrente de algumas propriedades geomeétricas
das érbitas principais e em segundo lugar estendeu o teorema de Podesta e Spiro
para o caso em que a variedade A é completa, assim como, retirou a restricdo so-
bre a dimensZo da variedade M. O principal resultado desse trabalho, no que diz

respeito a extensdo do teorema de Podesta-Spiro, é o seguinte teorema:



TreorEMA 4.2.14 (Seixas) Seja f : M™ — coomogeneidade, n > 3, uma hiper-
superficie completa, rigida no infinito e de G-cohomogeneidade 1. Suponhamos
que as érbitas principais de G sejam subvariedades umbilicas de M. Entdo, f é de
rotacdo. Se, em adicao, M é compacta e orientavel, entdo ou M € homeomorfa

a S" ou M é homeomorfa ao produto St x §771,

Quatro anos mais tarde, mas precisamente em 2000, Caputi, em sua tese de
doutorado (veja [Cal}, seguiu a mesma linha de raciocinio de Seixas e estendeu o
resultado anterior para as hipersuperficies de coomogeneidade 1 completas do espaco
hiperbélico. Convém observar que Caputi manteve a restrigho sob a dimensio da

variedade AM™. isto é, n > 4. Mais precisamente, Caputi obteve ¢ seguinte teorema:

TeorREMA 3.9 (Caputi) Seja M™,n > 4, uma variedade riemanniana completa e
conexa, G C Iso{M} um subgrupo fechado e conexo que age com coomogeneida-
de 1 sobre M e seja f : M"™ — H""' uma imersdo isométrica com planaridade
extrinseca transversalmente compacta. Se as drbitas principais sao umbilicas em
M, entao f é de revolugdo (com drbitas principais sendo mandadas em paralelos)

ou f(M) é congruente a um dos exemplos NR.

O objetivo do presente trabalho é estender o teorema de Seixas para o caso das
hipersuperficies de coomogeneidade 1 completas da esfera S™7'. A fim de alcangar
nossos objetivos, dividiremos nosso trabalho em trés capitulos. No primeiro capitulo
ser4 apresentado de forma sucinta alguns conceitos basicos relativamente a teoria das
imersGes, assim como, alguns resultados envoivendo o conceito de produto torcido,
necessarios para uma boa compreensao dos capitulos seguintes.

O capitulo dois também é um capitulo bésico, porém mais especifico que o
capftulo anterior. A primeira secido deste capitulo serd inteiramente dedicada ao
tratamento das agoes de grupos de Lie. Nela serd dado os conceitos necessérios e
alguns resultados, sem preocupacdo com demonstracles destes fatos. A segunda
secdo serd usada para introduzir o conceito de ac¢des de coomogeneidade um, junta-
mente com resultados que serdo tdteis em nosso trabalho. Na secdo trés definimos

subespacos G-invariante e desenvolveremos alguns resultados que permitiram fazer
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algum tipo de correlagdo entre hipersuperficie de revolucio da esfera e subespacos
(G-invariante. Finalizarmos este capitulo organizando de modo conveniente alguns
resultados de nosso interesse, no que diz respeito a relacio existente entre nimero
tipo de uma imersaoc e ¢ produto torcido. Nesta se¢do a dnica novidade € a demons-
tragdo dada a um fato id conhecido na literatura, usando uma técnica diferente.

Mais precisamente, provamos de uma maneira diferente o seguinte teorema:

- . T+1 . JU s
TEOREMA 2.4.5 Seja f : M™ — M, | n > 2, uma imersio iscmétrica, na qual
M é uma variedade de G-coomogeneidade 1 e M é uma variedade de curvatura

constante ¢. Entdo, se p € M,,, teremos as seguintes afirmacdes:
(1) se vf(p) > 2, entdo 7 é constante ao longe da drbita T, ;

(2) setf(p) <1, entdao7f(q) <1, ¥ geZ,.

O terceire é o capitulo principal. Nele enunciamos e demonstramos os principais
teoremas deste trabalho. Temos como objetivo principal demonstrar o seguinte
teorema.

TEOREMA 3.2.3 Seja f : M™ — S™"1 n > 4, uma hipersuperficie de G-coomo-
geneidade 1. Se as ¢rbitas principais de G sdo umbilicas em M, entdo a imersédo

f é uma hipersuperficie de revolucéo.

Em seguida, objetivando um melhor aproveitamento da leitura deste capitulo,
tracaremos a trajetdria percorrida para demonstraco do resultado principal deste
trabalho. Na primeira seco desenvolveremos alguns resultados que produzem in-
formacdes interessantes, quando temos informacdes adequadas sobre o nimero tipo
da imersdo f : M" — S""% n > 3. O primeiro resultado dessa secdo garante a

rigidez local da imersao f em pontos cujo ntmero tipo € alto.

ProrosIGAO 3.1.3 Seja f: M™ — 5™ n > 3, uma hipersuperficie de G-
coomogeneidade 1. Se p € M., é tal que 7f(p) > 3, existe um tubo [ contendo
a orbita principal L,. tal que a restricao da imersdo f a esse tubo é uma imersao
rigida.

X1



Sob a hipdtese do ntmero tipo da imerséo f ser alto. obtemos o préximo resultado
que é de suma importancia a0s n0ssos objetivos.
LEMaA 3.1.5 Seja f 1 M™ — 5771 n > 3, wma imersdo isométrica. Se o nilmero
tipo de [ € maior do que 2 ac longo de M, entdo f induz um homomorfismo
diferencidvel @ : Iso(M) —— Iso(S™) definido pela relacdo fog= ®{g)o f.

Finalizaremos a lista de resultados importantes desta secdo com o lema e a
proposigao que se segue. Eles representam papel importante no estudo do caso em
que as 6rbitas principais possuem curvatura constante.

LEMA 3.1.6 Seja f : M™ —— S™1 n > 3, uma hipersuperficie de G-coomoge-
neidade 1. Se as drbitas principais de G sdo umbilicas em M e p € M,., ¢ tal

que Tf(p) = 2, entdo valem as seguintes afirmagdes:

(1) o campo 7 é paralelo na conexdo normal da imersdo b T, — S*t isto
6 V=0, V X €x(Z,);

(2} os campos dos operadores de Weingarten Az e A, sdo idénticos ao longo
da érbita ,, isto é, 4; X = A, X, ¥V X e x(&,);

(3) os campos de operadores de Weingarten Ag e Ag coincidem ao longo da
orbita Ly, ou seja, Az X = A X, ¥V € x(Z,).

PROPOSIGAC 3.1.7 Seja f : M™ — S™*!' n > 3, uma hipersuperficie de G-
coomogeneidade 1. Se as drbitas principais de G sdo umbilicasem M e p € M.,
é tal que 7f(p) > 2, existe uma esfera S* < S™*! tal que f = fls, 1 5, — 57
estd bem definida e tem A; por operador de Weingarten.

A segunda secdo desse capitulo trata do estudo do caso em que as érbitas prin-
cipais de G possuem curvatura seccional constante. Os resultados principais desta
secao sao dados pelos teoremas abaixo. O primeiro deles afirma que se a variedade
M é constituida por pontos regulares com numero tipo alto e com 6rbitas principais

de curvatura seccional constante e umbilicas em M, entdo f € de revolucéo.
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TEOREMA 3.2.3 Seja f : M™ — S§™*" n > 4, uma hipersuperficie de G-coomo-
geneidade 1 com drbitas principais de curvatura seccional constante e umbilicas
em M. Se M = M-;vo, f é uma hipersuperficie de revolugdo e, além disso, as
érbitas de G serdo levadas. por f, nos paralelos de f(M).

De posse do teorema anterior é possivel mostrar uma versio local do teorema

que estamos buscando.

TEOREMA 3.2.4 Seja f: M™ —s 5™, n > 4, uma hipersuperficie de G-coomo-
geneidade 1 com orbitas principais de curvatura seccional constante e umbilicas
em M. Dado p € M.y, 7f(p) = 2, existe um tubo G-invariante, I' C M,.,,
Y, C T C My, tal que flp é uma hipersuperficie de revolugdo. Além disso, as
érbitas g, ¢ € I, sao levadas, via f, nos paralelos de f(T').

Reservamos a subsecao 3.2.1 para o estudo da parte regular de M, constituida
por pontos regulares, cujo numero tipo € menor ou igual a um. Do ponto de vista
matematico essa € a parte mais delicada do problema. Destacaremos a seguir os
principais resultados desta subsecdo.

A préxima proposicao garante gue na fronteira dos tubos maximais contidos na
parte regular de M, cujo nimero tipo € baixo, néo existe érbitas excepcionais.

PROPOSIGAC 3.2.8 Seja f : M™ —s 5™, n > 4, uma hipersuperficie de G-
coomogeneidade 1 com Crbitas principais umbilicas em M. Dado ty € intJ, <y,
nenhuma 6rbitas que forma o bordo do tubo T = G{~{w,8)), onde {a,5) é 0

intervalo maximal, é uma drbita excepcional de G.

A préxima proposicao é muito importante aos nossos objetivos. Ela produz in-
formacoes interessantes sobre a imersfio das érbitas regulares que formam a fronteira
do tubo maximal contido na parte regular de M cujo nidmero tipo é baixo.

PROPOSICAO 3.2.9 Seja f : M™ —— S*"' n > 4, uma hipersuperficie de G
coomogeneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Dado tp € intJ, p<;,
seja I = {o, ) o intervalo maximal FEntdo, a drbita £,y imerge como uma
esfera e 0s campos tangentes a L., estao no nicleo do operador de Weingarten

da imersao f.
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De posse da proposicio anterior obtemos outro resultado extremamente 1mpor-

tante para o estudo da parte regular de M, constituido por nimero tipo é baixo.

PROPOSICAO 3.2.11 Seja f : M™ — S™} n > 3, uma hipersuperficie de G
coomogeneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Dado ty € intJ: <1,

seja I == («, 8) o intervalo maximal. Entao,
(1) O tuboT = G(v([a,])), t € (o, B), é isométrice ao anel esférico
D2 g (& — s0.t — $q),

onde sy € R é uma constante adequada. Convém observar que se v{(3) é

um ponto regular, a afirmacédo anterior vale para t = 3;

(2) se v(8) é um ponto singular, o tubo T' = G{y(la, 3))) € isométrico ao anel

esférico D:( 8) (a: - so), onde sy € R € uma constante adequada.

Usaremos a proposicio anterior para mostrar que os tubos maximais imergem,
via f, como subvariedade totalmente geodésica da esfera S™*'. Essa proposico é

muito importante sob a 4tica de nossos objetivos.

PrROPOSIGAO 3.2.13 Seja f : M™ — S™ n > 3, uma hipersuperficie de G-
coomogeneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Dado ty € intJ <,
seja T' = G(v[o, B8]) em que {a, 3) € o intervalo maximal. Entdo, a imersao
f=flp: T — 8" ¢ totalmente geodésica.

Esta subsecao serd finalizada com um teorema andlogo ao teorema encontrado

na secdo que analisa o problema na parte regular de M, cujo numero tipo ¢ alto.

TEOREMA 3.2.14 Seja f : M™ — S™7' n > 3, uma hipersuperficie de G-coo-
mogeneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Se p € intM.;<:, existe
uma vizinhanga G-invariante U, p € U, tal que f|i é uma hipersuperficie de
revolucdo. Além disso, as drbitas principais de G sao levadas, via f, nos paralelos

de F(U).

o'



Na subsecao 3.2.2 encontraremos condicdes para que a imersac f seja de revo-

lucdo. O principal resultado nessa subsecfio resume-se ao préximo teorema.

TEOREMA 3.2.17 Seja f + WM™ — S™1 n > 4, uma hipersuperficie de G-
coomogeneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Se existe ¢ € My
tal que a érbita I, tem curvatura seccional constante, entdo a imersdo [ é uma

hipersuperficie de revolugio.

A secao 3.3 foi reservada para estudar o caso em que as Orbitas principais de G
tém curvatura seccional nao-constante. A seguir, resumiremos os principais resulta-

dos dessa secao.

LEMA 3.3.2 Seja f : M™ —— S™ n > 3. uma hipersuperficie de G-coomo-
geneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Suponha que as Jrbitas
principais de G possuem curvatura seccional ndo-constante. Dado p € M,., seja

~ uma geodésica normal em M tal que +{0) = p. Entéo,
(a) se k(0) =0, em M,,, a imersao f é dada por
F(7(t)) = cost f{g(p)) +sent, g€,

onde ,(t) :== go~v(t) e 77 é um campo normal paralelo ao longo da drbita
.

(b) se k(0} # 0, em M,., a imersdo f é dada por
F(7(t)) = cost f(g(p)) +senti{f(g(p)), g€G,

onde v,(t} == go~(t) e i é um campo normal ao longo da drbita £, .
Usando o lema anterior, mostramos que nao existe hipersuperficies de G-coomo-
geneidade 1 com drbitas principais de curvatura seccional ndo-constante e umbilicas

em M.
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TeoREMA 3.3.3 Seja M™, n > 3, uma G-variedade de coomogeneidade 1, com-
pleta e com orbitas principais umbilicas em M. Se as drbitas principais pos-
suem curvatura seccional ndo-constante, entdo nao existe imersdo isométrica

f 1 M™ — 8™ ou seja, ndo existe hipersuperficie de G-coomogeneidade 1.

Na ultima secéo deste capitulo, combinaremos com o resultado anterior com o
Teorema 3.2.17 para demonstrar ¢ principal teorema deste trabalho. Mais precisa-

mente, na demonstracdo do seguinte teorema:

TeEOREMA 3.2.3 Seja f : M™ — 8" n > 4, uma hipersuperficie de G-coomo-
geneidade 1. Se as drbitas principais de G sdo umbilicas em M, entdo a imersio

f é uma hipersuperficie de revolucio.

Diante deste resultado, visualizamos de forma concreta o objetivo principal deste

trabalho e com isso encerramos o que nos propusemos a fazer.
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CArPITULO 1

FaTOS BASICOS SOBRE IMERSOES
ISOMETRICAS

Este capitulo tem como objetivo principal estabelecer a nomenclatura bésica que
sera utilizada em todo trabalho e, ao mesmo tempo, fazer uma apresentacio sucinta
dos fatos elementares da Geometria das Subvariedades de Espacos de Curvatura
Constante. Também serd abordado fatos ligado & estrutura de produtos torcidos,
bem como, alguns resultados relacionados as G-variedades de coomogeneidade um,

onde G é subgrupo compacto do grupo de isometria de M, Iso(M).

1.1 IMERSOES ISOMETRICAS E NUMERO TIPO.

Nesta secao, enunciaremos alguns fatos e conceitos basicos dentro do contexto
das imersdes isométricas, necessdrios ao perfeito desenvolvimento do nosso trabalho.
Daremos o conceito de rigidez e apresentaremos um teorema de rigidez de Allendo-
erfer, que estd dentro do contexto de nosso trabalho. Finalizaremos a se¢do com o
conceito de ndmerc tipo de wma imersdo isométrica ¢ demonstraremos um resulta-
do que classifica completamente a imersdo, quanto a rigidez, via ndmero tipo, em
variedades de curvatura constante.



Sejam M™ e A" variedades diferencidveis de dimensio n e n + k, respectiva-
mente. Dizemos que uma aplica¢do diferenciavel f: M" —— M 6 uma imersao,
se a diferencial f. 1 TuM — Ty, M é injetiva para tode z € M. O numero k ¢
chamado de codimensao da imerséo f.

Uma imersao f @ M" —— W entre duas variedades riemannianas com métricas

{,Ye {{,)) respectivamente, é chamada de imersac isométrica, se
(X)Y) = {{(AX, LYY, ¥ z€M e ¥ X,V €T,

Convém lembrar que uma imersdo isométrica [ é localmente um mergulho, ou
seja, localmente f € uma aplicagio inclusdo. Dessa forma, consideraremos o espago
tangente a A/ em um ponto z como um subespago do espago tangente a Mem flz)
e esCreveremos

Ty M = T, M & T,M~,
onde T,M* é o complemento ortogonal de T,M em T, M.
Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de M e M, respectivamente. Entdo,
fazendo uso das identificagbes acima, escreveremos férmulas bastante conhecidas no

contexto da teoria das imersdes. A primeira delas é a conhecida férmula de Gauss:
VY = VYV +alX.YV), ¥V XY €x(M),

onde @ : TM x TM — TM- é denominada de segunda forma fundamental
da imersdo f. Usando as propriedades das conexdes V e V, nio é dificil mostrar que
a aplicacdo « ¢ bilinear e simétrica sobre o anel das fungdes diferencidveis sobre M.

Dados os campos de vetores X € TM e £ € TM~, definimos a seguinte aplicagio
A X = —(Vy8)7,

onde { )7 significa a componente tangente do vetor em questio. Como con-

seqiiéncia imediata da formula de Gauss temos a seguinte identidade:

(A:X)Y) = (@X,Y),8), ¥V X,YeTM e £eTM%

o]



através da qual concluimos imediatamente que a aplicacdo A¢ : TM — TM ¢é
linear e simétrica. A aplicacac A; é denominada operador de Weingarten da
imersdo [ na diregao £.

Usando o fato de V ser a conexio de M, nio é dificil verificar que a componente
normal de V x &, que denotaremos por V&, define a conexio sobre o fibrado normal
(T‘M)"g“ , denominada de conexac normal de f. Estamos, agora, em condigdes de

escrever a segunda férmula prometida, denominada férmula de Weingarten:
Vi€ = ~AX+V3E ¥ XeTM e £6TM

Denotaremos por K e R, respectivamente, 0s tensores de curvatura das varieda-
des M e M e, por R*, o tenser de curvatura normal relativa & imersio f. A fim de
fixar notacdo, objetivando ndo criar confusdo com a mesma, iremos usar a seguinte

definicdo para o tensor de curvatura:

R(XY)Z = vayz - VYVXZ - vayZ

i 7L v L
A seguir forneceremos as equacgdes bdsicas para uma imersao isométrica. Estas

equacdes originam-se de manipulacdes algébricas simples das férmulas de Gauss e

Weingarten. No que se segue consideraremos X, Y, Z e W € TM e € € (TM)~.

Equagao de Gauss:

RIX.YVVZW) = (RX,Y)Z, W)+ (a(X,W),a(Y, Z))
—{alX. Z), oY, W)

b

Equacao de Codazzi:
(RIX,Y)Z) = (Vzal(Y.Z) - (Vyo)(X, Z),

onde (Vza)(V,Z) :=V3alY,Z) - a(VxY,Z) —a(Y,VyZ) e { )* significa
componente normal do campo em questao.
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Equacao de Ricci:

RX, VO = RYXYVIE+a(deX,Y) - a(X, AeY).

Sejam X, Y dois vetores ortogonais em 7A{. Se K e K denotam, respectivamente,
a curvatura seccional de M e M, entdo, pela equacio de Gauss, obtemos a seguinte

relagdo entre as curvaturas seccionais das variedades M ¢ M.

K(X,YV) = KX)Y) +{aX X),al Y)) - X, V)|,

Um caso bastante interessante. que particularmente nos interessa, é aquele em
- . . ) ; - . —“f“n-f—k . -~
que M possui curvatura seccional constante & Seja f: M"™ — M, uma imers&o,
ek . R o me
onde M, ~ denota uma variedade com curvatura seccional constante ¢. Neste con-

texto, as equacdes fundamentals para esta imersio sio escritas da seguinte forma:

Equacao de Gauss:

(RIX.YIZW) = (X AYIZ.W) + (a(X, W), alY. 2))
- <Q<‘X: Z) Q(Y, E/V)) :

Equagao de Codazzi:
(Vxa)(Y. Z) = (VzVya)(X, Z);
Equacgao de Ricci:
RHEX.V)E = alX, AY) - a(4:X,Y),

. ~ . - P . . el .
Quando a codimensao da imersao é 1, isto é, [ M™ — M & uma hipersu-

perficie, as equagdes fundamentais sdo escritas da seguinte maneira:

Férmula de Gauss:

H?MX}/ = VXY"F(:%&X}”’)f



Férmula de Weingarten:

?};f = wx/i‘{X.

Usando o fato de que ofX,Y) = (A X. V)&, as equacbes de Gauss e Codazzi
830 escritas, neste caso, da seguinte forma:

Equacao de Gauss:
RIX,VVZ = (RIX.YV)Z)7 + (A:X N AY)Z.
Equacido de Codazzi:
(RX. V)T = (VrA)X — (VxAY,

onde,

(VxA)Y == VxAY — AV Y.
£ £ £

Em Geometria Diferencial um problema bastante relevante é aquele que consiste
em obter informagdes topoldgicas ou geométricas, sob a hipdtese de que esta vari-
edade possa ser isometricamente imersa, com codimensdo baixa, em algum espaco
de curvatura constante,

Nessa dire¢ao, no que diz respeito as variedades homogéneas, temos um teorema,
devido a Kobayashi, que classifica completamente as hipersuperficies compactas e

homogéneas do espaco euclidiano. E o contedido do préximo teorema, cuja demons-

tracdo serd omitida e encontra-se em [Ko].

TeorEMA 1.1.1 (KOBAYASHI} Seja M uma variedade compacta e homogénea. Se
existe uma imersdo isométrica f : M™ — R**!, n > 2, entdo f(M) coincide com

uma esfera.



1.2 HOMOTETIA E RIGIDEZ DE UMA IMERSAO

O principal objetivo desta secdo é explicitar os conceltos de homotetia e o de
numero tipo de uma imersao isométrica. Paralelamente, enunciaremos alguns re-
sultados relacionados a tais conceltos. cujas informactes serdo de grande valia aos
NOSSOS INteresses.

Sejam M e M duas variedades riemannianas com métricas g e j, Tespectivamente.
Um difeomorfismo v : M — M tal que ¢*(§) = kg para alguma constante k > 0 é
chamado uma homotetia com coeficiente k. Em outras palavras, ¢ ¢ uma homotetia

com coeficiente k& se, e somente se,
FldvX,dvY) = kg{X\Y), ¥V XY e T,M.

Note que uma isometria nada mais é que uma homotetia com coeficiente £ = 1.
Um fato bastante conhecide na literatura (veja [O'N], Lema 64) é que as ho-

motetias preservam conexdes de Levi-Civita e, portanto, todas nocbes geométricas

que derivam da conexdo. Entretanto, curvaturas secclonais nao sao invariantes por

homotetias, como mostra o lema abaixo:

LEMA 1.2.1 Seja ¢ : M — M uma homotetia com coeficiente k. Se K e K sao,

respectivamente, as curvaturas seccionais de M e M, entdo
S 1
K{dvX, dvY) = }gK(X? Vi, V X,)VeTM com X.1Y

Na secao de produtos torcidos veremos uma grande quantidade de exemplos de
variedades homotéticas. Verificaremos, nessa secdo, que as fibras de um produto tor-
cido sdo todas homotéticas, isto €, existe uma homotetia entre duas fibras quaisquer
com o mesmo coeficiente. Portanto, se uma fibra tem curvatura seccional constante,
segue-se da equagdo acima que todas as outras tém curvatura seccional constarnte,
e mals, as curvaturas seccionais terdo o mesmo sinal.

A seguir, daremos o conceito de nimero tipo, intimamente ligado ao aspecto de
rigidez de uma imersdo. Sejam f : M" ~— ?Jn_'l, n > 2, uma hipersuperficie, p um
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ponto de M e & um vetor unitdrio de T,M*. Se Ag, : T,M — T,M é o operador
de Weingarten da imersdo [ na dire¢do de &, entdo o ntmero tipo de f em p,
que serd indicado por 7f(p), ¢ definido como sendo o posto do operador Ag,, ou
seja. o nimero de autovalores diferentes de zero de A . Quem primeiro introduziu
o conceito de numero tipo de uma imersao foi Allendoerfer em [All

Ao se estudar a geometria extrinseca de uma variedade a partir de sua geometria
intrinseca, verificou-se que um conceito muito util € o de rigidez. Diremos que uma
imersdo isométrica f 1 M" — M é rigida se, dada qualquer outra imersio
isométrica g @ M" — ™, existe uma isometria A : M — M tal que f = ho g,

ou seja, o diagrama

M

é comutativo.
O préximo teorema estabelece condiges suficientes sobre rigidez de uma imersao.

Este teorema estende o teorema de Beez-Killing, o qual considera o caso particular
em que M = R,

. y m—p— . - . s
TEOREMA 1.2.2 (ALLENDOERFER) Seja f: M™ — M, ' uma imersio isométrica
de uma variedade riemanniana M em uma variedade M de curvatura constante ©.

Se f tem nimero tipo 7f(p) > 3 em todo ponto p € M, entdo f é rigida.

1.3 IMERSOES UMBILICAS

Usaremos esta secdo para definir o conceito de umbilicidade de uma imersio
isométrica, assim como, enunciaremos alguns resultados envolvendo tal conceito,

que serao de grande utilidade no transcorrer de nosso trabalho.
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Iniciaremos com o conceito de umbilicidade de uma imersdo. Diremos que uma
imersio isométrica f: M™ —s M 7 é umbilica em z, € M, se dado £ € (T M)~
o operador de Weingarten A, da imersdo f é um miultiplo da aplicagdo identidade
do espago tangente 1., M, isto e, A; = A qualquer que seja £ € (TMM)L, onde
Ae € Roe I é a aplicagéo identidade de T, M. Dizemos que f é uma imersao
umbilica quando é umbilica para todo ponto de .

A seguir enunciaremos uma proposi¢ic que dara condigdes necessdrias e sufici-

entes para decidir se uma imersao ¢ umbilica ou n&o, em um ponto o € M.

PROPOSICAO 1.3.1 Seja f - M™ — P uma imersdo isométrica. Dado um

ponto zg € M, sdo equivalentes as seguintes afirmacoes:
(1) f ¢ umbilica em xq:
(2) se € € (T, M)™*", entdo A = (H{wg),€) I,

(3) se X,Y € T, M, a segunda forma fundamental da imersio f é dada por
alX.Y) = (X,Y) H{xy), onde H representa o vetor curvatura média da
imersao f.

Demonstracdo. Consegiiéncia imediata da definicdo.

(]

Dizemos que uma imersds f : M" —— Y i possui vetor curvatura média
paralelo quando V3 H = 0 para todo X € M. Em particular, [|[H|| é constante ao
longo de M. A préxima proposi¢io que pode ser encontrada em Dajezer [Dal, for-
nece, no caso da imersdo ser umbilica, algumas propriedades sobre o vetor curvatura

média e o tensor de curvatura normal da imersao f.

PrOPOSICAC 1.3.2 Seja [ M™ — W+p, n > 2. uma imersao umbilica. Entao,
f possui vetor curvatura média H paralelo e tensor de curvatura normal R— identi-

camente nulo.

A proposi¢do abaixo é uma simples adaptacio aos nossos interesses da Proposicéo

5.5 em [Da. Ela classifica uma imersdo sob o aspecto de umbilicidade, assim como,



fornece informacdes sobre as curvaturas seccionais das variedades envolvidas a partir

de uma condi¢do numérica sobre o niémerc tipo da imers&o.

- . , —n+1 . - ey
ProPOSIGAO 1.3.3 Seja f : M} — M, ', n > 3, uma imersio Isométrica de uma
variedade M de curvatura seccional constante ¢ em uma variedade M de curvatura

constante seccional . Se 7f > 2, entdo ¢ > ¢ e f é uma imersdo umbilica néo
totalmente geodésica.

Demonstracao. Dado z € M, suponhamos que os vetores e, ..., e, constituem uma
base de T, formado por autovetores do operador de Weingarten da imersdo f,
cujos autovalores, associados a estes vetores, sdo, respectivamente, A, .... A,. Entéo,

pela equacdo de Gauss, temos a seguinte identidade:
c=E+ N — AT (e e
Portanto, se 1 # j, decorre imediatamente da igualdade anterior que
c=&+ M), 1<4,j<n (1.1)

Uma conseqiiéncia imediata da igualdade anterior é que o produto A;A; é constante,
para todo ¢ e para todo j, com 1 < i.7 < n. Por outro lado, sendo 7f(p} > 2 para
todo p € M, podemos supor, sem perda de generalidade, que AjAy £ 0. Como o
produto A;A; € constante, obtemos imediatamente que:

/\1/\2 = )\1)\3‘; v j > 2.

Esta igualdade implica que

da=2j Y iz2

desde que A; # 0. Recorrendo, novamente, ao fato do produto A;A; ser constan-

te, vem que AjAz = M. Agora, como Ap # 0, segue-se da ultima igualdade que

AL = Az e, portanto, A; = Ag. Assim, concluimos que Ay == Ay = Ay = ... = A, = A,
Donde segue-se a umbilicidade da imersdo f. Usando o fato dos A; ; serem iguais,
decorre da equacdo 1.1 que ¢ — & = X > 0, ou seja, ¢ > & o



Finalizaremos esta secdo enunciando um resultado que serd 0til ao nosso tra-
balko. Dada uma imersdo isométrica de uma variedade rn-dimensional em uma
variedade {n -+ 1)-dimensional de curvatura seccional constante, se ¢ nimero tipo
desta imersao € malor ou igual a dois é possivel explicitar o ntcleo do operador de
Weingarten desta imersao. Mais precisamente, temos a seguinte proposicdo, cuja

demonstracdc pode ser encontrada em [Ry| (veja Proposicao 1.1).

PROPOSICAO 1.3.4 Seja [+ M"™ — ?‘;ﬁhuma imersdo isométrica de uma vari-
edade M em uma variedade M de curvatura seccional constante & Dado p € M,

considere o seguinte subconjunto de T,M:
Top) ={X € LM; RIX,)Y)=cX AY), ¥V YV € T,Mj}.

Se 7 f{z) > 2 e £ é o campo normal e unitdrio da imerso f, entdo ker A¢ = T,(p).

1.4 SUBVARIEDADES UMBILICAS DA ESFERA
EUCLIDIANA

Como usual, denotaremos por R"™* ¢ espaco euclidiano {n + 1)-dimensional

munido com a métrica euclidiana. Consideraremos o seguinte subconjunto
S*={zeR"™; {z.7) =1}

do espago euclidiano R™!, em que < , > denota a métrica euclidiana. Esse
subconjunto é denominado esfera euclidiana de centro na origem de R**! e raio
um. Sei: 8" — R*! é a aplicacio inclusio e dotarmos S™ com a méirica induzida,
teremos que a esfera S™ é uma subvariedade riemanniana de R*™' (na verdade uma
hipersuperficie de R*74).

A seguir definiremos duas familias especiais de subconjuntos da esfera euclidiana
que aparecerao no capitulo 3. Mais precisamente na Proposicio 3.2.11. Dados dois
nimeros reais ¢ e € com a seguinte propriedade 0 < ¢ < ¢ < 7, chamaremos de anel

esférico qualquer um dos subconjuntos D" abaixo:
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o Dl(c, ) = {exp,(v);v € T,5" e c< vl <2}

o Di(c) = {expp(v);v €TS8 e 0 <] <c}.

Considerando a inclusdo i 1 " —— R"!, denotaremos, respectivamente, por V
e V as conexdes de Levi-Civita de S™ ¢ R"™. Para cada z € 5™, seja n{z) o vetor

posicac. Nesse caso, ndo é dificil mostrar as seguintes propriedades:
7,5 = [span{n(z)}]* e [T.5"" = span{n(z)},

em que “span”significa gerado.
Diante do contexto acima, a formula de Gauss para a imersdo 7 ¢ escrita da

seguinte maneira:
Ux¥ = Vx¥Y +(X,Y)n XY ex(s, (1.2)

onde < , > é a métrica de S” induzida pela métrica de R**1.

O préximo lema além de caracterizar as isometrias da esfera euclidiana, expli-
citard quais s&o as geodésicas parametrizada pelo comprimento de arco da esfera
euclidiana. Sua demonstracio seré omitida, mas poderd ser encontradas em textos

cldssicos de geometria riemanniana. Veja por exemplo [Ra] ou [GHL]
LEMA 1.4.1 Seja S™ C R*™! a esfera euclidiana com a métrica induzida. Entéo,

(1) as isometrias de S™ sdo as restri¢bes a S™ das transformacdes lineares ortogo-
nais de R"! isto 8, Iso(S™) = O(n + 1).

(2) as geodesicas de S™ sao circulos mdximos parametrizados pelo comprimento
de arco, isto é, se o : I —= S™ é uma geodésica unitdria, com (0} = p e

o/{0) = v, entdo ot} = cos tp + sentv.

Convém observar que se p e v sio como no item (2) do lema anterior e II
é o subespago bidimensional de R™* gerado por p e v, teremos necessariamente
a(t) € T1, para todo t € I, ou seja, a{f) C IL Dessa forma, as geodésicas de S” sfo

as curvas obtidas pela interseccido dos subespacos bidimensionais de R*~! com S7.
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Portanto, segue-se imediatamente das considerages anteriores que as subvarieda-
des k-dimensionais totalmente geodésicas da esfera euclidiana séo obtidas
por intersecgdes de S™ com subespacgos (k + 1)-dimensional do ™.

No que tange ao conceito de umbilicidade, dispomos do préximo teorema que
caracteriza completamente as subvariedades umbilicas da esfers euclidiana, como
interseccdes de S com subespacgos afins de R*™!. A prova deste teorema ¢ uma
adaptacio ao caso da esfera da demonstragio de fato semelhante para o espago
hiperbdlico (veja [Cal, Lema 2.16).

TeEoREMA 1.4.2 Seja N* uma subvariedade umbilica conexa de S™. Dado z € N,
considere o (k + 1)-plano II{z} := T, N & span {f‘:’(x)} de R"*!, onde H & o vetor
curvatura média da imersao de N¥ em R?™. Entdo, a subvariedade N* estd contida
em (x + [(z)) N .S™

Demonstragao. Denotaremos por H o vetor curvatura média da aplicacio inclusio
i+ N® — S§" Suponha que exista z € N com a propriedade H{z) # 0. Pela
umbilicidade de N*, via Proposicdo 1.3.2, o vetor H é paralelo e o tensor de curvatura
normal é identicamente nulo, isto é, R* = 0. Dessa forma, em uma vizinhanca U
de r existem campos normais paralelos &, ..., & € x(5™"), onde s=n—k ~ 1, e tais

que para todo y € U tenhamos

(T,N)~ = span {H(y), & (), . &)} -

Considerando a inclusio ¢ 1 S™ — R"! e as devidas extensdes locais do vetor
H e dos vetores &s em R™™, dado X € x(N), verificaremos, via férmula de Gauss,

que
(2) _ﬁ;{HZ VAH

(3) Vxn = Vx7, onde 5 é a normal da imerséo ¢.



O item (2) juntamente com a férmula de Weingarten para a imersio 7 fornecem a
identidade

VxH=VyH=-AgX +V3H=-AgX, ¥ X &x(5"). (1.3)
Agora, via FProposicdo 1.3.1. obtemos a identidade
%"mxﬂzm(H,H)Xz—[lHH?X, ¥V X ex(S"). (1.4)

Por outro lado, combinando o item {3) com a férmula de Weingarten para a inclusio

1, Obtemos que
Vin=Vxn=-A,X +Vgn=—-X, ¥ Xe&x(§. (1.5)

Analisando o item (1) concluimos que o vetor & é constante em R*™! a0 longo da
vizinhanca U, qualquer que seja ¢ € {1,...,s}. Nestas condicbes, se considerarmos
o campo Z := [[H|*n — H, segue-se imediatamente das equacdes (1.4) e (1.5) o
seguinte fato:

VxZ =0, ¥ Xex(N). (1.6)

Portanto, o campo Z construido anteriormente, também ¢ um campo constante em
R+ ao longo de U. Dessa forma, o subespaco V= := span{Z,&....,&} é gerado
por vetores constantes em R**' ao longo de U. Denotando por V' o complemento

ortogonal de V < em R®*!, teremos a inclusio
LNCV, ¥ yel. (1.7)

Assim, para todo y € U, consideraremos a seguinte base {ﬁ e, §5} para (TyN)"g‘“
em R°1, onde H = Tg“l Conseqilentemente, se H denota o vetor curvatura média

da imersédo ¢ ¢ ¢, de acordo com as consideragoes anteriores, observamos que

— 1 ~
H= -E {t’f".égH + Z(ti"_fqu)ft - (i’n‘"ﬁn)?’]} .

i=1
Se na identidade anterior, usarmos o fato dos vetores &, serem paralelos e dos

operadores A4, = —] e Az = | H||I, em que I ¢ 0 operador identidade no respectivo

13



espaco tangente, obteremos

1 _
— = Jruzrn _
H=1 {kg!H“ H+k77} H+. (1.8)

Decorre imediatamente da igualdade {1.8) a seguinte identidade:
(Hvy=0, ¥ vev- | (1.9)
Portanto, se I C z -+ V, pelas equagoes (1.7),(1.8) e {1.9), concluimos que
V=TN&span {H(y)} =My}, vV yel.

Se a suposicao inicial sobre o ponto z, nio for verdadeira, isto €, se H{z) = 0 para
todo z € V. teremos necessariamente que a subvariedade NV € totalmente geodésica.
Portanto, de acordo com comentdrio feito anteriormente, existe um (k+1)-subespaco
vetorial de B! tal que a subvariedade N est4 contida na interseccio de S™ com

tal subespaco. Esse subespaco nada mais € que
H(z) = T.N & span{n(x)}.

Conseqiientemente, N C z+II{x), qualquer que seja z € N. Observando atentamen-

te o que fol feito até agora concluimos que
e a aplicacdo z — [(z) = T, N + span { ﬁ(x)} é localmente constante;

e qualquer que seja z € IV, existe uma vizinhanca U(x) aberta de z tal que
Ulz) C x+ H{z).

Dessa forma, a conexidade da subvariedade /V, garante que dado z € NV, teremos
Ncz+1{z). o

Finalizamos esta sec&o enunciando um importante resultado. sob a dtica de nosso
trabalho, cuja demonstragdo encontra-se em [Sp| ou [Da], onde hé uma classificacdo

completa das imersoes umbilicas das formas espaciais.
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TEOREMA 1.4.3 Seja f: M" — S7HF  R%71 »n > 2. uma imersdo isométrica,
no qual M ¢é uma variedade completa e conexa. Se f é uma imersdo umbilica, entio
M é compacta e f{M) coincide com uma esfera euclidiana em algum (n + 1)-plano
de Rn—:-k—:—l .

1.5 PRODUTO TORCIDO

Esta se¢ao tem como objetivo principal definir o produto torcido entre duas vari-
edades riemannianas. Apresentaremos os principais resultados envolvendo a conexio
riemnanniana e o tensor de curvatura de tal produte, assim como, explicitaremos uma
forma de calcular a curvatura seccional do mesmo.

Convém observar que o produto torcido, de fato, generaliza o produto riemanni-
ano entre variedades. Sejam (B, gg) e (F, gr) duas variedades riemannianas, onde
gp € gp Sa0, respectivamente, a métrica das variedades B e F. Inicialmente, dadas
as variedades diferencidveis B e F| iremos considerar o produto canénico entre estas
variedades, ou seja, a variedade produto M = B x F, munida com as projecoes

B

naturais 78 e 7t definidas como abaixo:

7. BxF — B
(bf) — ﬁB(b:f)ﬁb
e
7f. Bx F F

—_
b, f) — 7o) =F

As variedades diferencidveis B e F sido, respectivamente, chamadas de base ¢ fibra

da variedade produto M. A maneira mais natural de tornarmos a variedade produto

M numa variedade riemanniana é dotarmos esta variedade com a métrica candnica

g, definida da seguinte forma: g = (z%)*gp + (#7)"gr. Um fato bastante conhecido

na literatura ¢ que com essa métrica, as subvariedades de M do tipo B x {f} e

{b} x F sao, respectivamente, copias isométricas das variedades B e F. Além disso,
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se X € x(B)eY € x(F), a curvatura seccional do plano gerado por estes vetores é
nula.

A seguir, a fim de fixar a notag@o, definiremos dois subespacos do espaco tangente
4 variedade M no ponto p = (b, f). Dado p = (b.f}) € M, I,B e T,F denotam,
respectivamente, 08 subespagos de T,M que sdo isomorfos aos subespagos T, B e

T+F, 1810 é,
T,B={{X0XeD,B} e T,F={0Y)hYeTl;F}.

Diante dos fatos acima, temos claramente que o espaco tangente 7,0 admite a
seguinte decomposicio: T,M = T,B & T,F.

O que faremos agora € introduzir uma classe mais rica de métricas na varledade
produto M = B x F, que consiste em “torcer”de alguma forma a métrica da fibra
F, preservando a métrica da base B.

Dada uma funcédo diferencidvel ¢ : B — (0, +oc}, o produto torcido, segundo
0, das variedades B por F, denotado por M = B x, F, é a variedade produto B x F
munida do seguinte tensor métrico M = B x F,

9= (7%) g8+ FO){x") gr.

Mais explicitamente temos o seguinte: se X, Y € T,M e p = {b, f), entdo

Observe que o produto riemanniano candnico nada mais é que o produto torcido
em que a fungdo ¢ = 1. A fun¢ao ¢ é chamada de coeficiente de tor¢ao do produto
torcido M.

Tao importante aos nossos objetivos, quanto o conceito de produto torcido € o
aspecto local da proxima definicao. Uma variedade M possui estrutura local de
produto torcido se em cada ponto x € M existir uma vizinhanca isométrica a um
produto torcido.

Definido a nova estrutura, trataremos de relacionar a geometria do produto tor-

cido M com a geometria da base B e da fibra F. Neste contexto, observaremos
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que o coeficiente de torcdo ¢ desempenha papel fundamental. Decorrem de uma

observagho atenta da expressac da métrica de M, as seguintes propriedades:
(1) T,M = T,B & T1,F é uma decomposicio ortogonal;

(2) as folhas de M, isto é, as subvariedades do tipo Bx {f}, f € F. slo isométricas
4 variedade B;

(3) as fibras de M, isto é, as subvariedades do tipo {b} x F', b € B, sio homotéticas
w*(p)’

(4) as subvariedades do tipo {6} x F'e B x {f} se interceptam ortogonalmente no
ponto (b, f}.

4 variedade F', com coeficiente

No contexto acima chamaremos, respectivamente, de vetores horizontais e
vetores verticais da variedade M em um ponto p = {b, f) os vetores de T, B e
T,F, respectivamente. Os campos de vetores tangentes as variedades B e F dao
origem a campos de vetores especiais em M, denominados levantamento horizontal e
levantamento vertical. Dados X € x(B) e Y € x(F), o levantamento horizontal
de X a M é o campo X € x(M) definido por X := (X(b),0), em que p = (b, f). De
maneira andloga, o levantamento vertical de Y a M é o campo Y := (0,Y{f}),
onde p = (b, f). Denotaremos, respectivamente, por L{B) e L{F} os espacos dos
levantamentos horizontais e verticais da variedade M.

A partir de agora enunciaremos uma série de resultados, sem detalhes da de-
monstracdo, e que forneceram informacdes topoldgicas sobre os produtos torcidos.
As demonstragoes destes resultados podem ser encontrados em [O'N]. Nesta direcao,
o primeiro fato relevante concerne & completude do produto torcido, como veremos
no proximo lema. Sua demonstracdo serd omitida, mas poderd ser encontrada em
[O°N] {veja Lema 40).

LEMA 1.5.1 Seja M = B x, F um produto torcido com base B e fibra F. Entdo, M
é uma variedade riemanniana completa se, e somente se, as variedades B e F forem

completas.



Como sabemos, a conexao de Levi-Civita de uma variedade é de fundamental
importancia para se obter informacoes de cunho geoméirico da mesma. O que fare-
mos agora € explicitar a correlacdo existente entre as conexdes do produto torcido,
da base e da fibra. Denotaremos, respectivamente, por V.,V e V¥, as conexdes de
Levi-Civitade M = B x, F, B e F. A proposicio seguinte, cuja prova encontra-se

em [O'N] {veja Proposigdo 35), explicitard de forma clara essa correlagio.

PROPOSIGAO 1.5.2 Seja M = B x, F um produto torcido com base B e fibra F.
SeX,Y e £L(B)eV,W € L(F), entio:

(1) ViV = VpX = X(:&) v
P
(3) VoW = VEW — ;‘%(_&Gm_) grad .

Uma conseqiiéncia imediata da proposicdo anterior é que podemos obter infor-
macoes topologicas interessantes sobre as folhas e sobre as fibras de um produto

torcido. Mais precisamente, temos ¢ seguinte corolario.

COROLARIO 1.5.3 Seja M = B x, F um produto torcido com base B e fibra F.
Considerando as folhas e as fibras como subvariedades do produto torcido M temos

que:
(1) as folhas B x {f} séo subvariedades totalmente geodésicas em M;

(2) as fibras {b} x F sdo subvariedades umbilicas de M, com segunda forma fun-

damental dada por:

as (VW) =~ g o), 0)
¢(0)

Quando estudamos a geometria de uma imersao, sabemos que o tensor de cur-
vatura desempenha papel fundamental. Por essa razdo o préximo teorema é de

fundamental importéncia, ja que descreve a relacdo entre os tensores de curvatura
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das variedades M = B x, F', B e F. Sua demonstragdo podera ser encontrada em
[O'N] (veja Proposicio 42).

TEOREMA 1.5.4 Sejam RF e RY 0s tensores de curvatura das variedades riemanni-
anas B e F, respectivamente. Se R denota o tensor de curvatura do produto torcido

M = B x, F, entdao R possui as seguintes propriedades:

(1) R(X,Y)Z = RE(X,Y)Z;

2) RO, DY = - 1e5el&Y) 17
(3) RO, V)V =RV, W)X =0
w @ VW =10 o s

(5) ROV, T = RE(V, W)U — £ (gradp. grad @) (7 | 7y

2
©

onde, X, Y, Z € x(B)eU, V, W € x(F). No item {2), Hess, denota o tensor
bilinear simétrico, conhecido por hessiano métrico de ¢, dado por

Hess, (X, Y) = X(¥(¢)) - (VEY)(2),

e no item (3)

(VAWU = g(V, D)W — g(W,U)V.
Quando a base do produto torcido é uma variedade unidimensional, a proposi¢io

anterior produz um coroldrio bastante atil.

CorovLARrIO 1.5.5 Considere o produto torcido M = B %, F, em que a base B ¢
uma variedade unidimensional. Entédo, para os campos unitarios X € x(B) e U,V
e W € x(F), temos:

it

(1) K(X,U)=—-=

I

. em que K denota a curvatura seccional da variedade M;
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s

N 2
(2) Kp(V,\W)-KV, W) = ( ) . em que Kr denota s curvatura seccional da
fibra F.

AS)

Demonstracdo. Observe que os itens (1) e {2) sfo, respectivamente, conseqiiéncias
imediatas dos ftens (2) e (5) do Teorema 1.5.4. De fato, sejam [/, V., W & L(F)
e X € L(B) campos unitérios ortogonais. Entio, pelo item 2 do teorema anterior,

teremos que

Hessg(X <L’ ) = _ Hess, (X, X) _ %

s

EKEXTD) =REXDXT)=

Provando a primeira parte do coroldrio. Agora, pelo item 5 do mesmo teorema,

teremos gue

R T7) = (RFO W7, ) - £ grad e grad o) 777 77

,\p?

Como os campos em questao sdo unitarios e ortogonais teremos que

(VAW W) =
Conseqlientemente,
At
K(V,W) = Kp(V,W) - (£)2
@
Provando a parte dois do corolario. O

Em um produto torcido M a curvatura seccional do plano gerado por um campo
horizontal e por um campo vertical ndo depende deste 1uitimo. E o que nos diz o

préximo corolario.
COROLARIO 1.5.6 Seja M = B x, F o produto torcido. Se X € x{B) e U € x(F)
$40 campos unitarios, entao

Hess, (X, X)

s
[
T

KX, U)=-



Demonstracao. E uma conseqiiéncia imediata do Teorema 1.5.4. De fato, pelo item

(2) do referido teorema , teremos que

KX T) = REDOTD
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CAPITULO 2

HIPERSUPERFICIES DE REVOLUCAO
DA ESFERA E VARIEDADE DE
COOMOGENEIDADE UM

2.1 ACOES DE GRUPOS DE LiE

Nesta secao faremos uma breve apresentacio sobre resultados cldssicos de grupos
de Lie, assim como, introduziremos a notagdo usada no restante do trabalho. Nao
entraremos nos detalhes das demonstracdes, porém, as referéncias Alekseevsky e
Alekseevsky [AA] e Mostert [Mo] sdo auto-suficientes para as mesmas.

A partir de agora, nossa atencao estara inteiramente voltada para agdes de grupos
de Lie sobre variedades diferenciaveis. Seja entdo & um grupo de Lie agindo sobre
uma variedade diferencidvel M". Uma acio diferencidvel de G sobre & variedade
M™ é uma aplicacio

u: Gx M —s M,
(g.m) —> u(g.m)

com as seguintes propriedades:

(1) para todo g € G, a aplicagic ug + M — M definida por py(m) = u{g. m} é

um difeomorfismo, e mais, y, € a aplicacdo identidade de M;
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(2) se g1,92 € G, entdo figg, = ptg, © fhg,-

Quando existe uma agao diferencidvel 1 de um grupe de Lie & sobre uma varie-
dade diferenciavel M, dizemos que A é uma (-variedade.

Afirmamos gue uma acdo diferencidvel y é transitiva, quando dados pe g em M
existe g € G tal que u{g.p) = ¢. Neste caso, dizemos que G age transitivamente
sobre a variedade M.

Se apenas o elemento identidade do grupo G tem a propriedade de deixar todo
ponto de M fixo, o grupo & opera de forma efetiva sobre a variedade M. Por
um instante, a fim de definir alguns objetos, fixaremos um grupo de Lie G e uma
variedade diferencidvel M, sobre a qual G age através da acio u. Nessas condicdes,

dado p € M, o subconjunto

Glp)=X,:={qgeM: qg=yplgp), g G}

¢ chamado 6rbita de G passando por p. O subgrupo de G dado por

Gy=1{g€G; ulg,p)=p}

serd denominado subgrupo de isotropia de G em p. Quando os subgrupos de iso-
tropia de GG sdo todos triviais, diremos, nesse caso, que a acio p é livre.

A érbita G(p) = £, é uma 6rbita principal, quando o subgrupo de isotropia
G, ¢ conjugado a um subgrupo de qualquer outro subgrupo de isotropia de G. Em
particular, as Orbitas principais sdo érbitas de dimensio méxima.

Uma orbita G(p) = £, que possui dimensdo méxima, mas ndo € principal, serd
chamada 6rbita excepcional, caso contririo, isto é, se a érbita G(p} = £, tem
dimensao inferior & dimensdo das érbitas principais, serd chamada de 6rbita sin-
gular. No contexto em que estamos situados, um ponto p € M é chamado regular
se a 6rbita G{p) = T, ¢ uma 6rbita principal, caso contrério, dizemos que o ponto p
é singular. O subconjunto de M formado pelos pontos regulares de M, denotado
por M,.,, sera chamado parte regular de M.

Convém observar que se x e y pertencem a M, as ¢rbitas de G passando por z e

y sdo subconjuntos disjuntos ou coincidem, isto é, G{z)NGy) =0 ou G(z) = G(y).
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Desta forma, a variedade M fica particionada pelas érbitas de G. O conjunto cujos

elementos sdo as 6rbitas de &G, denotado por M/G, isto &,

sera chamado de espaco de drbita do grupo G.
Denotaremos por 7 a projecao natural de M sobre o espaco de drbitas do grupo
G, isto é,
m. M — M/G.
p = Gp
A topologia considerada sobre o espaco de érbita M/G é a topologia quociente, ou
seja, A ¢ M/G é um conjunto aberto em M/G se, ¢ somente se, 77 (A} é um
conjuntoc aberto em M. Observe que nessa topologia a projecao = é uma aplicacdo
continua e aberta.
Dado um subconjunto N C M, indicaremos por G (V) a uniéo das drbitas de G

passando por NV, isto é,
GN)={¢eM:qg=pulg,p), YgeGeTpec N}

Um subconjunto N é chamado G-invariante se G (V) C N. Dados dois subconjun-
tos N; e No G-invariantes, uma aplicacdo f : N — N, é chamada G-equivariante
se fu(g,z)) = w19, f(z)}, quaisquer que sejam g € G e x € Ny.

A seguir enunciaremos um resultado bastante conhecido na literatura, envolvendo

guocientes de grupos de Lie, de grande relevincia aos nossos interesses.

TEOREMA 2.1.1 Sejam M™ uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Se
o grupo G atua transitivamente sobre a variedade M, entdo a aplicagao
s G/GP — ﬁr./[‘,
9Gp  — Y(9G,) == ulg,p)

é um difeomorfismo, em que p € M € um ponto fixo, porém arbitrario, e G, é o

subgrupo de isotropia de G' em p.



OBSERVACAO 2.1.1 Uma consegiiéncia imediata do teorema anterior é a seguinte:
para cada p € M, a drbita G(p) é difeomorfa ao quocienie G/G,, pois a restri¢do de

uma a¢do a uma orbita é sempre transitiva.

Dada uma variedade riemanniana M™, restringiremos nossa atencac ac caso par-
ticular da agao de subgrupos & do grupo de isometria de M, ou seja, G C Iso{M).
O préximo resultado de cunho estritamente topoldgico, cuja demonstragdo pode ser

encontrado em [KN], desperta nosso interesse.

TeOREMA 2.1.2 Seja H = Iso(M) um subgrupo do grupo de isometria da variedade
riemanniana M"™. Entéo,

(1) o grupo H munido da topologia compacto-aberta ¢ um grupo de Lie;
(2) se M é uma variedade compacta, H é um grupo de Lie compacto.

Dado um subgrupe & conexo de Iso(M), existe uma agdo natural do grupe G
sobre a variedade M, a saber:

u: GxM —s M
(g.p) = g(p).

Convém observar que a acdo acima jé nasce como uma acao efetiva e, além disso,
as érbitas G(p), p € M, sdo subvariedades compactas e conexas da variedade M.
A partir desse momento nos restringiremos as agdes deste tipo, e todos resultados
sobre agdes de grupos de Lie serdo considerados neste caso particular.

Dado z € M, uma subvariedade & de M é denominada uma fatia em z se existe
umas vizinhan¢a G-invariante i de x e uma retracdo equivariante r : U — G(z) de
tal forma que & = r7*{z). O aberto G (S}, denotado por T', é usualmente chamado
de tubo G-invariante em torno da 6rbita G{x}.

Seja G um grupo de Lie agindo sobre a variedade riemanniana M. Se ¢ é um
ponto da drbita £, := G{p), ndo é dificil verificar que os subgrupos de isotropia
de p e de ¢ s@o subgrupos conjugados de G, mais precisamente, G, = ¢7'Gyyg,

para algum g € G. Um representante qualquer deste subgrupo ¢ conhecido como o
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tipo de isotropia da orbita. Quando a érbita G, é principal, o representante do
respectivo subgrupo é chamado tipo de isotropia principal da érbita G{p).
A proposicao seguinte € bastante util, pois permite obter informacdes sobre os

subgrupos de isotropia de pontos gue estdo relativamente proximos em M.

PrOPOSICAO 2.1.3 Sejam M"™ uma variedade riemanniana e G um subgrupo com-

pacto e conexo de Iso(M). Se § é uma fatia em p € M, entdo
Ge=9g""G,g9 C g7 Gy,
onde g := g(s) € G(s). Em particular, se ¢ € S, entdo G, = g7 G,g.

(OBSERVACAO 2.1.2 A proposicdo acima nos diz que a tendéncia da dimensio dos
subgrupos de Isotropia é decrescer numa vizinhanca de p, a saber, no tubo deter-
minado por uma fatia em p. Ao mesmo tempo, de acordo com a observagdo 2.1.1,

nesse tubo a dimensio das ¢érbitas tendem a crescer guando nos afastamos da orbita

G{p)-

OBSERVAGAO 2.1.3 Seja p € M um ponto regular e S, uma fatia em um ponto
p. Entdo, a Proposicdo 2.1.3 estabelece que os subgrupos de isotropia permanecein

constantes ao longo da érbita ¥,

Seja ¢ C Iso{M) um subgrupo compacto e conexo, agindo sobre a variedade
M. O préoximo teorema garante que a grande maloria das drbitas deste grupo sao

principais.

TeEOREMA 2.1.4 Sejam M™ uma variedade riemanianna e G um subgrupo compacto
e conexo de Iso(M ). Entdo, a parte regular da variedade M é um subconjunto aberto,

conexo e denso em Af.

As érbitas principais de um grupo G exerce papel fundamental no estudo das

(G-variedades. A proxima proposicao dard uma contribuicdo nesta direcdo.



PROPOSICAO 2.1.5 Sejam M™ uma variedade riemanianna e G um subgrupo com-
pacto e conexo de Iso{M). Se G(p) = £, é uma drbita principal de G e I' = G{S) é

o tubc determinado pela fatia & em torno da drbita £, entdo a aplicacdo

®: L, x& - T
(g(p),s) — @{g(p),s) = gls)

é um difeomorfismo. Em particular, se M é orientdvel, £, também € orientavel.

Se G C Iso{M) é um subgrupo compacto e conexo, existe uma rela¢io importante
entre as Orbitas principais do grupo (. Diante disso, finalizamos a secdo com o

coroldrio abaixo que explicita de forma clara essa relacio.

COROLARIO 2.1.6 Seja M"™ uma G-variedade. Se o subgrupo G C Iso(M) é com-

pacto e conexo, as orbitas principais de G sdo difeomorfas entre si.

2.2 ACOES DE COOMOGENEIDADE 1

Nesta se¢Ao estaremos interessados em estudar agoes de coomogeneidade 1. Ao
longo da mesma, apresentaremos as definicées necessdrias ao desenvolvimento de
nosso trabalhio, assim como, enunciaremos alguns resultados importantes, sob o
ponto de vista topoldgico, para nossos objetivos. As referéncias para esta se¢éo sao
Mostert [Mo], Allekseevsky e Allekseevsky [AA].

Seja G um subgrupo compacto e conexo de Iso(M) agindo sobre a variedade
riemanniana M segundo uma acdo diferencidvel fixa . Quando o grupo G possui
6rbitas principais de codimensao k, dizemos que M é uma G-variedade de coo-
mogeneidade k. Em nosso trabalho, vamos nos deter para o caso particular no
gual a codimensdo da orbita € 1, ou seja, nas G-variedades de coomogeneidade 1.

Uma maneira natural de construir exemplos de variedades de coomogeneidade 1
pode ser descrita da seguinte forma: dada uma variedade homogénea H* considere
variedades do tipo M" := N x H* onde N é uma variedade i-dimensional. Neste

caso o grupo G em questio é da forma 1 x Iso(H). Vejamos alguns exemplos.
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EXEMPLO 2.2.1 Se M™ e (G sdc como abaixo, observa-se facilmente que M ¢ uma

G-variedades de coomogeneidade 1.
(1) M7 =R x5! onde G =1 x S0(n};
(2) M7= 8" x §" 1 onde G = SO(2) x SO{n});
(3) Mm = (0, rr).x Sn=t onde G = 1 x SO(n).

Se M™ é uma G-variedade de coomogeneidade 1, o espaco de érbitas == M/G
é um espago topoldgico unidimensional, cuja classificacdo topoldgica é dada pelo

teorema a seguir (veja [Mo], Teoremas 1 e 4).

TrEOREMA 2.2.2 Seja M" uma (-variedade de coomogeneidade 1, G compacto.

Entio, o espaco de érbitas © == M /G é homeomorfo a um dos seguintes espacos:
(1) o circulo S*
(2) o intervalo aberto (0,1});
(3) o intervalo semi-aberto [0, 1);
(4) o intervalo fechado [0, 1].

Mais ainda, nos itens (1) e (2) apenas ha drbitas principais, isto é M = M,,,.
No item (3), existe apenas uma drbita que ndo € principal, ou seja, excepcional ou
singular, a saber: w~'(0). No item (4), hé duas drbitas que ndo séo principais, a
saber: #~1{0) e #71(1).

Qutro resultado bastante interessante do ponto de vista topolégico é dado pelo

teorema a seguir que encontra-se em Mo} (veja Teorema 4.

TEOREMA 2.2.3 Seja M™ uma G-variedade de coomogeneidade 1. Se M = M,
entdo M € homeomorfa ao produto ¥, x M/G, onde ¥, é uma drbita principal
fixada.



Descreveremos agora o comportamento da acdo de um grupo G sobre as orbitas
singulares. Nesta dire¢do, temos o proximo teorema, cuja demonstragdo encontra-se
em [Mo] (veja Teorema 2).

TEOREMA 2.2.4 Sejam M"™ uma G-variedade de coomogeneidade 1 e ¢ € M um
ponto singular. Se p € M ¢é um ponto regular, entdo G,/G, € difeomorfa a uma

esfera S™, para algum m > Q0.

A seguir, explicitaremos um resultado bastante interessante, obtido pela combi-

nacdo de informagdes do Teorema 2.2.4 com o Teorema 7.4 de [St!.

TeOREMA 2.2.5 Seja M"™ uma (G-variedade de coomogeneidade 1. Se £ é uma
érbita singular com tipo de isotropia K e £, é uma drbita principal com tipo de
isotropia H, entdo
T B, =~ £
gH = gk
é uma fibragdo localmente trivial com fibra tipica difeomorfa ao quociente K/H. Em

particular, se £ é excepcional, , é um recobrimento finito de £,

O préximo resultado, também devido a P. Mostert(veja [Mol}, indica uma dife-
renga basica entre uma orbita principal e uma drbita excepcional, caso esta dltima

exista, numa variedade orientdvel e de G coomogeneidade 1.

TEOREMA 2.2.6 Seja M uma variedade riemanniana orientavel de G coomogenei-

dade 1. Entao, toda érbita excepcional de G é ndo-orientavel.

A secdo serd finalizada com o conceito de geodésica normal em uma G-variedade
de coomogeneidade 1. Registraremos também, algumas propriedades inerentes a tal
conceito que serdo utilizados em nosso trabalho.

Seja M uma G-variedade de coomogeneidade 1. Uma geodésica v : {a,b) —» M
parametrizado pelo comprimento de arco é chamada uma geodésica normal, se o
vetor +/(t) € ortogonal & drbita X4y no ponto v(¢), para todo t € (a,b). A seguir.

explicitaremos uma maneira de construir geodésicas normais em uma (G-variedade
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de coomogeneidade 1. Dado p € M,.,, seja V ¢ (TpEp)* um vetor unitdrio. Entéo,
dado ¢ > O suficientemente pequeno, a aplicagio
vi (~ee) — M
t — (t) = exp £V}

¢ uma geodésica normai. Convém observar que € pode ser escolhido de tal forma
que 8§ = v{~—¢, ¢} determina uma fatia em p = (). Note que na construgic acima,
se M é uma variedade completa, a geodésica normal assim construida estd definida
em toda a reta R, toca toda érbita de G e, portanto, M = G(+(R)).

As geodésicas normais possuem algumas propriedades interessantes. A secio

sera finalizada com um teorema que explicita algumas destas propriedades.

TEOREMA 2.2.7 Seja M™ uma G-variedade de coomogeneidade 1. Dada uma geo-

désica normal v : {a,b) — M, valem as seguintes propriedades:
(1) dado g € G, vy, := g o~y é uma geodésica normal;

i

(2) se p = (0} € My, existe € > 0 de tal forma que § = v(—e. ¢) é uma fatia
en1 p,

(3) se S = y(—e.€) é uma fatia em p € M,.,, entao:

(a) Gy = Gy, isto €, os subgrupos de isotropia G.u, t € (—€.€), sdo

7

constantes ao longo da geodésica v(t);

(b) a aplicagéo

¢: (—ee)xXE, — T
t.glpy) — @(t9lp)) = 9(~(®)

¢ um difeomorfismo, no qual I = G(S).

(c) sejay = g(+(t)), com t € (—e,€). Portanto, fica bem definido o campo
normal n € x(I"} dado por

n{y) = dgyn ((2)).
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O campo acima é unitdrio e sua restricio a cada drbita principal contida

em I' € ortogonal & essa orbita;

(4) Se M ¢é completa, entao a extensdo de v a reta R ¢ uma geodésica normal cuja

imagem toca toda drbita de G e, logo, M = G(¥(R)}.

2.3 HIPERSUPERFICIES DE REVOLUCAO
E SUBESPACOS INVARIANTES

Usaremos esta secdo para introduzir a definicdo de hipersuperficie de revolugao,
assim como, dar exemplos e paralelamente apresentar alguns resultados sobre subes-
pacos G-invariantes que serao de grande valia aos nossos objetivos. Vale salientar
que a definicao de hipersuperficie de revolucdo usada neste trabalho é a dada em
Dajczer [Daj.

Inicilaremos esta secdo com tal conceito e logo a seguir apresentaremos algu-
mas propriedades bésicas relacionadas com subespacgos G-invariantes. Dado um
subespaco vetorial IT € R*"2 usaremos a notacao SOy para indicar o subgrupo de

SO(n + 2) C Iso (5™} que fixa pontualmente o subespago 1, isto &,
SOn:={9€ S0n+2);9(p)=p ¥ pell}.

Uma imersao isométrica f : M™ -— 577! de uma variedade riemanniana M™
conexa na esfera euclidiana (n+1)-dimensional é denominada uma hipersuperficie
de revolugdo, se existir um subespaco 2-dimensional IT C B**? de tal forma que
f(M) ¢ invariante pelo subgrupe SOy.

A seguir daremos alguns exemplos de hipersuperficies de revolucfo na esfera

571—1’-1
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ExEMPLO 2.3.1 Inicialmente suponha que S5? é uma esfera 2-dimensional totalmen-

te geodésica da esfera S"7'. Nestas condicdes, sabemos que existe um subespaco
3-dimensional em R*? digamos

E.Ril,mn+igi‘n~%—2 = {X c R+ S T R 0}

tal que
$*={XeR A R AP Y

1s8n+1sTn4p

Considerande uma curva v parametrizada pelo comprimento de arco em §? dada
por
~. ITCR — 5%
s s (’:/1{3), 0, G’:n—vl(s)’:"ﬂ-—g(s))

onde ~){(s) > 0, s € I, e ] é um intervalo aberto, definiremos a seguinte aplicacdo

fio Ix8vt — gnvl
(SsX) — (”fl(S)X>”;fn+1(5),’j,’n+2($)).

Nao ¢ dificil verificar que se consideramos o produto  x S”~! munido com a métrica
g = ds® + vidS?, onde ds® e dS? s3o as métricas candnicas, respectivamente, das
variedades R e S, entdo f é uma imersdo isométrica do produto torcido {veja a
secao 1.5) I X, S™1 a qual é completa e ndo-compacta, se I = R.

Por outro lado, considerando o subgrupe G dado por

Al o
G = {g € Iso(R"?); g = O 10 . A€ SO},
)
0 1

onde O; e O3 sdo matrizes nulas, de acordo com o exemplo 2.2.1, temos que I x.,, S"}

é uma (1 x SO(n))-variedade de coomogeneidade 1. Logo,

[ I >, St .y gn+l
(s, X) — (’“;’1 ($) X, vpen{s), qf;,l+2(3))

é uma hipersuperficie de G' coomogeneidade 1, e valem as seguintes propriedades:
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() G = SO, em que = = span{ensy, envs}:
(ii} a imagem de [ é G-ivariante.
Donde concluimos que a imersio f é uma hipersuperficie de revolucdo.

Exploraremos um pouco malis a construcao anterior para explicitar alguns exem-

plos particulares.

ExEMPLO 2.3.2 Considere dois niimeros reais a e b tais que a? + 5% = 1. Na cons-
trucio anterior, tome % (s) = b > 0, 7,1:(5) = acoss e yu0(8) = asens. Dessa

forma, a imersao isométrica

f: Rbe”“1 —s  Sel

(,X) = (bX,acoss, asens)

é uma hipersuperficie de coomogeneidade 1 e, pelo exemplo anterior, f é uma hi-
persuperficie de revolugio. Note que f(R x, S"71) = S"7H{b) x SH{a).

ExeMPLO 2.3.3 Se tomarmos vi(s) = c0ss, Yuui(s) = sens e v,.2(s) = 0, a
imersio isométrica

i

f: (_'2‘115) >‘<cr.)s.ssn_1 o Sn*;l

(s, X) —  (coss X, sens, 0)
¢ uma hipersuperficie de coomogeneidade 1. Portanto, pelo que observamos ante-

riormente f € uma hipersuperficie (totalmente geodésica) de revolugido. Note que
F(=7/2,7/2) Xcoss S*71) = S® — {N, 8§}, onde N =(0,...,0,-1,0) e § = —N.

Dado um subgrupo G de SO(m), denotaremos o subconjunto no qual cada ele-

mento é fixado por qualquer elemento do subgrupe G, por Fix G. Mais precisamente,
FixG={2z e R"; g(z)=12, V g€ G}

Em seguida provaremos algumas propriedades bdsicas, no que diz respeito &
invaridncia de subespacos 1 C ®™, por subgrupos G C SO(m) fechado e conexo,

que serdo usadas no decorrer de nosso trabalho.
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LEMA 2.3.4 Seja [I um subespago de R™ tal que I C FixG. Entdo, valem as
seguintes propriedades:

(1) o subespago I1~ é G-invariante, isto é, G (II*) C I1+.

(2) os subespagos afins paralelos a II- sdo G-Invariantes, isto é, os subespagos da

forma Il = p+ [+, com p € R™.

Demonstracdo. Sendo IT um subespaco de R™ teremos a seguinte decomposi¢io:
R™ = II & II+. Supondo que a dimensdo do subespaco II é k, escolha uma base
ortonormal {ey,..., €, €xr1, ..., €m | Para o espago R™ com a seguinte propriedade: os
k primeiros vetores constituem uma base para o subespaco II e os (m — k) vetores
restantes formam uma base para o subespago I+, Feita essa escolha, seja j fixo,
porém arbitrério, com j € {k+1,m]. Nessas condigdes, usandc o fato que gle;) = e;,

i=1,.., k, teremos a igualdade
(e, gles); = (glei) gleg)) = (ene;) =0 1<i<k ¥V geG.

Pela arbitrariedade de numero j, decorre da igualdade anterior a seguinte infor-
mMacao:
gle;) €™, V geGe k+1<i<m.
Logo, o subespago [T+ é G-invariante como queriamos mostrar.
Passaremos agora a prova da segunda parte do lema. Pela decomposicao do
espaco euclidiano R™, segue-se que dado p € R™ existem 7 € Il e 7t € I1+ de tal
maneira que p € escrito de maneira Gnica da forma p = 7 + 7*. Dessa forma, vale a

seguinte identidade:

MI=p+0t=x+1".

Assim, dado g € GG teremos a seguinte igualdade:
gy =gz + ") =7+t =11

Donde, pela arbitrariedade de g, concluimos que II também é G-invariante. m

34



Dado um subespago Il do espaco euclidiano, se os subespacos afins paralelos a
este subespacgo sdo (F-invariantes, esta propriedade é transferida ao subespaco II.

Este é o conteldo do préximo lema.

LeMA 2.3.5 Seja Il um subespaco de R™. Se os subespago afins paralelos a Il sdo

(G-invariantes, entdo o subespaco 11 também € G-invariante.

Demonstracio. Dado p € R™, considere o subespaco afim II := p + II paralelo a
T1. Nestas condicdes, para cada w € II teremos que @ + p € 1. Por outro lado,
a invariancia de IT garante que para cada ¢ € G, existe # € II de tal forma que

g(m+p)=7. Como ¥ &€ II, existe 7y € IT de tal forma que 7 = =; + p. Portanto,
mtp=f=gr+p=g(7)+glps YV g€G. (2.1)

A invariancia de II juntamente com o fato de p € TI garantem que para cada ele-
mento ¢ € G, existe m; € II com a seguinte propriedade: g{p) = p + m2. Subs-
tituindo a ultima igualdade na identidade 2.1 obteremos a seguinte informacio:
g(m) = my — 72 € [I. A arbitrariedade de g juntamente com a informagéo anterior

implicam que II é G-invariante. o

No restante do trabalho, salve mencdo contréria, G denotard um subgrupo com-
pacto e conexo do grupo Iso(S™*1). Nesse momento, convém definir um termo que
aparecerd na préxima proposicdo e que serd usado com freqiiéncia em todo texto.
A expressdo dim denotard a dimensao do objeto em questdo. No que diz respeito as
subvariedades umbilicas da esfera S™7!, a préxima proposicio fornece informagdes
sobre & acdo do subgrupo G nos subespacos de K" que determinam essas subva-

riedades. Essas informactes serdo muito dtil no contexto de nosso trabalho.

—

PROPOSIGAO 2.3.6 Seja @ = St~1 C 5% com ¢ > 1. Se o subgrupo G age
transitivamente sobre ) e II denota o n-plano de R**? tal que Q = [IN S™, valem

as seguintes propriedades:

(1) se Il é o subespago vetorial n-dimensional de R"? paralelo a 11, entao [1 e II

sao G-invariantes;



(2) supondo que a subvariedade {2 ndo ¢ totalmente geodésica e denotando por

[T~ o subespaco bidimensional ortogonal a Il, teremos que Fix G =TI,

Demonstracao. Para provarmos a primeira parte, observe que para todo g € &,

vale a seguinte identidade:
TNS* =0=g(Q) mg(ﬁﬁsn“) 2g(ﬁ) ns™ ¥ gedG.
Analisando a identidade anterior concluiremos que:
gM=T VvV g€@,

ou seja, o n-planc Il é G-invariante. A invaridncia do subespaco II é garantida pelo
lema anterior.
Provaremos agora a segunda parte. Dado um ponto p € £ fixo, considere ¢

seguinte subconjunto de II :
O=span{r e Lr+peQ}.

Afirmamos que o subespaco II coincide com IT. De fato, suponha que n&o, isto é,
existe m € Il com a seguinte propriedade: span{m + p} N Q = @. Nestas condigles,

teremos os seguintes fatos:
o dimII<dimMl~1=n-—1;
e O C span {p+1II} NS+l
Interpretando devidamente estes fatos, obteremos a seguinte desigualdade:

n—1=dim < dim (Span {p#—ﬁ}) NSt <n—2,

que nos dé uma contradicdo. Dessa forma, o subespaco II coincide com II como
haviamos afirmado.
Agora iremos mostrar que Fix G C II-. Para isto, escolha 7 € I1 com a seguinte

condicdo: p+ 7 € {1 Usando o fato do subgrupo G agir transitivamente sobre a
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subvariedade (2, existe um elemento g € G de tal forma que g(p+7) = p. Por outro
lado, dado = € Fix G, para tal elemento g mencionado anteriormente, vale a seguinte

igualdade:

{g,m) = (@p+7—glp+m) = {gla).glp+ 7)) —{(z.glp+7)) =0
Seja 7 € II com a seguinte propriedade p -+ 7 € Q. Decorre da igualdade anterior
que se ¢ € Fix é, entdo x € ortogonal a . Como o subespago II é gerado por tais
elementos, teremos necessariamente que z € [I-. Portanto, pela arbitrariedade de
z, concluimos que FixG ¢ II+.

Provaremos agora a outra inclusio, isto é, FixG O I+, Como Q é uma sub-
variedade umbilica de S""* e por assim ser, é uma esfera, concluiremos, pelo fato
do subgrupo G agir transitivamente sobre a subvariedade €2, que o centro ¢ desta
subvariedade pertence ao fixo do subgrupo G. Agora, por hipdtese, a subvariedade
() nio é totalmente geodésica e, dessa forma, o centro ¢ ¢ diferente do vetor nulo,
isto é, ¢ s 0. Diante deste fato, escolha um vetor v € R™™ de tal maneira que os

vetores v € g sejam ortogonais e I+ := span {g,v}. Observe que os geradores do

subespaco [1+ satisfazem & seguinte propriedade:
(9(v}.q) = (g(v), 9(@)) = (v,) =0, ¥V g€ @
Conseqgiientemente, o vetor g(v) satisfaz & seguinte condicio:
glvy=%v V geG.

Por outro lado, como a aplicacio identidade I € G e o subgrupo G é conexo teremos

necessariamente que:

glv)=v, V geG.

Portanto, os geradores do subespaco II* sdo fixados pelo grupo G e, por assim ser,

concluimos que Fix G > I+, Finalizando a prova da proposicio. =

Apesar de ser uma conseqiiéncia direta da proposicdo anterior. ¢ proximo co-

rolario fornece informacdes muito uteis sob o ponto de vista de nosso trabalho.
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COROLARIO 2.3.7 Sejam Si{c1), So(ca) € S™* duas esferas (n — 1)-dimensionais
tais que as curvaturas c; e ¢ dessas esferas sdo maiores que 1. Sejam II; eIl os
respectivos n-planos de R*"2 no qual Si{e)) = I, 5™ e Syley) = 1o M S Se

o grupo G age transitivamente sobre essas esferas, entdo:
(1) os n-planocs [Ty e 11, serdo paralelos;
(2) FixG € o subespaco bidimensional ortogonal a I1; e Is.

Demonstragio. Sejam ¢; e g» 0s respectivos centros das esferas 57 e S,. Se os centros
g e g» coincidem, nada temos a demonstrar. Suponha entdo que os centros ¢; e ¢
sdo distintos. Como ¢y, ¢ > 1, as esferas Si{ci) e Szlce) ndo serdo subvariedades
totalmente geodésica da esfera S™*'. Portanto. pela Proposicio 2.3.6, obteremos a
seguinte identidade:

I} = FixG =115,

Dessa identidade segue imediatamente a conclusao do corolério.

(]

2.4 NUMERO TIPO E PRODUTO TORCIDO

Esta secdo, excluindo o dltimo teorema, serd completamente baseada na re-
feréncia [Se] {mais precisamente, capitulo IV, se¢fio 4.1). Nosso principal objetivo é
apresentar alguns resultados que fornecerio informacgdes importantes sobre imersdes
de produtos torcidos em variedade de curvatura constante.

Iniciaremos a se¢ao com um lema que explicita condicbes sobre ¢ ndmero tipo
de imersdes de produtos torcidos em variedades de curvatura constante. Este lema
desempenha papel relevante no estudo das hipersuperficie de & coomogeneidade 1
e, de fato, generaliza um resultado obtido por Podesta-Spiro (veja [PS}) que trata
de imersdes de produtos torcidos do tipo 7 x, F™~1{c) no espaco euclidiano, onde

I C R, cuja demonstragio devido a Seixas, encontra-se em [Se|, Lema 4.14.

38



Cousideraremos o produto torcido M™ = B" %, F*(c), com r < s, em que B
é uma variedades r-dimensional e F é uma variedade s-dimensional com curvatura

constante ¢. INessas condicOes, teremos o seguinte lema:

LEMA 2.4.1 Seja f: M"™ — N™1(&) uma imersdo isométrica do produto torcido
M™ = B" %, F*(c) em uma variedade (n+1)-dimensional N de curvatura constante
¢. Entdo, o numero tipo da imersdo f satisfaz uma das seguintes desigualdades:
rf(p) <7 ou7f(p) 25, ondep=(ab)c M.

No caso da fibra F' do produto torcido M™ = B" x, F*® ser uma variedade
qualquer, 0 préximo coroldrio, também devido a Seixas {veja [Sel, Coroldrio 4.15) ¢

uma conseqgiiéncia direta da observacfo atenta a demonstragio do lema anterior.

COROLARIO 2.4.2 Segja f : M™ — N"Y&} uma imersdo isométrica do produto
torcido M™ = B™ x, F*® na variedade N"7'(¢) de curvatura constante ¢, em que a
fibra F' é uma variedade qualquer. Dado p = (a,b) € M, se A denota o operador de
Weingarten desta imersao, teremos as seguintes afirmagdes:

(a) se 7f(p) > r, entdo A(T,B) C T,B;
(b) se Tf(p) =r+1, entdo A(T,B) = 0;
(¢) se s >71+1elF tem curvatura constante, entdo 7 f(p) # r+ 1.

No caso da base B do produto torcido M"™ = B” x, F** ser um intervalo da reta,
os Corolarios 2.4.3 e 2.4.4 sdo, respectivamente, uma simples adaptagio aos nossos
interesses do Lema 2.3.4 e do Corolério 2.4.2 ao caso em questdo, isto é, ao produto

torcido M™ = I x, F*"! onde I é um intervalo da reta.

COROLARIO 2.4.3 Seja f : M" — N"*'(¢) uma imersdo isométrica do produto
torcido M™ = I x, F* *(¢) em uma variedade (n + 1)-dimensional N de curva-
tura constante & onde a fibra F' é uma variedade de curvatura constante c. Seja
p={t,b) € M, entdo o nimero tipo da imersdo [ satisfaz as seguintes desigualda-
des: outfip) <lourfip)=n— L
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COROLARIO 2.4.4 Seja f : M™ — NT'E) uma imersdo isométrica do produto
torcido M™ = I x, F**, onde a fibra F ¢é uma variedade (n — 1)-dimensional
qualquer. Dado p = (t,b) € M, sen € x(M) é o levantamento horizontal do
referencial canénico "g—t do intervalo I e A é o operador de Weingarten da imerséo f,

valem as seguintes afirmacdes:
(a) se 7f(p) 22, Aln) = pn, onde € R;
(b) se T7f(p) = 2, entdo A(n) = 0;
(c) se n > 4 e F tem curvatura constante, entdo 7f(p) # 2.

A secdo serd finalizada com um teorema que permite conhecer o comportamento
do niimero tipo de uma imersdo ao longo de uma érbita, conhecendo-se ¢ ntmero
tipo da imersao em um ponto da drbita. Sua demonstracio encontra-se na referéncia
TAMN] para o caso particular M =R Em [Ca}, 0 autor chama atencdo para o
fato do teorema continuar verdadeiro para o caso geral, isto é, quando 3—6’—:'*1 é uma
variedade quaiquer de curvatura constante. A seguir daremos uma prova diferente

deste teorema, para o caso geral, usando técnica abordada em [Ryl.

- . —nt1 ) - . L.
TEOREMA 2.4.5 Seja f - M" — M. ", n > 2, uma imersao isométrica, na qual
M 6 uma G-variedade de coomogeneidade 1 e M é uma variedade de curvatura

constante &. Entdo, se p € M., teremos as seguintes afirmacoes:
(1) se 7f(p) = 2, entdo 7 é constante ao longo da ¢érbita 3, ;
(2)serf(p) <l,entdorflg) <1, Vgei,.

Demonstracido. Inicialmente, dado p € M, consideraremos o seguinte subconjunto
de T,M
Tolp)={X e ,M; RIX,)Y)=eXAY), VYT ,M}

onde R denota o operador de curvatura da variedade M. Por outro lado, para
cada ¢ pertencente & Orbita X, existe um elemento ¢ € G tal que g(p) = ¢ e

g oM ~—— T,M é um isomorfismo. Note que pelo fato de g. ser isomorfismo,
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dado Y € T, M existe Y € T,M de tal sorte que ¢g.¥ = Y. Dessa forma. dado
X eT,p) e Y € T,M, teremos a seguinte identidade:

R(¢.X.V) = R(g.X.qaY)
RN, Y)

= C(gX A gY)
= &(g.XAY).

Uma rapida andlise da identidade anterior produz a seguinte informacac socbre o
vetor g..X
9.-X € Tolg) ¥ X € Tolp)

7

ou seja, g.(To(p)) € T,(g). Agora, pelo fato de g. ser um isomorfismo, teremos

necessariamente a seguinte desigualdade:
dim7,{p) <dimT,(g), ¥V ¢&Z,. (2.2)

Por outro lado, se ¢ € X, existe um elemento & € G de tal forma que h{g) =pe
ho : TgM — T,M é um isomorfismo. Assim, por simetria de raciocinio , obteremos
a seguinte desigualdade:

dimT,(q) < dimT,(p). V g€Z,. (2.3)
Dessa forma, as informagdes produzidas pelas identidades 2.2 e 2.3 implicam que
dimT,{q) =dimT,(p), ¥V ¢€X,.

Lembrando que o numero tipo satisfaz a condigo 7f(p) > 2, concluimos, pela
Proposicao 1.3.4, que ker A¢, = T,{p}. Desse modo, uma combina¢io das tiltimas

identidades garantem que
dimker Agpyy = dim T(p) =dimT,(g), V ¢€Z,. (2.4)
Decorre imediatamente da definicdo do conjunto 7,(g) a seguinte inclusdo:
ker Ay € Tolg), VYV g€ L,
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Essa inclus@o implica imediatamente na seguinte desigualdade:
dimker Agpy < dimT,(g), vV ¢&Z,. (2.5)

Como o nimero tipo satisfaz & condi¢lo 7f(p) > 2, teremos necessariamente que
dimker Aepy < n — 2. Portanto, essa informagao juntamente com as identidades

(2.4) e (2.5) produzem a seguinte desigualdade:
dimker gy <n—2, ¥V g€ X,.
Observe qgue a desigualdade anterior produz a seguinte desigualdade:
Tflg)>2 YV ges,.

Conseqilentemente, fica provado a primeira parte do teorema.

Mostraremos agora a segunda parte do teorema. Se p € M., étalque 7f{p) <1,
afirmamos que dimT,(p) = n. De fato, esta condi¢io sobre ¢ nimero tipo implica
necessariamente que dimker Ag;) > n— 1. Assim, dimker A¢(,, poderd assumir dois
valores, a saber: dimker A¢,y = n — 1 ou dimker A, = n. Suponha que ocorra a
primeira possibilidade, isto é, dimker A¢,) = n — 1. Nestas condigGes, escolhamos
uma base {e,...,e,—1.en} do espago tangente T,M de maneira que os primeiros
(n — 1) vetores dessa base constitui uma base para o subespaco ker A¢,. Portanto,

pela equagdo de Gauss da imers@o f, teremos a seguinte identidade:
Rien,e;) =cle, Aey), 1<i<n-—1.

Por outro lado, como Agpye, AAgpen = 0 por definicdo, a igualdade anterior também

vale para o indice 7 = n, ou seja,
Rien, e:) = &e, Mg, 1<i<n.

Como conseqliéncia imediata da tltima igualdade teremos que o vetor e, € T,(p).
Dessa forma, neste caso, teremos dim T,(p) = n como haviamos afirmado. Supondo
que ocorra a outra possibilidade, isto €, dimker Ag;y = n. Neste caso, teremos

trivialmente que dim T,(p) = n.

42



Em resumo, juntando as informacoes obtidas até o momento, concluiremos que
dado p € M., com 7f(p) < 1, teremos que

dimT,(g) =dimT,(p) =n, V ¢€Z,.

Nessas condigbes, dado ¢ € Z, afirmamos que a dimensdo do subespago ker A¢y
satisfaz & desigualdade

dimkerﬁig(q) >n—1, ¥V gg& Zp .

De fato, suponha que nao, isto é, dimker A¢y = k < n — 1. Sob estas hipdteses,
considerando uma base{es, ..., e, €41, ..., €, Para o espaco tangente T,M de tal
modo que os k-primeiros vetores constituem uma base para o subespaco ker A¢ (g,

teremos que para cada s fixo, com k + 1 < s < n, vale a identidade
Aggpes N Agger #0, ¥V > 5.
Desta maneira para todo ¢ € (s,n, a equacdo de Gauss da imersdo f nos diz que:
Ries,e.) = cleg Aey) + Agges A Aggrer -

Uma conseqiiéncia imediata da equacgdo acima é que o vetor tangente e, € T,(g),
nos dando uma contradigdo. Portanto, dimker A¢, = n — 1, para todo ¢ € X,

concluindo entdo a demonstragao do teorema. o
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CapriTULO 3

ORBITAS PRINCIPAIS UMBILICAS E
HIPERSUPERFICIES DE REVOLUCAO
DA ESFERA

No artigo Cohomogeneity one Manifolds and Hypersurfaces of Euclidean Space
[PS|, F. Podesta e A. Spiro descreveram completamente a forma como uma variedade
compacta M", n > 4, imerge no espaco euclidiano R**' como hipersuperficie de
G-coomogeneidade 1. O principal resultade obtido por eles foi o seguinte teorema:

TEOREMA 3.1 (Podesta-Spiro) Seja f : M™* — R*, n > 4, uma hipersu-
perficie compacta de G coomogeneidade 1. Se as drbitas principais de G sao
subvariedades umbilicas de M, entdo f é de revolucdo.

Neste teorema, a expressio “f ¢ de revolugdo” significa que f(M) é SO -invariante,
onde SO; é um subgrupo de Iso(R*™!) que deixa fixo a reta [ do espago euclidiano
R™1. E conveniente observar que as érbitas de SO; atuando em R**! sio de dois
tipos: ou sdo pontos, obtidos quando SO; age em pontos da reta [; ou sdo esferas
(n — 1)-dumensdo situadas em hiperplanos do R"**.

Nesse capitulo iremos estudar as hipersuperficies f : M"™ — 57! de G-coomo-
geneidade 1, completas e com ¢rbitas principais umbilicas em M. Nosso principal

objetivo é encontrar um teorema semelhante ao encontrado por Podesta-Spire.
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3.1 ALGUNS ASPECTOS SOBRE A IMERSAO
DE ORBITAS COM NUMERO TIPO ALTO

Iniciaremos esta secao enunciando uma proposicao essencial aos nossos objetivos.
Ela estabelece de forma local a correlagio existente entre o conceito de produto
torcido e o estudo de variedades de (G-coomogeneidade 1, com drbitas principais
umbilicas em M. Convém mencionar que esta proposicdo fol inicialmente provada
em Podesta-Spiro [PS], recebendo porém, uma prova mais direta em [Se], de acordo

com a Proposicao 4.1.8.

o

ProPOSIGAO 3.1.1 Seja M™ uma (G-variedade de coomogeneidade 1 completa e
conexa. Se as orbitas principais sdo umbilicas em M, entdo M,., tem estrutura
local de produto torcido. Mais precisamente, dado p € M,., considere a geodésica
normal v : R — M, com %(0) = p e seja S(v(—e,€)) uma fatia em p. Nestas
condicées, 0 tubo I' = G(8) € isoméirico ao produto torcido (—¢,¢) x, £,, em que

a aplicagdo ¢ : {—¢.€) — R € dada por

o /0 s

\f/

e k(u) denota o autovalor do operador de Weingarten da inclusio da drbita L.,
em M.

A importancia da proposicao acima reside no fato de podermos transferir a todas
as 6rbitas principais. aquelas propriedades geométricas, invariante por homotetias,
que alguma delas possua. O préximo coroldrio, também devido & Seixas (veja [Se],

Coroldrio 4.19), retrata bem este fato.

COROLARIO 3.1.2 Seja M uma G-variedade de coomogeneidade 1. Se as drbitas
principais de G sdo subvariedades umbilicas de M, entdo elas sdo homotéticas (em

particular sdo difeomorfas).



Objetivando uma terminologia mais direta, usaremos o termo Hipersuperficie
de GG-coomogeneidade 1, para denotar qualguer imersio de uma G-variedade M™
de coomogeneidade 1, completa e conexa na esfera euclidiana {n + 1}-dimensional.

Sem causar nenhuma confusac pela ambigiiidade do termo, j4 que isto ficard
claro no texto, usaremos a expressio nimero tipo alto para dizer que o ntimero
tipo da imersdo f ¢ malor ou igual a 3, ou entdo, maior ou igual a 2. De maneira
andlogo usaremos o termo ndmero tipo baixo para dizer que o ntmero tipo da
imersdo [ é menor ou igual a 1.

A préxima proposicao enfatiza o carater de rigidez local de uma hipersuperficie

de GG-coomogeneidade 1 em pontos regulares cujo nimero tipo € alto.

PROPOSIGAO 3.1.3 Seja [ : M™ — 5™ n > 3, uma hipersuperficie de G-coo-
mogeneidade 1. Sep € M., é tal que 7f(p) > 3, existe um tubo I contendo a érbita

principal X, tal que a restricdo da imersdo f a esse tubo é uma imersdo rigida.

Demonstracado. Seja v : (=4§,8) — M uma geodésica normal tal que v(0) = p.
Como o numero tipo 7f(p) > 3, pelo fato do posto do operador de Weingarten ser
uma fun¢do semicontinua inferiormente, existe um aberto U C M, com p € U, tal
que 7f(q) > 3 paratodo g € U

Por outro lado, o Teorema 2.2.7 garante a existéncia de um numero € > § de
tal sorte que S = A{—e¢,¢) C U é uma fatia em p. Sob essas condicgdes, o tubo G-
invariante [’ = G(S5) é aberto, conexo e, portanto, uma subvariedade de M. Agora,
pelo Teorema 2.4.5, teremos que o numero tipo da imerséo f é constante ac longo
da érbita ¥, qualquer que seja ¢ € U. Diante desse fato, considerando a imersio
f = fir : T —= S™"* teremos necessariamente que o niimero tipo desta imersao

satisfaz a seguinte condicao:
Tflz) >3, Varel.
Portanto, segundo o teorema de Allendoerfer, a imersdo f é rigida. o
Dada uma seqiiéncia de érbitas principais convergindo para uma 6rbita principal
¥, se cada Orbita da seqiiéncia imerge, via f, como uma esfera em S™"!, entéo o
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mesmo ocorre com a 6rbita principal . Formalizaremos estas idéias no seguinte

lema:

LeMA 3.1.4 Seja f: M" — S™1 n > 3, uma hipersuperficie de GG-coomogenei-
dade 1. Se {(g:)32, C M,., é uma seqiiéncia de pontos regulares convergindo para um
ponto g € Myreg, em que cada orbita principal Z,, imerge, via f, como uma esfera em

5§71 entdo a orbita principal ¥, também imerge como uma esfera em S**.

Demonstracio. Para cada i € N, seja SP7' = f(Z,.) a esfera em S™7! dada pela
imersdo da érbita £, em S"7'. Denotaremos por II; o n-plano de B**? que possui
a propriedade

;N st = gn-t

Seja {vi_1, v} .o } uma base ortonormal para o subespaco I+, Convém observar que
para cada indice i, os vetores @; i€ vfwz vistos como pontos do espaco euclidiano
R**2 pertencem a esfera S™*!. Nessas condicdes, o n-plano I; fica bem determinado

do seguinte modo:

I, = {x € R”+2;<$m f(qi)gval) = { = <$“f(9'i):@;+2>}‘

Portanto, fica determinado uma seqiiéncia de n-planos (II7);-, caracterizados pelas
-l R A oo H : n+l
seqiiéncias de vetores (vh.,)_ e (v +2),—, - Usando a compacidade da esfera S™*!,
podemos supor, sem perda de generalidade, que estas seqiiéncias sdo convergentes,
isto &,
i

: . n+1 i n—]
Upe1 —F Unsi € ) € TUhio P Unsg € 5 :

Desse modo, usando a continuidade do produto interno, teremos que a seqiiéncia

de subespacos II; convergem para o subespacgo de R™*? dado por

I = {x e R (x - f(@)tnsr) = 0 = (z - f(Q):Un+2>}~
Dentro desse contexto, teremos as seguintes propriedades:

(1) flgla)) €Il ¥ 4

(ii) se p:= glg), flglg:)) — F(p).



Por outro lado, dado p € £, , existe ¢ € G de tal sorte que g(g) = p. Dessa forma,

por (i), garantimos que para tal g vale a igualdade

(Flola)) — flad v = 0 = (Flole)) — fla) vhi.) -

Usando novamente a continuidade do produto interno, obteremos, via propriedade

(i1), a igualdade

{(flp) = flay,vne) = 0 = (F(p) — ), vne2) .

Donde, concluimos gue o ponto f{p) pertence ao n-plano I1. Portanto, pela arbitra-

riedade do ponto p, teremos que f(i:q) C IT e, dessa forma, a imersio
f1=f|gq ZEQ“——%H

estd bem definida. O lema segue-se agora pelo teorema de Kobayashi, citado na

secac 1.2. m

O préximo lema garante que uma hipersuperficie f na esfera S™!, cujo nimero
tipo é alto, determina uma relacao muito interessante entre os grupos de isometrias
dessas variedades.

LEMA 3.1.5 Seja f: M"™ — 8", n > 3, uma imersao isométrica. Se a variedade
M = M,;so, [ induz um homomorfismo diferencidvel & : Iso(M) — Iso(S*T!)

definido pela relagdo fog= ®{g)o f.

Demonstracio. Como 7f(p) > 3 para todo p € M, pelo teorema de Allendoerfer,
garantimos que a imersao f é rigida. Dessa forma, para cada ¢ € Iso(}), existe

T, € Iso(S™*!) que torna o diagrama

J

M gntt
| -

g I
f f

M—d L gne
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comutativo, ou seja, f o g = T, 0 f. Diante desse fato, definiremos a aplicacio

D Iso(M) — Iso(S™).

g — Blg=T,
Mostraremos que a aplicacdc ¢ estd bem definida. De fato, suponha que tenha-
mos ®(g) = 71 = T5. onde T; € Iso(S™71). Nessas condigdes, considere o seguinte

elemento T = 17 ' o Ty € Iso(S5™"1). Observe que para tal elemento vale a igualdade
T(f(2) =TT o D((f{x)) =T (fogla)) = flz), Y zelM

Dessa igualdade, concluimos que o subconjunto f(M) C FixT7. Por outro lado,
como o grupo Iso(M) age transitivamente sobre S™7!, teremos que FixT é uma
subvariedade totalmente geodésica da esfera S, cuja dimensao, devido & inclusdo
obtida anteriormente, satisfaz a condicdo dim(FixT) € {n,n + 1}. Afirmamos que
dim(FixT) = n + 1. De fato, suponha que ndo, isto é, dim(FixT) = n. Nessas con-
dicoes, teremos necessariamente que a imersio f é totalmente geodésica e, portanto,
7f = 0. A hip6tese sobre o nimero tipo nos leva a uma contradicdo. Conseqlien-
temente, dim{FixT) = n + 1 e, portanto, Fix7 = S""!. Donde concluimos que
T, = T3, provando que a aplicacao @ estd bem definida.

Por ser um fato ébvio ndo mostraremos que a aplicagdo @ é um homomorfismo.
A partir desse momento iremos mostrar que a aplicacdo @ é diferencidvel. Convém
observar que como 7f(p) > 3 para todo p € M, pelo Coroldrio 3.2.2, teremos que
a imersic f n&o é totalmente geodésica. Dessa forma, f(M) ndo estard contida
na interseccdo da esfera S™7! com nenhum hiperplano do espaco euclidiano R*+2.
Nessas condicdes, poderemos escolher (n + 2) pontos py, ..., Ppen da esfera S™%1
com p; := flzi), #i € M, tal que B*™? = span {p1, ..., P2} - Sem perder de vista
essa escolha, construiremos duas aplicagdes que nos auxiliardo na demonstracio da
diferenciabilidade da aplicagdo ®. Seguiremos de perto as idéias encontradas em [Ca)

Considere as aplicacdes p e ¢ definidas como abaixo:
P ISO(:M) —_— (Sn—i—l)n-@-?
g = plg) = (D()(p1); e B(g) (Pra)
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?_/' ISO(STV.LI) — (Sn—kl)n-’;—?
T s (T = (Tlp), o Tpraz))-
Observe gue a aplicacdo v € continua por definicdo. Por outre lado, como para
cada p fixo a aplicacdo g —— g{p) é diferencidvel, obteremos que a aplicacio p é

diferencidvel. Note que, para cada g € Iso{M), vale a igualdade

vo®(g)=v(®(g)) = (®(g)(p:), - B(9) (Pas2)) = plg), (3.1)

ou seja,

vod=np.

Denoctaremos por ¢ a seguinte aplicagio:

Qj ISQ(SWH) _ b(ISO(STH—l)) - (Sn+1)n+2
g — {g) = ¥(g),

isto é, 1: nada malis é que a aplicagao ¥ em que ¢ contradominio foi substituido pela
imagem da aplicacéo . Usando o fato do grupo Iso(S™™1) ser compacto, (S7F1)n+2
ser um espaco de Hausdorff e a aplicacdo ¥ ser uma bijecdo continua, teremos, via
Teorema 7.8 em [Br], que a aplicacio ¥ é um homeomorfismo. Portanto, segue-se
da identidade 3.1 que ® = po ¢! é uma homomorfismo continuo entre grupos de

Lie e, portanto, diferencidvel, como queriamos mostrar. C

Seja f : M™ —> S™* uma hipersuperficie de G-coomogeneidade 1 cujas érbitas
principais sao umbilicas em M. Dado p € M.y, consideraremos o tubo I' construido
na Proposicéo 3.1.1, isto &, o tubo isométrico a I := (~¢, €) x, %, Dito isso, a érbita
¥, serd identificada com a fibra ; := {t} x Z,. Denotaremos por 7 0 levantamento
horizontal do campo % para 1,M. ou seja, n é o campo normal unitério da incluséo
da Orbita ¥; em M. Nessas condigbes, A, denotard o operador de Weingarten da
inclusdo ; C M™ e k(t) representard o autovalor desse operador. Em particular.
k{0) denotard o autovalor do operador de Weingarten A, da inclusdo £, < M.
Convém observar que 4,X = k(¢)X, para todo X € x (Z;). Agora, se £ é o campo
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unitdrio normal da imersado f, denotaremos por A¢ o operador de Weingarten da
imersao [ associado ao vetor €. Por outro lado, sendo £ um campo unitdrio normal
ao longo da imersdo f, teremos que 5 = &|g, € um campo unitdrio normal ao longo da
imersao f = flg, ~ S"*1. Observe que o campo 7 := df () é outro campo unitério
normal ac longo da imersdo f. Associados a esses campos teremos, respectivamente,
os campos de operadores de Weingarten A; e Ag.

Nessas condicOes, consideraremos as subvariedades abaixo com suas respectivas

conexoes:
(;W”?‘::/') i (57, %) _L (anz@)
f

(S, 9)

H

No contexto acima, dado X € x(¥,) a formula de Weingarten para as imersdes
f . ¢ serdo, respectivamente, escritas da seguinte forma:

(a) Vxii = Vxi— 4;X;
(b) 6}{7? = —A,X;

A férmula de Gauss para a imersdo f é dada por:
(€) Vi = Vxy+ (A X)E.

A seguir iremos desenvolver alguns resultados que produzirdo informacdes muito
liteis sobre como imerge a orbita de uma (G-variedade de coomogeneidade 1, cujo
nimero tipo é alto, na esfera euclidiana S™**. Nessa direcio, teremos como primeiro
resuitado o préximo lema que explicitard a relacdo existente entre os operadores Ay
e A, e entre os operadores Az e Ae.

LEMA 3.1.6 Seja f: M™ —» S™" 5 > 3, uma hipersuperficie de G-coomogenei-
dade 1 com drbitas principais de G umbilicas em M. Se p € M., é tal que 7f(p) > 2

L

valem as seguintes afirmacées:



(1) o campo 7} é paralelo na conexdo normal da imersic i Ty — 8771 sto é,
Vig=0. ¥ X € x(5,);

(2) os campos dos operadores de Weingarten Ay e A, sao idénticos ao longo da
érbita L, isto é, Az X = A4, X, ¥V X e x(Z,);

(3) os campos de operadores de Weingarten A; e A¢ coincidem ao longo da drbita
Tp, ou seja, A X = A X, ¥V X € x(%,).

Demonstracdo. Observe que pelo fato do nimero tipo da imersdo f ser maior ou
igual a dois, via Coroldrio 2.4.4, teremos que o vetor 7 ¢ um autovetor do operador
de Weingarten Ag, isto é, Aenp = An, com A € R Desse modo, combinando essa

informacgdo com ¢ item (¢) obteremos a seguinte identidade:
Vifi=Vxn, ¥ Xex(I,). (3.2)
Observe que a identidade 3.2 juntamente com o item (b) produzem a informacéo
Vxi=—-A,X, ¥V X €x(Z,) . (3.3)
Portanto, substituindo a identidade 3.3 no item (¢}, encontraremos a equacao

Vi = 45X — 4,X, ¥ X & x(Z,) . (3.4)

Agora, lembrando que V%7 := (Vx#)*, segue-se imediatamente da igualdade an-
terior que o vetor V7 = 0 para todo X & x(Z,) . Conseqilientemente, teremos a
igualdade

A X = A,X ¥V X e x(&E,),

ou seja, A7 = A, ao longo da drbita £, como querfamos provar.

Provaremos, agora, o item {3). Como 7 f(p) > 2, via Teorema 2.4.5, concluiremos
que o numero tipo 7f é constante e maior ou igual a 2 ao longo da érbita £,. Com
auxilio do Corolario 2.4.4, garantiremos que existe A € R tal que Ag77 = An. Dessa

forma, usando a férmula de Gauss para as imersdes f e f, encontrarermos a identidade
(AX,Y) = (AXY) ¥V X, Y €x(5). (3.5)
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Por outro lado, como o operador Ag é simétrico, isto é,
(AXm = (X, 4 =0 ¥ X € x(Z,),

segue-se que Ag(T,X,;) C T,Z,, isto é, o espago tangente T,%, é invariante pelo
operador Ag. Essa informagdo, juntamente com a identidade 3.5, nos diz que os

operadores de Weingarten A, e Ap satisfazem & condigao
AcX = A:X, ¥V X € x(Ly).

Portanto, os operadores de Weingarten coincidem ao longo da érbita Z,, como

querfamos demonstrar. -

A seguir provaremos que se uma hipersuperficie de G-coomogeneidade 1 assume
nimero tipo alto em um ponto p € M,,, a 6rbita principal &, imerge em uma
esfera S* C S™*!. Esse resultado é de crucial importancia aos nossos objetivos e

serd apresentado na préxima proposicio.

PROPOSIGAO 3.1.7 Seja f + M™ — S"*' n > 3, uma hipersuperficie de G-coo-
mogeneidade 1. Se as drbitas principais de G sdo umbilicas em M e p € M., é tal
que 7f(p) > 2, existe uma esfera S™ < §**! tal que f = flg, + £p — S™ estd bem
definida e tem Ag por operador de Weingarten.

Demonstragdo. Para demonstrar a proposi¢do iremos explorar a possibilidade do
autovalor £(0) ser nulo ou ndo. Se k(0) = 0, teremos necessariamente que Az = 0.

Assim, pelo lema anterior, temos que A; = 0 ao longo da érbita £,. Portanto,

(TxA) =0 ¥V X ex(Z,).

Essa informagac juntamente com a parte (1) do lema anterior nos diz que 7 é
um campo vetorial constante ao longo da drbita ¥,. Dessa forma, denotando por
I ¢ R**2 o subespaco (n + 1)-dimensional ortogonal ao campo 7, teremos necessa-

riamente a seguinte inclusio:
f(Z) cl={XeR?: < X.7 >=0}.
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Portanto, como f(Z,} C S™M, vale a seguinte incluséo: f(T,} ¢ II N S™ 1 = §*
Observe que o fato de I ser subespaco vetorial implica que a esfera S™ tem curvatura
1. Assim, a 1mersao f = fle 0 X s 57 estd bem definida.

Por cutro lado, levando em consideracdo a inclusio de S™ em S™%, para cada

g € ¥, existe a seguinte decomposi¢ao:
Ty S™™" = Ty S™ + span{i}.

Como os vetores £ e 77 sao ortogonais, pela decomposicao anterior, concluimos que
o vetor £ € Ty S™ e, por assim ser, Az € o operador de Weingarten da imersao f.
Se k{(0) # 0, a funcdo

hi 8, — RWZ
1.
T f(z)*mn(xf

estd bem definida e é obviamente diferencidvel. Dessa forma, para X € x{(Z,) vale

a seguinte identidade:
1

k(0)
Seja Az o operador de Weingarten da inclusio 5™*

dh(X) = df (X) + —V x (3.6}

LC R, Como S é uma

subvariedade umbilica de B teremos a identidade
AX = AX, AeR e Xex(5,).

A informagéio anterior juntamente com a equacio de Gauss da inclusio S*7t C R**?

produzem a relagdo

Vxii= Vi, X €x(Z,)

entre as conexdes V e V. A relacio anterior juntamente com o fato dos operadores Aj

e A, coincidirem ao longo da orbita ¥,, produzem, via identidade (3.6), a igualdade

. | R
dh(X) =df(X)+ ——=Vx7

K0)
= 4/ (X) = g4
= df(X) - k—fajdfcm)

= (.



Portanto, pela conexidade da 6rbita ¥, , segue-se que a funcéo h é constante, ou
seia,
hlz)=p, e R, V zeX,.

Por outro lado, decorre imediatamente da definicdo da funcao £ os seguintes fatos:

(1) Yifte) = Bl =

YR Ve,

@) Iaull? = 1+ gz > 1

Donde concluimos que f{X,) C SF™H(p,), em que SF*1(f,) denota a esfera euclidiana
de raio ¥ = Tfe_(%‘_% e centro f,. Note que o segundo fato implica que o centro da esfera
esta situado fora da regido de R**? limitada pela esfera S™"'. Portanto, vale a
inclusao

£(Sp) € S 1577 (B) = STiR),

onde S7(p,) denota a esfera euclidiana de centro p, e raio r. Convém observar que
o fato {2) também implica que a esfera SI'(p,) é uma subvariedade umbilica e nio
totalmente geodésica da esfera S+1.

Como os vetores £ e 7j 530 ortogonais e, por construcéo, 7 € (Tf(q}S?"”(ﬁo));,
teremos necessariamente que o vetor & € (T f(q)S;‘H(;ﬁo) - Donde concluimos que A;
¢ de fato o operador de Weingarten da imerséo f. o

No caso de existir p € M., tal que 7f(p) é maior ou igual a 3, usando o lema
anterior, ¢ possivel colher informacdes interessantes sobre a érbita principal £,. A

proxima proposicao torna explicito essas informacoes.

ProOPOSICAO 3.1.8 Seja f : M™ —s S™*1 n > 3, uma hipersuperficie de G-coo-
mogeneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Suponha que exista p €

M,eq, Tf{p) 2 3. Entdo, a drbita principal ¥, possui as seguintes propriedades:

(1) existe uma esfera S™ C S™' tal que f(%,) ¢ uma subvariedade mergulhada
dessa esfera. Na verdade, f(Ep) ¢ uma Orbita principal da acdo de algum

subgrupo do grupo de isometrias dessa esfera;

(1]
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(2) as Orbitas principais de G sdo orientdveis e f (S?) ¢ uma subvariedade isopa-

ramétrica da esfera S™.

Demonstragdo. Dado p € M., 7f{p) > 3, seja f : £, — S™ a imersdo dada
pela Proposicdo 3.1.7. Seja G = ®(G) C Isc{S") 0 subgrupo compacto e conexo
dado pelo Lema 3.1.5. Usando o fato de fo g = ®(g) o f, ndo é dificil verificar
que f(Ep) é uma G 6rbita, isto &, f(%,) coincide com a drbita passando por f(p),
via acao do subgrupo G em S™. Donde segue-se que f(Ep) ¢ uma subvariedade
mergulhada (n — 1)-dimensional na esfera S™. Provando, dessa forma, a primeira
parte da proposicao.

Lembrando que as hipersuperficies mergulhadas de uma esfera sdo sempre ori-
entéveis, obtemos que f(Z,) é orientdvel. Como f: L, — f(Z,) é uma isometria
local, segue-se a orientabilidade de 2, e das demais drbitas principais, j& que as
4rbitas principais sdo difeomorfas entre si {veja Coroldrio 2.1.6). Por outro lado,
sendo T, homogénea, via Teorema 5.2 em [Ry}, teremos que f (Zp) € uma subvarie-

dade isoparamétrica de S™. O

Escélio da demonstracao: Sendo as orbitas principais de & orientdveis, segue-se
que f (Ep) é uma Orbita principal de G, j4 que uma excepcional, caso existisse, seria

néo orientavel (veja Teorema 2.2.6).

Finalizaremos esta secao com dois coroldrios que produzem informacdes Uteis
sobre a imersao de Orbitas principais de pontos regulares com: nimero tipo 2, assim
como, apresentaremos uma obstrugdo & dimensao da variedade M, diante de um
numero tipo dois assumido pela imersdo f em algum ponto regular.

Se p € My, € tal que 7f{p) = 2, a préxima proposicio garante a existéncia de
uma esfera 5™ C S"** tal que a érbita principal ¥, imerge nesta esfera com nimero
tipo constante e igual a 2. Seguiremos de perto as idéias da demonstracao de fato

semelhante, no caso euclidiano, dado em [Sej (veja Lema 4.2.11).

COROLARIO 3.1.9 Seja f: M™ — S™" n > 4, uma hipersuperficie de G-coomo-
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geneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Se p € M,¢, é tal que 7f{(p) = 2,

existe uma esfera 5™ C S™, de tal modo que a imerséo [ := flg, : &, — 57 estd

bem definida e tem nimero tipo constante e igual a 2.

Demonstracio. A existéncia da esfera §* < §** tal que f : £, — S” estd
bem posta é garantida pela proposicao anterior. Convém observar que pela mesma
proposigao os operadores de Weingarten A; e A, em que £ = ¢ |5:,, coincidem ao
longo da &rbita 2, .

Por outro lado, aproveitando a notacao ja conhecida, seja i a normal da inclusao
¥, ¢ M. Como 7f{p) = 2, através do Coroldrio 2.4.4, segue-se que A = 0 ¢,

portanto, o posto do operador A; € atingido em 7,%, ., garantindo, dessa forma,

que 7f{g) = 2. Conseglientemente, aplicando o Teorema 2.4.5 para a imerséo f,

concluimos que

TiHg) =2 VgeZ,.
Donde segue-se o lema. =
Assim como no caso euclidiano, se a imersao f assume nlimero tipo dois em algum
ponto regular de M, o coroldrio anterior contém uma dréstica obstrucéo & dimensao

da variedade M. A idéia da demonstracdo de tal fato é inteiramente analoga ao caso
enclidiano (veja [Se], Corolario 4.2.12).

COROLARIO 3.1.10 Seja f : M™ — S™"*L n > 4, uma hipersuperficie de G-
coomogeneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Se p € M., é tal que
rf(p) = 2. entdo n = 4.

Demonstragdo. Note que o coroldric anterior garante a existéncia de uma esfera
§* ¢ §7*1 de tal forma que a imerséo f = flg, : £, — 5™ tem ntmero tipo igual
a 2, isto &,

TJE{Q)ZQ: Vogely.
Nessas condicOes, teremos que a distribuicie de nulidade relativa da imersdo f esta

globalmente definida, e o indice de nulidade relativa v, satisfaz a igualdade
vigg=(n-1)—-2, VgekL,.
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Donde segue-se que o indice de nulidade relativa v é constante ao longo da drbita X, .
Portanto, ¢ indice de nulidade minima relativa vq também serd constante e satisfaz

a mesma igualdade, ou seja,
vlg)=(n—-1)-2 Vgek,.

Por outro lado, como a 6rbita X, € compacta e, por assim ser, é completa, pelo Teo-
rema 5.3 em [Dal, teremos que as folhas de nulidade relativa minima sdo completas.
Como v(g) = (n = 1) — 2, pelo Lema 6.16 em [Da, teremos necessariamente que

n—1< 4, ouseja, n <5 Comon = 4, segue-se o corolario. o

3.2 (ORBITAS DE CURVATURA CONSTANTE

Convém lembrar que M serd uma variedade riemanniana completa, enguanto a
imersio f : M™ — S57F! denotard uma hipersuperficie de G-coomogeneidade 1
com orbitas principais umbilicas em A/, cuja dimensio, salvo mencado contréria,
serd maior ou igual a quatro. Como antes, dado p € M,.,. denotaremos por I' um
tubo G-invariante em torno da orbita I, . Nesse contexto, consideraremos o seguinte

subconjunto
Mp = {x € Mreg; 3 I, 2, CT, flp:T — S™éde revolut;éo}

de i?\/freg .
Inicialmente, temos o lema a seguir, cuja demonstragdo é uma aplicagdo imediata
do Corolario 2.4.4 e da Proposicdo 3.1.1.

LEMA 3.2.1 Seja f : M™ — S*T' n > 4, uma hipersuperficie de G-coomoge-
neidade I com érbitas principais de curvatura constante e umbilicas em M. Entao,
7f{q) # 2 para todo g € M,,.



Mais um pouco de notacdo. Diante do lema anterior, convém observar que a
parte regular de A admite a particdo

Mreg = Mrpay U My ps,

e que

ﬂ/fffsg = {32 - iﬁtﬁrreg : Tf(x} g 1}
M. pug ={z € My, : 7f(z) > 3}.

O préximo coroldrio garante que as Orbitas principais de pontos regulares cujo
ndmero tipo € alto, imergem, via f, em uma esfera $* C S*™ umbilica e néo
totalmente geodésica de S™71.

COROLARIO 3.2.2 Seja f : M"™ — S5™' n > 4, uma hipersuperficie de G-coo-
mogeneidade I com drbitas principais de curvatura seccional constante e umbilicas

em M. Se p € My, 7f(p) > 3, a drbita T, imerge, via f, como uma esfera nio
totalmente geodésica de 571,

Demonstracdo. Como o nitmero tipo 7f(p} > 3, teremos o seguinte:

(i) de acordo com a Proposicdo 3.1.7, existe uma esfera S™ < 5™t de tal modo
que a imersao fi= flg, : £, — S™ estd bem definida, tem por operador de
Weingarten A; , em que é 1= &lg, e, além disso, os operadores de Weingarten

Az e Ag coincidem ao longo de X,
(i) existe u € R tal que A¢(n) = un (veja Coroldrio 2.4.4).

Portanto, ao longo da érbita ¥, teremos que

Tf(p)m{ff(p)ml, se 170



Donde concluimos que 7f(p) > 2 e, portanto, recorrendo ac Teorema 2.4.5 teremos

que o numerc tipo da imersao f satisfaz & condicio
Tflg)>2 Vgez,.
JNg) 2L g & 2y

Como a orbita tem curvatura secciona!l constante, o coroldric € uma consegiéncia

direta da Proposi¢ao 1.3.3. -

Em seguida demonstraremos um resultado muite préximo do resultado que es-
tamos buscando. De fato, ele classifica as hipersuperficie de G-coomogeneidade 1
com 6rbitas principais de curvatura constante e umbilicas em M, e com nimero tipo

alto.

TreOREMA 3.2.3 Seja [+ M™ — S7"1 n > 4, uma hipersuperficie de G coomo-
geneidade 1 com Orbitas principais de curvatura seccional constante e umbilicas em
M. Se M = M.s~3, f ¢ uma hipersuperficie de revolugdo e, além disso, as drbitas
de G serdo levadas, por f, nos paralelos de f(JM).

Demonstragdo. A rigidez da imersdo f implica f(£;), p € Myeq, é uma G-6rbita,
onde G é o subgrupo compacto e conexo de Iso(S™*!) dado pelo Lema 3.1.5. Por
outro lado, pelo corolério anterior, a drbita i‘-p = f(Ep), P € M.y, é uma sub-
variedade umbilica ndo totalmente geodésica da esfera S"*1. Se Iz € R*2 é o
subespaco n-dimensional paralelo ao n-planoc fig, em que ﬁg N S+l = E:_ pela

Proposicao 2.3.6, teremos as propriedades
(i) (Ig)* = FixG;
(it) dimFixG = 2.

Donde concluimos juntamente com o fato dos n-planos Il serem paralelos entre si
(veja Coroldrio 2.3.7), que f(M) é invariante por SOy, 5, ou seja, a imersio f é uma
hipersuperficie de revolugao. A segunda afirmacao do teorema é uma conseqgiiéncia

imediata dos n-planos [1y serem paralelos entre si. 0
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O préximo resultado mostra que se existir p € M,,, tal que 7f(p) > 3, entéo

Mr £ 0.

TEOREMA 3.2.4 Seja [ M —s S"1 n > 4, uma hipersuperficie de G-coomo-
geneidade 1 com drbitas principals de curvatura seccional constante e umbilicas em
M. Dado p € Moy, Tf{(p) > 3, existe um tubo G-invariante I', £, CI' C M,,,, tal
que flp é uma hipersuperficie de revolugdo. Além disso, as drbitas X, ¢ € ', séo

levadas, via f, nos paralelos de f(I').

Demonstragdo. Dado p € M., 7f(p) > 3, Os Teoremas 2.2.7 e 2.4.5 combinados
com o fato do posto do operador de Weingarten ser uma fung¢ao semicontinua infe-
riormente, garantem a existéncia de um tubo G-invariante I', £, C I, de tal modo
que

@) =3, Vael.

Dessa forma, considerando a restricdo de f ao tubo I, pelo Teorema 3.2.3, segue-se

o resultado. &

3.2.1 O INTERIOR DO SUBCONJUNTO M,/c;

Passaremos agora a estudar o problema em questdo ra parte regular de M que
possui nimero tipo baixo, ou seja, em M, ;<. Antes de mais nada, observe que dado
D E My, 7f(p) < 1, via Teorema 2.4.5, teremos que 7f(¢) < 1 paratodog € &,.
Combinando a equacdo de Gauss da inclusdo X, C M com a informacdo anterior,
obteremos que a curvatura seccional da 6rbita ¥, 6 Kx = 1+ A%, ou seja, a drbita
¥, tem curvatura seccional constante. Portanto, como as Orbitas principais sao
homotéticas entre si, segue-se que se existe p € M,,, tal que 7F(p} < 1, as érbitas
principais de G possuem curvatura seccional constante.

Nesta subsecdo, teremos como principal objetivo desenvolver alguns resultados

que permitam concluir que o interior do conjunto M;s<; estd contido em Mrp. A
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maneira para atacar este problema segue-se inspirada nas idéias de Podesta-Spiro
[PS]. Mais precisamente, Lemas 3.10; 3.11; 3.12; 3.13 e 3.14.

No que se segue v denotard uma geodésica normal fixa em M. Também conside-
raremos ¢ intervalo J C R homeomorfo a m{M,e,). via 7o v, onde 7 : M — M/G
é a aplicagdo projecdo sobre o espaco de Orbitas M/G. Por outro lado, como a di-
mensao da variedade M é maior ou igual a quatro, pelo Lema 3.2.1, o intervalo J

admite a seguinte decomposicio:

J=JraiUdrpse,

em gue

Tpsr = A {Mrp) 0 = {teJirfh(D) < 1)

Jepsr = A (Megsz) N J = {ted; 7f(v(3@) =3},

O interior do intervalo J; ;< serd denotado por intJ:j<;. O préximo coroldrio

garante que se tp & intJ.s<;, a érbita principal .., imerge como uma esfera em
Sn-é—ll

COROLARIO 3.2.5 Segja f : M™ — S5™F! n > 4, uma hipersuperficie de G-ccomo-
geneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Dado ty € J, to € intJ r<y, a

érbita T, imerge, via f, como uma esfera.

Demonstragdo. Observe que se tg € J.p50 a afirmagio decorre imediatamente do
Corolério 3.2.2. Por outro lado, se g € 0.J, <1, existe uma seqiiencia (£;)55, C Jrrs2,
com t; convergindo para t;. Dessa forma, pela continuidade da geodésica v, tere-
mos uma seqiiéncia (’y(tk))il C M50, com {t;) convergido para v(tg) € My, -
Recorrendo ao Coroldrio 3.2.2, para cada k, a érbita Ty, ) imerge como uma esfera

em S7T1. Nessas condigbes, o coroldrio segue-se imediatamente do Lema 3.1.4. O

Mais um pouco de notacdo. Fixado tp € intJ,;<1, denotaremos por I = (¢, 8},

tg € I, o intervalo maximal contido no interior do conjunto J,s<;. Nesse contexto,
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considerando o tubo ' = & (':f(f )) em torno da érbita ¥, q,y, néo € dificil verificar,
via equacao de Gauss para a imersdo [ = f|r, que a curvatura seccional desse tubo

é constante e igual a 1. O préoximo lema formaliza essas idéias.

LeMa 3.2.6 Seja f : M" —s S™* n > 3, uma hipersuperficie de G-coomoge-
neidade I com Orbitas principais umbilicas em M. Dado ¢ € intJ.;<;, a curvatura
seccional do tubo 1 = G(ry(]))1 onde I é o intervalo maximal definido anteriormente,

é constante e igual a 1.

Demonstragao. De fato, dado p € T, seja {ey,...,e,} uma base para o espaco tan-
gente ao tubo I em p, constituida por autovetores do operador de Weingarten A da
imersdo f. Suponha que Ale;) = Ne;, i = 1,....n. Entdo, pela equagio de Gauss

para a imersao f, teremos que
1— Kr{ene;) = M+ A%y, 1<4,7<n (3.7)
Por outro lado, como 7 f < 1, podera ocorrer uma das seguintes alternativas:
i) =0, 1<i<nm,
(i) 3jtalque A; #0e =0, V i#j

QOcorrendo a primeira alternativa, nada mais teremos a provar. Se ocorrer a segunda
alternativa, isto é, existe 7 € {1,...,n} tal que \; £0e A\; = 0, i # j, teremos para
este indice j que

1 — Krl(e,e;) =90, i#].

Portanto, pela arbitrariedade do ponto p, segue-se o lema. 0

Dado ¢y € intJrp<1, seja I' := G(+le, 8]}, onde (o, 8) é o intervalo maximal
definido anteriormente. Se existir drbitas excepcionais contidas no tubo I', essas
4rbitas possuem necessariamente curvatura seccional constante e igual a 1. Esse
resultado é muito interessante e sera usado para mostrar que as érbitas que formam
a fronteira do tubo ' ndo podem ser orbita excepcional. O préximo lema formalizaré

essas 1déias.
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LEMA 3.2.7 Seja f: M™ — S™7', n > 3, uma hipersuperficie de G-coomogenei-
dade 1 com orbitas principais umbilicas em M. Se £ € uma drbita excepcional de &

contida ne tubo I, a curvatura seccional dessa orbita é constante e igual a 1.

Demonstracdo. Seiam £ := X, uma érbita excepcional contida no tubo I' e v uma
geodésica normal em M tal que v(0) = ¢. Nessas condicdes, pela densidade de M.,
em M, existe uma seqiéncia (Qi = "(tt))zé,\ O M., convergindo para o ponto g.
Dessa forma, para cada indice 7 € N, usando a umbilicidade da érbita £, , teremos
que

Ailai) = Aj(ﬁ(@i))g geGE, 1<j<n—1,

em que A; denota os autovalores do operador de Weingarten da inclusdo £, C T

Por cutro lado, usando o fato das func¢des A; serem continuas, concluiremos que
Aile) =X(9(g). 9€G, 1<j<n-1

Portanto, £ é uma subvariedade umbilica de I'. Recorrendo ao Coroldrio 1.1, em
[HL], teremos que a Orbita £ também é uma subvariedade minima de I'. Assim,
confrontando essas informagoes, obteremos que & é de fato uma subvariedade total-
mente geodésica em ['. Diante disto, ¢ lema segue-se agora de uma aplicacdo direta
da equacgao de Gauss da inclusdo & C I O

O estudo das imersoes de G-variedades de coomogeneidade 1 na esfera euclidiana
apresentaram diferencas substanciais, quando comparado ao estudo das imersdes
destas variedades nos demais modelos de curvatura constante. Uma dessas diferencas

sera dada pela proxima proposicao.

PROPOSICAO 3.2.8 Seja f: M™ — S™F' n > 4, uma hipersuperficie de G-coo-
mogeneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Dado ty € intJ; <., nenhuma
orbitas que forma o bordo do tubo T = G(~(a, ), onde (o, 8) € o intervalo maximal

definido anteriormente, é uma oérbita excepcional de G,

Demonstracdo. Suponha que uma das érbitas que constituem a fronteira do tubo

= G((a, 3)) ¢ excepcional, digamos .5 = £. Como observamos anteriormente &
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curvatura seccional de £ é constante e igual a 1. Dessa forma, $*™! é o recobrimento

universal de £. Portanto, teremos o diagrama

o
7

for

=

[ U —

[

Ory

Sn—ﬁ-l

em que 7 é a aplicagdo de recobrimento. Observando a imersdo f o w, verificamos

que sua codimensdo k = 2 satisfaz a condigdo 1 < k < n — 2, j4 que por hipétese
temos que n > 4. Portanto, recorrendo ac Coroldrio 5.9 em [Dal, obteremos que
a imersdo f o7 é totalmente geodésica. Dessa forma, [ : £ —+ 5771 estd bem
definida. Como f ¢é uma imersio isométrica, £ e S™* sio variedades compactas,

vem que f 1 £ — S™1

& uma apiicacdo de recobrimento. Logo, £ € isométrica
a S" ! implicando que S™! deve ser o recobrimento duplo de &, produzindo uma
contradicdo. Portanto, a érbita X, nao pode ser excepcional como haviamos afir-

mado. o

Seja I o intervalo maximal definido anteriormente. Entdo, a drbita principal que
pertence a fronteira do tubo I' = G('y(f )}, imerge como uma esfera e, além disso,
os campos tangentes a esta drbita est&o intimamente relacionados com o ntcleo do

operador de Weingarten da imersao f. A préxima proposicao explicita esta relagao.

PrROPOSICAO 3.2.9 Seja f: M™ — S"" n > 4, uma hipersuperficie de G-coo-
mogeneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Dado ty € intJrscy, seja
I = (e, 8) o intervalo maximal definido anteriormente. Entao, a érbita X.(,) imerge
como uma esfera e os campos tangentes a Y, estdo no nicleo do operador de

Weingarien da 1mersdo f.

Demonstrago. Primeiro observe que a maximalidade do intervalo I = («, §8) garan-
te que o € 8J; <1 Dessa forma, a primeira afirmaco é uma conseqiiéncia imediata

do Corolario 3.2.5. Diante desse fato, consideraremos os seguintes campos locais
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unitarios

et e [x(SMiT,

onde 8™ < §771 ¢ a esfera dada pelo Corolério 3.2.5.

{e e [X(Sye) TN x(S™)

Feito essa escolha, teremos que ¢ campo e é uma direcio umbilica, enquanto e
é um campo paratelo. Como o campo normal £ da imersdo f é unitério, existe uma

funcac diferencidve]l 8 : A/ —— R de tal modo que
£(p) = cos O{p)e +senbp) e,

Portanto, usando a umbilicidade do campo ¢ e o paralelismo do campo e~, dado
X € x(Sxra), obteremos, via férmula de Weingarten para imersio f, que
“zég.X’ = TﬁA’g
=cos  Vye+ X{cos ) e +senfVyet + X(senf)et
=ccos 0 X + X{cos ) e+ X{sent)et,
onde ¢ é a curvatura seccional da esfera f(Z.)).

Dessa forma, o operador A¢ : T,M — T,M é como no lema a seguir, o que

termina a demonstragio. o

LEMA 3.2.10 Seja 4 : V**1 w s V™*1 um operador autoadjunto com posto cons-
tante e igual a 1, onde V™7, n > 2, é um espaco vetorial munido de um produto

interno. Se W C V' é um subespaco vetorial n-dimensional tal que
(A-a)(W)C W+, a€R
entdo ker 4 = W,

Demonstracido. Basta mostrar a seguinte inclusdo W C ker A. Suponha que essa
inclusdo nde ocorra, isto é, existe wy € W, tal que A{wgy) # 0. Nessas condigdes,

dado w € W, teremos que

Alwg) = awg + Wy, 1 € W
{ ( 0) v 0, Wo (3.8)

Alw)=aw+u@, & e W=,
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Por outro lado, como o operador A possui posto 1, teremos que
ImA = span{A(wg)}.
Dessa forma, para todo w € W, teremos que
Alw) = M Alwy), A e R
A igualdade anterior combinada com a identidade 3.8 produzem a identidade
alw—Awy) =0 — Ay, we W

Observe que o lado esquerdo da identidade anterior é um elemento do subespaco W,
enquanto o lado direito é um elemento do subespaco W=. Dessa forma, pelo fato da
igualdade anterior ser verificada para todo elemento do subespaco W, segue-se que
a = 0. Diante desse fato, teremos a inclusio

AW) c W+

Donde concluimos que ImA = W+, Portanto, usando o fato do operador A ser

autoadjunto, segue-se que
ker A = [ImA]* = W.

Em particular, A(wg) = 0, o que produz uma contradi¢do. Portanto, W C ker A,
Donde segue-se o lema. .

OBSERVAGAO 3.2.1 Vale a pena observar que se £.3 € uma Orbita principal, a
Proposi¢io 3.2.9 também é verdadeira para esta drbita.

A prdéxima proposicao contém informacgtes muito uteis no contexto de nosso
trabalho. Mostraremos que o tubo I' = & ('}f(a, ;5’)), em que (o, 5} 3 fp é o interva-
lo maximal definido anteriormente, é isométrico ao anel esférico D s definido no

capitulo um.
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PROPOSIGAO 3.2.11 Seja f: M™ — §™*1 n > 3. uma hipersuperficie de G-coo-
mogeneidade 1 com érbitas principais umbilicas em M. Dado t3 € intJ.r<q, seja

I = (&, ) o intervalo maximal definido anteriormente. Entdo,
(1) O tubo T = G{+([e,t])), t € (o, 3), é isométrico ao anel esférico
fo{ﬁ} (a - &g, 1 - so),

onde sy € R € uma constante adequada. Convém observar que se ~{(5) é um

pouto regular, a afirmagac anterior vale para t = 5;

(2) se v(8) é um ponto singular, o tubo T = G(v ([, 8))) é isométrico ac anel

esférico D7 g (= s0), onde sy € R é uma constante adequada.

Demonstracdo. Como ~{a) e ~(#) sdo pontos regulares, pelo Teorema 2.2.7, existe

e > 0 tal que v(o — €, +€) é uma fatia em (@), pois (o — €,¢ + ¢) é conexo. Por

outro lado, como as érbitas principais de G s&o umbilicas em M, via Proposicio

3.1.1, teremos que o tubo I' = G(~({e. t])) ¢é isométrico ao produto torcido
I'=[ot] xp ooy -

v

A partir desse momento, concentraremos nossa atencao para calculos que expli-
citardo a funcdo o de tal produto torcido. Lembrando que a curvatura do tubo
T = G{~(a,t)) é constante e igual a 1, via Coroldrio 1.5.5, teremos que a funcio de

torgdo ¢ satisfaz ao sistema
(3.9)

onde ¢y denota a curvatura seccional da drbita .. Por outro lado, pela Proposi¢io

3.1.1, a funcéo de torcao ¢ é dada por

o) :e_/o k(u)duf
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em que k(u) denota o autovalor do operador de Weingarten da aplicagio inclusdo
da drbita principal ¥,y em M. Dessa forma, diferenciando a funcio de torcio ¢ na

igualdade anterior, encontraremos a relagio
w'(s) = —k(s) p(s)

entre a funcgdo de tor¢do ¢ e sua derivada. Observe que sende ¢(0) = 1, segue-se da
identidade anterior que ¢'(0) = —k{0) := kq. Portanto, a funcdo de torcho satisfaz
ao problema de valor inicial abaixo:

¢'(s) +o(s) =0

#(0) = k.

Nao ¢é diffcil verificar que a solugdo geral para este problema é dado por
p(s) = cos(s) + kgsen(s), sela,t].

Usando a relag@o entre a fungao ¢ e sua derivada, obteremos, via segunda equagio

da identidade 3.9, que ¢y = 1 + k3. Dessa forma, ¢y # 0 e, portanto, faz sentido

1
Vo

soluclo geral obtida anteriormente da seguinte maneira:

definir s; € R pela seguinte igualdade: sensy = . Feito isso, reescreveremos a

w(s) = eosen(s+ 55), s € [, t].

Diante dessa expressido para a funcio de torcdo ¢, teremos necessariamente que
[, ] C (80,7 =+ 50}, pois a funcéo de tor¢do ¢ positiva por defini¢do. O que faremos
a partir desse momento é explicitar a isometria entre o tubo I' € 0 respeciivo anel

esférico D™. Diante das consideracdes anteriores, definiremos a aplicacio

(s, X) = (\/Cosen(s — sg) X, cos(s — s0))
Observe que a condicdo [o,t] C (sy, 7 + s0) garante que a aplicacdo U estd bem
posta. Mostraremos, agora, que a aplicacio ¥ ¢ uma isometria. De fato, dado

X = (z1,....Tn) € Ty, seja y; as coordenadas do ponto ¥(s, X). Entdo,
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(1) ¥ = /Cosen(s — so)z;, 1 <1< my
(i1} yna1 = cos(s — sg}.
(Cslculos elementares nos mostram que

(iii} dy; = —+/Co cos{s — sg)x;ds + /€ sen(s — sg)dx;,

ok

[/

IA
3

(iv) dyn+1 = -sen(s — so)ds.

Segue-se imediatamente de (4i7) e (4v) que

n-+1 n

ngg = ¢g sen®(s — 5p) Z da? + ds®,
il gl
ou seja,

i1 n
z dy? = ds® + % (s) Z dz?.
i=1 i=1

Donde concluimos que ¥ é uma isometria com relacdo a métrica torcida. O que
prova a primeira parte da proposicao.

A segunda parte da proposicao ¢ rmais delicada e serd necessario trabalharmos um
pouco mais. Inicialmente observe que, pela Proposicdo 3.2.8, a érbita singular .z
ndo poderd ser excepcional. Considere uma seqiiéncia {t,} < (¢, 3) convergindo
para 3. Denotando por # o subgrupo de isotropia de G no ponto {3}, teremos que
as subvariedades

&= H(+(s)) C Ty €N

dotadas com a métrica induzida, serdo, via Teorema 2.2.4, difeomorfas as esferas de
dimenséo & positiva.

Por outro lado, como o tubo I' = G(~([a, 8)}) possui curvatura seccional cons-
tante e igual a 1, existe uma vizinhanga U do ponto +(3), H-invariante, e isométrica
a um aberto da esfera §™. Convém observar que sendo v(8) um ponto singular, neces-
sariamente (3} estard no interior de I' = G(+([a, 3))). Se ¢ denota a referida isome-
tria, usando o fato de U ser um aberto H-invariante, teremos que voh : U —+ ¥(U)

é ainda uma isometria. Dessa forma. para : suficientemente grande, a fim de se
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ter a inclusdo Z; C U, teremos necessariamente que w(Z;) é a esfera geodésica
Sk(p, B — s;), com centro p = w{~(8)) erailor = 3 — s;.
Sejam ¢ e J fixos, porém suficientemente grandes para que se tenha Z;, Z, C U.

Nestas condigdes, definiremos a homotetia ¢;; : ¥(2Z;) — ©(Z;) por
?Dtj(expp(s - Si)?}) = expp(j - Sj)v?

em que v € 1,5" e ||[v]] = 1. Usando a definicio da fungio exponencial, obteremos
que
wii(exp,(8 ~ s:)v) = cos(B — s;)p +sen(B — s;)v.

Dados y € ¥{Z;) e w € T,9{Z;), consideraremos a curva
U(”) = epr{ﬁ - SZ)IL(U] (S (“f:f):

em v(Z;) de tal modo que o(0) = y e ¢'(0) = w. Novamente, usando a definicdo da

funcio exponencial, teremos que

olu) = cos{f — s;)p -+ sen(3 — s;)v(u).

Segue-se imediatamente da expressio anterior que a condigdo inicial ¢'(0) = w
Du 1
w 3 P O — ‘- s ‘ ;
implica que o (0) g —Y ” w. Diante desses fatos, teremos que
diw o
dey(w) = (S-/zj a(u))
J du uml
~ 2 (ewto - snw)|
Du
= sen(f — Si)d_;(e)
sen{ — s;)
= w.
sen(8 — s;)

Donde, pela arbitrariedade de w, segue-se que o coeficiente de homotetia da aplicacio
g é dado por

Mﬁ:[wma—@q?

sen(3 ~ ;)
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Note que, pelo fato de ¢;; ser uma homotetia com coeficiente A5, fica determinado

a relacao
vol(¢(Z;)) = M vol(v(Z:)

entre os volumes das variedades ¥(Z;) e ©(Z;), ou seja,
il S 7 :

Vol (6(2,)) = (5‘3@;@)% vol((2,)).

sen{f — s;)

Portanto, para i fixo, decorre da relagao anterior que

lim vol{(w(Z;)) = 0.

- =
55—+

Diante dessa relacdo, tentaremos mostrar a seguinte equivaléncia:

1% vol{(vi(Z;)) = 0 = 1;_1313 vol{Za,y) = 0.
De acordo com a Proposicdo 3.1.1, o tubo I' = G(v{[e, #])) e isométrico ao produto
torcido [, t] X, Yooy, Dessa forma, usando esse fato, identificaremos £.,) com
{53} %, S™'. Por outro lado, via Coroldrio 3.1.2, teremos que 73 := ﬁF[{sk}xzﬁ,{m
é uma homotetia com coeficiente igual a *(sy), entre as variedades {s;} x T €
2.0y Nessas condigOes, tendo em mente as identificacdes em questdo, definiremos a
aplicagao
Yo sy
(siy) +— 77 om((siy))
Note que
figlsoy) = 77t omi((suy)) = (s55.9)s v € Ty

Usando o fato da aplicacio 7 ser uma homotetia com coeficiente ¢?{s;), nfo é
dificil verificar que

Y

@s(oh st} = [ L] e, ¥ v € x(Sr).

2
ou seja, fi; € uma homotetia com coeficiente gy = (%) . Por outro lade, pela

equivariancia de fi;, resulta que fi;{(2;) = Z;, donde segue-se a igualdade Ay = 1.
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Assim, fixado 4, teremos que
lim Hig = { == lim /\ij =0,
8im3 Sjrfd
ou seja,
lim vol(Zy) = 0 <= lim vol(¢(Z;)) = 0.

fi—g §ims
Observe que a equivaléncia anterior implica que o ponto p = ¥{~{5)} é um ponto
limite para o anel esférico Dij{ a) (a — Sg, p). A conclusao da segunda parte da propo-

sicdo segue-se pelo Teorema 3.10 em [KN]. O

Quando o ambiente é o espago euclidianc ou ¢ espago hiperbélico, Seixas [Se)
e Caputi [Ca] introduziram, respectivamente, em seus trabalhos, os conceitos de
variedades rigida no infinito e o de planaridade transversalmente compacta. Esses
conceitos surgiram diante da necessidade, nos argumentos usados, dos tubos ma-
ximais contidos em M.y« serem limitados. No caso da esfera, como veremos no
préximo coroldrio, surge mais uma diferenca substancial no tratamento do proble-
ma em questdao. De fato, mostraremos que a condicdo de limitacio desses tubos é

automatica na esfera.

CorROLARIO 3.2.12 Seja f : M™ — 5™ uma hipersuperficie de G coomogenei-
dade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Dado ty € intJ.;<1, seja I = (o, 5)

o intervalo maximal definido anteriormente. Entdo, o tubo T = G(~(I)) ¢ limitado.

Demonstracdo. Pela Proposicao 3.2.11 temos que o tubo I é isométrico ao respectivo
anel esférico D™. Por outro lado, na demonstracéo da referida proposicio, observa-
mos a seguinte inclusdo [o, t] C (7 <+ 8¢, 27 + 50), donde concluimos imediatamente
que o tubo v € limitado. B

Assim como no caso do espaco euclidiano ou do espaco hiperbdlico, os tubos

maximais I imergem, via f, como subvariedades totalmente geodésicas da esfera

S+l Mais precisamente teremos a seguinte proposicao.
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PROPOSICAO 3.2.13 Segja f : M™ — S™71, n > 3, uma hipersuperficie de G-coo-
mogeneidade 1 com Grbitas principais umbilicas em M. Dado ty € intJ,j<i, sefa
T =G+, 3)) em que (o, B) é o intervalo maximal definido anteriormente. Entdo,

a imersdo [ = flr : T — 87" & totalmente geodésica.

Demonstragio. Se v(3) ¢ um ponto regular, considere o tubo [ = G(jx[a, 3) caso
contrério, isto €, se v{3) é um ponto singular, considere o tubo I' = G{~e, 1), onde
t € {, J). Nesse casc a conciusao da proposi¢do segue-se passando ao limite quando
t converge para 3. Convém lembrar que se v(3) é um ponto singular, a drbita L5
nioc poderd ser excepcional (veja Proposicio 3.2.8).

Usando a Proposicdo 3.2.11 identificaremos o tubo I' com o respectivo anel
esférico D". Dessa forma, pensaremos na imersio f definida sobre ¢ respectivo
anel esférico. Suponhamos inicialmente que a fronteira do tubo I' é constituida por
Srbitas regulares, isto é, o tubo I' é isoméirico ao anel esférico DQ{B} (oc — &g, 3 — 39).
Mostraremos que nessas condicdes a imersao f é totalmente geodésica. De fato,
suponha que ndo, ou seja, existe xy € int D" tal que 7f(z¢) = 1. Pelo fato do
posto da segunda forma fundamental ser uma funcio semicontinua inferiormente,
existe uma vizinhanca aberta U,,, z¢ € U, contida no interior do anel esférico

D7 (e = 50,8 — s9) de modo que

-}

Fly)=1, ¥ y € Us,.

Denotando por A o operador de Weingarten da imerséo f, recorrendo ao Teorema

5.3 em [Dal, garantimos que a distribuicao de nulidade relativa
A={XeTlU,; A(X)=0}

¢ integravel e suas folhas sdo subvariedades totalmente geodésicas tanto em D"
quanto em S™7. Portanto, denotando por F,, a folha da distribuicio A passando
Zg, existe um subespaco n-dimensional I1 C R*™? de tal modo que F,, = II N Uy,
ou seja. F,, é um aberto de S™. Sem perda de generalidades podemos supor que a
folha F,, ndo estd contida no “equador”de S™. pois, se isso ocorrer, escolheremos

outro ponto no aberto U/, com essa propriedade.
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Seja ¢ : [0,£§] — F,, uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco
tal que 6(0) = xo. Como a folha F,, C S" é uma subvariedade totalmente geodésica,
a geodésica ¢ poderd ser estendida a uma geodésica § : [0, 27] — S”, parametrizada

pelo comprimento. Diante dessa extensao definindo sy pela igualdade

§p = mﬁin{ﬁ € (0,27); 6{t) n AU, # B},

I

teremos necessariamente que 5@{), soj) C Fr,- Recorrendo, novamente, ao Teorema
5.3 em [Da], teremos que 7f(6(so)) = 1. Nessas condigdes, considerando o ponto
z; = &8(%;), pelo mesmo tipo de argumento usado anteriormente, garantimos a

existéncia de uma vizinhanga aberta U;, Cint D"  zy € U, de tal modo que
Tfy) =1, Vyel,
Como anteriormente, definindo s, € {0, 277] pela igualdade
$1 = m?x{t € (0,2x]; 6(t) N UL, # 0},

teremos necessariamente a desigualdade s; > s;. Por outro lado, usando novamente
o Teorema 5.3 em [Dal, concluiremos que 7f(8(s;)) = 1. Diante disso, definiremos

o subconjunto
B={te0,2x]; 7f(d(s)) =1, ¥V s€[0,#]}

do intervalo [0,27]. Pelo que observamos anteriormente, teremos claramente que
B # @. Afirmamos que o supremo do conjunto B é atingido em 7 = 27. De fato,

suponha que nao, ou seja,

sup B =ty < 27.
¢

Dessa forma, considerando zp 1= &{t3), pelo mesmo tipo de argumento usados ante-

riormente, existe uma vizinhanca aberta U, , zg € U,,, de tal maneira que
Tfy) =1, V y€l,.
Portanto, definindo #; pela igualdade

o

IRy



teremos necessariamente que tp > 5. Donde, pelo Teorema 5.3 em [Da], concluimos
que Tf(é{z%)) = 1, ou sgja, ty € B. Contradizendo, dessa forma, o fato de #; ser o
supremo do conjunto B. Portanto, o supremo do conjunto & é 27 como haviamos
afirmado. Observamos que na construcio acima fica explicito que esse procedimento
pode ser repetido ao longo de qualquer geodésica ¢ passando por ¢. Donde concluimos
que o aberto Uy, € de fato todo interior do anel D™. Dessa forma, a distribuicao A
esta bem definida no interior do anel esférico D™ Denotando a fronteira do anel
esférico D™ por 9D, isto é, 9D 1= I,y U X5, teremos que para cada r € int D"

ocorrerd uma das seguintes possibilidades:
(1) 7o, n 8D =1¥;
(2) F.n 8D #0.

Analisaremos cada uma dessas possibilidades. Ocorrendo a primeira situacdo,
para cada z € int D" teremos necessariamente que F, = S"7' e, portanto, dado

y € int D™, y # x, obteremos que
FaFy # 0.

Contradizendo, dessa forma, a unicidade das folhas. Assim, a primeira possibilidade
nao pode ocorrer.

Suponha que ocorra a segunda possibilidade. Entdo, dado p € int D" N 0D,
existe uma geodésica & na folha F, tal que §(0) = z, d(s0) = pe § (s0) € [T 5
(ou TpTay)- Decorre imediatamente dos argumentos usados anteriormente que
7f(p) = 1. Denotaremos por I o subespago n-dimensional em E"™? com a proprie-
dade F, C [IM D", e por V o campo normal unitario definido globalmente sobre I1.

Se V.. denota o valor desse campo restrito a esfera 57, vale as seguintes propriedades:
(i) V, e T,S", ¥V y€int D%
(i) V,LX, Y X €T, D" y<int D"

Consegiientemente, se 4 denota o operador de Weingarten da imersao f, teremos

que A(V,) = AV, Ay # 0. De 7/(p) = 1, concluimos que Im A = span{1}}. Por
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outro lado, ker A =T, X5 (ou ker A = T?Zﬁﬂ,(a)), de acordo com a proposicio 3.2.9.
Como 6 ¢ tal que §'(so) ¢ T,ns), (0u & (59) & TTya)), vem que V; € [5)]"
(ou V, & [1’;27(&)1‘5"). Logo. a imagem e o nicleo do operador de Weingarten da
imersao f nao sa&o subconjuntos ortogonais, contradizendo, assim, o fato do operador
de Weingarten ser autoadjunto. Portanto, a segunda possibilidade também nio
ocorre. Logo, no caso do tubo T' ser isométrico ao anel esférico DT 5 (o=~ 50, 5 — 50},
isto é, se a fronteira do tubo é constituida por dérbitas regulares, teremos que a
imersdo f é totalmente geodésica.

Se & fronteira do tubo possui um ponto singular, isto é, se o tubo T = G(v{[a, 5)))
é isométrico ao anel esférico Dij(ﬁ) (a — s@), os argumentos usados anteriormente ga-

rantemn a mesma conclusdo sobre a imersio f. Donde segue-se a proposigio. O

Encerraremos essa se¢do demonstrando um resultado importante aos nossos ob-
jetivos. Mais precisamente, mostraremos que o interior do conjunto M, ;<; estd
contido em Mr.

TEOREMA 3.2.14 Seja f: M™ — S™1 n > 3, uma hipersuperficie de G-coomo-
geneidade 1 com Orbitas principais umbilicas em M. Se p € intM,s<;, existe uma
vizinhanca G-invariante U, p € U, tal que f|; é uma hipersuperficie de revolucao.

Além disso, as drbitas principais de G sdo levadas, via f, nos paralelos de f{U).

Demonstragdo. Dado p € intM.<;, seja v uma geodésica normal em M tal que
~(0) = p. Seja to == (mo "_f)MI(’E’?(p)), onde 7 : M — M/G é a projecio candnica
de M sobre o espago de Orbitas M/G. Observe que pela escolha de p teremos
ty € intJ,<1. Portanto, se T := G(+(I)), onde | = (e, 8) C intJ.<; € o interva-
lo maximal definido anteriormente, usando a Proposigdo 3.2.13, poderemos reduzir

de 1 a codimensdo da imersdo fi Dessa forma, considerando a imersdo
f: I — 57

através da Proposicao 3.2.9, teremos que f (Ew(a}) ¢ uma esfera em S™. Diante desse

fato, seja I, o n-plano de B**! tal que II, N S™ = f(E.,(&)). Conseqiientemente,

~3
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através do Lema 2.3.4, concluiremos que 11, é SOy -invariante, onde V := span{v}, v
normal unitéria ao n-planc I, em R**1 ¢ R*?,

Por outro lado, ndo perdendo de vista que a esfera §™, dada pela reducio da
codimensdo, é um subvariedade totalmente geodésica de S™'!, procedendo como
antes, isto é, denotando por I1 C R*™ o subespaco vetorial {n + 1)-dimensional tal
que 1N S*7F = 57, novamente, pelo Lema 2.3.4, teremos que I1 é SOy -invariante,
onde W := span{w}, w a normal unitdria ao n-planc I1 em R**2.

Seja G = (SOv), o subgrupo de SOy que fixa pontualmente o subespaco
W. Considerando o subespago 2-dimensional Il := span{v, w} C B"*?, pelo Lema
2.3.4, temos que f(I'} é SOp,, -invariante. Portanto, tomando U = T segue-se o

teorema. 7

3.2.2 CONCLUSAO DO CASO EM QUE AS ORBITAS TEM CURVA-
TURA CONSTANTE

Reservamos esta subsecfo para fechar o problema em questdo no caso em que
as 6rbitas tém curvatura constante. Antes dos arremates finais, resumiremos o que
foi feito nas duas subsecGes que precedem esta no préximo teorema. Sua demons-
tracio nada mais € que a juncao de informagbes ja obtidas até o momento, mais

precisamente, Lema 3.1.4 e os Teoremas 3.2.4 e 3.2.14.

TEOREMA 3.2.15 Seja f: M™ — 577! n > 4, uma hipersuperficie de G-coomo-
geneidade 1 com drbitas principals de curvatura seccional constante e umbilicas em
M. Entdo, Mr é um subconjunto aberto e denso em M,.,. Além disso, as drbitas

principais de G imergem, via f, como esferas.

Passaremos agora a colher algumas informagcdes inerentes a teoria que foi de-
senvolvida até o momento. Pelo que observamos, para cada r € M, fica bem

determinado um Unico subespago n-dimensional I, € R**? com a propriedade
F(Z) =[flz) + I, nS* .
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Dessa forma, se G, (R*7?) denota a grassmaniana dos 2-planos de R*2, fica bem

definida a seguinte aplicacdo:

nor: My, —  G(R*?)

r > nor{z) =11+,

onde T1; denota o subespago ortogonal ao subespago IT, em R*™2.

Analisando a expressao que define o subespaco I, dada pelo Teorema 1.4.2,
observamos que a aplicacdc nor é C* no sentido de ser gerada por campos locais C™.
Usando fatos de topologia diferencial, mostraremos que a aplicacio nor é constante.
Convém observar que o Coroldrio 3.2.5, juntamente com os Teoremas 3.2.3 e 3.2.14,

implicam que 1880 Ja ocorre no subconjunto My aberto e denso em M,
LEMA 3.2.16 A aplicacdo nor definida acima é constante.

Demonstracao. Objetivando facilitar a escrita da demonstragdo usaremos a seguin-
te notacdo: ¢ = nor. Como fol visto anteriormente a aplicacdo ¢ ¢ localmente
constante em Mr . Usando o fato do subconjunto My ser aberto e denso em M., ,

obtemos que o subconjunto
A={z& M.y: do, =0}

é aberto e fechado em M, ., . O lema segue-se agora pela conexidade de M, . 0

A seguir enunciaremos um tecrema que contribuird de forma decisiva na demons-
tracio do principal teorema desse trabalho. Mostraremos que uma hipersuperficie
de G-coomogeneidade 1 com érbitas principais umbilicas em M, no qual existe uma

érbita principal com curvatura seccional constante é uma hipersuperficie de revo-
lucdo na esfera.

TEOREMA 3.2.17 Seja f: M™ — 5™, n > 4, uma hipersuperficie de G-coomo-
geneidade 1 com drbitas principais umbilicas em M. Se existe ¢ € M,., tal que a
drbita Ly tem curvatura seccional constante, entao a imersao f é uma hipersuperficie

de revolugéo.
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Demonstragio. Antes de comecar a demonstracio, convém observar que, via leo-
rema 3.2.15 e Lema 3.2.16, isso j4 ocorre na parte regular de A/. Mais precisamente,
temos que f(M.e,) é SOp-invariante, onde II é o valor constante da aplicagdo nor,
dada pelo lema anterior. Dado um ponto nao-regular ¢ € M, seja K uma vizinhanca
tubular compacta G-invariante da érbita 2, Como M,., € um conjunto denso em

M (veja Teorema 2.1.4), existe uma seqiiéncia (g,)52; C M., convergindo para ¢.

esfera SI1 ¢ 5™ Sabemos que essas esferas sdo invariantes por SOy e claramente
estdo contidas no compacto f(K) C f{A}. Dessa forma, se T € SOy teremos as
inclusoes

T(f(Zy)) C F(Z) CFE) C fIM), YieN
Em particular,

T(f(Ze)) CFK), VieN

Portanto, passando ao limite, concluiremos que

T(£(zs)) € f(K) C f(M).

Pela arbitrariedade do elemento T e do ponto ¢, concluiremos que f é invariante sob

4 acdo de SOp. Provando, dessa forma, o teorema. o

3.3 ORBITAS COM CURVATURA NAO-CONSTANTE

Nesta secdo, abordaremos o problema em questdo no caso em que as Orbitas
principais de G tém curvatura seccional nio-constante. De acordo com observacao
feita no inicio da subsecdo 3.2.1, convém lembrar que neste caso o ntmero tipo da
imersio f satisfaz & condicdo 7f(p) > 2 para todo p € M,.,.

Quando as drbitas principais possuem curvatura seccional nao-constante, existe
urmna relacio interessante entre os vetores das geodésicas normais em M e o operador

de Weingarten da imersdo f. E o que veremos no proximeoe lema.
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LEMA 3.3.1 Seja f: M™ —s S n > 3, uma hipersuperficie de G-coomogenei-
dade 1. Suponha que as drbitas principais de G sdo umbilicas em M e possuem
curvatura seccional nao-constante. Dado p € M,.,, seja v R — M uma geodésica

normal com v(0) = p. Entdo, o vetor +'(0) € ker Ag.

Demonstracio. Como as Grbitas principais de & possuem curvatura seccional ndo-
constante, teremos que 7f(p) = 2 paratodo p € M,.,. Portanto, através do Coroldrio
2.4.4, garantimos a existéncia de g € R de tal modo que A = pv'. Afirmamos que
o autovalor p € igual a zero. De fato, se u # 0, considere ~/(0}, ey, ..., e, vetores orto-
normais de T, M tal que Ace; = Aje;, j € {2,...,n}, ouseja, B = {7(0),es, ...}
é uma base ortonormal de 1,0, constituida por autovetores do operador de Wein-
carten Az da imersdo f. Nestas condigdes, através da equacio de Gauss da imersac
f, teremos gue

1—~Kine)=ur, 2<i<n (3.11)

Dessa forma, recorrendo ao Corolédrio 1.5.6, observamos que

Hess.. (7.
K(n: 65) - - V(nn),

(0

@

2<r<n.
A identidade 3.11 combinada com a identidade anterior exprimem a relacao
UA; = Ay, 2<1<n.
Portanto, sendo u # 0, pela igualdade anterior, segue-se a identidade
A=A, 2<i<n

Nio perdendo de vista a informag@o que os operadores A¢ e Az coincidem ao longo
da érbita £p, concluimos que a imersao f : 8, — 5™ é umbilica. Dessa maneira,
pelo Teorema 1.4.3, segue-se que a drbita ¥, coincide com uma esfera em SnHlo
que contradiz com o fato das drbitas principais possuirem curvatura seccional néo-
constante. Portanto, u = 0 como haviamos afirmado. o

Seja f uma hipersuperficie de GG-coomogeneidade 1 de curvatura seccional nao-

constante e com érbitas principais umbilicas em M. No préximo lema descreveremos
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de forma explicita como a imersdo f pode ser dada na parte regular de M. Essa forma
de explicitar a imers&o f serda muito importante no entendimento do caso em que as
4rhitas principais possuem curvatura seccional nado-constante. De fato, este lema é

fundamental para concluirmos ¢ estudo desse caso.

LeMA 3.3.2 Seja f: M* — S n > 3, uma hipersuperficie de G-coomogenei-
dade 1 com c¢rbitas principais umbilicas em M. Suponha que as drbitas principais de
(G possuem curvatura seccional ndo-constante. Dado p € M., seja v uma geodésica

normal em M tal que v(0) = p. Entéo,
(a) se k(0) =0, em M., a imersdo f é dada por
F(7(t)) = cost fg(p)) +sent?), geC,
onde 7, (t) := go~(t) e §j € um campo normal paralelo ao longo da drbita .

(b) se k(0) # 0, em M,e, @ imersdo f é dada por

f(76(t)) = cost f(g(p)) +senti(f(9(p))), g9€G,
onde 4(t) = g o y(t) e 7 é um campo normal ao longo da érbita T, .

Demonstracdo. Convém observar que dado uma geodésica normal v em M, via
Teorema 2.2.7, a curva v, g € G, é uma geodésica normal em M. Dessa forma,
fixado uma geodésica normal v, a variedade M é folheada pelas geodésicas normais
v, 9 € G.

Analisaremos 0 problema em questao segundo a possibilidade da érbita I, ser
uma subvariedade totalmente geodésica ou ndo da variedade M, ou seja, £(0) =0
ou k(0) # 0.

Se k{0) = 0, via Proposicdo 3.1.7, existe uma esfera S™ ¢ S""! totalmente

geodésica com as propriedades abaixo:
(1) a imersao fi= fig, == S™ estd bem definida;
(ii) se £:= €|z, Ag € o operador de Weingarten da imersdo 7
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(iil) os operadores A; e A¢ coincidem ao longo da érbita X, .

Seja IT o subespaco (n + 1j-dimensional de "™ tal que S® = IIN S"' e 7 o vetor
normal a esse subespago definido globalmente em IT. Nessas condigbes, teremos que
7 é o campo normal unitério ao longo da imersio f. Se v : R — M é a geodésica
normal em M tal que v(0) = p e v'(0) = 7, usando o fatc de ~ ser uma geodésica
em M e que A~} = 0, nio é dificil verificar que a curva () = f(ﬁ,’(t}) & uma
seodésica em 5. De fato,

8" =8 =V + (A7) €= 0.

Portanto, cada geodésica normal de M é levada, via f. em uma geodésica de S
Por outro lado, lembrando que a variedade M é folheada pelas geodésicas normais

vy, g € G, concluiremos que na parte regular de M a imersdo f ¢ dada por

F(ve(t)) = cost f(g(p)) +senti, g€G.

Donde segue-se a parte (a} do lema.

Passaremos agora ao caso em que k(0) s 0. Usando novamente a Proposicao 3.1.7,
garantimos a existéncia de uma esfera S™ C S™™! com curvatura seccional maior do
que 1, tal que a érbita T, imerge nessa esfera. Essa imersio verifica as propriedades
(1), (i) e (#1), dadas na demonstragéo do item (a).

A dificuldade existente nesse caso é que a normal unitédria ao subespacgo (n+1)-
dimensional II que determina a esfera S" nfo é mals um vetor tangente & esfera
S7+ A fim de suprir essa dificuldade, dado ¢ € X, tome g € G de tal modo que
g{p) = ¢ e Considere o campo 7(g) = dg,(+'(0)). Recorrendo ao Corolério 5.49 em
[PT], obteremos que 7 é um campo vetorial normal, diferencidvel e bem definido a0
longo da 6rbita X,. Portanto, usando novamente, o fato das geodésicas normais de
M serem levadas, via f, em geodésicas de S e ndo esquecendo que M ¢é folheada
pelas geodésicas normais y,. g € G, concluiremos que na parte regular de M a

imersdo f é dada pela expressao

F(ve(8)) =cost f(g(p)) +sentA(flgp)), g€,
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Provando, dessa forma, o item (b). -

Se as Orbitas principais de (¢ possuem curvatura seccional nio-constante. o
préximo resultado garante que ndo existe hipersuperficie de G-coomogeneidade 1
com orbitas principais umbilicas em M. De fato, esse resultado preenche a lacuna
que faltava para concluir o problema no caso da dimensao da variedade ser maior

ou igual a quatro.

TrOREMA 3.3.3 Seja M", n > 3, uma G-variedade de coomogeneidade 1, completa
e com Orbitas principais umbilicas em M. Se as érbitas principais possuem curvatura
seccional ndo-constante, entdo nio existe imersdo isométrica f+ M™ —» 5*1 ou

seja, ndo existe hipersuperficie de (G-coomogeneidade 1.

Demonstracido. Suponha que exista, isto é, f : M® —s St n > 3, é uma
hipersuperficie de G-coomogeneidade 1, completa, com orbitas principais umbilicas
e com curvatura seccional ndo-constante. Como as drbitas principais de & possuem

curvatura seccional ndo-constante, teremos que
Tflg) =2, Vge M.

Dessa forma, dado p € M,.,, consideraremos a orbita X, e analisaremos o problema
sob a dtica da mesma ser ou nac wma subvariedade totalmente geodésica em M, isto
é, o autovalor £{0} ser nulo ou ndo.

Se k({0) = 0, pelo lema anterior, teremos que em M., a imersao f ¢ dada por

F(7(2)) = cost f(g(p)) +sentd. g€ G, (3.12)

onde v é a geodésica normal em M com v(0) = p, ¥(0) = e v, == go~. Por
outro lado, se t; = 5, pela densidade de M., em M, para cada g € G, existe uma
segiiéncia (V{tm)) C Mreg, vo(tm)} — 7y(to). Portanto, via identidade 3.12, para

cada indice m, teremos que
F(valtm)) = cos tm flg(p)) + sentn @, g< G, (3.13)
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donde concluimos passando ao limite que
Fwlto)) =7, 9€G.

Dessa forma, a Orbita L.q,) € necessariamente um ponto fixo para o grupo G, di-
gATNOS L~y = Go. Nesse contexto, consideraremos ¢ subconjunto Wig) ¢ T,,M
definido por

Wigo) = {v € T, M ; v=,(t;) paraalgum g € G}

Dadov € W (qo), seja go € G tal que v (f5) = v. Novamente, pela densidade de M,
em M, obteremos uma seqiidncia (A/go(tm)) C M.y convergindo para vy, (%) = go.

Portanto, para cada indice f,,, teremos via identidade 3.13 que

Adf (Vo (tm)) = —sent,, fgo(p)) + cosipm 7.

Donde, passando ao limite, concluimos que

af (v) = —fgo(p)).

Diante da ultima igualdade, pela arbitrariedade do vetor v segue-se que

F(S5) € df (Wia)) € df (T M),

ou seja, a imersao
f=flg, : T, — df (T,, M)
estd bem definida. Portanto, via teorema de Kobayashi citado na secio 1.2, ob-

temos que £, ¢ isométrica a uma esfera, contradizendo, dessa forma, o fato das

orbitas principais possuirem curvatura seccional ndo-constante. Portanto, a imersao
isométrica néo existe quande £(0) = 0.

Suponha que k(0) # 0. Nesse caso, pelo lema anterior, teremos que em Moy a
imersdo [ é dada por

F7(8)) = cost f(g(p)) + sent i(flg(p)), geG. (3.14)
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Por outro lado, via Proposicdo 3.1.7, temos que

£(o0) + g7 (P o)) = o,

onde py € o centro da esfera S™ no qual a érbita ¥, imerge. Isolando o valor de 7

na expressdo anterior e substituindo na identidade 3.14 obteremos que
Flvg(t)) = [cost — k(0)sent] f(g(p)) + k(0) posent, g€ G. (3.15)

Observe que definindo £y pela equagdo cotgty = £(0), para cada g € G, recorrendo
3 densidade de M., em M, obteremos uma seqiiéncia v,(ty,) C M., convergindo

para 7y,(tg) = gp. Portanto, via identidade 3.15, para cada ¢, teremos que

Flvgltm)) = lcostn, — k(D) senty] f(o(p)) + k(0) posent,,, g€G.

Logo, passando ao limite, teremos que

F(7vo(ta)) = £(0) posenty, ¥ g€ G

ou seja.
f(x’}’(to)) = k(0) po senty.

Assim, a 6rbita X, é necessariamente um ponto fixo para o subgrupo &, digamos
Y1) = Go- Diante desse ponto fixo. recorrendo aos mesmos argumentos utilizados
no caso k(0} = 0, obteremos que a 6rbita £, é isométrica a uma esfera, contradi-
zendo, dessa maneira, o fato das érbitas principais possuirem curvatura seccional

nio-constante. Portanto, também nesse caso, a imersdo f ndo existe. o
Observe que, via teorema anterior, concluimos que se existir uma hipersuperficie

de G-coomogeneidade 1, f: M"™ — S77l n > 3, teremos necessariamente que as

Srbitas principais de G possuem curvatura seccional constante.
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3.4 O TEOREMA PRINCIPAL

Reservaremos estd se¢do para reorganizar os resultados obtidos até aqui, produ-
zindo, dessa forma, o resultado principal de nosso trabalho, o gual é andlogo aos
resultados de [PS] e [Se].

TEOREMA 3.4.1 Seja f + M"™ — S n > 4, uma hipersuperficie completa de
G-coomogeneidade 1. Se as drbitas principals de G sac umbilicas em M, entédo f é

uma hipersuperficie de revolucéo.

Demonstracdo. Dividiremos a demonstragdo do teorema em duas partes. Suponha
inicialmente que M;.o = M. <;. Como M,., ¢ denso em M, obtemos que 7f <1 ao
longo de M. Usando a equagdo de Gauss para f, obtemos que a curvaturas seccionais
de M sao iguais a 1. Como é completa, vem que f é totalmente geodésica, de acordo
com [Dal, pdgina 72. Portanto, f(M) é de revolugéo.

Suponha, agora, que existe um ponto p € M., tal que 7f{p) > 2. Observe que
pelo Teorema 3.3.3, a curvatura seccional da érbita X, deve ser constante. Por outro
lado, a Proposi¢do 3.1.1 juntamente com o Coroldrio 2.4.4 implicam que 7f(p) > 3.

Nessas condigoes, o resultado é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 3.2.17. O

3.5 O CASO TRIDIMENSIONAL

Em virtude do teorema de existéncia dada na secao 3.3, sem perder de vista os
varios resultados ja obtidos para o caso tridimensional, acreditamos que o Teorema
3.2.17 poderd ser estendido ao caso tridimensional. Apesar de algumas dificuldades
técnicas que acreditamos serem transponiveis, tentamos caminhar nesta dirego.
Nio logrei éxito nesta investida, mais obtive alguns resultados que me levam a crer
numa resposta afirmativa a afirmacdo anterior. Espero que com um pouco mais

de tempo possamos concluir com éxito esta etapa. Os resultados obtidos decorrem
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de uma leitura atenta sobre curvatura extrinseca e curvatura inirinseca de uma
superficie imersa em uma variedade tridimensional de curvatura constante em [Sp|.
As informacées obtidas sao relevantes quando combinamos com alguns resultados

que ja obtemos sobre como imerge as orbitas principais na esfera.
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