LUIS ROBERTO LUCINGER DE ALMEIDA

SIMETRIAS DE LIE ESTOCASTICAS

CAMPINAS
2012



INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA
E COMPUTACAO CIENTIFICA

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
LUIS ROBERTO LUCINGER DE ALMEIDA

SIMETRIAS DE LIE ESTOCASTICAS

TESE DE DOUTORADO APRESENTADA AO
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA
E COMPUTACAO CIENTIFICA DA UNICAMP

PARA OBTENCAO DO TITULO DE

DOUTOR EM MATEMATICA

ORIENTADOR: PEDRO JOSE CATUOGNO

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA TESE DEFENDIDA PELO ALUNO LUIS
ROBERTO LUCINGER DE ALMEIDA, E ORIENTADA PELO PROF. DR. PEDRO JOSE CATUOGNO

ASSINATURA DO ORIENTADOR

CAMPINAS, 2012



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA POR
MARIA FABIANA BEZERRA MULLER - CRB8/6162
BIBLIOTECA DO INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E
COMPUTAGAO CIENTIFICA - UNICAMP

Almeida, Luis Roberto Lucinger de, 1983-
AL64s Simetrias de Lie estocasticas / Luis Roberto Lucinger de
Almeida. — Campinas, SP : [s.n.], 2012.

Orientador: Pedro José Catuogno.
Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Analise estocastica. 2. Lie, Simetrias de. 1. Catuogno,

Pedro José, 1959-. II. Universidade Estadual de Campinas.
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica. |l
Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em inglés: Stochastics Lie's symmetries
Palavras-chave em inglés:

Stochastic analysis

Lie point symmetries

Area de concentracdo: Matematica
Titulacao: Doutor em Matematica

Banca examinadora:

Pedro José Catuogno [Orientador]

Paulo Regis Caron Ruffino

Yuri Dimitrov Bozhkov

Ryuichi Fukuoka

Edson Alberto Coayla Teran

Data de defesa: 13-04-2012

Programa de P6s-Graduacao: Matematica



Tese de Doutorado defendida em 13 de abril de 2012 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

S~

P ) < \ ) S
e =

Prof(a). Dr(a). PEDRO JOSE CATUOGNO

Prof(a). Dr(a). PAULO REGIS CARON RUFFINO

RN

Prof(a). Dr(a). YURI DIMITROV BOZHKOV

R AL L

Prof(a) Dr(a). RYUICHI FUKUOKA

Prof(a). Dr(a) EDSON ALBERTO COAYLA TERAN

iii



Agradecimentos

A minha querida esposa Bianca, por estar sempre ao meu lado, e por me apoiar

desde a graduacao.
Aos meus pais e meus irmaos, pelo apoio incondicional e pelo incentivo sempre.

Ao meu orientador, professor Pedro J. Catuogno, pela paciéncia, amizade e ori-

entacao durante todo esse tempo.
Aos membros da banca examinadora, pelas contribuicoes.

Aos professores Luci H. Fatori e Olivio A. Weber, pelo encorajamento e incentivo

durante a graduagao.

A familia Migliorini de Campos e as irmas Elza, Isabel e Lia (e familia), pela amizade

e pelo carinho.

Aos vérios amigos que fiz na Unicamp, por tornarem a vida mais agradavel. Entre
eles, destaco Adilson P., Anderson A., Angelo B., Durval T., Eduardo N., Jamil A., Joao
B., Juliana O., Lino G., Marcio V., Nelson L., Rafael C., Ricardo M., Rinaldo S., Thiago
C., Thiago F., Thiago M., Welington A.

A secretaria de pos-graduacao do Imecc, pelo 6timo servico prestado.
A CAPES e ao CNPq, pelo apoio financeiro.

Muito obrigado!

v



Resumo

Nesta tese, estudamos equacgoes diferenciais estocasticas, sob o ponto de vista da
teoria das simetrias de Lie. Introduzimos o conceito de simetria de Lie estocastica, que
consiste em uma acao que mantém invariante as solugoes de uma equagao diferencial, onde
tal acao é estocastica, isto é, dada por um fluxo estocastico. Nosso principal resultado
consiste nas equagoes de Lie para as simetrias estocasticas, permitindo detectar quando
um fluxo estocédstico é uma simetria estocéastica. Além disso, apresentamos uma possivel
definicao de coordenada candnica para as simetrias estocdsticas e obtemos condigoes,
assim como no caso classico, para encontra-la. Por fim, mostramos como obter, sistema-

ticamente, transformacoes entre equagoes estocasticas.



Abstract

In this thesis, we study stochastic differential equations, under the point of view
of Lie point symmetries. We introduce the concept of stochastic Lie point symmetry,
which consists of an action that keeps invariant the solutions of a differential equation,
where such action is stochastic, i.e., given by a stochastic flow. Our main result is the
Lie’s equations for stochastic symmetries, which allows one to detect when a stochastic
flow is a stochastic symmetry. Furthermore, we present a possible definition of canonical
coordinates for the stochastic symmetries and we obtain conditions, like in the standard
case, to find them. At last, we show how to obtain, systematically, transformations

between stochastic differential equations.
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Introducao

Uma simetria de uma equacao diferencial é uma acao a 1-parametro, no espago das
variaveis dependentes e independentes da equagao, que deixa invariante as solucoes de
tal equacao. Em outras palavras, é uma acao que leva qualquer solucao, em uma outra

solugao da mesma equacao diferencial.

Quando uma equagao diferencial admite uma simetria, é possivel reduzir a ordem de
tal equacao. Logo, dependendo de quantas simetrias uma dada equagao diferencial possui,
e dependendo da ordem da equacao, é possivel obter uma solucao explicita desta equacao
diferencial. Essa é uma das grandes utilidades da teoria das simetrias de Lie, aplicada
as equacoes diferenciais, sendo uma das poucas que permite obter solugoes explicitas
de equagoes diferenciais. Por exemplo, o método dos fatores integrantes, aplicado a
equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) lineares de primeira ordem, que é um dos pri-
meiros métodos visto num curso introdutério de equagoes diferenciais, pode ser obtido

através da teoria das simetrias de Lie (ver [2], Se¢ao 3.2).

O primeiro passo, e talvez o mais importante, na tentativa de estudar equacoes
diferenciais segundo suas simetrias, é determinar quais sao as simetrias da equacao. Isto
é, determinar quais agoes mantém invariante as solugoes dessa equagao.

Toda acao a l-parametro, numa variedade diferencidvel Z, pode ser considerada
(pelo menos localmente) como a agao de um fluxo, associado a um campo de vetores, em
Z. O espago Z, para nosso propoésito, ¢ um produto cartesiano Z = U x V', onde U é o

espaco das variaveis independentes e V' é o espacgo das variaveis dependentes de uma dada
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equacao diferencial. Logo, um campo de vetores em Z tem a forma

+ ¢(u, v)2

X = ”c(u,v)2 50’

ou

onde t: UxV — Ue¢:UxV — V sao fungoes suficientemente diferenciaveis.

Denotamos o fluxo associado ao campo X por

Nessa notacao, toda acao a 1-parametro em Z pode ser pensada como sendo a agao
(u,v) — D (u,v), e>0.

No fim do século XIX, S. Lie ([15], ver também [2], [19] e [22]) obteve condigbes
necessarias e suficientes, em termos das fungoes T e ¢ (as componentes do campo X),
para se determinar quando a perturbacao dada pelo fluxo ®., associado ao campo X,
¢ uma simetria de uma equacao diferencial. Tais condicoes sao conhecidas hoje como
equagoes de Lie ou “determining equations” (veja Se¢ao 2.1).

Vale ressaltar, que foi a teoria das simetrias de Lie que deu inicio a teoria de grupos
e algebras de Lie, que é uma area central da matematica moderna. O conjunto de todos os
campos de vetores, que geram simetrias de uma determinada equacao diferencial, forma
uma algebra, que é conhecida como algebra de Lie. Além disso, o conjunto de todos os
fluxos associados a tais campos gera um grupo continuo a r-parametros, que é conhecido

como grupo de Lie.

Recentemente, com os trabalhos de T. Misawa ([16], 1994) S. Albeverio e S-M. Fei
([1], 1995), iniciou-se o estudo de equagoes diferenciais estocasticas (EDEs) através do
método das simetrias de Lie. Ambos trabalharam com equacoes estocasticas no sentido
de Stratonovich. O primeiro trabalho que trata de EDEs no sentido de Ito é de G. Gaeta
e N. Quintero ([8], 1999), que, além de obter as equacoes de Lie, faz uma comparagao
das simetrias das EDEs com as simetrias da equacao de Fokker—Plank associada. Na

seqiiéncia, aparecem mais trabalhos, como C. Wafo Soh e F. Mahomed ([24], 2001), G.
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Unal ([23], 2003), B. Srihirun, S. Meleshko e E. Schulz ([21], 2006), E. Fredericks e F.
Mahomed ([5], 2007 e [6], 2008), entre outros, como [7], [9], [10], [11], [12], [13] e [14].

A definicao de simetria de uma EDE é a mesma de uma simetria de uma equagao
deterministica. Trata-se de uma acao a 1-parametro que mantém invariante as solugoes
da EDE. No caso da acao dada por um fluxo ®. agindo no espago U x V', das variaveis
independentes e dependentes, é possivel obter as equagoes de Lie, para EDEs (veja Segao

2.2). Isto significa que sabemos quando uma perturbagao do tipo

(u,v) — P (u,v) = (u,v) + /0E (T(D,(u,v)), ¢ (Pr(u,v))) dr

¢ uma simetria de uma EDE. Note que a perturbagao acima, é dada pela acao de um fluxo
deterministico no espaco U x V. Analisando dessa maneira, a teoria classica das simetrias
de Lie, permite responder quando uma perturbacao deterministica ¢ uma simetria de uma
equacao diferencial deterministica. Por outro lado, a teoria das simetrias de Lie aplicada
as EDEs, permite responder quando uma perturbacao deterministica é uma simetria de
uma equacao diferencial estocastica. Entao, cabe aqui a seguinte pergunta: o que acontece
se fizermos uma perturbagao estocédstica em uma equacao diferencial?

Nossa contribuicao nessa teoria foi obter a resposta dessa pergunta, no caso de
equacoes ordinarias. De maneira mais precisa, entendemos por perturbacao estocéstica

uma acao dada por

(o) — D(u,0) = (w0)+ /:(T@T(u,v)),as@r(u,v)))dr

+/05 (T (P, (u,v)) , & (@, (u, v))) dB(r),

onde B é um movimento Browniano. Primeiramente, introduzimos o conceito de sime-
tria estocastica, que trata-se de uma perturbacao estocastica que mantém invariante as
solugdes de uma dada equagao diferencial. Na seqiiéncia, provamos (veja Teorema 3.1.4)
quando uma perturbacao estocdstica é uma simetria de uma equacgao ordinaria, seja a
equacao estocastica ou deterministica. Isto é, obtemos as equacoes de Lie para simetrias

estocasticas, no caso de equagoes ordinarias.
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Em seguida, tentamos estender o conceito de coordenadas canonicas para as sime-
trias estocasticas. Dizemos que um sistema de coordenadas é uma coordenada canodnica,
para um campo de vetores, quando a acao do fluxo associado ao campo é uma translagao
na variavel espacial desse sistema de coordenadas. Um dos problemas estudados aqui é
o seguinte: dado um campo de vetores num sistema de coordenadas, encontrar uma mu-
danca de varidveis tal que, o novo sistema de coordenadas seja uma coordenada canodnica
para tal campo. Uma vez encontrada uma coordenada canonica, podemos resolver a
equacao diferencial em questao, nas novas varidaveis, o que fornece, implicitamente, uma
solugao para a equacao inicial. Primeiramente, aplicamos esse método para encontrar
solugoes explicitas de algumas EDEs. Depois, fornecemos uma possivel definicao de co-
ordenada canonica para simetrias estocasticas, e mostramos como usar isso para resolver
equacoes.

Outro assunto que estudamos, ainda no contexto de simetrias, foi o método intro-
duzido por G. Bluman et al. ([3], ver também Secao 2.3). Tal método permite obter, de
maneira sistematica, transformacgoes entre equagoes diferenciais, ou seja, aplicagoes que le-
vem toda solucao de uma equagao diferencial dada, em uma solugao de uma equacao alvo.
O cendrio padrao onde se aplica essa teoria é o seguinte: Temos em maos uma equagao
diferencial (A), que gostarfamos de resolver explicitamente, e temos também uma outra
equacao diferencial (B), cuja solucdo é previamente conhecida, que chamamos de equagao
alvo. Como a solugao de (B) é conhecida, se obtermos uma aplicacao i, que leve solugoes
de (A) em solugoes de (B), podemos obter uma solugao de (A), invertendo a aplicagao
. G. Bluman et al. obtiveram condi¢oes necessarias para se determinar a aplicacao p,
caso ela exista. Tais condi¢oes sao um sistema de equacoes diferenciais parciais para pu,
envolvendo os geradores infinitesimais das simetrias de (A) e de (B). Um simples exemplo
desta teoria, é de permitir obter, sistematicamente, a transformacao de Hopf-Cole, que

transforma a equacao do calor na equacao de Burgers (ver Segao 2.3).

Aqui, nossa contribuic¢ao foi estender a teoria de G. Bluman et al. para equacgoes

estocésticas ordindrias (ver Teorema 3.3.1). Com isso, obtivemos condig¢bes necessarias
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para se obter uma aplicacao que leve uma equacao estocdstica em outra, partindo das

simetrias das mesmas.
Esta tese estd organizada como segue:

No primeiro capitulo, relembramos alguns conceitos do calculo estocéstico, ne-
cessarios para tratar de EDEs. Basicamente, mencionamos a integracao estocastica, e
da férmula de 1to. Na Secao 1.2, relembramos a férmula da mudanca aleatéria no tempo
de B. Oksendal ([17], [18]), que nos diz como um processo estocdstico ¢ alterado, através

de uma mudanga temporal.

O Capitulo 2 trata da teoria das simetrias de Lie. Na Secao 2.1, apresentamos a
teoria cldssica, iniciada por S. Lie ([15], ver também [2], [19] e [22]). A maneira usual
de demonstrar as equacoes de Lie, é através de prolongamento de campos de vetores
(ver [19]). Entretanto, nés obtemos as equagdes de Lie de uma maneira diferente, que
é a mesma maneira utilizada para as equagoes de Lie para simetrias estocasticas, pois,
nao é bem definido o que é um prolongamento de um campo de vetores que gera um
fluxo estocéstico. Na Secao 2.2, apresentamos a teoria das simetrias de Lie, aplicada as
EDEs, obtendo as equacoes de Lie para EDEs, e ilustrando com alguns exemplos. Por
fim, na Segao 2.3, apresentamos a teoria de G. Bluman et al. ([3]), que permite obter

transformacoes entre equacgoes diferenciais deterministicas.

No Capitulo 3 encontra-se a parte principal desta tese (a dizer, Teorema 3.1.4 e
Teorema 3.3.1). Na Secao 3.1, introduzimos a simetria estocéstica, que trata-se de uma
acao dada por um fluxo estocastico, que mantém invariante solucoes de uma dada equacao
diferencial. Em seguida, obtemos as equagoes de Lie para tal simetria (Teorema 3.1.4), e
finalizamos com alguns exemplos de simetrias estocédsticas. A Secao 3.2 se divide em duas
subsecoes. Na primeira, relembramos o conceito de coordenadas canonicas, e aplicamos
esse método, obtendo solugoes de algumas EDEs. Na segunda subsecao, introduzimos uma
possivel definicao de coordenadas candnicas, para as simetrias estocdsticas, e mostramos
como usé-la. Na Segao 3.3, estendemos o método de G. Bluman et al. ([3], ver também

Secao 2.3) para EDOs estocdsticas, o que permite encontrar transformagoes entre equagoes
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estocdsticas. Em [11], R. Kozlov classifica todas EDOs estocasticas em R, de acordo com
suas simetrias. O autor faz isso através de transformagoes entre EDEs. Porém, nao é
mostrado como obter tais transformacoes. Como exemplo da teoria que introduzimos

nessa secao, mostramos como obter, sistematicamente, as transformacoes presentes em

11].



Capitulo 1

Calculo estocastico

O objetivo deste capitulo é introduzir algumas nogoes do célculo estocéastico e
também algumas notagoes. Apresentamos aqui, os conceitos necessarios para estudar
as equagoes diferenciais estocésticas (EDEs), e suas simetrias, sem nos preocuparmos
com demonstragoes. As demonstracoes dos resultados enunciados e as definigoes aqui

presentes podem ser encontradas em [17] e [20].

1.1 Nocoes Basicas

A terna (€2, F,P) denota um espago de probabilidade. Aqui, €2 é um conjunto, F
é uma o—algebra e P é uma medida de probabilidade. Uma filtracao é uma familia de
o-4lgebras {]:t}tzo C F,onde F, C Fyset <s.

Uma varidavel aleatéria (a valores em R™) é uma fun¢do mensuravel, com relacao
a o-algebra de Borel, X : 2 — R"™. Um processo estocastico é uma familia de variaveis
aleatérias { X (t)},5,. Dizemos que um processo estocdstico é adaptado (a filtragao {Fi},5)
se X (t) é Fi-mensuravel, para cada t > 0.

As trajetérias de um processo estocastico X = X(t,w) sao as aplicagdes X (+,w) :

[0,400) — R™, para cada w € 2. Dizemos que um processo é continuo quando suas

7
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trajetérias sao continuas quase certamente com relacao a medida P (isto é, P-q.t.p.).

Denotamos por E | -] a esperanga associada a probabilidade P, ou seja, a esperanga
de uma varidvel aleatéria X é dada por E[X] = [, X (w)dP(w). Além disso, denotamos

por E[-|F;] a esperanca condicional com relagao a F;.

Entre os processos estocasticos, um merece maior destaque.

Definigao 1.1.1 Um processo estocdstico B = B(t) € chamado de movimento Browniano

(em R™), quando

2. B é um processo continuo;
3. Os incrementos B(t) — B(s), t > s, sdo independentes;

4. Cada incremento B(t)—B(s), t > s, € uma varidvel aleatoria Gaussiana, com média

0 e variancia (t — s)I, onde I é a matriz identidade m x m.

Seja P um conjunto de parti¢bes m = {0 =1t < t; <ty <---} tal que t;, — +o0.
Dada m € P, denotamos por |7| = supysq |[te+1 — tx| €, como é usual, denotamos por

t A s =min{t, s}.

Definicao 1.1.2 Seja X um processo estocdstico continuo e adaptado. Definimos a in-
tegral estocdstica (ou integral de It6) de X com rela¢ao & um movimento Browniano B

por

|| —0
weP k=0

/OtX(s)dB(s) = lim > X(t;) (B(t A tys1) — B(EA ).
Observacao 1.1.3

1. O limite acima é em medida (probabilidade), e tal limite existe.
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2. Definimos acima, a integral de um processo continuo e adaptado, com relacao a um
movimento Browniano. Entretanto, a definicao de integral estocastica vai mais longe
do que isso, podendo integrar mais processos, e com relacao a mais do que apenas
o movimento Browniano. Para o propdsito deste trabalho, a definicao acima é sufi-
ciente. Em [20] pode ser encontrada a integral estocastica de processos previsiveis,

em algum espaco L?, com relacao & semimartingales.

3. Daqui pra frente, a menos que seja mencionado o contrério, todo processo é continuo

e adaptado.

A variagao quadratica de um processo X = X(¢) e um processo Y = Y (t) é dada
por
“+o0o

<X,Y> ()= lm S (X(EAt) — XEAE)) (Y(EA i) — Y(EAL)).

|7|—0
reP k=0

Dado ¢t > 0, denotamos por II; o conjunto de todas as partigoes finitas 7 = {0 =
to < t1 < --- < t, =t} do intervalo [0,¢]. Dizemos que um processo X = X (t) ¢ de
variacao limitada, quando, para todo t > 0,

m—1

sup > | X (tir1) — X (t)| < +o0.
melly k=0

Sejam X e Y processos. Algumas propriedades da variacao quadratica que utiliza-

remos ao longo deste trabalho sao:

1. <X,Y > é um processo de variacao limitada.

2. Se X é de variagao limitada e Y é continuo, entao < X,Y > (t) = 0, para todo

t>0.
3. < [, X(s)dB(s), [, Y (s)dB(s) > (t) = ftX(S)Y(S)dS.

0



1.1 Nogoes Bésicas 10

Uma das ferramentas mais poderosas do calculo estocastico, é a formula de Ito.

Teorema 1.1.4 Seja F : [0,+00) X R® — R uma fungdo de classe C?, e seja X = X (t)

um processo estocdstico. Entdao

F(t,X(t) = F(O,X(O))—I—/aa s, X (s))ds +Z/ o (5 X(s NAX(s)

0

-Z/ WW X(s))d <X, X7> (s).

1,7=1
Observacgao 1.1.5 Se X fosse um processo de variagao limitada, seguiria do Teorema

Fundamental do Célculo (TFC) que

F(t,X(t))_F(O,X(O))+/ %FSX ds+2/ o 5 XN (s)ds,

pois, nesse caso, a variacao quadratica < X, X > é nula. Ao tentar obter uma férmula
similar ao TFC, s6 que para processos com variagao quadratica nao-nula, tem-se um termo
adicional, que ¢ a integral da segunda derivada com relacao a variacao quadratica. Note
que a férmula de [t6 é uma igualdade caminho a caminho, isto é, vale para cada w € €.
Assim, o termo adicional aparece naturalmente quando fixamos w € ) e utilizamos a
férmula de Taylor até segunda ordem em F(¢, X (¢)) — F'(0, X (0)) (mais detalhes em [17],
Capitulo 4 ou [20], Se¢ao 3.7).

Corolario 1.1.6 Sejam X e Y processos estocasticos. Entdo
d(X@®)Y () =X@)dY(t)+Y(t)dX(t)+d <X, Y > (1).

Demonstragdo: Basta considerar F : [0, +00) X R?* — R dada por F(t,z,y) = zy. O

A definicao da integral estocastica nos permite considerar equagoes diferenciais es-
tocasticas (EDEs). Dizemos que um processo X = X(¢) é uma solugao (forte), até um

tempo de parada T (ver [17], Sec¢do 7.2 ou [20], Sec¢do 1.1), de uma EDE

dX(t) = f(t, X(¢))dt + g(t, X (t))dB(t),
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se

X(t) = X(0) +/0 f(s, X(s))ds +/0 g(s, X(s))dB(s), para todo t € [0, T].

Aqui, f : [0,+00) x R* — R", B é um movimento Browniano em R™ e, para cada

(t,x) € [0,+00) X R" g(t,x) € Mpxm (R) = {matrizes n x m com entradas reais}.
Corolario 1.1.7 Quando o processo X = X(t) € solugdo de uma EDE
dX (1) = f(t, X(2))dt + g(t, X (t))dB(2),
o diferencial de sua variacdo quadrdtica € dado por
d<X,X>(t)=g(t,X(t)g(t,X(t))"dt,

onde g(t,z)T denota a matriz transposta. Nesse caso, a férmula de Ito se escreve como

F(t,X(t) = F(O,X(O))+/ (%—I;J@ gf;f“ré- 8362 (997), )(8 X(s))ds

+zi:zm:/t (%gzk) (5, X(s))dB"(s).

Observacao 1.1.8 Para uma notacao menos carregada, usamos

[ (551) s xnas - Z [ (55 txtspas

/(gi )(S X(s))dB(s) = Z:Z/O (%9%)(8,X(8))d3k(3)
/ (‘?M (99" )) (5, X(s))ds = Z /O(aig; (ggT)ij) (5. X())ds.

1.2 Mudanca aleatdria no tempo

Nesta secao, apresentamos a féormula da mudanca temporal de B. Oksendal. Mais

detalhes podem ser obtidos em [17], Secao 8.5, ou em [18§].
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Dado um processo adaptado n = n(t,w), definimos por

o) = [ s

uma mudanca (aleatéria) no tempo, com taxa de mudanca n(t,w)?. Observe que [(t,w)

é adaptado e possui trajetorias nao-decrescentes. Definimos
a(t) = a(t,w) = inf{s > 0; B(s,w) > t}.

Segue que « é uma inversa a direita de /3, para cada w. No caso em que 7(t,w) # 0, q.t.p.
(t,w) € [0,4+00) x Q, tem-se que o é uma inversa de . Nesse caso, f(a(t,w),w) =t =

a(f(t,w),w). A menos que seja ressaltado, estamos considerando sempre o caso 1 # 0.

Teorema 1.2.1 Seja B = B(t) um movimento Browniano, e seja t — t = 3(t,w) uma

mudanca temporal, com taxa n(t,w)2 como acima. Entao
o a(t)
1. B(t) = / n(s,w)dB(s) é um movimento Browniano;
0

1

——————dB(s), para todo processo integrdvel v.
n(a(s),w)

2. /Oa(t) v(s,w)dB(s) = /Otv(a(s),w)

Demonstracao: Ver [17], Segao 8.5 ou [18]. O



Capitulo 2

Simetrias de Lie

Neste capitulo, introduzimos a teoria das simetrias de Lie para equagoes diferenciais.
Na primeira se¢ao, tratamos da teoria classica, que foi estudada inicialmente por S. Lie
([15]). Algumas referéncias cldssicas (e mais recentes) sobre esse assunto sao [2], [19] e [22].
Na segunda secao, apresentamos alguns resultados mais recentes, que tratam de simetrias
de equagoes estocésticas (ver [1], [8], [21] e [24]). Por fim, na secao 2.3, ilustramos como
funciona a teoria desenvolvida por G. Bluman et al. em [3], que fornece uma maneira de

transformar uma equacao diferencial em outra, através das simetrias das mesmas.

2.1 Simetrias de equacoes deterministicas

O objetivo desta segao é de apresentar a teoria classica das simetrias de Lie, intro-
duzida por S. Lie, em [15]. A teoria das simetrias de Lie pode ser aplicada até mesmo &
sistemas de equagoes diferenciais parciais (ver [19], [22] e [2], entre outros). Entretanto,
nesta tese, estudamos simetrias de equacoes diferenciais estocasticas ordinarias. Por essa
razao, nos restringiremos as equagoes ordinarias.

Uma simetria de uma equacao diferencial, ¢ uma agao a 1-parametro no espago das

variaveis dependentes e independentes, que deixa invariante as solucoes da equacao, isto

13
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é, a agao leva qualquer solu¢ao dada em outra solu¢ao (da mesma equagao).

Toda agao a 1-parametro pode ser considerada (ao menos localmente) como a agao
de um fluxo, associado a um campo de vetores no produto cartesiano das variaveis de-
pendentes e independentes. Um dos feitos de S. Lie, foi de obter condicoes para se
deteminar quando a acao de um fluxo é uma simetria de uma dada equacao diferencial.
Tais condigoes sao dadas sobre as componentes desses campos de vetores, isto €, sobre os
geradores infinitesimais dos fluxos.

Seja

dX(t) = f(t, X(t))dt (2.1.1)

uma EDO, com f : [0, +00) x R" — R™. Considere um campo de vetores

0 0

no espago [0, 4+00) x R™, onde ¢(t, x)a% =" 9t x)%, com fluxo associado
O_(t,x) = (t,x) +/ (T(@,.(t,x)), p(D,.(t,2))) dr. (2.1.3)
0
A teoria de Lie fornece condicoes, sobre as funcoes T e ¢, para se determinar quando a
acao (t,x) — ®.(t,x) é uma simetria de (2.1.1).

Se denotarmos a agao do fluxo por

t — t = Olt,z) = t+ /E (P, (¢, x))dr
° (2.1.4)
r — T = ®(t,x) = x—i—/o o(P,.(t, x))dr,

temos a seguinte definicao de simetria

Definigao 2.1.1 O campo de vetores (2.1.2) (ou seu fluzo associado) € uma simetria da
EDO (2.1.1) se, para toda solu¢io X = X (t) de (2.1.1), tivermos que X = X (t) ¢ uma

solucdo de (2.1.1), onde X (f) denota a perturbacdo da solugio X (t) pelo fluzo.

Em outras palavras, o campo (2.1.2) é uma simetria da EDO (2.1.1) quando

dX (1) = f(t, X (t))dt



2 Simetrias de Lie 15

implica

dX(7) = f(F, X(7)dE.

O resultado abaixo, é um dos mais importantes na teoria das simetrias de Lie. E
ele que fornece as equagoes que determinam se um campo é uma simetria. Tais equagoes

sao conhecidas como equacoes de Lie, ou “determining equations”.

Teorema 2.1.2 Se um campo de vetores X = t(t,z)2 + ¢(t,2)2 ¢ uma simetria da

EDO
dX(t) = f(t, X (t))dt, (2.1.5)

entao

Jit+ fad + fr+ [Taf = & + O f (2.1.6)

Observacao 2.1.3

1. Note que (2.1.6) é uma igualdade em R™, e significa que, para cada 1 < i < n,

afi 9 9 ] ]
f +Z—fj+f"a—;+fz< 82) +Z—¢J.

2. A demonstragao usual deste teorema (veja [2], [19] e [22]), consiste em obter o
prolongamento do campo X, usando o conceito da derivada total. Daremos aqui
uma demostracao diferente, baseada na demonstracao das equacoes de Lie para as

simetrias estocdsticas (ver Teorema 3.1.4).

Demonstragao: Suponha n = 1. A acao que tal campo X produz no espago [0, +00) x R
é dada em (2.1.4). Seja X = X (¢) uma solucao de (2.1.5). A acao do fluxo associado a X

na solucao é dada por
X(t) — X(1) = Z(ec(l), X(a:(?))) = PZ(t, X (1)),

onde o = a.(t,r) é uma inversa de t = ®(¢, ), na varidvel t. Note que a existe (pelo

=1>0.

menos numa vizinhanca de £ = 0), pois, de (2.1.4), 2
e=0

’8t
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Como
o— 0, N 00 aX(t)

segue do teorema fundamental do célculo que
— = LoPr  OP?

X(t)=X - - X (s))ds.

=X+ [ (G +52r) X

Efetuando uma mudanca de variaveis, temos que

0%, | 9% ) (s, X(s))] s

XO=F0+ [ (204 221 ot xtast) [ (T +
(2.1.7)

Por outro lado, como X = X (t) é uma solucao de (2.1.5), segue que sua perturbagao pelo

fluxo ®. também é. Isso significa que

X(F) = X(0) + /0 t F(s, X (s))ds. (2.1.8)

Comparando as equagoes (2.1.7) e (2.1.8), obtemos
-1
(5 +501) x| (G + 52r) 6X@)] - - ra.x@)

o T ox ! ot oz

ou seja,

09?2 0P? op!l ool

S+ —=f) (L, X(t) = S+ —=f) (DL, X(1), @2(t, X(1). (2.1

(% + Ger) exon =7 (% + 520 ) (@l X020 X)) (219
Em outras palavras, o campo X é uma simetria de (2.1.5) se, e somente se, a

equacgao (2.1.9) é verificada para todo € > 0. Para obter as equagoes de Lie (2.1.6), que

sao condigoes infinitesimais, o que fazemos é calcular a derivada da equagao (2.1.9), com

relagdo a e, e avaliar o resultado em € = 0. Derivando (2.1.9), obtemos
0?9 9*9? of 0! n Of 02 0! L 8<I)2f
O0edt ~ Oelx ot Je  Ox Oe ot Ox

f

f 0?®! N 0?®Lodl  9*®l 09?
Oeot ot?2 Oe O0x0t Oe

iy 0*®! N D*®l ool N 0?®l 99?2 f
Oedx  O0tdx Oe 0xr? Oe

oL (9f 0BL  Of OD?
o (5 7 T oo )] (2.1.10)
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No que segue, calculamos as derivadas das componentes do fluxo ®., presentes na

equagao (2.1.10). Faremos isso utilizando as equagoes em (2.1.4).

. aia(t,X(t)) = %{H /0 ET(q)r(t,x))dr} e
= T(P(t, X(1)))-
. a;;e(t,)((t)) = %{H/:T(@T(t,x))dr} o
)
- 1+ — [T(®,.(t, x))] dr
| i@

. 8;23(15,)(@)) - a—;{t—i—/OET((PT(t,x))dT}

r=X(t)

= 0+ [ @) i .
. a;qf(t,)((t)) = aa_;{H/OET(@T(t,x))d'f’} .

- or [ & (el )] dr .
eixm) = e [ -

= 0+ [ T @) dr .

. gi‘gi (t, X(t) = %{%{H/}@Atw))dr }m:X(t)
= Tt x(0) 2 x ) + O (@t x0) 2 x 1)
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. gzg)i L X(t) = %{%{t—k/os”c(@r(t,x))dr}

r=X(t)
= T x o) 2, x(0) + Z (@t x0) 20, x(),
. 9(;{;?@,)(@)) _ %{$+/OE¢(<DT(t,:L‘))dr} .
(0L X ().
o P xy - %{H /Ogd)(@r(t,w))dr} .
= 0+ [ Slo o) .
. 6;If(t,X(t)) = %{H/jqﬁ(@(m))dr} v
= 1+ [ S o) .
. gi‘g% (t, X(t)) = %{%{x+/j¢(<br(t,w))dr}}xX(t)
= 00 (ot () S0, X(0) + 92 (@1, X(0) T ().
. gig)i (t,X(t) = %{%{H/qub(@r(t,x))dr]}xX(t)
= 20 (@, x(0) D5 x(0) + 22 (@1, X (1) L X 1),
Com essas igualdades em maos, obtemos o seguinte fazendo £ = 0 em (2.1.10):
o6 D¢ of  of

E‘f‘a—xf = (ET—Fa—x(b) (1—|—Of)

ot
+f(§+0-’f+0-¢)
+f[(04+0-T+0-0)f

af af
0(%er 20)]
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Isso finaliza a prova do teorema, quando n = 1.

Para n qualquer, a equagao (2.1.9) fica

<aq’5 + Jcpif) (tX(1) = f (ai + V<I>;f) (®1(t, X (1)), @2(t, X (1))

ot ot
onde
Jo? = (@) ., 1<i,j<n
Oz ) i
e

o) PEIE

Isso significa que, para cada 1 < i <mn,

Jj=1 Jj=

od!
Vcbgz( E) . 1<i<n.

(2.1.11)
Logo, para concluir a demonstragao, o raciocinio é o mesmo do caso n = 1. Basta derivar

a equacao (2.1.11) com relagao a ¢ e fazer € = 0, usando que

Ol(t,z) = t+/ET(CI)T(t,I))dT

0
(®2)i(t,z) = 2"+ [ ¢ (Do(t,x))dr, 1<i<n.
0
Exemplo 2.1.4 Considere a equacao

Como % = 0, segue que a equacao de Lie (2.1.6) fica fo,¢+ [T + fTof = ¢t + Ouf,

que possui T = 1 e ¢ = 0 como uma possivel solucao. Assim, o campo X = % é uma
simetria de dX(t) = f(X(t))dt. A acao de tal campo é dada por t — t + ¢, isto é,

translacao no tempo.

Exemplo 2.1.5 Considere a equacao

dX(t) = f(t)dt.
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De maneira semelhante, o campo X = 8% é uma simetria de tal equacao. A acao

dada pelo fluxo associado a tal campo é uma translacao no espago.

2.2 Simetrias de equacoes estocasticas

Embora a teoria classica das simetrias de Lie (simetria de equagoes diferenciais
deterministicas) ja exista hd mais de um século, sua aplicacdo as EDEs comegou a ser
desenvolvida muito recentemente ([1], [8], [21], [24]).

Estamos interessados em obter simetrias de EDOs estocasticas em R™, no sentido
de Ito, do tipo

dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dB(t), (2.2.1)

onde g(t,z) € M,xm(R) para cada (t,z) € [0,400) x R", B é um movimento Browniano
em R™ e f:[0,400) x R" — R". Embora estejamos considerando equagoes estocdsticas,

a definicao de simetria permanece a mesma.

Definicao 2.2.1 Uma ac¢ao a 1-parametro, agindo no espaco das varidveis de uma dada

EDE, € uma simetria de tal EDE se ela deiza as solucoes da EDE invariante.

No caso de um campo de vetores X = 1(t,z) £ + ¢(t,z) 2, com fluxo . = O.(t,z)

agindo no espago [0, +00) x R™ das varidveis da EDE (2.2.1), tal fluxo produz uma agao

t|—>¥:<1>;(t,x):t—|—/ (@, (1, 2))dr
0

T T =0 (t,x) =1+ /E O(P,(t, x))dr.
0

Logo, o campo X (ou o fluxo ®.) é uma simetria de (2.2.1), se para toda solugdo X = X (t)
de (2.2.1), sua perturbacio X = X (f) também for solucio de (2.2.1). De maneira mais

precisa, o campo X é uma simetria de (2.2.1) quando

dX(t) = f(t, X (t))dt + g(t, X (t))dB(t)
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implica
dX(t) = f(t, X (1))dt + g(t, X (t))dB(%).
Note que B é o movimento Browniano B, apés a mudanca no tempo t — ¢ dada pelo

fluxo (ver segdo 1.2).

No caso em que T(t,z) = T(t), pode-se obter o resultado abaixo (ver [8], [21]).

Teorema 2.2.2 Se um campo de vetores X = t(t)5 + ¢(t,z) 2 ¢ uma simetria da EDE
dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X (t))dB(t), (2.2.2)

entao
ftT + th + fx¢ = (bt + ¢:ch + %Qbmc (ggT>
(2.2.3)
KT+ 3Tg+ G = ag.
Observacao 2.2.3

1. Como no Teorema 2.1.2, a equagao (2.2.3) significa que, para cada 1 <1i < n,

afZ ~ Jf! i 5¢2 N 0¢ J")
ot +8tf +j218xj¢ = Z aaaxk
g 10t ; <= 0g" i 8(#
I — <[ <m.
ot " oo +;8Ij¢ 9 lslsm

2. Tomando g = 0 no Teorema 2.2.2, obtemos o Teorema 2.1.2 (no caso t(t, z) = T(t)).

Vamos demonstrar o teorema.

Demonstracao: A acao do fluxo associado a X é dada por

t — t = o) = t+/a'r(<1>r(t))dr
0 (2.2.4)

8l
I

r

Q2 (t,z) = x—i—/oegb(q)r(t,m))dr

Como estamos trabalhando com processos estocasticos, a mudanca temporal nao pode

ser muito arbitraria, pois mudando o tempo, muda-se também a filtracao, e isso pode
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atrapalhar a integracao estocastica. Sendo assim, vamos considerar a mudanca temporal

de [17], que foi apresentada na secao 1.2. Logo,

t=0.(t) = /0 n.(s)?ds, (2.2.5)

com « = o (t) sendo a inversa de .
Suponha n = m = 1. Seja X = X (¢) uma solugao de (2.2.2). A agao de . em X é
dada por
X(t) — X(t) = 2(ac(l), X(a:(1))) = Z(t, X(1)). (2.2.6)
Fixado ¢, segue da férmula de It6 (Corolario 1.1.7) que

Lo®2 092 10°%2
vt x@) = eoxo)+ [ (GE+ TEr+ 3550 X0

+/0t (%igg) (5, X (5))dB(s). (2.2.7)

Efetuando uma mudanca de varidveis, a primeira integral em (2.2.7) é igual a

t aq)g 8(1)2 162(1)3 9 8045
|+ Gt 5 o) acte) X)) sy,

que é o mesmo que
g 1 00?2  0P? 10%92
€ 5 L c X '
/0 ne(ae(s))? ( % " ond T3 a2 ) (ae(s), X(ac(s)))ds

Por sua vez, segundo o Teorema 1.2.1, a segunda integral em (2.2.7) é igual a

/ot m(oi(s» (aaigg> (ae(s), X (a=(s)))dB(s).

Assim, a equagao (2.2.7) pode ser reescrita como

X(i

=X+ [ s (a;s 2 %%gz) (a=(5), X (a=(s)))ds

C1 (o -
+/o n-(ac(s)) ( BE g) (az(s), X(az(s)))dB(s). (2.2.8)
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Por outro lado, por hipdtese, a perturbacao da solucao X deve cumprir

X (%) :7(0)—1-/0 f(S,Y(s))dva/o g(s, X (s))dB(s), (2.2.9)

pois estamos supondo que tal perturbagao é uma simetria. Comparando as integrais

presentes nas igualdades (2.2.8) e (2.2.9), obtemos

o 1[99 092, 10°9 ,
FEXO) = o (e + G+ s ) (6 X ()
o 1 [09?
g, X (1) = 0 (ax g) (t, X (1)),
ou seja,
e xom? = (52 + 52+ 105w xw) @210
950 920 X ))(0) = ( Goa ) ¢ X0 2211

Portanto, X é uma simetria da EDE (2.2.3) se, e somente se, as equagoes (2.2.10) e

(2.2.11) sao verificadas para todo € > 0. Para obter as equagoes de Lie, que sdo condigdes

infinitesimais, derivamos essas equagoes com relagao a ¢, e fazemos € = (. Derivando a
equagao (2.2.10), obtemos

1 2 252 252

(5 + o)+ s = gt o

1 939? ,
2 0e0x? g

f f+

ot 9 | Ox 0= e pe

_avael apoet o ou
Ot Ot Oox Ot Oor Oz

10% [(092\?, 10¢92d2
2912 (%) toarand (2212

Por outro lado, derivando a equagao (2.2.11), temos

99 9%! 99 P2 an. 92 P2
ot 0z oroe )T B Y 9e0x”

6 092
or Ox 9:

(2.2.13)
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Dos elementos presentes nas equagoes (2.2.11) e (2.2.12), vérios j& calculamos na demons-

tracao do Teorema 2.1.2. Abaixo, calculamos os que ainda nao obtemos anteriormente.

Faremos isso utilizando as equagoes (2.2.4) e (2.2.5).

0?2
° £
0x?
D32
o LI X()

Por fim, tomando ¢ =

wx0) = galee [o@ew}|
= 0+ OE%[¢(®T(t,x))]dr e
0 £ 02
- [ sl aona) .

, 0% 02! 07

09 0*dL | 09 0P? a2¢(aq>;)2

ot 9x2 ' Ox 012 o2 \ Ox dxdt dx Oz
+% (@;;3)2'
o nip = 2
. nlt) - (a;f(t))%.
o - 3(%0) 5%

0 nas equagbes (2.2.11) e (2.2.12), obtemos as condigoes

(2.2.3), no cason =m = 1.

Suponha n e m quaisquer.

1< <n,

fin? =

GiTlle =

As equagoes (2.2.10) e (2.2.11) ficam, para cada

AP = O(P2) ;1= OHPD)
5t o T3 2 Guaar 997 (2.2.14)
Jj=1 k=1
= 0(92)
) g0 1<1<m (2.2.15)



2 Simetrias de Lie 25

Logo, para concluir a demonstragao, o raciocinio é o mesmo do caso n = 1. Basta derivar

as equagoes (2.2.14) e (2.2.15) com relacao a ¢ e fazer € = 0, lembrando que

ol(t,z) = t—i—/ET(CI)T(t,x))dT

0
(®2)i(t,z) = o'+ [ ¢ (D (t,2))dr, 1<i<n.
0

([l
Vejamos alguns exemplos de simetrias de EDEs.
Exemplo 2.2.4
dX(t) = dB(t)
Para a equac@o do movimento Browniano real, as equagoes de Lie (2.2.3) ficam
1
1

Derivando (2.2.17) com relagao a x, obtemos ¢,, = 0, donde segue que ¢(t,x) = ¢1(t)x +
co(t). Substituindo em (2.2.16), segue que 2 [c1(t)x + c2(t)] = 0, isto ¢, as fungdes ¢;(t) e
co(t) devem ser constantes, digamos ¢; e cq, respectivamente. Substituindo em (2.2.17),
concluimos que T(t) = 2¢1t + c3. Logo, fazendo ¢; = 1, ¢ = 0 e ¢3 = 0, depois ¢; = 0,
ce=1ec3=0,eporfimec =0,co=0ec3=1, obtemos os geradores infinitesimais das

simetrias do movimento Browniano, que sao

0 0 0 0
X1:2ta+$%, X2:a_{[‘ (§ X3:—.

As agoes que esses geradores infinitesimais produzem sao:

Gy: t—e*t Go: t—t Gs: t—t+e¢

r+— etz r—x+e T +— .
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Note que G5 corresponde a uma translagao no espaco, Gz a uma translacao no tempo e
G1 ao “Brownian scaling” (ver [17], Capitulo 2, exercicio 2.16). Tais simetrias significam

que se B = B(t) é um movimento Browniano, entao

t) = %B (*t) , ¢c>0 (c=e")
(t) = B(t)+ec, c>0 (c=¢)
B(t) = B(t—c), c>0 (c=e¢).

satisfazem a EDE

dX(t)=dB'(t), 1<i<S3,
Note que a simetria nao preserva (necessariamente) as propriedades do processo solugao
da EDE. A simetria apenas preserva o fato de ser uma solucao. Entretanto, note que
cada B' é, também, um movimento Browniano (com, possivelmente, outro ponto inicial

ou outra filtragao).

Observagao 2.2.5 Se B(t) = (B(t), B*(t)) ¢ um movimento Browniano em R? e A ¢

) ) . cosf) —sind ;
uma matriz ortogonal em R?, ou seja, A = , onde # é uma constante,

sinff cosf

entdo B(t) = AB(t) é um movimento Browniano (veja [17], Capitulo 2, exercicio 2.15).

Analisemos isso de acordo com as simetrias de Lie. O campo de vetores
_ 8 0 2 1,2y _ : :
X = —yy; + x5, em R* (com coordenadas (z',2%) = (z,y)), admite o fluxo associa-
cose —sine x )
do ®., dado por t — t e (z,y) —> . Em particular, temos
sine cose Y

que B(t) = ®y(t, B(t), B%(t)). Note que o campo X nio é uma simetria nesse caso, pois

as equagoes 2.2.3, para a EDE
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ficam

0 = &+ i@l ra)

2
1
0 = ¢f+§( et 92)
1 1
§Tt - gbx
0 = ¢
0 = ¢,
1 2
§Tt = Yo

que nao sao satisfeitas pelo campo X (t(t) =0 e ¢(t,z,y) = (—y,x)), ja que ¢; =—-1+#0
e =1+#0.

Logo, no caso do movimento Browniano em R?, o fluxo associado ao campo
X = —ya% + 938%, cuja agdo é uma rotacdo no espaco das variaveis (x,y), nao é uma
simetria. Todavia, tal fluxo leva um movimento Browniano em outro movimento Brow-

niano.

Exemplo 2.2.6
dX(t) = aX(t)dt + bdB(t)

Esta equacgao é conhecida como a equacao de Langevin. Sua solugao é o processo de

Ornstein-Uhlenbeck. Aqui, as equagoes de Lie (2.2.3) ficam

1

Tar +ap = ¢ + dgax + §¢mb2 (2.2.18)
1
i’ttb = ¢,b. (2.2.19)

Derivando (2.2.19) com relagao a x, obtemos ¢,, = 0, donde segue que ¢(t,x) = ¢;1(t)x +
co(t). Substituindo em (2.2.18), segue que [2¢1(t)a — ()] x + [aca(t) — c4(t)] = 0. Isso

implica que c;(t) = c1€*® e cy(t) = e, onde c¢; e ¢y sao constantes. Assim, ¢(t,z) =

c1 e?at
a

c1e29x + cpe®. Substituindo em (2.2.19), segue que T(t) = + c3. Logo, os geradores
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infinitesimais das simetrias da equagao de Langevin sao

e?@t 9 0 0 0
X)=—_—+e"r— Xy =e"— X3 = .
! a 8t+€ or 27 o ¢ ST ot
As acoes que esses geradores infinitesimais produzem sao:
1 _62at
Gy: t— —In| ———— Gy: t—t Gs: t—t
! 2% n(262“t5—1> 2 3 e
o R T — T+ ee T— .
V—2e2ate + 1
Observagao 2.2.7 A cada EDE
dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X (t))dB(t), (2.2.20)
corresponde uma equagao diferencial parcial
L1 N 0? T
y 2.2.21
3 SriaD ((99 ). p), (2.2.21)

7]7
chamada de equagao de Fokker-Plank, que descreve a evolucao da medida de probabilidade
p = p(t, x), induzida pela EDE (2.2.20).
Em [8], G. Gaeta e N. Quintero demonstram que se o campo de vetores

0

w(1) 9+ 6t ) >

X_
ox

(no espago das variaveis (¢, z)) é uma simetria de (2.2.20), entao o campo

Xo = ¥(t)5; + 0lt,) 5 + €t mip) 5

(no espago das varidveis (t,z,p)) é uma simetria de (2.2.21), onde ¢ satisfaz certas
condicoes.
Com isso, conhecendo as simetrias de EDEs, podemos obter algumas das simetrias

de certas equagoes diferenciais parciais (deterministicas).
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2.3 Transformacoes entre equacoes diferenciais

Nesta secao, apresentamos o método introduzido por G. Bluman et al. (ver [3],
Capituo 2). Este método nos permite obter, de maneira sistemética, transformacoes
entre equacoes diferenciais. Embora o método possa ser aplicado até mesmo a sistemas
de equacgoes diferenciais parciais, nosso foco sera em EDOs.

Suponha que queiramos resolver uma EDO explicitamente. Uma das maneiras de
fazer isso, é encontrar uma EDO alvo, cuja solugao é previamente conhecida, e uma
aplicacao que leve solugoes da primeira EDO, em solugoes da EDO alvo. Uma vez feito
isso, basta inverter tal aplicacdo para obter a solucao da EDO inicial.

Consideramos, entao, o problema de determinar se existe uma aplicacao que leve
uma EDO dada, numa EDO alvo e, de construir tal aplicacao, caso exista.

Se a aplicacao for invertivel, entao todo gerador infinitesimal de uma simetria da
EDO dada é levado num gerador infinitesimal de uma simetria da EDO alvo. Além disso,
a aplicagao invertivel deve estabelecer um isomorfismo entre toda subalgebra de Lie de
geradores infinitesimais de simetrias da EDO dada e a subdlgebra de Lie correspondente,
dos geradores infinitesimais de simetrias da EDO alvo.

No caso em que a aplicagao nao é invertivel, entao ela deve estabelecer um homo-
morfismo, ao invés de um isomorfismo. Nesse caso, a aplicacao deve levar todo gerador
infinitesimal de uma simetria da EDO dada em um gerador infinitesimal (que pode ser o

gerador nulo) de uma simetria da EDO alvo.

Considere a seguinte EDO dada (em R™):
dX(t) = f(t, X(t))dt, (2.3.1)
e a seguinte EDO alvo (em R™):
dY (s) = F(s,Y(s))ds. (2.3.2)
Geradores infinitesimais de simetrias de (2.3.1) sd@o campos de vetores

X = T(ta 1’)% + gb(t? JT)% ’ onde ftT + th + f$¢ = th + ¢xf (233)
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Por outro lado, geradores infinitesimais de simetrias de (2.3.2) s@o campos de vetores

0
+Y(t,x)=—, onde Fip+ pF'+ Fpp = + ), F. (2.3.4)

0
Y:p(t,l')— or’

ot
A agao que o campo X gera, nas variaveis (¢,x) € [0,400) x R™, é dada pela acao

de seu fluxo, que denotamos por

t — t = Olt,x) = t+/€ (D, (¢, z))dr

(2.3.5)
xr—>fzq>§(t,:ﬂ):$+/¢ (t,x))dr
Analogamente, denotamos a acao de Y nas varidveis (s,y) € [0, +00) x R" por
s i = W) = st [ pW(s)dr
0 (2.3.6)

yo— § = Vsy) = y+/0 (W, (5, 1)) dr

Denote por i a aplicagao (supondo que ela exista) que transforme qualquer solugao
X = X(t) de (2.3.1) em uma solucao Y = Y'(¢) de (2.3.2). A priori, estamos procurando

por uma aplicagao local da forma
t — t* = ul(t,z)
(2.3.7)
r — 2 = p?(t,x)
Através da aplicacao p = u(t,x), um campo X, como em (2.3.3), deve ser levado

em um campo Y, como em (2.3.4). Logo, o seguinte diagrama deve comutar:

(t,z) —=—— (1,7) (2.3.8)

<S7y) - v (Suy)‘

Teorema 2.3.1 Se = p(t, z) leva solugoes de (2.5.1) em solugoes de (2.5.2), entdo

0 0
pon = G
o o (2.3.9)
- 9 o
wolu - atT_l_ ax¢7
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para todo (t, ).
Observagao 2.3.2 As equagoes em (2.3.9) significam que, para cada 1 <i <mn,
ot " out
N iy
pen ot T ]Zl ozl ¢

; o) ;o)
on = =5 T+JZI o

Demonstra¢ao: Suponha n = 1. Através do diagrama (2.3.8), obtemos que
M(t7 :L“) = M(a f)v
ou seja,
i) = p@7)
o (2.3.10)
Pt z) = p*(t,T).
Utilizando (2.3.5) e (2.3.6), as igualdades em (2.3.10) significam que, para todo (t,z) e
para todo € > 0,

‘1’;(#(@ ‘r)) - :U'1<q)é<t7 l‘), @g(t, x))

\Ilg(ﬂ@a JJ)) = :U'2<(I);<t7 13), CI)?@? x))

Derivando as igualdades em (2.3.11) com relagao a ¢, segue que

(2.3.11)

(poW.opu)(t,z) = aa—'lil(q)s(t, x))t(t, x) + %—'[Z(CI)E(L x))o(t, )

O (@l )e(t,2) + T, )01, 2).

Para finalizar a prova do teorema, no caso n = 1, basta fazer ¢ = 0 em (2.3.12).

(2.3.12)
(Yo Weop)(tax) =

A demonstragao para n qualquer segue sem dificuldades. O

Uma aplicacao imediata desta teoria, é de poder obter, de maneira sistematica, a

transformacao

t — t
T — T

u — —2u g,
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conhecida como transformacao de Hopf-Cole, que leva solugoes da equacao do calor u; =
Uz, €m solugdes da equagao de Burgers u; + uu, = ug, (ver [3], secdo 2.3.1).

Vérios outros exemplos estao disponiveis em [3]. Na Sec@o 3.2, daremos exemplos de
como obter transformacoes entre EDEs, sendo que a metodologia é a mesma empregada

no caso deterministico.



Capitulo 3

Simetria estocastica

Neste capitulo, introduzimos o conceito de simetria estocastica e obtemos alguns
resultados concernindo as mesmas. Na primeira se¢ao, obtemos as equacgoes de Lie para
essas simetrias, no caso de equagoes ordindrias (deterministicas ou estocésticas). Tais
equacoes fornecem condicoes necessarias para se ter simetria. Na sequéncia, na Secao
3.2, introduzimos uma possivel definicao de coordenadas canonicas no caso de simetrias
estocdsticas. Por fim, na Secao 3.3, estendemos a teoria de G. Bluman et al. ([3]),

introduzida na secao 2.3, para equagoes estocasticas.

3.1 Simetria estocastica

Dado um campo de vetores X = 1t(t,z) £ + ¢(t, z):2 em R x R, seu fluxo associado

O, = O_(t, ) age nas varidveis ¢ e z da seguinte maneira:

t — Olt,z) = t+/8T(<I>T(t,x))dr
0 (3.1.1)
r — P(t,x) = :1:—1—/0 H(®,.(t,x))dr.

Aqui, T,¢0: R xR — R.

Na secao 2.1, vimos quando um tal fluxo é uma simetria de uma EDO deterministica

33
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do tipo dX (t) = f(t, X(t))dt. Isso acontece quando as componentes do campo cumprem

fit+ [o0+ [T+ fTaf = ¢ + 0 f. (3.1.2)
Na segdo 2.2, vimos que no caso de uma EDO estocéstica dX(t) = f(t, X(t))dt +
g(t, X (t))dB(t), e no caso em que T(t,x) = T(t), essas condigoes ficam

fit+nf + fod = o+ duf + %¢ng2
(3.1.3)

GT+5Tg+ G = by
Tais condicoes nos dizem quando uma certa perturbacao deixa as solucoes de uma
EDO invariante. Tanto na teoria classica (Segao 2.1) quanto na teoria de simetrias para
EDEs (Secao 2.2), a perturbacdo considerada é a a¢do de um fluxo deterministico, ou
seja, a agao dada em (3.1.1). Olhando dessa maneira, é natural indagar o que acontece
quando consideramos uma perturbacao estocastica, isto é, quando a acao nas variaveis t
e x é dada pela acao de um fluxo estocastico do tipo

t — Blt,z) = t+/€fr(<1>r(t,a:))dr+/E'f(@(t,x))dB(?")
0 0 (3.1.4)

r — ®Xt,x) = x—i—/OEqﬁ(CI)T(t,x))dT—i—/OEQB((I),«(t,x))dB(r),

onde B ¢ um movimento Browniano e T,¢ : R x R — R.

Observacao 3.1.1 Note que estamos tomando o mesmo movimento Browniano B da
EDE estudada para compor o fluxo estocastico. Porém, poderiamos tomar um fluxo

estocédstico composto de uma integral estocastica com relagao a outro processo.

No que segue, iremos responder a pergunta acima no caso de EDOs (deterministicas
e estocdsticas).
Seja
dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X (t))dB(t), (3.1.5)
uma EDE em R (no sentido de It6), com f, g : RxR — R e B(t) um movimento Browniano

real (note que se fizermos g = 0, obtemos uma EDO deterministica). Queremos obter
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condigbes sobre as fungdes T, T, ¢, ¢ para que a agdo dada em (3.1.4) mantenha fixa as

solugoes de (3.1.5). No caso de fluxos determinitiscos, temos que um campo de vetores

0 0
X = (¢, x)a + o(t, x)ﬁ_x

gera um fluxo ®., que age nas varidveis t e x como em (3.1.1), isto é,

dotx) = (t)+ / (@, (1, ), $(®, (1, 2)) dr

. (3.1.6)
= (t,x) —|—/ X(®,.(t,x))dr.
0
Para fluxos estocasticos, a acao dada em (3.1.4) é o mesmo que
B(t) = (o) + [ (x(B(t2) 6((t,2)) dr
0 (3.1.7)

Jr/o8 (f(¢r(t,x)),<§(¢r(t,$))> dB(r).

Comparando (3.1.6) e (3.1.7), sugerimos que o fluxo estocéstico seja oriundo de um campo

de vetores estocastico, cuja definicao é dada abaixo.

Definicao 3.1.2 Um campo de vetores estocdstco, € um campo do tipo
X=X"+ X5, (3.1.8)

onde XP = 1(t,2)2 + ¢(t,x) L ¢ sua parte deterministica e X° = (t,x)2 + o(t, x) L
sua parte estocdstica, isto €,

X = {T(t, x)% + ¢(t, x)(%] + {’t(t,x)% + 4t x)% : (3.1.9)

Os indices D e S representam as siglas deterministico e estocdstico (do inglés). O fluzxo

associado a esse campo de vetores estocastico, € dado por
O (t,x) = (t,x) + /05 XP(®,.(t, x))dr + /05 X5(®,.(t,x))dB(r)
= () + [ (@t 0@, )i+ [ (30 (12)), 30 (1.0))) B

que coincide com (3.1.7).
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Com isso, podemos introduzir a definicao de simetria estocéstica.

Definigdo 3.1.3 Seja X = XP + X5 um campo de vetores estocdstico. Dizemos que
o campo X (ou que seu fluxo) é uma simetria estocdstica de uma equagao diferencial
quando a perturbacdo, dada pela acdo do fluro associado a X, mantém invariante as

solucoes dessa equagao diferencial.

No caso de EDOs do tipo (3.1.5), denote por ¢t — ¢ e x — T a acao do fluxo
estocastico dada por (3.1.4). Com essa notagdo, a definicao acima significa que, dada
uma solu¢do X = X (¢) de (3.1.5), sua perturbacdo pelo fluxo ®. também é uma solugao

de (3.1.5). Isso é o mesmo que dizer que

dX(T) = f(EX@)dE + g, X (@)dB (), (3.1.10)

onde B é o movimento Browniano B, apés a mudanca no tempo t — f dada pelo fluxo.
Quando T(t,z) = 1(t) e T(t,x) = 0, conseguimos provar o teorema abaixo, que

estende o que foi feito até entao, devido a existéncia do fator é Note que estamos

considerando apenas a mudanca espacial como sendo estocastica. A mudanga temporal

permanece a mesima.

Teorema 3.1.4 Se um campo de vetores X = XP + X%, onde XP = ()2 + ot x) L e

X% = ¢(t, x)2 . ¢ uma simetria estocdstica de uma EDE

dX(t) = f(t, X (1))dt + g(t, X(£))dB(t), (3.1.11)
entao
aof -~ 96 9 16,
a9 1ot dg 182(? (i ] §;+3$ e 11
a st e Yo U T o
b9 5 _ 99

ox %-g
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Observacao 3.1.5

1. Tomando ¢ = 0 em (3.1.12), obtemos a condicio (3.1.3). Em particular, se

0 0

X = t(t) o + 0l )5

é uma simetria de (3.1.11), no sentido do Teorema 2.2.2; entao o campo

D s
X = ()gtw(tx)ai wt, >§t+¢<”)aﬂ +l06%]

é uma simetria estocastica da mesma equacao. Isso mostra que toda simetria classica

é uma simetria estocastica

2. Tomando g = 0 em (3.1.12), obtemos condi¢bes necessarias para se ter simetrias

estocésticas de EDOs deterministicas.

Vamos provar o teorema.

Demonstracdo: A acao do fluxo é dada por

t—t = Olt) = t+/a'r(d>i(t))dr (3.1.13)

0
r—T = ®(t,r) = x+ 06 O(D,(t, z))dr + /0E (D, (t,z))dB(r), (3.1.14)
onde estamos considerando a agao temporal como na secao 2.2, ou seja,
t=p(t) = /Ot n.(s)?ds. (3.1.15)
Seja X = X(t) uma solugao de (3.1.11). A acao do fluxo na solu¢ao X é dada por
X(t) = X (1) = D20 (7). X (e (1)) = B2t X (1)), (3.1.16)
Fixado ¢, segue da formula de 1t6 que

Lrod? o2 0?2
vt x@) = eoxo)+ [ (GE+ TEr+ 3550 X0

+/0t (a(g )(s X(s))dB(s). (3.1.17)
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Efetuando uma mudanga de varidveis, a primeira integral em (3.1.17) é igual a

oo 9% 19202 da.
/0 ( pr + 9 f+§ 52 Y ) (ae(s), X(a:(s))) o (s)ds

que é 0 mesmo que
g 1 o2 09?2 10%9?
/0 ne(a(s))?2 ( 5% Tl ta Y ) (az(s), X(ac(s)))ds.

Por outro lado, de acordo com o Teorema 1.2.1, a segunda integral em (3.1.17) ¢ igual a

[ (529) ot Xlatonyamo.

Assim, a equacdo (3.1.17) pode ser reescrita como

X(

=X+ [t (G G+ 5 ) (0l Xauls)is

L1 (992
+/0 n-(ax(s)) ( O g) (az(s), X(a=(s)))dB(s)- (3.1.18)

Mas, por hipdtese, X é uma simetria (estocdstica). Logo, a equacao (3.1.10) deve ser

satisfeita, isto é,

X(f):7(0)+/0 f(sj(s))dH/O g(s, X (s))dB(s). (3.1.19)

Igualando as equagoes (3.1.18) e (3.1.19), obtemos que, para todo ¢,

o 1 (09 092, 10292,
o 1 [09?
s XO) = = (o) 6 X0,

ou seja,

f+ %a&% 92) (t, X (1)) (3.1.20)

F(B:(t), (1, X (£)))n-(t)? (5@? | 0%

ot ox

(5.0, 920 X (0)nte) = (G20 (X (1), (3121
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Note que, até este ponto, a demonstracao ¢ idéntica a demonstragao do Teorema 2.2.2. O
que vamos fazer de diferente, é calcular o diferencial com relagao a ¢ das equagdes (3.1.20)
e (3.1.21), ja que a acado espacial depende de uma equacao estocdstica. (No capitulo 2.2,

calculamos a derivada).

Do lado direito das igualdades (3.1.20) e (3.1.21), temos

Afirmacgao 1:

092 P2 10292
dg( ~+ > 'f+§ax2 -92) (t, X(t))

- { St xn G x0) + St x-S X 0)
+ 200, 1. x0) - 220X (1) - 1. X()
3 g (0. X)) T X0 ot X0
3R @ X)) S X0 ot X0 | e

N {g—fw, X2 1 x(0) + 20 X(0) - T 1 X 1)

9%t x(0)) - S0 (1, X 1) - £0.X (1)
220w 0 x0) - 2 X0 gle X (1)
2% @, x(0)) - L2 0, x(0) ~g<t,X<t>>2} 4B(e).

~ . . . 992 992 9292 .
Demonstragdao:  Precisamos calcular o diferencial de ==, = e 5 com relagao a €.
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Utilizando a equagao (3.1.14), temos

8(;1;? (t, X(t) = %{x+/ﬂ€ qﬁ(@r(t,x))dr—i-/os é(@T(t,x))dB(r)} _—
0 “0 -
= o { [ Gl [ Gleea]an
Como
0 dp OB D OD? d T~ 09 0B! 99 02
5 0@t = g+ I o g [0 )] = G+
seque que

0D [Dp 0D D 0D dpOD! 9P OID?
=5 _{E ot " ox o }d€+{5 o T (1B
O diferencial dos termos 85;3 2 % sao calculados da mesma maneira. 0]
Afirmacgao 2:
0P?
3 . X
(G a) C.x0)
(0] 0P?
= < —(P.(t, X C—=(t, X (1)) - X
{Sp@xwn - e x ) ate. X
o P2
. {a—x@s(t,m))) (X () ~g<t,X<t>>} aB(e)
Demonstracao: Andloga a Afirmacao 1. O

Por sua vez, do lado esquerdo das igualdades (3.1.20) e (3.1.21), temos

Afirmacao 3:
0 0 0Pf -
w0 w0 x) = (G or 2 il
+Q£-$d8@)

ox
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Lo, 020.x0) = {Pra 204 150 e

ot 19) 2 0x?
dg ~
+£ ¢dB(€)

Demonstracao: Seque da formula de Ité para as funcoes f e g compostas com £ +—>
(B(t), ®2(t, X(t))). De fato, para a funcao f temos

2
A0, 92, X(0) = g+ W awz T L0 <o 92 (c)

Usando as equagoes (3.1.13), (3.1.14) e (3.1.15), obtemos

dsﬁs(t) = dsq);(t>X(t)>
= T(P(t, X(t)))de,

d. D2, X(1) = ¢(@.(t, X(1)))de + $(®.(t, X(t)))dB(e)

d. <®2(t, X(1), B2(t, X (1)) > () = o(D.(t, X(t)))%de.

Logo,
d-f(B:(t), D2(t, X (1)) = aa—{(<I>e(t,X(t)))’f(@e(t,X(t)))dé?
+oL (@, X (1)) {6(0t, X(0))de + 31, X (1) dB(:)
2O @t X (1) (.00, X(1)
Para a funcao g, a conta é a mesma. 0
Afirmacgao 4:

9 0 19%f - on.
den-(1)%f(B:(t), ®2(t, X (1)) = {7752 {F{TJr@_ch'ngrﬁa_;;'ﬂ +f2n€a_?7€}d€

of -
w22l GaBe)



3.1 Simetria estocastica 42

e
dg  Og 10%g e
elle e (I)Q X = ar a_ ? -
den 09100, 90 X)) = {e|Fr P00 158 405k L
0
052 - GdB(E).
Demonstragio: Para a primeira igualdade, tome U(e) = n.(t)?, cujo diferencial €

dU(e) = 2n. - e de, e V(e) = f(B(t), ®2(t, X (1)), cujo diferencial foi calculado no Lema

??. Em seguida, aplique a formula da diferenciagio do produto (Coroldrio 1.1.6) para

U eV. A sequnda igualdade seque da mesma maneira, tomando U(e) = n.(t) e V(e) =
g(B(t), ®(t, X (1))). -

As afirmagoes acima fornecem o diferencial, com relagao a €, de todos os termos das
equagoes (3.1.20) e (3.1.21). Com isso, igualando as partes estocdsticas e deterministicas,

obtemos as quatro igualdades abaixo.

,[0f  0f 10°f - .
Fn +a— ¢+282- +f2nsag
5 (Pe(t: X(1))) =2 (1, X(0) + 57 (P:(t, X (1)) - == (¢, X(1))
22,0 X)) - T2 X0) - 0. X (1)
10%¢ 02 2
+§@(¢e(t>){(t>)) o =t X(1)7 - g(t, X (1))
1a¢ 82(1)2
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225 = 2 @) 2 x0) + 22 e x(0) - e x(0)
20wt x0)) - 2, X 0) - 10, X (1)
A0 x0) 2 X0 gle X0
2200 0, x00) - T 1 X (0) - gle. X0
e %H%w%%- i +9%
— %@g(t,){(t))) : ag (t, X (1)) - g(t, X(1))
125 = Lo xw) 2 xw) g X0).

O proximo passo é fazer ¢ = 0 nas igualdades acima. Lembramos que a acao do fluxo é

dada por (3.1.13), (3.1.14) e (3.1.15). Os termos envolvendo 7. e ®! sdo os mesmos pre-

sentes no Teorema 2.2.2, e ja foram calculados. Precisamos calcular os termos envolvendo

2. Usando a equagao (3.1.14), obtemos que

0P?
ox

0®?
ot

P

2 = 0.

e=0

=1, e
e=0

e=0

Portanto, fazendo € = 0 nas quatro igualdades acima, obtemos

of  of 10%f

1'{&”%“5@

. 1ot 96 . 06
. b2 2.1 2— = Z.14—Z.
¢]+f cot ~ o o !
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of - 9¢ ¢
Lor e = o tta
0¢
—.1-
+6 f
+—82—¢ 12 g(t, X (1))
2 02 g\t
10¢ 2
+§£ -0 g(t, X(t))",
99,99 10 ) 10T 06
N ¢
. - 27.1. )
¢ 5y L9t X()
Isso conclui a prova do teorema. ([l

Teorema 3.1.6 Se um campo de vetores estocastico em R x R™

X ()§+¢(t x>aax]D+ {¢(t x)ai] ’

¢ uma simetria da EDE (em R")
dX(t) =

entao, para cada 1 <1 < n,

S

f@, X (@))dt +g(t, X(t))dB(t),

G G e+ X o ()= v
%j’ n_ afjg);k (99)
% Z ) aij-ﬁ; (997),, 1<i<m
=1 —
8agzl + 5@ g +Z dg ¢J + = Zn: aija;k (@,}T) _ J; gf;gﬂ’ <l<m
gij“ya -> %:jgjl’ <lLa<m
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Demonstragao: Para cada 1 <i < n, as equagoes (3.1.20) e (3.1.21) ficam

) 8(1)21, ”aqﬂz naQq)Qi
F@ate X)o7 = 0L 3 O oy L5 EOT (g1 (3122

J=1 Jk=

'@t X(O)et) = 3 MWt 1<iem (3.1.23)

Jj=1

De maneira andloga ao caso n = m = 1, calculamos o diferencial das equagoes (3.1.22)
e (3.1.23) com relagao a ¢, e fazemos ¢ = 0, usando a equagao da agado do fluxo, que na

variavel espacial agora ¢ dada por

o (@) () =o'+ [ S @)+ S [0 @ k0)aB o)

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.7 Um exemplo simples, é a equagao do movimento Browniano em R:
dX(t) = dB(t). (3.1.24)
Aqui, as equagoes de Lie para simetrias usuais (3.1.3), ficam (veja Exemplo 2.2.4, p. 25)
1
—Tt = (bx’
cuja solucao é

T(t) = 201t+03

o(t,x) = c1x+ e,

que gera as seguintes simetrias

9, 0 9, 9,
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Ja as equagoes de Lie para simetrias estocasticas, equagoes (3.1.12), ficam

9 10%

0 = 5 2o

B 0p 102

0 = 5 2o
Lor 9
20t Oz
09
0 = %,

cuja solucao é

(t) = 2¢t+c3
o(t,x) = cx+cy

o(t,x) = «.

Essa solucao gera os mesmos campos de vetores de (3.1.25)

o 91" 01" 01"
e um campo adicional
515

Entao, no caso do movimento Browniano, as simetrias estocasticas fornecem um novo
campo de vetores de simetria, ou seja, X4, que é um campo com parte deterministica

nula.

Vimos no Exemplo 2.2.4 que as agoes que os geradores X, X, e X3 produzem sao

Gi: t—e*t Gy: t—t Gy: t—t+e

Tr— efx r—— T +e€ T — T.

J& o novo gerador infinitesimal X4, produz a agao

Gy: t—>t

r+— x4 B(e).
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Note que G4 também corresponde a uma translagao no espago, assim como Gs. Porém,
a translacao dada por G4 é aleatéria, uma vez que o movimento Browniano depende de

w € Q. Esta simetria significa que, se B = B(t,w) é um movimento Browniano, entao

B(t,w) = B(t,w) + B(c,w), onde ¢ > 0, satisfaz a mesma equacao que B, ou seja,
dX(t) = dB(t).

Note que, assim como aconteceu com as acgoes dadas pelas simetrias classicas, essa acao
estocédstica também leva movimento Browniano em movimento Browniano, embora ja

vimos que isso nao é uma caracteristica das simetrias (veja Observagao 2.2.5, p. 26).
Exemplo 3.1.8 Considere a equacao de Langevin em R:
dX(t) = aX(t)dt + bdB(t). (3.1.28)

As equagobes de Lie (3.1.3) fornecem as simetrias (veja Exemplo 2.2.6, p. 27)

X, = e“t%, X, = iat% + 62‘%%, X, = % (3.1.20)
Por outro lado, as equagoes de Lie (3.1.12) fornecem as simetrias estocasticas
X, — {6@(%]]3’ X, — {ezat%Jrezatx%]D, X, = {%r (3.1.30)
e também
915
Xy = {e“ta—x} . (3.1.31)

Novamente, as simetrias estocasticas forneceram um novo campo de vetores de simetrias,
com parte deterministica nula. Entretanto, isso nao acontece sempre. E o que ilustra o

proximo exemplo. Antes disso, note que a agao que o campo X, gera é

G4Z t—t

r— x + e Ble).

Os fluxos associados aos campos X, Xy e X3 sao dados no Exemplo 2.2.6.
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Exemplo 3.1.9 Considere a seguinte equacao em R:

a
dX(t) = dt +dB(t). 3.1.32
(1) = gt +4B0) (3.1.32)
As simetrias de (3.1.32) sdo
0 0 0
X =2t— — Xy = — 1.

e T e M T ar (3.1.33)

e as simetrias estocasticas sao exatamente as mesmas, isto é,

o 91" a1"

X, = |[2t— — Xo=|=—| . 3.1.34
! { Ji ”ax} ’ ’ [éh‘} (3.1.34)

As acoes geradas por tais campos ja foram calculadas na equagao do movimento

Browniano, Exemplo 3.1.7.

Para finalizar, vamos calcular as simetrias da equacao do movimento Browniano

geométrico.

Exemplo 3.1.10
dX(t) = aX(t)dt +bX(t)dB(t).

Os geradores infinitesimais de simetrias estocésticas dessa equacao sao dados por

o1" 4t 0 2¢Inz\ 91"
X = |z— Xy = — -
! {I@x} ’ 2 {(Zb—cﬁ) P (ta:—{— 20 — a2) 81,} ’

o2 < xe )

ot “or

sendo que X1, X5 e X3 sao suas simetrias cldssicas. Os fluxos associados sao

4e
Gy: t—t Gy : t+—— tez-a?

2¢e 2
€ b—a2 t(2b—a?) 4e 2e
T — e T — exp <62 2 Inz+ 5 (557 — 77255)

G3 t—t+ ¢
x>
Além disso, o fluxo associado a X, é

G41 t—t

B(E)-5

T — e
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3.2 Coordenadas canonicas

Uma maneira de simplificar uma equacao diferencial, utilizando suas simetrias, é de
obter coordenadas canonicas. Trata-se de um sistema de coordenadas que simplifica a

acao dada pelo fluxo associado a simetria.

3.2.1 Caso 1: Simetrias classicas

Considere a seguinte EDE:
AX (1) = F(t, X (5)dt + g(t, X (1)) dBD).

Suponha que o campo de vetores X = (¢, x)% + o (t, x)a%, com fluxo associado ®.(t,z) =
(t,2)+ [; (t(®.(t, 2)), 9(P,(t, )))dr, seja uma simetria da EDE. Através de uma mudanga

de variaveis
t — s = s(tx)

v o— oy = y(t,z),
o campo de vetores X ¢é levado no campo

. 0 0 0 0 0 0
X = [w(t.a) G 0) + 0(t.0) 0 0)| 1+ w0 ) + ot 0] o

Quando X = 0%’ o sistema de coordenadas (s, y) é chamado de coordenada canonica para
o campo X. Isso significa que, nas novas variaveis (s,y), a acao do fluxo associado a X é

dada por uma simples translacao espacial, ou seja,

S —— S

y — Yy-+e.

Vejamos como isso ajuda a resolver uma EDE.

Exemplo 3.2.1 Considere, novamente, a equacao de Langevin,

dX (t) = aX (t)dt + bdB(t).



3.2 Coordenadas candnicas 50

Um dos geradores infinitesimais de suas simetrias (ver Exemplo 3.1.8) é dado por
X = e“t%. De acordo com o que falamos acima, uma mudanga de variaveis t = s(t,z) e

x = y(t, z) gera uma coordenada candnica, se

B 0s 0s B at%

0 = (¢, :v)a(t, x) + o(t, x)%(t, r) = e e (t,x)
_ % 9y _

1 - T(t,l’) 875 (t,l')‘l'QS(t,l')ax(t,Zlf) = € ax(th)a

isto é, se
st =a(t) e ylt,a)=e "o+ B(1),

onde « e (8 sao fungoes arbitrarias. Escolhendo a(t) =t e 8 = 0, obtemos a transformagao

t — t =t
r — T = e Y.
Pela férmula de It6, segue que
dX(f) = —ae X (t)dt + e [aX (t)dt + bdB(t)]
= be “dB(t)
= be “dB({).
Logo, )
X0 =%X0)+ | b0 dB(9).
0
Portanto,

e X (1) = X(0) + / t be="dB(0),

donde segue que

t
X(t) = e X (0) + b / e dB(0).
0
Exemplo 3.2.2 A equagao do movimento Browniano geométrico (Exemplo 3.1.10)

dX (t) = aX (t)dt + bX (t)dB(t)
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admite X = xa% como um dos geradores de suas simetrias. Com esse campo, encontramos

que
t — t =t
r — T = Inx
gera uma coordenada canonica. Pela formula de [to, temos
2

dX(t) = (a - %) dt + bdB(t).

Logo,

e portanto,
0) 6(a7%>t+b3(t)

fa
o
=

Observagao 3.2.3 A teoria de Doss—Sussmann (ver [4], Secao 3.2), permite resolver

EDEs autonomas, no sentido de Stratonovich.

Dada uma EDE auténoma
dX(t) = f(X(t))dt + g(X(t))dB(t), (3.2.1)

sua versao equivalente, no sentido de Stratonovich, é

AX(t) = F(X(0)dt + g(X(1))odB(t),  F = f— %ggT, (3.2.2)

onde odB(t) representa a integracdo estocdstica de Stratonovich. Segundo a teoria de

Doss-Sussmann, a solucdo de (3.2.2) (e, conseqiientemente, de (3.2.1)) é dada por

X(t) = E&w(Z(1)),

onde £ é o fluxo
ft(z) = g9(&(2))
&o(z) = =z
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e Z = Z(t,w) é solucao de uma equagao aleatdria (ou seja, com coeficientes dependendo

de w € Q) dada por

Z(t.w) = H(B(t,w), Z(t,w)),  onde H(t,z)-%ﬁig)).

02
Aparentemente, essa metodologia para encontrar uma solugao de uma EDE esta
bem préxima da metodologia das simetrias de Lie. Entretanto, conseguimos verificar
que, no caso de simetrias pontuais (que é o tipo de simetrias utilizada nesta tese), nao é
possivel obter o método de Doss—Sussmann. Podemos comprovar isso através da seguinte
EDE:
dX(t) = X (t)*dt + dB(t). (3.2.3)
Aqui, as equagoes de Lie (3.1.12) ficam

_ 2
@x2+2x¢+¢2 — @+%$2+18¢

ot ot = dr | 2022 (32.4)
2wp = g—f—i-g—i"ﬁg—i—%%; (3.2.5)

%% - % (3.2.6)

0 = g—j (3.2.7)

As equacdes (3.2.5) e (3.2.7) implicam que ¢(t,x) = 0. Por outro lado, obtemos das

equagoes (3.2.4) e (3.2.6) que ¢(t,z) = 0 e T(t) = ¢;. Portanto, a EDE (3.2.3) admite

0

um tnico gerador infinitesimal de simetria, que é dado por X = &,

cuja acao ¢ uma
translacao no tempo. Tal simetria permite transformar uma equagao nao-autéonoma em
uma autéonoma. Como a EDE (3.2.3) ja é autonoma, tal simetria nao fornece nada de
novo. Por outro lado, aplicando o método de Doss-Sussmann, vemos que a solucao de
(3.2.3) é dada por

X(t) =¢&pw(Z(t) = B(t) + Z(),

onde Z = Z(t,w) é solugao da equacao aleatdria

Z(t,w) = (B(t,w) + Z(t,w))”.
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Isso significa que o método de Doss—Sussmann permite resolver (3.2.3), enquanto que a

teoria das simetrias (pontuais) nao.

3.2.2 Caso 2: Simetrias estocasticas

Nesta subsecao, procuramos estender o conceito de coordenadas canonicas, para o

caso de simetrias estocasticas.

Dado um campo de vetores estocastico

x=[wnd +ounl] + [l vinnl]

seu fluxo associado, ®., age da seguinte maneira:

tn—>®i(t,x)_t—|—/ TO(I)T(t,I)dT—F/ To®,.(t,x)dB(r)
0 0

r— Ot z) =x + /€¢o . (t,x)dr + /Egzzo O, (t,x)dB(r).
0 0

Considere uma mudanca de variaveis
u: (th) — (Say)7 U,(t,ZL') = (Ul(t,ﬂf),UQ(t,l')).

Tal mudanca de coordenadas leva o fluxo ®., que age no espago das variaveis (¢, x), em
um fluxo que age no espaco das varidveis (s,y), que denotamos por d.. No caso das
simetrias classicas, procuramos por uma aplicagao u tal que a agao do fluxo o seja dada
por

S —> S

y > y+eg,

ou seja,

A

De(s,y) = (s,y te).

No caso de simetrias estocédsticas, procuramos, a principio, uma mudanca de coordenadas

u tal que

A

b (s,y) = (s,y +ce+EB(e)),
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onde ¢ e ¢ sao constantes. Sabemos que a agao do fluxo ®. é dada por

d.(s,y) = uod.ou'(s,y)

= u(ufl(s,y)—i—/ Toérou_l(s,y)dr—i—/ To®, ou (s, y)dB(r),
0 0

I(s, ] o®, ou"l(s,y)d 8NO(ID,AO ~U(s,y)dB )
@m+£¢ zL@wr+A¢ (s, y)dB(r)

Logo, calculando o diferencial de d., e utilizando estas duas dltimas igualdades, obtemos

du 9 ~

(0,cde +¢dB(e)) = o [t.(s,y)d: + T(s,y)dB(e)] + a—z [¢E(s,y)d5+¢g(s,y)d3(5)
Pu . 10%u _ 10%u - )

T 3 (5 W05, y)de + 555 Te(sy) de + 555 0x(s,y)de

ou du Du _ ~ 10%u )
= {ETS(S’ y) + %Qbs(sa y) + mTE(S,y)QbE(Sa y) + 2 012 —5T(5,9)

10%u ou _ ou ~
+y gl fae 4 { St + Shats ) ape

1

onde T, = tod.0ou !, T. = Tod.ou™t, ¢. = pod.outep. = pod.out. Comparando

as partes estocdsticas e as deterministicas, isso implica que

%TE( ,y)+%¢s(5 y)+ g; () e (S,y)+%%@(5’9)2*%%2;21‘56<5’ =0
%TE(S, y) + %gbg(s,y) + g:%%g(s, Y)be(s,y) + %%’fe(sa y)? + %8;;22 0:-(s,y)* = ¢
oo+ P50 — 0
%@(s,y) + %q%(s,y) =c
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Fazendo ¢ = 0, segue que

(Oul 8u1 0%uy 1 0%, = l@zulgp)

Rt B -

ot otox 2 Ot? 2 Ox2
aUQ (9u2 821,62 ~ 1 6 U9 ~2 1 621,62 <9
(8tT+ A R AR e

ou~(s,y)
>ou‘1(s,y) = c
8u1 - 8U1 ~ 1
(ET—’— % ) ou (S y)
8uQ - 8u2 ~ _1 .
<WT+ %Qb) ou (S,’y) = C.

Isso implica que, para todo (¢, x),
0u1 aul (9 Uy 1 8 Uy ~2 182U1 ~9

ot o’ ~(“23152 T’ = °
%N 8u1¢ .
%’E‘I—%N = ¢

Na notacao anterior, temos que uma mudanga de variaveis (¢,z) = (s(t,x), y(t, z))

gera uma coordenada candnica se, para todo (t,z),

ds s -~ 10%s =2 1 9%s -
ot w3 50t et Rt T aga® = 0
ay oy 0Py - 18y2 10%y -, B
5T 5.0 B T o gt T3 = €
(3.2.8)
§~+§Q~5 = 0
ot or=~
Oy. Oy~
ET"‘a_be = C.

Observagao 3.2.4 FazendoT=0=¢,¢=0ec=1em (3.2.8), obtemos o caso cldssico,
ou seja, quando uma mudanga de variaveis gera uma coordenada canodnica, no caso de

simetrias deterministicas. O sistema resultante é:

ds 0s
ET"‘_Qﬁ =0
0 0

815 ox
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Exemplo 3.2.5 A equacao de Langevin
dX(t) = aX(t)dt + bdB(t)

admite as simetrias (ver Exemplo 3.1.8, p. 47):

D 2at D D S
X1=leat8} , Xzzr 8+62atxﬁ} , ng{a} , X4:[e“t3] .

oz a Ot oz ot ox

No Exemplo 3.2.1, vimos que para o campo Xj, uma coordenada candnica é s(t,z) =t
e y(t,r) = e ™z, que nos permitiu obter uma solugao explicita da equacao de Langevin.
Por outro lado, utilizando o campo estocastico Xy, e as condigoes (3.2.8), conseguimos
obter a mesma mudanca de varidveis s(t, ) =t e y(t,z) = ez, desde que c =1 e ¢ = 0.
Nesse caso, uma coordenada canonica é um sistema de coordenadas onde o fluxo é dado

por &.(s,y) = (s,y + ).
Exemplo 3.2.6 A equagao do movimento Browniano geométrico
dX (t) = aX (t)dt + bX (t)dB(t)

admite as simetrias (ver Exemplo 3.1.10, p. 48):

017 4t 0 2xlnz\ 91°
- oge| %= |(gra) 5 (e 5ms) 2]

X, = Pr e X, = {zﬁ}

ot ox
No Exemplo 3.2.2, vimos que para o campo X;, uma coordenada candnica é s(t,z) =t
e y(t,x) = Inx, que nos permitiu obter uma solugao explicita da equagdo do movimento
Browniano geométrico. Por outro lado, utilizando o campo estocastico X4, e as condigoes
(3.2.8), conseguimos obter a mesma mudanga de variaveis s(¢,z) =t e y(t,x) = Inx, desde

e ¢ = 1. Nesse caso, uma coordenada canonica é um sistema de coordenadas

-1
que ¢ = —3

onde o fluxo é dado por ®.(s,y) = (s,y— £+ B(e)).

Através dos exemplos acima, vemos que uma possivel definicdo de coordenada

canonica, no caso de simetrias estocasticas, ¢ a seguinte:
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- s
Definicao 3.2.7 Seja X = [1(t,2)2 + qb(t,x)%]D + [’f(t,x)% +o(t,x) 2| um campo
de vetores no espago das varidveis (t,z), com fluzo associado ®.. Considere uma mudanca
(t,2) — (s,9).

Dizemos que o sistema de coordenadas (s,y) € uma coordenada canénica quando

de varidaveis u : Denote por ®. o fluro ®., nas novas varidveis (s,y).

@s(s,y) = (s,y +ce+¢B(e)),

para alguma escolha de constantes c e c.

Com isso, obtemos o seguinte teorema ao longo desta secao:

Teorema 3.2.8 Uma mudanca de varidveis u(t,z) = (s(t,z),y(t,z)) gera uma coorde-

nada canonica, se existem constantes ¢ e ¢ tais que

Js s _~ 10%s 2 19%s ~,
ot +_¢+ata (“23152 T EL
(9y Py - 10%._ 2 10%y -,
" ¢+ata WA 5T 55529
(3.2.9)
O 055 _ g
ot ox
dy. Oy
ot +8x - ¢

E, para o caso R", temos
Teorema 3.2.9 Dado um campo de vetores estocdstico
9 a1’ 1., .01°
X = t,r)— t,x)=— t,r)—
(o) gy o)y |+ atag]

uma mudanga de varidveis u(t,z) = (s(t,x),y(t,z)) gera uma coordenada candnica, se



3.3 Transformacgoes entre equagoes estocasticas 58

existem constantes ¢ € R™ e ¢ € My xm(R) tais que, para cada 1 < i < n,

Os & T
E”jz '3 Zaﬂak(w ) = O
oy " 0yt i1 o O*y' [~ o
at”z_;aMb +2,k_1axjaxk (66 >jk - ©
= Ih= .y (3.2.10)
FH =0 1<i<m,
—— JxJ
j=1
Wa - & 1<i<m.
=t oI

3.3 Transformacoes entre equacoes estocasticas

Na segao 2.3, vimos como funciona a teoria de G. Bluman et al. ([3]) no caso cléssico.
Em se tratando de EDOs, uma condicao necessaria para se obter uma transformacao

= p(t, ) que leve uma equagao
dX(t) = f(t, X(1))dt,

com simetrias geradas por X = (¢, x)% + o(t, x)a%, em uma equacao
dY (s) = h(s,Y (s))ds,

com simetrias Y = p(s, y) & + (s, y)

B a,ul alul
POI = 50" or
_ 8#2 alu2
von = Gt 0

Nesta secao, vamos mostrar como estender esse resultado para EDOs estocasticas e

para simetrias estocdsticas. Note que para este fim, ndo precisamos exigir que T = T(t)
(ou que p = p(t)).

Considere as seguintes equagoes

dX(t) = f(t, X ())dt + g(t, X (£))dB(t), (3.3.1)
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dY (s) = h(s,Y (s))ds + o(s,Y(s))dB(s), (3.3.2)

onde B é o movimento Browniano B apdés uma mudanca temporal (note que pode-
mos ter B = B, que ocorre quando a mudanca temporal é a identidade). Sejam X =

D N s D . s
w(t)g + ot 2] + [dn2] e Y = [ nd+ v ] + [ben] s
metrias de (3.3.1) e (3.3.2), respectivamente.

Teorema 3.3.1 Se uma aplicagao pu = p(t, x) transforma a equagao (3.3.1) na equagao

(3.3.2), entdo

_ 8#1 a,ul 10%1 +
Pom = T G 0T g ¢
0 = %~
ax ) . (3.3.3)
_ Ok ﬁ 1 07 g ~
N O -
Vol = e

Observagao 3.3.2 As equagoes em (3.3.3) significam que, para cada 1 <i < n,

0 0 1” 02 .
pon = U S0 LS5 T (),

0 = 8—“1.&]'2 1<i<m
oI
]1
i . 1 8#2 ~~T
vien = +Z@ Z 23x38xk( >jk
1@”0/1 = a—”?gz;jl, 1<l <m.
= oxJ

Demonstragao: Suponha n = m = 1. Denote por (t,z) — (t,Z) e por (s,y) — (5,9)

as agoes associadas aos campos X e Y, respectivamente. Como na secao 2.3, o diagrama
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abaixo deve comutar.

(t’ ZL‘) ;) (E’ f)

(s,9) —<—(5,9)-
Isso significa que devemos ter, para todo (t, z),

—

(1 (5.7), 10, )) = (a8, 2), ot 2). (3.3.4)

Denotando o fluxo associado a X por @, e por ¥, o fluxo associado a Y, reescrevemos a

equagao (3.3.4) como

(1 (R (, ), R2(t, ), pa(P2(t, 2), DE(E, 7)) = (We(u(t, @), P2 (p(t, 7)),  (3.3.5)
de onde obtemos as igualdades

\II; (M(t’ :L‘)) = :u1<q); (t’ :L‘), (I)g(t’ :L‘))
(3.3.6)

U2 (u(t,z) = pa(Qi(t,x), PE(t, 2)).
Calculando o diferencial das equagoes (3.3.6) com relac¢do a ¢, e comparando os termos

estocasticos e deterministicos, obtemos

G\IJ;OM _ a,ul 6@; 8,u1¢ 162“1&2
Oe ot Oe ox 2 Ox?
O ~
e %d) (3.3.7)
Yop = %N-

Para finalizar a demostragao, basta fazer ¢ = 0 em (3.3.7).

Para n e m quaisquer, basta tomar cuidado com a acao espacial, que ¢ dada por

T = (@g)l (t,z) = 2" + /0E ¢ (@, (t,x)) dr + Z/OE Y (®,.(t,z))dB’(r)
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y =7 = (1) (s,y) =y +/ U (U (s,y)) dr + Z/ 7 (U, (s,y)) dB(r).
0 =1 Jo
A demonstracao é andloga ao caso n =m = 1. 0

Exemplo 3.3.3 Dada uma EDE

dX(t) = f(t, X(¢))dt + g(t, X(¢))dB(t),

e uma aplicacao F de classe C? (a valores em R), sabemos através da férmula de It6 que

oF OF 10°F oF
dF(t,X(t)) = <E + 8_xf + 5@5]2) dt + %gdB(t)

Logo, se F' satisfaz a EDP

6_F+8_Ff+182F )
ot oz

2 Ox? g 0,

segue que a aplicacdo u(t,z) = (t, F(t,x)) transforma a EDE

dX(t) = f(t, X (t))dt + g(t, X (t))dB(t) (3.3.8)
na EDE
OF
AX(t) = (8 X (£)g(t, X ()dB(2), (3.3.9)

ou seja, uma tal aplicacao remove o coeficiente do dt (conhecido como drift) de uma
EDE. Segundo a teoria de G. Bluman et al., a aplicagao u leva cada gerador de simetria

de (3.3.8), em um gerador de simetria de (3.3.9).

Exemplo 3.3.4 Considere a EDE (em R)

dX(t) = (aX(t) + b)dt +dB(t), a#0, (3.3.10)

p(t,z) = (— e;:t et (a: + 2)) . (3.3.11)

e a aplicagao
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A acado de p nas variaveis t e x é dada por

—2at

_ e
2a

t—t = mtz) = —

T—T = us(t,z) = e_at(qué).
a

Seja X = X(t) uma solugao de (3.3.10). Pela férmula de It6, temos que

dX(t) = %(t, X(t)dt + %(t,X(t))dX(t) + %%(t, X(t)d <X > (t)
= e “dB(t),

isto é,
X(t) = X(0) + / e~ dB(s).

Por outro lado, note que

6—2at t )
t=— :/ n(s)ds,
2a 0

onde n(t) = e % set #0en(0) =0. Logo, de acordo com o Teorema 1.2.1, temos que

/0 "o waB(s) = /0 t e (O}(S))dﬁ(s) _ /0 "dB(s)

0 que mostra que

dX(f) = dB(?).

Portanto, a aplicagdo pu dada em (3.3.11) transforma a equag@o (3.3.10) na equacao do
movimento Browniano.

Tal aplicacao foi utilizada por R. Kozlov, em [11], mas o autor ndo mostrou como
ela foi obtida. Vejamos como podemos obter a transformagao p, usando o Teorema 3.3.1

acima.

As simetrias de (3.3.10) sdo geradas por

0 0 0
Xl _ X2 — eZat_ + (CLIL' + b)62at_ X3 — eat

9
ot’ ot ox’ x
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e as simetrias de (3.1.25) por

0 0 0 0
§7 YQ—Qta—i—.’E%’ Yg—%

Os colchetes de tais campos sao dados por

le

(X1, Xs] = 2aX,, (X1, X3] = aXs, (X5, X3] =0

[Yh YQ] - 2Y17 [Yla Y3] = 07 [Y27Y3] = Y3‘
Primeiro, vamos ajustar os coeficientes. Substituindo X; por X; = a¢X; + abXs + a4 Xs
e impondo que

[X17 XQ] = 2X17 [Xla X3] = 07 [X27 X?)] = X?w

1

a’

1

obtemos ay = —1,a3 = 1, a3 =1e aé- = 0 para os demais indices 1 < 4,5 < 3, 0 que

significa que

~ ~ 1 ~
Xl = _X27 X2 = _X17 X3 = X3'
a

Portanto, X, X5 e X; geram a mesma algebra de Lie que X, X5 e X3, e possuem 0s
mesmos coeficientes de Y1, Yo e Y. Entao, uma condi¢ao necessaria para encontrar uma
aplicacdo p que leva (3.3.10) em (3.1.25), é que as condigoes (3.3.3) devem ser satisfeitas

para cada par Xi, Y. Isso implica que i deve satisfazer o sistema abaixo.

(
0
1 = —e2at%+(a$+b)62“t%
0 = —62“%—%((&%—())62‘”%
10
¢ (3.3.12)
_ Lo
H2 = a Ot
aul
— at 1
0 =c¢ ox
Oz
1 = eatZf2
\ € 8x

Resolvendo o sistema (3.3.12), encontramos a transformagao p dada em (3.3.11).
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