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Resumo

Neste trabalho apresentamos modelos matematicos de processos evolutivos, utilizando como abor-
dagem principal a descri¢cao da frequéncia de fenétipos em populagoes. Sao propostos diversos modelos
baseados em equagoes diferenciais parciais, ordinérias e equagoes de recorréncia. Sao apresentados
resultados de suas anélises, bem como comparagoes com modelos genéticos aditivos. Como uma ilus-
tragao do tipo de abordagem proposto, criamos um modelo de um sistema do tipo parasita-hospedeiro
(Maculinea- Myrmica) utilizando-o com o objetivo de analisar comportamento de especificidade de hos-
pedeiro. Finalmente, apresentamos generalizacbes dos modelos em espacos de fendtipos e indicamos
direcOes para aprofundamento de pesquisa.

Palavras-chave: evolucao, modelos, espaco de fenétipos, Maculinea-Myrmica, equagoes diferenciais,

parasita, hospedeiro, dinamicas evolutivas.
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Abstract

In this thesis we present models of evolutionary dynamics that describe the changes in frequencies
of phenotypes in populations. The models proposed are based on ordinary and partial differential
equations and difference equations. Results from the analysis of the models and comparisons with
the behavior of additive genetic models are presented. We develop a model for a host-parasite system
(Maculinea- Myrmica) using the phenotypic space aprroach with the objective of analysing the host-
specificity behavior of the species. Finally, we present generalizations of the models of phenotypic spaces
and indicate directions for further research in the area.

Keywords: evolution, evolutionary dynamics, phenotypic space, Maculinea- Myrmica, differential equa-

tions, parasite, host.
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Alelo

Corrida armamentista
Corrida as armas
Delecao

Dipléide

Especiagao
Especiacao alopatrica
Epistasia

Estase

Fenotipo

Fluxo lateral de genes

Genotipo
Haploide

Lécus

Pleiotropia

Poligene

Populacao polimoérfica

diferentes formas de um dado gene, ocupando uma posi¢do num dado
cromossoma (Locus).

regime de coevolugao entre espécies no qual ambas modificam seus fenoti-
pos por influéncia mitua.

mesmo que Corrida as Armas.

perda de um fragmento de material genético.

célula ou individuo cujas células possuem com dois conjuntos completos
de cromossomos.

processo evolutivo pelo qual as espécies vivas se formam.

processo de especiacao que ocorre quando populagoes bioldgicas ficam
fisicamente geograficamente isoladas de forma a criar isolamento repro-
dutivo interno (genético) entre si.

efeito no qual uma caracteristica de um organismo depende da agao de
diversos genes que se associam independentemente.

periodo, durante a evolucao, em que as espécies se mantém relativamente
sem mudancas.

caracteristicas observaveis ou caracteres de um organismo vivo.
processo em que um organismo vivo transfere material genético para
outra célula que nao é sua descendente.

material genético de um organismo vivo.

célula ou individuo cujas células possuem apenas um completo de cro-
mMossSomos.

local fixo num cromossomo onde esté localizado determinado gene ou
marcador genético.

efeito no qual um gene influencia na determinagao de diversas caracteris-
ticas de um organismo.

Um alelo de um grupo de genes que, individualmente, exerce efeito adi-
tivo em caracteres quantitativos.

Populacao na qual existem dois ou mais fenétipos alternativos comuns.
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Reloégios moleculares

Selecao estabilizadora

Selecao neutra

Conjunto de técnicas em evolugao molecular para relacionar o tempo de
divergéncia entre duas espécies com o ntumero de diferengas moleculares
medidas entre as sequéncias de DNA ou proteinas.

selecao na qual os individuos com caracteristicas extremas sao elimi-
nados da populacao, favorecendo a selecao de caracteristicas de valor
intermediario.

processo de evolucao neutra, onde todos fenétipos se reproduzem com a

mesma velocidade.
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Capitulo 1

Introducao

I would defend the liberty of concenting adult creationists to prac-
tice whatever intellectual perversions they like in the privacy of
their own homes; but it is also necessary to protect the young and
tmmnocent.

Arthur C. Clarke

Nesta era de abundéncia de informagoes, vivemos em um perigo constante de, ao desejarmos fazer
jus ao conhecimento acumulado pela humanidade, perder-nos em digresses e aprofundamentos in-
terminaveis. O que é ainda pior, podemos ter a certeza de que dificilmente faremos justiga a real
profundidade do conhecimento ja adquirido pelos especialistas na direcao de nossas digressoes. Dessa
forma, decidimos optar pela concisao nesta introducao, evitando alongar nossa exposicao de assuntos
sobre os quais nao somos especialistas.

Este trabalho esta relacionado ao tema biologico da Teoria de Evolucdo. E dificil exagerar na
importancia do tema, sendo que alguns autores especialistas (Dawkins, 2004) afirmam que ela explica
quase a totalidade das questoes relacionadas com o fenémeno da vida, chegando, inclusive, a conjecturar
que a mesma poderia ser uma lei universal na formacao da vida complexa. Apenas por uma questao de
precisao, queremos deixar claro que, quando nos referirmos & Teoria de Fvolucao, fazemos referéncia ao
conjunto de idéias e evidéncias que ficaram conhecidos como a Sintese Evolutiva Moderna (Barton et al.,
2007; Futuyma, 2009).

Considerando a abrangéncia do tema, corremos sempre o risco de cair entre dois extremos, ambos
indesejaveis: o de discutir casos tao gerais que dificilmente se relacionam com alguma observacao conc-
reta ou o de nos concentrar em um caso tao especifico que as conclusoes sejam particulares demais para
serem aproveitadas em qualquer outro contexto. Navegar entre esses extremos é uma arte e, como toda
arte, tera seu sucesso ou qualidade avaliada de acordo com o temperamento do critico.

Em nosso trabalho, buscamos realizar idas e vindas entre esses pontos de vista, apresentando con-
ceitos abstratos, relacionando resultados experimentais com resultados dos modelos, criando modelos
para sistemas biologicos especificos e relacionando diferentes abordagens para um mesmo fendémeno.
A seguir apresentamos, na organizacao em capitulos deste trabalho, como buscamos evitar os temidos
extremos:

e Capitulo 1 - Introducao: discutimos que tipo de processos evolutivos serdao considerados neste
trabalho, que tipo de abordagem utilizaremos e a quais relagoes dos mesmos daremos destaque.

e Capitulo 2 - O modelo bésico: apresentamos um modelo de evolucdo baseado em espagos de
fenétipos que utiliza hipoteses simples, delineando alguns resultados analiticos, relacionando-os
com resultados experimentais e de outros modelos.
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e Capitulo 3 - O sistema Maculinea- Myrmica: utilizamos o modelo béasico apresentado no capi-
tulo 2 para desenvolver um modelo de coevolucao entre parasita e hospedeiro em um sistema
bioldgico especifico, apresentando resultados gerais relativos ao comportamento de especificidade
de hospedeiro.

e Capitulo 4 - Extensoes e diregoes: ilustramos como o modelo bésico pode ser visto como um caso
particular de modelos mais gerais, apresentamos extensoes dos modelos e indicamos algumas
diregoes para aprofundamento de pesquisa.

e Capitulo 5 - Conclusoes: apresentamos observagoes gerais quanto aos resultados obtidos e diregoes
de aprofundamento.

Sem mais, seguimos apresentando algumas idéias fundamentais a respeito de processos evolutivos.

1.1 Processos evolutivos e uma abordagem de espaco de fenétipos

Dada a grande diversidade dos seres vivos e das formas pelas quais os mesmos vivem e se repro-
duzem, é dificil definir com precisao absoluta um processo evolutivo geral que represente simultanea-
mente todos esses casos. Como um exemplo concreto de um fator que influencia significativamente o
processo evolutivo, mencionamos o fluxo lateral de genes, cuja relevancia levou, inclusive, a uma pro-
posta de revisdo de aspectos fundamentais da arvore filogenética da vida (Doolittle, 2000). Citamos o
fator de transferéncia lateral (ou horizontal) de genes em destaque, por ser um exemplo critico da diver-
sidade de formas pelas quais o processo evolutivo pode ocorrer, um fator que influencia definitivamente
a forma pela qual os genes sao transferidos de um organismo para outro.

Assim, de forma a limitar o escopo de nossa discussao a limites razoaveis, faremos uma breve
exposicao do tipo de processo evolutivo que abordamos neste trabalho. A visdo de processo evolutivo
que utilizaremos serd a de um ciclo que inclui relagoes entre genétipo, fenotipo e valor de adaptacao.
Em um processo evolutivo ideal, a cada genétipo corresponde um fendtipo, que por sua vez esti
relacionado com um valor de adaptagao. O fenétipo, de acordo com seu valor de adaptacao e de um
mecanismo de reproducao, ira gerar novos genoétipos, fechando o ciclo do processo evolutivo. Na figura
1.1 apresentamos esquematicamente esses componentes e suas relacoes.

O conceito de fenoétipo é extremamente amplo, incluindo o formato fisico especifico de moléculas
(Fontana e Schuster, 1998a), modificagoes na paisagem realizadas pelo repertorio comportamental da
espécie e até mesmo influéncias sobre o comportamento de outras espécies que fazem parte do ambiente
(Dawkins, 1982). O conceito de genotipo pode ser definido mais claramente quando podemos definir
um ndwiduo da espécie em estudo, neste caso, o genétipo do individuo sera simplesmente o conjunto
formado por seu material genético (Barton et al., 2007; Futuyma, 2009). Finalmente, o conceito mais
comum para o valor de adaptagao de um individuo é o ntimero de descendentes que ele produz em
uma geragao (Futuyma, 2009). No caso em que os individuos se reproduzem continuamente, o valor de
adaptagao é tomado como a taza instantdnea com que o individuo produz descendentes. Observamos,
entretanto, que muitas vezes sao utilizadas medidas de desempenho energético ou conceitos de “inclusive
fitness” como substitutos do valor de adaptagao (Dawkins, 1982; Nowak et al., 2010; Parker e Smith,
1990).

A correspondéncia entre genotipo e fenotipo é influenciada por fatores complexos como, por exemplo,
o processo de morfogénese e a influéncia do meio ambiente. Kollar e Fisher (1980) apresentaram um
estudo no qual, através da manipulacao de tecidos provenientes de galinhas, era possivel obter-se a
formacao de dentes nestes animais, sugerindo que os genes para a produgao dos mesmos ainda estavam
presentes no genoma da espécie. Dessa forma, esse estudo comprova que alteragoes no processo de
morfogénese podem influenciar de forma muito significativa os fenétipos resultantes de um mesmo
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Figura 1.1: Esquema de um processo evolutivo.

genoma. Mais recentemente, Harris et al. (2006) encontraram mutantes em uma espécie contemporanea
de aves que apresentavam a formagao de dentes através de um processo similar ao que ocorre em
crocodilos. O meio ambiente também exerce um papel fundamental na formagcao do fenotipo, uma vez
que pode influenciar o proprio processo de morfogénese. Um exemplo disso é a determinagao do sexo em
espécies de crocodilos pela temperatura durante o processo de incubagao (Ferguson e Joanen, 1982).

A relacdo entre fenotipo e valor de adaptacdo, por sua vez, também esta repleta de particulari-
dades, recebendo influéncias do meio ambiente, incluindo a distribui¢do de fen6tipos dos membros da
mesma espécie e de outras. A expectativa de que o processo de selecdo natural resulte em individuos
com fendtipos adaptados ao seu meio sugeriu naturalmente que uma forma de estudar a distribuigao
de fen6tipos em uma populacao seria utilizar a hipdtese de que os fenétipos maximizam valores de
adaptacao, relacionando, desta forma, teoria de otimizacdo com processos evolutivos. Apesar desse
tipo de abordagem ter sido alvo de criticas (Gould e Lewotin, 1979), alguns estudos apresentaram re-
sultados bastante convicentes, tanto em termos quantitativos (Schmid-Hempel et al., 1985) como em
termos qualitativos (Hamilton, 1967). Para uma discussdo resumida do alcance e limitagoes desse tipo
abordagem, indicamos o artigo de Parker e Smith (1990).

Finalmente, a relacao entre valor de adaptacdo e a geracao de gendtipos dependera da forma de
reproducao e de efeitos aleatérios como mutagao e recombinacao. Diversos fendémenos na replicagao
do DNA influenciam na forma com que os gendtipos sao gerados. Por exemplo, a acao de transposons
(pedagos de DNA capazes de se replicar e inserir suas copias nos cromossomos) pode levar a diver-
sos fenomenos relevantes no que se refere a formacao de genétipos, como remogao de genes inteiros e
duplicagao ou inversao de regides do DNA (Futuyma, 2009, pag. 194). Efeitos mais comuns que tam-
bém influenciam a formagao dos genétipos sao as formas de reproducao (sexuada, assexuada ou com
alternancia) e mecanismos regulares de recombinagdo, como o “crossing over”.

Uma compreensao profunda dos processos evolutivos a que nos referimos na figura 1.1 seria atingida
se todas as relagoes causais entre genotipo, fenétipo e reproducao fossem conhecidas. Naturalmente,
diversos fatores tornam essa compreensao limitada: desconhecimento dos detalhes do funcionamento
dos processos de morfogénese, incapacidade de determinar quais fatores ambientais estardo presentes
nos momentos criticos dos processos (fatores de clima, por exemplo), desconhecimento da influéncia
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exata dos impactos dos fatores ambientais na capacidade de reprodugao ou morfogénese, entre outros
fatores.

O processo evolutivo é também influenciado por fatores aleatérios' sejam estes de natureza macroscopica
(clima, agao de outras espécies) ou microscopica (mutagoes devido a a¢ao de radiagao, recombinagao de
material hereditario). A influéncia dos fatores aleatérios é levada em conta, por exemplo, em modelos
de evolugao neutra (Kimura, 1983) e em diversos modelos de dinamica de adaptagao (Pigliucci, 2008;
Wright, 1932, 1988). Seria um erro supor que os resultados dos processos evolutivos sdo determinados
exclusivamente pelos fatores aleatérios que os influenciam. Como o nivel de organizagao e ordem que ob-
servamos no mundo natural é um estado que faz parte de uma classe de estados altamente improvéveis,
a hipotese de evolugao absolutamente neutra possui uma chance muito pequena de ser verdadeira.
Assim, podemos pensar em um processo evolutivo como uma combinacao de fatores aleatorios e adap-
tativos, sendo que um tipo de fator faz com que o processo evolutivo seja tinico e o outro “direciona”
o mesmo rumo a formas mais eficientes (no sentido de replicac¢do). Dessa forma, quando tratamos de
modelos em que as relagoes de fenotipos e valores de adaptacao ou as relagoes entre gendtipo e fenotipo
sao deterministicas estamos destacando os efeitos adaptativos que, sem davida alguma, desempenham
um papel fundamental nas dindmicas evolutivas. Mencionamos, sem entrar nos detalhes, que fatores
aleatorios, como efeitos de mutagao, estao inclusos em diversos modelos deterministicos sob o aspecto
de taras médias.

Valor de
adaptacdo

Forma de reprodugéo
Mutagéo
Valor de adaptagéo
relacionado diretamente
com o genétipo

Genotipo

Fenotipo

Figura 1.2: Esquema de um modelo que simplifica o processo evolutivo, atribuindo diretamente a cada gendtipo
um valor reprodutivo ou de adaptacado.

Uma vez que 0 mapeamento entre genotipo e fendtipo é extremamante complicado, é comum, no
processo de criagao de modelos, associar diretamente a cada gendtipo um valor de adaptacgao. Como o
processo evolutivo depende essencialmente da hipotese de que certos genes oferecem alguma vantagem
no sentido de selecdo natural, esse tipo de associacao direta foi bem aceita e utilizada em diversos
modelos simplificados de dindmicas evolutivas. Como exemplos especificos do tipo de associacao a que
estamos nos referindo citamos, por exemplo, os trabalhos de J. B. S. Haldane (Haldane, 1924a,b, 1926,
1927a,b, 1930, 1931, 1932a,b, 1934) e o conceito de “paisagem adaptativa’ (fitness landscape) de Sewall

!Evitando discussbes mais filosoficas sobre o significado da palavra “aleatério”, neste trabalho a mesma podera ter o
significado de imprevisivel, ou estar relacionada com variaveis que possuem distribui¢ées probabilisticas.
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Wright (Wright, 1932, 1988). Ao atribuir diretamente um valor de reprodugao, ou valor de adaptagao,
ao genotipo, os modelos eram capazes de evitar ter que descrever em detalhes as complexidades do
mapeamento entre genotipo e fenotipo. Uma forma de representar essa classe geral de modelos (apenas
como representagao do conceito), ¢ um esquema como o da figura 1.2. Citamos (Barton et al., 2007,
caixa 1.3,pag. 356) para ilustrar esse tipo de abordagem:

“[...] in population genetics we often refer to loci rather than genes, because what mat-
ters is the effect of some small region of the genome on fitness — not whether that region
corresponds to the sequence encoding one functional protein or RNA molecule.”

Em nosso trabalho, utilizamos uma forma de abordagem distinta para descrever os processos evo-
lutivos, colocando mais énfase na relagao fenotipo-valor de adaptagao e na descrigao da frequéncia de
fenotipos na populacao do que na descricao da frequéncia de genes, evitando, desta forma, a complexa
relacdo existente entre fendtipos e genodtipos. Naturalmente, como ambas abordagens, uma centrada
na descrigdo de frequéncia de gendtipos e a outra centrada nos fenotipos, referem-se ao mesmo tipo de
fenémeno, encontramos em ambas resultados analogos entre si (ver segoes 2.3.4, 2.3.5 e 2.4).

A descrigado da dindmica da frequéncia de fendtipos da populagdo ja foi utilizada em diversos
modelos, muitas vezes de forma implicita. Como um exemplo, citamos a abordagem de Teoria dos
Jogos para processos evolutivos (Smith, 1982). Nesse tipo de abordagem, nos conceitos de estratégias
de espécies e estratégias evolutivamente estéveis (ESS), cada estratégia é, na verdade, uma forma
de fendtipo da populacao, ao qual se atribui um certo valor reprodutivo. Note que, neste caso, pouca
importéncia é dada a relacao entre valor de adaptagao e geragao de gendtipos e a relagao entre gendtipo
e fendtipo.

Um conceito fundamental para a abordagem que utilizamos é o conceito de espaco de fenoétipos, que
representa o espaco onde a populacao de interesse esté evoluindo. Esse espaco inclui todos os fenétipos
possiveis que a populagao pode assumir durante o processo evolutivo. Dada a abrangéncia do conceito de
feno6tipo, esse espago serd distinto para cada contexto, podendo ser um conjunto finito, discreto, continuo
e pode possuir um dentre diversos tipos de topologias. Alguns estudos sobre evolugdo de proteinas
discutem a importancia da topologia do espago de fendtipos para o processo evolutivo e outros ainda
abordam a questao de se a relagao entre genotipo e fendtipo é do tipo “continua” (Fontana e Schuster,
1998a,b) (utilizamos aspas aqui porque ¢ um conceito de continuidade que nao coincide exatamente
com o conceito matematico formal). Pigliucci (2007) discute metodologias de estudo para investigar
relagoes causais em espacos de fendtipos, argumentando, por exemplo, que somente correlacao entre
caracteristicas nao é evidéncia suficiente para deduzir algum tipo de relagdo em termos de restrigoes de
desenvolvimento ou de relagoes genéticas (pleiotropia ou epistasia por exemplo) que controlam essas
caracteristicas.

Em nosso trabalho, visamos criar modelos através de uma abordagem de espago de fendtipos,
modelos que busquem descrever a dindmica da mudanca de frequéncia dos fenétipos da populagao.
Nesse caso, estaremos pensando no processo evolutivo como uma relagao direta entre reproducgao e
fenotipo, representada esquematicamente pela figura 1.3.

Observamos que, neste caso, temos duas relagoes que merecem destaque especial: a influéncia
do fenotipo na reproducao e a determinacao do fendtipo pelo processo reprodutivo. A influéncia do
fenotipo na reprodugao é a discussao mais comum e ja foi utilizada em diversos tipos de abordagem
(McGill e Brown, 2007), relacionando a cada fendtipo um valor de adaptagao que esté associado ao
sucesso reprodutivo. A relagdo de determinagao do fenétipo pela reprodugao é mais complexa e é mais
particular do tipo de abordagem que estamos propondo. Cada tipo de reproducao (assexuada, sexuada,
mista, com ou sem fluxo lateral,etc) define uma forma pela qual os fendtipos sao gerados. Por exemplo,
se temos um individuo hapléide que se reproduz assexuadamente, os genétipos de seus descendentes
imediatos serao idénticos ao dele a menos de mutagoes, ou seja, esperamos o mesmo fen6tipo a menos
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Figura 1.3: Esquema de um modelo que simplifica o processo evolutivo, relacionando diretamente a reproducao
ao fendtipo.

dos efeitos das mutagoes. Se temos individuos dipléides com reproducao sexuada, o genotipo da geragao
seguinte depende de um encontro com outro gendtipo e de uma forma de “embaralhamento” desses,
afetando também a forma com que os fenétipos se modificam de uma geragao para outra. Uma forma
de pensar sobre essa postura é que estabelecemos certas hipoteses, caso um sistema bioldgico satisfaca
tais hipoteses devemos observar os comportamentos previstos pelos modelos. A discussdo do quanto as
hipoteses sao satisfeitas pelo sistema biologico é uma questao técnica a parte.

A discuss@o se cada hipotese estabelecida € ou ndo plausivel sera particular para cada caso e,
apesar de afetar as conclusoes bioldgicas extraidas da dindmica, nao influencia a validade dos resultados
obtidos a partir das hipdteses estabelecidas. Isso nos coloca em uma posi¢cao em que podemos efetuar
certas hipoteses sobre as relagoes entre reproducao e geragao de fenotipos, propondo entao modelos e
dindmicas para as relagdes propostas, separando a discussao da plausibilidade biolégica do célculo das
consequéncias dessas hipoteses.

Evidentemente, devemos buscar hipdteses que sejam plausiveis em termos biolégicos, ou seja, re-
lagoes entre reproducao e geracao de fendtipos que possam, de fato, ser exibidas por populagoes reais.
Na secao 2.4 damos um exemplo de como é possivel discutir relagoes sobre a forma de reproducgao e
geragao de fendtipos com hipoéteses de relagoes diretas entre reprodugao e fendtipos. Observamos tam-
bém que uma das vantagens desse tipo de abordagem é que, em diversos casos, é mais facil registrar
experimentalmente observagoes de fendtipos do que registrar frequéncias de genes e relacionar genes
com taxas de reproducao, facilitando a discussao a respeito da plausibilidade de hipoteses de relagoes
entre reproducao e fenétipos.

No capitulo seguinte, apresentamos um modelo obtido através das formas mais elementares de
espago de fendtipos e das relagoes genétipo-fenétipo-valor de adaptagao.



Capitulo 2

O Modelo Basico

Neste capitulo apresentamos uma forma de deduzir um dos modelos mais bésicos de evolugao em
espagos de fenotipos, discutindo alguns resultados de sua andlise, comparando-os com resultados de
outros modelos e algumas observagoes experimentais.

2.1 O modelo basico

Nesta secao apresentamos um modelo que trata de um dos casos mais simples de espaco de fenétipos
e formas de reproducgéo. Denominaremos por {2 o conjunto que contém todas as possibilidades de
fenotipos que os individuos de uma populagao podem assumir. Neste caso, trataremos da situacao em
que o tnico aspecto de interesse é uma variavel quantitativa (altura, peso, tempo para atingir a idade
reprodutiva) fazendo com que 2 se reduza ao conjunto dos ntimeros reais R ou a um intervalo [a,b] C R.
A partir desse modelo desenvolvido para o caso unidimensional é possivel sugerir sua generalizacao para
espacos com dimensdo maior e, desta forma, obter um modelo simplificado da dindmica evolutiva que
busca descrever n tracos quantitativos nao-correlacionados.

Para deduzir um modelo basico, tomaremos 2 = [—~L, L] C R e trabalharemos com uma discretiza-
¢ao do dominio 2. Sejam I;, ¢ = 1,...,n os intervalos resultantes da divisao de {2 em n intervalos
iguais, sendo o primeiro I} = [-L, —L + Axz] e o dltimo [,, = [L — Az, L], com Az = 2L/n.

Definimos U; como o nimero de individuos de uma populagao que estdao no intervalo I;. Neste
modelo inicial nao levaremos em consideragao aspectos como sexo ou distribuicao etaria da populagao,
classificando os individuos somente em relagao a caracteristica descrita pela sua posi¢do x no espaco
de fendtipos.

Buscamos propor um modelo que represente uma dindmica evolutiva com as seguintes caracteristi-
cas:

1. A populacao se distribui em um espaco de fendtipos €.
2. A taxa de reproducao dos individuos depende de sua localizacdo no espaco de fenotipos.

3. O meio em que se encontra a populagao possui recursos limitados e todos os individuos competem
uns com os outros pelos recursos.

4. Ao se reproduzir, individuos produzem descendentes com caracteristicas iguais ou semelhantes as
suas no espaco de fenotipos.

Para incluir todos esses elementos na dindmica do modelo, iniciamos com uma dindmica de repro-

ducao do tipo Malthus, ou seja:
av; U
at
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onde r representa a taxa de reprodugdo méaxima da espécie. Como desejamos modelar uma situagao
onde existe variagao fenotipica, incluimos um coeficiente de variacdo o € (0, 1), fazendo que apenas
uma fracao dos descendentes seja incluida na mesma classe U; de seus pais, o restante sendo distribuido
entre as classes adjacentes U;_1,U;11:

% = %TUifl +7r(l—o)U; + %Ui+1~

A inclusao do coeficiente o merece algumas observagoes. Primeiro, como estamos buscando modelar
uma situacao onde os individuos geram descendentes iguais ou semelhantes a eles mesmos, o representa
a fra¢ao dos individuos que sao gerados pelos individuos da classe ¢ mas que nao possuem fenotipo
dentro dessa classe. Fatores bioldgicos que podem gerar essa diferenciacao de fendétipo entre pais e filhos
sao, por exemplo, mutagoes ou recombinacoes. Na secao 2.4 apresentamos um exemplo no qual, através
de hipoteses mais precisas sobre a forma de reproducgao, mutacao e geragao de fenétipos chegamos a
um modelo equivalente ao deduzido nesta segao.

De maneira a diferenciar a taxa de reprodugéao dos individuos de acordo com sua posi¢ao no espago
de aspecto, supomos que existe uma func¢ao f : Q — [0, 1] que representa o valor de adaptagao do
individuo. Um valor de 1 para f significa que o individuo possui a taxa maxima de reproducao da
espécie, enquanto que um valor nulo representa um individuo incapaz de se reproduzir. Definindo f;
como o valor de f no ponto médio do intervalo I;, podemos incluir no modelo a reproducao diferenciada
dos individuos fazendo:

dUu;
dt

ro ro
= EfiflUifl +r(l—o0)fiU; + 7fi+1Ui+1- (2.1)

A fungdo f neste caso representa exatamente a relagao entre fendtipo e valor de adaptacao men-
cionado na secao 1.1. Naturalmente, seria possivel trabalhar com uma funcao f : 2 — R, no sentido que
f nao teria um valor méximo pré-estabelecido, entretanto, é interessante trabalhar com uma funcao f
dentro da escala [0, 1] porque isso define uma escala temporal no modelo, através da taxa de reprodugao
méxima. Se a taxa de reprodugdo R(x) da espécie for limitada em € (uma hipotese biologicamente
razoavel) o que estamos fazendo é simplesmente escrever R(z) como o produto de dois termos: uma
fungdo f(x) e o valor maximo de R(z) em €, R = max,cq{R(z)}, ou seja, R(x) = f(x)R.

A dindmica dada pela equacao 2.1 ndo limita o crescimento da populacdo, uma vez que nao inclui
nenhum termo de mortalidade. Uma forma simples de incluir a limitacdo do crescimento na dindmica é
através de um termo de mortalidade do tipo Verhulst, —rU;N/K, onde N ¢ o total da populagao e K
a capacidade de suporte do meio. Observando que N = Z;-Lzl Uj, modificamos a dindmica para obter:

dU;  fi—iro fiv1ro a
pr = 5 U1+ fir(l—o)U; + 2 Uiy1 —rU; ; Uj/K. (2.2)
Rearranjando os termos, ficamos com:
dU; ro =
= — (fieaUiz1 = 2fiUi + fir1Uita) +7U; | fi — ZU]‘/K (2.3)
dt 2 ot

Utilizamos o termo N como a soma dos individuos de todas as classes porque a hipotese inicial do
modelo era que todos individuos competem pelos recursos limitados do meio. A equagao 2.3 define uma
dindmica para os compartimentos utilizados na discretizacao do espago de fenétipos. Se denominamos
u(x,t) como a densidade de individuos de caracteristica x no instante t, a equac¢ao 2.3 sugere uma
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dinamica na forma: )
(2—7: = rvia [gé;c)u] +ru <f(:v) — /Qu(x)da:/K> , (2.4)

onde V é o coeficiente de variagao fenotipica, r a taxa de reprodugao maxima e K a capacidade de
suporte do meio. Uma discussao mais profunda a respeito do significado do pardmetro V pode ser
encontrada nas segoes 2.2, 2.4 e 4.1.

2.2 Condigoes de contorno e adimensionalizagao

As condigbes de contorno do tipo Neumann e Dirichlet para o modelo dado pela equagao 2.4 podem
ser interpretadas biologicamente da seguinte forma:

ou

Oz =L
produzir variacao para valores além do limite L.

= (: fluxo nulo na fronteira. Os mecanismos de variagao fenotipica nao sao capazes de

2. u(L,t) = 0: condigao nula na fronteira. O fenotipo = L é letal, todo individuo que nasce com
esse fenétipo morre instantaneamente.

Como um exemplo de uma situacao de fluxo nulo, citamos o caso em que uma populacao sobre pressao
seletiva direcional (seleciona-se pelo aumento/decréscimo de certo trago quantitativo) alcanga um “platd
evolutivo”, no qual, mesmo que exista uma pressao seletiva para o aumento de uma certa caracteristica
fenotipica, nao hé mais variagao fenotipica na dire¢ao do aumento para que a selegao seja eficiente. Um
exemplo experimental desse tipo de situacdo é o estudo de Dobzhansky e Spassky (1969). Em outros
casos, a variacao fenotipica oferecida pelas populacoes é suficiente para manter a selecao direcional por
“longos” periodos de tempo (Dudley e Lambert, 2004; Yoo, 1980).

Nesta se¢ao, buscaremos concentrar nossos esforcos na andlise de situagoes onde as condigoes de
contorno nao sao determinantes para a dindmica evolutiva, isto é, idealmente, terfamos (2 = R, repre-
sentando uma situacao onde sempre ha variagao fenotipica na populagao em todas diregoes, de forma
que a sele¢ao possa atuar indefinidamente em ambas diregoes. O foco nessa situacao também nos indica
uma sugestao de adimensionalizacao para a variavel x do espago de aspecto. Uma vez que buscamos
analisar situagoes onde o “tamanho” de ) nao possui um papel significativo para a dindmica do sistema,
o unico parametro que pode gerar grandezas da mesma unidade de x é o coeficiente de variagdao V.

Tomamos as seguintes varidveis adimensionais:

t' =rt; x*=x/VV; u(z*t) = u/V/K,

uma interpretagao biolégica dessas varidveis é a seguinte: o tempo é medido na escala de tempo de
uma mudanca significativa no tamanho da populacao, a variacao fenotipica = é medida em termos da
distancia percorrida pela populagao através de variacao fenotipica na escala de tempo da reproducéao,
analoga & distancia de difusdo /Dt = /(rV)(1/r) = V'V e, finalmente, a densidade populacional é
medida em termos da capacidade de suporte K pela escala VV.

Utilizando as variaveis adimensionais obtemos a seguinte equacao, com varidveis sem asteriscos para
uma melhor apresentacao:

% = W +u (f(x) — /gju(x)dw) : (2.5)

A proépria estrutura da equacao adimensional ja indica que os pardmetros r e K nao devem desempen-
har um papel muito importante no comportamento qualitativo do modelo. O coeficiente de variagao
V' contribui significativamente porque a fungdo de adaptacao f possui uma escala propria de variagao
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significativa e, como veremos na secao seguinte, sua relacdo com a escala vV influencia no comporta-
mento qualitativo da solugao u(x,t). Observamos também que a dindmica descrita pela equagao 2.5
pode ser dividida em duas partes, a primeira referente aos mecanismos de variacdo fenotipica depen-
dente da segunda derivada do produto de f por u e a segunda parte referente aos mecanismos vitais,
a reprodugao através de uf(x) e a mortalidade através do termo nao-local u fQ udzx.

2.3 Alguns resultados sobre o modelo

O comportamento do modelo é dependente dos parametros e da fungao de adaptacao f. Uma vez
que cada func¢ao de adaptacido corresponde a uma situagao diferente, vamos definir um caso especifico
a ser analisado. Iniciamos pelo caso que julgamos ser o mais simples, no qual ha uma selecao clara a
favor de determinado valor da caracteristica do espaco de fen6tipos e o valor de adaptagao tende a zero
conforme a variavel da caracteristica se afasta desse valor. Dessa forma, definimos certas propriedades
de f para representar essa situagao:

1. 2 =0 ¢é ponto de maximo global de f com f(0) = 1.

2. f possui apenas um ponto de maximo.

w

. f é par (simétrica em torno do ponto de maior adaptagao).
4. f(z) =0 se |z] > 9.
5. lim f(z)= lim f'(z)=

|z|—o0 |z|—o0

D

. f é analitica' em Q.

2.3.1 Dinamica para N(t)

A equacgao 2.5 é nao linear, o que dificulta sua anélise. Entretanto, simulagoes numéricas e a co-
eréncia com o fenémeno biologico indicam que a solugao u(x,t) deve tender a uma solucao estacionaria
u*(x), o que também nos leva a um ponto estacionario N* para N (¢ fQ u(z, t)dz. Podemos obter
indicagoes de que N(t) — N* e que esse N* é tnico analisando a dlnamlca para N (t).

Integrando ambos lados da equacao 2.5 em relagao a x, obtemos:

W:/Qy[g;) ]dx+/uf dx—/ud:v/ud:v (2.6)

Como [, udz = N(t), temos:

dN /82 d:r—l—/guf(:v)d:r—NQ. (2.7)

Utilizando a relagao
b

9

—b

O* [f(x)u] . O[f(z)y]
/ande = lim ———

b—oo ox

1Sua série de Taylor existe para todo = € Q e possui raio de convergéncia R, > 0,Vz € Q.
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olf @ _

observamos que simulagoes numeéricas do modelo e as hipoteses sobre f(x) indicam que 0
x

se |z| — oo. Assim, temos a seguinte dinamica para N (t):

dd—];[ = A u(z,t)f(z)dz — N2 (2.8)

Utilizando a hipotese de que u(x,t) — u*(x) temos que N* deve satisfazer:

¢ [ o) s 9)

1.5+ .

o
[}

N(t) (1: capacidade de suporte maxima)

O | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 ] 5] 7 8 9 10

Tempo (escala de tempo de reprodugéo)

Figura 2.1: Simulagées numéricas do modelo. Grifico de N(t) para diferentes valores de N(0) = [, uo(z)dz.
Observe como todas as solugdes tendem ao valor estaciondrio N* = 1/fQ x)dx.

Na figura 2.1 apresentamos trajetérias de N (t) Calculadas através da aproximagao numérica da
solugdo u(z,t) da equagdo 2.5 com diferentes valores de N(0) = [, uo(x)dz. A figura ilustra como as

trajetérias tendem ao valor estacionario N* = \/ fQ d:[;
A garantia da existéncia do ponto estacionario pode ser dedumda observando-se que, como f(x) <1
dN
temos que [, u(x,t)f(x)dr < N(t), logo se N(t) > 1, — < N — N? < 0. Além disso,
dN

A u(z, t) f(x)dz — / u(z, t)N(t)dz = /Qu(x, t) (f(z) — N(t))dz,

Q
mas N (t) nao depende de z, logo, se N(t) ~ 0, o termo f(x) — N(t) sera positivo na maior parte do
dominio, desde que N(t) seja pequeno o bastante. Dessa forma, a integral [, u(x,t) (f(x) — N(t))dx
seré positiva e dN/dt também. Levando essas informagoes em conta, podemos esbogar um gréfico de
dN/dt em fungao de N, que apresentamos na figura 2.2.
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Figura 2.2: Esboco de G(N,t) = dN/dt em fun¢do de N. Na verdade G(N,t) depende de u(x,t), mas serd
positiva quando N =~ 0 e negativa se N > 1, gerando um ponto estaciondrio N* entre 0 e 1. Esse ponto €
estaciondrio porque u(x,t) tende a uma distribuicao estaciondria u*(x).

2.3.2 Distribuigao estacionéaria

Simulagbes numéricas e a natureza biologica particular da formulagdo do modelo sugerem que a
solucao u(x,t) deve tender a uma distribui¢ao estacionéaria u*(z). Portanto, levando-se em conta as
equagoes 2.5 (equagao de dinAmica u(z,t)) e 2.9 (equacao para N*) u* deve satisfazer:

d? [f (z)u]

S5 Hu(f@) - N =0 (2.10)

que é uma equacao linear em wu.

A analise do modelo pode tomar diversas dire¢oes, uma vez que 0 mesmo representa um processo
generalizado de evolugao de uma populagao em um espaco de aspecto. Em particular, destacamos a
questao da relacao entre taxa de variagao fenotipica (no modelo representada pelo coeficiente de variagao
V') e selegao dos individuos mais aptos (neste caso, representados pelos individuos com caracteristica
x = 0, que é o ponto de maximo de f). Assim, é de nosso interesse determinar se a distribuigao
estacionéria tera o ponto de maximo em x = 0, coincidindo com o ponto de maximo de f ou se tomara
outra forma, dependendo do coeficiente de variacao.

Uma vez que estamos interessados no comportamento assintotico da solugao estacionéaria u*(x) com
x — 0, utilizaremos a expansao em séries de poténcias de u* e f em torno do ponto x = 0 para obter
uma aproximacao da solucao. Por hipétese, f é par, de forma que todos os termos de poténcia impar
s@o nulos, além disso, u* também ¢é par, pois a equagao 2.10 é simétrica em torno da origem (fazendo
y = —x, e utilizando o fato de f ser par obtemos exatamente a mesma equagao para u(y)). Dessa
forma, as expansoes para f e u* ficam:

2n

fz)=Y" an%,
=

u*(z) = Z agnz®™.
n=0

(2.11)
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Figura 2.3: N* em funcdo de logé. Se f(0) =1, N* — 1. Conforme § — oo, N* tende a f(0). Neste caso,
fla)= e/,

onde fa, = f2*(0). Utilizando a equacdo 2.10, obtemos as relacoes de recursio:

aofo + 2az2fo + aof2 — agN* = 0, (2.12)
asfo + 12a4 fo + (aon)/Q + 6as fo + (aof4)/2 —aaN* = 0. (2.13)

Como estamos interessados no comportamento assintético de u* quando x — 0, utilizaremos apenas a
relagao 2.12, obtendo:

ay = —aOW. (2.14)

Uma vez que 2as = (d[u*(:r)]/d:cQ)‘ a solucao terd um ponto de maximo em = = 0 se as < 0, ou

seja:

=0’

fo+ fa>N". (2.15)

Uma outra forma de obter essa mesma relacao é através do uso direto da equagao 2.10. Para z = 0,
temos:

F1(0)u(0) +2f'(0)u’(0) + £(0)u"(0) + u(0)(f(0) — N*) = 0. (2.16)
Observando que f'(0) = 0, temos:

ul/(o) _ _UO(fO +f2 - N*)
fo

Para que o ponto de maximo de u*(z) coincida com o ponto de maximo de f devemos ter u”(0)<0, ou
seja fo+ fo — N* > 0, que é a mesma relagdo da inequagao 2.15.

Para entender o significado da inequagao 2.15 devemos observar a escala ¢ de variagdo de f. O
significado biologico de § é a distancia no espaco de aspecto que a populacao deve percorrer para
que ocorra uma grande variagdo no valor de adaptacao (f(0) ponto de maximo, f(£d) ~ 0). Tanto
fo como N* sao fungoes de 9. fo descreve como o valor de adaptagdao decai em torno do ponto de
méaximo em funcgéo de x. Para notar que N* também depende de §, basta tomar o caso extremo em

. (2.17)
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Figura 2.4: Grdficos de u*(x) para diferentes valores de §. A populagao tende a se distribuir uniformemente se
f tende a uma constante (§ — o).

que § — o0, neste caso f tende a um valor constante, e a distribuicao da populacao tende a uma
distribui¢ao uniforme com N (t) — f(0), como na figura 2.3. Na figura 2.4 apresentamos alguns gréficos
que representam qualitativamente essas relacgoes.

O que pode ser observado através da figura 2.4 é que, conforme a escala § tende a infinito, a sele¢ao
¢ muito fraca e a populagdo tende a se distribuir uniformemente pelo espago de aspecto, com N*
atingindo o valor méaximo de f. Portanto, a inequagao 2.15 representa uma condigdo sobre a escala §
de mudanca no valor de adaptacao e o estabelecimento dos mais aptos.

Para ilustrar a validade do critério, nas figuras 2.5 e 2.6 apresentamos duas aproximagoes numeéricas
da solucdo estacionéria u*(x) e da aproximacdo @(z) = ag + agz?. Observamos como a mudanca de
concavidade coincide com a aparicao de dois picos na solugao estacionaria.

A regido de validade da inequagao fy + fo > N* depende de como f e N variam em funcao de 6.
Na segao a seguir, analisamos mais a fundo o caso particular em que f(z) = foe= @/ 82,

2.3.3 Um caso particular

Nesta segao, analisaremos o caso em que f(x) = fge_(“”)2 onde € = 1/4. Neste caso, podemos obter
explicitamente uma expressdo para fo: fo = f”(0) = —2foe?. Dessa forma, podemos interpretar melhor
a inequagao 2.15, mas necessitamos de uma aproximagao para N* em fungao de €, pois a inequagao
envolve fy, fo e N*. Trabalharemos com aproximagdes de N* e u*(x) mas, para nao sobrecarregar a
notacao utilizaremos as proprias varidveis para denotar suas aproximacoes.

Para obter talis aproximagoes utilizaremos a suposicao de que a solugao estacionéaria pode ser
aproximada por u(x) = uoe_(ef”)Q, de forma que as variaveis N*,0 e € estao relacionadas. Para obter
uma aproximagao para essas relagoes, utilizamos a equacao para a solucao estacionéria:

& [f (z)u(@)]

S (@) (f(@) = NY) = 0. (2.18)
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Figura 2.5: Aprozimagao numérica para u*(x). Se ag > 0, u*(x) tem um ponto de minimo em x = 0 e 0s mais
aptos nao aparecem em maior frequéncia na populagdo.
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Figura 2.6: Se ay < 0, u*(z) tem um ponto de mdzimo em x = 0 e 0s mais aptos sGo os mais frequentes na
populagdo. O ponto de mdximo de u*(x) e f(x) coincidem.
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Como N* = [, u(x)dx = ugy/7/6, temos:

(uofo/e:”262 - ﬁu0/9> e 4

_ 2( 2+92) 2 2 2 2919 (219)
Jouge™*" (¢ (—2¢* — 20% + (—2x€® — 226%)?) = 0.

Desenvolvendo a equagao acima em séries de poténcias e agrupando os termos de ordem um e dois,
obtemos duas equagoes:

fouo — 2fouee® — V/rug /0 — 2 foued® = 0, (2.20)
fouo (66" — €% — 0% + 126207 + 60*) + /7ud = 0. (2.21)

Da equagao 2.20, obtemos ug em fungao de € e 6:

_ fob(1 — 26 — 26%)

2.22
e utilizando a equagao de ordem 2 (2.21) obtemos a relacao entre 6 e e:
—5e2 4 \/4¢e2 4
g V5 Ve + e (2.23)

2

A relacdo acima é obtida através da resolucio de uma equacao de grau 3 para 6%, das quais duas
solugoes sao adequadas para os fins de aproximagao da solugao estacionéria u*(x). A determinagao da
raiz correta foi feita através da comparacio de u(z), dada por u(z) = uge~#®)’
numérica da equacao estacionéria 2.18.

Finalmente, da relacaio N* = /mu/6, obtemos uma aproximagao para N* em fungao de e:

, com valores da solugao

fo (2 +e2—\/e2(4+ 62))
5 :

N* =~ (2.24)

Na figura 2.7 apresentamos uma comparagao entre os valores de N* obtidos através de simulagao
numérica do modelo e aqueles obtidos através da aproximagcao fornecida pela equacao 2.24. Nas figuras
2.8 € 2.9 apresentamos uma comparagao entre a solugao obtida através da aproximagao u(z) = uoe*(“‘c)2
e a solugao numérica para diferentes valores de e.

Voltando & inequagao que fornece a condigao para que u*(z) tenha um ponto de méximo em z = 0,
se fo — 2foe> > N*(€) entdo ocorre a selecdo dos mais aptos. Desenvolvendo N* em torno de € = 0,
temos

N*= fy(1—e+€ /24 O(%)), (2.25)

de onde obtemos a condigao € < 2/5 para que ocorra selecao dos mais aptos. Voltando ao pardmetro
adimensional §, temos a condigao

§ > 5/2, (2.26)

onde d € a escala da variagao da fungao de adaptacao f em termos da variavel adimensional. Se voltarmos
a variavel original z, podemos escrever § = A/ V'V, onde A ¢ a escala de mudanca de valor de adaptacio
de f na escala original ¢ v/V ¢ a distancia de modificacio das caracteristicas dos individuos na escala
de tempo da reprodugao. Assim, a condigdo para selecdo dos mais aptos fica:

A>5VV /2, (2.27)

que relaciona o coeficiente de variagao com a escala de mudanga no valor de adaptagao. Um coeficiente
de variacao muito elevado impede que o processo de selecao natural selecione os individuos mais aptos.
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Figura 2.9: Comparagio entre a aprorimagao numérica e a aproximagdo na forma u(x) = uge (ez) , € =10,05.

A inequagao 2.26 foi obtida através de aproximagoes para u*(z) e N* cuja precisao depende de
e = 1/0, logo nao ¢ exata. Simulagdes numeéricas indicam que o valor critico de §* onde ocorre a mudanga
qualitativa de um ponto de méaximo para dois pontos de maximos de u*(z) é aproximadamente 2, 1,
ao invés de 2, 5. Utilizar a aproximagao diretamente da equagao 2.24 muda pouco a estimativa de 0* e
fornece 6* ~ /6 ~ 2, 4495.

O ponto importante das relagdes obtidas estd em ilustrar claramente a relagao entre o coeficiente
de variacao V' e a escala de mudanga A da fungao f (representados pelo parametro adimensional §),
apontando a existéncia de um valor critico onde h4 uma mudanca qualitativa no comportamento do
modelo, isto é, uma transicao de uma situacao onde os mais aptos sao os mais frequentes na populagao
e uma outra na qual eles nao sdo. As férmulas especificas e valores criticos foram obtidos para um
caso particular da funcao f, entretanto, é razoavel supor que o mesmo tipo de relacao deva permanecer
valido para outras escolhas de f, ou seja, se a escala de variagdo de f for “grande” quando comparada
a escala V'V, deve ocorrer a selecdo dos mais aptos.

2.3.4 f com mailtiplas escalas

O resultado da segao 2.3.3 poderia nos levar a acreditar que, no caso em que f possui escalas de
variacido de uma ordem inferior & ordem da escala v/V o modelo de sele¢do natural ndo apresenta
um comportamento de selecao dos mais aptos. O resultado da se¢ao anterior provém de um estudo
de caso particular em que f possui uma tnica escala de variagao e serve para estabelecer uma base
de comparagao entre as escalas de variagao fenotipica e a escala de f. Uma forma de interpretar esse
resultado é como fornecendo uma idéia da ordem de variagdo em f para qual a populagdo, como um
todo, é capaz de se adaptar.

No caso em que f possui multiplas escalas de adaptacao, veremos que a populagiao nao se adapta
perfeitamente as escalas “rdpidas”, mas mostra uma clara adaptagao com relagao as escalas mais lentas.
Para simularmos numericamente esse tipo de situacao criamos uma funcdo com duas escalas, d1,d2 na
forma:

f@) = (1 =7)e " 4 (1 + cos(/5)) (2.28)

onde v € [0,1] mede a contribui¢ao de cada uma das escalas, §; > 2 é a escala “longa” e dy <€ 2 é a
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escala “curta’’.
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Figura 2.10: Gridficos da solugdo estaciondria v*(x) para f(z) = (1 — 7)67(Z725)2/82 + (14 cos(2x))/2. Neste
caso, a escala longa de variagao é 51 = 8 e o = 1/2 é a escala curta. O pardmetro adimensonal v controla a

contribuicao de cada uma das escalas na funcao de adaptacdo. Nas figuras, f foi redimensionada para melhor
visualizagao.

Os graficos da figura 2.10 ilustram como a populacao se adapta a escala “longa” de f que satisfaz a
condicdo de ser de ordem maior que a escala v/V, falhando em mostrar uma adaptacio clara a escala
“curta”’. Note que, mesmo para valores de v préximos de 1 o processo de dindmica evolutiva descrita
pelo modelo é capaz de gerar uma populagdo que mostra “adaptagdao” com relagdo a escala d;. Essa
propriedade de robustez é essencial para qualquer modelo que busque descrever uma dindmica evolutiva
que possa servir de modelo para o processo evolutivo real, uma vez que nos sistemas biologicos reais a
complexidade dos organismos e seus ambientes faz com que sejam esperadas interferéncias de miltiplas
escalas nas fungoes de valor adaptativo. Os resultados das simulagoes indicam que a dindmica é robusta
e capaz de detectar variagbes na “escala longa” mesmo se estas contribuem fracamente para o valor
adaptativo final.

Uma outra forma de interpretar os resultados desta secao e da secao 2.3.3 é de que a dinmica
evolutiva descrita pelo modelo diz que a populagao possui uma escala intrinseca de variagao. Se essa
escala for grande comparada com a escala de variacao de f, a populacao nao é capaz de se adaptar a
variagao descrita por f. No caso em que sua variagao intrinseca é pequena comparada & variagao de f, a
populacao adapta-se & variacao de valor adaptativo descrita por f. Esse resultado pode ser considerado
relativamente 6bvio, e remonta pelo menos & R. A. Fisher (Fisher, 1930, pag.38-40). Utilizando um
modelo geométrico, Fisher argumentou que a probabilidade de adaptacao varia de acordo com a relagao
de escala de mudanga dos organismos e a escala de variagao da funcao de adaptacao, sendo maior quando
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a escala de mudanga é pequena com relagao a escala de adaptagao. Nosso resultado representa o mesmo
tipo de relacao, com a populacao apresentando adaptagao quando sua escala de variagao é pequena
com relacao a escala de variagao de f e falhando em adaptar-se no caso oposto.

Com os resultados desta secao, para o resto deste trabalho sempre que nos referirmos a escalas de
variacao de fungoes de adaptacao estaremos nos referindo a escalas detectaveis pela dindmica evolutiva,
as referéncias a escalas curtas serao feitas explicitamente. Finalmente, observamos que a existéncia de
miultiplas escalas (sendo algumas muita curtas com relagdo a varia¢ao populacional de uma geragao
para outra) pode ser utilizada para estudar casos em que uma populagao apresenta indicagoes de mé
adaptacao.

2.3.5 Competicao entre maximos locais

Nesta secao buscaremos discutir o caso em que ha uma competicao entre duas caracteristicas que
sao méaximos locais de valores adaptativos, ou seja, uma funcao f que possui dois picos. Para tornar
a discussao tratavel, vamos descrever esse tipo de situagao em termos de 3 parametros: D, a distancia
entre os picos; p, a razao entre os valores maximos Fy/F) e s = 01/d2, a razdo entre as escalas de
variagao dos picos. Na figura 2.11 apresentamos uma visualizacdo grafica desses parametros. Além
disso, vamos supor que f(x) > 0 para o intervalo entre os picos, pois, se a fun¢do assumisse valores
nulos isso simplesmente implicaria que existe uma caracteristica letal entre os mesmos, de forma que
nao existiria real comunicagao entre os mesmos.

f(x)=F, (+ (x)

1 % T T T T
o 0.8t i -
2 :
S04l ; p = f(x )/(x,) ]
g fx)
© 0.4t | < -
S !
© i
> 0.2t 3, -

4---—-‘ ----- >
0 v, . .
0 50 100 150 200 250

Caracteristica

Figura 2.11: Ilustrag¢iao de uma funcdo de adaptacdo f que representa uma situacao de disputa entre picos.
D ¢ a distdncia entre os picos, p a razao entre os zld%:imos de cada ;Jicz)o e s uma razao entre suas larguras. A
fun¢do utilizada neste exemplo é f(x) = Fre~(@=21)7/01 4 Fpe—(2=22)7/03

Por conveniéncia definimos x1, x9 como os pontos de maximos referentes aos picos 1 e 2. A distancia
D entre picos desempenha um papel fundamental na dindmica do sistema, pois ela define uma escala
de variacao de f. Conforme a inequagao 2.26, se D < 5/2, a populagdo nao é capaz de “detectar”
a variacao em f, de forma que s6 ha realmente “competi¢ao” entre picos quando D > 5/2. Ou seja,
estamos considerando os casos onde os pardmetros representam escalas de variagao da fungao.

Condicao para estabelecer o pico vencedor

Através de simulagGes numéricas, observamos que a populagdo converge para uma distribuigao
estacionaria distribuida em torno de apenas um dos picos. Ao invés de selecionar o pico com maior
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valor adaptativo local (isto é, realizando uma comparagao entre f(z1) e f(z2)), a populagao seleciona
o pico que corresponde & maior populacdo estaciondria N*.
Para ilustrar, suponha que escrevemos f, que tem dois picos, na forma:

f(z) = fi(x) + fa(w), (2.29)

onde fi(x) representa uma fungdo com pico em x; e fa(x) uma fun¢do com pico em z, de forma que
fi(x; + h) = 0 se h > 0;. Podemos, para cada uma das fungdes f;, definir uma din&dmica evolutiva,
obtendo, para cada uma delas um valor de N(t) estacionario correspondente, neste caso, Ny e Nj.
Nossas simulacoes indicam que a populagao converge para a regiao da fungao que fornece o maior valor
de N*.

Isto &, se xp(t) = [, zu(z,t)dz/N(t) é a caracteristica média da populagao, temos que se

N > N3, (2.30)

entdo x,,(t) — x1. Nao faz parte dos objetivos deste trabalho buscar uma demonstracao para isso, mas
podemos apresentar algumas indicagoes de que, de fato, esse comportamento deve sempre ser observado
nos casos de competicao entre dois picos que estamos descrevendo (com as hipoteses sobre escalas). A
idéia é simplesmente comparar as taxas de varia¢oes das densidades nos pontos de maximos das fungoes
f1 e fa. Suponhamos que N{ > N3, veremos que, mesmo que a populagao tenha como condicao inicial
a distribuicdo estacionaria relacionada com a funcao de menor N*, isto é, mesmo que a populagao
comece com uma distribuicao concentrada em torno de xo, a populagao com caracteristicas em torno
de x; consegue crescer e substitui a populacao original.
Em primeiro lugar, a taxa de variagdo de u(z,t) em um ponto z; de maximo de f é dada por (obtida
da equagao 2.5):
wp(wi, t) = w(zi, t) (f(zs) + [ (z:) = N(t)) + o (24, ) f(23), (2.31)

pois f/(x;) = 0. Se denominamos por u}(z) as distribui¢bes estacionarias relacionadas a f;, a condigao
para que u;(z) tenha um ponto de méaximo em z; é dada pela inequagao 2.15, como a condigao é, por
hipotese, satisfeita por fi e fa, e Ni > N3, temos:

fi(z1) + fl'(x1) > Nf > N;. (2.32)

Suponha que iniciamos a dindmica do sistema com f simplesmente igual a fs, deixando que o mesmo
evolua até a solugao estacionaria ug(x). Neste ponto, ui(x2) = 0 e, como z3 é ponto de maximo de
ug(x), uh(z2) < 0. Incluindo f; na dindmica a taxa de variagao em z; sera dada por:

up(wy) = ug(z1) (f(z1) + f'(21) — N3) + uh(x1) f(21), (2.33)

pois fo(x) = 0 em torno de x1. Dada a caracteristica de distribui¢ao estacionaria de us(x) e as escalas
envolvidas, ug(z1) > 0 e u§(x1) > 0, pois a densidade populacional é sempre positiva e a inclinagao
da curva de densidade ua(z) estd aumentando localmente. Da inequagao 2.32 temos que u(x1) seré
positivo. Dessa forma, concluimos que, quando o pico de adaptagao de u em torno de xo estd em
equilibrio, o pico de w em torno de x; apresenta crescimento positivo, indicando que mesmo que a
distribuigao inicial seja ug(x) distribuida em torno do ponto de méximo de f,, a populagdo em torno
de x1 cresce, aumentando também o valor de N(t), levando a um valor negativo para us(zs). Em outras
palavras, a populagao em torno de x; tendera a aumentar, enquanto que a populagdao em torno de o
tendera a diminuir.

Nas figuras 2.12 e 2.13 ilustramos exemplos de transi¢bes do pico mais baixo para o mais alto e do
mais alto para o mais baixo. Nas figuras 2.14 e 2.15 ilustramos a dindmica de N(¢) nos processos de
transicao.
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Figura 2.12: Um ezemplo de transi¢cdo entre picos. O tempo
a densidade populacional em termos da capacidade de suporte. Neste caso a transi¢cao ocorreu do pico mais
baizo para o mais alto. 6 = 16,05 = 32, D = 124,p = 0,8. Pico mais alto em x1 = 64, pico mais baizo em
xo = 188.Nos grdficos, [ foi redimensionada para melhor visualizacao.
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Figura 2.13: Um exemplo de transicao entre picos. O tempo € medido na escala de tempo de reproducao e a
densidade populacional em termos da capacidade de suporte.Neste caso a transi¢cao ocorreu do pico mais alto
para o mais baixo. 61 = 12,05 = 348, D = 124,p = 0,95. Pico mais alto em x1 = 64, pico mais baizo em
x9 = 188. Nos grdficos, [ foi redimensionada para melhor visualizagao.

Um exemplo

Assim como na segao 2.3.3, tomaremos as fungdes fi e fo como gaussianas:

fiw) = Mem®/%f = Mem(@)”,

Fo(z) = pMe—@=DP/8 — prfe-da=D)?

(2.34)
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Figura 2.14: Dindmica de N(t) na transicdo entre picos ilustrada na figura 2.12. Note que a capacidade de
suporte da distribuicao final € superior a da distribuicdo inicial.
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Figura 2.15: Dindmica de N(t) na transicdo entre picos ilustrada na figura 2.13. Ilustrado apenas o intervalo
de tempo da transi¢ao do pico mais alto para o pico mais baixo.

de forma que os parametros p,D e s = 01/02 estao incluidos no formato das fungdes, ¢; = 1/§; e
M = f(z1) é simplesmente o valor maximo de f;. Na se¢ao 2.3.3 obtivemos aproximagoes para Ny, N3,
de forma que a condigao N{ > N5 pode ser escrita como:

M2+e% — /(4 +€}) >pM2+6§ - \/6%(4—#6%)'

2.35
Essa condicao define um valor critico para p* em funcao de €1 e €s:

2+ - VEU+e)

Se p > p*, temos que N5 > Ny e a populagao converge para uma distribui¢ao com torno de z3, o
contrario ocorrendo se p < p*. No caso menos importante em que p = p* a distribui¢do entre os picos
depende essencialmente da distribuicao inicial da populagao. Testamos numericamente a desigualdade
e, para §1 = 16, a mesma foi capaz de determinar o valor critico de mudanca de selecdo de picos com
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Figura 2.16: Grdficos da aprozimagio numérica com as aprozimagoes u;(z) = C’Z-e*(ei("’”*"‘”))2 para t = 160
e t = 800. Observamos que a solu¢do u(z,t) pode ser muito bem aproximada durante toda a dindmica por
w(x,t) = Ni(t)ui(z) + Na(t)ue(z). Pico mais alto em x1 = 64, pico mais baizo em xo = 188. Os grdficos
referem-se ao caso de competicao entre picos com d; = 16,00 = 32,D = 124,p = 0.8, ou seja, & situagao
ilustrada pela figura 2.12.

precisao até a quarta casa decimal. Na figura 2.16 apresentamos as distribuigoes estacionarias calculadas
através das aproximacoes na forma w;(z) = Ce~Oi(z—w:))* (como na segao 2.3.3) e observamos como
elas se ajustam bem as aproximagoes numéricas da solucao.

Uma interpretacao bioldgica para o resultado da competicdo entre picos é que a dindmica nao
faz com que os individuos mais aptos sejam os mais frequentes na populacdo, mas privilegia uma
competicao entre picos, efetivamente selecionando grupos de individuos. O tema de selegao entre gru-
pos é extremamente controverso e esté fora de nossos objetivos discutir a importancia do resultado da
dindmica do modelo para nesse amplo debate. Entretanto, podemos apontar uma analogia com resulta-
dos de outros modelos de dindmicas evolutivas, como por exemplo modelos de selecao de quasi-espécies
(Nowak, 1992) para os quais resultados experimentais (Codoner et al., 2006) apontam confirmacao dos
comportamentos qualitativos previstos.

Citamos a segao de conclusoes de Codoner et al. (2006) na integra:

We have shown that under high mutation rate conditions, a slowly replicating organism can
easily displace a faster replicating one, provided that the former is supported by a neutral
neighborhood capable of buffering the increasing mutational load; in demonstrating this we
have thus provided empirical evidence for the survival of the flattest effect in a biological
system [6-8].In this case, a 20-fold difference in replication efficiency was overcome by only a
2-fold increase in the neutral neighborhood. This observation also supports the existence of
a tradeoff between replication rate and mutational robustness [4,6]. Finally, these findings
also clarify the importance of the mutational swarm, as described by the quasispecies model
[1-4], for the evolution of RNA replicons. In recent years doubts have been expressed about
the applicability of the quasispecies model to viral evolution [32,33]. Detractors have argued
that evidence supporting the quasispecies model was weak and that clear evidence for the
action of selection on mutational robustness or for a faster replicator being outcompeted by
a slower one was missing. Here, we have provided such evidence for subviral plant pathogens.

Ora, o resultado apresentado pelo modelo é exatamente esse, um subgrupo da populagao localizado
em uma regiao em que f nao possui um maximo global mas é mais plana, é capaz de substituir um
grupo onde o ponto de maximo é maior mas f decai rapidamente em torno do méximo. Nas palavras
dos autores, a “sobrevivéncia dos mais planos”.

Podemos ver também a dependéncia de p da “taxa de mutagao”, que, em nosso modelo, esta rela-
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Figura 2.17: Grdficos de p* em fungio de s = §1/d2 a razao entre as escalas de variagao dos picos de f(x) =
f1(x) + fo(x) para diferentes valores de 61. Observe como um valor de 61 menor reduz o valor de p* para um
mesmo s, indicando que uma maior taza de mutagao facilita que a populagao do pico mais largo, porém mais
baizo se torne mais frequente na populagao.

cionada com o “coeficiente de variacao” V. Escrevendo p* em termos de é; e s, temos:

P 241/6 - VA/5)(A+1/5])
2+ 52/02 — \/(s2/62)(4 + s2/62)

(2.37)

Como 61 = Ay/ VV , valores menores de §; representam situagdes onde hé uma maior taxa de variagdao
fenotipica. Dessa forma, a modificacao de uma situacdo de aumento de taxa de mutacao pode ser rep-
resentada por uma redu¢ao no valor de é1. Na figura 2.17 apresentamos um exemplo dessa modificagao,
ilustrando que valores menores de d; admitem que p* também seja menor, ou seja, permite que o pico
mais baixo venca em situacgoes mais assimétricas.

Finalmente, ressaltamos que o tipo de dindmica de “selecao de grupo”’ apresentada pelo modelo
nao tem relagdo com outras formulagoes que relacionam comportamentos altruistas (para o bem do
“bando”) com sele¢ao de grupos. O fator representado pelo modelo é que mesmo que um certo valor
para uma caracteristica seja o que fornece maior valor adaptativo, o aumento de sua frequéncia pode
depender também dos valores adaptativos de sua vizinhanca e, em certos casos, essa carateristica pode
ser superada por outra com valor adaptativo menor, porém com uma vizinhanga mais bem adaptada.

2.4 Relagoes com um modelo genético aditivo

Nesta secao apresentamos algumas relagoes que podem ser feitas entre a abordagem através de um
modelo de espago de fendtipos continuo e um modelo genético aditivo simples. Separamos a discussao
em duas partes, na primeira, apresentamos algumas hipéteses biologicas, discutimos seus significados
e comparamos os tipos de dindmica que os dois modelos dao origem. Na segunda parte compara-
mos resultados de simulagoes de implementagoes computacionais dos diferentes modelos em situagoes
analogas.
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2.4.1 Relagoes de recursao e hipdéteses biologicas

Muitas caracteristicas de interesse dos seres vivos sdo quantitativas. Caracteristicas diversas, como
comprimento de bico em besouros (Carroll e Boyd, 1992; Carroll et al., 1997), efeito fenotipico quanti-
tativo sobre hospedeiro (Weis et al., 1992) e efeitos da pesca comercial sobre caracteristicas quantitati-
vas (Hucthings e Fraser, 2008; Kuparimen e Merild, 2007) continuam sendo alvo de estudos biométri-
cos, cujas origens podem ser tragadas pelo menos até Francis Galton (Barton et al., 2007, pag. 21).
Hartl e Clark (2007, pag. 12) mencionam que o fato das caracteristicas quantitativas ndo apresentarem
um claro padrao mendeliano causou, inicialmente, uma controvérsia no que diz respeito aos mecanismos
de hereditariedade mendelianos:

[...] Because most of the variation in phenotype among normal individuals in natural
populations is multifactorial, the pattern of inheritance shows no clear-cut evidence for
Mendelian segregation and nothing resembling any of the simple numerical ratios that
Mendel originally discovered in his pea-breeding experiments. The absence of such ratios
caused a great controversy in the early 1900s immediatly after the rediscovery of Mendel’s
discovery, claiming that Mendel’s postulated segregating factors were not only irrelevant for
continuous traits but also inadaquate to explain the observed correlation in traits between
relatives.|. .. |

A solugao pioneira deste impasse é geralmente atribuida a R. A. Fisher (Hartl e Clark, 2007) por seu
artigo sobre correlagoes entre parentes (Fisher, 1918). O artigo aborda a questdo de forma complexa,
mas modelos mais simples foram sugeridos para realizar a conexao entre uma herditariedade do tipo
“particulada” (entes discretos, os genes) e uma expressao de caracteristicas fenotipicas continuas.

Uma forma simples de obter-se uma distribui¢do “continua” de fenétipos através da heranga de
particulas discretas é simplesmente utilizar um mecanismo genético aditivo, isto é, dado N o niimero
de locos e alelos alternativos A;, B; para esses locos, o fenotipo resultante é simplesmente a soma de
valores a;, b; associados a cada um desses alelos alternativos. Por exemplo, se tomamos N = 10, estamos
supondo que existe uma caracteristica quantitativa que é influenciada por 10 locos, onde cada loco pode
ser ocupado pelos alelos alternativos A;, B;. Se, além disso, tomamos a; = 0e b; = 1,7 =1,...,10,
serao geradas 10 classes de fendtipos distintos, que é simplesmente o ntamero de locos ocupados por
alelos do tipo B. Fazendo o mesmo tipo de hipotese para organismos diploides é possivel criar ainda
mais classes de fen6tipos, o que nos mostra que, com um nimero elevado de locos influenciando uma
Unica caracteristica quantitativa, é facil obter um grande ntmero de tipos de fendtipos, o que cria
uma distribuicao de fendtipos na populagao que se assemelha a uma distribuigdo continua. Somando-se
a essas observacoes os fatores aleatérios relacionados com o ambiente e os processos de formacao de
fen6tipo, obtém-se uma explicacao totalmente plausivel para a relacdo entre o mecanismo mendeliano
de hereditariedade e a expressao de caracteristicas quantitativas continuas.

Duas hipoéteses sdo particularmente importantes com relacao a esse tipo de modelo: a influéncia
multifatorial sobre uma caracteristica continua e a hip6tese do mecanismo genético aditivo. Os locos que
influenciam caracteristicas quantitativas recebem, em geral, uma sigla propria e sao chamados de QTLs
(quantitative trait locus) e seu mapeamento tem avangado rapidamente devido ao melhoramento das
técnicas de biologia molecular (Futuyma, 2009, pag. 338). Dilda e Mackay (2002) estudaram a variagao
do numero de hastes sensoriais (sensory bristles) em populagoes de Drosophila melanogaster e foram
capazes de identificar uma grande quantidade de QTLs relacionados com essa caracteristica. Mesmo
sendo uma subestimativa (somente uma fracao do genoma foi investigado em busca de QTLs), os autores
foram capazes de identificar 38 locos que influenciam o ntimero de hastes sensoriais abdominais, ou seja,
essa caracteristica quantitativa é claramente produto de uma interacao multifatorial entre genes. Os
efeitos gerados por cada loco sao variaveis, alguns exibindo fortes fatores de epistasia, mas a distribuicao
dos efeitos genéticos aditivos dos locos mostrou que a maior parte gerava efeitos aditivos “pequenos”
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(subtraindo ou adicionando uma ou duas hastes) enquanto que uma menor parte apresentava efeitos
maiores (Dilda e Mackay, 2002; Futuyma, 2009).

Dessa forma, apesar de nao podermos esperar que o modelo genético aditivo seja capaz de corre-
sponder fielmente a todas as situacoes bioldgicas reais, o mesmo pode servir como modelo conceitual
para relacionar os espagos de genotipos discretos com uma aproximacao de espagos de fenétipos contin-
uos. Nesta secao nosso objetivo é relacionar a aproximagao da geracido de novos fendtipos na equacao
2.4 pelo termo (f(z)u)z, com um modelo aditivo genético que leva em conta a frequéncia de genes na
populagao.

O modelo aditivo genético que apresentamos a seguir é inspirado no modelo de caracteristicas quan-
titativas de Taylor e Higgs (2000). No modelo original os autores consideram efeitos mais complexos
e descrevem diversas caracteristicas quantitativas simultaneamente, neste trabalho simplificaremos o
tratamento para ilustrar as relagbes com o espago de fenotipos.

A seguir apresentamos as hipoteses do modelo aditivo genético a ser considerado:

1. Consideraremos individuos hapléides com reproducao assexuada e em intervalos de tempo dis-
cretos.

2. Somente uma caracteristica quantitativa serd descrita, sendo essa caracteristica multifatorial e
influenciada por N locos do “genoma” da espécie.

3. O “genoma” da espécie-modelo sera um vetor de alelos alternativos {0,1}. Ou seja, seja se G ¢é
um gendtipo entao G € G = {0, 1}". Definimos g; como a i-ésima coordenada do vetor G.

4. O fenotipo F' é construido a partir de G simplesmente através da soma Zf\i 1 9i- Com isso temos
o espago de fenotipos F = {0,...,N}.

5. Consideraremos, inicialmente, um processo de evolugao neutra, ou seja, todos os fenotipos pos-
suem igual valor de adaptacao, produzindo o mesmo nimero de descendentes.

6. No processo de reproducao, cada gendtipo, ao se duplicar, possui uma probabilidade p de sofrer
uma unica mutagdo em um dos locos. Todos os locos possuem igual probabilidade de ter sofrido
essa mutacdo. A probabilidade de ocorrerem duas ou mais mutacoes é da ordem de pu? e nao é
levada em conta no modelo.

7. A populagdo é mantida com tamanho fixo Np e cada genotipo é sorteado como ancestral da
proxima geracao com probabilidade proporcional ao seu valor de adaptacao. Sdo gerados Np
novos fenétipos como uma probabilidade de mutacao v de cada gendtipo sofrer uma mutacgao em
um gene.

8. Ao sofrer uma mutagao, os genes com valor 0 mutam-se para 1 e os de valor 1
mutam-se para 0.

Destacamos especialmente a tltima hipdtese porque, como veremos, ela influencia definitivamente a
dindmica de movimentagao no espaco de fenotipos. Utilizamos essa hipétese para realizar um paralelo
da abordagem de espago de fendtipos com modelos que estao sendo utilizados atualmente para dindmica
evolutiva de caracteristicas quantitativas (Taylor e Higgs, 2000; Woodcock e Higgs, 1996).
Denominando por ¢ a varidvel temporal discreta, a dindmica apresentada pelo modelo é simples-
mente um processo iterativo estocastico no qual as frequéncias dos tipos de gendtipos no instante ¢,
juntamente com a simulagao de varidveis aleatorias determinam as frequéncias dos gendtipos na pop-
ulacao no instante ¢t 4+ 1, formando um ciclo, como na figura 2.18. Os detalhes da dindmica estocéstica
nao sdo importantes para o fator que queremos destacar aqui, a dizer, os mecanismos de geracao de
novos genotipos e suas correspondéncias com o espaco de fenotipos. Na se¢do 2.4.2 apresentamos a
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) Valor de
Mutagdo
probabilidade u adaptaQEO

0 —> 1

I1—> 0 \fﬂ”)

Genotipo | —> Fenotipo
[0,1,1,..,0] | F=2igi | F€{0,...,N}

Figura 2.18: Esquema para o modelo aditivo genético. A cada iteracdo o gendtipo G € G define o fendtipo
F € F através da formula simples G = Zi\;1 gi- O fendtipo define um valor de adaptagao f(F). A populagao é
mantida com tamanho fito Np e cada gendtipo € sorteado como ancestral da proxima geragdao com probabilidade
proporcional ao seu valor de adaptagao. Sao gerados Np novos fendtipos como uma probabilidade de mutacdo
de cada gendtipo sofrer wma mutacdo em um gene. Genes de tipo 0 sofrem mutacdo para genes de tipo 1 e vice-
versa. Modelos com tamanhos populacionais nao constantes podem ser contruidos de forma andloga atribuindo,
por exemplo, uma probabilidade de sobrevivéncia 1 — M para os individuos da geragao anterior.

dindmica com mais detalhes e comparamos simulagoes dos modelos genéticos aditivos com o modelo
de fendtipos continuo.

Para apresentar a correspondéncia entre o modelo genético aditivo que é estocastico, com o modelo
diferencial deterministico, utilizamos o nudmero esperado de individuos em cada classe de fenétipos.
Denominamos por P(k,t), k = 0,..., N o namero esperado de individuos com fenotipos de tipo k
no instante ¢. Dessa forma, P(k,0) representa a distribui¢do inicial da popula¢do. Uma vez que a
probabilidade de duas mutacdes ocorrerem simultaneamente é tomada como nula no modelo, o niimero
esperado de individuos na classe k, no instante t+1, depende somente de P(k—1,t), P(k,t) e P(k+1,t),
obedecendo a seguinte relagao de recursao (ver figura 2.19):

Pll,t+1) = (suP(k — 1,£) Qk — 1,k) + s (1 — u(1 — Q(k, k))) P(k, t)+

(suP(k+1,1)) Q(k + 1,k) + (1 — M)P(k,t), (2.38)

onde M é a mortalidade dos individuos durante uma geracao. Q(k, j) sdo probabilidades de transfer-
éncias através de mutacgoes entre as classes, com o significado que esclarecemos a seguir. Suponha que
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tenha ocorrido uma mutagao em um genotipo de fenotipo k, definimos como Q(k, j) a probabilidade
de que o novo fendtipo, ja com a mutagao, tenha fenotipo j. Os termos que envolvem P(k — 1,t)
e P(k + 1,t) sao correspondentes aos individuos gerados pelas mutagoes de genotipos proximos aos
genotipos que possuem fenotipo k, enquanto que o termo central s (1 — u(1 — Q(k, k))) P(k,t) refere-
se & geragdo de genotipos inalterados, com probabilidade (1 — u(1 — Q(k,k))). Finalmente, o termo
(1 — M)P(k,t) corresponde a individuos da geragao anterior que sobreviveram no periodo. Na figura
2.19 apresentamos um esquema para melhor visualizagao das relagbes representadas pela equagao 2.38.
Observamos que nos dois pontos de fronteira as relagoes de recursao sao ligeiramente diferentes.

__________________________________________ P& t_l_ ’) . t I

e

P(kt)(1-M)+
SUP(k-1,Y)Q(k-1.k)  s(1-u)P(t)+  SHP(k+1,H)Q(k+1k)
S#P(ktl) O(kk)

--------- | Pe-1,9) —| P(6t) —P(k+11) -t

Figura 2.19: Recursdo para o nimero esperado de individuos em cada classe fenotipica do modelo genético
aditivo. A linha superior corresponde ao instante t + 1 e o nimero esperado de individuos mo na classe k,
P(k,t+1) é escrito em funcgao dos individuos na classes adjacentes e na mesma classe no instante t. s: nimero
esperado de descendentes por individuo, u: probabilidade de mutagao, Q(k,7): probabilidade de que, dada uma
mutacdo em um indiwviduo de fendtipo k, o novo fendtipo seja de fendtipo j.

Para que a dinAmica apresentada pela equagao 2.38 fique completa, devemos fornecer uma expressao
para Q(k, j). Dada a hipotese de que um gene de tipo 0 sofre mutagao para um gene de tipo 1 e vice-
versa, temos que Q(k,k) =0 e

Qk,k+1)+Qkk—1)=1. (2.39)

Para obter a formula para Q(k, k + 1) basta observar que, se um gendtipo possui um fenoétipo do tipo
k, isso significa que ele possui k alelos de tipo 1 e N — k alelos de tipo 0, assim, essa probabilidade
serd dada pela probabilidade de um gene de tipo 0 transformar-se em um gene de tipo 1, levando o
fen6tipo ao valor de k + 1. Usando a hipdtese de que todos os locos possuem a mesma probabilidade
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de sofrer a mutagado, dado que ocorreu uma mutagdo, a probabilidade de um gene de tipo 0 sofra
uma mutagao para um gene de tipo 1 é de (N — k)/N. Analogamente, ou pela relacdo 2.39, obtemos
Q(k,k+1)=k/N.

Voltando a equagao 2.38, temos:

N-k+1 k+1
T+MP(I§ —1,t) — pP(k,t) + %MP(/@ + 1,t)> + (1= M +5)P(k,t). (2.40)

Pk,t+1)=s <
A relacgao de recursao 2.40 servird de base para a comparagdo com o modelo de geragao de fenodtipos
continuos apresentado na se¢ao 2.1. A equacao obtida através da discretizacdo do dominio continuo é

dada por:

% :T%Uk_l-f-T(l—U)Uk-f-T%Uk_H, (2.41)
onde k corresponde a uma das classes no dominio continuo de fenétipos. Como queremos comparar
dinAmicas em que a variavel de tempo é discreta, buscamos a relacao de recursao discreta que seja
correspondente a essa dindmica continua. Substituindo o operador diferencial d/dt pelo operador difer-
enga AF = F(t+ 1) — F(t) e denominando U (k,t) o ntmero de individuos na classe k no instante ¢,

temos a dindmica recursiva aproximada:
U(k,t+1) = rAt (gU(k: ~1,t) — oU(k,t) + %U(k +1, t)) + (1 +rADU(k, )+ O(AL2),  (2.42)

que é exatamente o mesmo tipo de recursao da equagao 2.40 com M = 0. Para que possamos ilustrar
mais claramente a correspondéncia entre os modelos, vamos destacar o termo responsével pela criagao
do operador de segunda derivada no modelo continuo:

To = gU(k —18) —oUk,t) + %U(kz +1,8), (2.43)

e o termo correspondente do modelo discreto,

N — 1 1
T, = %MP(k: C1t) — uP(k,t) + %MP(IC +1,1). (2.44)

Comparando Tp e T, podemos observar que:

1. Se N/2 — k for pequeno com relacdo a NN, ou seja, se o desvio do fenétipo k com relagao ao
fenotipo N/2 for pequeno com relagdo ao nimero de genes, entao To ~ Tp.

2. O formato especifico das probabilidades Q(k,7) influenciam fortemente o tipo de dindmica no
espago de fenoétipos.

A primeira observacao pode ser vista diretamente fazendo-se:

N—k N-N/2+N/2—k
N N

N/2—k

—1/2
/24—

Se o desvio de k do fenotipo N/2 for pequeno com relagao a N, obtemos
7 0
Tp = §P(k: —1,t) — pP(k,t) + EP(k: +1,¢).
Observe a semelhanga dos papéis de e o.
Uma consequéncia da primeira observagao é que o modelo de difusdo no espaco de fendtipos corre-

sponderd melhor a um modelo genético aditivo com essas hipoteses em uma situacdo em que ha uma
influéncia multifatorial aditiva e na qual os fen6tipos nao sejam levados a valores extremos.



2.4 RELACOES COM UM MODELO GENETICO ADITIVO 31

Com relagao a segunda observagao, vemos que o formato especifico das probabilidades Q(k, j) sao
provenientes da hipotese de que os genes apresentam alelos 0,1 que atuam somente de duas formas
distintas sobre o fendtipo (a¢ao nula e positiva) e, ao sofrerem mutagoes, um tipo modifica-se no outro.
Esse tipo de hipotese cria as probabilidades Q(k, j), as quais, no caso do modelo genético aditivo, cria
uma resisténcia & movimentacao na direcdo dos extremos do fenétipo. Diferentes hipoteses sobre os
efeitos dos alelos e também sobre as formas de mutagdo levam a dinAmicas totalmente distintas. A
seguir, discutimos as consequéncias de uma hipotese alternativa, analisando, mais adiante, a questao
da plausibilidade biologica de hipdteses a respeito dos efeitos de genes sobre fendtipos.

No modelo genético aditivo que apresentamos, cada loco, ao sofrer a mutacao transformava-se em
um loco de tipo alternativo, mudando seu efeito sobre o fenétipo na dire¢ao contrdria & do seu efeito
prévio. Essa hipotese pode ser modificada atribuindo-se uma probabilidade 1 — p do efeito permanecer
o mesmo, p/2 de diminuir e p/2 de aumentar. Vamos supor sempre o efeito como de magnitude 1, inde-
pendentemente da diregao de modificagao do fenétipo, de forma que uma modificagao para a esquerda
subtrai 1 do fen6tipo e uma modificacao com influéncia para a direita adiciona 1 ao fenétipo. Com essa
modificagao, os alelos podem acumular influéncias positivas ou negativas sobre o valor quantitativo do
fen6tipo, e portanto o espaco de genoétipos passa a ser representado por G = N , e o fenotipo associado
a cada genodtipo G € G é dado por F = Zf\il g;, de forma que o espago de fendtipos é o conjunto
F =7Z.

Assim como no modelo anterior, a probabilidade de duas mutacGes simultaneas ndo é levada em
conta e as probabilidades Q(k, k), Q(k—1,k) e Q(k+1, k) definem as relagoes de recursao para o modelo.
Com a hipétese de mutac¢ao modificada temos que Q(k, k) =1 —p, Q(k — 1,k) = Q(k+ 1,k) = p/2,
de forma que a relagao de recursao fica:

Plk,t+1) =s (guP(k —1,t) — puP(k,t) + guP(k: +1, t)) + (1= M+ s)P(k,t), (2.45)

ou seja, com essas hipoteses obteriamos o operador de segunda diferenca na relagao de recursao para o
modelo genético aditivo.

Todo esse processo dedutivo pode ser repetido assumindo uma reproducao diferenciada para cada
classe fenotipica, incluindo a fun¢ao de adaptacao f no modelo. As dedugdes das equagoes seguiriam os
mesmos passos logicos e as conclusoes seriam exatamente as mesmas, ou seja, a hipotese microscopica de
que o efeito de que cada nova mutacao pode alterar o fenétipo em qualquer dire¢ao com probabilidades
iguais faz com que o modelo genético aditivo e o modelo de espaco de fenétipos continuo representem
situagoes analogas.

Para abordar a questao da plausibilidade biologica dos efeitos dos genes sobre um trago quantitativo,
devemos destacar que, no ano em que escrevemos este trabalho (2011), ndo podemos afirmar que existam
resultados definitivos a esse respeito. A complexidade dos efeitos do genoma na geracao dos fenotipos
é tao grande que levaram Mayo e Franklin (1998) a afirmar: “There is, as yet, no theoretical basis for
adopting any particular model for gene effects, nor indeed any basis for each model”. Aqui os autores
referem-se, por exemplo, a hipoteses como a agdo de muitos genes de efeito pequeno sobre uma mesma
caracteristica, acdo de poucos genes de efeito grande ou sobre a presenga relevante de efeitos de epistasia.
Entretanto, mesmo admitindo que a fundamentacao tedrica e experimental é questionavel, no mesmo
trabalho os autores posicionam-se de forma favoravel ao modelo de agao infinitesimal de Fisher (grande
niamero de genes de agdo pequena) (Mayo e Franklin, 1998, pag. 153):

“While I have referred only to our own work on the follicle, evidence that thousands of genes
are involved in the metabolism of any given tissue, and hence, in principle, involved in the
determination of a quantitative trait, is now overwhelming. The Fisher’s model remains
robust and effective is a tribute not only to the profoundity of Fisher’s thought, but also a
measure of how difficult it is to move beyond the model based on the undifferentiated effects



32 O MODELO BASICO 2.4

of many small interacting causes, when we have no idea how to model these interactions.”

Barton e Keightley (2002) em uma resenha sobre variagdo genética quantitativa apontam para a
diversidade de resultados que as anélises de mapeamento de QTLs podem exibir:

“[...]There have been recent reviews of the genetic basis of the between-species differences,
and QTL studies in plant species. Both surveys point to extreme variations between ex-
periments in the numbers and effects of QTL. In several instances, most of the difference
between important phenotypes is explained by a few genes (maybe less than five) of large
effect, whereas others point to a strongly poligenic basis. Furthermore there seem to be no
obvious rules, based, for example, on the kind of quantitative trait that would allow us to
make a prediction a priori about the genetic basis of a given trait in a given cross.|...|”

Naturalmente, ndo é o objetivo de nosso trabalho discutir profundamente a plausibilidade biol6-
gica dos modelos genéticos de caracteristicas quantitativas, mas sim destacar que as hipoteses sobre
as relagoes entre a reprodugao e geragao de novos fendtipos sdo, em ultima instancia, determinadas
por esses modelos de interacOes genéticas. A abordagem através de espago de fenotipos permite que
separemos as questoes de determinar a relacao entre reproducao e geracdo de novos fendtipos da
analise da dindmica que resulta dessa relacao. Nesta se¢ao, mostramos que o modelo de difusao simples
apresentado na segao 2.1 representa uma situagdo em que uma caracteristica quantitativa é afetada
por muitos genes e na qual cada nova mutagao pode alterar o efeito de cada gene em qualquer direcao
com igual probabilidade.

Finalmente, faremos algumas observagoes sobre a modificagdo da hipdtese dos efeitos de mutagao.
A hipétese inicial de que cada gene sofre mutagao de tipo 0 para tipo 1, inspirada no modelo original de
Taylor e Higgs (2000, pag. 427), “[...] The offspring genotype is copied from the parent genotype, with
probability u of mutation per locus from a 0 to a 1 allele or vice versa.”, foi modificada de forma que, a
cada mutagao, o efeito do gene sobre a caracteristica quantitativa pudesse aumentar ou diminuir com
a mesma probabilidade. Como observamos anteriormente, para fundamentar com rigor qual hipotese
melhor corresponde & realidade seria necessario um profundo conhecimento dos mecanismos genéticos
que controlam a caracteristica em questao, conhecimento este indisponivel na presente data. Entretanto,
podemos fazer algumas comparagoes sobre o significado das duas hipoteses alternativas.

Adotar a hipotese de que uma mutacao necessariamente inverte a influéncia do gene sobre o fenotipo
é uma hipo6tese muito mais restritiva do que atribuir uma chance igual do efeito alterar-se em qualquer
direg@o. Ao supormos que cada gene tem uma influéncia de 1 ou 0 sobre o fen6tipo estamos, em primeiro
lugar, restringindo os efeitos do gene sobre a caracteristica quantitativa, descartando, por exemplo, a
existéncia de genes de efeito grande, cuja existéncia ja estd experimentalmente comprovada. Além
disso, a hipotese de que o efeito é revertido a cada mutacao é ainda mais restritiva, pois supoe, de certa
forma, que o historico de mutagao anterior influencia no efeito da nova mutagao sobre a caracteristica
quantitativa. Esse tipo de hip6tese é mais razoavel em casos em que as possibilidades de mutagao sao
muito restritas, admitindo somente dois tipos alternativos de formas entre as quais é possivel alternar
entre mutacoes. No caso da acao de genes sobre caracteristicas quantitativas complexas acreditamos
que a hipotese alternativa, na qual o efeito do gene pode alterar-se a cada mutagao em qualquer diregao,
é mais adequada.

Uma vez que as mutagdes podem ter efeitos diversos sobre o genoma, como a delegdo ou duplicagao
de um gene inteiro, em uma situa¢do na qual um gene tem efeito aditivo com relagdo a ele mesmo
seu efeito sera igual ao ntmero de copias do mesmo. Dessa forma, a dele¢ao e/ou duplicagao de genes
“pequenos” poderia levar a formacao de um gene de efeito grande. Nesse caso, terfamos a formacgao de
um poligene de efeito grande. Esse efeito poderia ser obtido através da hipotese alternativa, na qual um
gene pode acumular efeitos sobre o fenétipo em uma diregao. Para ilustrar a plausibilidade da presenga
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desse tipo de ocorréncia no fenémeno biologico, citamos Barton e Keightley (2002, pag. 13, caixa 1)
(italico nosso):

“Typically, quantitative trait loci (QTL) are located by measuring associations between
Mendelian markers and the trait of interest in a ‘mapping population’ (for example, an F'2
cross between selected lines). However, several factors make it difficult to estimate de ‘true’
numbers and effects of loci that influence a quantitative trait.

e Closely linked QTL with opposite effects tend to be missed, as there are few recombi-
nants that could reveal their presence.

e There is a lower limit for the size of a QTL that can be detected, which will vary
according to the size of the experiment and the properties of the trait; real QTL with
effects below this limit are nearly always undetected.

o Closely linked QTL with effects in the same direction tend to give the appearance of
a single QTL of larger effect. Indeed, simulation studies have shown that under the
infinitesimal model, the chance of coupled linked factors can lead to the appearance of
large effect QTL. |...|”

Assim, acreditamos que a hipdtese alternativa de mutacdo em qualquer diregdo, que aproxima a
dinamica de modelos aditivos genéticos do modelo de espaco de fen6tipos continuo é mais adequada ao
caso dos efeitos de QTLs do que a hipétese utilizada no modelo de Taylor e Higgs (2000).

Na secao seguinte, apresentamos comparagoes entre simulagoes dos modelos estocasticos com as
diferentes hip6teses e o modelo continuo.

2.4.2 Simulagoes dos modelos

Para ilustrar a correspondéncia entre os modelos baseados em frequéncia de genes expostos na se¢ao
anterior e o modelo continuo baseado no espago de fenétipos, vamos simular duas situacoes biologicas
distintas e comparar os resultados obtidos através de cada modelo. Assim, vamos rotular os modelos
da seguinte forma:

1. Modelo 1: Modelo de frequéncia de genes com a hipétese de que cada gene atua sobre a car-
acteristica quantitativa com efeito 0 ou 1. Modelo correspondente ao uso da hipotese de que os
alelos alternam-se entre os tipos de 0 ou 1 entre cada mutagao.

2. Modelo 2: Modelo de frequéncia de genes com a hipotese de que cada nova mutacao sobre
um gene pode alterar seu efeito sobre a caracteristica quantitativa com mesma probabilidade e
intensidade em qualquer dire¢ao. Esse modelo corresponde & modificacao da hipdtese de mutagao.

3. Modelo 3: Modelo basico de frequéncia de fendtipos apresentado na secao 2.1, regido pela
equagao:

ug =1V (f(x)u)ge + ru (f($) — / udx/K) .
Q
Para os modelos de frequéncia de genes definimos as seguintes variaveis:
e N : numero total de genes que influenciam a caracteristica quantitativa.
e P : tamanho da populacao de individuos

e T : ntmero de geragoes de simulacao do modelo.
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e 4 probabilidade de mutacao por individuo por geragao.
e d : magnitude do efeito de cada mutacao sobre o fenétipo.

Os modelos sao simulados através da seguinte rotina, descrita na forma de um algoritmo:

para t=1 até T faca

para n=1 até P faca

e sorteia-se um individuo dentre a populagdo com pro-
babilidade proporcional ao seu valor de adaptacao.

e 0 individuo sorteado gera um descendente, o descendente
gerado possuili probabilidade g de ser um mutante.

e no caso do individuo ser mutante aplica-se a regra de
mutagdo definida pelo modelo.

® a nova geracao é composta somente dos novos descendentes
gerados nessa iteracao.

fim
fim

O que diferencia os modelos 1 e 2 é simplesmente a regra de mutagao utilizada, para o modelo 1
utilizamos a regra:

Dado N o nimero genes, A = (a1, as,...,ayn) é o gendtipo do ancestral e D = (dy,da, ...,dN)
o gendtipo do descendente, sorteie um gene ¢ dentre os N genes (todos com igual probabil-
idade) e faga: d; =0se a; =1, d; =1 se a; = 0.

e para o modelo 2:

Dado N o ntmero genes, A = (a1, as,...,ay) € o genotipo do ancestral e D = (dy,da, ..., dn)
o gendtipo do descendente, sorteie um gene ¢ dentre os N genes (todos com igual probabil-

idade) e tome £ € [0, 1] um namero aleatorio. Se & > 1/2, faga d; = a; + 1; caso contrério

dz‘ = a; — 1.

Comparando com as relagoes de recursao apresentadas na se¢do anterior, observamos que as rotinas
descritas nesta secao correspondem a uma mortalidade de M = 1, ou seja, uma situagdo em que nao
hé sobreposicao de geragoes e na qual s = 1. Os cenérios biologicos que iremos simular refletem duas
importantes situacoes relacionadas com os processos evolutivos: evolugao neutra e evolugao sob selegcao
estabilizadora.

A evolugao sob selegao neutra (na qual todos genétipos/fendtipos possuem o mesmo valor de adap-
tagdo) possui grande importancia biologica por diversas razoes. Em primeiro lugar, a hipotese de
selecdo neutra resulta em previsoes claras sobre frequéncias de genes, sendo um exemplo cléssico as
formulas do Equilibrio de Hardy-Weinberg (Hartl e Clark, 2007, pag. 42). Em segundo lugar, o mod-
elo de selegao neutra é a base para as técnicas de relogios moleculares (Barton et al., 2007; Futuyma,
2009; Hartl e Clark, 2007) que ajudam a estimar datas de divergéncia em arvores filogenéticas. Nos
modelos desta se¢ao podemos simular um cenério de selegao neutra simplesmente tomando f(z) = 1,
representando um valor de adaptacao independente da caracteristica fenotipica.

O caso de selegao estabilizadora também possui importancia destacada, pois, além de existirem
observagoes biologicas que indicam que esse tipo de selecao estd realmente ocorrendo na natureza
(Barton et al., 2007, pag. 527), pode explicar os longos periodos de estase exibidos por caracteristicas
morfologicas de espécies observadas, por exemplo, em fosseis (Stanley e Yang, 1987). Para simular uma
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situagao de selecao estabilizadora, tomamos f(x) = elz—m)/ “2, onde m representa o ponto 6timo da
caracteristica quantitativa e v uma medida de desvio significativo para que se observe uma queda no
valor adaptativo.

Finalmente, para obter uma correspondéncia entre os modelos discretos e o modelo continuo, temos
que determinar uma conexao entre as constantes s, d, y dos modelos discretos com as constantes r e
V' do modelo continuo, o que fazemos na segao a seguir.

Selecao neutra

No caso da simulagao de selegao neutra, tomamos f(xz) = 1 para todo o dominio de fenotipos,
de forma que todos gendtipos e fenétipos possuem o mesmo valor adaptativo. Nesse caso, os modelos
aditivos genéticos representam uma dindmica de “movimentacao aleatéria”’ da populagao, uma vez
que qualquer individuo da populacdo pode ser sorteado para reproduzir-se com a mesma chance. As
probabilidades das direcoes de movimentagao dependerao do modelo de mutacao e interacao entre
gendétipo e fendtipo adotado. No caso do modelo 1, as probabilidades sao dependentes da localizagao
dos individuos no espago de fendtipos (sendo aproximadamente iguais em ambas dire¢oes na regiao
central do dominio). No caso do modelo 2, as probabilidades sdo independentes da regiao do espago
de feno6tipos e os individuos podem se movimentar para direita ou esquerda com igual probabilidade,
sendo que esta ultima depende somente da taxa de mutagdo. Ora, a movimentacao aleatéria com
probabilidades iguais em ambas direcoes nos leva exatamente ao movimento Browniano ao nivel dos
individuos, de forma que a movimentagao da populagdo como um todo estara relacionada diretamente
com um processo difusivo. A relacdo entre o processo de difusdo e o movimento Browniano pode ser
tragada pelo menos até a série de artigos iniciada em 1905 por Albert Einstein (Einstein, 1956), e
uma rela¢do baseada na formula de Stirling pode ser encontrada em Murray (1989). No apéndice A,
apresentamos uma discussao mais detalhada sobre essas relagoes baseada no tratamento de Murray
(1989).

No caso do modelo continuo, temos que a hipotese de sele¢ao neutra, ou seja, f(x) =1, nos leva a
uma dindmica dada por:

ou 0%u
Fri rvw +ru (1 — /Qu(x)dx/K> . (2.46)

Para poder comparar resultados das simulagoes dos modelos 1 e 2 (modelos aditivos genéticos) com
o modelo 3 (continuo), necessitamos escolher os parametros 7,V e K que correspondam as dindmicas
dos modelos 1 e 2. O parametro K é o mais 6bvio, uma vez que representa a capacidade de suporte do
meio. Como os modelos discretos possuem um tamanho constante de populagao P, temos que o valor
natural para K é simplesmente K = P.

Para obter os valores para r e V observamos que o produto rV desempenha o papel de coeficiente
de difusao, de forma que podemos utilizar a relagao cléassica (Einstein, 1956):

Ae = V2Dt, (2.47)

onde )\, é o deslocamento esperado das particulas durante um intervalo de tempo t e D é o coeficiente
de difusdao. Obtemos diretamente uma férmula para D:

)\2

D=—.
2t

(2.48)

Temos agora apenas que relacionar estas variaveis com os pardmetros do modelo 2. O pardmetro
d, que mede o efeito de uma mutacao sobre o fenétipo, ¢ medido em unidades do espago de fendtipos,
e o tempo esperado para que ocorra uma mutagao ¢ de ¢t = 1/u. Dessa forma, o “deslocamento médio”
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dos individuos nesse intervalo de tempo serad A, = d. Utilizando a relagao 2.48, obtemos:

2
D= d—u (2.49)
2
como rV = D, infinitas combinagoes de r ¢ V' podem relacionar o modelo 3 continuo com o modelo 2,
desde que cumpram-se as condigoes para aproximagao de Stirling (N, ¢ “suficientemente grandes”). Isso
é esperado, uma vez que a geracao de novos fenétipos esta relacionada com ambos fatores: a taxa de
reproducao 7 e o coeficiente de variagao V. Entretanto, observamos que os modelos de dindmica discreta
de tempo postulam que nao ha sobreposicao de geracoes, de forma que, se nao houvesse mortalidade,

a dindmica discreta para a populacao total seria dada por:
P(k+1) = SP(k), (2.50)

onde S = 1. O parametro para o crescimento continuo correspondente a um crescimento de 100% em
uma geragao ¢ R = In(1 4+ S). Assim, dentre os diversos cenérios de V' que poderiam representar a
dindmica de tempo discreto, podemos optar por aquela na qual r = In 2, pois representa uma taxa de
geracao de novos individuos que corresponderia & taxa instanténea de geracao de novos individuos no
modelo discreto. Por completude, realizamos simulacoes nas quais r assumia os valores de 5, 1, 0,1 e
0,01 e todas apresentaram resultados bastante similares.

Para comparar as simulacoes dos modelos 1, 2 e 3, devemos definir as condigoes iniciais e os
parametros dos modelos. Escolhemos para os modelos 1 e 2 os seguintes valores de pardmetros:

e N =100 : o nimero de genes que influenciam na caracteristica multifatorial.
e P =500 : nimero constante de individuos na populacao.

e T'= 5000 : numero de geragoes simuladas

e 11 =0,1: probabilidade de mutacao por individuo por geragao.

e d =1 : efeito de uma mutacao sobre o fenétipo.

Os parametros foram escolhidos de forma a facilitar a comparagao entre os modelos e minimizar o tempo
de simulag@o necessaria para realizar as comparagoes. A condigao inicial escolhida foi que as populagoes
iniciais do modelos 1 e 2 eram compostas de populagdes com gendtipo uniforme G = (g1, ..., gn), com
g =181 <47 <50,e g, =0sei > 50. Dessa forma as populagoes dos modelos 1 e 2 iniciam
concentradas totalmente no fendétipo x = 50.

Para o modelo 3 tomamos K = 500, r =In2e V = d;—?f‘ = ?;1025. Para a condigao inicial do modelo
continuo refletir as condi¢oes dos modelos 1 e 2, tomamos ug(z) como:

o (T) = ey ~(@=50)2/(/20)? (2.51)

~ /7(d/20)

de forma que a populagao inicial total ¢ N = 500 e esta quase na totalidade contida dentro de (50 —
d,50 + d).

Como os modelos 1 e 2 sdo de natureza estocastica, realizamos 500 repeti¢oes da simulacao de cada
um deles e comparamos os resultados médios com o modelo continuo, os resultados sao apresentados
nas figuras 2.20 e 2.21.

Para verificar se os valores escolhidos para r e V' realmente representam uma boa escolha, utilizamos
a medida de ajuste R? dada por:

o i) = d(t))?
RY(t)=1-— Z?zll(c?(t) a0 (2.52)
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Figura 2.20: Comparacao dos resultados das simulagdes do modelo 1 com o modelo continuo no caso de sele¢io
neutra (f(x) = 1). Pardmetros para o modelo 1: N = 100, P = 500,d = 1,u = 0,1. Parametros para o modelo
3: K =500,7 =1n2,V =0.05/1In2. Média de 500 repeticdes para o modelo 1, aproximag¢do numérica da solugdo
para o modelo 3.

onde n é o namero de classes de fenotipos, d;(t) é o namero de individuos médio previsto pelo modelo
2 (discreto), ¢;(t) o niimero previsto pelo modelo 3 (continuo) e d(t) a média dos valores d;(t). Como
a aproximagao de Stirling melhora com ¢ — oo, escolhemos ¢t = 2000 para comparar os desvios para
diferentes valores de r e V. Na figura 2.22 apresentamos um grafico de R?(2000) em funcdo de rV.
Observe como o ponto de melhor ajuste corresponde exatamente ao valor de D = d?p/2.

Selecao estabilizadora

No caso da selegao estabilizadora, na qual f(z) = e(x_m)/”2, simulamos o caso em que m = 60. O
pardmetro v, neste caso, define a intensidade da selecdo. Como nao é o objetivo desta se¢do analisar
profundamente o efeito da intensidade na dindmica evolutiva, mas ilustrar a correspondéncia entre os
modelos 2 e 3, tomamos simplesmente v = 100, simulando situa¢des nas quais o gradiente de selecao é
suave.

Nas figuras 2.23 e 2.24 apresentamos resultados das simulagdes dos modelos 1, 2 e 3 para o caso
m = 60. Observe como, no modelo 1, o mecanismo genético que define a caracteristica quantitativa
impede que a populagao atinja o ponto de maior valor adaptativo. Na figura 2.25 apresentamos o
fenotipo médio das populacoes de cada modelo em funcao do tempo. Durante o processo evolutivo
inicial todos modelos apresentam aproximadamente a mesma dindmica, mas, conforme os fenétipos
afastam-se da regido central, os fenotipos médios dos modelos 2 e 3 separam-se do fen6tipo médio do
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Figura 2.21: Comparacao dos resultados das simula¢des do modelo 2 com o modelo continuo no caso de sele¢io
neutra (f(x) = 1). Parametros para o modelo 2: N = 100, P = 500,d = 1, u = 0, 1. Pardmetros para o modelo 3:
K =500, =1In2,V =0,05/In2. Média de 500 repeticées para o modelo 2, aproximag¢do numérica da solu¢ao
para o modelo 3.

modelo 1, evoluindo em dire¢ao ao ponto de maior valor adaptativo. O mecanismo genético do modelo
1 impede que a populacao atinja o ponto de maximo, sendo um exemplo bastante simples do conceito
pratico de que o processo de selecao natural nem sempre é capaz de encontrar solucoes étimas.

Nesta secao apresentamos algumas conexoes entre o modelo continuo bésico e modelos genéticos
aditivos. Essas conexoes sao importantes por duas principais razoes: porque ilustram a conexao entre
parametros “microscopicos” e “macroscopicos”’ e porque elucidam as hipoteses biolégicas por tras das
equagoes das dindmicas evolutivas. Entretanto, devemos observar que o modelo continuo com mortal-
idade do tipo Verhulst apresenta, na realidade, uma dindmica distinta do modelo 2, que supoe uma
populagao de tamanho constante. A boa aproximagéo numérica dos resultados s6 ocorreré nos casos
em que a populagao do modelo continuo permanecer aproximadamente constante, situagao em que os
modelos representam o mesmo tipo de dindmica.

A relagdo entre os modelos aditivos genéticos apresentadas nessa secdo podem fornecer a im-
pressao de que apenas uma regra ‘“microscopica’ de mutacao corresponderia ao modelo basico dado
pela dinamica 2.4. No capitulo 4 mostraremos que, na verdade, o modelo béasico pode ser visto como
uma aproximacao para um caso muito mais geral de regras de mutacao e reproducao. Também no
capitulo 4 apresentaremos uma outra forma de calcular um valor para V', baseada numa formulagao
mais geral do modelo de dindmicas evolutivas em espacos de fenoétipos.
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Figura 2.22: Medida do desvio R?> em funcdo do pardmetro D = vV do modelo 8. O melhor ajuste ocorre
quando D = d*u/2, parametros para o modelo 2: = 0.1, d = 1. Para construgdo do grdfico tomamos o modelo
continuo com r = 1 e variamos o coeficiente V', calculando o valor de R? dos resultados do modelo 8 aos dados
de simulagdo do modelo 2 no instante t = 2000.
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Figura 2.23: Comparagdo dos resultados das simulagoes do modelo 1 com o modelo continuo no caso de
sele¢io estabilizadora (f(x) = e(z—60)2/1002). Parametros para o modelo 1: N = 100, P = 500,d = 1,4 =
0,1. Pardmetros para o modelo 3: K = 500, = In2,V = 0,05/1n2. Média de 500 repeticées para modelo 1,
aproximacdo numérica da solucdo para o modelo 3.
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Figura 2.24: Comparacao dos resultados das simulagoes do modelo 2 com o modelo continuo no caso de selegdo
estabilizadora (f(z) = e@=60°/100°) " Parametros para o modelo 2: N = 100, P = 500,d = 1, i = 0.1. Pardametros
para o modelo 3: K = 500,r = In2,V = 0.05/In2. Média de 500 repeti¢oes para modelo 2, aproximagio numérica
da solugao para o modelo 3.
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Figura 2.25: Fendtipos médios para os modelos 1, 2 e 3 no caso de selecao estabilizadora (f(z) = e($_60)2/1002).
Pardametros para os modelos 1 e 2: N = 100, P = 500,d = 1, u = 0.1. Pardmetros para o modelo 3: K = 500,r =
In2,V = 0.05/1In2. Média de 500 repeticoes para os modelos 1 e 2, aproximagdo numérica da solu¢io para o
modelo 3.



Capitulo 3

Um Exemplo: o sistema
Maculinea- Myrmaica

Ezxample is the school of mankind, and they will learn at no other.

Edmund Burke

Neste capitulo apresentamos um exemplo de como o modelo béasico introduzido no capitulo 2 pode
ser utilizado para descrever uma dindmica evolutiva inspirada em um sistema biologico real. O sistema
utilizado como exemplo é o sistema de parasita-hospedeiro das borboletas do género Maculinea e
formigas do género Myrmica.

3.1 Borboletas Maculinea

As borboletas do género Maculinea, as plantas das quais suas larvas se alimentam e as formigas
hospedeiras do género Myrmica sao excelentes indicadores de biodiversidade dos ambientes.

Como as borboletas Maculinea sao parasitas de formigas do género Myrmica, um dos principais fa-
tores que influenciam sua permanéncia como espécies é sua sobrevivéncia dentro dos ninhos de formigas
(Clarke et al., 1998; Elmes et al., 1998; Mouquet et al., 2005). Foi demonstrado que larvas de Macu-
linea podem ser levadas para as colonias de formigas pelas formigas trabalhadoras dessas coldnias
(Akino et al., 1999; Elmes et al., 2004; Nuismer et al., 2003; Thomas e Settele, 2004). Dessa forma,
uma investigagao da especificidade de hospedeiro no sistema Maculinea—Myrmica é importante para
entender a dindmica populacional das espécies de borboletas Maculinea e pode melhorar a compreensao
da gestao de conservacgao da espécie.

Estudos iniciais sobre especificidade de hospedeiro das borboletas Maculinea indicaram que cada
uma das cinco espécies européias possuiam um tnico e distinto hospedeiro do género Myrmica, para
o qual a sobrevivéncia de larvas no ninho era muito maior do que nas outras espécies Myrmica
(Thomas et al., 1989). Estudos mais recentes mostraram que a situagao ¢ muito mais complicada e
que a especificidade de hospedeiro de borboletas Maculinea deveria ser considerada em uma escala lo-
cal (A. Stankiewicz, 2002; Elmes et al., 1994; Tartally e Csosz, 2004; Witek et al., 2008b). O primeiro
exemplo bem demonstrado foi para a espécie M. alcon para a qual uma troca de hospedeiro ocorre
através de sua distribuigao pela Europa (Elmes et al., 1994). Outros estudos demonstraram a existéncia
de populacoes de Maculinea que exploram multiplas espécies hospedeiras, isto é, uma populagao de
borboletas Maculinea capaz de explorar mais de uma espécie de hospedeiro Myrmica no mesmo local.

Neste capitulo nosso principal objetivo é desenvolver um modelo matemético para a evolugao dos
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diferentes padroes de especificidade de hospedeiro apresentados pelas espécies de borboletas do género
Maculinea em diferentes estudos de campo (Steiner et al., 2003; Tartally et al., 2008; Thomas et al.,
1989; Witek et al., 2008a). Nesse sentido, vale destacar que o foco do modelo é na emergéncia dos
padroes de especificidade de hospedeiro e nao nos complexos detalhes da dindmica populacional do
sistema. Vale também ressaltar que a complexa dindmica populacional pode influenciar a evolugao
dos comportamentos de especificidade de hospedeiro. Entretanto, nosso objetivo aqui é destacar a
abordagem de espacgo de fendtipos para a evolugao dos padrdes de exploragdo de hospedeiros de forma
que simplificaremos a modelagem da dindmica populacional das espécies.

3.1.1 O Ciclo de vida

Os parasitas mais especializados dentre a familia Lycanidae pertencem ao género Maculinea, no qual
todas espécies tem uma relagdo obrigatéria de parasita com formigas. Existem seis espécies descritas
atualmente, apesar da possibilidade de existirem mais espécies na Asia ainda nio descritas (Als et al.,
2004; Elmes e Thomas, 1992; Fiedler, 1998). Borboletas Maculinea possuem um ciclo de vida alta-
mente especializado (Thomas e Settele, 2004). Durante o verao as fémeas poem ovos em uma espécie
determinada de planta de solo e ap6s trés semanas jovens larvas eclodem dos ovos e se alimentam de
sementes ou flores. Um més depois, larvas descem ao solo e aguardam que formigas do género Myrmica
as encontrem e as levem para seus ninhos. As larvas de Maculinea vivem dentro dos ninhos das formigas
por 10 a 22 meses (Schonrogge et al., 2000; Thomas e Elmes, 1998; Witek et al., 2006) onde elas obtém
mais do que 98% de sua biomassa final (Elmes et al., 2001; Thomas e Wardlaw, 1992).

3.1.2 Perfil quimico e especificidade de hospedeiro

No caso de borboletas Maculinea, como em outros parasitas, um método comum de infiltracao e
sobrevivéncia nas colonias de formigas ¢ o mimetismo quimico (Akino et al., 1999; Dettner e Liepert,
1994). As substancias mais importantes que desempenham um papel neste processo sao hidrocarbone-
tos (Habersetzer, 1993; Lenior et al., 2001). Nash et al. (2008) encontraram evidéncias de que quanto
maior for a similaridade da composicdo quimica da superficie das larvas da espécie Maculinea alcon
e seu hospedeiro Myrmica, mais facilmente as colonias de formigas sao exploradas. O tempo para
adogao (i.e. quanto tempo um trabalhador Myrmica leva para adotar a larva de Maculinea) é um bom
estimador da infectividade do parasita que combina a velocidade de transporte de larvas e sua inte-
gragao inicial na colonia de formigas. Considerando populacoes isoladamente, o hospedeiro primério
(sensu Thomas et al. (2005)) geralmente recupera mais rapidamente as larvas de Maculinea do que
outras espécies Myrmica. Nos estudos de Nash et al. a similaridade quimica apresentou uma correlagao
significativa com a infectividade.

E esperado que espécies parasitas que usam o mimetismo como método de infiltracio e exploracio
de um hospedeiro (Akino et al., 1999; Thomas e Elmes, 1998) devam ser altamente especializadas com
rela¢@o ao seus hospedeiros em uma escala local (Kopp e Gavrilets, 2006).

3.2 Modelando a dinAmica de evolucao

3.2.1 Hipoteses bioldgicas

No processo de construgao de modelos é importante esclarecer as hipoteses biol6gicas assumidas de
forma que fique claro o que estid e o que nao esta incluso na dindmica apresentada pelo modelo. As
principais hipoteses biologicas utilizadas na construcao do modelo sao:

1. Na auséncia de parasitas, as populagoes de formigas crescem logisticamente: essa hipotese é nor-
malmente inclusa em modelos para dindmicas populacionais de formigas, com apoio de dados
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sobre o crescimento de colonias da espécie Myrmica rubra (Elmes, 1973). Além disso, a capaci-
dade de suporte do ambiente com relagao a cada uma das espécies de hospedeiros é tomada como
sendo constante.

. Se as condi¢oes ambientais forem constantes, as populagoes de borboletas crescem logisticamente:

esse comportamento qualitativo também é apresentado pelos modelos desenvolvidos por Hochberg
et al. tanto nas versoes estocasticas (Hochberg et al., 2001) como deterministicas (Hochberg et al.,
1992). Esta hipotese é simplesmente a suposigao natural de que a competi¢ao por flores e ninhos
de formigas limita o crescimento da populagao de parasitas a uma capacidade de suporte.

. A sobrevivéncia das larvas de Maculinea depende principalmente de dois fatores, a tolerdncia do

hospedeiro e o grau de similaridade entre os perfis quimicos das larvas do parasita e das larvas
de formiga do ninho: a tolerancia do hospedeiro é um fator que é influenciado pela qualidade
do ambiente disponivel para as colénias de formigas. Quando o ambiente é muito favoravel,
espécies que normalmente nao seriam consideradas hospedeiros podem criar larvas de Maculinea
com sucesso, conforme indicam experimentos de laboratorio (Elmes et al., 2004). A inclusao do
segundo fator significa que atribuimos uma maior chance de sobrevivéncia as larvas de Maculinea

que possuem um maior grau de semelhanga com as larvas dos hospedeiros.

Todos os locais de habitacdo da espécies de Maculinea possuem regides bem definidas, uma “regiGo
de infeccao” e uma “regido de nao—infeccao”: a regiao de infeccdo inclui todos ninhos a uma
distancia dentro da qual eles podem ser infectados por larvas que desceram de plantas do solo e a
area de nao—infecgao inclue os ninhos que estao fora do alcance das larvas. O tamanho dessas areas
pode variar de acordo com o local e espécie de formiga (Elmes et al., 1998) (pois os trabalhadores
de espécies diferentes cobrem distancias diferentes) mas, para o modelo, o dado importante sera
a percentagem de ninhos de formigas dentro da area de infeccao e nao o valor numeérico das areas.

. Dentro da drea de infeccao, a distribuicao de frequéncia dos perfis quimicos € similar o distribuicdo

do local inteiro: essa hipotese significa que se toméssemos amostras dos perfis quimicos dentro e
fora da area de infecgao obteriamos distribuigoes semelhantes (i.e. tomando uma amostra fora e
outra dentro, nao seria possivel determinar, apenas através de sua analise quimica qual pertence
a qual regiao). O fato de que os voos nupciais das colonias de formigas podem alcangar algumas
centenas de metros (Elmes et al., 1998) indica que essa pode ser uma boa hipdtese, uma vez que
temos um fluxo de genes em uma escala maior que a distancia tipica de infecgao (1-10 metros).

. As espécies de formigas e plantas estao presentes em abunddncia suficiente para garantir que nao

existe risco de extingdo das borboletas por falta desses recursos: com iSso assumimos que nao
existe nenhuma restri¢ao significativa no nimero de ninhos de formigas ou plantas ao longo do
tempo.

Apesar de existirem situacOes nas quais as hipoteses acima nao sdo verdadeiras, elas sdo simpli-

ficacOes tteis para destacar o fator que queremos analisar com o modelo, a dizer, a emergéncia dos
padrées de especificidade de hospedeiro. Com essas hipoteses simplificadoras, podemos nos concentrar
em criar um modelo para a evolugao das caracteristicas fenotipicas que regulam a dinédmica do sistema
Maculinea—Myrmica.

3.2.2 Genes e o espago de fendtipos

Como citamos na secao 3.1.2, existem evidéncias de que a similaridade dos perfis quimicos das larvas

Maculinea e das larvas de formigas regulam a probabilidade de adogao e sobrevivéncia do parasita em
colonias de formigas. Nesse sentido, podemos pensar nos individuos da populagao de borboletas como
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possuindo um fenotipo que regula a probabilidade de sucesso na exploracao efetuada pelos parasitas.
Quanto mais proximos os fenétipos das larvas de formigas e larvas de borboletas, melhor se da a
exploragao.

E altamente provavel que os fenétipos quimicos que regulam o processo de exploracao das formi-
gas pelas borboletas sejam regulados geneticamente, de forma que seria possivel modelar a dindmica
da frequéncia desses durante o processo evolutivo, nos quais genes (ou combinagoes deles) que pro-
duzem fendtipos “mais proximos” dos fendtipos do hospedeiro forneceriam uma vantagem reprodutiva
aos individuos parasitas. A proposta da abordagem de espaco de fenotipos é modelar diretamente a
frequéncia dos fenétipos das populagoes. Observamos também que os mecanismos genéticos que contro-
lam a morfogénese e, por sua vez, a produgao dos perfis quimicos, sao desconhecidos e provavelmente
complexos demais para serem descritos pelas frequéncias de um pequeno nimero de genes. Por outro
lado, escolhendo descrever a frequéncia de fen6tipos na populagao podemos evitar as complicagoes de
relacionar genes a valores de adaptacgao, relacionando diretamente os fendtipos a valores de adaptacao.
Esse tipo de abordagem foi também utilizado recentemente para descrever a evolugao de fenétipos em
uma populagao de virus influenza (Lin et al., 2003).

Ao argumentar pela existéncia de uma corrida ds armas coevolucionaria entre as espécies de formi-
gas e Maculinea alcon, Nash et al. (2008) analisaram os perfis de hidrocarbonetos dos individuos das
espécies, representando populagoes de Maculinea alcon e seus hospedeiros como distribui¢oes de pontos
em um espago bidimensional. Nessa representacao, cada fendtipo diferente é associado com um ponto
no plano, e uma populagao é representada como uma “nuvem” de pontos no plano. Seus resultados
mostram uma correlagao entre a distancia nesse espago com o tempo de adogao exibido pelas espécies
de hospedeiros. Barbero et al. (2009) apresentaram uma andlise similar com relag¢ao a produgao de sons
no sistema Maculinea rebeli- Myrmica schencki. Neste tltimo, as populacoes de parasitas e hospedeiros
eram representados como pontos em espagos bi e tridimensionais correspondentes & propriedades fisicas
dos sons emitidos pelos individuos.

Tomando como base esses resultados experimentais e observagoes de campo, descrevemos popu-
lagoes (formigas e borboletas) como sendo distribuidas em um espago de fenotipos Q = [0, L] onde a
distancia entre parasita e hospedeiro é uma medida do sucesso de exploracao por parte do parasita.
Utilizamos na se¢ao seguinte o modelo desenvolvido no capitulo 2 para descrever a dindmica evolutiva
do sistema.

A equacao 2.4 fornece uma dindmica para uma populacio sob os efeitos de selecdo natural e aqueles
efeitos que geram variagao fenotipica (mutagao, por exemplo) desde que a funcao f: Q — [0,1] que
regula e relagao entre a taxa de reproducao do individuo com o fendétipo seja conhecida. No caso do
sistema Maculinea—Myrmica, o valor de adaptacao de uma borboleta individual depende da distribuicao
dos fen6tipos da populacao de hospedeiros. Nesse sentido, as func¢oes de adaptacgao, neste caso, serao
representadas por funcionais, uma vez que sao dependentes nao somente no fenotipo x do individuo, mas
também da distribuicao dos fendtipos da populagao de hospedeiros, dadas por funcoes de densidades.
Como um exemplo, podemos pensar em um parasita com fenétipo x: se toda a populagao de hospedeiros
possui fenétipos que estao “longe” de x, o valor de adaptacao deve ser muito baixo, enquanto que se a
populagao estiver “proxima’” de x o valor deve ser alto.

Iniciaremos criando fun¢oes de adaptagao para um sistema com apenas uma espécie parasita e uma
espécie hospedeira.

3.2.3 O modelo com uma espécie de hospedeiro

Definindo P = P(xz,t) como a densidade de parasitas com fenotipo x no instante t e H = H(z,t) a
densidade de hospedeiros com fenotipo x, precisamos definir um funcional de adaptagao g(H,z) para
a dindmica de P e um funcional f(H, P,z) para a dindmica de H. O melhor fenotipo possivel para
o parasita é aquele que estd “mais proximo” dos fenotipos da espécie de hospedeiros. Nesse sentido,
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incluimos um parametro € que define a vizinhanga na qual um fen6tipo pode ser considerado sujeito
a exploragao por um parasita. Se um parasita tem um fendtipo x, (z — €,z + €) é a vizinhanga que
contém todos os hospedeiros que podem ser explorados por este individuo em particular.

A melhor situacao possivel para um parasita ocorre quando toda a populagdo de hospedeiros esta
dentro da vizinhanga (x — €,z + €). O pior cenério possivel é aquele em que nenhum hospedeiro esta
dentro dos limites dessa vizinhanca. Isso sugere que podemos modelar o valor de adaptagao de um
parasita no ponto x do espago de fenétipos pela fragdo da populagdo de hospedeiros que estéd dentro
da vizinhanga (x — €, + €):

f$+EH (z,t)dx

H .

(3.1)
Para modelar o valor de adaptacao da espécie de hospedelros nos precisamos levar em conta dois fatores
importantes:

1. O reconhecimento entre individuos é um fator importante na reproducao de hospedeiros uma vez
que, em muitas espécies de formigas, uma nova rainha nem sempre funda uma nova colonia, mas
entra em uma que ja existe, sendo algumas vezes aceita e, em outras, rejeitada. Nesse sentido,
favorece ao hospedeiro ter um fendtipo similar ao da maioria da populacao de hospedeiros. Eviden-
temente, a alimentacao das larvas pelos trabalhadores é outro fenémeno em que o reconhecimento
de individuos da mesma espécie é essencial.

2. Nem todas colonias de hospedeiros encontram-se dentro da area de infec¢ao (isto é, algumas po-
dem estar longe das plantas utilizadas pelas borboletas para depositar suas larvas) de forma que
nem todas estao expostas a possibilidade de exploracao pelos parasitas. Esta é uma informacao
biolégica muito importante, uma vez que esta relacionada com a pressao de selecao que a pop-
ulacao de parasitas pode exercer sobre a populagao de hospedeiros. Uma vez que essa fragao de
colonias dentro da area de infecgao pode variar, incluimos um parametro v que esté relacionado
com a fragdo que esta exposta & infeccao pelo parasita.

Assim como no funcional de adaptacado para o parasita, o fator 1, acima, pode ser modelado como a
fragdo de hospedeiros na vizinhanga (x — €,z + €). Se toda a populacao de hospedeiros esta dentro
da vizinhanca, toda a populacao reconhece o individuo como “similar”’, maximizando dessa forma seu
valor de adapatacao. Por outro lado, ser similar ao parasita é prejudicial ao hospedeiro, de forma que
uma medida de adaptag@o poderia ser 1 menos a fragao de parasitas na vizinhanca (z — €,z + €). Mas
precisamos também incluir a pressao seletiva no funcional de adaptacao, pois, mesmo que a populagao
de hospedeiros seja similar & toda a populac¢ao de parasitas, se a pressao seletiva for muito baixa (em
outras palavras, se a chance da colonia ser exposta ao parasita for muito pequena), isso nao deve ter
uma influéncia muito grande no valor de adaptacao do individuo.
Com esses aspectos em mente, sugerimos o seguinte funcional para a espécie de hospedeiros:

foreHa:tda: (1 fx+Ethd$>

F(H, P,z) = fQ (x,t)dx fQ z,t)dx

(3.2)

O modelo para uma espécie de hospedeiro e parasita é dado pelo seguinte sistema de equacoes diferen-
ciais parciais:

2 X
iallf{:vHTH8 [f(gi/pf’ )H]+THH (f(Han:C)_/Qde/K>7
oP 0?(g(H,z)P] (33)

a :UPTPT—I—TPP <g(H,$) —/QPdaZ/Kp),
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onde vy é o coeficiente de variagdo fenotipica da espécie de hospedeiros, ry sua taxa méxima de
reproducao e Ky a capacidade de suporte. Por analogia, vp,rp e Kp sao os pardmetros relacionados
com a espécie de parasitas.

3.2.4 Muiltiplos hospedeiros

A mudanca mais significativa com relacdo ao modelo de uma espécie de hospedeiro é que as espécies
de hospedeiros estao presentes dentro da area de infeccao em frequéncias diferentes. Existem dois fatores
que contribuem para a frequéncia observada dentro da area de infec¢ao: a capacidade de suporte com
relagdo a cada uma das espécies de hospedeiros e o percentual das colénias dentro da area de infecgao.
Por exemplo, mesmo que a capacidade de suporte com relagdo a uma espécie de hospedeiro A seja
pequena quando comparada a espécie de hospedeiro B, se a maior parte das coldonias de A estiverem
dentro da area de infeccao (significando que o parasita exerce uma alta pressao seletiva sobre a espécie
A) entao A poderia ser mais abundante para o parasita do que a espécie B. Uma medida da abundancia
da espécie hospedeira A para o parasita é dada por y4K 4, o percentual de ninhos dentro da area de
infeccdo multiplicado pela capacidade de suporte do local com relacdo a espécie A.

A dindmica para cada uma das espécies hospedeiras é generalizada diretamente do sistema de
equagoes 3.3, sendo a principal modificacdo necessaria no funcional de adaptagdo do parasita. Se
Hi(z,t), i = 1,...,n é a distribui¢ao de cada espécie de hospedeiro, entao a fragao de hospedeiros
dentro da vizinhanga do fenétipo x é dada por:

Do l%fﬂﬁ-*-eH x,t)dx
2ic1 Vi Jo Hiz, t)dw

Novamente, o valor maximo de adaptagao (com valor numeérico 1) para o parasita é obtido quando
toda a populagao de hospedeiros esta dentro da vizinhanga (x — €,z + €) e o valor de adaptagao zero
é obtido quando nenhum hospedeiro se encontra nela. Finalmente, escrevemos o sistema de equagoes
para n hospedeiros:

g(Hy,...,Hy,z) = (3.4)

g L = Uﬁ“ia [fl( v 71:) l] TZ'HZ' fi(Hi,P,.%) — / szx/Kz ,i = 1,...,n.

2 .
aj:vprpa l9(Hy, ..., Hy, ) P +rpP(g(Hy,...,Hy,z)— | Pdx/Kp |,
8t 81)2 Q

com os significados 6bvios para os parametros.

3.2.5 Parametros adimensionais

Para a variavel temporal adotamos a adimensionalizagao t* = rpt, a escala de tempo de reproducao
do parasita, * = x/,/vp ¢ a variavel adimensional do espaco de fenétipos, h;(x,t) = /vpH;/K;,
i = 1,...,n as densidades para as espécies de hospedeiros e p(x,t) = /vpP/Kp a densidade de
parasitas. Abandonando os asteriscos, o sistema adimensional de equacoes fica:

Ohi _ o, Olilhip )] (fi(hi,P,a;)—/hid:c>,izl,...,n.
Q

ot ' dx?

3.6)
ap ?[g(h1, ..., hn,x)p] / (
En = 8x2 +p g(hlv"'ahnax)_ de.’L'

onde 0; = v;/vp, \i = 7;/rp e Q = [0, L/\/vp). 0; é a razdo entre os coeficientes de variacao fenotipica
da espécie de hospedeiro i e o parasita. 6; > 1 implica que a populagao de hospedeiros ¢ muda mais
rapidamente que a populagao de parasitas. A; é uma medida de quao rapidamente a populacao da
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espécie de hospedeiros ¢ pode mudar na escala de tempo da reprodugao do parasita. A\; > 1 implica que
a dindmica de reproducao do hospedeiro i é mais rapida que a do parasita.
Os funcionais de adaptagao podem ser escritos em termos das varidveis adimensionais, fornecendo:

x40 z+0

hi(x,t)dx i(x,t)dx

fi(hz‘,p,x)z—fm_‘s (=) 1—%M ,i=1,...,n,
Jo hi(z, t)dx Japi(z,t)d

> i1 Vi0i f;jgé hi(x,t)dx
>t vioi fo hiz, t)de

onde d =¢/\/vpeo;=K;/Kp,i=1,...,n.

Para obter uma interpretagao biologica clara do pardmetro §, iremos iniciar expondo o significado
dos parametros € e \/vp. O parametro € é a distancia maxima no espaco de fenétipos na qual um
hospedeiro pode ser explorada por um parasita, de forma que se a distancia for maior que €, esse
individuo nao pode ser explorado pelo parasita. Nesse sentido, € ¢ uma medida de uma mudanca
significativa no espaco de fenétipos. Em fenémenos de reacao-difusao, a velocidade de propagacao da
populacéo pode ser aproximada por 2v/UD, onde U ¢ a taxa de reacido e D o coeficiente de difuséo.
Em nosso modelo, o coeficiente de difusao é dado por rpvp, enquanto a “taxa de reacao” é a taxa de
reproducao da populacao 7p, o que nos leva a velocidade: V' = 2rp,/vp. Se agora multiplicamos essa
velocidade pela escala de tempo da reproducdo 1/rp obtemos a distancia percorrida pela populagao
nessa escala de tempo: 2,/vp. Agora § = €/,/vp é a razao entre uma mudanga significativa no espaco de
fenotipos e a distancia percorrida pela populag@o na escala de tempo de reprodugao do parasita. Com
isso 0 < 1 significa que a populagao pode mudar significativamente na escala de tempo de reprodugao
do parasita, enquanto que ¢ > 1 implica que mudancas fenotipicas ocorrem lentamente.

Na tabela 3.1 apresentamos um resumo com todos os pardmetros do modelo e seus significados
biolégicos.

(3.7)

g(hl,...,hn,l‘) =

3.2.6 Condicoes de fronteira

O espago de fendtipos 2 = [0, L] é o espago de caracteristicas fenotipicas e, como tal, uma abstracao
util para modelar e entender aspectos da evolugao do sistema Maculinea—Myrmica. Diferentes tipos de
condicoes de fronteiras podem ser atribuidas, cada uma com sua interpretagao biologica particular. Por
exemplo condigoes de Dirichilet homogéneas u(0,t) = u(L,t) = 0 representariam fenotipos letais nas
fronteiras. Condicoes de fluxo nulo na fronteira representariam que nao ha variagao fenotipica além fron-
teira. Apesar das condi¢oes de fronteira representarem situagoes biologicas interessantes, em primeiro
lugar estamos interessados nos casos onde as as mesmas nao influenciam os resultados qualitativos do
modelo. Em outras palavras, o espaco ideal que estariamos simulando seria 2 = (—o0, 00).

3.3 Simulacoes numéricas

Nesta secao apresentamos uma exploracao do modelo através de simula¢bes numeéricas.

3.3.1 Meétodos numéricos, representacao de resultados e condigoes iniciais

Para aproximar as solugoes do sistema 3.6 utilizamos um esquema de diferencas finitas do tipo
Crank-Nicolson com uma aproximacao dos funcionais f e g como f"*! ~ f" e ¢g"*t! ~ ¢". Mais duas
rotinas foram implementadas: um esquema do tipo forward e um esquema de Runge-Kutta para com-
paracao de resultados. Todos os métodos apresentaram resultados muito similares e qualitativamente
idénticos.
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Tabela 3.1: Resumo dos pardmetros do modelo e seu significado bioldgico.

Simbolo Significado
Hi(z,1) Densidade de hospedeiros da espécie ¢ na posigao fenotipica x no instante
1 Y
t
P(z,t) Densidade de parasitas na posicao fenotipica x no instante ¢
V; Coeficiente de variagao fenotipica da espécie de hospedeiro 4
vp Coeficiente de variagao fenotipica da espécie de parasita ¢
T Taxa maxima de reproducao para a espécie de hospedeiro %
rp Taxa maxima de reproducao para a espécie de parasita
K Capacidade de suporte do meio ambiente com relagao & espécie de hos-
! pedeiro i
Kp Capacidade de suporte do meio ambiente com relagéo a espécie de para-
sita
€ Distancia méaxima entre fenétipos “similares” no espago de fenotipos
Variaveis adimensionais
hi(z, 1) Densidade de hospedeiros da espécie ¢ na posicao fenotipica x no instante
1 9 t
p(x,t) Densidade de parasitas posic¢ao fenotipica x no instante ¢
R Razao do coeficiente de variagao fenotipica da espécie de hospedeiro ¢ e
RS o coeficiente da espécie parasita
JYp— Razao da taxa maxima de reproducao da espécie de hospedeiro i e da
¢ = TP taxa maxima da espécie parasita
' Pressao seletiva sobre a espécie de hospedeiro i (percentual da area de
v estudo dentro da area de infecgao)
o = Ki /Ky Abundéncia relativa da espécie de hospedeiro ¢ com relacao & espécie 1.
fi(hi,p, ) Fungao de adaptagao para a espécie de hospedeiro ¢
g(h1,...,hy,z) Fungao de adaptacdo para a espécie de parasitas

5= /T

Razao entre a distancia de mudancga significativa no espaco de fenétipos
e a distancia percorrida através da geracao de novos fetotipos na escala
de tempo da reproducao do parasita

3.3
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As solugoes para o sistema de equagdes diferenciais sao n + 1 fungoes de duas variaveis h;(z,t),i =
1,...,n e p(x,t). Talvez a melhor forma de apresentar os resultados seria através de animagoes mas,
dadas as limitagoes do meio impresso, nos restringiremos a figuras e graficos bidimensionais. Na maior
parte das simulagbes h;(x,t) podem ser aproximadas por distribui¢bes na forma de sino na variavel
x, movendo-se através do espago de fenotipos conforme ¢ muda. De forma analoga, p(z,t) também
apresenta distribui¢goes na forma de sino na maior parte das simulac¢oes, em alguns casos subdividindo-
se em duas ou mais subpopulagoes também com forma de sino mas com médias distintas.

Dadas as consideragbes acima, em algumas figuras apresentaremos somente a trajetoria dos fenoti-
pos médios para cada uma das curvas h;(z, t), p(x,t). Nos casos raros em que ocorreu uma subdivisao da
populagao, apresentamos as trajetorias dos dois novos fendtipos médios (um para cada subpopulagao).
Para obter o fenétipo médio de h;(x,t) e p(x,t) utilizamos as relagoes:

_ Jo xhi(x, t)dx

halt) = }ZQ (x,t)dz’ 38

Bilt) = fop T t)da: (3.8)
! Jop(z, t)ds

Para construir as distribuicoes iniciais de parasitas e hospedeiros, utilizamos uma distribui¢ao-base:
S(x) = (1+&)e ==m? /%, (3.9)

onde m é a média da distribuicao inicial, v a varidncia inicial e & é uma variavel aleatoria com dis-
tribuigao uniforme em [0,1/10]. O indice 7 para a variavel aleatoria esté associado com cada ponto
da malha utilizada para construir as aproximacoes numéricas da solucao. Para cada populacao de
hospedeiros e parasitas, uma distribui¢ao-base S(z) foi construida com suas respectivas médias e var-
idncias iniciais, cada distribuicao foi em seguida normalizada para produzir niimeros populacionais
significativos através da férmula:

S(x)
Jo S(x)dx’

onde C' é uma constante que regula a populagao inicial em termos da capacidade de suporte. Os
resultados qualitativos das simulagoes foram, na sua maior parte, independentes das condicGes iniciais.
Os casos para os quais o resultado final qualitativo foi dependente das condic¢Ges iniciais sdo mencionados
explicitamente.

Q) = (3.10)

3.3.2 Resultados para o sistema com um hospedeiro

Para os cenéarios com somente uma espécie de hospedeiro existem dois principais comportamentos
qualitativos que podem ser observados: uma corrida as armas entre parasita e hospedeiro ou uma
distribuicao estacionaria de fenotipos, no sentido que o processo de coevolugdo chega a um ponto
estacionario. O comportamento de corrida as armas apresentou dois tipos diferentes de dinadmica:
chamaremos esses tipos de regime continuo e regime complexo. No regime continuo, ambas espécies
evoluem em uma direcao fixa, enquanto que no regime complexo a direcao pode mudar e a populagao
pode atravessar ciclos de mudancas de diregoes com periodos regulares antes de evoluir para outro ciclo.
Na figura 3.1 apresentamos um exemplo dos comportamentos qualitativos apresentados pelo modelo.
Conforme exploramos o espago de parametros (9, 6, ~, A), as distribui¢oes estacionarias apresentaram-se
essencialmente em trés tipos distintos, que definiremos como dois picos, um pico e platd. A figura 3.2
apresenta exemplos de tais distribuicoes.

Observamos, de passagem, que as distribuicoes estacionarias de dois picos estao relacionadas com a
analise apresentada na segao 2.3, § = 0, 125 significa que o coeficiente de variagao fenotipica do parasita
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Figura 3.1: Fendtipos médios h(t) (hospedeiro) e p(t) (parasita). a) Distribui¢do estaciondria de fendtipos
(0 =0,24, A = 0,33, v = 0,89, 6 = 0,27). b) Regime complexo de corrida as armas (8 = 0,27, A = 0,1,
v=0,97, 0 =8,74). ¢) Regime continuo de corrida as armas, ambas espécies mudam seus fendtipos médios na
mesma dire¢io. (0 = 0,36, A = 10,00, v = 0,40, § = 5,4)
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Figura 3.2: Exemplos de distribui¢des estaciondrias. a) Dois picos ( = 0,125, A =1, v= 0,6, 6 = 1). b)
Plato (# =0,25, \=1,v=0,6,6=0,5). ¢c) Un pico (§ =0,5, \=1,~v=0,6,4=0,5).

vp é oito vezes maior que o do hospedeiro, ou seja, estamos em uma situagao em que o coeficiente de
variacao fenotipica do parasita é muito alto, o que pode levar a casos de méa adaptagao. Conforme 6
aumenta (vp diminuindo), o parasita comeca a apresentar um sinal de melhor adaptagao. Note que,
neste caso, vy tem influéncia na escala da fungdo de adaptagao do parasita.

Na figura 3.3 apresentamos os resultados qualitativos obtidos através da exploragao do espago de
parametros.

A seguir apresentamos um resumo da influéncia dos parametros na dinamica do sistema.
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Parametro +: como esperado, pressoes seletivas fracas tendem a levar a um estado estacionério.
Esse fato é coerente com as expectativas tedricas sobre coevolucao entre hospedeiro e parasita, uma
vez que sob pressoes de selecdo muito fracas, todos fendétipos possuem taxas de reproducgao similares
e o efeito de sele¢do natural nao é capaz de mudar significativamente a distribuicao de fenétipos na
populacdo. Devemos observar que, no modelo, hospedeiros com fenétipos muito distintos do fen6tipo
médio sao penalizados, se esse fator é removido, mesmo pressoes seletivas muito baixas levarao a
mudangas significativas nas distribuigoes de fenotipos das populagbes. Apenas o componente de uma
pressao seletiva elevada nao leva, necessariamente, a regimes de corrida as armas no modelo. Em parte
isso ocorre porque os hospedeiros, neste caso, sao penalizados se diferem muito de sua prépria populagao,
enquanto que os parasitas nao enfrentam essa dificuldade com relagao ao fenétipo em questao. Como
um resultado, podemos dizer que os hospedeiros podem estar em uma situagao onde é dificil evoluir
adaptagoes contra o parasita (como evoluir fenotipos muito distintos dos fenétipos do parasita) porque
isso também impoe uma penalidade & propria capacidade de reprodugao do hospedeiro. Observamos que
este argumento também ¢é vélido para a evolugao de um comportamento que torna os individuos menos
tolerantes a fendtipos levemente distintos, uma vez que eles também tenderiam a ser menos tolerantes
com individuos de sua propria espécie. Naturalmente, essas observagoes sao validas se os hospedeiros sao
realmente penalizados quando possuem um fenétipo muito distinto da média da populagao (supondo
a distribuigao da populag¢ao na forma de sino em torno da média).

Parametro 6 : Em situagdes com pressoes seletivas médias ou fortes (0.4 < v < 0.8), valores
elevados de 6 (> 10) levarao a regimes de corrida as armas. Isso significa que a taxa de mudanga
fenotipica no espago de fenétipos do hospedeiro deve ser mais réapida que a do parasita para que se
observe uma corrida &s armas. Novamente, isso estd relacionado com a hipotese de que o hospedeiro
pode estar em conflito com sua prépria populagdao quando modifica seu fenotipo. Valores de 6 proximos
da unidade e abaixo levam a regimes estacionarios, onde o parasita explora o hospedeiro sem que o
mesmo evolua contramedidas (em termos de feno6tipos). Isso também esté de acordo com as expectativas
tedricas, se a populagao de parasitas é capaz de se modificar mais rapidamente do que a de hospedeiros,
serd dificil para que a populacao de hospedeiros escape a exploracao evoluindo fenétipos no espago de
aspecto.

Parametro \: assim como para o parametro 6, pressoes seletivas médias ou fortes em combinagao
com altos valores de A (> 5) podem levar a regimes de corridas de armas. Como observado na se¢ao
2.1, o coeficiente de difusdo depende das taxas de reproducdo das populagdes. A > 1 significa que
os hospedeiros se reproduzem mais rapidamente que os parasitas (comparando os melhores fendtipos
possiveis). Como uma consequéncia de A > 1, a populagao de hospedeiros é capaz de se modificar no
espaco de fenotipos mais rapidamente do que a populagao de parasitas, criando um regime de corrida
as armas. Quando A < 1 a populagao de parasitas se modifica mais rapidamente do que os hospedeiros
e o sistema apresenta um comportamento de distribuigoes estacionarias.

Parametro J: novamente pressoes seletivas médias ou fortes sdo necessarias para que o sistema
apresente regimes de corrida as armas. Quando § > 1 estamos simulando situagoes onde as populagoes
mudam muito lentamente (assumindo 6, A\ ~ 1) no espago de fenotipos em relagdo a escala de tempo
reprodutiva do parasita. De forma contraria ao que poderiamos esperar intuitivamente, essa condigao
leva a regimes de corridas de armas. Além disso, esta condigao foi necesséria para que o regime complexo
de corrida as armas fosse observado. A situagio oposta, § < 1, no qual as populagdes mudam muito
rapidamente no espago de fendtipos tendem a levar a comportamentos estacionarios.

Uma vez que temos quatro pardmetros no modelo, explorar os possiveis resultados das simulagoes
se torna um desafio. Nao é possivel explorar em detalhe todo o espago de pardmetros. Como um
complemento as simulagoes apresentadas na figura 3.3 também extraimos amostras aleatorias do espago
de fenotipos e analisamos as frequéncias dos comportamentos observados.

Uma vez que cada um dos parametros tem uma interpretacao biologica, ndo desejamos (sem uma
razdo precisa baseada em observagoes biologicas) designar uma maior probabilidade para um cenério
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Tabela 3.2: Tomando uma amostra aleatéria do espago de pardmetros, em 27% de um total de 100 simulagoes
observamos wm comportamento de corrida as armas. Todas as outras simulagdes apresentaram um comporta-
mento estaciondrio.

Comportamento qualitativo Frequéncia
Corrida as armas 27%
Estacionario 73%

biolégico particular ao tomar amostras aleatérias do espago de pardmetros. Por exemplo, o pardmetro
A define a taxa de reprodugao do hospedeiro em relacao a do parasita, quando A > 1, o hospedeiro
se reproduz mais rapidamente e quando A < 1 o parasita se reproduz mais rapidamente. Essas sao
duas situagoes biologicas claras e distintas e nao queremos atribuir a nenhuma das duas uma maior
probabilidade. Assim, nosso procedimento sera criar um conjunto de valores possiveis para o parametro
A: I =[1/10,1] U [1, 10] e atribuir uma probabilidade de 0,5 a A € I} = [1/10, 1] e uma probabilidade
0,5 de A € Iy = [1,10]. Uma vez definido a qual intervalo A pertence, utilizamos distribuigoes uniformes
dentro de cada intervalo I7,Is para determinar o valor de A em um sorteio aleatério. Aplicamos a
mesma argumentagao e procedimento para os parametros 6 e 0, com § € [ = [1/10,1] U [1,10] e
0 € Iy=1[1/10,1]U[1,10].

O parametro ~ representa a pressao seletiva, a fracao da populagao de hospedeiros que esta dentro
da area de infeccao. Para criar uma amostra aleatéria do espago de parametros, tomamos os valores
de v dentro do intervalo I, = (0, 1] com distribuigao uniforme. Ainda que as condigdes iniciais possam
influenciar alguns aspectos da dindmica do sistema, o comportamento qualitativo é, na grande maioria
das simulagoes, independente das mesmas. Tanto a distribuicao inicial da populacao de parasitas como
a de hospedeiros sao dadas por curvas gaussianas as quais sao adicionadas uma perturbagao aleatoria.

Na tabela 3.2 apresentamos o percentual de cada comportamento qualitativo com amostras aleatorias
de pardmetros como explicado acima.

3.3.3 Resultados para duas espécies de hospedeiros

Um dos principais objetivos para a criagdo do modelo matemético para a evolugao de caracteris-
ticas fenotipicas no sistema Maculinea—Myrmica é obter a possibilidade de simular a evolucao de
comportamentos de hospedeiros miiltiplos ou tinicos. Para explorar os resultados possiveis em termos
de comportamentos de especificidade de hospedeiro, realizamos simulacées tanto explorando sistemati-
camente o espacgo de fenotipos como tomando amostras aleatorias do mesmo. Iniciamos apresentando
as simulacoes obtidas a partir de amostras aleatérias do espaco de parametros.

As simulacoes do sistema para duas espécies de hospedeiros claramente aumentam o nimero de
parametros. Neste caso, ao invés de termos somente um parametro A, temos \; representando a taxa
de reproducao do hospedeiro 1 e Ay a taxa de reproducao do hospedeiro 2. Analogamente, temos os
pardmetros 71, v2 (pressoes seletivas), 01,602 (taxas de mudanga dos hospedeiros no espago de fenoti-
pos), 01,02 (abundancia dos hospedeiros no local). Em nossas simulagoes, o parametro § permanece
inalterado pelo numero de espécies, apesar de ser possivel imaginar uma situagdo onde o pardmetro §
¢é diferente para cada espécie de hospedeiros.

Assim como nas simulac¢es para uma Unica espécie de hospedeiros, tomamos amostras do espago
de pardmetros da mesma forma descrita na segao 3.3.2. Os parametros g;, como definidos na segao
3.2.5, sao dados por K;/K; onde K; é a capacidade de suporte do local com relagdo ao hospedeiro 4
(i.e. uma medida de abundancia da espécie i) e o hospedeiro 1 é o mais abundante no local de estudo,
nao necessariamente o mais abundante dentro da area de infecgdo. Como uma consequéncia, cada o;
esta no intervalo (0, 1], para nossas amostras aleatorias, o1 = 1 e o9 possui uma distribuigao uniforme
no intervalo (0, 1].
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Os mesmos resultados qualitativos apresentados nas simulagdes de um tnico hospedeiro também
estdo presentes nas simulagoes para duas espécies de hospedeiros. A principal diferenca na dindmica do
sistema é que agora o parasita pode exibir comportamento de hospedeiro miltiplo, para o qual utilizare-
mos a sigla MHB (multiple host behavior). Para comportamento de hospedeiro tnico sera utilizada a
sigla SHB (single host behavior). MHB foi observado nas simulages tanto como um comportamento
transiente como um comportamento estavel. MHB transiente ocorre quando a populagao de parasitas,
enquanto evolui, atravessa um estiagio em que explora mais de uma espécie de hospedeiro simultanea-
mente mas, com o passar do tempo, se torna mais e mais especializada em apenas uma tinica espécie
de hospedeiro. MHB estavel é observado quando o parasita nao se concentra em apenas uma espécie
e, independentemente de quanto tempo simulemos o sistema, explora ambas espécies. Na figura 3.4
apresentamos representacoes de resultados de simulagoes.

MHB transiente pode ocorrer em quase qualquer situagao. As populagbes de hospedeiros podem
possuir distribui¢oes fenotipicas similares, por exemplo. A populacdo de parasitas pode ter que “viajar”
através do espacgo de fendtipos para explorar a espécie de hospedeiro mais abundante, atravessando
em seu caminho uma regiao onde a populacao da espécie de hospedeiro menos abundante esta local-
izada, apresentando, desta forma MHB transiente. Isso é particularmente provavel no caso do modelo
unidimensional, uma vez que existe um tnico caminho conectando dois pontos no espago fenotipico. A
duragao do MHB transiente é dependente dos parametros do modelo, que representam pressao seletiva,
taxa de mudanca no espago de fenotipos, abundancia de espécie e outros fatores. Dadas essas obser-
vagoes, consideraremos apenas MHB estdvel como comportamento de hospedeiro miltiplo “verdadeiro”.

Realizamos 100 simulagoes do modelo de dois hospedeiros e, em 19 delas, o parasita apresentou
MHB. Em 16 dessas 19 simulagoes, a populagao de parasitas se dividiu em duas subpopulagoes, cada
uma adaptando-se a uma das espécies de hospedeiros; nas 3 restantes a populagao de parasitas criou um
vale (i.e. dois picos proximos) que aprisionaram ambas populagdes de hospedeiros dentro do mesmo,
nesses trés casos especiais, o resultado final das distribuigoes era fortemente dependente das condigoes
iniciais (particularmente das médias iniciais de cada populacao).

Outro ponto importante com relagao & especificidade de hospedeiro é a questdao de determinar se
a populacao de parasitas sempre converge para a populacao mais abundante na area de infeccao. Em
nosso modelo a abundéancia do hospedeiro ¢ dentro da area de infecgdo pode ser aproximada por v; K;, a
abundancia da populacao no local de estudo vezes a fracao que se encontra dentro da regiao de infeccao.

Em cada simulacao, observamos qual era a espécie de hospedeiro para o qual a populagdao de
parasitas convergia. Nas simula¢Ges em que se observava SHB a classificagdo da convergéncia era clara,
e em 76.5% (62 de 81 casos de SHB) a populagdo de parasitas convergiu para o hospedeiro mais
abundante dentro da area de infec¢do. A maioria dos casos onde a populagao de parasita convergiu para
a espécie menos abundante apresentou um fator comum: a taxa de mudanca no espago de fendtipos da
espécie mais abundante era maior que a unidade e a da menos abundante era menor que a unidade. Em
termos biolégicos isso implica pelo menos duas caracteristicas importantes: a espécie mais abundante
pode evoluir mais rapidamente e também possui uma varidncia populacional maior. Se a populagao
de hospedeiros evolui mais rapidamente, ela dificulta a adaptacao da populagao de parasitas aos seus
fenotipos e sua perseguicao no espago de fendtipos, criando um cenario favoravel para que a populagao
de parasita adapte-se a espécie menos abundante (que nao evolui tao rapidamente). Contribuindo
no mesmo sentido, a espécie menos abundante possui uma menor taxa de mudanca no espaco de
fenotipos, evoluindo mais lentamente e possuindo uma varidncia populacional menor. Essa varidncia
menor cria um pico de adaptacao para a espécie de parasitas, uma vez que a maioria dos hospedeiros
da espécie menos abundante pode ser encontrada dentro de uma vizinhanca menor em torno da média
fenotipica da populacao. Isso também contribui para que a populacao de parasitas convirja para a
espécie de hospedeiro menos abundante porque, apesar de apresentar-se em menor niimero dentro da
area de infeccao, ela pode fornecer o fendtipo mais comum quando levamos em conta as distribuigoes
fenotipicas das populacoes de hospedeiros.
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Tabela 3.3: Resumo dos resultados de simulagoes de cendrios com dois hospedeiros.

Convergéncia
para hospedeiro

Comportamento Frequéncia Corrida as armas .
mais frequente

MHB 19% 74% 79%
SHB 81% 30% 7%

Convergéncia para populagoes de hospedeiros menos abundantes ja foi observada em estudos de
campo e, naturalmente, existem outras explicagoes plausiveis além da exposta acima. Uma explicagao
alternativa é simplesmente um estado transitoério de evolugao, uma vez que a populacao de parasitas
leva um certo tempo para adaptar-se as variacoes nas abundancias das espécies de hospedeiros. Outra
explicagdo possivel é simplesmente o fator da distancia no espago de fenoétipos. Se a populagao da
espécie mais abudante estiver “longe demais” no espago de fenétipos, é possivel que nao exista uma
forma vidvel através do processo de evolucao para que a populagao de parasitas consiga “alcangar” os
fenoétipos da populacao mais abundante. Em outras palavras, a populacao de parasitas esté separada
de um pico de maior adaptagao por um longo vale de baixo valor adaptativo (a regido entre as espécies
de hospedeiros onde nao ha fendtipos que possam ser explorados).

Nos casos em que observamos MHB, a classificagdo da convergéncia do parasita para a espécie
de maior abundéncia tornou-se mais subjetiva, uma vez que a populagao de parasitas divide sua dis-
tribuicao fenotipica entre as duas espécies de hospedeiro. Mesmo assim na maioria dos casos foi possivel
identificar claramente a convergéncia da maior parte da populacao de parasitas para uma espécie de
hospedeiro, em 78.9% (15 de 19) dos casos a convergéncia foi para a espécie de hospedeiro mais abu-
dante. Nos quatro casos onde nao houve uma convergéncia preferencial clara, a populacao dividiu-se
de forma praticamente igual entre as espécies de hospedeiros.

Regimes de corrida as armas foram mais frequentes com duas espécies de hospedeiros, apresentando-
se em 39% das simulagdes. Ela ocorreu em 30% dos casos de SHB, uma percentagem similar as simu-
lagoes com um tnico hospedeiro, e em 73% (14 de 19) dos casos de MHB. Nos casos de MHB, o parasita
poderia apresentar-se em regime de corrida s armas com relacao a uma espécie de hospedeiro e em
regime estacionario com relagdo a outra. Em tais casos, o regime foi contado como corrida as armas.

Na tabela 3.3 apresentamos um resumo dos resultados das simulagdes com duas espécies de hos-
pedeiros.

Todas as consideracoes acima dizem respeito as simulacoes realizadas através de amostras aleatérias
do espago de parametros. Para explorar ainda mais o espaco de parametros, também realizamos simu-
lagoes sistematicas, restringindo o espago de pardmetros com as seguintes hipoteses:

1. Todas populagoes possuem coeficientes de variagao fenotipica similares, i.e. 6; =~ 1. Esta hipotese
assume que as taxas de mudancga fenotipica nas populagoes, devidas a mutagoes, recombinagoes
e outros fatores sao similares para todas as espécies.

2. As taxas de reproducdo méxima \; = A sdo iguais para todas as espécies de hospedeiros e
menores ou iguais a 1. Essa hipotese assume que a escala de tempo das dindmicas populacionais
é similar para todas espécies de hospedeiros e mais lentas que a escala de tempo do parasita
(i.e. a populagao de parasitas é capaz de mostrar uma mudanga significativa na popula¢ao mais
rapidamente que as espécies de hospedeiros). Esta pode ser, de fato, uma hipotese apropriada,
uma vez que os intervalos de geragoes de parasitas e hospedeiros sao distintos, sendo o intervalo
do parasita significativamente menor.
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Para explorar a ocorréncia de comportamento estavel de multiplos hospedeiros, realizamos 1200 si-
mulagoes correspondentes as combinagoes dos pardmetros § € {0.125,1.8}, A € {0.125,0.25,0.5, 1},
o = Ky /K; € {0.125,0.25,0.5,1} e y12 € {0.2,0.4,0.6,0.8, 1}. Uma vez que o parametro A nao afetou
muito os resultados qualitativos das simulagoes, apresentamos os resultados em termos das variagoes
de 6,09 e y1,2. Os resultados sao apresentados nas tabelas 3.4, 3.5 e 3.6, partir das quais podemos tirar
as seguintes conclusoes:

1. Conforme o valor de § aumenta, a frequéncia de MHB também aumenta. Isso é esperado, uma
vez que uma interpretagdo bioldgica possivel para valores elevados de § é que as populagoes de
hospedeiros sd@o muito tolerantes (i.e., mudangas fenotipicas que ocorrem na escala de tempo da
reprodugao nao sao notadas pela populagao de hospedeiros).

2. A populagao de parasitas atravessa uma transi¢gdo de especificidade de hospedeiro conforme a
abundéancia de hospedeiro muda. Tal mudanca gradual pode ser observada na tabela 3.5, quando
oo = 1 e v = 0,8, conforme ~; se modifica, a populagdo de parasitas muda seu hospedeiro
primario (aquele para o qual a maior parte da populacao de parasitas esta adaptada).

Como um exemplo de transicao de hospedeiro, na figura 3.5 apresentamos a fracao do total da
populagao explorando o hospedeiro 1 conforme ~; se modifica (§ = 1,A =0,5,72 = 0,6,09 = 0,5).

3.3.4 Mais que dois hospedeiros

Exploragoes preliminares do espago de pardmetros nos casos de trés ou mais hospedeiros indicam que
os mesmos resultados qualitativos devem ser esperados para os sistemas com mais de dois hospedeiros.
Em particular, MHB estével foi observado em simulagoes com mais de trés hospedeiros com a populagao
de parasitas explorando simultaneamente trés espécies de hospedeiros, sendo que o fator determinante
para a exibicao de tal comportamento foi, como antes, a abundancia relativa dos hospedeiros.

3.4 Conclusoes sobre o sistema Maculinea—Myrmica

A seguir apresentamos um resumo das conclusoes obtidas através das simulagdes do modelo discu-
tidas em detalhe na secao anterior.

3.4.1 Comportamento de hospedeiro miultiplo

As simulagoes mostram que o comportamento de hospedeiro multiplo pode ocorrer tanto em forma
transiente como em forma estavel durante a evolucdo do sistema. Para o comportamento de MHB
transiente devemos esperar uma sobreposicao de fenétipos, enquanto que no MHB estavel devemos
esperar que os fendtipos das populagoes exploradas sejam claramente distintos, com a populagao de
parasitas dividindo-se em duas subpopulagoes, cada uma explorando um hospedeiro. Essas conclusoes
sao testaveis através de estudos de longa duragdo, sendo necessario monitorar a evolugao dos fendtipos
em locais onde esse tipo de comportamento foi observado. Nossas simulagbes também indicam que
devemos esperar que o comportamento de hospedeiro tinico — SHB, seja o mais comum, com a populagao
de parasitas explorando a espécie de hospedeiro mais abundante.

Thomas et al. (2005) indicam quatro cenérios possiveis para explicar o comportamento de hos-
pedeiro multiplo em populagoes de borboletas Maculinea. A seguir discutimos esses cenarios sob a
6tica do modelo matematico:

1. Condigoes ambientais favordveis: espécies que normalmente nao seriam consideradas como hos-
pedeiras podem criar larvas de Maculinea com sucesso sob condicoes favoraveis. No modelo, esse
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Tabela 3.4: Resultados das simulagoes para § = 8, A = 0,5. S- distribuicdo estaciondria, AR - regime continuo
de corrida as armas, CAR - regime complexo de corrida as armas. Exemplo: H1-AR/H2-S significa que a
populagdo de parasitas dividiu-se em duas subpopulacdes, tendo como hospedeiro primdrio a espécie de hospedeiro
1 (H1) e estd em regime de armas com rela¢ao & essa espécie; o hospedeiro 2 (H2) é um hospedeiro secunddrio e a
subpopulacao de parasitas possui uma distribuicao estaciondria com relagao G essa espécie. As outras combinagoes

possuem interpretacoes andlogas. O sinal “=" significa que a populacao de parasita se divide em duas populagoes

com numero igual de individuos.

o9 =1
V2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S=H2-S H2-S H2-AR H2-AR H2-AR/H1-S
0,4 H1-S H1-S=H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S H2-AR/HI-S
il 0.6 H1-AR H1-S/H2-S H1-S=H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S
0,8 H1-AR H1-S/H2-S H1-S/H2-S H1-S=H2-S H1-S=H2-S
1,0 HI-AR/H2-S HI1-AR/H2-S H1-S/H2-S H1-S=H2-S H1-S=H2-S
o9 = 0.5
V2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S H1-S/H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S H2-AR/HI-S
0,4 H1-S H1-S=H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S H2-AR/HI-S
Y1 0,6 H1-AR H1-AR H1-S/H2-S H1-S/H2-S H1-S/H2-S
0,8 H1-AR H1-AR HI1-AR/H2-S H1-S/H2-S H1-S/H2-S
1,0 H1-CAR HI1-AR/H2-S HI-AR/H2-S HI1-AR/H2-S HI1-AR/H2-S
o9 = 0,25
V2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S H1-S H1-S H1-S/H2-S H1-S/H2-S
0,4 H1-S H1-S H1-S H1-S H1-S/H2-S
T 0,6 H1-CAR H1-AR H1-AR H1-AR H1-S/H2-S
0,8 H1-CAR H1-AR H1-AR H1-AR HI1-AR/H2-S
1,0 H1-CAR H1-CAR HI1-AR HI-AR/H2-S HI1-AR/H2-S
o9 = 0, 125
V2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S H1-S H1-S H1-S H1-S
0,4 H1-S H1-S H1-S H1-S H1-S
"1 0,6 H1-CAR H1-CAR H1-AR HI1-AR H1-AR
0,8 H1-CAR H1-CAR H1-CAR H1-AR H1-AR
1,0 H1-CAR H1-CAR H1-CAR H1-CAR H1-CAR
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Tabela 3.5: Resultados das simulacoes para 6 = 1, A = 0,5. S- distribuicdo estaciondria, AR - regime continuo
de corrida as armas, CAR - regime complexro de corrida as armas. Exemplo: H1-AR/H2-S significa que a
populagdo de parasitas dividiu-se em duas subpopulacdes, tendo como hospedeiro primdrio a espécie de hospedeiro
1 (H1) e estd em regime de armas com rela¢ao & essa espécie; o hospedeiro 2 (H2) é um hospedeiro secunddrio e a
subpopulagao de parasitas possui uma distribuicao estaciondria com relacao G essa espécie. As outras combinagoes

possuem interpretacoes andlogas. O sina

com numero igual de individuos.

l “: 2”

significa que a populagao de parasita se divide em duas populagoes

o9 =1
2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S=H2-S H2-S H2-AR H2-AR H2-AR/HI1-S
0,4 H1-S H1-S=H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S H2-AR/HI1-S
Y1 0,6 H1-AR H1-S/H2-S H1-S=H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S
0,8 H1-AR H1-S/H2-S H1-S/H2-S H1-S=H2-S H1-S=H2-S
1,0 HI-AR/H2-S HI1-AR/H2-S H1-S/H2-S H1-S=H2-S H1-S=H2-S
o9 =0,
72
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S H1-S/H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S H2-AR/HI1-S
0.4 H1-S H1-S=H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S H2-AR/HI1-S
Y1 0,6 H1-AR H1-AR H1-S/H2-S H1-S/H2-S H1-S/H2-S
0,8 H1-AR H1-AR HI1-AR/H2-S H1-S/H2-S H1-S/H2-S
1,0 H1-CAR HI1-AR/H2-S HI-AR/H2-S HI1-AR/H2-S HI1-AR/H2-S
o9 = 10,25
72
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S H1-S H1-S H1-S/H2-S H1-S/H2-S
0,4 H1-S H1-S H1-S H1-S H1-S/H2-S
T 0,6 H1-CAR H1-AR H1-AR H1-AR H1-S/H2-S
0,8 H1-CAR H1-AR H1-AR H1-AR HI1-AR/H2-S
1,0 H1-CAR H1-CAR HI-AR HI-AR/H2-S HI1-AR/H2-S
g9 = O, 125
Y2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S H1-S H1-S H1-S H1-S
0,4 H1-S H1-S H1-S H1-S H1-S
Y1 0.6 H1-CAR H1-CAR HI1-AR H1-AR H1-AR
0,8 H1-CAR H1-CAR H1-CAR H1-AR H1-AR
1,0 H1-CAR H1-CAR H1-CAR H1-CAR H1-CAR
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Tabela 3.6: Resultados das simulagoes para § = 0,125, X = 0,5. S- distribuicao estaciondria, AR - regime
continuo de corrida as armas, CAR - regime complexo de corrida as armas. Exemplo: H1-AR/H2-S significa
que a populacdo de parasitas dividiu-se em duas subpopulacoes, tendo como hospedeiro primdrio a espécie de
hospedeiro 1 (H1) e estd em regime de armas com relagdo & essa espécie; o hospedeiro 2 (H2) é um hospedeiro
secunddrio e a subpopulacdo de parasitas possui uma distribuicdo estaciondria com relacdo G essa espécie. As

outras combinagoes possuem interpretacoes andlogas. O sinal “=" significa que a populacdo de parasita se divide

em duas populagoes com niumero igual de individuos.

o9 =1
V2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S=H2-S H2-S H2-AR H2-AR H2-AR/H1-S
0,4 H1-S H1-S=H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S H2-AR/HI-S
il 0,6 H1-AR H1-S/H2-S H1-S=H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S
0,8 H1-AR H1-S/H2-S H1-S/H2-S H1-S=H2-S H1-S=H2-S
1,0 HI-AR/H2-S HI1-AR/H2-S H1-S/H2-S H1-S=H2-S H1-S=H2-S
o9 =0,
V2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S H1-S/H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S H2-AR/HI-S
0,4 H1-S H1-S=H2-S H2-S/H1-S H2-S/H1-S H2-AR/HI-S
Y1 0,6 H1-AR H1-AR H1-S/H2-S H1-S/H2-S H1-S/H2-S
0,8 H1-AR H1-AR HI1-AR/H2-S H1-S/H2-S H1-S/H2-S
1,0 H1-CAR HI1-AR/H2-S HI-AR/H2-S HI1-AR/H2-S HI1-AR/H2-S
o9 = 0,25
V2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S H1-S H1-S H1-S/H2-S H1-S/H2-S
0,4 H1-S H1-S H1-S H1-S H1-S/H2-S
T 0,6 H1-CAR H1-AR H1-AR H1-AR H1-S/H2-S
0,8 H1-CAR H1-AR H1-AR H1-AR HI1-AR/H2-S
1,0 H1-CAR H1-CAR HI1-AR HI-AR/H2-S HI1-AR/H2-S
o9 = 0, 125
V2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2 H1-S H1-S H1-S H1-S H1-S
0,4 H1-S H1-S H1-S H1-S H1-S
"1 0,6 H1-CAR H1-CAR H1-AR HI1-AR H1-AR
0,8 H1-CAR H1-CAR H1-CAR H1-AR H1-AR
1,0 H1-CAR H1-CAR H1-CAR H1-CAR H1-CAR
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cenario poderia ser interpretado como uma mudanga temporaria no parametro ¢ (mais precisa-
mente, seria uma mudanga no parametro € que define ¢§), tornando possivel a exploragao, pela
populagao de parasitas, de espécies de hospedeiros que estavam fora de alcance sob um valor
menor de §. Os resultados apresentados na tabela 3.4 indicam que valores elevados de § podem
levar a um comportamento MHB. Esse MHB transiente a que se refere Thomas et. al. também se
apresenta em nosso modelo, mas nao deveriamos utilizar essa explicacao repetidamente se MHB
for observado com muita frequéncia em diferentes lugares e condigdes ambientais.

2. Populacdo polimorfica de larvas de Maculinea poderiam estar adaptadas para apresentar MHB:
nossas simulagoes indicam que, em MHB estavel, as populagoes de parasitas dividem-se em duas
ou mais subpopulagoes, cada uma adaptando-se a um hospedeiro distinto. Ora, isso seria exata-
mente o cenério correspondente a uma populacao polimoérfica de larvas. Em nosso modelo, nao
estamos considerando a possibilidade de um evento de especiagao, mas esté claro que essa di-
vergéncia de adaptagao poderia levar ao surgimento de duas espécies, que é exatamente o préximo
cenario.

3. Populagoes que apresentam MHB podem ocupar dreas que sdo fronteiras biogeogrdficas entre pop-
ulagoes que apresentam SHB de espécies como M. alcon e M. rebeli: neste caso estarfamos, na
verdade, observando duas espécies distintas (sua separagdo em espécies de fato é questionada
por Tartally et al. (2008)) cada uma apresentando SHB. Este cenario ¢ analogo ao da populagao
dividindo-se em duas subpopulacoes, considerando isso um evento de especiagao.

4. Populagoes de Maculinea verdadeiramente generalistas podem apresentar adaptacgoes fenotipicas
a mais de um hospedeiro: se, neste tltimo cenario, estamos considerando uma situagao onde duas
espécies de hospedeiros possuem distribuicoes fenotipicas concentradas em torno de fenoétipos
muito distintos e, ainda assim, a populacao de parasitas é¢ adaptada a ambos simultaneamente,
entao a versao atual do modelo nao inclui esta possibilidade. Para tanto seria necessario, por
exemplo, considerar uma topologia distinta para o espago de fenétipos (uma em que o parasita
poderia ter um fenétipo x que esta préximo tanto de z e y enquanto z e y estao distantes entre
si).

Observamos que MHB transiente também é um cenéario possivel para explicar as observagoes de com-
portamento de hospedeiro multiplo.

3.4.2 Exploragao dos hospedeiros mais abundantes

Como esperado, nossas simulagoes indicam que as populagoes de parasitas deveriam, tipicamente,
apresentar adaptacao para explorar a espécie mais abundante dentro da area de infeccao. Por outro
lado, combinagoes especiais de parametros (taxas de reprodugao e variagao fenotipica) podem levar a
exploracao de espécies menos abundantes. Exploracgao transiente de espécies menos abundantes também
foi observada nas simulacées com mais de duas espécies hospedeiras. Em véarios casos, as populagoes
das espécies hospedeiras menos abundantes eram capazes de criar um “fenétipo comum”, atraindo a
populagao de parasitas como se fossem uma s6 populagdo de hospedeiros. Finalmente, convergéncia
para uma espécie menos abundante também foi observada nos casos em que a distancia no espaco de
fenotipos da populacao de parasitas para a populagdo da espécie de hospedeiro mais abundante era
grande demais para que os parasitas alcancassem a espécie de hospedeiro mais abundante. Evidéncia
indireta dessas conclusoes poderiam ser obtidas investigando os casos particulares em que a populagao
de parasitas convergiu para uma espécie mais abundante: se a causa dessa convergéncia foi devido a
uma evolugao mais rapida da espécie mais abundante, esperariamos observar uma maior variancia de
fenotipos na populagao da espécie mais abundante do que na populagao da espécie menos abundante.
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Se a causa de convergéncia para a espécie menos abundante foi simplesmente a distancia no espago de
fendtipos, como essas distancias podem ser medidas, esperariamos que a distancia de fen6tipos entre
hospedeiro e nao-hospedeiro seria maior neste caso do que nos casos comuns onde a populacao de
parasitas convergiu para a espécie mais abundante. Finalmente, se o caso é um em que o parasita
explora duas espécies menos abundantes, esperariamos observar uma superposicao de fenétipos nessas
espécies.

3.4.3 Corrida as armas

As simulacGes indicam que as corridas de armas entre hospedeiros e parasita sao esperadas sob
a combinacao de certos fatores. Por exemplo, pressao seletiva forte e hospedeiros com uma taxa de
reprodugao ou de variagao fenotipica mais elevada que os parasitas. Simulagoes com diversos hospedeiros
indicam que, sob certas circunstincias, o parasita pode encontrar-se em corrida armamentista com
relacdo a um dos hospedeiros enquanto em estado estacionario com relagao a outro. Esse tipo de
dindmica pode ser sugerida como um mecanismo de especiagao, levando a duas espécies distintas de
espécies de parasitas.
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Figura 3.3: Resultados qualitativos de simulagoes numéricas do modelo. Cada retdngulo representa o resultado
de uma simulagdo com os pardmetros de seu canto inferior esquerdo. 2 PEAKS: distribui¢io estaciondria como
na figura 3.2-a). FLAT: distribuicdo estaciondria como na figura 3.2-b). 1 PEAK: distribuicdao estaciondria como
na figura 3.2-c). A.R.: regime continuo de corrida as armas como na figura 3.1-c¢). C.A.R.: regime complezo de
corrida as armas como na figura 3.1-b).
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Figura 3.4: Fendtipos médios para hospedeiros e parasitas. a) Evolugdo de comportamento de hospedeiro inico
(SHB), a populagdo de parasitas concentra seu fendtipo médio em somente uma espécie de hospedeiro. b) Com-

portamento de hospedeiro maltiplo estdvel (MHB), a populagcdo de parasitas se divide em duas subpopulagies
cada uma especializada em uma espécie de hospedeiro.
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Figura 3.5: Transicao de hospedeiro com pardmetros 6 = 1,A = 0,5, = 0,6 e 0o = 0,5. Conforme v au-
menta, a populagdo de parasitas muda gradualmente do hospedeiro 2 para comportamento de hospedeiro multiplo

e entao finalmente para o hospedeiro 1. A fragao N1/N é a populagao de parasitas explorando o hospedeiro 1
dividido pela populacao total de parasitas.



Capitulo 4

Extensoes e Direcoes de Pesquisa

Neste capitulo apresentamos algumas extensoes naturais dos modelos apresentados nos capitulos 2
e 3, indicando também dire¢oes de aprofundamento do estudo desse tipo de modelo.

4.1 Um modelo unidimensional generalizado

Na secao 2.1 apresentamos um modelo no qual tanto a variavel temporal quanto a variavel cor-
respondente a uma caracteristica fenotipica quantitativa assumiam valores continuos, apresentando
também algumas relagoes desse modelo com modelos genéticos aditivos. Para a construcao do modelo
em questao, foram assumidas algumas hipoteses particulares sobre o espago de fendtipos, como por
exemplo, que a probabilidade de variagao da caracteristica quantitativa era igual em ambas direcoes e
independente do valor da caracteristica.

Nesta se¢ao buscaremos apresentar um modelo mais geral, para o qual o modelo béasico do capitulo
2 seja um caso particular. De maneira a buscar a maior clareza possivel, apresentaremos o modelo de
duas formas distintas. Na primeira, adotaremos uma abordagem intuitiva, apresentando as equagoes
sem uma deducao detalhada. Na segunda, buscaremos obter equagoes a partir de uma din&mica de
tempo e espago de caracteristicas discretos, uma vez que, em situagoes experimentais, é mais natural,
sendo obrigatério, que o tempo e o espaco de fenétipos sejam discretizados.

4.1.1 Uma abordagem intuitiva

Como estamos buscando descrever variagbes em apenas uma caracteristica quantitativa, tomamos
), o espaco de feno6tipos, como 2 = R, x € R a varidvel que representa a caracteristica quantitativa e t
a variavel temporal. Definimos u(x,t) como a densidade de individuos com caracteristica x no instante
t.

No modelo da secao 2.1, utilizamos a hipotese que os individuos geravam apenas descendentes com
caracteristicas semelhantes as suas, obtendo, ao final, uma equacao do tipo reagao-difusao. No caso do
modelo generalizado, podemos relaxar essa hipétese, pensando em uma situagao em que os individuos de
fenotipos y podem gerar descendentes de fendtipos x de acordo com uma distribuicdo de probabilidade
q(y, x), de tal forma que [, q(y,z)dz = 1. Em termos biologicos, convém destacar que, neste caso, a
funcdo ¢ : 2 x Q — R carrega em si as complicadas relagoes de tipo de reprodugao, recombinacao de
genes e geracao de fendétipos a partir de gendtipos, descrevendo-as na forma de uma distribuicao de
probabilidades. Denominaremos ¢(y,x) como nicleo de distribui¢ao, para facilitar referéncias a essa
funcao.

Para obter uma expressao para a taxa de geracao de individuos de fenétipo z, devemos levar em
conta a taxa de reproducao méxima da espécie, 7, e a funcao de adaptacao para a caracteristica

65



66 EXTENSOES E DIRECOES DE PESQUISA 4.1

quantitativa x, f(x). Podemos escrever a taxa de geracao de individuos de fenétipo x no instante ¢
como:

Bz/rf(y)U(yvt)Q(yw)dy- (4.1)
Q

A equagao acima é simplesmente a soma continua da contribui¢do de toda a populagao para a geracao
de individuos de feno6tipo de tipo x: um produto da taxa de reproducao r, do valor adaptativo f, da
densidade de individuos w e do ntcleo de distribuicao gq.

Se considerarmos uma taxa de mortalidade M (u), a dindmica generalizada é dada por:

ou
5 = [ @t at )y - M. (4.2
Q
No caso de uma mortalidade de tipo Verhulst temos:
ou
5 = | rf@ut.0ataay — ruat) [ ul.0dn/K. (13

onde K é a capacidade de suporte do meio.

Para ilustrar a relacdo do nucleo de distribuigdo com as caracteristicas de cada situacao especifica
de modelagem, vamos mostrar que, sob as hipéteses simplificadoras do modelo béasico apresentado na
secdo 2.1, a dindmica representada pela equagdo 4.3 (modelo com nicleo de distribui¢do) pode ser
aproximada pela dindmica da equagao 2.4 (modelo do tipo reagao-difusdo).

As hipoéteses sobre as relagoes entre espaco de fenotipos e reproducao utilizadas para construcgao da
dindmica da equagao 2.4 podem ser resumidas como a seguir:

1. A distribuicao dos descendentes no espaco de fenétipos nao depende do valor numérico da carac-
teristica, x. Isto é, o ancestral gera descendentes com caracteristicas distribuidas em torno de z
independentemente do valor de zx.

2. Nao ha “viés” na geracao de descendentes, isto é, existe uma simetria com relagao & geragao de
) )
descendentes com caracteristicas maiores ou menores que o ancestral.

3. Os descendentes possuem fendtipos semelhantes aos ancestrais.

As hipoteses acima podem ser expressas em propriedades do nicleo de distribuigao g(x,y):

1. q(y,z) = q(y — z): o nicleo depende da posicao relativa entre x e y e nao das posigoes desses
valores no espaco de feno6tipos.

2. q(y,x) = q(z,y): a probabilidade de um ancestral de fenotipo = gerar descendente de fenotipo y é
a mesma que da situagao reversa. Desta propriedade e da propriedade anterior podemos deduzir
também que q(y, z) = ¢(|ly — x|), isto é, o nicleo depende apenas da distancia entre os fenotipos.

3. q(Jly — z|) = 0 se |z — y| > Qs: dada uma escala Qs, a probabilidade de geragao de fenétipos a
uma distancia a partir dessa escala é quase nula.

Partindo da equacao 4.3, separamos o termo T' = [, f(y)u(y,t)q(y, z)dy e desenvolvemos f(y)u(y,t)
em série de Taylor em relacao a y em torno do ponto x = xg:

T:/Q (f(xo)U(:L“g,t)-i- W

[ f (z)u(z,1)]
Ox?

(y —wo)+

T=x0

y — zo) +O(|y—xo!3)> q(y, wo)dy.

2

T=x0
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Uma vez que [, q(y,x)dy = [ q(y, x)dx =1 (simetria do nicleo), o termo de ordem zero fica:
Flan)utao. ) [ ayrzo)dy = Flao)utan. 1)

O termo de ordem 1 se anula, uma vez que a fungao ¢(y, z) é simétrica (par) em torno de zg e y — xg
¢ anti-simétrica (impar), de forma que [, (y — 0)q(y, zo)dy = 0. O termo de ordem 2 é dado por:

P(f (x)u(z, t)]
Ox?

5 | (0= 0 a(w. 20)ds

T=x0

Assim como o termo de ordem 1, o termo de ordem 3 se anula. Voltando a equagao 4.3 e substituindo
To = ¥, temos:

u(x 2Mf(x)u
ag,;t) = —ru(z,t) /Q u(y, t)dy/K + rf(z)u(z,t) + ra[g(ﬂ)]; /Q(y —x)%q(y, x)dy+ oy
P f ()] 1 .

4
r——— -z x)dy + ...
5 4!/Q(y )aly, z)dy + ...,
No caso em que valem as hipéteses do modelo de difusao, essa equacao pode ser aproximada por

%1; = TVW +ru (f(ﬂf) - /Q“(x)dx/K> :

pois os termos de ordem 4, 6, 8,... serdo “pequenos”, pois, se y —x < Qs, (x—y)F — 0ese |y —z| > Qs,
q(y,x) = 0. Ignorando os termos de ordem maior ou igual a 4, ficamos com a dinamica:

u 2[f(z)u
% = r% /Q(?J — 2)%q(y, :L‘)dya[ga(@)] +ru <f(m) - /Qu(y,t)dy/K> ) (4.5)

Neste caso, ¢(y, ) depende apenas da distancia entre y e z, de onde |, (y—2)2q(y, z)dy é uma constante
que nao depende de x, pois, denominando ¥ = y — x, podemos reescrever a integral fQ (y—x)%q(y, x)dy
como ffooo Y2 H (v)dy, onde H () = q(0,%). Dessa forma as equacdes 2.4 e 4.5 sdo analogas e obtemos
uma relagao para o nucleo de distribui¢ao ¢(y,x) e o coeficiente de variagao fenotipica V:

oo 1 (0]
V= / V2 H (¢)dp = / 2%q(0, z)dz. (4.6)
0 2 —00
Para ilustrar a relagao entre os modelos descritos pelas equacoes 2.4 e 4.3, implementamos méto-
dos numeéricos para calcular aproximagdes para as solugoes u(z,t) das dinamicas. A idéia é mostrar
que quando o nucleo apresenta as propriedades descritas nesta secao, as solugoes obtidas através das
dindmicas sao muito similares.

Observamos que, uma vez que a probabilidade de transicao entre fenétipos nao depende da posicao
y no espago de aspecto, mas apenas da posi¢ao relativa entre x e y, podemos representar o nicleo
através de uma fungdo de uma variavel apenas, H(v), ©» = y — x. A condigdo de que nao existe viés
na geragao de fenotipos nos leva a um nucleo simétrico ¢(z,y) = ¢(y, x) e uma fungdo H (1)) par. Para
efeito de ilustracao, adotaremos H (1) como:

H() = 5 1\/7?6—(1/)/@3)2 (4.7)

O parametro Q)5 representa o quao concentrado em torno da origem é o nucleo. E facil notar que o
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nicleo ¢(z,y) = H(x — y) satisfaz todas as condi¢oes impostas pelas hipoteses biolégicas que levaram
ao modelo de reacao-difusdo. Além disso, o niicleo tem a caracteristica de ser decrescente em funcao
da distancia entre fenoétipos, atingindo um maximo em ¢ = 0. Nas figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5,
apresentamos os resultados de comparagoes entre as dinAmicas 2.4 e 4.3 para diferentes valores de Q)s.

t=0 t=16.495
0.06 T T : - 0.12 . : - -
—NModelo diferencial —NModelo diferencial

_0.05r + Modelo Integral . 01r + Modelo Integral
= —f(x) (escala ajustada Ko —f(x) (escala ajustada
004 ) ( justada) Z 008 ) ( justada))
.o .o
20.03 20.06
S <
50'02 50'04,
[T [T

0.01 0.02-

c 1 L G 1
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Figura 4.1: Comparagao dos resultados das simulacoes do modelo diferencial descrito pela equagdo 2.4 e do

modelo integral descrito pela equagao 4.3. A escala da fungao de adaptacao f(x) foi ajustada para melhor ilustrar
—(x—1 2 52
o comportamento dos modelos. O nicleo utilizado nas simulagoes foi q(x,y) = %, comQ@s=1.r=1

e V calculado pela formula 4.6.

Os resultados das simulac¢Ges mostram que, conforme o parametro (s diminui, as dinamicas dos
modelos se tornam mais proximas. Uma outra forma de notar isso é através de um exemplo com um
nicleo simplificado:

_ 1/(2Qs) se  |P| < Qs
mo={ % 2SS (49
Neste caso as integrais resultantes da expansao de f(z)u(z,t) em série de Taylor na equagao 4.4, ficam:
Qs
u(z,t) = —ru(z, t)/ u(y, t)dy/K +rf(x)u(z,t) —i—?“wL Y+
ol LGOI e )
z)u S 6
A Q4'/ Yrd +r —oub Q6'/ Pdp + ...
de onde obtemos:
Qu(x,t o*(f Al Qs O°[f(a)u] QF
“g; ) _ —Tu(x,t)/QU(%t)dy/K—i-rf(x)u(a:,t)—i—r [ag)u]g!w [a;f)“]aw [89(56) 4 o

(4.10)

de forma que a aproximacao entre as equacoes 2.4 e 4.3 é de quarta ordem em (5. Naturalmente, tanto
através da intuigdo biolégica e pela presenga das derivadas de f é esperado que as relagoes entre a
escala de variacao de f e a escala Qs devam influenciar na aproximagao das dindmicas. Na verdade,
como veremos a seguir, se A é a escala de variacdo da funcdo de adaptacdo, veremos que o parametro
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Figura 4.2: Comparacdo dos resultados das simula¢oes do modelo diferencial descrito pela equagdo 2.4 e do

modelo integral descrito pela equagio 4.3. A escala da fungao de adaptagao f(x) foi ajustada para melhor ilustrar

()2 /Qs2
o comportamento dos modelos. O nicleo utilizado nas simulagoes foi q(x,y) = %, comQs=5.r=1

e V calculado pela formula 4.6.
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Figura 4.3: Comparacao dos resultados das simulagoes do modelo diferencial descrito pela equagdo 2.4 e do

modelo integral descrito pela equagdo 4.53. A escala da fungao de adaptagao f(x) foi ajustada para melhor ilustrar
(2—)2 /082

o comportamento dos modelos. O nicleo utilizado nas simulagées foi q(x,y) = %, com Qs =10.r=1

e V calculado pela formula 4.6.

E = Qs/A define a qualidade da aproximagao entre o modelo diferencial e o modelo integral.
Para ilustrar a conexao entre as as escalas, utilizaremos o mesmo ntcleo simples, dado pela equacao
4.8 e faremos uma adimensionaliza¢do da equagao 4.3. Tomando t* = rt, 2* = z/A e u* = u - (A/K)
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=0 t=4.995
0.08 T T 0.015
N —Modelo diferencial —Modelo diferencial

—_ + Modelo Integral —_ + Modelo Integral

&0.06f —f(x) (escala ajustada) & —f(x) (escala ajustada)

o o 0.01F

.o 8

g00% ' g

=] >

o 50.005 1

(3} o

& 0.02- 1 i

% 30 40 60 80 T00 % 20 40 60 80 700
Fenétipo (x) Fenétipo (x)
t=9.995 t=14.995
0.02 T T : - 0.02, T - -
—NModelo diferencial —Modelo diferencial

< + Modelo Integral = + Modelo Integral
Z0.015¢ —f(x) (escala ajustada) F0.015; —f(x) (escala ajustada)
o o
.8 &
2 0.01 1 2 0.01 1
«© @
> >
g g
& 0.005 1 - 0.005 1

0 20 40 60 80 700 0 20 40 60 80 700
Fenétipo (x) Fendtipo (x)

Figura 4.4: Comparacao dos resultados das simulacoes do modelo diferencial descrito pela equagdo 2.4 e do
modelo integral descrito pela equagao 4.3. A escala da fungao de adaptacao f(x) foi ajustada para melhor ilustrar
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o comportamento dos modelos. O nicleo utilizado nas simulagoes foi q(x,y) = M, com@s=15.r=1

Qs\/T
e V calculado pela formula 4.6.
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Figura 4.5: Compara¢ao dos resultados das simulagdes do modelo diferencial descrito pela equagdo 2.4 e do
modelo integral descrito pela equagdo 4.3. A escala da func¢ao de adaptagio f(x) foi ajustada para melhor ilustrar
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o comportamento dos modelos. O nicleo utilizado nas simulagades foi q(z,y) = u, com Qs =20.r=1

Qsy/m
e V calculado pela formula 4.6.
e abandonando os asteriscos, temos:
ou



4.1 UM MODELO UNIDIMENSIONAL GENERALIZADO 71

Note que também é possivel definir ¢*(y,z) = A - q(y, z) de forma que o nicleo seja também adimen-
sional. Devido & mudanca de varidveis, as integrais que antes eram realizadas de 0 a ()5 passam a ser
de 0 a Qs/A = E. Assim, analogamente a equagao 4.10, obtemos a expansao:

" 20 £ (2 ul B2 AT (V] B 61 ()l E6
O = (w0 [ uly Oy + @yt + HEPUE T E FHEME L
ou ainda:
ou A2 f(x)u] E? P f(x)u] B+ 0°(f(x)u] ES
5 [[(9{22)]3' +u (f(x) — /Qu(y,t)dyﬂ + [524) ]5‘ + [(];26) ]7' + .. (4.13)

Na figura 4.6 mostramos um caso em que Qs = 20 e A = 64, de forma que F ~ 0,31. Nesse caso,
vemos que as dindmicas resultantes dos modelos sao similares.
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Figura 4.6: Comparacdo dos resultados das simulacoes do modelo diferencial descrito pela equagdo 2.4 e do
modelo integral descrito pela equagio 4.3. A escala da fungao de adaptagiao f(x) foi ajustada para melhor ilustrar

o comportamento dos modelos. Nesse caso o parémetro E = Qs/A = 20/64, de forma que as dindmicas dos
modelos estao prorimas.

4.1.2 Uma abordagem baseada em um experimento imaginario

Na secao anterior apresentamos um modelo de dindmica continua que busca descrever uma din&mica
generalizada de evolugao quando a relagdo entre os fenétipos dos ancestrais e descendentes nao é tao
simples quanto aquela suposta na segao 2.1, onde deduzimos o modelo bésico de reagao-difusao. O
nucleo de distribui¢ao ¢(y,z) desempenha um papel fundamental na construgdo e no comportamento
do modelo, de forma que nos parece interessante tentar tornar o conceito de niicleo mais concreto.

A forma pela qual nos ocorreu fazer isso é através da realizacdo de um “experimento imaginario”,
no qual imaginamos uma populagao ideal sobre a qual podemos colher dados em intervalos discretos
de tempo. Ao buscar relacionar esses dados com o nicleo de distribuicdo e os pardmetros do modelo

continuo, esperamos obter uma idéia mais clara dos principios sobre os quais se fundamentam o conceito
do niicleo de distribuicao.
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Como a passagem de um modelo discreto para um modelo continuo é um tanto sutil e esta baseada
na relacao entre taxas médias e taxas instantdneas, ou paradmetros de modelos discretos e pardmetros
de modelos continuos, no apéndice B apresentamos uma discussao dessas relagoes.

O experimento imaginario e o nicleo de distribuigao

O experimento imaginério que colocaremos em questao com o objetivo de elucidar o significado do
nicleo de distribuicao ¢(y, ) consistirad no seguinte:

1. Uma populagao ideal de individuos, cada um com uma certa caracteristica quantitativa que pode
ser medida em termos de uma variavel real x.

2. As caracteristicas dos individuos estao distribuidas em um intervalo finito I = [0, L]. O intervalo
I ¢é dividido em n subintervalos I, = [(i — 1)Az,iAx], i = 1,...,n de forma que temos n classes
fenotipicas.

3. Cada individuo produz descendentes em intervalos discretos de tempo, cada intervalo de tempo
tem uma duragao At. O numero de descendentes produzidos depende de sua classe fenotipica.

4. Apos a reproducao, os descendentes sao classificados em cada uma das classes I, de forma que é
possivel estimar o percentual de descendentes que um ancestral em uma classe ¢ produz em cada
uma das classes j =1,...,n.

5. Os individuos apresentam uma taxa de mortalidade a cada intervalo de tempo At.

Com a repeti¢ao do experimento imaginario acima, serao produzidos os seguintes parametros (baseados
em médias):

1. s o nimero méaximo de descendentes produzidos por um ancestral.
2. F;,i=1,...,n, valor de adaptagao para cada uma das classes.

3. Qji, 1,j = 1,...,n, probabilidade de que um ancestral de classe j gere um descendente da classe
1. Essas probabilidades sao simplesmente os percentuais calculados através da distribuicao dos
descedentes em cada classe a cada geracao.

Nao abordaremos a questao das taxas de mortalidade, uma vez que queremos destacar o papel do
nicleo de distribuigao.

Uma vez definidos os parametros acima, as relagoes de recursao para o sistema discreto sao dadas
por:

Ui, t+1) = Ui, t) + Y sf;QuU(,t) — mi(U), (4.14)
j=1

onde U (i,t) é o nimero de individuos na classe ¢ no instante ¢t e m(U) é um termo de mortalidade que
depende de U. Se definimos uma matriz A = a;; = F;Q;; e um vetor P(t) = p;(t) = U(j,t), a recursao
fica:

P(t+1)=P(t)+ sAP(t) — M(P) = (I + sA)P(t) — M(P), (4.15)

onde M(P) é um vetor de mortalidades composto pelas mortalidades m;, i = 1,...,n.
A passagem do sistema discreto para o continuo, em analogia ao sistema linear de equagoes, pode
ser feita através da construgao da matriz B = In(I + sA), de forma que o sistema de tempo continuo

correspodente é:
P _
‘Z—t — BP(t) — M(P) (4.16)
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onde M (P) é um termo que representa a taxa de mortalidade instantanea. Assim, a passagem do ntcleo
Qji, calculado através dos experimentos para o niicleo do sistema continuo é feito através da relagao
matricial B = In(I + sA). No caso em que ||sA|| < 1 podemos aproximar B por sA, de forma que as
taxas continuas podem ser aproximadas pelas discretas.

Neste ponto convém fazer uma observagao. Os valores );; sao obtidos experimentalmente e sao os
percentuais médios de descendentes de fenétipo ¢ que produz um ancestral de fen6tipo j. No caso em
que todas as taxas sao suaves, temos que r = s, f;j = Fj e qj; = Qj;.

Escrevendo a matriz B na forma B = b;; = rfjq i, temos que os coeficientes 7 f;qj; representam
a taxa instantdnea de transferéncia entre as classes fenotipicas, de onde podemos escrever o sistema
continuo como:

dcgz = Z Tijj(t)qu- — mZ(U) (4.17)
j=1

Para passar para uma variavel que é continua no espago, u(x,t) a densidade de individuos com carac-
teristica x no instante ¢, podemos dividir ambos termos por Ax, ficando com:

d(U; /A ” )
(d/tx) =r ; (F5(U3(6)/ A (q53/ D)) A — 1y (U) (4.18)
e, tomando o limite Az — 0, com:

(g, t) = limagz—o Ui (t)/Ax

i 4.19
Q(l'],l'z) = hmAw—>0 qﬂ/AZL' ( )
podemos escrever a equacao diferencial parcial:
ou
o r I fy)uly, t)q(y, z)dy — M.(u). (4.20)

Novamente, os limites em 4.19 nao tém um sentido muito til em termos experimentais, uma vez
que existem limitacoes quanto ao nimero de classes fenotipicas em que podemos dividir a populagao.
Em termos préticos, o méximo que podemos esperar obter através de montagens experimentais como a
descrita nesta segao ¢ uma estimativa de ¢(y, ) em um nimero finito de pontos do espago de fendtipos,
fazendo q(xj, x;) = gj;/Ax. Assim, sob a hipotese de taxas suaves, o nicleo de distribuigao é dado pelos
percentuais );; obtidos através de medigoes experimentais, divididos pela escala espacial Ax.

Com essa discussao, esperamos ter tornado mais claro o significado do nucleo de distribuigao ¢(y, x).
Em resumo, podemos dizer que o mesmo pode ser estimado através de experimentos feitos em um espago
de fendtipos discretizado em intervalos regulares de tempo. Se as taxas obtidas através dos experimentos
forem “suaves” (no sentido que a matriz A satisfaz ||A|| < 1 e a mortalidade também for suave) entao a
dinamica populacional da populacao experimental podera ser aproximada pelo dindmica descrita pela
equagao diferencial 4.20.

Vale mencionar aqui a discussao inicial sobre a plausibilidade bioldgica das hipdteses sobre as
relagOes entre valores adaptativos, reprodugao e geragao de fenoétipos discutida na introdugdo deste
trabalho. Se um nicleo de distribuigao for estimado experimentalmente, teremos que essas relagoes terao
sido obtidas empiricamente, diretamente dos dados populacionais observados. Assim, a discussao da
plausibilidade do uso do modelo de dindmica de espago de fen6tipos se restringira mais especificamente
a4 uma discussao sobre o quanto os dados obtidos para estimativa do nucleo de sao significativos e
em que situagdo podemos esperar o mesmo tipo de estimativas. Em resumo, nao sera necessario fazer
suposigoes sobre mecanismos genéticos, ciclos reprodutivos e mais detalhes, mas apenas se restringir a
discussao da qualidade do ntcleo estimado.
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Se temos o caso em que a mortalidade puder ser descrita como no modelo de Verhulst, obtemos o
modelo:

(?;; =r </1 F)uly, t)aly, )dy — U/IU(yvt)dy/K> : (4.21)

No apéndice C apresentamos o resultado de algumas comparagoes de simulagdes dos modelos de
din&micas discretas e continuas em funcao do parametro s.

4.2 O modelo n-dimensional

Uma das primeiras formas Obvias de estender o modelo unidimensional generalizado apresentado
na secao 4.1 é aumentar o nimero de dimensoes no espacgo de fenétipos. Nesta se¢ao, consideraremos
apenas os modelos na forma de equagoes diferenciais parciais, uma vez que suas relagoes com os modelos
discretos foram discutidas na secao anterior.

A extensao para um espago de fendtipos n dimensional é direta a partir das equagoes 4.2 ou 4.3,
com a tunica diferenga que agora a fungao f : Q@ — [0,1] é uma fungdo de n variaveis e o nucleo de
distribuicao ¢ : Q x Q — RT ¢ uma funcao de densidade de probabilidade de 2n variaveis.

Como no modelo unidimensional, existem certas condi¢oes sobre o niicleo de distribui¢ao que per-
mitem que a dindmica do modelo nao-local possa ser aproximado pelo modelo de reagao-difusao. A
relagdo matematica entre modelos nao locais e o modelo de difusao é bem conhecida e pode ser vista,
por exemplo, em Ferreira Jr. (1993); Murray (1989).

Tao importante quanto as relagoes matematicas entre os modelos nao locais e o0 modelo de difuséo,
sao as hipdteses bioldgicas que nos permitem realizar a transposi¢ao entre os modelos. No caso especifico
dos modelos de evolugao sobre espagos de fenotipos, sdo hipoteses sobre o nicleo de distribuigao ¢(y, x).

A equacao de difusio:

ou 0%u

ot o2
estd diretamente relacionada com a propriedade de isotropia do meio que podemos atribuir, em um
sentido amplo, com uma uniformidade da “mobilidade” dos individuos da populagao no meio, indepen-
dente do local ou dire¢ao. Essa propriedade, quando relacionada com o niicleo de distribuicao resume-se
a um nicleo ¢ : Q x Q — RT que satisfaz:

(4.22)

1. g é invariante sob translagoes: ¢(y, ) = ¢(y — w, z — w), o que naturalmente implica que g é uma
fungdo de @ —y, pois q(y,z) = ¢(0,z — y) = ¢(z — y) = q(u).

2. ¢ tem simetria radial: g(u) = Q(||ul|) = Q(r).

Além disso, para que a dindmica nao-local possa ser aproximada pela dinAmica local, é necesséario
que a escala de variagao do niicleo seja pequena quando comparada com a escala de variacao de f, ou
seja: a escala de variagao de Q(r), isto é, Qs tal que Q(r) = 0 se r > Qs, ¢ tal que Qs < A, onde A é
a escala de variacao da funcao de adaptacgao f.

Se essas condicoes forem satisfeitas, entdao podemos aproximar a dindmica do modelo de niicleo de
distribuicao pelo modelo de reagao-difusao. O significado biolégico dessas hipoteses podem ser descritos
da seguinte forma:

1. Invariancia sobre translagoes: o valor dos fenétipos dos ancestrais nao exerce influéncia na direcao
de geracao de novos fenotipos.

2. Simetria radial: a geragdo de novos fendtipos se da de forma idéntica em todas as diregoes,
dependendo apenas da distancia entre o fenétipo do ancestral e do descendente.
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3. Relagao entre escalas: os descendentes possuem, muito provavelmente, fenétipos similares aos dos
seus ancestrais. Nesse caso, a “similaridade” estd relacionada com valores de adaptacao semel-
hantes.

Uma forma de interpretar essas hipoteses, é dizer que o modelo de reagao-difusao serve como metéafora
para um processo evolutivo em um espaco de fenétipos onde ocorrem mudancgas lentas, em dire¢oes
aleatoérias, de caracteristicas nao-correlacionadas.

No apéndice D apresentamos algumas relagoes matemaéticas entre os modelos para os casos bidi-
mensional e n-dimensional.

Apesar de ainda nao termos realizado a andlise do modelo de reacao-difusdo n-dimensional, é
razoavel supor que os resultados do capitulo 2 devem permanecer validos para o caso n-dimensional,
isto é:

1. Selegao dos mais aptos se a escala de f for significativamente maior que a escala de mutacao:
A > +/V, onde V é o coeficiente de variacao fenotipica no espaco n-dimensional.

2. Na competicao entre picos, vence aquele com maior N*, a populacao-limite do pico.

3. Quando relacionado com mecanismos genéticos, o modelo de reacao-difusao representa um modelo
genético de muitos genes de pequeno efeito sobre caracteristicas nao-correlacionadas. Note que
nao sao inclusos efeitos de pleiotropia e epistasia.

4.3 Dinamica espacial

A generalizagdo do modelo 2.4 para incluir efeitos espaciais é direta e depende unicamente das
hipéteses sobre a natureza da distribuicao e movimentagao espacial da populagao. Nesse caso, o que
ocorre € que o espago de aspecto Y em que a populagao se distribui representa a posi¢ao dos individuos
com relacdo a dois espacos: o espaco fisico propriamente dito 2g o espaco de fenotipos 2p.

Um modelo de evolugao de fenétipos que pode representar uma movimentagao aleatéria dos indi-
viduos no espago fisico poderia ser:

% — DAgu+ rVAp[f ()] +u ( f(a) /Q 1)y / K), (4.23)

onde D é o coeficiente de difusdo da populacdo no espaco fisico, Ag é o laplaciano com relacdo as
coordenadas fisicas, Ap o laplaciano com relagao as coordenadas fenotipicas e K a densidade de suporte
no espaco fisico.

Evidentemente que uma grande variedade de modelos que incluem a movimentagao fisica dos in-
dividuos que também levem em conta a evolugao no espaco de fendtipos pode ser criada, de forma
que nao continuaremos a expor essas possibilidades. Nos parece mais relevante apontar alguns tépicos
biolégicos que poderiam ser analisados com esse tipo de abordagem que leva em conta tanto a variagao
fenotipica quanto a distribuicao espacial da populacao.

1. Estudar o avango no espago fisico de uma caracteristica fenotipica vantajosa.

2. Supondo uma variagado geografica da fungao de adaptacao (refletindo diferentes condigoes ambi-
entais), verificar como isso pode se relacionar com o fenomeno de especiagao alopdtrica. Isto &,
analisar a divergéncia fenotipica de uma populacao com relagao a sua distribuigao geogréfica.

3. Elaborar hipéteses mateméaticas que sejam correspondentes a teorias que conjecturam sobre a es-
trutura temporal dos modos de evolugao, como por exemplo o “Pontuacionismo” (Gould e Eldredge,
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1977) e realizar paralelos entre os resultados das dinamicas dos modelos e as caracteristicas qual-
itativas das teorias.



Capitulo 5

Conclusoes

Nunca terminamos um trabalho, apenas interrompemos seu aper-
feicoamento.

Anénimo

5.1 Consideracoes Finais

No desenvolvimento deste trabalho, buscamos andar na fronteira entre Biologia e Matematica. O
risco no desenvolvimento desse tipo de atividade interdisciplinar é 6bvio: corremos o risco de permanecer
superficiais em todas as areas que buscamos tocar. Murray (1989, prefacio) define com precisao o critério
que devemos utilizar quando buscamos construir modelos e fazer pesquisa em Biomatematica:

“Mathematical biology research, to be useful and interesting, must be relevant biologically.
The best models show how a process works and then predict what may follow. If these area
not already obvious to de biologists and the predictions turn out to be right, then you will
have the biologist’s attention.|...|”

Em tultima instancia, os modelos tém que fazer algum tipo de previsdo. Obviamente, seria preferivel
que tais previsdes fossem quantitativas mas, dada a complexidade dos fenémenos biolégicos, é natural
que grande parte dos modelos em Biomatemética limite-se a realizar previsoes qualitativas. Em nosso
trabalho, as previsoes qualitativas aparecem nos capitulos 2 e 3.

No capitulo 2, com relacao ao modelo, basico as previsoes qualitativas aparecem na forma de
caracteristicas gerais de dindmicas adaptativas. Podemos considerar como um fator positivo que alguns
resultados, como a rela¢do entre adaptagao e escala de mudangas (segdo 2.3), também tenham sido
deduzidos a partir de outros modelos e abordagens ja estabelecidas. Outras previsoes qualitativas,
como a competigao entre picos de adaptagdo mostram coeréncia com resultados experimentais (segao
2.3.5).

O modelo de um sistema do tipo parasita-hospedeiro, apresentado no capitulo 3, foi o resultado
da aplicagdo da abordagem de fendtipos & dindmica evolutiva das espécies que o modelo se propoe
a analisar. O modelo, com hipdéteses biologicas elaboradas conjuntamente com os especialistas, gerou
uma variedade de previsdes qualitativas gerais (convergéncia para hospedeiros mais abundantes, pre-
senga de comportamento de hospedeiro multiplo, existéncia de regime de corrida as armas,etc) que se
adequam ao comportamento observado das espécies. Algumas previsoes mais especificas (diferenciagao
das distribuigbes fenotipicas entre hospedeiros quando em regime MHB estavel, distribuigao fenotipica
similar quando em MHB transiente, distancia entre fenétipos no caso de convergéncia para espécies

7
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menos abundantes,etc) poderao ser testadas com estudos dirigidos e com o acimulo de dados das
distribuicoes fenotipicas das espécies.

Além das previsoes apresentadas, esperamos também ter apontado um tipo de abordagem para
dindmicas evolutivas, baseada no conceito de espaco de fendtipos. Com as relagoes entre modelos
genéticos aditivos e as generalizagoes do capitulo 4 pretendem mostrar que o modelo de reagao-difusao,
sob certas condic¢oes, pode representar adequadamente as relagoes entre reproducao, valor adaptativo e
geragao de fenodtipos. O sucesso desse tipo de abordagem somente podera ser estimado pelas previsoes
a serem feitas pelos modelos e pela coeréncia com os resultados ja estabelecidos no campo de dindmi-
cas evolutivas (evolutionary dynamics). Em particular, fendmenos de macroevolugdo apresentam uma
caracteristica que parece ser adequada para esse tipo de abordagem (pequena mudanga fenotipica na
escala de tempo reprodutiva).

Na segao 4.1.2, apresentamos uma relagao entre o niicleo de distribuicdo e medidas que poderiam,
em principio, ser obtidas experimentalmente. Isso nos parece um fato 1til, porque conhecemos exemplos
onde montagens experimentais criativas foram capazes de relacionar resultados teéricos com evidéncias
experimentais (Cipra, 1997). Dessa forma, acreditamos na possibilidade de montagens experimentais
relacionadas com o célculo de ntcleos de distribuicdo empiricos, de forma que seria, em principio,
possivel testar até mesmo em termos quantitativos os modelos de dindmicas evolutivas.

Sem mais, apontamos as linhas nas quais acreditamos ser possivel continuar o desenvolvimento
deste trabalho.

5.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras
Vemos trés principais linhas nas quais pode seguir o desenvolvimento deste trabalho:

1. Analise matemaética.
2. Criagao de modelos especificos.

3. Estabelecimento de correspondéncia entre abordagens.

Sobre & anélise matematica, acreditamos que existe muito a ser feito com relacao aos modelos pro-
postos. Nossa analise utilizou técnicas mateméticas relativamente elementares, de forma que esperamos
que, o uso de métodos mais elaborados possa contribuir para o entendimento das dindmicas apresen-
tadas pelos modelos. Em particular, na analise do modelo de reagao-difusao, a equacao para a solugao
estacionaria esté relacionada com a solucao de uma equagao linear definida pela constante N*, equacao
que parece adequar-se para uma analise de tipo Sturm-Liouville.

A criagao de modelos para situagoes biologicas especificas utilizando os tipos de dinamicas evolutivas
sugeridas neste trabalho é outra dire¢ao natural de desenvolvimento. Modelos especificos podem gerar
previsoes mais precisas, que podem ser testadas, tornando possivel a avaliagdo da abordagem por meio
de espago de fenotipos.

Finalmente, estudar modelos que representam din&micas evolutivas e estabelecer paralelos entre
as abordagens é outra forma de desenvolver e estimar a validade da abordagem por meio de espacos
de fenotipos. O estabelecimento de resultados equivalentes através de abordagens distintas é uma
das formas de solidificar os resultados tebricos sobre evolucao, de forma que nao se trata apenas de
repetir um fato jai conhecido, uma vez que nem todos resultados sobre evolucao podem ser verificados
experimentalmente.



Apéndice A

Movimento aleatério e a equacao de
difusao

Neste apéndice apresentamos uma das relagoes entre movimentacao aleatéria em um reticulado e
a solucao da equagao de difusao. O tratamento aqui apresentado segue de forma muito proxima aquele
apresentado em (Murray, 1989, pag. 233). Entretanto, ao realizarmos nossas proprias implementagoes
dos modelos discretos e continuos descritos nos capitulos 2 e 4, nos deparamos com algumas dificuldades
relacionadas com os fundamentos dos conceitos das relagbes entre movimentos aleatérios sobre um
reticulado e a solucdo da equagao de difusdo, de forma que desenvolvemos uma forma de interpretar
essa relacao um pouco distinta daquela apresentada pelo autor.

Nossa forma de entender a relagdo entre o movimento aleatério em um reticulado e o da solugao
da equacao de difusao seré o de interpretar o primeiro como uma representacao de um processo bem
definido matematicamente e o segundo simplesmente como um objeto matematico. Ou seja, para nos, a
solucao da equacgao de difusao nao terd nenhum significado biolégico “a priori”’, mas derivard o mesmo
de sua relagao com o processo bem definido pelo modelo discreto.

O processo bem definido em termos discretos é o movimento aleatério de uma particula sobre um
reticulado, desta forma, temos duas escalas claramente definidas, inerentes ao processo: Az, a distancia
percorrida em cada movimentacao da particula, e At o intervalo entre cada movimentacgao. Nao é levado
em conta no processo o que acontece entre os intervalos de tempo ¢ e t + At nem entre os pontos de
posicao x e x + Ax.

Definimos um reticulado R = {z € R, z,,, = mAx;m € Z} sobre o qual localizamos a particula em
cada instante de tempo. Em ¢ = 0, a particula encontra-se no ponto xg = 0. Ao final de cada intervalo
de tempo At, a particula desloca-se, obrigatoriamente, uma distancia Ax para direita ou esquerda,
com probabilidade 1/2 para cada lado.

Se denominamos n € N o nimero de intervalos At transcorridos, temos que a probabilidade da
particula encontrar-se em z,, apds esses n intervalos de tempo é dada por:

1 n!
P 1) = o G )2 (1 — m)/2)!

(A1)

quando m +n é par e 0 se m + n é impar (com dois passos ¢ impossivel chegar ao ponto 1 = Azx) ou
se [m| > n. A equagdo A.1 é exata e utiliza o conceito de espago amostral. Com o uso da férmula de
Stirling:

n! ~ V2mnn"e ™" (A.2)

79



80 APENDICE A

podemos aproximar A.1l por:

pmmmz(Q)Uzﬂw% (A.3)

™

se n, m sao “grandes”’. Esse é o primeiro passo, temos um processo discreto muito bem definido, para o
qual o valor numérico exato das probabilidades encontradas podem ser aproximadas por uma férmula
assintotica. O segundo passo é tomar o objeto matematico proveniente da equagao de difusao:

Jc 5%c

5 =Dam o0 =Qh(x) (A4)

onde 6,(x) é a funcao delta de Dirac. A solugao de A.4 é dada por

cz,t) = N%e“”?/(w“, t>0 (A.5)

A questao agora é simplesmente estabelecer condigbes para que exista uma correspondéncia entre
os objetos matemaéticos c(z,t) e p(m,n). Para tanto, trataremos relagoes de aproximagoes entre as
variaveis como igualdades, para obter, por exemplo, a relagao entre o coeficiente de difusdo D e as
escalas Az e At. Para que a notagao nao se torne imprecisa, utilizaremos as letras mafusculas P(m,n)
e C(x,t) para manipular essas aproximagoes e obter os resultados desejados.

Para estabelecer uma relagao entre a fungao de variaveis discretas P(m,n) dada pela aproximagao
de Stirling para as probabilidades p(m,n) e a fungao de variaveis continuas C(z, t), solugao da equagao
diferencial A.4, relacionamos, em primeiro lugar as variaveis m,n,z e t: t = nAt e x = mAxz. Como
P(m,n) representa a probabilidade de encontrarmos um individuo no ponto x,, apos n intervalos de
tempo, o ntimero esperado de individuos no ponto x,, apos n intervalos der tempo pode ser obtido
simplesmente multiplicando o ntmero de individuos inicialmente na origem por essa probabilidade,
Q P(m,n).

A fungao C(z,t), por outro lado, representa uma densidade de individuos, de forma que, para obter
um numero de individuos, temos que integra-la em um intervalo. Como queremos saber se é possivel
estabelecer alguma relacao entre os valores das densidades populacionais e o valor da probabilidades,

escrevemos a equacao:
Tm+Az/2

P(m,n)=A C(z,t)dx (A.6)
Tm+Az/2
onde A € R é uma constante. Ora, a equacdo acima simplesmente significa que queremos estabelecer
uma correspondéncia entre o niimero esperado de individuos no ponto z,, e o total de individuos no
intervalo [z, — Az/2, z,, + Az/2] dado pela integral. Se Ax for suficientemente pequeno, substituindo
a notacao de aproximacao por uma de igualdade, podemos escrever:

QP(m,n) = AC(zp,t) - Ax (A.7)

pois C' é continua. Substituindo x,, = mAzx, t = nAt e as formulas para P(m,n) e C(z,t), obtemos:

2 12 —-m2/2n __ AA Q —m2Axz?/(4DnAt) A8
Q — e = xiQ(th)lﬂe . (A.8)

Para que ambos termos sejam idénticos para n, m — 0o, temos que ter uma igualdade entre expoentes:

—m? —m2Az?

on  4DnAt
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de onde obtemos facilmente a relagao para o coeficiente de difusao:

Az?
Retornando & equagao A.8, obtemos:
1/2
Q( - ) — AAz s _ (A.10)
™™ 2 (r(Ax2/(2At)nAL)Y

de onde concluimos que A = 2.

Assim, obtemos claramente as condigoes para que exista uma correspondéncia numérica aproximada
entre os valores de @ p(m,n) e c(x,t), p(m,n) =~ 2Azxc(x,t), para os pontos em que p(m,n) # 0 e para
m,n > 1. O fator 2 aqui ocorre porque as probabilidades discretas oscilam entre 0 e nimeros positivos
dependendo dos valores de m,n, enquanto que no caso da fun¢ao de densidade ¢(z,t) isso ndo ocorre.
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Apéndice B
Taxas médias e instantaneas

Neste apéndice, apresentamos algumas relacoes entre parametros de modelos continuos e discretos.
Apesar dessas relagoes serem bem conhecidas, ndo é muito comum encontra-las nos textos elementares
de Matematica Biologica.

B.1 Taxas instantaneas e o Modelo de Malthus

O modelo de Malthus é um dos modelos de crescimento populacional mais simples que pode ser
construido. Tomando sua forma discreta e denominando P(k) a populacdo no instante kAt, k €
{0,1,2,...}, sua formula de recursao é:

Pk +1) = P(k) + sP(k) = (1 + s)P(k) (B.1)

por hora, vamos imaginar que os individuos ndo morrem, de forma que s representa o nimero médio de
descendentes gerados por individuo em um intervalo de tempo At, de forma que, neste caso, o proprio
parametro s depende da escolha de At. Quando quisermos destacar esse fato, escreveremos s = s(At).
Em muitos casos, as espécies estudadas apresentam um periodo bem definido de reproducao (anual,
mensal, diario, etc) de forma que a escolha de At torna-se 6bvia e, em algumas situagoes, impossivel
de ser medida em intervalos menores.

Uma das formas de obtermos o modelo continuo a partir do discreto, é através da formula de
recursao na forma da varia¢io de P(k):

P(k+1)— P(k)=AP(k)=sP(k) (B.2)
de forma que podemos escrever (sendo flexiveis com a notagao):
P(kAt + At) — P(kAt) = s(At)P(kAt)
dividindo ambos termos por At e fazendo kAt = ', ficamos com:

P(t' + At) — P(t')

= s(At)P(¥ B.3
o s(At)P(t') (B-3)
finalmente, tomando o limite com At — 0, temos:
dP . ,
o = AI%IEOS(At)P(t ) = AP (B.4)

onde A = limay—q s(At).
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Ora, essa forma de definir o parametro instantaneo é, em um certo sentido, um tanto inttil, pois em
situacoes experimentais jamais poderemos obter tal tipo de limite. Naturalmente, o que as equagoes
B.3 e B.4 significam é que esperamos que, ao medirmos o pardmetro s em intervalos cada vez menores,
esperamos que a dindmica continua e a dindmica discreta se tornem cada vez mais proximas.

Uma outra forma, de relacionar os parametros A do modelo de Malthus continuo e o parametro s, é
pensando em termos de tazas equivalentes, o que nos parece muito mais razoavel. Nessa forma, tomamos
as solugdes dos modelos discreto e continuo: P(k) = Py(1 + s)* e do modelo continuo p(t) = Pye e
impomos que as solugoes sejam idénticas em t = kAt:

Py(1 4+ s)F = Pyerat

de onde obtemos a relagao

In (1 + s(At))
At

Neste caso, pensamos em At como o intervalo de tempo no qual é realizado o experimento em que é

medido s. Naturalmente, podemos definir a unidade de tempo em termos desse intervalo (de forma que

At = 1), ficando com a relagao:

A:

s?2 8

A=In(l+s)=s——+ ——... (B.5)
2 3

A equacao B.5 mostra que se s < 1, entdo A = s de forma que o modelo discreto e o continuo

sao proximos, mesmo tomando parametros idénticos para ambos. Dessa forma, quando o ntmero de

descendentes gerados por unidade de tempo é pequeno, podemos substituir a dindmica discreta pela

continua, ou seja, os modelos dados por: P’ = sP ou AP = sP sao praticamente equivalentes.
Claramente, quando existem termos de mortalidade que sdo proporcionais & populagdo, ou s é

negativo, o mesmo tipo de argumento pode ser aplicado.

B.2 Taxas instantaneas e modelos lineares
Sistema lineares de equacgoes de recursao na forma:
P(k+1)= P(k)+ AP(k) (B.6)

onde P(k) agora ¢ um vetor em R™ e A uma matriz em M, »,(R). O sistema de equagdes diferenciais
analogo é dado por:

dP
— =BP B.7
onde B € M, (R).
Neste caso, queremos relacionar as matrizes de parametros A e B. A solugéo para o caso discreto

é dada por:
P(k)=(A+1)*Py (B.8)

e a solugao para o modelo continuo:
p(t) =eP'Py (B.9)

onde ef & a exponencial da matriz B. Para estabeler as relacoes entre as matrizes A e B vamos supor
que ambas sao diagonalizaveis, uma suposicao razoavel, ja que o interior do conjunto das matrizes
nao diagonalizaveis é vazio em M,,»,(R) e ambas matrizes estao relacionadas com parametros que, em
principio, admitem uma margem de erro.
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Novamente, igualando as solugoes das equagoes B.8, temos:
(A+1D)kPy = BRAL P
de onde, se escolhemos a unidade de tempo de forma que At = 1:
A+T=¢P (B.10)
ou ainda, no caso em que ||A|| < 1 podemos escrever:

A2 A3
Portanto, no caso de sistemas lineares a relagao entre as matrizes de coeficientes pode também ser
estabelecida simplesmente impondo que as solugoes sejam idénticas para tempos iguais. Naturalmente,
também temos a relacao natural entre os dois sistemas, resultante da aplicacdo do método de Euler
para aproximacao da solucao do sistema de equagoes diferencias B.7:

P(t + At) = P(t) + AtBP(t) (B.12)

de forma que a relacdo de recorréncia do método é a mesma que a do sistema discreto, com A = AtB.
Se [|A|| < 1, a solugao do sistema continuo pode ser aproximada pela solu¢ao do sistema discreto.

B.3 Taxas instantaneas e o Modelo de Verhulst

Ao abordar a questao da correspondéncia entre taxas médias e instantaneas e parametros de modelos
discretos e modelos continuos para o caso do modelo de Verhulst (ou logistico), devemos, desde o
inicio, saber que nao sera possivel obter uma equivaléncia entre os modelos para todas as escolhas
de parametros. E um resultado bem conhecido que a dinamica simples da recursiao de Verhulst pode
dar origem a dindmicas cadticas (Edelstein-Keshet, 1988; Strogatz, 1994), como o modelo de Verhulst
continuo da origem somente a solu¢cbes monotonicas e convergentes esta claro, desde o inicio, que para
certos valores dos parametros nao sera possivel obter uma correspondéncia coerente entre os modelos
continuo e discreto.

A dindmica logistica discreta é dada por:

P(k+1)=P(k)+sP(k)(1—-P(k)/K) (B.13)
onde K é a capacidade de suporte do meio. A equagao diferencial do modelo de Verhulst é:

dP
A equacao diferencial admite solugao explicita dada por:

_ KYbert
K+ Yy(ert—1)

Y (t) (B.15)
Como o modelo discreto nao admite solugao analitica (Wolfram, 2002, pag. 1098), ndo podemos utilizar
o mesmo procedimento que utilizamos no caso do modelo de Malthus para obter taxas equivalentes.
Dessa forma, recorremos a relagdo obtida através da aplicagdo do método de Euler para aproximacao
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da solucao da equagao diferencial B.14, obtendo:
P(t+ At) = P(t) + P'(t)At

de onde
P(t+ At) = P(t) + AtrP(t) (1 — P(t)/K). (B.16)

Se a unidade de tempo é escolhida de tal forma que At = 1, temos, novamente, que as dinAmicas
serao similares de s(At) < 1. Ou seja, somente para taxa de reprodugoes pequenas existird uma
correspondéncia clara entre as dindmicas do modelo.

Resumindo os resultados das relagoes entre taxas instantaneas e taxas médias, podemos dizer que,
se a “magnitude” dos parametros (coeficiente s, matriz A) for pequena, entdo podemos aproximar a
dindmica continua pela discreta e vice-versa.



Apéndice C

Simulacoes de dinamicas discretas e
continuas

No apéndice B apresentamos relagoes entre pardmetros de modelos discretos e continuos. O resultado
geral obtido indica que, quando as taxas s@o “suaves”, os resultados apresentados pelas diferentes
abordagens sao similares. Neste apéndice apresentamos alguns resultados de simulagoes que confirmam
esse resultado geral.

As dindmicas definidas na segdo 4.1.2 nao especificam o tipo de mortalidade utilizada nos modelos,
para efeitos de ilustrag@o, adotaremos termos de mortalidade na forma de Verhulst.

Em primeiro lugar, rotularemos os modelos para efeitos de referéncia.

1. Modelo 1: Modelo dado pela equacao 4.14, com espago e tempo discretizados. Os pardmetros
relevantes sao uma matriz de nticleo ()j;, representando a probabilidade de um descendente de
um ancestral de fenétipo j ter fendtipo i, s o niimero maximo de descendentes produzidos por
um individuo, K a capacidade de suporte do meio e F; uma funcao de valor de adaptagao para
cada fen6tipo com valores entre 0 e 1.

2. Modelo 2: Modelo dado pela equagao 4.18, com espago discretizado e tempo continuo. Os paramet-
ros relevantes sao uma matriz de nucleo gj;;, representando taxas instantaneas de transferéncias
entre as classes fenotipicas j e i, r a taxa instantédnea maxima de reproducao da espécie, K a
capacidade de suporte do meio e f; uma funcao de valor de adaptacao para cada fenétipo com
valores entre 0 e 1.

3. Modelo 3: Modelo dado pela equacao 4.20, com espaco e tempo continuos. Os parametros rel-
evantes sao uma fungao ¢(y,x) representando o nicleo de distribuicdo, r a taxa instantinea
méxima de reproducao da espécie, K a capacidade de suporte do meio e f(z) uma funcao de
valor de adaptagao para cada fen6tipo com valores entre 0 e 1.

Para efetuar uma comparacao entre os modelos implementamos métodos numéricos para resolu-
¢ao dos sistemas de equagoes diferenciais (baseados em esquemas de Runge-Kutta) do modelo 2 e da
equacao diferencial parcial do modelo 3 e comparamos os resultados com os valores fornecidos pelo
modelo 1, que podem ser calculados diretamente através das relagoes de recursao das equagoes 4.14.

Para regular a “suavidade” dos parametros do modelo, utilizamos o coeficiente s, uma vez que o
mesmo multiplica toda a matriz do nucleo de distribuicao, de forma que se s — 0, ||Q;i]| — 0. Para
obter uma medida numeérica da proximidade dos resultados de cada um dos modelos, calculamos erro
relativo erro estimado na norma de Frobenius, ou seja, a norma diferenga entre a matriz D com os
valores fornecidos para U(k,t) pelo modelo 1 e os valores fornecidos pelos modelos continuos dividido
pela norma de D.
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Para o modelo 2, utilizamos a dinAmica continua no tempo e discreta no espago, dada pelas equacoes
4.16, onde a matriz B é aproximada pela matriz sA ((s/At)A se At # 1). Definimos entao a matriz
Co = Co(j,1) como o valor da coordenada j da solugao do sistema de equagoes diferenciais ordinarias
4.16 no instante 1.

Para o modelo 3, construimos a matriz Cp = u(x;,t;) Az onde Az e definido pela discretizacao do
modelo 1 e u(x,t) é a aproximagdo numérica da solu¢do da equagao 4.21.

Dessa forma, analisamos o comportamento de |D — Co||r/||D||F e ||D — Cp||r/||D||F em fungao
do valor numérico do pardmetro s, onde ||.||r denota a norma de Frobenius. O aumento do erro em
fungao do pardmetro s pode ser observado na figura C.1.

0.03

—Modelo EDO
> Modelo EDP

% 02 0.4 06 08 1

S

Figura C.1: Erro relativo entre o modelo discreto e os modelos continuos (aproximagoes numéricas). O erro é
calculado através da norma de Frobenius entre as matrizes das solugoes.



Apéndice D

Ncleos de distribuicao nao locais e o
modelo de difusao

Neste apéndice apresentamos as relagoes matematicas entre o modelo de ntcleo de distribuicao
nao-local,

ou
5 = [ £l 0atw.0ds — ru [ uly.dy/x (D.1)
Q Q
e o modelo de reacao-difusao,

Ou 0% [f (z)u]

i ’I“VW - ru/gu(y,t)dy/K (D.2)

para o caso em que €2 tem dimensdo maior que 1.
Vamos utilizar uma forma adimensional do modelo D.1, fazendo z* = /A, u* = uxA/K e t* = rt,
onde A é a escala de variagao da fungao de adaptagao f(x):

887: = /Qf(y)U(y,t)Q(yw)dw—U/QU(y,t)dy- (D.3)

Note que, se ¢ possui simetria radial, entao a adimensionalizacdo a mantém, uma vez que todas as
coordenadas do vetor x sdo divididas por A.
A seguir apresentamos a deducdo completa para o caso bidimensional.

D.0.1 Ocason=2

Para relacionar os modelos D.1 e D.2, iniciamos desenvolvendo F(x) = f(z)u(z,t)! em série de
Taylor:

Flz+h) = F(z)+ VF@)" - h+ %hT HF(z) - h+O(|h]) (D.4)

LF depende de ¢t também, mas para nossos propésitos podemos ignorar esse fato e considerar F' como uma fungio
apenas de .
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onde HF(x) denota a matriz Hessiana de F' calculada no ponto = e h = y — x. Substituindo no termo
do ntucleo de distribuicao da equagao D.3, obtemos:

1= [, f(w)uly.t)aly, 2)da = F(x) + /Q VE@)T - (y - ) aly,x)dy

. 7 (D.5)
43 [=a HF@) - (0= o) aly. )y + o a0y — 2]y
Q
1>

O termo T3 pode ser escrito na forma:

1= [ IVF@)] =l cos (60) . 2)dy (D)

onde ¢ é o angulo entre o vetor h =y — z e VF (). Utilizando a hipotese de invariancia do niuicleo sob
translacao, deslocamos a integral para a origem:

Ty = /Q IVE()| [[k]| cos (¢(h)) q(0,—h)dh. (D.7)

Escrevendo a equacao D.7 em coordenadas polares e utilizando a hipétese de simetria radial obtemos:

00 2
= / / IV F ()| cos( + 00)Q(r)rdbdr (D.8)
0 0

onde 6y é o angulo entre VF(z) e o versor (1,0). De D.8 temos que 77 = 0, ou seja, o termo de
ordem 1, assim como no caso unidimensional, anula-se. Uma forma fécil de entender esse resultado é
simplesmente notando que o termo de ordem 1 trata-se de um produto interno entre um vetor fixo
integrado ao longo de todas as diregdes possiveis com um peso dado pelo nucleo de distribuigao q(y, x).
Se ¢ possui invaridncia por translagao e simetria radial, entao para cada contribuigdo positiva em uma
dire¢@o havera uma contribui¢ao na dire¢do oposta com a mesma magnitude, de forma que a soma das
contribuigoes resulta nula. Isso indica que o resultado sera vélido também para mais dimensoes.

O termo T inclui a matriz Hessiana B = H F'(x), que vamos supor simétrica. Pelo teorema espectral,
existem matrizes A ortogonal e D diagonal de tal forma que B = ADA”. Fazendo a translacdo para a
origem obtemos:

2T, = / hT AT D Ah q(0, —h)dh. (D.9)
Q
Fazendo a mudanca de varidveis w = Ah e lembrando que det(A) = 1, temos:
2T, = / w! Dw g (0, —ATw) dw (D.10)
Q

como ¢ possui simetria radial e w = Ah é uma isometria, podemos escrever a integral em coordenadas
polares:

oo pr2m
2Ty = / / (A1r? cos® 0 + Agr? sin® 0) Q(r)rdfdr (D.11)
0 0

onde A1, A2 sdo os autovalores de H F'(z). Finalmente, obtemos:

T = W/Doo Q(T)T’?’d?“ (/\1 + )\2) (D.12)
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como Tr(B) = AF(z), se fizermos D = 7 [;* Q(r)r’dr, ficamos com:
Ty = DAF(z) (D.13)

Voltando a expressao D.14, obtemos uma aproximagao para a dindmica de niicleo de distribuicao:
I=F(@) + DAF(@) + | a(y. 200y~ al)dy (D.14)

de forma que a equagdo para u(z,t) pode ser aproximada por:

% = DA[f(x)u] + u (f(x) — /Qu(y,t)dy> (D.15)

estabelecendo novamente a correspondéncia entre os modelos.

D.1 O caso n-dimensional

A relagao entre o modelo de reagao-difusao e o modelo néao-local de nucleo de distribui¢cao para o
caso n-dimensional é andlogo ao apresentado na se¢ao anterior para n = 2 com poucas modificagoes.
Naturalmente, as mesmas condigoes de simetria radial e invaridncia por translacao devem se aplicar ao
nicleo q(y, ).

Utilizando a expansao de Taylor, temos que o primeiro termo ainda se anula e o segundo termo
pode ser expresso em coordenadas esféricas, de forma que obtemos a relagao:

D= “4(52”—1) /OOO Q(r)yr"dr (D.16)

onde A (S,_1) denota a area da esfera unitaria n — 1 dimensional. Mais detalhes dessa dedugao podem
ser vistos em Ferreira Jr. (1993).



92 APENDICE D



Referéncias Bibliograficas

A. Stankiewicz(2002) M. Sielezniew A. Stankiewicz. Host specificity of Maculinea teleius bgstr.
and M. nausithous bgstr. (lepidoptera: Lycaenidae): the new insight. Annales Zoologici, 52:403-408.
Citado na pag. 43

Akino et al.(1999) T. Akino, J. J. Knapp, J. A. Thomas e G. W. Elmes. Chemical mimicry and host
specificity in the butterfly Maculinea rebeli, a social parasite of Myrmica ant colonies. Proceedings
of the Royal of Society London B, 266:1419-1426. Citado na pag. 43, 44

Als et al.(2004) T. D. Als, R. Vila, N. P. Kandul, D. R. Nash, S. H. Yen, A. A. Mignault, J. J.
Boomsma e N. E. Pierce. The evolution of alternative parasitic life histories in large blue butterflies.
Nature, 432:386-390. Citado na pag. 44

Barbero et al.(2009) F. Barbero, J. A. Thomas, S. Bonelli, E. Balletto e K. Schénrogge. Queen ants
make distinctive sounds that are mimicked by a butterfly social parasite. Science, 323:782—785. Citado
na pag. 46

Barton e Keightley(2002) N. H. Barton e P. D. Keightley. Understanding quantitative genetic
variation. Nature Reviews Genetics, 3:11-21. Citado na pag. 32, 33

Barton et al.(2007) Nicholas H. Barton, Derek E. G. Briggs, Jonathan A. Eisen, David B. Goldstein
e Nipam H. Patel. Fvolution. Cold Spring Harbor Laboratory Press, New York. Citado na pag. 1, 2, 5,
26, 34

Carroll e Boyd(1992) S. B. Carroll e C. Boyd. Host race radiation in the soapberry bug: Natural
history with the history. Evolution, 46:1052—-1069. Citado na pag. 26

Carroll et al.(1997) S. P. Carroll, H. Dingle e S. P. Klassen. Genetic differentiation of fitness-associated
traits among rapid evolving populations of the soaspberry bug. FEvolution, 51:1182-1188. Citado na
pag. 26

Cipra(1997) B. A. Cipra. Chaotic bugs make the leap from theory to experiment. SIAM News,
July/August:16. Citado na pag. 78

Clarke et al.(1998) R. T. Clarke, J. A. Thomas, G. W. Elmes, J. C. Wardlaw, M. L. Munguira e
M. E. Hochberg. Population modelling of the spatial interactions between Maculinea rebeli, their
initial foodplant Gentiana cruciata and Myrmica ants within a site. Journal of Insect Conservation,
2:29-37. Citado na pag. 43

Codoner et al.(2006) F.M. Codoner, J.A. Daros, R. V. Solé e S.F. Elena. The fittest versus the flattest:
Experimental confirmation of the quasispecies effect with subviral pathogens. PLoS Pathogens, 2:
1187-1192. Citado na pag. 24

Dawkins(2004) R. Dawkins. A Devil’s Chaplain. First Mariner Books, Boston. Citado na pag. 1

93



94 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Dawkins(1982) R. Dawkins. The Extended Phenotype. Oxford University Press, Oxford. Citado na pag.
2

Dettner e Liepert(1994) K. Dettner ¢ C. Liepert. Chemical mimicry and camouflage. Annual Review
of Entomology, 39:129-154. Citado na pag. 44

Dilda e Mackay(2002) C. L. Dilda e T. F. C. Mackay. The genetic architecture of the drosophila
sensory bristle number. Genetics, 162:1655-1674. Citado na pag. 26, 27

Dobzhansky e Spassky(1969) T. Dobzhansky e B. Spassky. Artificial and natural selection for two
behavioral traits in Drosophila pseudoobscura. Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 62:75-80. Citado na pag. 9

Doolittle(2000) W. F. Doolittle. Uprooting tree of life. Science, 282:90-95. Citado na pag. 2

Dudley e Lambert(2004) J. W. Dudley e R. J. Lambert. 100 generations of selection for oil and
protein in corn. Plant Breeding Reviews, 24:79—110. Citado na pag. 9

Edelstein-Keshet(1988) L. Edelstein-Keshet. Mathematical Models in Biology. McGraw-Hill Inc.,
New York. Citado na pag. 85

Einstein(1956) A. Einstein. Investigations of the Theory of Brownian Movement. Dover. Citado na pag.
35

Elmes(1973) G. W. Elmes. Observations on the density of queens in natural colonies of Myrmica
rubra 1. (hymenoptera: Formicidae). The Journal of Animal Ecology, 42:761-771. Citado na pag. 45

Elmes e Thomas(1992) G. W. Elmes e J. A. Thomas. Complexity of species conservation in managed
habitats: interaction between Maculinea butterflies and their host ants. Biodiversity and Conserva-
tion, 1:155-169. Citado na pag. 44

Elmes et al.(1994) G. W. Elmes, J. A. Thomas, O. Hammarstedt, M. L. Munguira, J. Martin e J. G.
van der Made. Differences in host-ant specificity between spanish, dutch and swedish populations of
the endangered butterfly Maculinea alcon (denis et schiff.)(lepidoptera). Memorabilia Zoologica, 48:
55—68. Citado na pag. 43

Elmes et al.(1998) G. W. Elmes, J. A. Thomas, J. C. Wardlaw, M. E. Hochberg, R. T. Clarke e D. J.
Simcox. Population dynamics and conservation of a specialized predator: a case study of Maculinea
arion. Ecological Monographs, 2:67-78. Citado na pag. 43, 45

Elmes et al.(2001) G. W. Elmes, J. A. Thomas, M. L. Munguira e K. Fiedler. Larvae of lyceanid
butterflies that parasitise ant colonies provide exceptions to normal insect growth rule. Biological
Journal of the Linnean Society, 73:259-278. Citado na pag. 44

Elmes et al.(2004) G. W. Elmes, J. C. Wardlaw, K. Schrénrogge, J. A. Thomas e R.T. Clarke. Food
stress causes differential survival of socially parasitic caterpillars of Maculinea rebeli integrated in
colonies of host and non-host Myrmica ant species. Entomologia Experimentalis et Applicata, 110:
53—63. Citado na pag. 43, 45

Ferguson e Joanen(1982) M. W. J. Ferguson e T. Joanen. Temperature of egg incubation determines
sex in Alligator mississippiensis. Nature, 296:850-853. Citado na pag. 3

Ferreira Jr.(1993) W. C. Ferreira Jr. Modelos Matemdticos para Dindmica de Populagoes Distribuidas
em Espagos de Aspecto com Interagoes nao-locais: Paradigmas de Complexidade. Tese de Doutorado,
Universidade Estadual de Campinas, Campinas. Citado na pag. 74, 91



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 95

Fiedler(1998) K. Fiedler. Lycaenid-ant interactions of the Maculinea type: tracing their historical
roots in a comparative framework. Journal of Insect Conservation, 2:3-14. Citado na pag. 44

Fisher(1918) R. A. Fisher. The correlation between relatives on the supposition of mendelian inher-
itance. Transactions of the Royal Society of Edinburgh, 52:399-433. Citado na pag. 26

Fisher(1930) R. A. Fisher. The Genetical Theory of Natural Selection. Dover Publications, New York.
Citado na pag. 19

Fontana e Schuster(1998a) W. Fontana e Peter Schuster. Continuity in evolution: on the nature of
transitions. Science, 280:1451-1455. Citado na pag. 2, 5

Fontana e Schuster(1998b) W. Fontana e Peter Schuster. Shaping space: the possible and the
attainable in rna genotype-phenotype mapping. Journal of Theoretical Biology, 194:491-515. Citado
na pag. 5

Futuyma(2009) Douglas J. Futuyma. FEwvolution. Sinauer Associates Publishers Inc., Sunderland.
Citado na pag. 1, 2, 3, 26, 27, 34

Gould e Eldredge(1977) S. J. Gould e Niles Eldredge. Punctuated equilibria: the tempo and mode
of evolution reconsidered. Paleobiology, 3:115-151. Citado na pag. 75

Gould e Lewotin(1979) S. J. Gould e R. C. Lewotin. The spandrels of san marco and the panglossian
paradigm: a critique of the adaptationist programme. Proceedings of the Royal Society of London
series B, 205:581-598. Citado na pag. 3

Habersetzer(1993) C. Habersetzer. Cuticular spectra and inter-individual recognition in the slave-
making ant polyergus rufescens and the slave species formica rufibarbis. Physiological Entomology,
18:167-175. Citado na pag. 44

Haldane(1924a) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part i.
Transactions of the Cambridge Philosophical Society, 23:19—41. Citado na pag. 4

Haldane(1924b) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part ii.
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 1:158-163. Citado na pag. 4

Haldane(1926) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part iii.
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 23:363—-372. Citado na pag. 4

Haldane(1927a) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part
iv. Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 23:607—615. Citado na pag. 4

Haldane(1927b) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part v.
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 23:838-844. Citado na pag. 4

Haldane(1930) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part vi.
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 26:220-230. Citado na pag. 4

Haldane(1931) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part vii.
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 27:131-136. Citado na pag. 4

Haldane(1932a) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part
viii. Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 27:137-142. Citado na pag. 4



96 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Haldane(1932b) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part
ix. Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 28:244-248. Citado na pag. 4

Haldane(1934) J. B. S. Haldane. A mathematical theory of natural and artificial selection - part x.
Genetics, 19:412-429. Citado na pag. 4

Hamilton(1967) W. D. Hamilton. Extraordinary sex ratios. Science, 28:477-488. Citado na pag. 3

Harris et al.(2006) M. P. Harris, S. M. Hasso, M. W. J. Ferguson e F. F. Fallon. The development of
archosaurian first-generation teeth in a chicken mutant. Current Biology, 16:371-377. Citado na pag. 3

Hartl e Clark(2007) Daniel L. Hartl e Andrew G. Clark. Principles of Population Genetics. Sinauer
Associates Publishers Inc., Sunderland. Citado na pag. 26, 34

Hochberg et al.(1992) M. E. Hochberg, J. A. Thomas e G. W. Elmes. A modelling study of the
population dynamics of a large blue butterfly, Maculinea rebeli, a parasite of red ant nests. The
Journal of Animal Ecology, 61:397-409. Citado na pag. 45

Hochberg et al.(2001) M. E. Hochberg, R. T. Clarke, G. W. Elmes e J. A. Thomas. Population
dynamic consequences of direct and indirect interactions involving a large blue butterfly and its
plant and red ant hosts. The Journal of Animal Ecology, 63:37-391. Citado na pag. 45

Hucthings e Fraser(2008) J. A. Hucthings e D. J. Fraser. The nature of fisheries- and farming-
induced evolution. Mol. Fcol., 17:294-313. Citado na pag. 26

Kimura(1983) Motoo Kimura. The neutral theory of molecular evolution. Cambridge University
Press, Cambridge. Citado na pag. 4

Kollar e Fisher(1980) E. J Kollar e C. Fisher. Tooth induction in chick epithelium: expression of
quiescent genes for enamel synthesis. Science, 207:993-995. Citado na pag. 2

Kopp e Gavrilets(2006) M. Kopp e S. Gavrilets. Multilocus genetics and the coevolution of quan-
titative traits. Ewvolution, 60:1321-1336. Citado na pag. 44

Kuparimen e Merild(2007) A. Kuparimen e J. Merild. Detecting and managing fisheries-induced
evolution. Trends Ecol. Fvol., 22:652-659. Citado na pag. 26

Lenior et al.(2001) A. Lenior, P. D* Ettorre, C. Errard e A. Hefetz. Chemical ecology and social
parasitism in ants. Annual Review of Entomology, 46:573-599. Citado na pag. 44

Lin et al.(2003) J. Lin, V. Andreasen, R. Casagrandi e S. A. Levin. Traveling waves in a model of
influenza a drift. Journal of Theoretical Biology, 222:437-445. Citado na pag. 46

Mayo e Franklin(1998) O. Mayo e R. Franklin. Quantitative trait loci: polygenes revisisted and the
future of animal breeding. Jour. Ind. Soc. Ag. Statistics, 51:147-156. Citado na pag. 31

McGill e Brown(2007) B. J. McGill e J. S. Brown. Evolutionary game theory and adaptative
dynamics of continuous traits. Annu. Rev. FEcol. Evol. Syst., 38:403-435. Citado na pag. 5

Mouquet et al.(2005) N. Mouquet, J. A. Thomas, G. W. Elmes, R. T. Clarke e M. E. Hochberg.
Population dynamics and conservation of a specialized predator: a case study of Maculinea arion.
Ecological Monographs, 75:525-542. Citado na pag. 43

Murray(1989) J. D. Murray. Mathematical Biology. Springer, New York. Citado na pag. 35, 74, 77, 79



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 97

Nash et al.(2008) D. R. Nash, T. D. Als, R. Maile, G. R. Jones e J. J. Boomsma. A mosaic of chemical
coevolution in a large blue butterfly. Science, 319:88-90. Citado na pag. 44, 46

Nowak(1992) M. A. Nowak. What is a quasispecies? Trends in Ecology € Evolution, 7:118-121. Citado
na pag. 24

Nowak et al.(2010) M. A. Nowak, C. E. Tarnita e E. O. Wilson. The evolution of eusociality. Nature,
446:1057-1062. Citado na pag. 2

Nuismer et al.(2003) S. L. Nuismer, J. N. Thompson e R. Gomulkiewicz. Coevolution between hosts
and parasites with partially overlapping geographic ranges. Journal of Evolutionary Biology, 16:
1337-1345. Citado na pag. 43

Parker e Smith(1990) G. A. Parker e J. M. Smith. Optimality theory in evolutionary biology.
Nature, 348:27-33. Citado na pag. 2, 3

Pigliucci(2007) M. Pigliucci. Finding the way in phenotypic space: the origin and maintenance of
constraints on organismal form. Annals of Botany, 100:433-438. Citado na pag. D

Pigliucci(2008) M. Pigliucci. Sewall wright’s adaptive landscapes: 1932 vs. 1988. Biol. Philos., 23:
591-603. Citado na pag. 4

Schmid-Hempel et al.(1985) P. Schmid-Hempel, A. Kacelnik e A. I. Houston. Honeybees maximize
efficiency by not filling their crop. Behav. Ecol. Sociobiol., 17:61-66. Citado na pag. 3

Schonrogge et al.(2000) K. Schonrogge, J. C. Wardlaw, J. A. Thomas e G.W. Elmes. Polymorphic
growth rates in myrmecophilous insects. Proceedings the Royal of Society London B, 267:771-777.
Citado na pag. 44

Smith(1982) J. M. Smith. Ewolution and the Theory of Games. Cambridge University Press, Cam-
bridge. Citado na pag. 9

Stanley e Yang(1987) S. M. Stanley e X. Yang. Approximate evolutionary stasis for bivalve mor-
phology over millions of years: a multivariate, multilineage study. Paleobiology, 13:113-139. Citado na
pag. 34

Steiner et al.(2003) F. M. Steiner, M. Sielezniew, B. C. Schlick-Steiner, H. Hottinger, A. Stankiewicz
e A. Gornicki. Host specificity revisited: New data on Myrmica host ants of the lycaenid butterfly
Maculinea rebeli. Journal of Insect Conservation, 7:1-6. Citado na pag. 44

Strogatz(1994) S. H. Strogatz. Nonlinear Dynamics and Chaos. Perseus Books Publishing, Cam-
bridge. Citado na pag. 85

Tartally e Csosz(2004) A. Tartally e S. Csosz. Adatok a magyarorszagi Maculinea fajok (lepidoptera:
Lycaenidae) hangyagazdairol (data on the ant hosts of the maculinea butterflies (lepidoptera: Ly-
caenidae) of hungary). Természetvédelmi Kozlemények, 11:309-317. Citado na pag. 43

Tartally et al.(2008) A. Tartally, D. R . Nash, S. Lengyel e Z. Varga. Patterns of host ant use by
sympatric populations of Maculinea alcon and M. ’rebeli’ in the carpathian basin. Insectes Sociauz.,
55:370-381. Citado na pag. 44, 61

Taylor e Higgs(2000) C.F. Taylor e P.G. Higgs. A population genetics model for multiple quantitative
traits exhibiting pleiotropy and epistasis. Journal of Theoretical Biology, 203:419-437. Citado na pag.
27, 32, 33



98 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Thomas e Elmes(1998) J. A. Thomas e G. W. Elmes. Higher productivity at the cost of increased
host-specificity when Maculinea butterfly larvae exploit ant colonies through trophallaxis rather than
by predation. Ecological Entomology, 23:457-464. Citado na pag. 44

Thomas e Settele(2004) J. A. Thomas e J. Settele. Butterfly mimics of ants. Nature, 432:283-284.
Citado na pag. 43, 44

Thomas e Wardlaw(1992) J. A. Thomas e J. C. Wardlaw. The capacity of a Myrmica ant nest
to support a predacious species of maculinea rebeli inhabitants in ant nests. Oecologia, 91:101-109.
Citado na pag. 44

Thomas et al.(1989) J. A. Thomas, G. W. Elmes, J. C. Wardlaw e M. Woyciechowski. Host specificity
among Maculinea butterflies in Myrmica ant nests. Oecologia, 79:452—457. Citado na pag. 43, 44

Thomas et al.(2005) J. A. Thomas, G. W. Elmes, K. Schonrogge, D. J. Simcox e J. Settele. Primary
hosts, secondary hosts and 'non host’: common confusion in the interpretation of host specificity in
maculinea butterflies and other social parasites of ants. In: Studies on the Ecology and Conservation

of Butterflies in Europe, Vol. 2. Species Ecology along a European Gradient: Maculinea Butterflies
as a Model - Pensoft Publishers - Sofia-Moscow, 2:99-104. Citado na pag. 44, 57

Weis et al.(1992) A. E. Weis, W. G. Abrahamson e M. C. Andersen. Variable selection on Furosta’s
gall size. i. the extent and nature of variation in phenotypic selection. Evolution, 46:1674-1697. Citado
na pag. 26

Witek et al.(2006) M. Witek, E. Sliwinska, P. Skorka, P. Nowicki, J . Settele e M. Woyciechowski.
Polymorphic growth in larvae of Maculinea butterflies, as an example of biennialism in myrme-
cophilous insects. Oecologia, 148:729-733. Citado na pag. 44

Witek et al.(2008a) M. Witek, E. Sliwinska, P. Nowicki P. Skorka, M. Wantuch, V. Vrabec, J. Settele
e M. Woyciechowski. Host ant specificity of large blue butterflies Phengaris (Maculinea) (lepidoptera:
Lycaenidae) inhabiting humid grasslands of east-central europe (lepidoptera: Lycaenidae). European
Journal of Entomology, 105:871-877. Citado na pag. 44

Witek et al.(2008b) M. Witek, E. Sliwinska, P. Skorka, P. Nowicki, M. Wantuch, V. Vrabec, J. Set-
tele e M. Woyciechowski. Host ant specificity of large blue butterflies phengaris (Maculinea) (lepi-
doptera:lycaenidae) inhabiting humid grasslands of east-central europe. European Journal of Ento-
mology, 105:871-877. Citado na pag. 43

Wolfram(2002) S. Wolfram. A New Kind of Science. Wolfram Media Inc., Canada. Citado na pag. 85

Woodcock e Higgs(1996) G. Woodcock e P. G. Higgs. Population evolution on a multiplicative
single-peak fitness landscape. Journal od Theoretical Biology, paginas 61-73. Citado na pag. 27

Wright(1932) S. Wright. The roles of mutation, inbreeding, crosbreeding and selection in evolution.
Proceedings of the sixth international congress of genetics, paginas 356—366. Citado na pag. 4, 5

Wright(1988) S. Wright. Surfaces of selective value revisited. American Naturalist, 131:115-123.
Citado na pag. 4, 5

Yo00(1980) B. H. Yoo. Long term selection for a quantitative trait in large replicate populations of
Drosophila melanogaster. i. response to selection. Genet. Res., 35:1-17. Citado na pag. 9



	Lista de Termos Biológicos
	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Introdução
	Processos evolutivos e uma abordagem de espaço de fenótipos

	O Modelo Básico
	O modelo básico
	Condições de contorno e adimensionalização
	Alguns resultados sobre o modelo
	Dinâmica para N(t)
	Distribuição estacionária
	Um caso particular
	f com múltiplas escalas
	Competição entre máximos locais

	Relações com um modelo genético aditivo
	Relações de recursão e hipóteses biológicas
	Simulações dos modelos


	Um Exemplo: o sistema Maculinea-Myrmica
	Borboletas Maculinea
	O Ciclo de vida
	Perfil químico e especificidade de hospedeiro

	Modelando a dinâmica de evolução
	Hipóteses biológicas
	Genes e o espaço de fenótipos
	O modelo com uma espécie de hospedeiro
	Múltiplos hospedeiros
	Parâmetros adimensionais
	Condições de fronteira

	Simulações numéricas
	Métodos numéricos, representação de resultados e condições iniciais
	Resultados para o sistema com um hospedeiro
	Resultados para duas espécies de hospedeiros
	Mais que dois hospedeiros

	Conclusões sobre o sistema Maculinea--Myrmica
	Comportamento de hospedeiro múltiplo
	Exploração dos hospedeiros mais abundantes
	Corrida às armas


	Extensões e Direções de Pesquisa
	Um modelo unidimensional generalizado
	Uma abordagem intuitiva
	Uma abordagem baseada em um experimento imaginário

	O modelo n-dimensional
	Dinâmica espacial

	Conclusões
	Considerações Finais
	Sugestões para Pesquisas Futuras

	Movimento aleatório e a equação de difusão
	Taxas médias e instantâneas
	Taxas instantâneas e o Modelo de Malthus
	Taxas instantâneas e modelos lineares
	Taxas instantâneas e o Modelo de Verhulst

	Simulações de dinâmicas discretas e contínuas
	Núcleos de distribuição não locais e o modelo de difusão
	O caso n=2
	O caso n-dimensional

	Referências Bibliográficas

