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Resumo

Seja G um grupo finito que age fielmente sobre a algebra das matrizes de ordem dois
M, (C), sobre o corpo dos complexos. E bem conhecido que G deve ser um dos grupos:
Zny Dy, Sy, Ay e As. Berele em 2004 descreveu bases para as G-identidades para My (C)
para qualquer escolha de G na lista acima. Sua prova é baseada na base concreta das
identidades 2-graduadas para M;(C) encontrada por Di Vincenzo em 1993 e no célculo
das algebras de grupos dos grupos correspondentes.

Nos consideramos o problema analogo para a algebra de Lie simples tridimensional
sl3(C). Neste caso um resultado classico mostra que G também deve pertencer a lista
mencionada acima. Nos usamos a forma concreta das identidades 2-graduadas para
sl(C) e, além disso, alguns métodos e técnicas desenvolvidas por Berele. Nesta tese,

noés exibimos bases das G-identidades correspondentes para sla(C).
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Abstract

Let G be a finite group acting faithfully on the matrix algebra of order two Ms(C),
over the complex field. It is well known that G must be one of the groups Z,, D,,, Si,
Ay, As. Berele in 2004 described bases of the G-identities for M(C) for any choice of
G from the list above. His proofs rely on the concrete basis of the 2-graded identities
for M5(C) found by Di Vincenzo in 1993 and on computations in the group algebras
of the corresponding groups.

We consider the analogous problem for the simple three-dimensional Lie algebra
sla(C). In this case a classical result shows that the group G must be one of the
above list as well. We use the concrete form of the 2-graded identities for sly(C), and
moreover, some methods and techniques developed by Berele. In this thesis we exhibit

bases of the corresponding G-identities for sly(C).
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Introducao

Uma prética comum no desenvolvimento da matemaética é a busca pela generalizagao
de conceitos e resultados. Tipicamente tem-se algum ou alguns objetos em que se tem
interesse e caracterizam-se estes objetos pelas propriedades que eles possuem. Por
exemplo, Ms(C) e C possuem vérias propriedades em comum, tais como: operagoes
de produto e soma definidas sobre eles que satisfazem uma série de relagoes. A partir
destes dois objetos, e vérios outros tais como o anel dos polinomios Clz], pode ser
obtida uma lista de propriedades satisfeitas que pode ser generalizada para o conceito
de uma &lgebra sobre um corpo.

As dlgebras sao objetos fundamentais na teoria de anéis que por sua vez se en-
contra dentro da grande area da matematica denominada Algebra. Algumas algebras
se destacam pelas suas aplicacoes ou simplesmente pela riqueza de suas estruturas,
como por exemplo as algebras comutativas, as matriciais, as de dimensao finita e as
exteriores. Seguindo a linha de tentar encontrar um padrao que caracterize uma classe
de objetos, as dlgebras mencionadas possuem uma caracteristica em comum, além é
claro de serem todas algebras, elas satisfazem, cada uma, alguma relacao polinomial
em variaveis nao comutativas. Em outras palavras, para quaisquer elementos da res-
pectiva algebra, quando avaliarmos este polinomio o resultado obtido é o elemento
nulo. Se uma &lgebra satisfaz um polinomio nao trivial (ndo nulo) em varidveis nao
comutativas dizemos que ela é uma Pl-dlgebra, sigla proveniente do conceito em inglés
polynomial identity. Esta é uma das justificativas para o desenvolvimento desta te-
oria, ela generaliza teorias bem estabelecidas que possuem uma série de aplicagoes e
resultados.

O desenvolvimento da teoria de identidades polinomiais, ou simplesmente Pl-teoria,
teve inicio da década de 1930 com os trabalhos de Déhn e Wagner motivados por pes-
quisas em geometria finita onde apareceram, de forma implicita, algumas identidades
polinomiais para as matrizes de ordem 2. Conceitos mais algébricos relacionados com
PlI-teoria encontram-se nos trabalhos de Sylvester por volta de 1870 sobre invariantes
de duas matrizes complexas de ordem 2.

A pesquisa em Pl-algebras intensificou-se por volta de 1950 com a demonstragao



do resultado conhecido como teorema de Amitsur e Levitzki. Este teorema mostra que
a algebra das matrizes de ordem n com entradas num corpo (ou, de modo geral, num
anel comutativo com unidade) satisfazem o polindémio standard de grau 2n, ou seja, a
somatoéria alternada de todos os produtos de 2n matrizes de ordem n é sempre igual
a matriz nula. A importancia do teorema de Amitsur-Levitzki revelou-se de diversas
formas, como por exemplo no teorema de Amitsur de que toda Pl-dlgebra satisfaz
alguma poténcia de algum polinomio standard.

Desde entao outros matemaéticos reconhecidos contribuiram para o desenvolvimento
da Pl-teoria, como: G. Bergman, P. M. Cohn, I. N. Herstein, N. Jacobson, I. Ka-
plansky, A. . Kostrikin, V. N. Latyshev, Yu. N. Malcev, E. Posner, A. 1. Shirshov,
R. Swan, entre outros. A teoria estd bem estabelecida e tem-se mostrado uma area
muito préspera. Podemos citar alguns algebristas que tém trabalhado em Pl-teoria,
tais como: Y. Bathurin, A. Berele, M. Van Den Bergh, A. Braun, V. Drensky, E.
Formanek, A. Giambruno, A. Kemer, C. Procesi, Yu. P. Razmyslov, A. Regev, L. H.
Rowen, J. T. Stafford, M. R. Vaughan-Lee, M. Zaicev, E. Zelmanov, entre outros.

A PI-teoria pode de um modo muito geral ser divida em trés grandes linhas de pes-
quisa: estudar as propriedades de uma algebra sabendo-se que ela é uma Pl-algebra,
estudar as classes de algebras que satisfazem alguma familia de identidades polinomi-
ais e estudar o conjunto das identidades polinomiais satisfeitas por uma &algebra em
particular. O problema que abordamos nesta tese é deste ultimo tipo.

Voltando as algebras que motivaram de certa forma o desenvolvimento da PI-teoria,
gostariamos de mencionar que apesar da estrutura de algumas delas ser bem conhecida,
pouco pode-se dizer sobre as identidades polinomiais por elas satisfeitas. Por exemplo,
sao bem conhecidas as identidades polinomiais de M5(K), onde a caracteristica de K é
diferente de 2, mas para caracteristica 2 nada se sabe. E para matrizes de ordem maior
ou igual a 3 nada se sabe nem quando a caracteristica do corpo base é zero. Sendo
assim, um caminho natural para o desenvolvimento da teoria foi buscar generalizagoes
dos conceitos e resultados.

Uma generalizacao da Pl-teoria é o estudo das identidades polinomiais graduadas
de uma algebra graduada. Basicamente dividimos as variaveis do polinomio de certa
forma que s6 podemos avalia-las em elementos das componentes “certas”, a definicao
formal pode ser encontrada no capitulo 1.2. Esse conceito generaliza o anterior, pois
podemos considerar a graduagao trivial e desta forma obtemos novamente a definicao
de identidade polinomial. Apesar de ser uma generalizacao os resultados obtidos nesta
nova teoria sao bem mais abrangentes. Por exemplo, a algebra das matrizes n x n
admite uma graduagao natural com o grupo ciclico de ordem n e é conhecida uma base

para as identidades graduadas de M, (K) para todo n, onde K é um corpo infinito.



As identidades polinomiais graduadas em algebras associativas obtiveram destaque
na pesquisa desenvolvida por A. Kemer. Esta nova ferramenta permitiu que Kemer
desse uma resposta positiva para o problema de Specht (1950): “ Todo T-ideal (ideal
das identidades polinomiais de alguma algebra) em caracteristica 0 é finitamente ge-
rado como um T-ideal?” No entanto, a demonstracao deste fato nao mostra como
determinar a base. O problema de encontrar bases finitas para os T-ideais continua
em aberto e tem sido resolvido caso a caso.

A teoria de identidades polinomiais graduadas em &algebras associativas estd bem
desenvolvida. No entanto, identidades polinomiais graduadas em &lgebras nao associ-
ativas ainda nao foram muito estudadas. Um exemplo muito importante de algebras
nao associativas sao as algebras de Lie. Identidades polinomiais nestas algebras foram
estudadas extensivamente. Recomendamos como referéncia sobre o assunto os livros
de Bahturin [2], Drensky [6] e Razmyslov [17]. Ressaltamos que no caso de édlgebras de
Lie nao temos andlogo completo do teorema de Kemer. Iltyakov demonstrou em [11]
que os ideais de identidades de dlgebras de Lie de dimensao finita sao finitamente ge-
rados em caracteristica 0. (O resultado de Iltyakov é mais geral, mas nao precisaremos
entrar em detalhes.)

Por enquanto, o tinico caso nao trivial onde as identidades polinomiais graduadas
de uma algebra de Lie sdo conhecidas é o da algebra sly(K) das matrizes de ordem 2
com trago zero, onde K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Em [18]
foram descritas as possiveis graduagoes de sly(K), assim como as respectivas algebras
graduadas relativamente livres, assumindo-se que a caracteristica de K seja zero. Além
da graduagao trivial, slo(K) admite mais trés outras graduagoes dadas pelos seguintes
grupos: Zo, Zo X Zo e Z. Em [14] foram descritas bases finitas das identidades gradu-
adas em cada uma das graduacoes citadas acima, assumindo-se o corpo infinito e de
caracteristica diferente de 2.

Uma generalizacao das identidades polinomiais graduadas é o conceito de identi-
dade polinomial de uma &algebra com uma acao de grupo, o que denominamos por
G-identidade polinomial. A generalizacao é no sentido que se o grupo for finito, entao
temos uma correspondéncia entre as G-identidades e as identidades polinomiais gra-
duadas. Para maiores detalhes ver Capitulo 1.4.6.

O estudo das G-identidades polinomiais de algebras com agoes de grupos teve
inicio em [8] e tem continuado desde entdo. Uma outra referéncia para o estudo das G-
identidades polinomiais é [7] e a bibliografia deste artigo. Em 2004 Berele descreveu em
[3] bases para as G-identidades polinomiais de M5(C), onde G é um grupo finito que age
fielmente sobre esta algebra. Sua prova usa a forma concreta da base das identidades

2-graduadas para Ms(C) encontrada por Di Vicenzo em 1993, bem como célculos



nas algebras de grupos dos grupos correspondentes. Motivados por este trabalho nés
consideramos o problema andlogo para a dlgebra de Lie simples tridimensional sly(C),
com o objetivo de contribuir para o desenvolvimento desta teoria.

Esta tese é dividida em trés capitulos. No capitulo 1 introduzimos as principais
definicoes e conceitos das teorias que sao a base para o desenvolvimento do nosso
trabalho: teoria de Pl-algebras, Pl-algebras graduadas e G-PI-algebras. Optamos por
nao incluir demonstragoes das afirmagoes, pois essas podem ser encontradas em [6] e
9].

O capitulo 2 é dedicado aos principais resultados e ferramentas desenvolvidos por
Berele em [3], visto que as ideias deste artigo foram fundamentais para a resolucao do
nosso problema. Decidimos incluir algumas das demonstragoes (ou pelo menos dicas)
nos casos mais relevantes para o nosso trabalho.

O capitulo 3 é dedicado a solugao do problema que é o objetivo central desta
tese: a determinacdo de uma base para as G-identidades de sl3(C), onde G é um
grupo finito que age fielmente sobre esta algebra. E bem conhecido que neste caso
G deve ser um dos grupos: Z,, D,, Si, Ay e As. Nobs usamos a forma concreta
das identidades 2-graduadas para slo(C) e, além disso, alguns métodos e técnicas
desenvolvidas por Berele. Assim como em [3], nds dividimos a solugao em trés casos: no
primeiro consideramos G' = Z,,, no segundo G = D,, e no tltimo caso G € {Sy, Ay, As}.
Nos dois primeiros casos fazemos uso da decomposicao da algebra dos respectivos
grupos e no ultimo consideramos sly(C) como um G-médulo irredutivel.

Os resultados contidos no Capitulo 3 sao novos e originais, e serao submetidos para

publicagao.



Capitulo 1

Definicoes e conceitos basicos

Neste capitulo introduziremos algumas defini¢oes e conceitos basicos da teoria de iden-
tidades polinomiais, identidades polinomiais graduadas e G-identidades. Nos dois pri-
meiros casos as definicoes sao dadas primeiramente para algebras associativas, mas as

generalizagoes para algebras de Lie sao naturais.

1.1 Conceitos basicos da teoria de Pl-algebras

O objetivo desta primeira se¢ao ¢ introduzir defini¢des e conceitos bésicos da teoria
classica de Pl-dlgebras. Além disso, mencionaremos um resultado muito 1til sobre
identidades polinomiais e identidades polinomiais multilineares.

Nesta secao K denotard um corpo infinito, todas as dlgebras serao associativas com
unidade sobre K e X = {21, x9,x3,...} denotard um conjunto infinito enumeravel.

A &lgebra associativa livre é um dos objetos cruciais para o desenvolvimento da
teoria de PI-dlgebras, pois é o ambiente onde as identidades polinomiais se encontram.

Por esta razao, comecaremos por esta definicao.

Definigao 1.1.1. Seja X um conjunto infinito enumerével arbitrario e A a categoria
das dlgebras associativas com unidade. A dlgebra K (X)) é denominada dlgebra associ-
ativa livre, livremente gerada por X, se para qualquer algebra A € A, toda aplicacao
X — A pode ser estendida para um homomorfismo K (X) — A.

Se 0 nosso conjunto X for um conjunto finito, X = {z1,...,z;} para algum k € N*,

denominamos K (x1, ..., xx) a dlgebra associativa livre de posto k.

A dlgebra associativa livre pode ser construida de uma forma bem concreta. Con-
sidere todos os monomios nas varidaveis nao comutativas x € X juntamente com o
monomio vazio (ou seja, que nao possui nenhuma variavel) denotado por 1 e denote

por K (X) o espago vetorial com base formada por estes elementos. Agora em K (X)

5



defina o produto pela justaposicao dos monoémios, lembrando que as variaveis sao nao
comutativas. Logo, a unidade desta algebra serd o mondémio vazio e K (X) munido
com este produto tem uma estrutura de algebra com unidade, que satisfaz a proprie-
dade de que para qualquer algebra A € A, toda aplicacao X — A pode ser estendida
para um homomorfismo K (X) — A. Logo, ela é a dlgebra associativa livre, livremente
gerada por X. Por fim, note que K (X) nada mais é que a édlgebra dos polinémios nao
comutativos nas variaveis x € X.

Agora que ja temos definido o ambiente onde as identidades polinomiais se encon-

tram, podemos defini-las.

Defini¢ao 1.1.2. Dada uma algebra A, dizemos que f(x1,...,2,) € K(X) é uma

identidade polinomial para A, se para quaisquer aq, ..., a,, € A temos

flay, ... ;a,)=0.

Se f € K(X) é uma identidade polinomial de A denotaremos este fato por f = 0.

Definigao 1.1.3. Uma algebra A é denominada uma PI-dlgebra, se A satisfaz alguma

identidade polinomial nao trivial.

Algebras com identidades polinomiais sao uma generalizacao natural de algebras
comutativas e algebras de dimensao finita, por esta razao estas algebras sao exemplos

canonicos de Pl-algebras.

Exemplo 1.1.4. Se A € uma dlgebra comutativa, entio f(x1,x3) = x0Ty — Toxy €

uma identidade polinomial de A.

Recordamos aqui que A é comutativa se, e somente se, ela satisfaz a identidade

acima.

Exemplo 1.1.5. Sedim A = n, entdao A satisfaz para todo k > n o polindmio standard

Sk(ail, Ce ,xk) = Z (—1)033(,(1) Ce :Ij'g(k),

€Sk

o

onde Sy € o grupo simétrico das permutagoes de 1 an e (—1)7 € o sinal da permutagao

o.

Para justificar a afirmacao do ultimo exemplo, escolhemos uma base ey, ..., e,
de A como espaco vetorial. Substituindo as variaveis xi, ..., xp por ey, ..., €,, de
maneira arbitraria, obteremos que sg(e;,...,e;,) = 0, pois k > n e ¢;, = e; para

alguns 1 < a < b < k. Veja que s é alternado e se dois dos argumentos sao iguais, o



resultado sera 0. Agora se aq, ..., ax € A, escrevemos cada um desses elementos como
combinacao linear dos elementos da base e substituimos em s;. Assim, obteremos uma
combinacao linear de expressoes s calculadas sobre vetores da base. Como os ltimos
valores sao nulos, segue a afirmacao.

Pelo dltimo exemplo, temos que a dlgebra das matrizes M, (K) satisfaz a identidade
standard de grau n?+ 1, pois dim M, (K) = n%. O bem conhecido Teorema de Amitsur
e Levitzki afirma que M, (K) satisfaz a identidade standard s,,,, e nao satisfaz nenhuma

identidade polinomial de grau < 2n.

Exemplo 1.1.6. Seja E a dlgebra de Grassmann (ou exterior) do espago vetorial V
sobre o corpo K de caracteristica diferente de 2, dimV = oco. Se ey, €3, ... € uma base
de V', entao E tem como base 1 e todos monomios do tipo e;, - - - €;, , onde iy < --- < iy,
k> 1. A multiplicacao em E ¢ a induzida pela justaposicao dos monomios e pelas
relagoes eje; = —eje;, para quaisquer i e j. Em particular e? = 0 para todo i. Nao
¢ dificil ver que o polindmio [[x1, x|, x3] € uma identidade polinomial para E, onde
[z, y] = 2y — yx € o comutador de x e y.

Aqui observamos que se a caracteristica de K for igual a 2, a dlgebra de Grassmann

€ comutativa.

Podemos deduzir a afirmacao do exemplo acima assim. Primeiro observe que o
centro de E ¢ a subdlgebra Ej gerada como espacgo vetorial por todos monomios de
comprimento par. Depois pode ser visto facilmente que se u e v sao dois monoémios
entdo [u,v] é 0 quando u e v tém algum e; em comum, ou quando o comprimento
de algum deles é par. Se u e v tém comprimentos impares e nao tém nenhum e; em
comum, entao [u,v] serd miltiplo escalar de monémio de comprimento par, e entao
[[u, v], w] = 0 para qualquer w € E.

Existem outros exemplos nao triviais de PI-dlgebras. Nao entraremos em mais
detalhes, pois este nao ¢é objetivo da tese.

Uma vez definido o que é uma identidade polinomial podemos perguntar se o
conjunto de todas as identidades polinomiais de uma dada &lgebra possui alguma
estrutura mais especifica.

Denote por T'(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de uma dlgebra
A. E facil ver que T(A) é um ideal de K (X). Além disso, ele possui a importante
propriedade de ser invariante por endomorfismos de K (X) e, por esta razao, T'(A) é
denominado T-ideal de A.

Como estamos falando de ideal, também podemos nos perguntar se este ideal possui

um conjunto minimal de geradores, mas neste contexto geradores no sentido de T-ideal.

Definigao 1.1.7. Seja A uma algebra. Um conjunto B C T'(A) é denominado uma
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base para T(A), se é um conjunto de geradores de T'(A).

Claro que T(A) é uma base para T(A), mas tal base nao deve ser muito “inte-
ressante” pois nao podera facilitar em nada o estudo do respectivo T-ideal. Portanto
seria interessante procurar bases “menores”, por exemplo finitas, ou ainda minimais
(no sentido que nenhum elemento da base pode ser removido).

O problema de determinar uma base para um dado T-ideal é um dos problemas
mais classicos da Pl-teoria e na maioria das vezes um problema muito dificil. O
problema principal desta tese vai nesta mesma direcao, determinar uma base para um
T-ideal, mas em um contexto mais geral de G-identidades. As definigdes e conceitos
bésicos desta teoria serao abordados na secao 1.4.

A defini¢ao abaixo é muito importante no estudo dos geradores de um T-ideal, pois

define o que é uma identidade ser consequéncia da outra.

Definigao 1.1.8. Sejam f, g € K(X) identidades polinomiais de uma &lgebra A.
Dizemos que g € consequéncia de f, se g pertence ao T-ideal de K (X) gerado por f.

Se ainda f é consequéncia de g, diremos que f e g sao equivalentes como identidades.

Observamos que f e g sao equivalentes quando elas geram o mesmo T-ideal.
Outro objeto de extrema importancia na Pl-teoria é a dlgebra relativamente livre
de uma dada algebra. Este conceito é muito 1til em geral para determinar se um dado
conjunto ¢é base ou nao para um 7T-ideal.
K (X)
T(A)

Definicao 1.1.9. Dada uma élgebra A, a algebra ¢ denominada a dlgebra

relativamente livre de A.

E imediato deduzir que a algebra relativamente livre de A possui a seguinte propri-
edade universal. Se B é qualquer algebra que satisfaz todas as identidades polinomiais
de A, isto é, T(A) C T(B), entao qualquer fun¢ao ¢: X — B estende-se de maneira
Unica a um homomorfismo ®: M — B.

T(A)

Como este objeto é um objeto puramente abstrato, na maioria das vezes ele nao é
muito 1til na hora de fazer contas com ele. Por esta razao que normalmente quando se
esta trabalhando com uma algebra concreta, construir um modelo concreto para a sua
algebra relativamente livre é extremamente ttil. Veremos na secao 1.5 a construcao
de um modelo concreto para duas algebras relativamente livres que sao importantes
para o nosso problema.

Na sequencia iremos enunciar um resultado que nos serda muito 1til, mas antes

precisaremos definir os conceitos de identidades multihomogéneas e multilineares.



Definicao 1.1.10. Um espaco vetorial V' é denominado graduado se ele é uma soma

direta de subespacos V™| para todo n > 0, ou seja,
V = @nzov(n).

Os subespacos V™ sio denominados componentes homogéneas de grau n de V.
Um subespago W de um espago vetorial graduado V' = @QOVW ¢ denominado

um subespago homogéneo (ou graduado) de V., se W = @,>o(W NV ™).

Recordamos que o subespaco W de V' é homogéneo se e somente se ele pode ser
gerado (como espago vetorial) por vetores homogéneos de V, isto é, por vetores de
UnsoV ™.

De modo similar podemos definir uma multigraduacao em um espaco vetorial V.

Definicao 1.1.11. Um espaco vetorial V' é denominado multigraduado, se ele é uma

soma direta de subespacos V(") oy seja,
V= @niZOV(nhm’nm)'

Os subespacos V(™mm) 530 as componentes homogéneas de grau (ni, ..., ny,) de V.

Note que se m = 1 na defini¢ao acima, o conceito de multigraduagao coincide com
o de graduacdo. Também, denotando V(™ = @V ("1-mm) gnde o somatério é por todas
as m-uplas (ny,...,n,) com ny + --- + n, = m, obteremos uma graduagao em V.
Mais adiante veremos que essas graduagoes sao casos particulares de uma noc¢ao mais

geral.

Exemplo 1.1.12. A dlgebra polinomial K[z1, ..., x,] tem uma graduagdo natural as-
sumindo que os polinémios homogéneos de grau n (no sentido usual) sao os elementos
homogéneos de grau n (no sentido da defini¢ao 1.1.10). Similarmente, K|xy, ..., xp]
possui uma multigraduacao natural que é obtida contando a participacao de cada
variavel nos monomios. Analogamente, nos podemos definir uma graduacao e uma
multigraduagdo na dlgebra associativa livre de posto m, K{(x1,...,z,), € uma gra-

duagao sobre a dlgebra associativa livre K (X).

Com as defini¢oes e exemplos dados acima podemos definir o que é uma identidade

multilinear.

Definicao 1.1.13. Um elemento f(xy,...,z,) € K(X) é denominado multilinear de
grau n, se f é multihomogéneo de grau (1,...,1) em K{(xy,...,z,) C K(X).



Toda vez que nos referirmos a uma identidade polinomial multilinear fica suben-
tendido que ela é multilinear de grau n, onde n é o nimero de variaveis da identidade

em questao.

Proposicao 1.1.14. Seja
flan,. . am) =) fi e K(X),
i=0

onde para todo i € {1,...,n}, f; € a componente homogénea de f de grau i em x;.

1. Se o corpo base K contém mais que n elementos, entdo para todo i € {1,...,n}
as identidades polinomiais f; = 0 sequem de f =0, ou seja, f € equivalente ao

conjunto de identidades f;.

2. Se o corpo base € de caracteristica zero, ou se a caracteristica de K é maior

do que degf, entio f = 0 € equivalente a um conjunto finito de identidades

polinomiais multilineares.

Este resultado é extremamente 1itil e nés faremos uso de uma generalizagao dele.

A sua demonstracao pode ser vista, por exemplo, na pag. 40 de [6].

1.2 Conceitos basicos da teoria de identidades po-

linomiais graduadas

Uma generalizacao da teoria classica de PI-algebras é desenvolver uma teoria equi-
valente a esta na categoria das algebras graduadas. Nesta secao daremos algumas
definicoes e conceitos basicos, pois precisaremos de alguns resultados desta teoria para
a solucao do nosso problema. A relacao entre identidades graduadas e G-identidades
serd dada na proposicao 1.4.6 da segao 1.4.

Daqui em diante, a menos que mencionado o contrario, G denotara um grupo.
Definigao 1.2.1. Uma algebra A é dita ser G-graduada se:

1. para todo g € G, A, é um subespago de A;

2. A é a soma direta como espaco vetorial de seus subespagos A,, ou seja, A =
@gEGAgﬁ

3. para quaisquer g,h € G, A;A;, C Ag.
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Naturalmente que as identidades polinomiais graduadas deverao ser elementos do
objeto livre desta categoria, que sera a algebra associativa livre G-graduada. Sua
construcao ¢é similar a da algebra associativa livre.

Seja G um grupo qualquer com unidade denotada por e, e ¢ € G um elemento
arbitrario. X, denotara um conjunto infinito enumeravel, tal que para todo g # h € G,
X, N Xy, =@. Tome X = UyeaX, e considere a algebra associativa livre K (X). Para
definir a graduagao que desejamos em K (X) teremos que definir uma fungao wt, que

associa a cada monomio um elemento de G da seguinte forma:
wt(l)=e e wt(zizy...xn) = wt(z)wt(zs) ... wt(zy,),

onde para todo i € {1,...,m} se x; € X, wt(z;) =g .
Seja m € K (X) um mondmio, entdao dizemos que wt(m) é o G-grau de m. Agora
para cada g € G definimos

K(X) = (m e K(X) | m é um monémio e wt(m) = g),

g

onde o simbolo (...) denota o espago vetorial gerado pelos respectivos vetores.

Logo K (X) = ®,ecK (X), e para quaisquer g,h € G, K(X) K(X), CK(X),,.
Desta forma K (X) é uma algebra G-graduada e é denominada a dlgebra associativa
livre G-graduada.

Com a defini¢ao da graduacao em K (X) podemos definir o conceito de identidade

polinomial graduada.

Definigao 1.2.2. Seja A uma algebra G-graduada. Dizemos que f(xz1,x2,...,2Z,) €

K(X) é uma identidade polinomial graduada de A, se temos

f(a17a27"'aam) :07

para quaisquer a; € Ayy(z,), onde i € {1,2,...,m}.
O conjunto de todas as identidades polinomiais graduadas de A é denotado por
T (A) e é denominado Ti-ideal de A.

Observamos que f(z1,xs,...,x,) ¢ uma identidade graduada para A quando f se
anula por quaisquer substitui¢oes dos x; por elementos de A que respeitam a graduacao.
Isto é, podemos substituir x; por quaisquer elementos homogéneos de A do mesmo grau
de x;.

O conjunto de todas as identidades polinomiais graduadas de uma algebra serd
invariante por todos os endomorfismos graduados de K (X). Por esta razao damos a

definicao abaixo.
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Definigao 1.2.3. Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas. Dizemos que ¢ : A - B

é um homomorfismo G-graduado, se:

1. ¢ é um homomorfismo de dlgebras;
2. para todo g € G, p(4,) C B,.

O conjunto de todas as identidades polinomiais graduadas de A é denotado por
Tc(A) e é denominado T-ideal de A. Como ja mencionado T (A) tem a propriedade
de ser invariante pelos endomorfismos graduados de K (X).

As definicoes de base, identidades que sao consequéncia uma da outra e algebra
relativamente livre sao todas andlogas neste contexto.

No capitulo 2 mencionaremos um exemplo de identidades graduadas, para mais

detalhes ver teorema 2.1.1.

1.3 Algebras de Lie

Trabalharemos com &lgebras de Lie, portanto decidimos conveniente incluir alguns
conceitos basicos sobre estas algebras. Uma caracteristica importante das algebras de

Lie é que elas sao nao associativas.

Definicao 1.3.1. Seja L um espago vetorial sobre K, munido com um produto nao
associativo, denotado por [a,b], onde a, b € L. Entao L é uma édlgebra de Lie, se para

quaisquer a, b, ¢ € L, temos que
i) [, ]: L x L = L é uma funcao bilinear;
ii) [a,a] =0,

iii) [[a,b], ] + [[b, ], a] + [[¢, a],b] = 0.

Repare que se a caracteristica de K é diferente de 2, a relagao [a,a] = 0 pode ser
substituida pela lei anticomutativa [a,b] = —[b,a]. A segunda relagdo é denominada
Identidade de Jacobi.

As algebras de Lie podem ser obtidas a partir das dlgebras associativas. Se A é
uma dlgebra associativa, definimos para todo a, b € A, [a,b] = ab—ba e denotamos por
A~ o espaco vetorial de A munido com esta operacao. Pode ser verificado diretamente
que A~ é uma algebra de Lie.

A reciproca também é valida. Se L é uma algebra de Lie sobre qualquer corpo, o
Teorema de Poincaré, Birkhoff e Witt garante que L é subélgebra (de Lie) de alguma
algebra A~ onde A é associativa. Assim podemos obter iniimeros exemplos de algebras
de Lie.
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Exemplo 1.3.2. Se A = M,(K), entio A~ = ¢gl,(K) é uma dlgebra de Lie que
tem como subdlgebra sl,,(K), o conjunto das matrizes de trago 0. (Recordamos que
o comutador de duas matrizes quaisquer é de trago 0, portanto sl,(K) é fechada por
comutadores.) As dlgebras sl,(K) sdo uma das séries de dlgebras de Lie simples, e

téem sido estudadas extensivamente na teoria de dlgebras de Lie.

Uma &lgebra de Lie L tal que para quaisquer a, b € L, [a,b] = 0 é chamada
abeliana.  imediato que se dim L = 1 entao L ¢ abeliana e que se V' é um subespago

vetorial da algebra de Lie L com dimV = 1, entao V é uma subdlgebra abeliana de L.

Exemplo 1.3.3. Seja A = K(X) a dlgebra associativa livre. Sabemos que A~ € uma
dlgebra de Lie. Consideramos a subdlgebra L(X) de A~ gerada pelo conjunto X. Pode
ser demonstrado que L(X) € a dlgebra livre de Lie livremente gerada pelo conjunto X
(Teorema de Witt).

As nocoes de identidades polinomiais em algebras de Lie, T-ideais, etc., definem-
se na mesma maneira como no caso associativo. Aqui ressaltamos que no caso da
algebra associativa livre é facil encontrar um modelo bem concreto e uma base do
espago vetorial K(X). J4 para L(X) a descricdo de uma base nao é uma tarefa facil
nem trivial. Referimos o leitor para os livros de Drensky [6], Jacobson [12] e cap. 2.3
do livro de Bahturin [2], onde pode ser encontrada a construgao da base de Hall e de
Shirshov de L(X).

As definigoes e as propriedades de identidades multihomogéneas, multilineares, etc.
no caso de algebras de Lie sao também validas. Portanto nao iremos as repetir aqui.
Vérios estudos de identidades em algebras de Lie foram conduzidos. O leitor pode
encontrar muita informagao nos livros de Bahturin [2], Drensky [6] ¢ Razmyslov [17].

No capitulo 3 iremos precisar de duas afirmacoes técnicas desta teoria. As demons-
tracoes dessas sao bastante imediatas e podem ser encontradas em varios livros, por
exemplo em [2]. No entanto, nés faremos aqui essas demonstragdes com a finalidade
de manter o texto um pouco mais fechado.

Os elementos da algebra livre de Lie L(X) s@o combinagoes lineares dos geradores

X e de comutadores. Os comutadores do tipo

[z, 2],  [[x1, 22, 23], [l [z1, 22], @3], - - o Tne1], T4

sao chamados de comutadores normados a esquerda (ou somente normados). Repare
que todos os colchetes estao agrupados a esquerda. Nestes casos nao iremos escrever

os colchetes. Em outras palavras, usaremos a notacao

[x,y,z] = [[I7y]72]7 [x,y,z,t} = [[[x,y],z],t], cee
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Proposicao 1.3.4. Todo elemento de L(X) € uma combinagao linear de geradores X

e de comutadores normados a esquerda.

Demonstracao. Seja f € L(X). Por homogeneidade podemos assumir f homogéneo de
grau n > 2. Se deg f = 2 nada temos que demonstrar. Sendo assim, considere n = 3.
Usando-se a anticomutatividade podemos escrever [z, [y, z|]] = —[[y, 2], 2] = —[y, 2, x|
e, portanto, este caso esta pronto.

Agora assuma deg f = n > 3, entao f é uma combinagao linear de comutadores

¢;. Tome ¢ = ¢; para algum i. Se ¢ = [a, [z,y],...] onde a é um comutador normado,
pela identidade de Jacobi temos ¢ = [a, z,y,...] —[a,y, z,...]. E o resultado segue por
inducao. [

Proposicao 1.3.5. Seja f € L(X) um elemento multihomogéneo que depende da
variavel (gerador livre) x. Entao f € uma combinagao linear de comutadores normados

a esquerda, cada um dos quais comec¢ando com x.

Demonstracdo. Escreva f como uma combinacao linear de comutadores normados a
esquerda e considere um desses comutadores ¢. Se ele é do tipo [z, ...] ndo ha nada
a fazer. Se ele for ¢ = [x1,...,z,,x,...], usaremos a identidade de Jacobi repetidas

vezes para obter
n

c= Z[ml,...,[xi,x],xiﬂ,...,xn,...].

i=1
Para cada um dos comutadores do lado direito podemos usar uma inducao para es-
crevé-lo como uma combinagao linear de comutadores que comegam com |[x;,z] e,
portanto, o resultado segue. |

Agora observe que L(X) tem um conjunto gerador (como espago vetorial) que
consiste de comutadores normados a esquerda. Logo podemos escolher uma base de
L(X) que consiste de tais comutadores. Tal base, via de regra, nao serd uma base de
Hall e Shirshov. Por outro lado, para as nossas finalidades a existéncia de tal base

serd importante.

1.4 Conceitos basicos da teoria de G-identidades
polinomiais

Nesta se¢ao introduziremos algumas defini¢coes e conceitos basicos da teoria de G-
identidades. Apesar do resultado principal desta tese ser para grupos finitos, muitas
das definicoes desta secao sao vélidas para um grupo qualquer. Além disso, todas

as algebras mencionadas serao algebras no sentido mais geral, nao necessariamente
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associativas e nao necessariamente com unidade, mas sobre o corpo dos complexos.
No entanto, novamente muitas das defini¢oes e resultados apresentados sao validos
para algebras sobre qualquer corpo.

Primeiramente vamos introduzir o conceito de uma acao de grupo.

Definicao 1.4.1. Seja A uma élgebra e G um grupo. Uma a¢ao de G sobre A é uma

colegdo de endomorfismos de A, {ay},eq, satisfazendo:
1. a, =idy;
2. para quaisquer g,h € G, a4 0 o, = .
Denominamos G-dlgebra A, uma algebra A com uma acao do grupo G.

Note que segue diretamente dos axiomas que cada oy é um automorfismo de A.
Segue também que a fungdo o: G — Aut(A) é um homomorfismo de grupos. Aqui

Aut(A) é o grupo dos automorfismos da élgebra A.

Definicao 1.4.2. Sejam (A, {ay}eec) € (B, {B,}seq) duas G-dlgebras. Dizemos que

¢ A— B éum G-homomorfismo, se:

1. ¢ é um homomorfismo de édlgebras;
2. para todo a € A, B,(¢(a)) = p(ay(a)).

Daqui em diante trabalharemos na categoria das G-dlgebras.
Estamos interessados nos grupos finitos que agem fielmente sobre sly(C), por isso

damos a definicao abaixo:

Definigao 1.4.3. Dizemos que uma agao do grupo G sobre uma algebra A é fiel, se

oy = oy, implica g = h.

Observe que nao estamos “perdendo”generalidade ao estudar apenas acoes fiéis,
pois a partir de uma ac¢ao que nao é fiel podemos construir uma acao fiel, de modo
que esta preserve todas as informacoes relevantes da agao original.

De fato, seja A uma algebra e G um grupo que nao age fielmente sobre A. Considere
o nicleo Ker(a) ={g € G : ay; = a.} de a. Entao Ker(«) é um subgrupo normal de
G. Podemos definir uma acdo do grupo quociente G = G/Ker(a) sobre A, induzida
pela acdo a da seguinte forma: dado § € G, tome g € G um representante qualquer
desta classe e defina ag = . Claramente {ag};.5 ¢ uma acio fiel de G sobre A. Logo
uma acao nao fiel de G pode ser estudada em termos da acao fiel do grupo quociente
G/Ker(a).
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Na teoria classica de Pl-algebras trabalhamos na classe das algebras associativas
com unidade e nesta categoria temos um objeto livre, a algebra associativa livre,
que é muito importante no desenvolvimento da teoria. Equivalentemente, serd muito
importante na teoria que iremos trabalhar, a teoria das G-dlgebras com G-identidades
polinomiais, o objeto livre na categoria das G-algebras. Definiremos este objeto na

sequencia.

Definigao 1.4.4. Seja X um conjunto infinito enumeréavel e G um grupo finito ar-
bitrario. N6s denotaremos por C (X;G) a C-dlgebra livre dos simbolos g(x), onde
g € Gex € X eadenominaremos por G-dlgebra livre. Os elementos de C (X; G) sao

denominados G-polinomios.

Aqui observamos que se nos queremos definir a G-algebra livre, nao associativa,
teremos de considerar nao somente os monémios (como no caso associativo), mas
também quaisquer distribuigoes de parenteses.

Note que C (X; G) admite uma agao natural de GG, dada por z + g(z) para todo
reXeged.

Agora ja estamos aptos a definir o que é uma G-identidade polinomial.

Definigao 1.4.5. Dados f € C(X;G) e uma G-dlgebra A, f é denominado uma
G-identidade polinomial de A, se para qualquer G-homomorfismo ¢ : C(X;G) - A,

o(f)=0.

O conjunto de todas as G-identidades polinomiais de A é um G-ideal de C (X; G),
que ¢ invariante sob todos G-endomorfismos. Por esta razao o denominaremos 7¢-
ideal.

Note que o Tg-ideal é o correspondente do T-ideal nesta categoria.

Como mencionado anteriormente, o nosso objetivo é estudar as G-identidades de
slo(C), onde G é um grupo finito que age fielmente sobre esta dlgebra. Se este grupo
além de ser finito for abeliano, o resultado abaixo nos sera muito util. Este resultado

é uma compilacao da secao 3.2, do capitulo 3 de [9].

Teorema 1.4.6. Sejam G um grupo abeliano finito e A uma dlgebra sobre um corpo

algebricamente fechado de caracteristica zero, entao:

1. Dada uma G-graduacao de A, temos como construir uma a¢do através do grupo

dos caracteres de G (também chamado de grupo dual de G).

2. Dada uma ac¢do de G sobre A, temos como construir uma graduacdao, também

através do grupo dos caracteres de G.
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A seguir detalharemos como se realiza a dualidade entre G-graduagoes e G-agoes
quando G é um grupo abeliano finito.

O grupo G ¢ abeliano e finito e o corpo é algebricamente fechado de caracteristica
0. Portanto G tem |G| = n representacoes nao equivalentes de grau 1 (representagoes
lineares). Como essas representacoes sao de grau 1, podemos multiplica-las; é imediato
ver que o conjunto dessas representacoes com a multiplicacao, é um grupo G. Este
grupo é o grupo dos caracteres (ou o grupo dual) de G. E bem conhecido que G = G ,
veja por exemplo[19, p. 26]. Ressaltamos que para termos o isomorfismo entre G e G
precisamos somente corpo de caracteristica 0 contendo uma raiz primitiva n-ésima de
1, onde n = |G|.

Como as nossas representacoes sao todas de grau 1, elas coincidem com os seus
caracteres (portanto o nome grupo dos caracteres). Denotamos G = {x1,-- -, Xn}
os caracteres irredutiveis de G. Se x;, x; € (A;’, entao o produto em G é dado por
(xix;)(9) = xi(9)x;(9), onde g € G.

A algebra de grupo KG do grupo GG decompoe-se em soma direta de n copias do
corpo K, onde a unidade f; da i-ésima cépia (isto é, o idempotente minimal) é dada
pela formula fi = (1/n)377_, Xi(gj_l)gj. Verifica-se facilmente que se g € G entao
gfi = xi(g) fi para todo i, e que x;(f;) = d;;, o simbolo de Kronecker.

Agora suponha o grupo G agindo sobre uma algebra A. Definiremos uma G-
graduacao sobre A. Seja A,, = {a € A| g(a) = xi(g)a para todo g € G'}. Observamos
que em KG temos f;+---+ f, = 1, e considerando os elementos da algebra KG como

endomorfismos de A, teremos

a:(f1+-"+fn)(a):fl(a)+"'+f"(a)’

para todo a € A. Logo agindo com g € GG obtemos

gla) = (gfi)(a) + -+ (9fn)(a) = x1(9) fi(a) + - - - + xn(g) fu(a).

Em particular temos que se a € A,,, entao g(a) = xi(¢g)a. Em outras palavras, os A,,
sdo os auto-espagos (comuns) das transformagoes lineares g € G. Assim obtivemos
que A,, é o subespago gerado por todos elementos f;(a), a € A. Segue também que a
soma dos A,, é direta e é igual a A. Um calculo imediato mostra que Ay, A\, € A, ..
Logo A é uma &lgebra @—graduada e utilizando o isomorfismo entre G e G obtemos
uma G-graduacao sobre A.

Reciprocamente, seja A = @yeqA, uma algebra G-graduada. Tomemos a € A e

escrevemos a = »  _~ Gg, onde a, é a componente de a em A,. Para x € G, definimos

geG
x(a) =3 4eC X(g)a,. E facil ver que isso define uma acao de G sobre A, e usando-se
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o isomorfismo entre G e @, obtemos uma agao de G sobre A.

Assim, no contexto de grupos finitos abelianos os problemas de determinar as
identidades polinomiais G-graduadas e as G-identidades polinomiais sao equivalentes.
Para tanto utiliza-se a dualidade entre G e G.

Uma observacao muito importante para o desenvolvimento do nosso resultado é
que é possivel obter uma versao da proposicao 1.1.14, mas agora na categoria das G-
algebras. Enunciaremos este resultado abaixo e a demonstracao dele é similar a feita
na pag. 40 de [6].

Proposicao 1.4.7. Seja
Flor(@)s s galzm)) = Y fi € C{X;G),
=0

onde para todo i € {1,...,n}, fi € a componente homogénea de f de graui em g1(z1).

1. Se o corpo base K contém mais que n elementos, entio para todo i € {1,...,n}
as G-identidades polinomiais f; = 0 sequem de f = 0, ou seja, f € equivalente

ao conjunto de G-identidades f;.

2. Se o corpo base € de caracteristica zero, ou se a caracteristica de K é maior
do que degf, entao f = 0 € equivalente a um conjunto finito de G-identidades

polinomiais multilineares.

Exemplos de G-identidades serao discutidos nos capitulos 2 e 3.

1.5 Modelo de (G-algebras relativamente livres

Um objeto muito importante na teoria classica de Pl-algebras, ja discutido aqui, é
a algebra relativamente livre de uma dada &algebra, que é o quociente da algebra
associativa livre pelo T-ideal desta algebra. O objeto equivalente a este na teoria
das G-algebras com G-identidades polinomiais é o que denominaremos por G-dlgebra
relativamente livre, que naturalmente é o quociente da G-algebra livre pelo T-ideal
da G-algebra em questao.

Algebras livres sao objetos universais, faceis de se definir, mas em geral muito
abstratos para se fazer contas. Na teoria classica de PI-dlgebras é muito 1til conhecer
um modelo concreto para a algebra relativamente livre que se tem interesse, o mesmo
ocorrera neste contexto.

Voltando para o caso cldssico, Procesi em [15] comprovou a utilidade de se conhe-

cer um modelo concreto para a algebra relativamente livre da dlgebra matricial, as
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chamadas matrizes genéricas. Sejam {zj; | 1 <i,j < n,r > 1} varidveis comutativas
e considere as matrizes X, = (z7;) € M,(K[z];]). Denote por U a K-subdlgebra de
M, (K[z};]) gerada por X;, X, ..., entdo U ¢ isomorfa a dlgebra relativamente livre
de M, (K). Procesi fez uso extensivo do fato que U nao tem divisores de 0; em seguida
estudou o centro de U, que é um dominio (comutativo) e o mergulhou no seu corpo de
fracoes. Assim o estudo das identidades polinomiais de M,,(K) ganhou um forte im-
pulso e vérios resultados de peso foram obtidos. Ver para maiores detalhes [15] e [16].
Mencionamos somente que assim foi possivel relacionar a PI teoria com a teoria dos

invariantes, descrever as identidades com traco para as matrizes n X n, entre outros.

1.5.1 (G-algebra relativamente livre de M,(C)

Berele constréi em [3] um modelo concreto para a G-algebra relativamente livre de
M,(C). Este modelo foi muito 1til para determinar uma base para as G-identidades.
A construcao é muito parecida com a das matrizes genéricas. Nos optamos por recorda-
la abaixo pois faremos uso extensivo dessa.

Seja I’ uma extensao puramente transcendental de C,
F = (C(ai,bi,ci,di 11 € N*)

As algebras que consideraremos serao todas subédlgebras de My(F'). Defina para cada

1 € N*, X, a matriz genérica da forma:

Sabemos que a C-algebra gerada pelos X;, denotada por U(Ms(C)), é a dlgebra rela-
tivamente livre de M5(C) sem uma agao de grupo.

Seja G um grupo de automorfismos de My(C), entdo pelo Teorema de Skolem e
Noether podemos assumir que G age por conjugacao e que G C GLy(C), o grupo
geral linear. A agdo de G é conjugagao, portanto se g, h € G C GLy(C) e g =
Ah para algum A € C, A # 0, g e h agem do mesmo modo. Portanto podemos
assumir G C PGLy(C) = GLy(C)/Z(GLy(C)), o grupo geral linear projetivo. Aqui
Z(GLy(C)) é o centro de GLy(C), que sabemos consiste das matrizes escalares nao
nulas. Um raciocinio parecido mostra que na verdade podemos assumir G C PSLy(C),
o grupo projetivo especial. Como nao precisaremos tal fato, nao iremos entrar em mais
detalhes. Mencionaremos aqui que PG Ly(C) = PSLy(C) (pois o corpo dos complexos

contém as raizes da unidade).
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Seja U(M(C),G) a subdlgebra de My(F') gerada por todos g(X;), onde g € G
e i € N*. Entao U(My(C),G) é a menor G-subdalgebra que contém os X;. Esta G-
algebra satisfaz as duas propriedades das G-algebras relativamente livres: ela satisfaz
todas as G-identidades de M(C) e dados B; € M,(C), i € N*, existe um tnico G-
homomorfismo de U(M;(C), G) em Ms(C), que leva os X; nos B;. Isto prova o seguinte

lema.

Lema 1.5.1. A dlgebra U(M,(C),G) construida acima é a G-dlgebra relativamente
livre de My(C), considerando My(C) como uma G-dlgebra.

1.5.2 (G-algebra relativamente livre de sl3(C)

Assim como foi muito importante para Berele em [3] conhecer um modelo para a
G-algebra relativamente livre de Ms(C), também serd muito importante para nds
conhecer um modelo para a G-dlgebra relativamente livre de sly(C).

A construgao desta G-dlgebra é muito similar a construcao de Berele, a tnica

alteragao é que para cada ¢ € N*, X; é a matriz genérica da seguinte forma:

No mais todos os passos da construcao sao os mesmos.
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Capitulo 2

G-identidades para My(C)

O nosso trabalho foi motivado pelo artigo [3] de Berele de 2004, onde ele determinou
bases para as G-identidades polinomiais de M;(C), para cada grupo finito G que age
fielmente sobre esta dlgebra. Como usaremos muitos métodos e técnicas desenvolvidas
neste artigo, dedicamos este capitulo a apresentar as principais ideias contidas nele.
A maior parte das demonstragoes serao omitidas. No entanto, todos os resultados
enunciados ou citados neste capitulo estao demonstrados ou referenciados em [3].

A classificacao dos grupos finitos que agem fielmente sobre Ms(C) é cléssica e bem
conhecida. Esses grupos sao: os grupos ciclicos Z/nZ, os grupos diedrais D,,, os grupos
das permutagoes pares A4 e As, e 0 grupo simétrico Sy.

A forma com que Berele aborda o problema de determinar uma base para as G-
identidades de M5(C) é estudar cada classe de grupos por vez, ou seja, ele dividiu o
problema em trés etapas: primeiro considerou os grupos ciclicos, depois considerou
os grupos diedrais e por ultimo, os grupos das permutacoes pares A4 e As, e 0 grupo

simétrico S;. Cada caso sera tratado em uma secao distinta deste capitulo.

2.1 G=7Z/nZ

Como é conhecida uma base para as identidades Zo-graduadas de Ms(C), Z, sera
discutido separadamente. Para resolver o problema no caso dos demais Z,,, Berele faz

uso da decomposicao da algebra de grupo destes grupos.

211 G =12

Seja G = {e, g} = Zs com a agao sobre My(C) dada por:
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()=o) o) (2 )

Note que para qualquer x € My(C), e(x) + g(x) é uma matriz diagonal. Como

matrizes diagonais comutam, temos a seguinte G-identidade:

(6(1‘1) + 9(1’1)) (6(@) + 9(952)) - (G(Iz) + g(x2)) (6(1’1) + g(xl)) =0,

onde x1, x5 € My(C).
Como Z, ¢é abeliano e finito pelo teorema 1.4.6 a base para o ideal das G-identidades

segue imediatamente do teorema de Di Vincenzo em [5], que enunciamos abaixo.

Teorema 2.1.1 (Di Vincenzo). Seja A = My(F), onde F' € um corpo de caracteristica
zero. Considere a sequinte graduagao em A pelo grupo cicilico Zy = {0, 1}, escrito na

forma aditiva,

effs2) e (2 e

e denote por I o Ty,-ideal das suas identidades graduadas. FEntao I € gerado por
Y1Yo — Yol € 212223 — 232921, onde Yy € Yo S0 varidveis pares e zi, 2s € z3 SG0 varidveis

impares.

Desta forma, defina para todo x € My(C), mo(z) = e(x)+g(z) e m(x) = e(x)—g(x).

Observamos que (1/2)m e (1/2)m; s@o as projegdes canonicas de My(C) sobre A
e sobre Aj, respectivamente

Entao segue do teorema 2.1.1 que todas as G-identidades polinomiais sao con-

sequeéncias de:

7T0($1)7T0(£B2> — ’/To(.’L'Q)’/TQ(.CEl) = O,

m1(z1)m (x2)m (23) — 1 (23) M1 (22) 1 (21) = 0.

2.1.2 G =27, (n>3)

Para justificar a forma da acao de G sobre sly(C) precisaremos do seguinte lema, cuja

demonstracao pode ser encontrada na pag. 205 de [3].

Lema 2.1.2. Se duas agées de um grupo finito G sobre Ms(C) sdo iguais a menos
de uma conjugacdao por uma matriz invertivel, entao as G-identidades com relag¢ao a

estas duas acoes sao as mesmas.
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Seja G = Z,, gerado por g € G. Entao g age sobre M,(C) por conjugacao por
uma matriz que serda denotada por A. Usando a forma candnica de Jordan e o fato

que ¢" = 1 o lema 2.1.2 implica que nés podemos tomar A como sendo uma matriz

A_aO
_06?

onde « e  sao raizes n-ésimas da unidade. Como a agao de g nao é alterada se a

diagonal da forma

multiplicarmos por um escalar, podemos trocar « por 1 e § por a/f. Desta forma, g
age sobre Ms(C) por conjugagao por uma matriz A, tal que A" = Id, onde Id denota

a matriz identidade. Podemos ainda assumir que A é uma matriz diagonal da forma

0 w
Entao um célculo direto mostra que a acao de g sobre My(C) é dada por:

a b\ [ a w b
g c d] \ we d '

Agora vamos considerar a decomposicao da algebra de grupo CG.

10 ) . o .
, onde w é uma n-ésima raiz primitiva da unidade.

A algebra de grupo CG pode ser escrita como uma soma direta CG = @', Ce;,

onde cada e;, i € {0,...,n — 1} é um idempotente primitivo da forma

n—1
1 E: —ji i
€ = — w g .
n <
Jj=0

Como G ¢ abeliano nés podemos usar esta decomposicao para obter uma equivaléncia
entre as G-agoes e as GG-graduagoes, como ja mencionado no teorema 1.4.6.
Observe que eg + €, + -+ e,_1 = 1 em CG. Logo My(C) = 31" e;My(C).
Calcula-se diretamente que se i # 0,1,n — 1, entdo e;Ms(C) = 0. Denotando
en_1 por e_q, nés podemos considerar ao invés da Z, graduagao sobre My(C) uma
Z-graduacao concentrada em {—1,0,1}. Desta forma, nés temos que a acao dos ele-

mentos eg, e; e e_ sobre My(C) é como segue:

a b a 0 a b 00 a b 0 b
€0 = , €1 = e e_1q = .
c d 0 d c d ¢ 0 c d 0 0
B facil ver que para quaisquer 1, xy € Msy(C),

61($1)€1($2) =0 e 6_1(I1)€_1(.T2) = 0.
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Além disso, segue do teorema de Di Vincenzo em [5] que para quaisquer z1, o, 3 €
M2(C>7

eo(21)eo(w2) — eo(w2)eo(z1) = 0,
e1(x1)e_1(z2)er(xs3) — er(xg)e_1(x2)er(z1) =0,
e1(z1)er(za)e1(zs) — e—r(zs)er(z2)es(z1) = 0.
Sendo assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.3. Seja G = Z,, onde n > 3. Entao todas as G-identidades de My(C)

sao consequéncias das sequintes:
1. eo(z) +e1(z) +e_1(z) = x;
2. para o € {—1,1}, eq(x1)eq(z2) = 0;
3. eg(x1)eg(ra) = eo(wa)eg(xy);
4. para o € {—1,1}, eq(w1)e_a(T2)ea(r3) = ea(x3)e_o(x2)eq (7).
Para clemonstraérj ezi‘ge ée)orema7 Berele determina uma base para a G-algebra re-

Tz, (M:(C))
base, depois mostra que ele é independente médulo as G-identidades de My(C) e por

lativamente livre . Primeiramente ele encontra um conjunto candidato a

fim, mostra que este conjunto gera C (X;G) mddulo as identidades mencionadas no
teorema acima. Esta base é dada no teorema abaixo.
Teorema 2.1.4. O sequinte conjunto é uma base para a dlgebra relativamente livre

CX:G) .
Tz, (M>(C))

1. eg(x)™;

2. eo(w)*er(wi, )eo(w)™e—1(xs )er(w,)e—1(xy,) - .- ex(zi, Je1(xs,);

3. eo(x)er(wiy)eo(w) e1 (), )er(ws,)e—1(z)) - - - ex(wi,);

4. eo(@)e1(wi, )eo(w)™er(x), )e—1(ws,)er(wy,) - - e—1(wi,)er(w;,);

5. eo(w)*e—1(zi, )eo(x)™er (), )e—1(ziy)er () - e—1 (s, );

onde a € N* ,\nm € N, iy <is < ... <y, 1 <72 < .ot < Ja, €o(x)® denota

eo(1)™ - - eo(zg)™ e de modo andlogo definimos eg(x)™.
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22 G=0D,

Este caso é muito similar ao anterior. Berele considera novamente a decomposicao

da algebra de grupo e determina uma base para a G-dlgebra relativamente livre
C(X;G)
Tp, (M2(C))
Seja D,, = (g,h : g" = h*> =1, hgh = g~ ') o grupo diedral, |D,| = 2n. Sabemos

que se n = 2m, para algum m € N*, entao

CDn:C@C@C@C@MZ(C)@...@MQ(CZ.

~
m—1

E se n =2m + 1, para algum m € N, entao

CD,=CeCoM(C)a...0 M(C).

-~
m

Tomando os idempotentes primitivos e; como anteriormente, para cada 7, é facil
verificar que he; = e_;h. Além disso, se n = 2m as quatro copias de C em CD,
sdo geradas pelos idempotentes (1/2)(1 + h)eg, (1/2)(1 — h)eq, (1/2)(1 4+ h)(1 — ep),
(1/2)(1 — h)(1 — ep), e para i > 0 existe uma cépia de My(C) com base e;, e_;, he;, e
he_;. Similarmente, se n = 2m + 1 as duas copias de C em CD,, sao geradas pelos
idempotentes (1/2)(1 + h)eg, (1/2)(1 — h)eg, e para i > 0 existe uma copia de My(C)
com base e;, e_;, he;, e he_;.

Relembramos aqui que se G e H s@o dois subgrupos finitos e isomorfos em PG Ly (C),
entao eles sao conjugados. Esta observacao pode ser deduzida usando-se o fato de que
os elementos de PG Ly(C) correspondem a rotagoes em R3. Denotamos por G’ e H' os
respectivos grupos de rotacoes e consideramos a esfera unitaria em R3. Se A é um polo
(isto é, ponto de intersecgao de eixo de alguma rotacao com esta esfera) para G', entao
as rotacoes de G’ enviam A em pontos A; = A, A,, ..., A da esfera. Nao é dificil
ver que A;, ..., Ay sdo de novo polos e sao vértices de algum poliedro regular em R3.
Aqui consideramos também poliedros degenerados isto é, poligonos regulares. Mas
sabemos que se G' = H' entdao G’ e H' sdo conjugados (e ainda por alguma rotacao
de R?). Logo G e H sdo conjugados. Para maiores detalhes veja [4], pag. 65-68.

Mergulhando D,, em PG L4(C) podemos tomar g como anteriormente, uma matriz
: 10
diagonal g = 0

w

0 1
> e h como ( Lo ) Desta forma, a acao por h é dada por

()-(00)
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Se i > 2 cada um dos ey; e hey; age como zero sobre My(C). Para os demais

elementos, temos que

a b a—+d 0 a b a—d 0
(1+h>eo<c d>:< 0 a—l—d)’(l_h)e()(c d):< 0 d—a)’

Calculos diretos (e faceis) mostram que

1 a b 1 a b
—(1+h)(1 — = —(e_ h he_
2("‘ ) 60)<C d) 2(6 1+her +e + 61)<C d)

1 a b 1 a b
5(1—h)(1—eo)<c d>=§(€—1—h€1+61—h60)<c d>'

Teorema 2.2.1. Seja G = D,,. Entao todas as G-identidades de Ms(C) sao con-

sequéncias das sequintes:

1 (1/2)(1+ heo(x) + (1/2)(1 = h)eo(x) + ex(2) + e (2) = @;
2. (14 h)eg(x) € central;

3. (L=h)eg(x1) comuta com todo (1—h)eg(z2), anticomuta com todo ex1(x2) e todo

he:l:l (232),'

4. para o € {—1,1}, eq(x1)eq(x2) = 0, eq(x1)he_o(z2) = 0, heq(x1)e_a(ze) =0 e
heq(z1)heq(z2) = 0;

5. sea€ {—1,1} e f,g € {ea, he,}, entao f(x1)xag(z3) = f(x3)ra9(x1);
6. para o € {—1,1}, eq(x1)x2he_o(x3) = he_o(x3)T2e0(21);

7. para a € {—1,1}, eq(1)e_a(x2) = he_o(x2)hey (7).

Para demonstrar este teorema, novamente Berele determina uma base para a G-
C(X;@G)
Tp, (M2(C))

no caso do Z,, n > 3: encontra um conjunto candidato a base, mostra que ele é

algebra relativamente livre Para isto, ele faz a demonstragdo como
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independente médulo as G-identidades de M3(C) e por fim, mostra que este conjunto

gera C (X; G) médulo as identidades que ele determina.

C(X;@G)
Tp,(My(C))

forma particular nao foi relevante para a solucao do nosso problema.

Nao iremos exibir a base da G-algebra relativamente livre , pois a sua

2.3 G = 54, A4 ou A5

Os casos em questao resolvem-se de maneira similar. O grupo G age sobre M,(C) por
conjugacoes. Logo em cada um dos casos para G, My(C) se decompoe como um G-
modulo em soma direta de dois mdédulos irredutiveis, o centro C e o espaco das matrizes
de trago zero. Denotamos por End(My(C)) a algebra dos endomorfismos de Ms(C),
entao Aut(My(C)) C End(My(C)) é um subconjunto. J& vimos que My (C) decompbe-
se como soma direta de dois G-mddulos irredutiveis, My(C) = C @ sly(C). Aplicando
o Lema de Schur e usando o fato de C ser algebricamente fechado, obtemos que o
subespago de End(M,(C)), gerado pela imagem de G no grupo dos automorfismos
de M;(C) é isomorfo a C @ M;3(C). Portanto, ele contém elementos € e ¢;;, onde
i,7 € {1,2,3}, que agem sobre M,(C) da seguinte maneira. Considere o espago vetorial
M5(C) com a base vg = Id, v; = €117 — €22, V3 = €12 € v3 = e97. Entao €(A) =

(1/2)tr(A)Id e cada €;;u, = 0;4v;. Aqui d;, =1 quando j = e d;, = 0se j # a.

Teorema 2.3.1. Sejam G = Sy, Ay ou As, e €;; € CG como anteriormente. Entao

todas as G-identidades de My(C) sdo consequéncias das sequintes:
1. e(z) + en(x) + exa(z) + €33(x) = x;
2. €(x) € central;

3. para i € {2,3} e, € {1,2,3}, cada €14(x1) comuta com todo €,5(x2) e anti-

comuta com todo €;;(x2);
4. parai € {2,3} e a, 5 € {1,2,3}, €in(z1)€i5(x2) = 0;
5. para {i,j} ={2,3} e a,B,v € {1,2,3}, cia(wr)ejp(z2)eir (23) = eralz)ers(w2)en (w3);
6. para o, € {1,2,3}, e30(x1)e25(2) + €25(x2)€30(21) = €10(21)e15(22);
7. para i, o, B € {1,2,3}, €a(r1)226i8(23) = €i5(x3)T2€i0(21).
Para demonstrar este teorema, mais uma vez Berele determina uma base para a G-

C(X;QG)

—————— onde G =S54, A A:. E isto. ele f
T(;(Mg((C))’One 4, A4 OU As para isto, ele faz a

algebra relativamente livre
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demonstracao como nos casos do Z,, n > 3 e do D,,: encontra um conjunto candidato
a base, mostra que ele é independente médulo as G-identidades de My(C) e por fim,

mostra que este conjunto gera C (X;G) mddulo as identidades que ele determina.
C(X;G)
Te(M(C))’

pois a sua forma particular mais uma vez nao foi relevante para a solugao do nosso

Novamente nao iremos exibir a base da G-algebra relativamente livre

problema.
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Capitulo 3

G-identidades para sly(C)

Neste capitulo nés determinaremos uma base para as G-identidades de sl3(C), onde G
¢ um grupo finito que age fielmente sobre esta dlgebra. Vimos em 1.4 que nao estamos
perdendo generalidade ao trabalhar apenas com acoes fiéis.

O primeiro passo para abordar o problema é conhecer quais sao os grupos finitos
que agem fielmente sobre sly(C). Jacobson no capitulo IX, se¢ao 5, de [12] demonstra
que o grupo dos automorfismos desta algebra é um subgrupo de PG Ly, onde PG Lo
denota o quociente do grupo linear de ordem 2 pelas matrizes escalares. A classificagao
destes grupos pode ser encontrada em vérios livros, por exemplo em [4].

Aqui recordamos que o caso de sly(C) é bastante "atipico”. O grupo dos automor-
fismos de sl,,(C), n > 2, contém elementos que ndo sao automorfismos de M, (C). Por
outro lado, todo automorfismo de sly(C) é obtido de algum automorfismo de M;(C)
por restrigao sobre sly(C), veja [12, Cap. IX, segdo 5].

Esta classificacao é precisamente a mesma dos grupos finitos que agem fielmente
sobre My(C), séo eles: Zy, D,, Sy, Ay e As. (Recordamos que estes grupos sdo exa-
tamente os grupos de simetrias dos poliedros regulares, isto ¢, os grupos finitos de
rotacoes em R®. Rigorosamente Z,, e D,, sao grupos de simetrias de poligonos regula-
res, mas podemos interpretd-los como poliedros degenerados.) Isto nos permite usar
muitos dos resultados e técnicas desenvolvidos em [3]. Primeiramente encontraremos
algumas G-identidades e posteriormente baseado nestas G-identidades, construiremos
um conjunto gerador para a G-Lie algebra relativamente livre, que é independente
modulo as G-identidades de sly(C). Em outras palavras, encontraremos uma base da
algebra relativamente livre como espaco vetorial.

Assim como em [3] nés trataremos cada classe de grupos por vez, ou seja, dividi-
remos o problema em trés etapas: primeiro consideraremos os grupos ciclicos, depois
os grupos diedrais e por ultimo, os grupos das permutacoes pares A4 e As, e 0 grupo

simétrico Sy. Cada caso serd tratado em uma secao distinta deste capitulo.
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Nos dois primeiros casos faremos uso da decomposicao das respectivas dlgebras de

grupos e no ultimo caso nés consideraremos sl (C) como um G-mdédulo.

3.1 G=Z/nZ

Como ja mencionado, para abordar este caso usaremos a decomposicao da algebra de
grupo destes grupos. No entanto, como é conhecida uma base para as identidades

Zso-graduadas de sly(C), Zy serd discutido separadamente.

3.1.1 G=2

Seja G = {e, g} = Zs, de [3] segue que a acao de G sobre sly(C) é dada por:

() (e n) el ) (0 )

Note que para qualquer x € sly(C), e(z)+g(z) é uma matriz diagonal. Como matrizes

diagonais comutam, temos a seguinte G-identidade:
le(x1) + g(x1), e(x2) + g(xg)] =0, onde z1,xq € slo(C).

Agora observe que a algebra sly(K), onde K é um corpo infinito de caracteristica

diferente de 2, admite uma Zs-graduagao natural
sly(K) = K(eyr — e) @ (Keqo + Kegy).

Além disso, temos que (1/2)(e + g) e (1/2)(e — g) sao as projecoes candnicas de

sl5(C) sobre os subespagos C(e1; — e92) € Cen + Cegy, respectivamente.

Teorema 3.1.1 ([14]). As identidades graduadas de sly(K) com a graduacao definida

acima sequem da identidade [x1, 5] = 0, onde z1 e x5 sdo varidveis pares.

Como Zs é abeliano e finito, pelo teorema 1.4.6, a base para o T (sly(C))-ideal segue

imediatamente do ltimo teorema. Defina para todo z € sly(C), mo(z) = e(x) + g(x)

em(z) = e(r) — g(z).

Teorema 3.1.2. Seja G = Zy. As G-identidades de slo(C) sao consequéncias de:

[mo (1), mo(w2)] = 0.
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3.1.2 G=17Z, (n>3)

Como em [3] e mencionado em 2.1.2, em virtude da decomposicao da dlgebra de grupo
do Z, nés s6 precisaremos analisar a a¢ao de trés elementos sobre sly(C): eg, €1 e e_j.
Desta forma, novamente como consequéncia de [3] e mencionado no inicio da segao

2.1.2, nés temos que a agao dos elementos ey, €1 e e_; sobre sly(C) é como segue:
a b a 0 a b 00
€o = y €1 = , €
c —a 0 —a c —a c 0
a b 0 b
€_q = .
c —a 00

Portanto, conhecida a a¢ado podemos deduzir algumas G-identidades de sly(C).

Proposicao 3.1.3. Para quaisquer x,x1,x9 € slo(C), as sequintes igualdades sao

validas:
1. eo(x) +e1(z) +e_q(x) = z;
2. para todo o € {—1,0,1}, [eq(21), €alx2)] = 0.

Demonstracao.

a
1. Tome qualquer = = <

2. Para todo a € {—1,0,1}, e,(slz) tem dimensao 1 e é claro que e,(x;) comuta
com e, (xs). Portanto,
(€0, €0] = 0; (3.1)

[e1, €1] = 05 (3.2)
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[6_1, 6_1] =0. (33)

|
Denote por I o Ti-ideal gerado por {eg(x) + e1(z) + e_1(x) — x, [ea(x1), €a(x2)] :

x, 21,79 € X, a0 € {—1,0,1}}. Segue diretamente da proposi¢ao anterior que
I C Tg(sla(C)).

Portanto, para provar que

I = Tg(Slz(C)),

basta mostrarmos que existe um conjunto que gera LC (X'; G) médulo I, onde LC (X; G)
denota a G-Lie dlgebra relativamente livre, e que é independente moédulo as G- iden-
tidades de sly(C).

Para construir um conjunto que gera LC (X;G) médulo I, basta encontrarmos
um conjunto gerador para todos os produtos finitos (comutadores de qualquer com-
primento finito, com qualquer distribuicao dos colchetes) de elementos eg,e; e e_1,
onde cada um destes elementos participa uma tnica vez em cada entrada do produto.
Note que em virtude da proposicao 1.3.4 precisamos apenas considerar os comutadores
normados a esquerda. Depois é sé verificar que este conjunto é independente modulo
as G-identidades de sly(C). Para isto, iremos trabalhar com o modelo concreto da
G-algebra relativamente livre de sly(C). Para determinar este modelo, basta tomar o
modelo mencionado em 1.5.2 e considera-lo como uma &lgebra de Lie, onde o produto
¢ dado pelo comutador de duas matrizes.

Com o objetivo de facilitar calculos futuros iremos fixar algumas notagoes.

Para todo 7 € N*, x; € X. Com frequéncia iremos identificar os elementos z; € X
com as suas imagens pelo isomorfismo entre LC (X;G) e o modelo concreto desta

algebra. Um elemento do modelo concreto de LC (X; G) é da forma

a; b
Xi = )
C; —a;
onde a;, b;, ¢; sao variaveis comutativas. Para mais detalhes ver capitulo 1.5.2. Desta

forma, toda vez que escrevermos por exemplo e,(z;), onde a € {—1,0,1}, estaremos

identificando e, (x;) com e, (X;). Logo, segue que

eo(w;) = eo(X;) = ( cg _Oa' ) ser(zi) = en(X;) = ( 3 8 ) ¢
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0 b
e_q(x;) =e_1(X;) = ( 0 0 > :

0 0
Mas em algumas situacoes sera importante por exemplo dada a matriz 0 >
C;
saber que ela é resultante da acao de e; no elemento x; € X. Por esta razao, subs-
O 2D 6 2M respect t bjeti
‘ ., respectivamente, com o objetivo

i e

tituiremos as variaveis a;, b; e ¢;, por x

de facilitar esta correspondéncia. Com esta renomeagao das varidaveis obtemos que

(0)
T, 0 0 0
eo(zi) = eo(X;) = ( 0 _® > ser(w) = el(X;) = ( D0 ) ¢

i

0 O
Sendo assim, ao olharmos por exemplo para a matriz ) ) ¢ imediato perceber
L

que ela foi obtida através da acao de e; no elemento x; € X.

Como precisaremos fazer contas com uma quantidade finita de elementos da forma
eq(7;), serd necessario acrescentar um subindice no indice i. Logo, escreveremos por
exemplo e, (x;, ), onde k € N*. Além disso, as vezes cometeremos alguns abusos de
notagao escrevendo por exemplo [eg, €], ao invés de [eg(x;, ), eo(x;, )], sempre que o
elemento que sofre a acao do elemento do grupo nao for relevante para a conta em
questao.

Tendo todas estas notacgoes claras, sabemos que produtos finitos dos elementos

abaixo sao uma base para LC (X; G):

(0) (-1)
x; 0 0 0 0 =z
60(%) = ( 0 _x(g) ) ) 61(%) = ( xgl) 0 ) S e,l(xl-) = ( 0 0 ) .

Como ja mencionado, nosso objetivo é determinar um conjunto gerador para todos
os produtos finitos de elementos eg,e; e e_; em LC (X;G) médulo I. Para isto pri-
meiramente iremos analisar todos os produtos possiveis de dois elementos envolvendo
eg, €1 € e_1 e verificaremos quais destes produtos seguem de outros. Faremos o mesmo
para os produtos de trés e quatro elementos e baseado nos resultados, deduziremos o

conjunto desejado.

Lema 3.1.4. Os sequintes produtos geram todos os produtos de dois elementos em
LC(X;G) médulo I envolvendo eg, ey € e_y:

1. les,eo);
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2. [61,6_1];
3. le_1,e0].

Demonstragao. Utilizando-se que [e,, e,] = 0 para a € {—1,0,1} e que o comutador é
anticomutativo, obtemos o resultado. [ |

Disto concluimos que todos os produtos possiveis envolvendo ey, €1 e e_;1 sao gerados
por produtos que comecam ou por e; ou por e_j.

Outro fato que ird nos ajudar em contas futuras é pensar na acao de ey, e; e e_4
como se fosse uma graduagao, no seguinte sentido: pensaremos nos elementos e, como
sendo elementos da componente zero, nos elementos e; como sendo elementos da com-
ponente um e nos elementos e_; como sendo elementos da componente menos um.
Nesse sentido, toda vez que fazemos o produto de elementos de mesma componente
obtemos zero como resultado. Além disso, toda vez que fazemos o produto de um
elemento da componente zero com um elemento da componente um ou menos um,
através de calculos simples é facil verificar que obtemos um outro elemento da compo-
nente um ou menos um, respectivamente. Da mesma forma, podemos concluir o que
acontece ao fazermos o produto entre elementos de outras componentes. Usaremos a

seguinte notagao para denotar este comportamento:

[61, 60] v €1, [61, 6—1] X €0, [6—1, 60] N e_q.

Agora vamos analisar o que acontece com todos os produtos possiveis de trés ele-

mentos envolvendo eg, e, e e_j.

Proposicao 3.1.5. Os sequintes produtos geram todos os produtos de trés elementos

em LC (X;G) mddulo I envolvendo ey, e; e e_y:

~

[e1, €o, €5);

2. le1, e, e_1];
3. ler,e_1,€ei];
4. [er,e_1,€ 4];
5. le_1,e0, €.

O uso do' € sé para ressaltar que os elementos nao sao iguais, o que ficard claro

pela demonstracao.
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Demonstra¢ao. Como uma consequéncia da proposigao 3.1.4, temos que todos os pro-
dutos de trés elementos em LC (X;G) médulo I envolvendo e, e; e ey seguem de

(isto é, sdo combinagoes lineares de):
1. [e1, €0, €] « ex;
2. [e1, eq,e_1] « ep;
3. le1,e_1,€i] «eq;
4. ler,e_q1,€ 4] we_q;
5. [e_1,€0,€p] » €_1;
6. [e_1,e€0,€1] « eo.
Primeiramente note que pela identidade de Jacobi, temos que

[e_1,e0,e1] = [[e—1, €], e1] = —[[eo, e1], e—1] — [[e1, e-1], ]

= —|[eo, e1], e_1] = [[e1, €0], e_1] = [e1, €0, €_1]. (3.4)

Portanto, (6) é consequéncia de (2). Resta mostrarmos que as demais equagoes
nao decorrem uma da outra. Claramente, (1) sé pode decorrer de (3), assim como (4)
s6 pode decorrer de (5).

Primeiramente computaremos (1) e (3) e veremos que uma nao pode decorrer da

outra.

le1(zi,), eo(wi,)] = er(zi )eo(ws,) — eo(wiy)er(zi,)

Logo,

[el(xh)? 60(171'2)7 eﬂ(xi3>] [61 xh ) » €0 3313

B 0 0 ffj) z) 0 0
2:M2 0 0 0 (O) 0 —a 2: M0 0



Por outro lado, temos que

(1) (1)
0 0 0 =, 0 =, 0 0
e1\Ty, ), €_1(T; = —
(5 ) (1) () ()
(0 0 ngll)xl(-;l) 0\ —xz(-ll)xgl) 0
Lo chll)xg;l) 0 0o/ 0 acgll)xgl) '

Logo,

[e1(zi,), e-1(23,), €1 ()] = [[er(@iy), e—1(24,)], €1 ()]

a2l 0 0 0 0 0 —xMagY 0
0 xgll)xg;l) xg) 0 xg) 0 0 :cﬁj’:cg”

B 0 0 0 01\ 0 0 (3.5)
xgll)xz(»;l):cg) 0 —x§j)x§;”x§;) 0 2:6511)565;1)%531) 0 '

Portanto, (1) e (3) ndo podem decorrer uma da outra.
Por fim, computaremos (4) e (5) e veremos que uma nao pode decorrer da outra.

Segue de 3.7 que

[e1(ziy), e-1(2iy), 1 ()] = [[en(ziy), e—1(xiy)], e (i)

_ —xﬁj’xﬁ,;” 0 0 a:gl) B —:cgll)xz(;l) 0 0 xgl)
0 eV 0 0 0 ezl 0 0
_ 0 —:cz(-ll)xgl):cgl) _ 0 xz(»ll)xgl)xgl) _ 0 —21:1(11)x£;1)x§;1) ‘
0 0 0 0 0 0

(3.9)

Por outro lado, temos que

0 200N\ (29 o 200 0 aj "

le_1(xy,), eo(x4,)] = ( 0 26 ) ( 62 —%(S) ) B ( E)Q —x§2> > ( 0 26 >
0 —af Vay) 0w Val) 0 —20 Ve

:<0 0 >_<0 0 >:<0 ! >‘
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Logo,

[e—1(xi,), e0(wi,), €0(wis)] = [le-1(2i, ), €0(w4,)], €o(wiy)]

0 —2x§1_1)x1(~2) xg)) 0 B xz(g) 0 0 —QxEI_I)xZ(S)
0 0 0 —az 0o -2 ) \o 0
(0 2x§1_1)x§g)x£g) B 0 —2x§1_1)x§g)x§§) (0 4x§:1)x§2)x§g)
= = . (3.11)
0 0 0 0 0 0

Portanto, (4) e (5) ndo podem decorrer uma da outra. |

Observe que além de obtermos os geradores dos produtos de trés elementos, obte-
mos a relagao 3.4 que nos sera muito 1til em contas futuras.

Ainda nao temos informagcao suficiente para deduzir qual serd o conjunto de ge-
radores, por esta razdo agora vamos analisar o que acontece com todos os produtos

possiveis de quatro elementos envolvendo eg, e; e e_1.

Proposicao 3.1.6. Os segquintes produtos geram todos os produtos de quatro elementos

em LC (X;G) mddulo I envolvendo ey, ey e e_y:

1. le1, eo, €y, €35
2. [617 €0, 667 671];
3. [6176076—176/1]7‘

4‘ [6176076—1’6/—1]’.
5. [61,6—176/1a€/—1]’.
6. [67176076676/0,]'

"

Novamente o uso dos simbolos ' e " é apenas para ressaltar que ndao se trata de

elementos iguais.

Demonstra¢ao. Como uma consequéncia da proposigao 3.1.5, temos que todos os pro-
dutos de quatro elementos em LC (X;G) médulo I envolvendo eg,e; e e_; seguem
de:

/ " .

1. [617 €0, €p; 60] N €1,
/ .
2. [617 €p5 €0, 6—1] €0,

3. €], e, e_1,€1] « eq;
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4. leg,eq, €, e_1] v e_y;
5. [e1,e_1,€}, 0] « ex;

6. [e1,e_1,€}, € 4]« eo;
7. ler,e_1,€ 4, €] v~ e_q;
8. le1,e_1,€ 1, €i] « ep;
9. [e_1,e0,€p, €] ~ e_1;
10. [e_1, eq, €f, €1] « eq.

Usando a identidade de Jacobi e o fato que o comutador é anti-comutativo, pri-

meiramente vamos mostrar que:
e (5) é consequéncia de (3):

le1, e 1, €], e0] = [[e1, e_1], €], e0] = —[€], [e1, e_1], €]
= —[e], eo, [e1, e_1]] = [[e1, e_1], [€], eo]]
= —[le_1, [}, eol], e1] — [[[€], eo) €1], e—1]

= [e}, €0, €1, €1). (3.12)

e (7) é consequéncia de (4): Para demonstrar isto faremos uso de 3.4.

[617 €1, 6/—17 60] = [[617 6—1]7 6,—1’ 60] = —[6/_1, [617 6—1]7 60]
= H[elv 6—1]’ 60]7 el—l] + [[60, 6,—1]7 [617 6—1“ = [[60’ 6/—1]7 [61’ 6—1H

—[[61, 6—1]7 [60’ el—lﬂ = [[6—1’ [60’ el—l]]> 61] + [[[607 6’_1], 61]7 6—1]

= [607 6/—17 €1, 671] = [607 €1, 6/_1, 671]

= _[6176076/717671] (313)
e (8) é consequéncia de (6):

[617 €1, 6/—17 6/1] = _[[6/—17 ell]? [61’ 671“ - [[6/1’ [617 671]]? 6,—1]

= [[[617 6*1]7 6/1}7 6/71] = [61? €1, 6/17 eLl]' (3'14)

Observe que 3.14 nos garante que no comutador [e1, e_y, €’ |, €}] podemos inverter

a ordem dos dois ultimos elementos.
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e (10) é consequéncia de (2): Para demonstrar isto faremos uso de 3.4.

[e—1, €0, €5, €1] = —[[eg, en], [e-1, eo]] — [[ex, [e—1, eo], €]
—[[en: €], [e—1. eo]] = [[e—1. eq], [en, €]
= —[leo, [€o, e1]], e-1] — [[[€p, e1], e-1], €q]

= —lep, €1, €0, 1] = [e1, €y, €0, 1] = [e1, €0, €5, €_1]

(3.15)

Sendo assim, resta-nos mostrar que as demais equagoes nao decorrem uma da outra.

Claramente, (1) s6 pode decorrer de (3), assim como (2) s6 pode decorrer de (6) e (4)

s6 pode decorrer de (9).

Primeiramente computaremos (1) e (3) e veremos que uma nao pode decorrer da

outra.

De 3.6 temos que

[61(7}2’1) €o mlz €o xzd 760(515

(0)
4:5( ){E a: ) (
) ( 0 0
4:15 az( )x( )x( )0

4;5( )a: a: a:
Por outro lado, de 3.5 segue que

0
0 12070

0
0
0
0

8x( )a: :z: .70

0 0 0 ai Y 0 oY
e1(xiy), e0(Tiy), e—1(xiy)] = - '3
ez otz = 00 0><0 . ) <O .
0 0 2012070 0
h 0 Qx(l)a:(o)m( b B 0 0
B —2x§11)x§2)x§3 2 0
= 0 22020V
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0 0
200

(3.17)
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Portanto, de 3.17 temos que

0 0 0
2x§11)1:§2) E;l)xz(»i) 0 2x(1)x( )a:§3 ):cgi) 0
0 0
. 3.18
4z M0 (D) 0) (3.18)

Portanto, (1) e (3) ndo podem decorrer uma da outra.
Agora computaremos (2) e (6) e veremos que uma nao pode decorrer da outra.

De 3.6 temos que

ler (i), eo(Tiy ), €0(Tiy ), e—1(4,)]

B 0 0 0 ai Y 0 ai Y 0 0
42202 0 J\ o 0 0 0 422020 0

(o 0 4x(1)x( )x( )x( Do
oo 4x( )l,( )x( )x( 1) 0 0

(1),.(0) .(0),.(=1)
—4 0
T X, T Ty, . ) (3.19)

O 495(1)1’(0):6( )x

Por outro lado, de 3.8 segue que

[61(11/’1'1), 6_1(1‘2-2), €1 (xi3)’ 6—1(1‘14)]
(-

B 0 0\ [0 a" 0 x( Y 0 0
202l Va0 0 0 22Vl Va0
(o 0 zxﬁj)x§21 Va0
0 20Wal WD 0

(2t >x§;> 2(41 2
= 0 ONE 0,0 | (3.20)

11 12 xl:; xi4

Portanto, (2) e (6) ndo podem decorrer uma da outra.

Por fim, computaremos (4) e (9) e veremos que uma nao pode decorrer da outra.
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De 3.17 segue que

e1(zi,), eo(wiy), €1 (2i5), €1 (2i,)]

B 2xl(11)xz(g)x§3 b 0 0 xEZl)
B 0 22N a0yl 0 0
0 x§4—1) 2x(1)x(0)x( b 0
0 0 2x(1)x(0)x§;1)
1) (0 ( 1) ( 1) (1) (0) (=1 ( 1)
_ 0 =2 'z ', 'z, 0 2x; 'z, v, xy,
0 0

0 —deWz0g{ (D
- i (3.21)
0 0

Por outro lado, de 3.11 temos que

[6—1(xi1)’ €o ($i2)7 eo(zizs)v GO(IM)]

(0 4$5;1)$§S)QJES) ES) 0 ng) 0 0 41’5;1)%52)%52)
0 0 0 —z¥ 0 —z 0 0

(-1),.(0),.(0),.(0) (=1),.(0),.(0) .(0)
—dxy Vxyrwy, ) B ( 0 dx; “x xx, )

0
0 0 0 0
(=1),.(0),_.(0) .(0)
_ 0 —8x; " x; xy, ‘ (3.22)
0 0
Portanto, (4) e (9) ndo podem decorrer uma da outra. [

A partir da proposicao 3.1.6 podemos concluir algumas informagoes sobre o con-

junto gerador que estamos construindo:

e ¢y é 0 unico elemento que pode aparecer mais de duas vezes consecutivas em um
produto. Além disso, a ordem dos eg nao é importante, no sentido que podemos
inverter a ordem entre eles sem alterar o produto a menos possivelmente de um

sinal;

e Um produto comecando por e_; sO tera na primeira entrada e_; e possivelmente

alguns ey na sequéncia;
e Todos os demais produtos comegam por eq;
e Depois do e; aparece necessariamente ey ou e_q;

e Depois de e_; pode aparecer e; ou e_;.
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Usando estas conclusoes e a base construida em [3], mostraremos que o conjunto

gerador é o conjunto abaixo:

L. [61 ($i1)7 eo(.ﬂf)m, 6,1(ZL’im+2), €1 (xim+3>7 6,1(IL’im+4), R el(xi2a+m—1)’ efl(xiQa-s-m)];
2. [er(wiy), eo(®)™, e-1(Tip )y €1(Tinyg)s €-1(Tinya)s -5 €1 (T 1 )];
3. [61 ($i1 )a €0 (;L»)ﬂ’ €-1 ($i7n+2)7 el(xim+3)a sy el(xi2a+m—1)7 efl(xi2a+m)’ efl(xiza-u-q-m)];

4. [e—1(ziy), eo(x)™];

5. eo(xs,);

onde m > 0, a > 1 e [ex(xs),e0(x)™], para k € {—1,1}, denota, respectivamente,

[ek(xh)v 60<$i2)7 s 7€0<xim+1>]'

Observe que em:

e (1.) a quantidade de ey é m, a quantidade de e; é o e a quantidade de e_; é «;

(2.) a quantidade de ey é m, a quantidade de e; é a e a quantidade de e_; é

a—1;

e (3.) a quantidade de ey é m, a quantidade de e; é a e a quantidade de e_; é

o+ 1;
e (4.) a quantidade de ey é m e a quantidade de e_; é 1.

Daqui em diante usaremos a notacao de [ex(x;,), eo(x)™] sempre significando o

mencionado acima, bem como as variaveis m e a > 1 sempre serao m > 0 e a > 1.

"ou ” para diferenciar dois elementos e,

Também nao usaremos mais os simbolos
dentro de um produto, pois fica subentendido que eles nao precisam ser iguais.
Demonstraremos que este conjunto é de fato o conjunto gerador que procuramos
por partes. Primeiramente mostraremos que qualquer produto que comece com e; é
uma combinagao linear de (1), (2) ou (3). Depois, mostraremos que os indices 1, j, !
podem ser ordenados. E por ltimo, veremos que qualquer produto que comece com

e_1 e na sequéncia tenha algum elemento que nao seja eqg decorre de (1), (2) ou (3).

Lema 3.1.7. Qualquer produto que comece por ey em LC(X;G) mddulo I, pode ser

escrito como uma combinacao linear dos comutadores de um dos tipos abaizo:
1. [61 (xh)? GO(ZL’)m, 6—1(‘7:im+2)7 €1 (Iim+3>7 6_1(1’im+4), ce 61(‘7;7:211%»777,71)7 e—l(xi2a+m)];
2. [61 (Ih)? 60(l')m, 6_1('Z‘im+2)7 €1 (mim+3)7 6_1(:L‘im+4)7 R el(xi2a+mfl):|;
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3. [61 (xil)’ €0 (x)mv €-1 (xim+2)7 el(xim+3)7 teey el(xi2@+m,—1)7 671(337;201—&-1%)’ 6*1($i20+1+m)] .

Demonstracao. Para demonstrar este resultado, nés primeiramente iremos listar todos
os possiveis produtos comecando com e; e depois mostrar que todas estas possibilidades
decorrem de (1), (2) e (3) do enunciado acima.

Para nos ajudar a listar todos os possiveis produtos iremos construir uma “arvore”

de possibilidades, onde cada ramo da arvore codifica um produto.

k
60*{
€0 n { €_1
€1
€1 {
€1

4
@OE
€1
™ €15 Gy

€1 €_1
GOE{

(
QOE .
€1
e_q e_q ‘e
k

€1
€o {
€1

,
P
P
P
Q)
—
—

\ 61

Logo, as possibilidades listadas sao:
1. e1,eg™, e_1,e1,e0™ e_1,e1,e0k, ..
2. €1, €0m, €_1,€1, GOQ, €_1,€1,€6_1,...
3. e1,e0™, e_1,e1,e0™ e_1,e_1,e0k, ..
4. €1, eoﬂ, €_1,€1, 6()@, €_1,6_1,€1,...,

m k .
2. €1,607,€-1,€1,€-1,€1,€0 7, . . -;

m .
0. €1,607,€-1,€1,€6-1,€1,€_1, ...
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7. e1,e0™, e_1,eq,e_1,6_1,€0%, ..
8. e1,e0™,e_1,€61,6_1,€_1,€1,...;
9. e;,eg™,e_q1,e_1,60%, ..

10. 61,6()@,6,1,671761,61,60E,...;
11. 61,€0m,€,1,671761,61,671,...;
12. €1>€0m767176717617671760E7'";
13. e1,e0™ e_1,e-1,€1,€6-1,€1,..

As diferencas entre estas 13 possibilidades e as trés apresentadas no enunciado, é

que nestas 13 podem ocorrer:
e ¢, aparecendo no meio do produto;
e ¢y seguido de eq;
e ¢ seguido de e_;.
Vamos resolver cada um destes problemas por vez.

e ¢y aparecendo no meio do produto:

(1) e1,e0™,e_1,e1,e0™ e_1,e1,e0%, ... seque de 3.12 que
[ela €o ma €_1,¢€1, 60] = [[617 €o m]) €_1,¢€1, 60]
= Hel? €o mL €0,€-1, 61] = [617 €0 LH: €1, 61]- (323)

Portanto, de 3.23 temos
m n k1 _ m+n k 3.24
[61760 ,€-1,€1,€0,€-1,€1, € ]_[61760 y€-1,€1,€-1,€1, €9 ] ( . )
Por um argumento anédlogo ao mencionado acima, segue que

[617 €0 ma €_1,€1,€0 Ea €_1,€1,€0 E] = [617 €0 wa €_1,€1,€_1, 61]. (325)

Agora observe que os casos (2), (3), (4) e (5) também podem ser resolvidos

usando um argumento andlogo ao usado em (1).

(7) e (9): segue novamente de um argumento analogo ao do caso (1), mas ao

invés de usar 3.12 usamos 3.13.
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(10) ey, ep™, e_1,e_1,€1,€1,6", ...+ para resolver este caso, primeiro vamos
mostrar que:

[671761761760] = _[671760761761]- (326)

De fato, da identidade de Jacobi, da anti-comutatividade do comutador e de
3.12, temos

[6—1761761760] = —[6176—1761760] = —[6176076—1761]
= —[[le1, eo], e-1], e1] = [[[e0, e-1], er], 1] + [[[e-1, e1], eq], €1]
= [[[eo, e-1], e1], e1] = —[e—1, €0, €1, €1].

Entao segue de 3.26 e 3.13 que

[elaeﬂma 6—176—1a617€1760] - Hel?eoma 6—176—1]761761a60]
= _[[61? eomv 6—176—1]760761781]

= _[[[617 €o m]? €_1,€6-1, 60]7 €1, 61}

== [[[617 €0 m]u €p, €1, 6*1]7 €1, 61]
= [61760LH7 6—176—1761761]- (327)
Portanto, de 3.27 temos
[617 €o mv €-1,€-1,€1,€1,€0 E] = [617 €0 LM? €_1,-1,€1, 61]- (328)
(12) e1,e0™,e_1,e_1,€1,e_1,e0%, ... : para resolver este tltimo caso, antes tere-
mos que mostrar que
le_1,e1,e_1,e0) = [e_1,€9,€1,6_1]. (3.29)

De fato, da identidade de Jacobi, da anti-comutatividade do comutador e de
3.13, temos

[6—176176—1760] = —[6176—176—1760] = [6176076—176—1]
= —[l[eo, e-1], e1], e—1] = [[[e-1, e1], €], e-1] = —[[[eo, e-1], 1], €-1]

- [e—la €0, €1, 6—1]'
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Entao segue de 3.29 e de 3.13 que

[61760 o, 6717671,617671,60] = [[61,€0m7 671,671]7617671,60]
= [[617€0m7 6717671]7607617671]

= [[[617 €o m]? €-1,€-1, 60]7 €1, 6—1]

- _[[[617 €0 m]) €0,€-1, 6—1]7 €1, 6—1]
= —[61760 LH, €p,€-1,€_1, 6176—1]- (3-30)
Portanto, segue de 3.30 que
[617 €o ﬂ’ €-1,6-1,€1,€_1,€0 E] == (_1)k[617 €o m) €_1,€_-1,¢€1, 6—1]~ (331)

E possivel observar que existe um padrao nos ramos da arvore descrita anterior-
mente. Desta forma, estes casos cobrem todas as possibilidades. Logo, podemos
concluir que sempre podemos redirecionar os ey que aparecem do meio de um

produto para a “segunda” entrada dele.
e ¢y seguido de ey:
(10) e (11): para resolver este problema, provaremos a seguinte igualdade:
[617 €_1,€-1, 61] = {617 €1, €1, e*l] (332)

De fato, da identidade de Jacobi e da anti-comutatividade do comutador, temos

[er,e—1,e-1,e1] = [[[er, e—1],e-1], eq]
= —[le—1,e1], [er, e-1]] = [[er, [e1, e1]], e-1]

— [617 €_1,€1, 6—1]~

Portanto, segue de 3.32 que

[617 €o ﬂ’ €_1,€-1,€1, 61] == H[ela €o m]) €_1,€_1, 61]7 61]

= [[[61,egm],6_1,61,€_1],61] = [el,eom, €_1,€1,€_1,€1].

e ¢ seguido de e_;:
Os casos onde este fato ocorrem sao: (7), (8), (9), (10), (11), (12) e (13).
Observe que (10) e (12) ja foram corrigidos no item anterior, pois em ambos os

casos no produto além de e_; consecutivos haviam também e; consecutivos.
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(7): aqui temos duas possibilidades, ou o produto acaba em e_;, e_; e nao ha

nada a fazer ou tem pelo menos mais um e; na sequéncia. Neste caso, segue de

3.32 que
[61)60ma 6—176176—176—1a60E7 61] - [61,60 ,€6-1,€61,€6-1,€_ 1761]
— [[61760 6—1761]76—1a6—17€1]
= [[61760 6—1,6’1]76—1,61,6—1]
[61760 ,€6-1,€1,€-1,€1,€_ 1]

(8): este caso ¢ exatamente a segunda possibilidade de (7).

(9): andlogo ao (7).

(12): novamente temos duas possibilidades, se o produto terminar em e_;, apli-
cando 3.32 podemos deixar os dois e_; juntos nas duas ultimas entradas do

produto, se o produto terminar em e; temos como usar 3.32 duas vezes para

intercalar os e_; com os e;.

(13): basta usar 3.32 por duas vezes.

|
Agora recordaremos a seguinte observagao que é decorrente das proposicoes 1.3.4
e 1.3.5.

Observacao 3.1.8. Dado um comutador de comprimento «, que em alguma posicao
contenha um elemento x, podemos assumir sem perda de generalidade que x esta
na primeira posicao deste comutador. De fato, escolhido um determinado elemento
temos como escrever este comutador como uma combinacao linear de comutadores que

comecem com este determinado elemento.

Lema 3.1.9. Os indices dos elementos que aparecem nos produtos

1. [61 (IZ&)? eo(x)m7 6_1('Z‘im+2)7 €1 (mim+3)7 6_1(mim+4)7 s el(xléa#»mfl)? e_l(xi2a+m)];
2. [61 (xh)? GU(I)m7 6_1(£Eim+2), €1 (Iim+3)7 e_l(xim+4)7 DK el(xiQQ—Q—m—l)]’.
3. [61 (.Tz‘l), €0 (x)mv €—1 (xim+2)7 el(xim+3)7 ) el(mi2a+mfl)7 e_l(xi2a+m)7 e_l(xi2a+1+m)];

4- [efl(xil )> eo(x)m];

podem ser ordenados, i1 < iy < ... < logi1im-
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Demonstracao. Utilizando a identidade de Jacobi e a anticomutatividade do comutador
podemos trocar os eg seguidos de posicao. Logo, os indices dos eg podem ser ordenados
e desta forma nao ha mais nada a fazer no item (4). Para os demais itens (1) — (3)
resta-nos mostrar que podemos ordenar os indices dos e; e e_;.

Pela observagao 3.1.8 podemos escolher sem perda de generalidade o menor indice
do e; na primeira posicao. Desta forma estamos na seguinte situacao, apds os eg temos

blocos de e_; e eq, sendo que:
e 1o item (1) temos « blocos desta forma, completando o comutador;
e no item (2) temos o — 1 blocos e o comutador termina com mais um e;

e 10 item (3) também temos a blocos desta forma, mas o comutador termina com

mals um e_j.

Vamos mostrar agora como trocar dois e_; de posicao sem alterar as demais en-

tradas destes comutadores. Considere o seguinte comutador:

[617 €0, €-1,€1, 6’4];

onde ¢; denota a sequéncia de ey e de uma quantidade de blocos de e_1, e;. Portanto,

temos

[617 €0,€-1, €1, 6/71] = _[[617 6/,1], [617 €0, 671“ - [[ele [617 €0, 671“7 61]
= _[[ele [617 €0, 6—1]]7 61] = [617 €0, €-1, 6/,1, 61]
= _[[[6—1’ 6/—1]7 [617 60“7 61] - [He/—h [61’ 60]]7 6—1]7 61]

- [ela €0, 6/—17 €_1, 61]

= _[[6—17 61]7 [617 €0, 6,—1]] - [[617 [617 €0, 6,—1]]’ 6—1]

_[[617 [ela €0, 6/—1]]a 6_1] == [617 €0, 6/_1, €1, 6—1]'

Logo, os indices dos e_; podem ser ordenados em (1) e (2). Observe que em
(3) resta-nos mostrar que podemos trocar a posicao dos dois ultimos e_;. De fato,

considere o seguinte comutador:

[617 €0,€-1, e/71}7

onde ¢y denota novamente a sequéncia de ey e de uma quantidade de blocos de e_q,
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e1. Entao, temos

le1, €0,e1,€74] = —[le—1,€" 4], [er, €o]] — [[€]1, e, eol], €]

= _[[6L17 [617 60]]7 671] == [617 €0, 6/71, 671]-

Completando assim a ordenacao dos e_; em (4).
Por fim, vamos mostrar como trocar dois e; de posicao, exceto o da primeira, sem

alterar as demais entradas destes comutadores. Considere o seguinte comutador:

[60, €1,€-1, 6/1],

onde ¢y denota a sequencia de ey, todos os ey e de uma quantidade de blocos de e_q,

e1, terminado em um e_;. Portanto, utilizando 3.4 obtemos

[60,6176—176,1] = [6076—176176,1]
= —[[6176/1], €0, e1]] — [[6'17 €0, e—1]], e1]
= _He/l? [60’ 6—1“7 61] = [60, €1, 6,17 61]

= [607 6/17 €_1, 61]-

Desta forma podemos organizar os indices de todos os e, completando a demons-

tracao. n

Observagao 3.1.10. Note que qualquer produto que comece por e_; em LC (X;G)
modulo I, se nao for da forma [e_i(x;, ), eo(z)™], entdo contém algum e;. Logo, pela
observacao 3.1.8 ele pode ser escrito como uma combinagao linear dos comutadores de

um dos tipos abaixo:

L. [61 (Ih)? 60(1')m, 6_1('Z‘im+2)7 €1 (mim+3)7 6_1(mim+4)7 cee el(xléa«kmfl)? e_l(xi2a+m)];
2. [61 (Ih)? 60(1‘)m, 6_1($im+2)7 €1 (xim+3)7 6_1(l‘im+4)7 R el(xi2a+m—1)];
3. [61 (xh)a €0 (x)mv €—1 (xim+2)7 el(xim+3)7 s el(xi2a+m71)7 e_l(xi2a+m)7 e_l(xi2a+1+m)]'

Lema 3.1.11. O conjunto constituido dos elementos

L. [61 (xi1)7 60(1‘)m, 6—1(xim+2)7 €1 <wim+3)7 6_1($im+4)7 R 61($i2a+m71)7 6_1(xi2a+m)]7.
2. [el ($i1)7 €o (x)my €_1 ('xim+2)7 €1 (xim+3)7 €1 (xim+4)7 - €1 (xi2a+m—1)] y
3. [61 (.Tz‘l), €0 (x)mv €—1 (xim+2)7 el(xim+3)7 SRR el(mi2a+mfl)7 e_l(xi2a+m)7 e_l(xi2a+1+m):|;

4- [6*1(1‘2‘1 )> eo(x)m];
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5. eo(xil ),

¢ independente modulo as G-identidades de sla(C), ou seja, nenhuma combinagdo

linear nao nula destes elementos é uma G-identidade de sly(C).

Demonstracao. Através de calculos simples obtemos:

[61 (xi1)7 eo(flf)m, 6_1(xim+2)’ €1 ($im+3)7 6_1(xim+4)7 -6 (xi2a+m—1)> 6_1(xi2a+m)]

0
_ ( ar ) , (3.33)
0 ax

onde
g = gm0 ) (D ) (D @) (1)
11 11 Vi2 T i1 im42 tm 43" tmrd T i2a4+m—1""12a+m’
_ om+(a-1),.(1) (0) 0 (=1 (1) (-1 (1) (=1) .
CLQQ - 2 +( )xil xi2 e 7«'m-ﬁ—l im+2 i7n+3 im+4 e i2a+m—1 i2a+m’
[e1(@i,), €0(2)™, e—1(Tiyyn)s €1 (Tigys)s €1 (Tigia)s -+ €1(Tinas )]
- ( 0 0 ) e
- m+(a—1),.(1),.(0) 0 (=1 (1) (-1 1) ’ )
om+( ):vl-l Ty o L w0
[el(xi1)7 eo(x)mv e—1<xim+2)7 €1 (xiers)v 6_1<xim+4)7 -5 €1 <I2ia+m71)7

6_1 (xi2a+m )’ 6_1 (Ii2a+l+m )]

m+a,.(1),.(0) 0) (=1 1) (=1 (1) (=1 (=1
. ( O 2 + l’il J)iQ .. .xim+1xinl+2$im+3xim+4 ‘e '$i2a+m—l$i2a+mxi2a+1+m > (335)

0 0
¢ (=1, .(0) (0)
0 (=2)"x, "z’ ...x;
le—1(zi,), eo(z)™] = (2, mo (3.36)
0 0
Logo, o resultado segue diretamente da forma de 3.33, 3.34, 3.35 e 3.36. |
Teorema 3.1.12. O sequinte conjunto mddulo Tg(sla(C)) € uma base para a G-Lie
ilgebra relati te livre LEAXEG)
dalgebra relativamente livre —————==:
’ T (s2(0))
L. [61 (xi1)7 60(1‘)m, 6—1(xim+2)7 €1 (wim+3)7 6_1($im+4)7 R el(xléaﬁ»mfl)’ 6_1(xi2a+m)]7.
2. [61 ($i1)7 60($)m, 6_1($im+2), €1 (xim+3)7 e_l(xim+4)7 ) el(xi2a+m—1):|’.
3. [61 (.Tz‘l), €0 (‘T)mv -1 (xim+2)7 el(xim+3)7 R 61($i2a+m71)7 e_l(xi2a+m)7 e_l(xi2a+1+m):|;

4- [6*1(1‘2‘1 )> eo(l‘)m],‘
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5. GQ(IEZ‘I ),‘

onde m > 0, a > 1 e [ex(z;,),e0(z)™], para k € {—1,1}, denota, respectivamente,

ler(wi,), e0(4y), - -y eo(Ti,.1)] ed1 <o < oo <ldoaiitm.

Demonstracao. Segue dos lemas 3.1.7 e da observagao 3.1.10 que o conjunto acima
é um conjunto gerador e segue do lema 3.1.11 que ele é independente modulo as G-

identidades de sly(C). Portanto, é uma base para a G-Lie algebra relativamente livre
LC(X;@G) -

Ta(slx(C))
Como uma consequéncia direta do teorema acima temos o resultado que nos da

uma base para as G-identidades de sly(C).

Corolario 3.1.13. Seja G = Z,,, onde n > 3. Entao todas as G-identidades de sly(C)

sao consequéncias das sequintes:

1. eo(z) +e1(z) +e_1(x) = x;

2. Para o € {—1,0,1}, [eq(x1), eq(x2)] = 0.

3.2 G=D,

Como em [3] e mencionado em 2.2, em virtude da decomposigao da édlgebra de grupo
do D,, nés sé precisaremos analisar a acdo de seis elementos sobre sly(C), a saber
(1+ h)eg, (1 — h)eg, hey, e_1, he_1 e e;.

Desta forma, novamente como consequéncia de [3] e mencionado no inicio da se¢ao
2.2, nés temos que a agao dos elementos (1 + h)eg, (1 — h)eg, hey,e_1, he_1 e ey sobre

sls(C) é como segue:

S G B G RS G B G |
h61<a b>:<0 c)’e_l(a b>:<0 b>’
c —a 0 0 c —a 0 0
he_l(a b>:<0 0>eel<a b>:<0 o>'
c —a b 0 c —a c 0

Portanto, conhecida a a¢ao podemos calcular algumas G-identidades de sl (C).

Proposicao 3.2.1. Para quaisquer x,x1,x9 € slo(C), as sequintes igualdades sao

validas:
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(1 — h)eo
2

2. [(1 = h)eg(z1), (1 — h)eg(za)] = 0;

1. () +e1(x) +e_1(x) = 2;
3. para todo o € {—1,1}, [ea(x1), ea(x2)] = 0;
4. para todo o € {—1,1}, [hea(x1), hea(x2)] = 0;

5. para todo o € {—1, 1}, [Ga($1), he—a(@)] =0.

b
Demonstracao. Seja v = ( ¢ ) € sly(C) arbitrario.
c —a
1. Entao,

@(:ﬂ) +ei(z) + ey (2)

_(I—=h)eg [ a b a b a b
() ) ()
1<2a o) <o 0) (0 b)

=5 - +

2\ 0 —2a c 0 0 0

_(a b)—x

2. A igualdade [(1 — h)eg(z1), (1 — h)eo(za)] = 0 ja foi justificada em 3.2 e 3.3.

3. Paraa € {—1, 1}, observe que he,(sl2) tem dimensao 1. Logo é claro que he, (1)

comuta com he,(z3). Portanto,

[h@l, h@l] = 0, (337)

[he_1, he_1] = 0; (3.38)
4. Mesma justificativa do item anterior.

[ |
Note que este caso é muito similar ao caso anterior, onde G = Z,, para n > 3. As
diferencas sao que agora temos dois elementos nas componentes —1 e 1, ao invés de

apenas uilnmn.

b 2 0
e Componente 0: (1 — h)eg ¢ = ¢ :
c —a 0 —2a
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e Componente 1:

e Componente -1:

a b 0 o a b 0 c
e 1 = e hey = .
c —a 0 0 c —a 00
Deste modo, a base para a G-Lie algebra relativamente livre serda muito similar a
base no caso do Z,, para n > 3, as diferencas serao:

1. eq serd trocado por (1 — h)eq;

2. Quando e; aparece, para a sua posi¢ao nos teremos duas possibilidades: e; ou
he_y;

3. Quando e_; aparece, para a sua posicao teremos duas possibilidades: e_; ou he;.

Teorema 3.2.2. Seja G = D,, o grupo diedral. O sequinte conjunto mddulo Te(sle(C))

é uma base para a G-Lie dlgebra relativamente livre %
1 [ea(@i), (A=h)eo()™ €1 (Zipn)s €1 (T is) €1 (Tinpa)s o5 €1 (Bingin ) €1 (T
2. [ex(w,), (1 = h)eo(@)™, e—1 (@i 10 )s €1(Ziia)s o1 (Tiya)s -5 €1(Tigayn )15
3. le1(zy), (1=h)eo(x)™, e—1(Tipin)s €1(Tinis)s - - - > €1 Tingsm_1) =1 (Tisasm ) €=1(Tisar1im)]s
4. le—1(ziy), (1 = h)eo(z)™];
5. (1= h)eo(wi,);
6. [e1(zi,), (1=h)eo(x)™, he1 (i, 0) €1(Tins), he1(Tipia)s s €1 (Tingrmi), PE1(Tige )]s
7. ler(wiy), (1 — h)eg(x)™, her(Ti i) €1(Tinis), her(Tina)s - s €1 (Tigarm_1)]s
8. le1(xiy), (1=h)eo(z)™, he1(Ti,, 0)s €1(Tinis)s - - - €1 (Tiga 1) Pe1(Tige )y he1(Tine iy )]s

9. [hel(xi1)7 (1 - h)€0($)m];

10. [he—l(ajil)v (1 - h)eo(l‘)m, 6—1(xim+2)’ he—l(xim+3)7 e—l(xim+4)v s 7h’e_]-(xi2a+m—1)

6*1 ($12a+m )] ?.
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11. [hefl(ajil)v (1 - h)eo(ﬁ)m, efl(xim+2)’ hefl(xim+3)’ 6,1($im+4), sy hefl(xi2a+m—1)];

12. [hefl(xh)v (1 - h)eo(l‘)m, efl(ximu)a hefl(minws)v SRR hefl(xizwrmfl)v
€-1 ($i2a+m)7 e_l($i2a+1+m)];

13. [61 (xil)ﬂ (1 - h)eo(:r)m, e—l(xim+2)7 el(xiera)v e—l(xim+4)7 ) el(xim+k)7 e_l(xim+k+l)7
he_y (xim+k+2)7 €-1 (xim+k+3)7 oo hey (xi2a+m—1)7 €-1 (xi2a+m)];

14' [61 ($i1 )a (1 - h)eo(l’)m, €-1 (xim+2)? 61($im+3), €-1 (xim+4)7 ) 61($im+k)’ efl(xim+k+1),
he 1(wi, o)y 1(Tippis)s s e 1 (Tigg )]s

15. [e1(ziy), (1 = h)eo(z)™, e-1(Tipi0)s €1(Tina)s €-1(Tinia)s - - s €1(Tip iy )s €1 (Tiy 4 1),
he_y (xim+k+2)7 e_l(xim+k+3)7 ) he_l(xiQOH»mfl)’ e_l(xi2a+m)7 €-1 (‘Ti2a+l+m]"

16. [61 (xil)’ (1 - h)eo(aj)mv €-1 (xim+2)’ €1 ($im+3)v €-1 (xim+4)7 RS (xierk)’ 6—1(xim+k+1)’
el(xim+k+2)7 h€1($im+k+3), - €1 (xi2a+m—l)? h’el(xi2a+m)];

17. [er(ziy), (1 — h)eo(z)™, e-1(Tipi2)s €1 (Tinia)s €-1(Tinsa)s - - s €1(Tip )y €1 (Ti 41 ),
el(xim+k+2)7 hel(xim+k+3)7 s el(xi2a+mfl)];

18. [61 (xil)ﬂ (1 - h)eo(ac)m, €—1 (xim+2)’ €1 (xim+3)7 €—1 (xim+4)7 <€ (xim+k)7 e—l(xim+k+1)7
el(xim+k+2)7 hel(xim+k+3)’ SRR el(xi2a+m—l)’ hel($i2a+m)’ hey (xi2a+1+m)];

19. [ex(wiy), (1 = h)eo()™, € 1(Ziyn), €1 (Tigy5)s €1 (Tigia) - -5 €1 (i i) s €1 (Ti i)
€—-1 <$im+k+2)7 el(xim+k+3)7 hel(xim+k+4)’ -6 (xi2a+m)7 hel(xi2a+1+m)];

20. [e1(zi), (1 — h)eo(2)™, e—1(Zinsz)s he1(Tip i5)];

ondem >0, a > 1, (1 —h)eg(x)™ denota 0o mesmo que eg(x)™ no teorema 3.1.12 e
11 <2 < .. < loaqitm-

Demonstracao. Para demonstrar este resultado iremos usar a forma da base determi-
nada em 3.1.12

a) [el(xh)’ €o (I)m’ e_1<xim+2)7 €1 (xim+3)’ 6_1(Iim+4)7 -5 €1 (:L‘i2a+m—1)7 6—1(Ii2a+m)];

b) [61(1‘,-1), €o (x)m’ 6_1<Iim+2)7 €1 (xim+3)’ 6_1<xim+4)7 SRS el(l’i2a+m71)];

C) [61 (':E’il)? eﬂ(x)ma €1 (wim+2)7 el(xiers)’ SERE) el(xi2a+m71 )’ efl(xizaqum)v efl(xizcwrum)];
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d) [e—1(xi,), eo(z)™];
e) eo(ziy),

e baseado na observagao feita anterior ao enunciado deste teorema, vamos fazer as

trocas permitidas:
i) eg serd trocado por (1 — h)eg;
ii) Quando e; aparece, para a sua posigao teremos duas possibilidades: e; ou he_q;

iii) Quando e_; aparece, para a sua posi¢ao teremos duas possibilidades: e_; ou he;.

Primeiramente vamos trocar em (a) — (e) todos os eg por (1 — h)eg. Esta troca nos
fornece os produtos (1) — (5) do enunciado. Daqui em diante tomaremos estes cinco
produtos como base para as futuras trocas.

A partir de (1) — (4) nds obtemos:

e (6) — (9) trocando em (1) — (4) e por hes;
e (10) — (12) trocando em (1) — (3) e; por he_;
Com relagao aos produtos (13) — (14):

e a partir de (1) ndés podemos obter (13) trocando alguns e; por he_;, mas nao

todos;

e a partir de (2) nds podemos obter (14) trocando alguns e; por he_;, mas nao

todos;

e a partir de (3) ndés podemos obter (15) trocando alguns e; por he_;, mas nao

todos.

Nestes trés casos por argumentos analogos aos utilizados no lema 3.1.9, é possivel
ordenar todos os indices, de modo a deixar todos os e; nas primeiras entradas e os
he_1 nas entradas posteriores.

Por fim, obtemos os produtos (16) — (20) da seguinte forma:

e a partir de (1) ndés podemos obter (16) trocando alguns e_; por he;, mas nao

todos;

e a partir de (2) nés podemos obter (17) trocando alguns e_; por he;, mas nao

todos;
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e a partir de (3) nés podemos obter (18) — (20) trocando alguns e_; por hey,
mas nao todos. Note que em (3) os dois dltimos elementos do produto sao da

componente —1. Portanto, teremos trés possibilidades:

1. ou os dois tltimos elementos sdo hey, este é o caso (18);
2. ou os dois ultimos elementos sao e_j, este é o caso (19);

3. ou os dois ultimos elementos sd@o um he; e um e_q, este é o caso (20).

Novamente nestes cinco casos por argumentos analogos aos utilizados no lema
3.1.9, é possivel ordenar todos os indices, de modo a deixar todos os e_; nas primeiras
entradas e os he; nas entradas posteriores.

Note que até agora sé fizemos trocas entre elementos da mesma componente. O
Unico caso que nao consideramos até agora é a possibilidade de he; e he_; aparecerem
em um mesmo produto, ou seja, trocar um elemento da componente 1 e um elemento

da componente —1. Neste caso, teriamos em algum lugar do produto os elementos

(1)
0 =z, 0 O
h€1<l’ik) = ( 'k ) € he_l(xik) = < (—1) ) .
0 0 2700

Sendo assim, podemos trocar

(1)
0 x; 0 0
hei(z;,) = ( th > por ej(x;,) = ( ) > :
0 0 M0
(=1)
0 O 0 =z
he_1(x;,) = ( (-1) > por e_y(z;,) = ( Ik ) :
Y0 0 0

A primeira impressao é que esta troca nao é permitida, pois estamos trocando elemen-
tos de componentes diferentes, mas como fazemos isto duas vezes e podemos trocar a
ordem dos elementos, uma troca compensa a outra. Portanto, é possivel aplicar este
raciocinio por algumas vezes até estarmos em um dos casos tratados anteriormente.
Claramente o conjunto obtido por todas estas trocas é um gerador para a G-Lie
algebra relativamente livre e a sua independéncia médulo as G-identidades de sly(C)
segue da forma como foi construido. [
Como uma consequéncia direta do teorema acima temos o resultado que nos d&

uma base para as G-identidades de sly(C).

Corolario 3.2.3. Seja G = D,,, onde n > 1. Entdo todas as G-identidades de sly(C)

sao consequéncias das sequintes:
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(1 — h)eo
2

2. [(1 = h)eg(z1), (1 — h)eg(z2)] = 0;

() +ei(z) +e_1(x) =x;

3. para todo o € {—1, 1}, [ea(xl), ea($2)] =0;
4. para todo o € {—1,1}, [hea(x1), hea(x2)] = 0;
5. para todo a € {—1,1}, [eq(x1), he_o(x2)] = 0.

3.3 G = S4, A4 ou A5

Para resolver este tltimo caso, nés consideraremos sly(C) como um G-mdédulo. Segue
da demonstragao do Lema 12 pag. 211 de [3], que sl3(C) é um G-médulo irredutivel.
A demonstragao deste fato faz uso da teoria de representacao do grupo simétrico Sy e
dos grupos A4 e A5. Como referéncia para a teoria de representacao do grupo simétrico
e dos grupos alternativos nés indicamos [13] e [10].

Para o primeiro caso, onde G = Sy, considere A = (2,1,1) uma partigao de 4.
Como A é uma particao de 4 ela corresponde a um idempotente minimal e na algebra de
grupo do grupo simétrico Sy. Este idempotente minimal pode ser construido utilizando
diagramas de Young. Como e é minimal de grau 3 (o grau de e pode ser determinado
pela féormula do gancho), é suficiente provar que e(sly(C)) # 0. Através do diagrama

de Young

4]

1
2
3

é possivel determinar que e é um multiplo escalar de
(14 (14))(1 — (12) — (13) — (23) + (123) + (132)).

E sabido que Sy ¢ gerado por (1234) e (123), entdo utilizando a forma explicita do
mergulho de Sy em PGLy(C), temos

(1234)!%%(13_2. 12) o (123)H>(_1, 1)

Desta forma, é possivel determinar que

e(a b ):[2a+(2—2¢)b+(2+2z’)c—2d]< b i1>7&0,

c —a -1 —
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o que completa a demonstracao deste caso.

Para G = A4, como a particao A nao é auto-conjugada, o Sy;-mddulo irredutivel
com caracter indexado por A permanecerd irredutivel quando restrito a A4. Por fim,
como Ay C Ajs e sly(C) é irredutivel como As-médulo, ele também serd irredutivel
como As-médulo. Completando assim a demonstracao que sly(C) ¢ um G-mdédulo
irredutivel.

Agora consideramos a dlgebra dos endomorfismos de sly(C), entao Aut(sly(C)) C
End(sly(C)). Como em 2.3, segue que o espago gerado pela imagem de G no grupo
dos automorfismos de sly(C) é isomorfo a M3(C) = C @ si3(C). Portanto, ele contém
elementos ¢;;, onde 7,5 € {1,2,3}, que agem sobre sly(C) da seguinte maneira. Con-

sidere o espaco vetorial sly(C) com a base v = €17 — €99, V9 = €12 € V3 = e91. Entao

a O b 0 0
611(96) = < 0 —qa ) ) 612($) = ( 0 —b ) ) 613(95) = ( i )
0 a 0 b c
621($) = ( 0 0 ) ) 622($) = ( 0 0 > ) 623(90) = ( 0 )
00 0 0 0 0
631($):(a0>7632(90):([)0>,e€33($)=<60>-

Portanto, conhecida a acao podemos calcular algumas G-identidades de sl (C).

€ijVa = 0;a0;, onde 0;, = 1 quando j = a e d;, = 0se j # .

a b
Entao, para qualquer x = ( € sly(C) temos que
c —a

SO

o O

Proposicao 3.3.1. Para quaisquer x,x1,x9 € slo(C), as sequintes igualdades sao

validas:
1. en(x) + en(x) + e53(x) = w;
2. para todo o, f € {1,2,3}, [e1a(21), €15(x2)] = 0;
3. para todo o, f € {1,2,3}, [€2a(21), €28(x2)] = 0;
4. para todo o, B € {1,2,3}, [e3a(x1), €35(x2)] = 0.

~ . a b ar b as by
Demonstracdo. Sejam r = , T = , Ty = S
c —a cT —aq Co —as2

sly(C) arbitrarios.
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1. Entao,

€11(x) + €aa(x) + €33(x)

:611<Z _ba>+622(x)<z _ba>+633(x)<z _ba>
(a o) (0 0) <o b)

= + +
0 —a c 0 0 0

:(a b)zx

2. Observe que para todo a, f € {1,2,3}, €14(21) € €15(x2) sdo matrizes diagonais

e, portanto, comutam. Logo, para todo «a, 5 € {1,2, 3}
[e1a(21), €15(22)] = 0.

3. Note que para a,3 = 2 a justificativa é a mesma de 3.3 e para o, = 3 a

justificativa é a mesma de 3.37. As demais contas sao todas andlogas a estas.

4. Para o, = 2 a justificativa é a mesma de 3.38 e para a, f = 3 a justificativa é

a mesma de 3.2. As demais contas sao todas andlogas a estas.

[ |
Denote por I o T-ideal gerado pelos elementos citados na proposi¢ao acima. Segue

diretamente desta proposi¢ao que
1 Q TG'(SZQ(C))

Portanto, teremos uma base muito similar aos casos do Z,,, paran > 3, e D,,. Observe

que agora temos trés elementos em cada componente.

e Componente 0:

e Componente 1:

0 0 0 0 0 0
631(x):<a 0),632(x):<b 0) :he_l(x)eegg(x):<c 0>:el(m).



e Componente -1:

0 a 0 b 0 c
(—:21(x):(0 0),622(x):<0 O> :e_l(x)eegg(x):<0 0>:h€1(x).

Desta forma, para obter um conjunto gerador médulo T (slo(C)) para a G-Lie algebra
relativamente livre a partir da base do caso do Z,, para n > 3, teremos que fazer as

seguintes alteragoes:

1. Quando ey aparece, para a sua posicao nos teremos trés possibilidades: eqg = €71,

€12, OU €13;

2. Quando e; aparece, para a sua posi¢ao nos teremos trés possibilidades: €31,

h€_1 = €32, OU €1 = €33.

3. Quando e_; aparece, para a sua posi¢ao nds teremos trés possibilidades: ey,

€_1 = €929, OU h€1 = €93.

Tome o conjunto constituido dos elementos da base do caso do Z,, paran > 3. A
partir dele vamos fazer todas as alteragoes mencionadas acima, de modo que obteremos

um outro conjunto que denotaremos por B.

Lema 3.3.2. O conjunto B mddulo T;(slo(C)) é um conjunto gerador para a G-Lie
LC(X;G)

To(sl(C))

Demonstracao. Segue diretamente da forma como ele foi construido. [

algebra relativamente livre

Como este conjunto gerador possui muitos elementos, mais de cem, a construcao
de um conjunto linearmente independente a partir dele na G-Lie algebra relativamente
livre é bem mais complexa que nos casos anteriores. Mas para o que queremos nao €
necessario ter uma base para a G-Lie algebra relativamente livre, um conjunto gerador

¢ suficiente. Para concluir o nosso resultado, resta-nos mostrar que B ¢ independente

médulo T (sla(C)).

Teorema 3.3.3. O conjunto B € independente modulo Te(sl2(C)), ou seja, nenhuma

combinagdo linear nio nula destes elementos é uma G-identidade de sly(C).

Demonstrag¢ao. Aqui faremos uso de uma ideia empregada por Azevedo em [1]. Tome

uma combinacao linear de elementos de B de modo que
> Aibi # 0 médulo I,
i=1
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mas .
> " Aibi = 0 médulo T (sl (C)),
i=1

onde para todoi € {1,...,n}, ; € C, \; #0 e b; € B.

Vamos mostrar que a situagao acima nao ocorre, o que implicard que nenhuma
combinagao linear nao nula destes elementos ¢ uma G-identidade de sl (C).

Em virtude da proposigao 1.4.7, sabemos que todas as G-identidades de sly(C)
sao consequéncia das G-identidades multilineares. Logo, sem perda de generalidade,
podemos tomar todos os b; pertencendo a uma mesma componente multilinear. Note
que cada b; é um tnico comutador.

Agora tome o menor n € N* que satisfaca a propriedade de

> " Aibi # 0 médulo I,

=1

Y " \ibi =0 médulo T (sly(C)).

=1

Note que n > 1, pois cada b; # 0 mddulo T (slo(C)). Logo, médulo T (sle(C))

temos .
> Aibi =0,
i=1
donde segue que
)\1[)1 = — Z )\zbz
i=2

e, portanto,

1 n

1
Além disso, como by # 0 médulo T (sla(C)), segue que W oo Aibi # 0 médulo
1
Tg(8l2<C))

Como estamos considerando b; todos elementos da mesma componente multiho-
mogénea, sem perda de generalidade, podemos considerar todos eles pertencendo a
componente —1. Desta forma, quando identificarmos cada um destes elementos com

um elemento do modelo concreto da G-Lie algebra relativamente livre teremos que
0 =*
by =
00
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1 — 0
—— ) b= ,
)\1.2 (0 O)

onde x é um monomio nas variaveis em X. Da mesma forma, teremos que para todo

i€{2,...,n},
bi: 0 " )
0 0

onde *; também é um monomio nas variaveis em X . Portanto, temos

1 n

ou seja, um monomio igual a uma combinacgao linear de monémios. Logo, nesta soma
alguns elementos devem se cancelar e outros devem ser iguais a menos de um escalar,
0 que contraria a minimalidade de n.

O resultado segue, pois a partir de um destes monoémios podemos recuperar o
elemento de B cuja identificacao no modelo concreto da G-Lie algebra relativamente
livre resultou nele. [ |

Como uma consequéncia direta do teorema acima temos o resultado que nos d&

uma base para as G-identidades de sl3(C).

Coroléario 3.3.4. Sejam G € {Ay, A5, S4} e x, 21,29 € slo(C) quaisquer. Entdo todas

as G-identidades de sly(C) sao consequéncias das sequintes:
1. e1(x) + €92(x) + €33(x) = x;
2. para todo o, f € {1,2,3}, [e1a(21), €15(x2)] = 0;
3. para todo o, f € {1,2,3}, [e2a(71), €28(x2)] = 0;

4. para todo o, B € {1,2,3}, [€3a(x1), €35(x2)] = 0.
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