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Resumo

Os métodos de pontos interiores tém sido amplamente utilizados para determinar a solugao
de problemas de programagao lincar de grande porte. O método preditor corretor, dentre
todas as variagoes de métodos de pontos interiores, é um dos que mais se destaca, devido
a sua eficiéncia e convergéncia rapida. Este método, em cada iteragdo, necessita resolver
dois sistemas lineares para determinar a direcao preditora corretora. Resolver estes sistemas
lineares corresponde ao passo que requer mais tempo de processamento, devendo assim ser
realizada de forma eficiente. Para resolver estes sistemas lineares a abordagem mais utilizada
é a fatoracao de Cholesky. No entanto, realizar a fatoragao de Cholesky em cada iteracao tem
um alto custo computacional. Dessa forma, na busca de redugao de esforgos, precisamente,
na reducao do namero de iteracoes foi desenvolvida a iteracdo continuada. Iteracao conti-
nuada é uma iteracao subsequente, realizada apés o cédlculo da direcao preditora corretora,
onde ¢ determinada uma nova diregdo sem que secja necessario realizar uma nova fatoragao
de Cholesky. Os resultados computacionais dos testes realizados, principalmente em proble-
mas de médio e grande porte mostraram que esta abordagem obtém bom desempenho em
comparagao com o método preditor corretor.

Palavras Chaves: métodos de pontos interiores, programagao linear, iteracao continuada.



Abstract

Interior point methods have been widely used in the solution of large linear programming
problems. The predictor corrector method, among all interior point variants, is one of mostly
used due to its efficiency and convergence properties. This method needs the solution of two
linear systems to determine the predictor corrector direction, in each iteration. Solving such
systems corresponds to the step which requires more processing time. Therefore, it should
be done efficiently. The most common approach to solve the linecar systems is the Cholesky
factorization, demanding in each iteration a high computacional effort. Thus, in search
of effort reduction, in particular, to reduce the iterations number continued iteration was
developed. The continued iteration is a subsequent iteration performed after the predictor
corrector direction is computed, where a new direction is calculated without need to of
Cholesky refactorization. The numerical tests show that the continued iteration performs
better in comparison with the preditor corretor method.

Keywords: interior point methods, linear programming, continued iteration.
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Introducao

A programagao linear é uma técnica de otimizagao muito utilizada devido a sua robustez,
a eficiéncia de seus algoritmos e ao grande ntiimero de problemas que pode ser modelado
desta forma. Essa técnica tem sido aplicada em diversas areas para determinar caminho
minimo, custo minimo, fluxo méximo, planejamento de operagao de sistema, alocacao de
recursos entre outros [7]. Uma caracteristica positiva da programagao linear ¢ a facilidade
de se exercer uma anélise de sensibilidade na solugao encontrada, mostrando a variacao no
comportamento da solugao em funcao de alteragbes em qualquer parametro do problema.

George Dantzig, em 1947, foi quem modelou a forma primal padrao dos problemas de pro-
gramacao linear, e logo apds desenvolveu o algoritmo simplex para resolugao deste problema
[30]. A chave deste algoritmo esta no formato da regiao limitada pelas restri¢oes lineares que
é denominada politopo. Como as restrigoes lineares formam uma regidao convexa, a busca
pela solucao 6tima de um problema de programacao linear passou a ser limitada a pontos
extremos da regiao do politopo. Assim, no pior caso, todos os pontos extremos sao pesquisa-
dos para determinar a solugao. Permitindo, desta forma, o desenvolvimento por Dantzig de
um algoritmo de baixa complexidade computacional por iteracao, sendo esta complexidade
exponencial na teoria, porém na pratica quase linear.

O primeiro algoritmo polinomial para programagao linear foi desenvolvido por Khachiyan
[21], utilizando elipsdides. O método das elipsoides teve um alto impacto sobre a teoria de
programacao linear, porém nao foi uma alternativa competitiva com o método simplex,
devido ao alto custo de operacoes.

Em 1984, Karmarkar [20] divulga resultados formais sobre um novo método com uma
complexidade menor do que o método das elipsdides. Além disso, o0 método utiliza a nogao
de funcao potencial para garantir uma reducao da distancia para a otimalidade em cada
iteracao. Embora uma iteragdo do método de Karmarkar seja cara em comparagdao com o
método simplex, a otimalidade é alcancada em um namero relativamente pequeno de itera-
¢oes em problemas de grande porte. Isso torna o algoritmo computacionalmente atrativo. A

prova dos resultados de complexidade no pior caso foi realizada por afirmacoes de eficiéncia
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sem precedentes para o novo método por Karmarkar. Assim, este método atraiu um alto
interesse dos pesquisadores em otimizagao, que em um tempo depois divulgaram melhorias e
esclarecimentos dessa teoria. Gill et al. [14] estabeleceram uma equivaléncia entre o método
de Karmarkar e o método de barreira de Newton projetado. Megiddo [26], divulgou um
trabalho em que o método de barreira logaritmica é aplicado nos problemas primal e dual
simultaneamente. Kojima, Mizuno e Yoshise 23|, apresentam a fundamentagao teoérica do
método de Megiddo e fornecem os primeiros resultados tedricos de complexidade.

Kojima, Megiddo e Mizuno |22] fornecem bons resultados teoricos sobre o algoritmo
primal dual, a interpretacao de métodos de pontos interiores como algoritmo que segue uma
trajetoria central para uma solugao 6tima [19]. Marsten, Subramanian, Saltzman, Lustig
e Shanno [25] fazem um progresso expressivo na implementa¢ao dos métodos de pontos
interiores e fornecem um melhor entendimento da utilizacao das fungoes barreiras logaritmas.

Em 1990, Monteiro, Adler e Resende [28] apresentam a estrutura de algoritmo primal
dual afim escala, que levou a novos algoritmos com interessantes propostas teoricas. Em
seguida, Mehrotra |27| descreve um método préatico para programagcao linear que se tornou
base para a maioria das implementagoes existentes, o método preditor corretor.

O estudo dos métodos de pontos interiores tem sido uma das areas mais ativas de pes-
quisa em otimizagao nas ultimas décadas, devido aos grandes avangos ocorridos [18|. Entre
as variacoes do método de pontos interiores para a solugao de problemas de programacao
linear, o método preditor corretor destaca-se entre todos, devido a sua eficiéncia e rapida
convergéncia. O método preditor corretor ¢ um método do tipo primal dual e necessita
resolver dois sistemas lineares com uma mesma matriz simétrica definida positiva em cada
iteragao. Para resolver estes sistemas a abordagem mais utilizada é a fatoragao de Cholesky
aplicada ao sistema de equagbes normais [15]. Dessa forma, o método preditor corretor
apresenta uma etapa critica em seu desempenho computacional: o célculo da fatoragao de
Cholesky em cada iteragao.

Isto motivou, inspirado no método do gradiente projetado [24], o desenvolvimento de um
novo método, o método de pontos interiores preditor corretor com iteracao continuada. Este
novo método, tem como o objetivo reduzir o nimero de fatoragdes de Cholesky calculadas
durante a aplicagdo do método preditor corretor.

A iteracdo continuada consiste em determinar uma nova diregdo utilizando a fatoracao
de Cholesky ja existente no método preditor corretor. A proposta da utilizagao da iteragao

continuada é apresentada por [29], para o método dual afim escala. Na itera¢ao continuada
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desenvolvida neste trabalho a direcao é calculada fixando em zero algumas de suas compo-
nentes e de forma que a alteragdo em relacao a direcao preditora corretora original calculada
seja minima. Esta estratégia permite que a fatoracao de Cholesky calculada na iteragao do
método preditor corretor seja utilizada novamente para resolver os sistemas lineares envol-
vidos. A abordagem apresentada é incorporada ao método preditor corretor, dando assim
origem ao método de pontos interiores preditor corretor com iteragao continuada.

No Capitulo 1, apresentamos os métodos de pontos interiores primal dual e preditor
corretor para variaveis com e sem canalizagao. No Capitulo 2, a iteragao continuada é de-
senvolvida para a incorporacao no método preditor corretor. No Capitulo 3, os resultados
dos experimentos computacionais realizados com diversos problemas selecionados de dife-
rentes colegoes sao apresentados. No Capitulo 4, apresentamos a conclusao e os trabalhos

futuros.



CariTUuLO 1

METODOS DE PONTOS INTERIORES
]

Neste capitulo, inicialmente, definimos o problema de programacao linear com e sem varia-
riaveis canalizadas, em seguida apresentamos os métodos de pontos interiores primal dual

afim escala e preditor corretor.

1.1 Programacgao linear

Problemas de programacao linear (PPL) tém como objetivo determinar uma solu¢do que
minimiza ou maximiza uma fung¢ao sujeita a um conjunto de equagdes e/ou inequagoes
lineares [5]. Os problemas de programagao linear podem apresentar variaveis com canalizac¢ao

ou sem canalizacao.

1.1.1 Problema de programacao linear

O problema de programagao linear na forma padrao ¢ dado por:

min  cz
sa Ar=5> (1.1)
x>0

em que A € R"™*" posto(A) =m, t € R", ce R" e b e R™.

O problema (1.1) é denominado problema primal, associado a ele tem-se o problema dual,
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cuja forma padrao é dada por:

max bly
sa Aly+z=c (1.2)
z>0

em que y € R™ representa o vetor de varidveis duais livres e z € R" representa as varidveis
de folga duais.

Quando xz > 0, z > 0 temos que x é um ponto interior no problema primal e z é um
ponto interior no problema dual. Além disso, se = satisfaz Az = b, x é um ponto interior
factivel e se z satisfaz A'y + 2z = ¢, z ¢ um ponto interior factivel.

Denominamos gap, representado por 7, a diferencga entre os valores da fungao objetivo

primal e dual do problema, ou seja:
v=cx—Vy. (1.3)

Observagao: Quando um ponto é primal e dual factivel, o gap ¢ dado por v = 2'z.
Teorema 1: Um ponto (z,y, z) ¢ um ponto 6timo para o problema primal ¢ dual se, ¢
somente se, satisfaz as condi¢oes de otimalidade de primeira ordem (Karush-Kuhn-Tucker)

do problema (1.1) e (1.2) que sao dadas por [32]:

(i) Primal factivel

Az —-b=0 x>0

ii) Dual factivel

(i) Dual factive (1.4)
Aly+2z—c=0 >0

(iii) Complementariedade
XZe=0

sendo X = diag(x), Z = diag(z) e e € R", tal que e = (1,1,...,1)".

1.1.2 Problema de programacao linear com variaveis canalizadas

O problema de programacao linear com variaveis canalizadas na forma padrao primal é dado
por [32]:

min ctr
s.a Ar =1b
(1.5)
r+s=u

x>0 5>0
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em que s € R™ representa as variaveis de folga da canalizacao e u € R™ representa o limitante
superior de x.

Caso o limite inferior da varidvel x seja diferente de zero, fazendo transformacgoes de
variaveis obtém-se um problema de programagao linear equivalente a (1.5).

O problema dual associado na forma padrao é dado por:

max by — utw
sa Ay+z—w=c (1.6)
220, w>0

em que w € R™ representa as variaveis duais associadas as variaveis de folga s.

Quando z, s, z,w > 0 temos que (x, s) é um ponto interior no problema primal e (z,w) é
um ponto interior no problema dual. Além disso, se (z, s) satifaz as restrigdes do problema
primal entao ele é um ponto interior factivel e se (z,w) satisfaz as restrigdes do problema
dual entao ele é um ponto interior factivel.

Neste caso, o gap é dado por:
1t 3 t
y=cz—by+uw. (1.7)

Observacao: Quando um ponto é primal e dual factivel sendo o PPL com variaveis
canalizadas, o gap é dado por v = 2’z + stw.

Teorema 2: Um ponto (z, s,y, z, w) é um ponto 6timo para o problema primal e dual se,
e somente se, satisfaz as condi¢oes de otimalidade de primeira ordem (Karush-Kuhn-Tucker)

do problema (1.5) e (1.6) que sao dadas por [32]:

(i) Primal factivel
Az —b=0 (x,s) >0
r+s—u=0
(ii) Dual factivel
Aly+z—w—c=0 (z,w)>0
(iii) Complementariedade
XZe=0
SWe =0

sendo S = diag(s) e W = diag(w).
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1.2 Meétodos de pontos interiores do tipo primal dual

O método de pontos interiores do tipo primal dual é base para implementagoes de outros mé-
todos de pontos interiores atuais, sendo o método preditor corretor um deles. Assim, a partir
do método primal dual afim escala desenvolveremos o método preditor corretor, o qual é o
foco principal neste trabalho. Os métodos de pontos interiores do tipo primal dual sao desen-

volvidos utilizando o Método de Newton. Uma breve descrigao deste método é dada a seguir.

1.2.1 Método de Newton

Seja F': R" — R", sendo

Fi(x) T

F2 T i)

O s P
I F,(x) | K

O método de Newton é um método iterativo para encontrar uma solugao aproximada
z* e R" de F(z*) =0 [8].
Expandindo a fungdo F' em série de Taylor na vizinhanca de um ponto z, pelos dois
primeiros termos, temos:
Fx+d)~ F(x)+ J(x)d,

em que J(x) é a matriz Jacobiana no ponto z :

[V (2)

VFQ X
gy = | VT

VA

Impondo a condi¢ao F(z) + J(z)d = 0, temos:

Dessa maneira, o método iterativo é dado por:

" = ab 4 "
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O processo iterativo é aplicado até que ocorra a convergéncia.

Observacgao: A direcao d, descrita acima, é conhecida como a dire¢ao de Newton.

O método de Newton sob condi¢oes adequadas envolvendo g, F(x) e J(z) produz uma
sequéncia {z*} que converge a z* com taxa quadratica. Vale ressaltar que os resultados de
convergéncia obtidos sao locais de forma que ¢ deve estar suficientemente proximo de x*.

Para mais detalhes sobre a convergéncia deste método veja [8].

1.2.2 Meétodo primal dual afim escala

Os métodos de pontos interiores do tipo primal dual consistem em aplicar o método de
Newton a F(x,y,z) = 0, sendo esta formada pelas condi¢oes de otimalidade do PPL (1.4),
desconsiderando (z,z) > 0. Dessa maneira, os problemas primal e dual sdo resolvidos

simultaneamente. Temos que:

Axr —b
F(x,y,z)=| Ay +2z—c (1.9)
XZe
Neste trabalho usamos a notacao:
Ty = b— Az,
re = e Aty (1.10)
T, = —XZe.

Entao, determinamos a direcdo afim escala, utilizando o método de Newton. Assim,

temos um método iterativo dado por:

(xk+17yk+1’zk+1)t — (:L'k,yk,zk)t + (Zk

em que
A 0 0
d¥ = —[J(ah k) (R R ) e Tt gk ) = |0 At
zZk 0 X*k
Ignorando o indice k por simplicidade de notagao, obtemos o seguinte sistema de equagoes
lineares: .
0 0 dx Tp
0 AT T dy | =1 r4 (1.11)

0 X dz Ty
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ou seja,
Adz =, (1.12)
Aldy +dz =ry (1.13)
Zdr + Xdz =r,. (1.14)

A solugao ((ix,dy,dz) deste sistema pode ser obtida por eliminagao de variaveis. Pela

equacdo (1.14) e observando que X e Z sdo inversiveis, temos:
dz = X Yr, — Zdx). (1.15)
Substituindo (1.15) na equagao (1.13), obtemos:

Aldy + X Yro, — Zdx) = ry
Atci'y — X' Zde =rqg— X 'r,.

Definindo, D = Z7' X, e reescrevendo a tltima igualdade, temos:
Ata?y — DYz =ry— X "'r,.

Assim,
dr = D(Aldy —rq + X7 'r,). (1.16)

Substituindo (1.16) na equagao (1.12), obtemos:

AD(Aldy — g+ X 'ry) =1,
ADA'dy = r, + ADry — ADX " 'r,.

A matriz ADA" é simétrica e definida positiva [15], pois A tem posto completo e D é
uma matriz diagonal definida positiva.
Logo,
dy = (ADAY"\(r, + ADr, — ADX'7,).
Desse modo, para determinar cZy basta resolver um sistema de equacoes lineares cuja
matriz dos coeficientes ¢ AD A", Para isto, utiliza-se a fatoragdo Cholesky [11].
Com a diregao ja calculada, necessitamos determinar o tamanho do passo primal e dual,

de forma que:
x =+ dpdr >0

z=z—|—07dczz>0
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em que &, € (0,1] e a; € (0, 1].
Caso existam Ja:i < 0, em que 1 < ¢ < n devemos tomar cuidado para nao obter um
novo ponto negativo. Desse modo, calculamos p, por:

Pr = mjn{—;—i|czgvi < 0}.

1

Analogamente, quando dz <0, em que 1 <i<n, p. € dado por:
. i3
p. = min{——=|dz; < 0}.
v dZZ

Caso nao existam dz; < 0, entao nao existe nenhuma variavel de bloqueio, assim podemos
tomar o passo de Newton completo, ou seja, aj, = 1.
Da mesma forma, caso nao existam dz; < 0, entao ay = 1. Assim, o tamanho do passo
primal e dual sao dados, respectivamente, por:
&, = min{l, 7p,}
A (1.17)
&g = min{1,7p,}
em que 7 € (0,1).
Observagao: Na prética, o tamanho do passo tanto primal quanto dual é no maximo
1, sendo estes de tamanhos diferentes entre si. Dessa forma, o nimero de iteragdes para o

método convergir reduz em duas ou trés iteragoes tipicamente [12].

O método primal dual afim escala é resumido a seguir:
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Algoritmo 1 Método Primal Dual Afim Escala

Dados (2°,9°,2%) com 2°,2° > 0e 7€ (0,1)
1. Repita
2. Calcule os residuos por (1.10)
3. Calcule D = Z71X
4. Calcule a direcao afim escala d
dy = (ADAY"Y(r, + ADry — ADX"'r,)
dr = D(Aldy —rq+ X 'r,)
dz = X Y(r, — Zdz)

5. Calcule o tamanho dos passos primal @, ¢ dual @, por (1.17)

6. Atualize o ponto
v =+ dyde
y =y + dady
z =24 dgdz

7. até convergir

1.2.3 Meétodo primal dual afim escala com varidveis canalizadas

Nesta secao, descrevemos o método de pontos interiores primal dual afim escala com variaveis

canalizadas. Neste caso, F(z,s,y,z,w) = 0 sendo definida pelas condigoes de otimalidade

(1.8). Temos que:

Ar —b
r+s—u
F(z,s,y,z,w)=| Aly+z2—w—c
XZe
SWe
Neste caso, usamos a notagao:
ry = b— Ax,
Ty = u—2x—Ss,

rg = c—Aly—z+w,
re = —XZe,
r, = —SWe.

(1.18)

(1.19)
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Para determinar a direcdo afim escala, utilizamos o método de Newton, cujo processo

iterativo é dado por:

(:L,lc+1 k+1 | k+1 k+17wk+1)t — ( k k7yk7zk7wk)t + gk

78 7y 7z :'C ’78 )
em que
Jk = _[‘]( k? skvykvzkvwk)]_lF(xkvskvykv Zkvwk)
e
A 0 0 0 0
1 1 0O O 0
J(ak, sk gk 2k wk) = 0o 0 A I I

Z8 0 0 X* o0
o wk o o0 S*

Ignorando o indice k por simplicidade de notacao, temos o seguinte sistema de equagoes

lineares: R
A 0 0 0 O dx Tp
I I 0 0 0 ds T
0 0 A I —I dy =1 ra |, (1.20)
Z 0 0 dz Ty
O wW 0 0 S dw -
ou seja,
(Adz =, 1.21
ci:(:-l—dNS =Ty

Aldy + dz — dw =1y
Xdz + Zdx = Ty
[ Sdw + Wds = 7. (1.25)

Resolvendo o sistema pela eliminagao de variaveis encontramos a solu¢ao (dzx, ds, dy, dz, dw).

Pelas equagoes (1.24) e (1.25), temos:

dz = X Y(ry — Zdx), (1.26)
dw = S7Y(r, — Wds). (1.27)
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Pela equagao (1.22), obtemos:
ds = r, — dz. (1.28)

Substituindo os valores ds, dz ¢ dw em (1.23), temos :
Atdy + XN (ro — Zdz) — S (ry — W(re — dr)) = rq
AtdA’y - X_Iij - S_lwrdpvx =Tq— X_lra + S—lrb . S_1Wru
Aldy — (X 'Z+ S " Wde =rq— X 're+ S 1r, — S 'Wr,.

Definindo D = Z7'X 4+ W~1S e reescrevendo a tltima igualdade obtemos:
Aldy — D Yoz =rqg— X 'ry + S 'y — ST W,

Logo,
dr = D(Atc;ly —rg+ Xy — STy + ST,

Da equagao (1.21), determinamos cZy da seguinte forma:

AD(At(jy —rg+ X e — STy + S_1WT“) =Tp
ADA'dy = ry 4+ AD(rg— X 'rg + 8 'y — ST'Wr).
Logo,
dy = (ADAt)_l(rP + AD(rd - X_l’r‘a + S_lrb - S_IVVTU))'

Como visto anteriormente, a matriz ADA" é simétrica definida positiva e, portanto,
admite a fatoragao de Cholesky.
Com o acréscimo de s e w devido & canalizacao das varidveis é necessario além de p, e

p. os calculos de ps e p,, para determinamos o tamanho dos passos primal e dual, sendo:

pr = min{— i |dz; <0}, ps = mjn{—g—i|dsi <0}
K / 3 K 82" ~

p. = min{—i]dzi <0} e p, =min{— il |dw; < 0}.
g dZZ 4 dwl

Logo, o tamanho dos passos primal e dual sao dados respectivamente por:

a, = min{1, 7p,, Tps}

(1.29)
dd = min{lv TPz, pr}

em que 7 € (0,1).

O método primal dual afim escala com variaveis canalizadas é resumido a seguir:
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Algoritmo 2 Método Primal Dual Afim Escala Com Varidveis Canalizadas

Dados (2°, 5% 9%, 2%, w®) com 2°,s° 2%, w® > 0e 7 € (0,1)
1. Repita
2. Calcule os residuos por (1.19)
3. Calcule D = Z7'X + W~1S
4. Calcule a direcao afim escala d
dy = (ADAY) Y(r, + AD(rg — X 'ro + S~ 'ry — S7'Wr,)
dr = D(Aldy —rg+ X rg — S~y + ST W)
ds =1, — dx
dw = S~ (ry — Wds)
dz = X V(r, — Zdx)
5. Calcule o tamanho dos passos primal @, e dual @, por (1.29)
6. Atualize o ponto
v =+ dyde
§=5-+ dchs
y =y + dady
z =z + dgdz
w=w+ dd(iw

7. até convergir
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Observagao: Nos métodos descritos anteriormente, os produtos x;z; de r, e s;w; de
podem convergir para zero com velocidades diferentes e, assim, os métodos podem falhar ou
progredir lentamente. Para evitar isto, cria-se um parametro (p) nas condigdes de otimali-
dade de forma que z;2; = p e s;w; = p, sendo este parametro atualizado a cada iteragao e
tendendo a zero & medida que o método se aproxima da solucao. Com esta alteragao temos

o método seguidor de caminho [32].

1.2.4 Meétodo preditor corretor

O método preditor corretor desenvolvido por Mehrotra [27] consiste em utilizar uma dire¢ao
que contém trés componentes: diregao afim escala (dire¢ao de Newton), diregao de centra-
gem e diregao de corre¢ao nao linear. A direcao afim escala é determinada conforme descrito
anteriormente no método de pontos interiores primal dual afim escala. A direcao de centra-
gem é calculada como descrito na observacao anterior para evitar que os produtos z;z; de
r, convirjam para zero com velocidades diferentes. Neste caso, determinamos o valor u de
acordo com o progresso da direcao afim escala, de modo que se ocorrer melhora suficiente,
ou seja, reducao do gap, entao p é pequeno, caso contrario, p é uma perturbagao maior.
Sejam:
_ ot

TEEA . (1.30)

3 = (x4 apdr)'(z + aqdz).

A proposta de Mehrotra para o calculo de p é [27]:

_ { (%) (1), sey <1; (1.31)

Observacao: Geralmente, o valor de p ¢ 2 ou 3 [27].
Resta somente o calculo da diregao corretora, a qual é obtida fazendo uma corregao nao
linear. Observe que quando tomamos o tamanho do passo igual a 1, ou seja, dpk =a," =1,

obtemos um ponto que satifaz as restri¢oes de igualdade da factibilidade primal e dual, pois:

Pt = b — A"t = b — A(2F + da*) = b — AaF — AdaF =1} —ry =0,
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PRl = ¢ — AtyFtl — 2 = o — AY(yF 4 dy*) — (25 + d2F) =

—c— AlyF — 2F — Aldy* — d2F =1k — k=0,

Na restricao de complementariedade, temos

ritl = Xk gzt — _(XE 4 DaP)(ZF + D2b)e =
— —X*Zke — X*Dzke — ZF¥Dabe — DaFDzFe =
=k — ok — DabD2F = —Dab Db
sendo Dz* = diag(dz*) e Dz = diag(dz").
Fazendo esta correcao nao linear ¢ introduzindo a perturbagdo para centragem, temos o
sistema, linear: B
Adr =0
Atdy + dz =0
Zdr + Xdz = pe — DzDze.
Desse modo, a dire¢ao preditora corretora (d) ¢ dada pela soma das duas dire¢oes encon-

tradas, ou seja, d = d + d. Portanto, d é determinada pelo sistema:

Adx =,
Aldy 4+ dz =1y (1.32)
Zdr 4+ Xdz =rg
em que
1y =14 + pie — DzDze. (1.33)

Resolvendo o sistema (1.32) de forma similar a (1.12)-(1.14), obtemos a diregao preditora
corretora dada por:
dy = (ADA") r, + AD(rq — X 'ry)]
dv = D(Aldy —rq + X 'r,) (1.34)
dz = X Yry — Zdx).
Observe que, assim como para determinar a diregao afim escala, o passo mais caro consiste
em resolver um sistema linear com a mesma matriz ADA".
O tamanho do passo primal e dual sao dados, respectivamente, por:
a, = min{l, 7p, },

(1.35)
ag = min{l,7p,}
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em que 7 € (0,1),

r = in{—— dll <0 R
P Hliln{ le ‘ }

y = i - d i < 0}.
P Hllln{ dz,— ‘ Z }

O método preditor corretor é resumido a seguir:

Algoritmo 3 Método Preditor Corretor

Dados (2", 4°,2%) com 2°,2° >0 e 7€ (0,1)
1. Repita
2. Calcule os residuos por (1.10)
3. Calcule D = Z7'X
4. Calcule a diregao afim escala d
dy = (ADAY) " Y(r, + ADry — ADX 'r,)
dz = D(A'dy — g+ X 'r,)
dz = X Y(ry — Zdx)

Calcule 4 por (1.30)

Calcule p por (1.31)

Calcule 74 por (1.33)

Calcule a diregao preditora corretora d
dy = (ADA") [r, + AD(rqy — X 'ry)]
dx = D(Aldy —rq + X 1r,)

dz = X Yry — Zdx)

© 0 N> o

10. Calcule o tamanho dos passos primal «, ¢ dual ay por (1.35)

11.Atualize o ponto
T =1+ apdr
Y =y + aqdy
z =z + agdz

12. até convergir

Calcule o tamanho dos passos passos primal a;,, e dual ay por (1.17)
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1.2.5 Meétodo preditor corretor com variaveis canalizadas

O método de pontos interiores preditor corretor com variaveis canalizadas é desenvolvido de

maneira similar ao método sem canalizagao.

Sejam:
it t
Y=wEt s, ) : : (1.36)
¥ = (x + apdae)'(z + aqdz) + (s + apds) (w + agdw).
Neste caso:
_ (&G sev < L
l’l’ ;(/ P ~ L. ( ° )
(;{) (%), caso contrario.

Ao realizar a corre¢ao nao linear quando as varidveis sao canalizadas, obtemos um ponto

que satifaz as restricoes de igualdade da factibilidade primal e dual, devido que:
k+1 _ k1 _ ko Jky k Gk _ ok _ ok _
it =b— AgMtt = b — A(a® 4 da*) = b — Ax® — Ada* =1} — 18 =0,

PRl = g — g g — gy — (2F 4 dab) — (sF 4 dsb) =
=u—aF — b —dak —dsh =k — 1k =0,

R L A S TILAR IRy L (T dy*) — (28 + d2F) + (w* + dw*) =
= ¢ — Alyk — 28 fwk — AtdyF — dzF + Atdw® =1k —rk = 0.

Nas restrigoes de complementariedade, temos:

phtl = _XFHl gz e — (X* 4 Da¥)(Z5 + DzF)e =
= —X*Zke — XkDzke — ZFDake — DakDzke =

=1k —yk — DakD2F = —DakD2*,

o~

ritl = Skl = —(SF 4 Ds®)(WF 4 Duw*)e =
= —SFWke — S*Dwke — W*Dske — Dsk Dwe =

=71} —rk — Ds*Dwk = —Ds* Duw*.
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Fazendo a corregao nao linear e introduzindo a perturbag¢ao, obtemos o sistema:

(

Adz =0

dr+ds=0

Aldy 4+ dz —dw =0

Zdx + Xdz = pe — DxDze
Wds + Sdw = pe — DsDuwe.

\

Como visto no caso anterior, a dire¢ao preditora corretora (d) é dada pela soma das duas
dire¢bes encontradas. Assim, d ¢ determinada pelo sistema:

;

Adx =1,

dr+ds=r,

Aldy + dz — dw =1y (1.38)
Zdx + Xdz =1y

Wds + Sdw = ry

em que

rg = Tq + e — DzDze
pe— o (1.39)
ry = 1 + pe — DsDwe.

Podemos resolver o sistema (1.38) de forma similar a (1.20), obtendo a seguinte solugao:

dy = (ADAY) r, + AD(rq — X 'ry)]
dr = D(Aldy —rg+ X 'ry)

ds=r1, —dzr

dz = X"Yry — Zdx)

dw = S~ (ry — Wds).

Neste caso, o tamanho dos passos primal e dual sdo dados respectivamente por:

ap = min{1, 7p,. 7p, },

_ (1.40)
g = min{1,7p,, 7py,}

em que 7 € (0,1),

Z; S;
, = min{ — ! di<0, s = mi ——zdi<0,
pr = min{ L xil 7 <0}, ps=min{ dﬁﬂl si < 0}
z — in{—— di<0 w = in{—— d i<0-
p- = min{ Zi! z <0} ¢ py=min{ dwil w; < 0}

O método preditor corretor com variaveis canalizadas é resumido a seguir:
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Algoritmo 4 Método Preditor Corretor Com Variaveis Canalizadas

Dados (2°, 5% °, 2% w®) com 2°,s° 2%, w® > 0e 7 € (0,1)

1. Repita

2.
3.
4.

© 0 N o

Calcule os residuos por (1.19)

Calcule D = Z7'X + W~LS

Calcule a direcio afim escala d

dy = (ADAY Y (r, + AD(rq — X 'ry + S~y — S™1Wr,)
de = D(Aldy —rg+ X 'rg — S~y 4+ S7Wry,)

ds =1, — dz

dw = S~ (r, — Wds)

dz = X Nr, — Zdz)

Calcule o tamanho dos passos primal «, e dual @, por (1.29)
Calcule 4 por (1.36)

Calcule p por (1.37)

Calcule 4 e 74 por (1.39)

Calcule a diregao preditora corretora d

dy = (ADAY) [r, + AD(rq — X 'ry)]

de = D(Aldy —rq+ X 'ry)

ds =1, —dx

dz = X"Yry — Zdx)

dw = S~Y(r, — Wds)

10. Calcule o tamanho dos passos primal «, e dual a4 por (1.40)

11.Atualize o ponto

T =1+ qpdr
5 =5+ apds
y =y + aady
z =2+ audz

w=w + agdy

12. até convergir
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Portanto, o método preditor corretor resolve dois sistemas lineares com a mesma matriz
ADA" em cada iteragao. O esfor¢o computacional por iteracao do método com e sem variaveis

canalizadas é essencialmente o mesmo.



CapriTULO 2

METODO PREDITOR CORRETOR COM

ITERACAO CONTINUADA

O método preditor corretor é uma das variagoes do método de pontos interiores que mais se
destaca, devido a sua eficiéncia e convergéncia. Neste método, que foi apresentado no Ca-
pitulo 1, é necessario resolver dois sistemas lineares em cada iteracao com a matriz ADA?.
Como esta matriz é simétrica definida positiva a fatoragao de Cholesky ¢é utilizada para
resolver os sistemas envolvidos, sendo este o passo que requer mais esforgo computacional
durante a aplicacdo do método. Assim, com o objetivo de reduzir esforcos, mais precisa-
mente reduzir o nimero total de fatoracao de Cholesky realizadas, desenvolvemos a iteragao
continuada para este método. Utilizamos como motivagao o método do gradiente projetado
[24], estendendo os resultados apresentados por Oliveira, Lyra e Correia [29] para o método
dual afim escala [1]. Na figura 2.1 os eixos representam as variaveis y; e yo. Cada segmento
de reta representa um restri¢ao do tipo aly + z; < ¢;, onde z; = 0 esta exatamente sobre a
reta correspondente e todos os z; sao positivos na regiao colorida. A proposta de [29] consiste
em fixar em zero a componente de bloqueio & na dire¢ao dz, ou seja, dz = 0. Na figura
2.1, temos a trajetoria da direcao quando esta proposta ¢é utilizada, de forma a obter um
ponto proximo da fronteira do politopo. A estratégia pode ser utilizada enquanto a diregao

projetada melhora a funcao objetivo do problema dual.

22
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Figura 2.1: Proposta inicial no método dual afim escala

Para o desenvolvimento da iteracao continuada utilizamos um problema auxiliar de pro-

gramacao nao linear e, para resolvé-lo, utilizamos a funcao Lagrangiana.

2.1 Funcao Lagrangiana

Considere o problema:
min  f(x)
sa  hi(x)=0 i=1,...,m.
em que f(z) :R" =R, hi(z) :R*" =R, i=1,...,m.
Por conveniéncia de notagao, assumimos a fungdo h(z) : R" — R™ em que h =
(Ryy..oyhy).
A funcao Lagrangiana [(x, A) : R” x R™ — R associada ao problema (2.1) é dada por [2]:

(2.1)

[z, \) = f(z) + N'h(x).

Proposicao 1 (Condicoes necessarias de 14 e 2¢ ordem) Seja z* um ponto de
minimo local de f sujeito a h(z) = 0 e assumindo que Vhy(z*), ..., Vh,(2*) sdo linearmente

independentes. Entao existe um tanico vetor \* = (A3, ..., A%)", tal que:
(2" X7) = Vf(x") + > A\ V() = 0.
=1

Os elementos \* sao chamados de multiplicadores de Lagrange.
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Assumindo f, g € C?, temos:
Y (V2 F (@) + > N Vhi(a")) y > 0
=1

para todo y € M(z*), em que M(z*) = {y | Vh;(z*)'y =0, i=1,...,m}.

Podemos escrever esta proposicao de forma compacta, sendo que:

Se x* é um minimo local e Vhy(2*), ..., Vh,,(2*) sdo linearmente independentes, entao:
Vol ) =0 e Vyl(z",\") =0 (2.2)
y'L(x")y >0 Vy € M(x") (2.3)

em que L(z*) = V2f(z*) + Z NiV2h, ().
=1

A condigao (2.2) é conhecida como condi¢ao necessaria de primeira ordem e a condi¢ao

(2.3) como condic@o necesséria de segunda ordem.

Proposigao 2 (Condigoes suficientes de 22 ordem) Sejam f,g € C%, z* € R" e \* €

R™ que satisfazem:

VA2 A) =0 e Vil(z,\) =0
Y L(z*)y >0 Wy # 0 com Vh(z*)'y = 0.

Ent&o z* ¢ um minimo local estrito de f sujeito h(x) = 0.
Apresentamos agora o desenvolvimento da iteragdo continuada para aplicagao no método

preditor corretor com e sem variaveis canalizadas.

2.2 Iteracao Continuada

A iteracdo continuada é desenvolvida, neste trabalho, para aplicacdo no método preditor
corretor, com o objetivo de reduzir o numero total de iteragdbes do método de pontos in-
teriores preditor corretor e consequentemente reduzir o nimero de fatoragoes de Cholesky:.
Esta iteragao consiste em determinar uma nova direcao, apés a iteragao do método preditor
corretor, sem que seja necessario realizar uma nova fatoragdo de Cholesky. Determinamos a
nova direcao considerando que algumas componentes sejam nulas e de forma que a alteragao

em relacao a direcao preditora corretora seja a minima possivel. Além disso, a fatoracao de
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Cholesky da matriz ADA?, ja calculada na iteracao do método preditor corretor ¢ utilizada
novamente para resolver os sistemas lineares envolvidos. Assim, o céalculo desta nova direcao
nao é muito caro em comparacao a realizacdo de uma nova iteracao do método preditor
corretor. Esta nova dire¢ao ¢ denominada direcao preditora corretora continuada. Seu cal-
culo é realizado de modo anélogo ao da diregao preditora corretora, calculando inicialmente
a direcao afim escala continuada, depois a direcao de centragem e a corre¢gao nao linear
continuada.

As componentes que devem ser nulas na nova direcao sao aquelas responsaveis pelo
bloqueio na direcao anterior. Entao é realizada uma busca pelas componentes responsaveis
pelo bloqueio nas dire¢oes (dz, dz), ou seja, de forma a encontrar i e j, tais que:

i = arg min{—£|dxt < 0},
t A (2.4)
. . t
Jj= argmtln{—d—Zt|dzt < 0}.
Como pode nao existir variavel de bloqueio em alguma ou em ambas diregdes, temos

alguns casos a considerar. De (2.4), temos:
1. As componentes i e j bloqueiam;
2. Somente a componente i bloqueia;
3. Somente a componente j bloqueia;
4. Nenhuma componente bloqueia.

Observacao: Caso exista mais de uma componente ¢ ou j, para o desenvolvimento da
iteragao continuada neste trabalho, apenas a primeira componente de bloqueio determinada
serd considerada.

No caso 4, como nao existe nenhuma componente de bloqueio, a iteracao continuada nao

é realizada. Assim, analisamos os trés primeiros casos:

2.2.1 As componentes i e j bloqueiam

Obtidas as componentes que bloqueiam, na diregao afim escala continuada d a ser calculada

devemos ter:

~

R 2.5
de =0. ( )
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Além disso, d deve satisfazer aproximadamente o sistema abaixo:
Adr ~ 1, 2.6)
Aldy + dz ~ 1y 2.7)
Xdz + Zdx =~ 1, (2.8)

em que cfx,ciz eR"e a?y e R™.

Calculamos d aproximadamente, pois o sistema (1.12) - (1.14) ¢ um sistema quadrado de

(m+2n) equagdes e variaveis, e admite solugao tnica. Além disso, estamos impondo novas

condigoes (2.5) a este sistema de equagoes.

De forma similar a ideia de Dikin [9] ao desenvolver o método primal afim escala, para

encontrar a solucao deste sistema, utilizamos um problema auxiliar para determinar primei-

ramente dz. Neste problema, dx é calculado de forma a minimizar a alteracao na diregao

original dz. O problema auxiliar é construido utilizando (2.5) e (2.6). Como em (2.5) existe

uma componente de dz, é necessario encontrar a componente correspondente em dz. Por

(2.8), temos que:
de = Z7Y(r, — Xd2)
de = Z"Y (=X Ze — Xdz)
de = —Xe — 7' Xdz.

Tomando a j-ésima componente, temos:

7 _ dAZj
dﬁj = —$j — .’l?jz—j

A~ (jl
dr; = —z;(1+ %)

Como dz; = 0, segue que

dl’j = —ZI,']'.

(2.9)

Observagao: As componentes que serao nulas, devem ser diferentes, ou seja, ¢ # j.

Caso contrario, teriamos:
e Se dr; = 0 implicaria dz; = —z;

e Sc dz; = 0 implicaria dr; = —z;.
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Caso i = 7, entdo x; = z; = 0. Mas, isto ¢ um absurdo, pois estamos considerando pontos
interiores. Logo, a componente nula i é diferente de j. Portanto, se i = j a iteracdo continuada

nao é realizada.

Considere dx = dz, a ultima direcdo calculada. Assim formulamos um problema que

determina dz, de modo que a mudanga em relacao a direcao dx seja a minima possivel, por:

min  |D~3dx — D3 dx|?

s.a Adz =, (2.10)
Cixi = Ba -
CZJ,’]' = [jb

em que D= Z"'X, dr, dc € R", B, =0, B = —1;.

Observe que na fungao objetivo temos a matriz D*%, isto porque na resolucao do pro-
blema obteremos uma matriz ADA?. Desse modo, a fatoracao de Cholesky ja calculada é
novamente utilizada para resolver os sistemas envolvidos.

Como este é um problema nao linear, utilizamos a fun¢ao Lagrangiana para encontrar a

solucao. A func¢ao Lagrangiana deste problema ¢ dada por:

- 1 12 1 - 1~ — ~ ~ ~
l(dz,v,a,7) = §(D_5dx—D_5dm)t(D_5d:c—D_de)—kvt(Ad:c—rp)—l-a(dxi—Ba)—i-’y(d:cj—Bb)

(2.11)
em que v = (vy,vg,...,0,) ER™ea,v€R.
Pela condi¢ao necessaria de primeira ordem, temos VI (CZCL‘, v, a,y) = 0, ou seja,
D7 'dz — D 'da + A'v + ae; +ye; =0 (2.12)
Adz — 71, =0 (2.13)
dr; — Ba =0 (2.14)
drj — By =0, (2.15)

em que e; ¢ e; sao vetores canonicos, 1 <i<n, 1 <j<n, 1 # j.
Por (2.12),

D7 dx = D 'dr — Al — ae; — V€,
dz = dz — DA — aDe; — vDe;.
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Logo,
de = dr — DA — adye; — ~djje;. (2.16)

Por (2.13) ¢ (2.16),
r, = Adx = Adr — ADA% — adyA; — vd,;A;.
Como 7, = Adr, temos:
ADAYW = —ad; A; — ydj; A;.
Visto que a matriz ADA? é simétrica definida positiva, entao:
v =—ady;(ADA) ' A; — yd;;(ADA") ' A;. (2.17)

Por (2.14) e (2.16),
/ja = CZZL‘Z = JZL'i — d”AfU - Oéd” (218)

Substituindo o valor de v em (2.18) temos:

ﬁa = JIL'Z' - diiAz(—Oédii(ADAt)_lAi - ’)/dJJ(ADAt)_lAJ) - Oéd”'
ﬁa = Jxl + adzAt(ADAt)71A1 + ’}/d”dﬂAﬁ(ADAt)ilA] — Oéd“

27 7

Logo,
ad;; — OédLQLAf(ADAt)_lA, = CZSCj, + ’yd”d]JAf(ADAt)_lA] — 6(1,.
Portanto, -
B dx; — By + ’)/d”d”AZ(ADAf)_lA? (2 19)
a d“(l — d”Af(ADAt)_1A7) ’
Por (2.15) e (2.16),
/j(, = CZSCJ‘ = ij — djjAE‘v - "}/djj. (220)

Substituindo o valor de v, dado por (2.17), em (2.20) temos:
Bb = Cil'j - djjA?(—Oédn'(ADAt)_lAi — ’}/djj(ADAt)_lAj) — 7djj-

Logo,
Bb — CZSCJ' + Oéd”d]]Az(ADAt)_lAl + ’}/dQ-At-(ADAt)_lA]' - ’Vdjj- (221)

Ji°7
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Considere:

9@' - AE(ADAt)_lAZ',
9]' — A;(ADAt)_lAj,
92']- = A:(ADAf)_lA]

Reescrevendo (2.21) e substituindo o valor de a, dado por (2.19) obtemos:

7 da; — Ba + vdiid;0
By = du; + [ (1 — dug.)” ]] diid;;0i5 + 7dj;0; — vdj;
7 CZTi — Ba)d;;0s ’Ydiidz"ezz'
P = da; + [( 1- di@jj ]} i [ T—dag, | Tt
Assim,
d..d?.02 _ ((YT -8 )d-ﬁv-
w ? 2 i a);iiY
vdj; — [—1 —](;iieji] — yd3;0; = dzj — By + [ - diiei” J} : (2.22)
Seja:

d;id; ;0%
{=1- L _Zé] — djt;.

Reescrevendo a equagao (2.22), temos:

(dz; — ﬁa)djﬂij] _

i s [

Logo,

7 dai—Ba)d;;0i;

day — iy + | o letunt
d;;€

Portanto, a partir de (2.11) encontramos dz, um ponto critico para [ (dAZL', a, 7). Analisa-

’y:

remos a matriz Hessiana da funcdo Lagrangiana neste ponto para verificar se dxr é o minimo
para (2.10).

Considere:

a 1 1n 1 -
f(dx) = §||D_5dx — D zdxl|]?,

hl( l‘) = Ci:pz - ﬁaa
ho(dx) = di; — By,
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em que Ay é a coluna k da matriz A, 1 < k < m. Entao a matriz Hessiana de l(afa:,v, a, )

é dada por:

L(dz) = F(dz) + > v,Gi(dz) + atl (dx) + 7 Hy(dz)
k=1
em que F(dz), Gp(dz), Hy(dx) e Hy(dx) sio matrizes Hessianas de f(dz), gp(dz), hi(dzx)

e hy(dx), respectivamente.

Temos que:
dxy — dr
Vi =D | 2T | gude) = Av Vin(da) = e, Vho(de) = e,
d, — da,
Logo,

F(dz) =D, Gy(dz) = Hy(dx) = Hy(dz) = Onxn,
para todo 1 < k < m. Assim, L(dz) = F(dz). Como F(dz) ¢ definida positiva para todo
valor de (fT, temos que dr é um ponto de minimo global. Portanto, a direcao dx encontrada
é a solucdo minima do problema.

Pelas equagoes (2.7) e (2.8), encontramos as outras diregdes. Por (2.8), temos:
dz = X~ M(r, — Zdz). (2.23)

Como (2.7) é um sistema sobredeterminado, obtemos a solu¢ao de quadrados minimos [15].
Para aproveitar a fatoracao de Cholesky jé existente, tomamos o novo sistema D%Ata?y =

D%(rd — cfz) Assim, pelas equagoes normais:
dy = (ADAY) YAD(rq — dz). (2.24)

Observacao: O célculo da direcao afim escala continuada implica na resolugao de trés
sistemas lineares com AD A", sendo dois sistemas no célculo de v em (2.17) para encontrar
dzx e um sistema para encontrar dy em (2.24).

Calculada a direcao afim escala continuada, falta realizar a centragem e a corregao nao
linear para obtermos a direcdo preditora corretora continuada, de modo analogo como feito
no método preditor corretor. Entao, fazendo o calculo de p e a correcao nao linear, na

direcao d devemos ter:
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Além disso, d deve satisfazer aproximadamente o sistema:

Adx ~ 1), (2.25)
Aldy +dz ~ry (2.26)
Zdr + Xdz ~r (2.27)
em que
rs =T+ jle — D,D.e. (2.28)

Este sistema ¢é resolvido de forma similar ao sistema para determinar a direcao afim escala
continuada descrita anteriormente, sendo que no problema auxiliar (2.10) ocorre alteracao
no valor f;, devido ao fato da realizacao da centragem e da corregao nao linear.

Se dz; = 0, encontramos o valor da componente dx; correspondente pela relacao (2.27).
dv = Z7Y(r, — Xdz)
dr = Z7 (ry + pe — D,D.e — Xdz)
de = Z (=X Ze + (ue — D,D.e) — Xdz)
dv = —Xe— Z7'Xdz + Z 7 (pe — D,D.e).

Tomando a j-ésima componente, temos:

g g pededy

dr; = —x; — o T
_ dz; p—dx;dz;
dj = —z;(1+ 24) + —=.

Como dz; = 0, segue que
LB d:cjdzj.

de; = —x; (2.29)
Zj
Portanto, o problema que deve ser utilizado é:
min %HD_%dx — D2 dz|?
s.a Adx =), (2.30)
dr; = Ba
da:j = Bb
em que D=27"'X, dx, dx € R",
B3.=0
/3() S— M — dﬂﬂdej '
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Este problema auxiliar é resolvido de modo analogo ao anterior. Obtendo:
dx = dx — DA — adye; — yd;jze; (2.31)
em que

vV = —Oédii(ADAt)ilAi — ’}/dJJ(ADAt)ilAJ,

da; — Bo + ydid;; AI(ADAN) A,
d”(l — d”Ai(ADAt)_lA,) ’

7 12— Ba)d;;0i
by~ [z
dj;€

Pelas equagoes (2.26) e (2.27), encontramos as outras diregoes.

’}/:

dz = X(r, — Zdx),

(2.32)
dy = (ADAY) Y AD(ry — dz).

Observacgao: Para determinar a direcao d acima nao é necessario resolver novamente
os sistemas lineares envolvendo a matriz ADA! no calculo de v. Assim, é necessario resolver

somente um sistema linear com a matriz ADA" para determinar dy.

2.2.2 Somente a componente i bloqueia
Como apenas a componente i deve ser nula, entao na diregao afim escala continuada:
dz; = 0. (2.33)

Adicionalmente, a diregao d deve satisfazer aproximadamente o sistema:

Adr ~r, (2.34)
Aldy + dz ~ rq (2.35)
Xdz+ Zdx ~r, (2.36)

Este sistema ¢ resolvido de maneira andloga ao caso na subsegao (2.2.1). Com as equagoes
(2.33) e (2.34) construimos um problema para determinar dz, sendo dado por:
min 3||D"2dx — D~ 2dx|?
s.a Adz =1, (2.37)
Cixi = ﬁa
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em que D = Z7'X, dx, dz € R", 3, = 0.

A funcao Lagrangiana deste problema é a seguinte:
7 ]. 1 4 1 = 1 2 - ~ A
l(dx,v,a) = §(D_§d.7: — D 2dx) (D 2dx — D™ 2dx) + o' (Adx — rp) + a(dr; — B,)

em que v = (vy,vg,...,0,) € R" caeR.

Pela condigao necesséria de primeira ordem, temos Vi(dz, v, a) = 0, ou seja,

D'z — D 'dx + Ao + ae; = 0 (2.38)
Adz —r,=0 (2.39)
dz; — B, =0 (2.40)

em que e; ¢ um vetor candnico, 1 <17 < n.
Por (2.38),
dr = dr — DA — adye;. (2.41)

Por (2.39), (2.41) e com o fato de r, = Adz, temos:
v=—ady(ADA) 1A, (2.42)
Por (2.40) e (2.41),
By = du; = da; — diy Alv — ady;. (2.43)
Substituindo em (2.43) o valor de v dado por (2.42) obtemos:

JT@ _ ﬁga
‘" dii(1 — d; AL (ADAY)=1A;) (2.44)

Portanto, encontramos dx, um ponto critico. Analisando a matriz Hessiana da fungao
Lagrangiana neste ponto como na subsecao (2.2.1), verifica-se que da ¢ a solugdo minima do
problema auxiliar.

Pelas equagoes (2.35) e (2.36), encontramos as demais diregoes:

dz = X V(ry — Zdz),

) ) (2.45)
dy = (ADAY) ' AD(ry — dz).

Como na subsec@o (2.2.1), para determinar dy resolvemos (2.35) por quadrados minimos.
Observacao: Neste caso, o calculo da dire¢ao afim escala continuada implica na resolu-
¢ao de dois sistemas lineares com ADA?, sendo um sistema no célculo de v para encontrar

dzx ¢ o outro para encontrar dy.
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Calculada a diregao afim escala continuada, realizando o calculo da centragem e da

correcao nao linear para obtermos a direcao preditora corretora continuada, devemos ter:
dzx; = 0. (2.46)

A direcao d deve satisfazer aproximadamente o sistema linear:

Adx ~ 1), (2.47)
Aldy +dz ~ry (2.48)
Zdr + Xdz ~r, (2.49)
em que
re =14+ pe — DyD.e. (2.50)

Este sistema ¢é resolvido de forma similar ao sistema para determinar a direcao afim escala
continuada descrito anteriormente. Mas, neste caso nao é necessério resolver o problema
auxiliar novamente, pois como as equagoes (2.46) nao se altera, a diregdo dr = dr. Pelas

equagoes (2.49) e (2.48), temos:

dz =X "(ry — Zdzx),

(2.51)
dy = (ADAY) " AD(ry — dz).

Observacgao: Neste etapa, é necessario resolver somente um sistema linear com a matriz

ADA?! para determinar dy.

2.2.3 Somente a componente j bloqueia

Como somente a componente j dever ser nula, entao na direcao afim escala continuada:

~

dz; = 0. (2.52)

Adicionalmente, a direcao d deve satisfazer aproximadamente o sistema:

Adz ~r, (2.53)
Aldy + dz ~ 1y (2.54)
Xdz + Zdx ~r,. (2.55)

Para resolver este sistema, criamos um problema auxiliar para determinar dx, de modo
analogo aos problemas criados anteriormente. Neste caso, utilizamos as equagoes (2.52),
(2.53) e (2.55).
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Como csz = 0, por (2.9) segue que
CZSC]' = —I'j.

Considerando dx = dz, a Gltima direcio calculada, formulamos o problema que determina

dzx por:
min %HD_%Cz:E — D idzl|?
s.a Adx =, (2.56)
Ciil‘j = ﬁb

em que D = Z7'X, dz, dz € R™, 3, = —z;.
Utilizaremos a funcao Lagrangiana para encontrar a solucao deste problema, que neste

caso é dada por:
A~ 1 1A 1= N .
l(dx,v,7y) = §(D_5dac — D 2dz) (D~ 2dx — D™ 2dx) + v'(Adz — 1) + y(dz; — Bp)

em que v = (vy,Ug,...,0,) ER™ ey eR.

Pela condi¢ao necessaria de primeira ordem, temos VI (ciaz, v,7) = 0, ou seja,

D7 'dx — D7V e + Ao +ye; = 0 (2.57)
Adz —r, =0 (2.58)
dxj — B, = 0, (2.59)

em que e; ¢ um vetor canoénico, 1 < j < n.
Por (2.57),
dr = dr — DA% — ~djje;. (2.60)

Por (2.58) ¢ (2.60), visto que a matriz AD A" ¢ definida positiva, temos que:
v = —’}/djj(ADAt)_lAj. (261)

Por (2.59) e (2.60),
By = da; = day — dj; Ao — vdy;.

Substituindo o valor de v dado em (2.61), segue que

_ CZI']' — 51)
! dij(1 —dj; AL(ADAY) =1 Az)
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Portanto, encontramos dx, um ponto critico. De modo analogo aos casos anteriores,
analisando a matriz Hessiana da funcao Lagrangiana neste ponto, verificamos que dx é a
soluc¢ao minima do problema auxiliar.

Pelas equagoes (2.54) e (2.55), encontramos as demais diregoes:

dz = X V(r, — Zdz),

; ) (2.62)
dy = (ADAY) ' AD(rq — dz).

Observagao: Neste caso, o calculo da direcdo afim escala continuada implica na resolu-
¢ao de dois sistemas lineares com ADA?, sendo um sistema no célculo de v para encontrar
dz e um sistema para encontrar cZy.

Calculada a direcao afim escala continuada, falta realizar a centragem e a corregao nao
linear para obtermos a dire¢ao preditora corretora continuada. Entao, fazendo o calculo de

[t e a correcao nao linear, na diregao d temos:
de =0.

Adicionalmente, a direcao d, deve satisfazer aproximadamente o sistema linear:

Adx ~ 1), (2.63)
Aldy 4+ dz ~ 1y (2.64)
Zdr + Xdz ~rg (2.65)
em que
Ty ="Tq+ p1c — D,D.ec. (2.66)

Este sistema € resolvido de forma similar ao sistema para determinar a direcao afim escala
continuada descrito anteriormente, sendo que no problema auxiliar (2.56) ocorre alteracao
no valor §, devido a realizacdo da centragem e da correcao nao linear.

Como dz; = 0, por (2.29) segue que

U — da;dz;
dlL’j = —Zj + 4
L

Portanto, o problema que deve se utilizado é:

min 3||D"2dx — D~ 2dx|?
s.a Adr =, (2.67)
de = 5[)
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em que D= Z"'X, dx, dx € R",

Bb:_zj+m_

L
Este problema auxiliar é resolvido de modo analogo ao (2.56), de forma a obter:
dr = dv — DA — vdjje; (2.68)
em que
v =—yd;;(ADA) T A,

CZ%‘ — By
djj(1 = dj; AS(ADAY) 7L A;)

"}/ =
Pelas equagoes (2.65) e (2.64), temos:

dz = X (r, — Zdx),

(2.69)
dy = (ADAY) ' AD(ry — dz).

Para determinar a direcao d acima nao é necessario resolver um sistema linear com a
matriz ADA! para obter o valor de v no calculo de dz. Assim, basta resolver apenas um

sistema linear com a matriz AD A" para determinar dy.

Observagao: No célculo das diregoes a tnica diferenca entre os casos considerados esta
no céleulo de dx e dx, para as outras dire¢oes os calculos sao realizados da mesma forma.
Neste caso, o tamanho dos passos primal e dual possuem o mesmo tamanho. O tamanho
de passo é dado por:
a = min{a,, aq} (2.70)

em que a, € oy sdo dados por (1.35). Note que, este é o calculo originalmente nos métodos
de pontos interiores. Este calculo aqui é adotado porque obtém resultados ndmericos muito

superiores em comparacao com «, e aq diferentes [31].

Definidas as novas direg¢oes, os passos (10) ¢ (11) do Algoritmo 3 - Método Preditor

Corretor sao substituidos pelo Algoritmo 5.
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Algoritmo 5 Iteracao Continuada

1. Calcule o tamanho dos passos primal «a,, e dual ay por (1.35)
2. Atualize o ponto
T =1+ apdr
y =y + aady
z=z4 agqdz
3. Atualize os residuos por (1.10)
4. Encontre as componentes de bloqueio
i = argmtin{—%th <0} edr; =0
j= argmtin{—d—;|dzt <0} edz; =0
5. Se i = j ou nao existem 17 e j, siga para proxima iteragao
6. Caso:
6.1. i e j existem entdo calcule dz por (2.16)
6.2. Somente 7 existe entéo calcule dz por (2.41)
6.3. Somente j existe entdo calcule dz por(2.60)
7. Calcule dy e dz por (2.62)
8. Calcule p por (1.31) e rg por (1.33)
9. Caso:
9.1 7 e j existem entao calcule dz por (2.31)
9.2 Somente i existe entdo dir = du
9.3 Somente j existe entao calcule dx por (2.68)
10. Calcule dy ¢ dz por (2.69)
11. Calcule o tamanho do passo « por (2.70)
12. Atualize o ponto
T =z + adry
y=y+ady

z=z+ adz.
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2.3 Iteracao Continuada com canalizacao

A abordagem da iteragdo continuada também pode ser desenvolvida quando as variaveis sao
canalizadas. Neste caso, é realizada uma busca pelas componentes de bloqueio nas diregoes
(dz,ds,dz, dw). As componentes de bloqueio i e j nas diregoes dz ¢ dz, sdo conforme definidas

anteriormente. Assim, as componentes de bloqueio nas diregdes ds, dw, sdo definidas por:
k in{——L|ds, < 0}
s = argmin{ ———|ds ,
g ’ ds, ¢

— aro min{ — 2t
| =arg IIltIIl{ o |dw; < 0}.

Com o aumento de duas variaveis o céalculo para determinar as componentes nulas na

nova diregao é realizado como descrito abaixo.

: _ : _ ™ _ Sk _ 3 _ A W _ 5 . 3 5
Sejam h = min{—7-, — 7} e g = min{ T e }. Se h = — 7t entdo na nova direao
dx; = 0, caso contrério i recebe o valor de k e ds; = 0. No caso de g, se g = —%, entao na
J

nova diregao cfzj = 0, caso contrario j recebe o valor de [ e dw, = 0. Como h e g podem nao
estar definidos em alguma iteragao, entao pode ocorrer de alguma componente de bloqueio

nao existir. Temos os scguintes casos a considerar:
1. As componentes i e j bloqueiam;
2. Somente a componente i bloqueia;
3. Somente a componente j bloqueia;
4. Nenhum componente bloqueia.
No ultimo caso, a iteracao continuada nao é realizada. Assim, analisamos os trés primeiros

Casos:

2.3.1 As componentes i e j bloqueiam

Com as componentes determinadas, calculamos a dire¢ao afim escala continuada de modo
que:
dr; =0 ou ds; =0 (2.71)
dfzj =0 ou dA,w]- = 0. (2.72)
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Adicionalmente, a direcao afim escala continuada d deve satisfazer aproximadamente o

sistema:
(Adx ~ 1, (2.73)
dr 4 ds ~r, (2.74)
Aldy + dz — dw ~ rq (2.75)
Xdz + Zdx ~ r,. (2.76)
(Sdw + Wds ~ r, (2.77)

em que ch, cis, cZz, dweR" e dy e R™,

De modo andlogo a iteragao continuada sem canalizacao, para determinar dx utilizamos
o problema do tipo (2.10). Neste caso, criamos um problema com (2.71) (2.72) e (2.73).
Como existem duas possibilidades para (2.71) e (2.72), os dois casos para determinar o valor

de S, e (B, que fazem parte das restri¢goes do problema auxiliar, sao analisados.

a) Determinando o valor de f,.
e Se cixi =0 entao 8, = 0;

e Se ds; = 0, devemos encontrar o valor da componente dz; correspondente. Por (2.74),

temos:

de =r, — ds.

Tomando a i-ésima, componente, temos:
d.il,'i = (’ru)z — ClSZ’.

Como ds; = 0, segue que:

dz; = (ry);.
Portanto, 8, = (74,);.
b) Determinando o valor de f3,.
e Se cizj = 0, como ja calculado em (2.9) no caso sem variaveis canalizadas, temos

dxj = —ux;. Portanto, 3, = —ux;.
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e Se dw; = 0, encontramos o valor da componente dz; correspondente através das equa-

goes (2.74) e (2.77). Por (2.77), temos:

ds = W(r, — Sdw)

ds = W=H(—=SWe — Sdw)

ds = —Se — W=1Sdw.

Tomando a j-ésima componente, temos:

A dw
dsj = —s;(1+—2).
Sj 5 w, )
Como (iwj = 0, segue que:
CZS]' = —S]
Por (2.74):
de =r, — ds

(2.78)

Assim, tomando a j-ésima componente e substituindo o valor de ds; encontrado em

(2.78), temos:
CZLL']' = (ru)j + Sj-

Portanto, o problema auxiliar é dado por:

min  3||D"2dzx — D™ 2dx|

s.a Adz =,
dxi = Ba
Ci&?j = 6[,

em que D=Z'X+W-'S, dz, dr € R,

ﬂ . 0, se Jﬂfi = O7
' (ru,)m se CZSi = 0.

5, = { —T;, se dAzj =05

(ru); + 85, se cij =0.

(2.79)

(2.80)

(2.81)
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O problema (2.79) é similar a (2.10), sendo alterado apenas os valores 3, e 3. Logo,
dx = dr — DA — adye; — vdj;e; (2.82)
em que
v = —ad;(ADA) ' A; — vd;;(ADAY A,

N Jxl — Ba + ’)/diidjjAf(ADAt)_lAj
N dn‘(l — dn‘Ag(ADAt)_lAZ') ’

doy — By + | Beteltut]
d;;€
Pelas equagoes (2.74),(2.75),(2.76) e (2.77), respectivamente, temos as outras diregoes

"}/:

dadas por:
ds=r, —dzx
dz = X V(r, — Zdz)
dw = S (r, — Wds)
dy = (ADAY)YAD(rq — dz + dw).

(2.83)

Novamente, como (2.75) é um sistema sobredeterminado utilizamos quadrados minimos
para resolvé-lo.
Fazendo o calculo de i e da corregao nao linear na diregao preditora corretora continuada

devemos ter:

dr; =0 ou ds; =0 (2.84)
dz; =0 ou dw; =0, (2.85)

Adicionalmente, a dire¢ao preditora corretora continuada d deve satisfazer aproximada-

mente o seguinte sistema linear:

(Adx ~ 1, (2.86)
de +ds ~ 7, (2.87)
Aldy + dz ~ry (2.88)
Xdz+ Zdx ~ 1y (2.89)
Sdw + Wds ~ 1, (2.90)
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em que
Iy =rq+ pe — DyD.e

S a l’t A II?A z (291)

re =1+ pe — DgDye.

A resolucao deste sistema é feita de forma similar ao sistema para determinar a diregao

afim escala continuada descrito anteriormente, sendo que no problema auxiliar (2.79) ocorre

alteracao no valor de .

e Se dz; = 0, encontramos o valor da componente dx; correspondente pelas equacoes
(2.87) e (2.90). Por (2.29), temos:
— dr.dz
Zj
e Se dw; = 0, encontramos o valor da componente dx; correspondente através das equa-
¢oes (2.87) e (2.90). Entao por (2.90), temos:

ds =W~ (r, — Sdw)
= WY(ry + pe — DyD,e — Sdw)
= W (=SWe+ pe — D,D,e — Sdw)

ds = WY (=SWe — Sdw) + W~ (e — DyDye)
ds = —Se — W1Sdw + W~ (pe — D,Dye).

Tomando a j-ésima componente, temos:

d — ds;dw,
w; wj
Como dw; = 0, segue que
— ds.dw.
oy = sy + P
Wy

Por (2.87):
dx =r, — ds.

Assim, tomando a j-ésima componente e substituindo o valor de ds; encontrado, temos:

1 — ds;dw;
dl‘j = (Tu)j + Sj — #
J
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Portanto, o problema auxiliar é dado por:

min %HD_%dw — D2 dx|?

s.a Adr =1, (2.99)
dmi = Ba .
duj =B

emque D=Z"'X+WS, dz, dv € R",

0, e d i = O;
8, = se ar (2.93)
(T’u)i, se dSz' = 0.

e
—x; + M, se dz; = 0;
By = ! F dsidw ’ (2.94)
(ry)j + 85 — 711; L, se dw;j = 0.
Como este problema é similar a (2.79), segue que:
dr = dv — DA — adye; — vydjjze; (2.95)
em que
v = —Oldii(ADAt)_lAi - ’}/djj(ADAt)_lAj,
. dv; — B+ ydiid; AYADAY) 1A
b+ [
")/ =
d;;€
Pelas equagoes (2.87)-(2.90), temos as outras diregdes, dadas por:
ds =1, —dx
dz = X"Yr, — Zdx)
(2.96)

dw = S™(r, — Wds)
dy = (ADA)YAD(ry — dz + dw).

Utilizando novamente quadrados minimos para determinar dy.
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2.3.2 Somente a componente i bloqueia

Como somente a componente ¢ bloqueia, entao na dire¢ao afim escala continuada:
dr; =0 ou ds; =0. (2.97)
Adicionalmente, esta direcao deve satisfazer aproximadamente o sistema:

Adz ~ Tp

czx + ch ~7r,

Aldy + dz — dw ~ 1y
Xdz + Zdx ~ Ty
Sdw + Wds ~ .

\

Observe que este sistema é similar ao do caso (2) para as variaveis nao canalizadas na
subsecao (2.2.2), podendo sofrer alteragao somente quando ds; = 0. Entao, a tinica mudanga
que pode acontecer em relagao ao célculo da direcao preditora corretora continuada do caso
(2) quando as variaveis nao sao canalizadas é no valor de f3,. Dessa forma, no problema
auxiliar (2.37) /3, ¢ dado por (2.80).

2.3.3 Somente a componente j bloqueia

Neste caso, a direcao afim escala continuada é calculada de modo a obter:
dzj =0 ou dw; =0, (2.98)

Adicionalmente, a diregao d deve satisfazer aproximadamente o sistema:

4

Adr ~ 1,

cZa: + ch ~ 7Ty,

Aldy + dz — dw ~ 1y
Xdz+ Zdr ~ Ty
Sdw + Wds ~ 1y,

Este sistema ¢é similar ao do caso (3) na subsecdo (2.2.3), quando as variaveis nao sao
canalizadas, podendo sofrer alteragao somente em dw; = 0. Entao, a tinica mudanca que
pode acontecer em relagao ao célculo da dire¢ao preditora corretora continuada do caso (3)
para as variaveis néao canalizadas é no valor de (3,, dos problemas auxiliares. Sendo que em
(2.56) B, ¢ dado por (2.81) ¢ em (2.67) dado por (2.94).
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O tamanho de passo « neste caso, ¢ dado por:
a = min{a,, g} (2.99)
em que o, e ag sao dados por (1.40).
Observacoes:

e A unica diferenca nos trés casos analisados estéd no célculo das direcoes dz e dzx.

e Como no problema sem vériaveis canalizadas, basta resolver a mesma quantidade de

sistemas adicionais, realizando o mesmo esfor¢co computacional.

Nos passos(10) e (11) do Algoritmo 4 é inserido o Algoritmo 6.
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Algoritmo 6 Iteracao continuada com variaveis canalizadas

1.
2.

- W

ot

L o N>

10

11.
12.
13.

14.
15.
16.

Calcule o tamanho dos passos primal o, e dual oy por (1.40)

Atualize o ponto

T =1+ apdx

5 =5+ pds

Y=y +agdy

z=z4 aqdz

w = w + agdw

Atualize os residuos por (1.19) e calcule v por (1.7)

Calcule h = min(py, ps, Pz, Pw)

Se h = p, entdo ¢ = arg mtin{—;—t|dxt <0}edr; =0
L1

Se h = ps entao i = argrntin{—;—t|dst <0}eds;=0
s

Se h = p,, entdo j = arg mtin{—dl|dwt <0} e cfwj =0
Wy

Se h = p, entao j = argmtin{—;—t|dzt <0} edz; =0
Zt

Se i = j ou nao existem 7 e j entao siga para a proxima iteragao

. Caso:

10.14 e j existem entiio calcule dz por (2.82)

10.2. Somente i existe entdo caleule dz por (2.41) conforme 3, dado por (2.80)
10.3. Somente j existe entdo calcule da por (2.60) conforme 3, dado por (2.81)
Calcule ds, dy, dz e dw por (2.83)

Calcule vy por (1.7), u por (1.37) ¢ atualize os residuos por (2.91)

Caso

13.1 7 e j existem entao calcule dx por (2.95)

13.2 Somente i existe entdo dz = dx

13.3 Somente j existe entao calcule dz por (2.68) conforme 3, dado por (2.81)
Calcule ds, dy, dz e dw por (2.96)

Calcule o tamanho do passo « por (2.99)

Atualize o ponto
r =+ adr
s=s+ads
y=1y+ady
z=z+adz

w=w + adw.
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Portanto, com a aplicagao da iteracao continuada no método preditor corretor, um novo
método é obtido, de modo a iteragir em dois niveis. No nivel externo, é calculada uma
fatoracao de Cholesky para ADA! para o célculo da dire¢ao preditora corretora. No nivel
interno, sao realizadas atualiza¢oes da direcao através da eliminacao de algumas de suas com-
ponentes, de forma que a fatoragao ja existente do nivel externo seja utilizada nos sistemas

lineares envolvidos.



CapriTULO 3

EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS
e

Experimentos preliminares em Matlab foram realizados com os métodos primal dual e pre-
ditor corretor e a incorporacao da iteracao continuada. Os resultados computacionais mais
promissores foram obtidos com o método preditor corretor, entao o estudo foi focado neste
método. Neste capitulo, apresentamos os experimentos e os resultados computacionais ob-
tidos ao aplicar a iteragao continuada no método de pontos interiores preditor corretor e

comparamos a abordagem proposta com o método original.

3.1 Implementacao

Os experimentos computacionais foram realizados em um processador Intel Core i5, 6 GB
RAM, 2.3GHZ, 750GB HD ¢ Sistema Operacional Linux.
A iteragao continuada foi implementada em linguaguem C e incorporada ao codigo do

PCx [6] com as multiplas corregoes desligada [17].

3.2 Problemas Testes

Para analisar o desempenho do PCx com a incorporacao da abordagem proposta, os expe-
rimentos computacionais foram realizados com problemas de livre acesso na internet per-
tencentes as colegoes Netlib [13], Qaplib |3], Kennington [4| e outros problemas gentilmente
cedidos por Gongalves [16]. Somente problemas cujo nimero de colunas é maior que cinco

mil foram considerados. A Tabela 3.1 mostra na primeira coluna o nome dos problemas se-
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lecionados, na segunda coluna a dimensao dos problemas (nimero de linhas e colunas), apos
o preprocessamento do PCx. Na terceira coluna, temos a densidade do fator de Cholesky;,
fornecida pelo PCx que realiza um preprocessamento para que este fator seja esparso, e a

altima coluna indica a colecao que o problema pertence.

Problema Dimensao Densidade Colegao
Linhas | Colunas
80BAU3B 2140 11066 0,01760 Netlib
DFL001 5984 12143 0,09132 Netlib
FIT2D 25 10524 0,99680 Netlib
FIT2P 3000 13525 0,00033 Netlib
MAROS-R7 | 2152 7440 0,23023 Netlib
PILOT87 1971 6373 0,21863 Netlib
STOCFOR3 | 15362 | 22228 0,00144 Netlib
WOODW 708 5364 0,11839 Netlib
CRE-A 2994 6692 0,00708 | Kennington
CRE-B 5336 36382 0,01728 | Kennington
CRE-C 2375 5421 0,00969 | Kennington
CRE-D 4102 28601 0,02497 | Kennington
KEN11 10085 | 16740 0,00192 | Kennington
KEN13 22534 | 36561 0,0113 | Kennington
KEN18 78862 | 128434 | 0,00061 | Kennington
OSA-07 1081 25030 0,04747 | Kennington
OSA-14 2300 54760 0,02255 | Kennington
OSA-30 4313 | 104337 | 0,01214 | Kennington
OSA-60 10243 | 243209 0,00497 | Kennington
PDS06 9156 28472 0,01395 | Kennington
PDS10 15648 | 48780 0,01372 | Kennington
PDS20 38722 | 106180 0,01357 | Kennington
BL 5729 12462 0,01190 Gongalves
BL2 5729 12462 0,01190 Gongalves
COb5 4849 10787 0,01374 Gongalves
CO9 9090 19997 0,01106 Gongalves




3.3 Resultados Computacionais 51

CcQ9 8004 19317 0,01222 Gongalves
EX05 825 7797 0,21791 Gongalves
EX06 832 7895 0,22610 Gongalves
EX09 1821 18184 0,08611 Gongalves
GE 9150 14990 0,00660 Gongalves
NL 6665 14680 0,01223 Gongalves
CHR25A 8149 15325 0,07689 Qaplib
CHR22B 5587 10417 0,08850 Qaplib
ELS19 4350 13186 0,40664 Qaplib

KRA30A 18059 | 85725 | 0,51777 Qaplib
KRA30B 18059 | 85725 | 0,51777 Qaplib

ROU20 7359 37640 0,76870 Qaplib
SCR15 2234 6210 0,53284 Qaplib
SCR20 5079 15980 0,51710 Qaplib
STE36A 27683 | 131076 0,46092 Qaplib
STE36B 27683 | 131076 0,46092 Qaplib
STE36C 27683 | 131076 0,46092 Qaplib

Tabela 3.1: Problemas Testes

Os problemas Qap sao modelos para problemas quadraticos linearizados. Um gerador
para este tipo de problema pode ser obtido da Netlib. Outra fonte para este tipo de problema
pode ser a Qaplib.

3.3 Resultados Computacionais

No primeiro experimento realizado, a iteragdo continuada foi potencialmente acionada em
cada iteracao do método de pontos interiores. Neste experimento para todos os problemas
testes selecionados o método nao convergiu, uma vez que quando a sequéncia estd proximo
a solucdo, algumas varidveis apresentam valores muito pequeno causando instabilidade nu-
mérica.

A Tabela 3.2 mostra os resultados obtidos dos experimentos quando a iteracao continuada

¢ acionada at¢ as 10 primeiras iteragoes do método de pontos interiores. Fixamos este
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intervalo, devido que em alguns experimentos realizados o método nao convergiu para varios
problemas teste quando a iteracao continuada é acionada nas tultimas iteragoes. Além disso,
pelo PCx temos problemas testes sendo resolvidos em 16 iteragoes. Na primeira coluna
da Tabela 3.2, temos os problemas testes sclecionados, na segunda os resultados obtidos
pelo PCx sem a iteragao continuada e na terceira coluna, os resultados obtidos pelo PCx
com a iteragao continuada, o qual seré referido como PCx-IC. As colunas (I)-(IV) do PCx-IC
mostram os resultados em que a iteracao continuada potencialmente ¢ realizada nas seguintes
iteracoes:

(I) 1 a5;

(IT) 5 a 10;

(IIT)1 a 10;

(IV) 6 a 8,

Como em PCx-IC(II) os resultados obtidos foram melhores entre os trés primeiros, o
intervalo 5 a 10 foi refinado sendo que a iteragao continuada aplicada nas iteragoes de 6 a 8
obteve melhor desempenho.

Nas colunas de PCx e de PCx-IC (I)-(IV), encontram-se o ntimero total de iteragoes
(k) realizadas pelos métodos de pontos interiores e o tempo em segundos (t) em que cada

método convergiu.
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Problema PCx PCx-1C
I II 11 v
k t k t k t k t k t

S80BAU3B 36 0,25 * * 42 0,28 * * 42 0,28
DFL001 56 | 45,40 49| 40,09 |55| 4490 49| 40,09 |52| 4265
FIT2D 22 0,26 21 0,24 21 0,24 20 0,25 21 0,24
FIT2P 20 0,21 18 0,18 19 0,20 19 0,20 20 0,21
MAROS-R7 | 16 1,68 16 1,68 16 1,68 17 1,86 16 1,68
PILOT87 33 3,85 34 4,03 32 3,79 35 4,20 32 3,79
STOCFOR3 | 30 0,50 30 0,50 30 0,52 28 0,42 31 0,53
WOODW 30 0,11 31 0,12 30 0,11 32 0,13 32 0,13
CRE-A 23 0,11 24 0,13 24 0,13 31 0,17 22 0,10
CRE-B 41 1,80 42 1,88 42 1,88 43 2,17 41 1,80
CRE-C 25 0,09 26 0,12 26 0,12 25 0,09 25 0,11
CRE-D 41 1,55 43 1,64 41 1,58 45 1,73 40 1,51
KEN11 20 0,29 24 0,40 21 0,37 25 0,44 20 0,29
KEN13 23 0,89 28 1,26 26 1,17 * * 24 0,95
KEN18 29 7,32 35 8,70 32 8,14 40 | 10,53 |28 7,19
OSA-07 22 0,28 22 0,28 23 0,32 28 0,39 21 0,26
OSA-14 25 0,80 21 0,72 25 0,80 24 0,91 22 0,79
OSA-30 24 1,82 24 1,82 23 1,77 31 2,34 21 1,68
OSA-60 33 6,98 22 5,83 21 5,62 34 7,28 21 5,62
PDS06 34 5,35 37 5,80 40 6,20 42 6,53 36 5,72
PDS10 39| 28,73 43| 31,68 [44] 31,92 |48 | 34,55 [40| 29,63
PDS20 55| 315,66 |56 | 321,83 |57 | 32594 |61 | 358,81 |53 | 310,31
BL 32 0,85 38 1,15 33 0,87 40 1,23 31 0,83
BL2 37 0,95 45 1,16 35 0,94 47 1,39 34 0,90
CO5 47 0,92 * * 47 0,92 * * 49 0,97
CO9 * * * * * * * * 59 3,33
CQ9 49 2,59 50 2,77 50 2,86 49 2,59 49 2,59
EX05 32 0,37 32 0,37 31 0,43 35 0,49 30 0,35
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EX06 63 0,65 65 0,68 61 0,65 62 0,66 58 0,60
EX09 37 0,84 23 1,19 37 1,00 o8 1,29 35 0,81
GE 43 1,25 44 1,35 44 1,35 44 1,35 43 1,25
NL 37 1,53 43 1,78 36 1,62 43 1,78 36 1,62
CHR25A 28 | 2244 27| 2205 |25| 20,40 |27 22,05 |25| 20,40
CHR22B 27 8,96 29 9,63 28 9,52 30| 10,20 |29 9,77
ELS19 26| 83,38 27| 87,35 25| 80,67 27| 87,35 |26| 83,32
KRA30A 26 | 8997,46 | 30 | 1212278 | 32 | 11007,51 | 28 | 9212,05 | 28 | 11395,82
KRA30B 271 9360,69 | 29 | 9824,10 | 32 | 10557,81 | 31 | 10238,02 | 26 | 9105,47
ROU20 16 | 708,13 | 17| 867,12 |20 | 1054,32 | 22 | 1156,12 | 20 | 1050,73
SCR15 21 13,73 | 21 13,74 | 21 13,73 | 21 13,74 | 21 13,73
SCR20 20 | 15541 |20 | 158,79 |19 | 155,57 |20 | 157,60 |19 | 143,39
STE36A 32 | 30985,52 | 30 | 28913,63 | 31 | 29906,32 | 31 | 30802,74 | 31 | 29980,73
STE36B 31 | 29817,93 | 31 | 29863,78 | 31 | 29763,09 | 31 | 35772,23 | 31 | 29911,80
STE36C 31 | 31469,55 | 30 | 28931,16 | 32 | 31399,48 | 31 | 31872,39 | 30 | 28917,35

Tabela 3.2: Comparagao entre PCx e PCx-IC.

* significa que o método falhou.

Observagao: O método falhou, devido a instabilidade numérica.

O desempenho ruim nas primeiras iteragoes esta relacionado ao fato que estamos fixando

em zero potencialmente duas componentes da direcao, assim a trajetoria da diregdo é muito

afetada, de tal forma que em alguns casos o método nao recupera-se, ocorrendo sua falha.
Na Tabela 3.2, os resultados mostram que pelo método PCx-IC(I) os problemas 80BAU3B,
CO5, CO9, pelo PCx-IC(II) o problema CO9 e pelo PCx-IC(III) os problemas 80BAU3B,
KEN13, CO5 e CO9 nao sao resolvidos. O problema CO9 é resolvido somente pelo PCx-
IC(IV). O namero de iteragoes é reduzido em 8 problemas pelo PCx-IC(I), 14 problemas pelo
PCx-IC(1I), 8 problemas pelo PCx-1C(III) e 22 problemas pelo PCx-IC(IV). A maior redugao
de iteragoes ocorre no problema OSA-60 tanto pelo PCX-IC(IT) quanto pelo PCx-IC(IV),

sendo reduzido 12 iteragdes. Portanto, os resultados mostram que o método PCx-IC(IV)

apresenta melhores resultados. Com a redugao do nimero de iteragbes o tempo computaci-

onal necesséario para determinar a solucao da maioria dos problemas foi reduzido.

Na Tabela 3.3, temos um resumo em porcentagem em relagdo ao nimero de iteragdes
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dos resultados da Tabela 3.2. Observamos que todos os problemas sao resolvidos pelo PCx-

IC(IV), ao contréario do PCx original que nao resolve um problema teste.

PCx-IC | Redugao | Aumento | Falha
(I) 18,60% | 53.49% | 0,7%
(1T) 32,55% | 44,18% | 0,23%

(I1I) 18,68% | 58,14% | 0,93%
(IV) 51,16% | 23,25% 0%

Tabela 3.3: Sintese dos resultados obtidos com PCx-IC

Para analisar o desempenho da abordagem proposta utilizaremos, neste trabalho, a fer-

ramenta perfil de desempenho, descrita com detalhes no apéndice.
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— PCX-IC(IV)
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Figura 3.1: Perfil de desempenho dos métodos em relagao ao niimero total de iteragoes

A Figura 3.1 apresenta o perfil de desempenho dos métodos PCx, PCx-IC(I) a (IV),

utilizando como medida de desempenho o total de iteragoes de pontos interiores. Observamos

no grafico que o método PCx-IC(IV) é o que apresenta a maior probabilidade de resolver

os problemas testes em menor tempo, sendo aproximadamente 61%. Além disso, é o tnico

método que resolver todos os problemas testes, pois é o tnico a atingir p(7) = 1. Portanto,

o método PCx-IC(IV) é o mais eficiente e robusto.
A Figura 3.2 apresenta o perfil de desempenho dos métodos PCx, PCx-IC(I) a (IV),

utilizando como medida de desempenho o tempo total de resolugdo dos problemas. Neste

grafico, observamos que o método PCx-IC(IV) é o mais eficiente, em relagdo a robustez

os métodos PCx e PCx-IC(IV) sdo os mais robustos, apresentando uma diferen¢a muito

pequena entre eles.
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Figura 3.2: Perfil de desempenho dos métodos em relagao ao tempo total de resolucao dos

problemas

Portanto, o método PCx-IC(IV) possui o melhor perfil de desempenho em ambas analises

realizadas.



CapriTULO 4

CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS
]

Neste trabalho, a iteragdao continuada foi desenvolvida para o método de pontos interiores
preditor corretor com e sem varidveis canalizadas. O objetivo principal consiste em reduzir
o numero total de iteracoes do método de pontos interiores preditor corretor, e consequen-
temente, o tempo total de resolucao. Nesta iteragao é determinada uma dire¢ao preditora
corretora continuada sendo considerado que algumas de suas componentes sejam nulas, de
acordo com as componentes de bloqueio na ultima direcao calculada. Para encontrar a di-
regao preditora corretora continuada minimizamos a alteragao realizada ao fixar como nulas
algumas componentes em relacio a ultima direcdo determinada. A fatoracao de Cholesky
j& calculada na iteragdo do método preditor corretor é utilizada novamente, para resolver
os sistemas lineares envolvidos. Desta forma, evita-se o cdlculo de uma nova fatoragao de
Cholesky. Assim, o novo método é realizado em dois niveis. No nivel externo é realizado o
calculo da fatoragdo de Cholesky e o calculo da diregao preditora corretora tradicional. No
nivel interno é aplicada a iteracao continuada para calcular uma nova diregao utilizando a
fatoracao de Cholesky existente do nivel externo. O esfor¢co computacional de cada iteragao
continuada é dominado pela solu¢ao de no maximo quatro sistemas lineares com uma mesma
matriz ja fatorada.

Os resultados computacionais mostraram que quando a iteracao continuada é aplicada
nas iteragoes seis a oito o nimero total de iteracoes e o tempo total de resolucao foram
reduzidos na maioria dos problemas, em torno de 51%. Além disso, um problema que nao
era resolvido pelo PCx sem a incorporagao da iteragao continuada, utilizando a abordagem

proposta passou a ser resolvido.
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Portanto, o novo método de pontos interiores preditor corretor com iteracao continuada
aplicada na sexta a oitava iteragdo PCx-IC(IV), obteve melhor desempenho que o método
original PCx.

Como trabalhos futuros a serem desenvolvidos, pretende-se buscar um critério de acei-
tacao para a direcao preditora corretora continuada calculada e projecoes alternativas que
podem determinar uma nova direcao continuada. Além disso, realizar experimentos com a
iteracao continuada e outras abordagens incorporadas juntas ao método de pontos interiores

preditor corretor, de modo que possa resultar em melhorias para este método.



APENDICE A

PERFIL DE DESEMPENHO
T

O perfil de desempenho é uma ferramenta para avaliar e comparar o desempenho dos métodos
em otimizagao, introduzido por Dolan e Moré [10]. Considerando que temos ngs métodos e
n, problemas, podemos comparar os métodos em medidas diferentes de desempenho, por
exemplo, tempo de processamento, numeros de avaliagoes da funcdo, entre outros. Considere

S o conjunto de métodos e P conjunto de problemas. A taxa de desempenho é dado por:

tp,s

Tps = min{t,:s e S}’

em que t, s ¢ o tempo computacional necessario para resolver o problema p pelo algoritmo s.
Considerando o parametro 7, fixado, r,, > r, s para um p escolhido. Temos que, r,, = rp s
se s nao resolve o problema p.

A funcao de distribui¢ao acumulativa ps para a taxa de desempenho 7, 5, ¢ dada por:

ps : R —[0,1]
o) =2 | B,

em que | B | ¢ a cardinalidade de B = {p € P|r,; < 7}. Esta fungao ¢ nao decrescente
e constante por partes. O valor de p,(1) representa a probalidade de problemas resolvidos
em menor tempo pelo algoritmo s. Assim, se estamos interessados no método mais eficiente,
necessitamos somente comparar os valores de pg(1) com todos os métodos. Agora, consi-
derando que 7, € [1,7,], sendo que r,, = ) somente quando algum problema p nao é
resolvido pelo método s. Tomando p,(ry;) = 1, a probabilidade que o método resolve um

problema é dado por:
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. .
pr = lim py(7).

T
Logo, se estamos interessados somente no método mais robusto, necessitamos comparar os

valores de p? para com todos os algoritmos e escolher o de maior valor.
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