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Resumo

Este trabalho mostra os efeitos negativos do ajuste de fungoes quadréticas,
quando as mesmas sao utilizadas na mintmizagao de fungoes em que suas
primeiras derivadas nao estao disponiveis, e a avaliacao da funcio a ser
minimizada ¢ obtida experimentalmente, estando portanto, sujeita a erros
de medigao. '

No capitulo 1 fazemos uma descri¢io de um método para mini-
mizacao de fung¢oes com as caracteristicas acima, cuja proposia fol defen-
dida em [6}, e consiste do ajusie de uma fungao quadratica a alguns pontos
da fung¢ao a ser minimizada e minimizagao da quadrdlica aproximada

No capitulo 2 apresentamos um conira-exemplo mostrando os efeitos
negativos na abordagem do método proposto em [6).

No capitulo 3 formulamos o problema de maneira genérica e apre-
sentamos as experiéncias realizadas com {ungoes quadriticas como fungoes
teste, na intengao de mostrar a confiabilidade do modelo em estudo.

Com o intuito de realizar experiéncias com fungoes teste proximas da
realidade, ou seja, funcdes com avaliagao contendo certo erro de medigao,
realizamos no capitulo 4 experiéncias com fung¢ées quadriticas com per-
turbacao.

Finalmente, apresentamos no capitulo § as experiéncias numéricas
realizadas com fungoes nao quadréticas encontradas na literatura (8], vi-
sando aproximar o modelo ainda mais da realidade.



Capitulo 1

Minimizacao de funcoes cuja
avaliagao esta sujeita a erros

1.1 Introducao

.
Neste capitulo apresentamos um problema de otimizacéio nao linear que foi
motivado pelo projeto de um difusor continuo para a extracao de sacarose
da cana de aglcar, cujo enfoque é dado por |[6].

No processo de difusdo, a eficiéncia (percentual de exiraciao de saca-
rose} depende de valores atribuidos as varidveis envolvidas no processo; o
problema consiste em encontrar valores apropriados para estas varidveis,
de modo a obter uma extragao bastante eficiente de sacarose, pelo processo
de difusao, no menor nimero de ensaios possivel.

Em [6] foi proposto um algoritmo para a resolugao deste problema;
neste trabalho apresentamos o problema cormo sendo de caréter geral, sendo
que ele pode ser extendido a qualquer processo experimental, assim como
o algoritmo para a sua resolucao, admitindo desta forma qualquer nimero
de varidveis que intervém no suposto processo experimental.

1.2 Descricdo do problema

Genericamentle, o problema apresentado consiste na minimizagao de func¢oes
de varias variaveis, possuindo as seguintes caracteristicas:

1. Suas derivadas nao estao disponiveis.



2. A avaliagao da funcao nao é dada de maneira deterministica {através
de expressao analitica definida), mas através de processo experimental
observavel, estando portanto sujeita a erros aleatérios de medicao
ou erros causados pela omissac de certas varidveis que intervém no
Processo.

3. O custo para avaliar a fungdo, ou seja, o custo da realizacao do pro-
cesso, € muito alto.

1.3 Formulacao do problema

Num processo experimental pode ocorrer a exisiéncia de varidveis indepen-
dentes continuas e discretas. Arranjando-se adequadamente combinagoes
das varidveis discrelas em conjuntos, tem-se definido, para cada um desses
conjuntos, um problema de otimizagae “continuo”.

Sejam xj,...,%, varidveis independentes continuas e y o valor obtido
através de processo experimental observivel para valores dados a z4,.. ., z,,
distribuidos da seguinte maneira: '

Obs l I Ty Tan \ ¥
1|z} 1 z, |y
2z =2 ... x4t
m| " Iy | y™

onde:

m é o ntimero de experimentos observaveis;

¢ ' é a varidvel dependente, j = 1,...,m e representa o valor obtido
para a [un¢ao objetivo no experimento j;

e T} é avariavel independente e representa as varidveis continuas usadas
no experimento 3, t=1,...,n, J=1,...,m.

O problema se resume em encontrar valores de zy,...,zn, que forne-
cam um valor 6timo da “fungdo” em quesiao, no menor nimero de ensaios
possivel, dado que o custo de cada ensaio é alto.



1.4 Modelo proposto

Em [6] é proposto que {un¢des como as descritas anleriomente sdo repre-
sentadas de maneira adequada pelo modelo quadratico seguinte:

“valor da fungao” = Q(z) = jz'Gz + Vz + ¢

onde:

G € uma malriz simétrica (n x n)

b é um vetor (n)
s r & uma constante

x é o velor das variaveis independentes.

G, b e ¢ sao delerminados em cada passo do algoritmo usando tpdos
0s ensalos precedentes, através do método dos quadrados minimos lineares.

Argumenta-se em [6] que a escolha do modelo ¢ razoavel, visto que
as expressoes quadraticas sao as que melhor se adaptam a problemas de
otimizacao.

1.5 Ajuste do modelo aos dados disponiveis

Dado um conjunto de m pares de valores (z',y'), (z,¢%),...,(z™, v™)
onde:

o r' € R" (vetor das varidveis independentes)

o y' € B (varidvel dependente},
o modelo quadritico descrito deve ser ajustado aos dados disponiveis, de
mancira que o erro oblido no ajuste seja minimo.

Para se encontrar a melhor aproximagao quadrédtica é necessario achar
os coeficientes de G, b e ¢ que minimizem a seguinte expressao:



Yl — (o) s + a4 o (1)

Este problema pode ser resolvido pelo método dos quadrados minimos
lineares [11].

1.6 Algoritmo proposto para a resolugao do
problema

Em |6 é proposto um método de resolugio que consiste nos seguintes passos:

Inicialmente simula-se um ndmero de experimentos, atribuindo valo-
res gerados aleatoriamente para as varfaveis independentes e calculando o
valor da variavel dependente para cada experimento.

A seguir executam-se 0s seguintes passos:

1. Ajusta-se o modelo quadrético @(z) aos pontos gerados, através do
mélodo dos quadrados minimos lineares;

2. Minimiza-se Q(z), encontrando o ponto étimo z7;

3. Simula-se um novo experimenio, calculando o valor da fung¢ao em z’
e encontrando o ponto {z7,y");

1. Ajusta-se a nova quadralica, incluindo neste ajuste o ponto (z°,¥°);
5. Minimiza-se a nova quadrédtlica encontrada em 4.;

6. Repete-se o processo até que seja alingido um valor razodvel para a
variavel dependente.

Para a olimizagao da fungao quadréatica nos itens 2. e 5. pode-se usar
qualquer método de otimizagao.

1.7 Experiéncias numeéricas

Por ser onerosa a realizagao de processos experimentais praticos, é muito
comum a utilizagao de fungoes teste na andlise do comportamento de um
algoritmo, para a simulagao de valores da varidvel dependente.

o



Para analisar o comporiamento do algoritme proposto, foram realiza-
das experiéncias numeéricas em [6] com a seguinte {ungio teste:

F(z)=(z~z)'Glz~z)+c+ P (1.2)
Onde:
e r° é um suposto ponto élimo

e 1 é 0 vetor das variaveis independentes

(; é uma malriz siméirica

o ¢ & uma constante

e I’ ¢ wina perturbagao aleatéria.

O valor da perturbagao P faz com que a avaliagao de F(z) fique
sujeita a erros, simulando desta maneira valores obtlidos através de processo
experimental observdvel.

LY
Para cleilo de analise, levou-se em consideragao o nimero de ava-
liagoes da fungao, representando o niimero de experimentos que € necessario
realizar até ser atingido um valor minimo da fungiao objetivo em questao.

Foram rezlizados testes {(num nimero limitado) com o algoritmo pro-
posto e com o algoritmo de Nelder-Mead {7], variando a perturbagdo apli-
cada 3 fungao teste de zero a 100%.

As experiéncias numéricas realizadas em |6] mostraram que o algo-
ritmo proposto é melhor que o algoritmo de Nelder-Mead quanto ao nimero
de avaliagoes da fungao objetivo em teste , qualquer que tenha sido o valor
atribuido a perturbagéo.

1.8 A proposta deste trabalho

As experiéncias numéricas realizadas em [6] mostram a eficiéncia do algo-
ritmo proposto; porém, tendo sido realizado um ndmero limitado de testes,
propomos neste trabalho testar o algorilmo exaustivamente, variando al-
ternativas.



Capitulo 2

Um contra-exemplo

2.1 Introducgao

A validade da proposta de [6] depende de um falo essencial: - & possivel
estimar boas aproximagoes quadraticas de fun¢oes arbitrarias usande so-
mente valores da funcao? Emn particular, fungbes convexas geram sempre
aproximagoes quadrdticas convexas?

Para a obtencao de bons resultados na minimizacao de fun¢des con-
vexas usando o algoritmo proposto é fundamental que a quadrdtica aproxi-
mada também seja convexa. Neste caso € vidvel a minimizacao da mesma
numa tentativa de busca do ponto de minimo da funcgao original.

Se, ao contrdrio, a quadrdtica aproximada nao for convexa, lorna-
se impossivel uma minimiza¢do irrestrita segundo a proposta de {6]. (o
minimo neste caso tende a —o0). Uma solu¢ao para este 1ipo de problema
seria uma minimizacao com as varidveis independentes sujeitas a restrigdes
canalizadas. Entretanto, o minimo estaria sempre no limite da canalizacao
(cujos valores seriam especificados de acordo com um critério préprio). As-
sim, este ponto de minimo encontrado pode nao estar proximo do minimo
da fun¢ao convexa original.

Uma quesiao relacionada é;: - existe uma proximidade entre a qua-
dratica obtida e a funcao convexa original?

s

E fato que o minimo da fun¢ao quadratica s6 estard perto do minimo
da funcao convexa original se as duas esliverem razoavelinente proximas
uma da oulra.



2.2 Um contra-exemplo

A seguir apresentamos urm contr&—exemplo que mosira de maneira muito
clara certas dificuldades na abordagem de [6].

Consideremos a seguinte fungao em N*:

. (z1]F + |zq|P In3
F(z) =L T2 p o 00 g, 3 2.1
('T'] 2 hl ]]'12 0g2 (‘z )

Podemos verificar facilmente que F(z) é uma funcdo convexa(vide
figura 2.1).

Com a intengao de mostrar certos resultados no ajuste, conforme ex-
posicao anterior, o modelo quadratico do item 1.4:

1
Q(z} = Ez‘G'x +bz+e
sera ajustado a alguns pontos da fungao 2.1.

Uma breve descricdo do modelo utilizado é feita a seguir.

Definimos:
a | b ki
.G_[hlz hzz}’

Assim sendo,

1
Q(z) = =22hyy + T1T2h1y + 5:1:2}122 + 21by + z2by + € (2.2)

[

Selecionamos os seguintes pontos (€ M%) a serem usados no ajuste:

z F(z)
(€, 2¢) 28
(2¢,€) 2¢P
(—e,—¢) | €
(0,0) 0
(—2¢,—¢) | 267

(—€,—2¢) | 2¢F



com ¢ > (0, sendo que ¢ mede a proximidade entre os pontos escolhidos.

2.2.1 Resolucgao

O seguinte sistema de equagoes linecares € obtido aplicando-se a equagao 2.2
a cada ponto da malha de dados acima:

%h-“—|—2€2h12—|—2(2h22‘|‘6{)1+2652 +c¢c = 2(P
2¢%h 14 2(21112+-‘; hao+2eb e +¢ = 27

E; }I]1+Ez}£12+ ggftgz—fbl—ﬁbz +c = fP
¢ = 0
2E2f'f.11+262h12—|-'£§ hos—2eby—chs + ¢ = 2cF

L c;h-l]+2f2h]2—+-2[2h22—(b1—2(52 +p = 2EP

Este sistema de equagoes lincares pode ser resolvido pelo processo de
triangularizagao de Gauss, como seffue:

(12 28 28 ¢ 2 1 28
2¢¢ 28 1 2 e 1 2
%62 e? %Ez — —¢ 1 € 5
0 0 0 0 O 1 0
2¢? 2¢? i(z -2¢ —¢ 1 2
| 38 28 2¢ —e -2¢ ] 2¢7
[ 262 2€? ¢ 2 e 1 28]
0 3 B Je Te I B
0 € 2 e A _
0 0 0 0 0O 1 0
0 0 0 —-4¢ —2¢ 0 O
0 3¢ Bl bl
[ 22 23 12 2 e 1 2]
0 3 L e Te 3 4P
0 0 ——icz —gf —%1-( % 0 N
0 0 0 0 0 1 O
0 0 0 —de —-2¢ 0 0
|0 0 0 -2 -4¢ 0 0 |




2¢8 28 ¢ 2 e 1 268
0 gez %62 %E EE % gEP
0 0 -l -%¢ -iUe 1 0
0 O 0 —~4e —-2¢ 0 O
0 0 0 -3¢ 0 O

| 0 0 0 0 0 1 0 |

Deste modo:
hll = 0, }ng = EP—?) hgz = 0, b] - 0., bg = 0, c = (

ou sejal

Q(z) = " Pzyxy (2.3)

Podemos verificar que a quadratica ajustada € nao conveza qualquer
que seja a proximidade entlre os pontos usados no ajuste. N

Em particular, quando ¢ = 1, a quadrdtica ajustada é:
Q(z) = 1z (2.4)

que certamente é ndo convexa (vide figura 2.2).

O malor problema encontrado é, portanto, o ajuste de uma funcao
quadritica ndo convexa, uma vez que isto torna o processo de minimizagao
impraticdvel, conforme argumentamos no item 2.1.

2.2.2 Uma tentativa para melhorar o resultado ob-
tido

Alé entao o ajuste foi feito com a matha de dados possuindo um niimero
de pontos igual ao namero de incégnitas do modelo ajustado. Porém, a
quadritica 2.3 que foi aproximada aos pontos da malha em questio é nio
convexa.

Uma tentativa para a obtencao de uma fun¢io quadritica convexa
é acrescentar alguns pontos & malha até entdo considerada e resolver um
sistema sobredeterminado de equagOes lineares através do método dos qua-
drados minimos lineares. Esta escolha é razoavel, uma vez que o método

10



dos quadrados minimos lineares possui um efeito suavizador que reduz a
infuéncia de algum ponto no valor do ajuste. Assim sendo, esperamos que
o uso de quadrados minimos leve a uma melhor aproximagio da fungao
objetivo original, ou seja, que produza.f um modcelo mais representativo da
mesima.

De fato, acrescentando os pontos (alcatérios):
(1.195,2.732) e (1.609,2.322)

a malha de dados atual {com ¢ = 1), e resolvendo computacionaimente o
sistema sobredeterminado de equagoes lineares, obtivernos a seguinte fungao
quadratica:

Q'(x) = 0.3243997x% - 0.1420100z;22 4 0.2089851z% +
0.0130169z, — 0.0452041x; -+ 0.1210747 (2.5)

Verifica-se facilmente que a quadratica 2.5 ¢ convexa (vide figura 2.3).

Tomando como base a experiéncia numérica realizada, é provavel que
um melhor ajuste pode ser obtido quando o nlimero de pontos usados no
mesmo for maior que o ndimero de incdégnitas do modelo.

2.3 Conclusao

O exemplo apresentado mostra que o ajuste de um modelo quadritico
aos pontos de uma funcao original convexa pode produzir uma fungao
quadritica ndo convexa. Este problema é muito grave, visto que o mo-
delo proposto s6 pode ser usado se a quadratica ajustada for convexa.

No entanto, acrescentando-se alguns pontos a essa mesma malha de
dados, de modo que o nimero de pontos da mesma scja malor que o niimero
de incégnitas do modelo, a quadrética ajustada pode resultar convexa.

11
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Figura 2.1: Curvas de nivel de F(z)

Figura 2.2: Curvas de nivel de Q(z)
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Figura 2.3: Curvas de nivel de Q'(z)
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Capitulo 3

O problema numeérico da
obtencao da quadratica
aproximada

3.1 Introducao

Com base no exemplo do capitulo anterior conjecturamos que ajustando
a func¢ao por uma quanlidade suficientemente grande de pontos a uma
quadritica, conseguireinos aproximagoes razodaveis. Em particular, isto de-
veria acontecer no caso {irreal) em que a funcao original é uma quadrética
sem ruido. '

Naluralmente, do ponto de vista analitico nao hi nada para testar
porque a quadréitica ajustada serd a mesma que a original. Porém, mostra-
mos neste capitulo, com este tipo de exemplo, que o método usado no ajuste
é confiavel; ou seja, que se em experiéncias mais realistas (nao quadraticas)
os resultados ndo forem satisfatidrios, isto nao deve ser atribuide aos algo-
ritmos usados.

3.2 Meétodo numérico usado no ajuste

Seja uma funcio analitica f : ®" — R e f{z') o valor da fun¢io no ponto
x* para i = 1,...,M. Ao conjunto de valores (z', f(z*)}, i = 1,..., M
chamamos de malha de dados.

Nosso propdsito é ajustar os ponios desta malha de dados ao modelo

i4



gquadratico;

1
Q(z} = ELETG;L' +bzr+c (3.1)

onde:
& (7 ¢ uma matriz simdéirica »e X n,

e b ¢é um vetor de dimenséo n,

e ¢ ¢ uma conslante,

Devemos estimar os coelicientes de G, b e ¢. Para isso usamos o seguinte

modelo interpolador:

1
J(z) = -‘23:‘(?3: f bz e (3.2)
Sejam:
g1 --- Gin
o G = : : 3 )
Pn .- grm
by
e b= R
b
Ty
o I =
Tn

0O modelo definido pela equagao 3.2 acima pode ser expresso como:

Ya=V (3.3)
onde:
y'{z") /(=)
y 2 L VR ,
yt(l.MJ f(:EM]



gn
[ 1(. 32 ] .
2 (z1) Grn
iz
1 2 :
3 (Tn)
Ty Jin
I2X3 gus
A A .
y(z) = , o=
Tpn-1Tn f2n
o3|
gn—l,n
T b]
I
b,
C -

Neste modelo, o niimero de incognitas é:

(n +1){n + 2} N
2

N=

Quando N = M a malha é dila ser ezata. Neste caso as incégnitas
sdo estimadas resolvendo-se um sistema de N equacoes lineares. Quando
M > N a malha é dita ser sobredeterminada, e os coeficientes podem ser

estimados através de quadrados minimos lineares.

3.3 Modo de obtencao da malha de dados

Os pontos da mallia de dados a ser usada no ajuste podem ser obiidos de
diferentes maneiras. Uma exigéncia na escolha é que a func¢do analitica
esteja avaliada no ponto escolhido. De um modo geral, ¢ dado um ponto e
os demais sao gerados aleatoriamente através de determinadas regras que
permitem uma distribuigao dos pontos numa regiao proxima ao ponto dado.

Sejam:

» P um ponto dado tal que Py = (Zo15- .-, Zon),
s r um ndamero aleatério tal que 0 < r <1,

e A uma medida da proximidade entre os pontos da malha.

16



Neste trabalho consideramos os seguintes modos de obtencao dos M — 1
pontos restantes da malha:

2]

. Modo 1 - Os pontos sao gerados aleatoriamente ao redor do ponto

dado P, segundo a regra:
Pi=Po+2(r—05)A, i=1,...,M -1

(vide figura 3.1).

. Modo 2 - I'ontos obtidos do Simplex de dimensao n formado nas

coordenadas de acordo com [7], da segninte manecira:
R = (:C[]],.'EUQ, R TR NP PR 'JJ:UN]

comy; = Toi b rA, t=1,...,n.

Os demais pontos sae obtidos tomando a mediana entre os n pontos:

: + Py
AL}

1 £
totalizando assim U2 pontos (vide figura 3.2).

Modo 3 - Pontos gerados alealoriamente no espaco entre os eixos
posilivos das coordenadas originarias no ponto dado P, ou seja:

I),':P(;"}“TA, izl,...,M—-]

{(vide figura 3.3).

. Modo 4 - Pontos gerados alcatoriamente no espago entre os eixos

posilivos e entre os cixos negalivos das coordenadas origindrias no
ponto dado Iy, ou seja:

P=PtrA, i=1,.... M1

(vide figura 3.4}.

3.4 Experiéncias numeéricas com quadrati-

cas sem perturbacao

Com o intuito de mostrar que o modelo descrito no item 3.2 é confidvel,
realizamos experiéncias numeéricas onde a fungio analitica original a ser

17
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Figura 3.1: Pontos gerados segundo o modo 1

X2‘

P

i\
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—— .09
Pp Por Pi

Xy

Figura 3.2: Pontos gerados segundo o modo 2

X2
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A

X1

I
I
|
— Tt
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Figura 3.3: Pontos gerados segundo o modo 3
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x2

Figura 3.4: Pontos gerados segundo o modo 4
usada no ajuste é uma funcao quadrdlica sem pérturbacdo. Neste caso
espera-se que a quadritica ajustada seja a mesma que a original.

O método usado foi implementado em linguagem de programacao
FORTRAN, utilizando a rotina MINOR |4] na resolugiao do sistema de
equacgoes lineares. .

A quadritica ajustada foi comparada com a quadratica original atra-
vés da distancia suprema enire as suas respectivas hessianas; a convexidade
da quadrdtica ajustada fol verificada através do cdlculo dos autovalores de
sua matriz hessiana, sendo ulilizada para isto a rotina EIGEN [9].

O ajuste foi feilo de maneira exaustiva, variando os seguintes para-
metros:

¢ O modo de obtengao da malha de dados;
o A distdncia entre os pontos da malha (A);

» O nimero de pontos pertencentes & malha de dados (M).
As seguintes fungoes quadraticas foram usadas no ajuste:

L f(z) = (xs = 2)" + (22 - 3)°
2. flz) = 2zt + 2t + 232 + 21y

3. f(z) = (221 — 22)* + (25 — 200)?
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Estas fungoes foram escothidas levando-se em conta a convexidade de
cada uma deias, sendo que as fungoes 1 e 2 sfo estrilamente convexas, e a
fungao 3 é convexa nao estrila. -

Para cada fun¢ao acima foram escolhidos um ou mais pontos dados a
serem usados em cada experimento, conforme vemos adiante.

3.4.1 Resultados numéricos obtidos

As tabelas a seguir mostram os resultados das experiéncias numéricas re-
alizadas. Cada tabela mosira a disitancia suprema entre as hessianas da
quadratica ajustada e da quadratica original para uma fungao e um ponto
dado que foi escolhido aleatoriamente. A cada distincia suprema apresen-
tada, corresponde um ajuste realizado.

Além disto, as tabelas destacam os ajustes que produziram funcoes
quadraticas nao converas, ¢ os ajustes que produziram quadraticas a partir
de malriz mal condicionada 1.

A seguir sao apreseniadas as labelas.

10 mal condicionamento de uma matriz esl# relacionado com a proximidade da mesma
de =er singular.
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TABELA 3.1 - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica

ajustada e da fungio original

Funcao original: f(z) = (z1 — 2)% + {(z2 — 3)*
Ponto dado: (2,3}

MODO 1

M

A=1

A =101

A =10.0l

A = 0.00]

0.5574524E-04
0.1072884E-05
0.3871302E-06
0.1132488E-05
0.5662441E-06
0.3278255E-06
0.25491301E-06

0.2309442E-02
0.97438G9E-04
0.8568 168 E-04
0.3039837E-04
0.35941605-04
0.3276765E-04
0.1395792E-03

0.3431946

0.10035041%-01
1.325693215-02
0.33312741-02
$.397056631-02
0.139869212-01
0.9109606615-02

MODO 2

1.449726 *t
2.187520 *1
0.2146434
0.7876599
0.4013228
0.4049288
0.4954362

A=1

A =01

A =001

A = 0.001 |

-
7
B
9
10
11

12

"0.1430511£-05
0.1564622E-05
0.3110408E-05
0.2980232E-05
0.4008412E-05
0.8046627E-05
0.1847744E-05

0.1357550E-03
0.147640712-03
0.1708567E-03
0.3413558E-03
0.5714744E-03
0.2514612E-03
0.2289712E-03

0.57947261-02
0.2610255E-01
0.3918621E-01
0.59615751-01
0.453645615-01
0.240267215-01
0.4469163E-01

1.350761 1 |
1.705608 *4
2.008690 *1
1.837578 *t
1.998203 *
2.094537 *t
2.125937 *4

'MODO 3

A=

A =01

- 0.2228349E-04
0.4927553E-05
0.1087785E-05
0.2111573E-05
0.2316266E-05
0.8344650E-06
0.3057431E-05

0.180365215-0% |
0.1011463E-02
0.5322433E-03
0.1606819E-03
0.4947733E-03
0.2052131E-03
0.7460189E-04

0.8097476E-01

A =001

A = 0.001

0.4349393E-01
0.33893641-01
0.2270712E-01
0.3433081L-01
0.751519615-02
0.1459400E-01

2.137002 *}
1.662537
1.733942
1.804926
2.055234
2.295557 *t
2.413924 *+

MODO 4

A=1

A=01

| 0.4127622E-05

0.3561378E-05
0.35911B0E-05
0.7218667E-0G
0.1981854E-05
0.1952052E-05
0.2175570E-05

0.3709942E-03 |
0.5075783E-03
0.2801123E-03
0.7888079E-03
0.8394046F-04
0.7704082E-04
0.53590481-03

A = 0.01
0.4786351E-01 |
0.3370246£-01
0.3250450E-01
0.665838915-02
0.9034047-01

0.1372292
0.2951522E-01

1.793502 1
1.766173 }
1.783976 *1
1.647559 *f
1.548026 1
1.551611

* Quadriticn ajustada niio convexa
t Matriz do sistema de equagdes mnl condicionada
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TABELA 3.2 - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica

Fungao original: f(x) = (z; ~ 2} +

Font

‘MODO 1

o dado: (1,60)

(

Iy — o

ajustada e da fungao original

=+

)2

A=10

A=1

A =01

A = 0.0}

0.1542568E-03
0.4410744-05
0.3457068E-05
0.8791680E-0G
0.1564622E-0b
0.7748604 5-06

0.7897615E-06
)DO 2

0.6147385E-02
0.1029372E-03
0.4056096 E-04
0.1311898£-03
0.1320839E-03
0.8152425E-04
0ASAI8THI-04 |

0.2270019

0.9866327E-02
0.1273349E-02
0.2313036-G2
0.7354319E-03
0.7814243E-02

| 0.85570261-02

3.544980 1
1091822 1
0.4620260 1
0.5560437 1
0.4984835 1
0.8084793

A =10

A=1

A = 0.01

0.2875924E-05
0.3278255E-06
0.61673245-05
0.3300056E-05
0.4380941E-05
0.1251698E-05
0.2682209E-05

0.3991723E-03
0.2056062E-03
0.1155047E-03
0.3669858E-03
0.1493615E-03
0.5039603E-03
0.6242096E-03

0.3513479E-01
0.2050120E-01
0.2017099E-01
0.2889651E-01
0.5958083E-01
0.6221393E-01
0.1078062

2.675825 1 |
3.782010
1.618390 1
2.084454 t
2.091431
2.136385
2.125132

'MODO 3

A =10

0.8045904E-05
0.1766491E-04
0.5022938E-05
0.1097579E-04
0.1106093E-04
0.6189768E-05
0.9126259E-05

A =1

A= 01

0.1219860E-02
0.4748183E-03
0.3177334E-03
0.1014911E-02
0.1191977E-03
0.9333181E-04
0.735873315-03

0.2743963

0.3203487E-01
0.2208713E-01
0.7630065E-01
0.4477612E-01
0.1671913E-01
0.5320223E-01

AZ001
1567518 *1 |

5.697177 *1
3.009755 *
3.703015 *4
2.813076 *
1.496793
0.8163667

DO 4

A =10

A=1

A=0.1

| 0.8910894E-05
0.4500151E-05
0.1209381E-04
0.2458692E-05
0.4634261E-05
0.1344085E-04
0.1448393E-04

0.5065799E-03

0.4120618LE-03
0.1929556-03
0.1327038E-02
0.9446442E-03
0.2757013L-03
0.7565618E-03

0.3812085E-01
0.1346707
0.5600411E-01
0.1130924
0.1024837
0.6465541E-01
0.1136916

17860181
5.974771
3.782889
5.483113
7.764077 1
5.672014
4.362696

* Quadratica ajustada ko convexa
t Matriz do sistemn de equagdes mal condicionada
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TABELA 3.3 - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica

ajustada e da fungdo original

Funcdo original: f{x) = {z; — 2)? + (z, — 3)?
Ponto dado: (~98,103)

M A =10

A=1

A =01

6 | 0.1256466E-03
71 0.74803831-0G5
8 | 0.6720424E-05
9 | 0.7629395E-05
0 | 0.4634261E-05

0.5816489E-02
0.1318127E-02
0.7498860E-03
0.5993098E-03
0.5537868L-03

0.1438801 1
0.5167991L-01
0.1267511
(.5082576E£-01
0.1971498E-01

1.389209 1
0.2367215 1
0.8298112 *t
2.596527 1
0.8746351 1

7 | 0.22590161-04
8 1 0.2139620E-04

0.3474563E-062
0.3556922E-02

11 | 0.1356006E-03 | 0.2985746E-03 | 0.8832857E-01 | 1.161070 1

12 | 0.7733703E-05 | 0.2124608E-03 | 0.1346343 0.1681154 1
' MODO 2 T

M A= 10 A=1 A =01 A =00l

"6 | 0.3489852-04 | 0.6405346E-03 | 6.3143635 1.348714 1

0.2450978
0.9426959E-0

0.63261692
3.403299 *t

9 ) 0.1519918E-04
0.102818CE-04
11 | 0.4267693E-04
12 { 0.5400181E-04

0.2733231E-02
0.3041804E-02
0.1095915[5-01%
0.4975051E-02

9 [ 0.1360216E-04 | 0.2324075E-02 | 0.4369492 4.146541 *1
10 | 0.2068281E-04 | 0.4662216E-02 | 0.3159769 0.9225506 1
11 | 0.1955032E-04 | 0.6155759E-02 | 0.1117373 1.346763 *1
12 | 0.6452203E-05 | 0.4407004E-02 | 0.1446025 0.5963551 1
' MODO 3
MTTTA=0 A= 1 A=01 A =001 |
6 | 0.1749195E-03 | 0.8722278E-03 | 0.1283995 0.3536430
7 | 0.3678445E-04 | 0.6960061E-02 | 0.2011699 3.027874 *1
8 | 0.5917229E-04 | 0.1832634E-02 | 0.3177830 0.435600 t
9 | 0.7297954E-04 | 0.6111831E-03 | 0.1657759 1.994717 *t
10 | 0.2211971E-04 | 0.1181216E-02 | 0.1915766 4.135437 *1
11 | 0.7648718E-05 | 0.2394915E-03 | 0.2595810 2.195526 *t
12 | 0.2664487E-04 | 0.4687896E-03 | 0.1644924 1.685025 *1
MODO 4
M A =10 A=1 A=01 A = 0.01
6 | 0.1060516E-03 | 0.95408561-02 | 1.125898 1.250212 |
7 | 0.8045137E-04 | 0.7732302E-02 | 0.5837619 2.352585 *+
8 | 0.5243719E-04 | 0.2369612E-02 | 0.3733679 1.133516 *{

0.4036065
0.1994955
0.6540012L-01
0.2011712

* Quadrdtica ajustada nio convexa

1 Matrie do sistermna de equactes mal condicionada
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TADBELA 3.4 - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungao original

Fungao original: f(z) = 22% + 2} + z122 + 214
Ponto dado: (1,2)

M

A=1

A=01

A =001

A= 0.001

-1 &2

ot ot
- = D oo

M(

0.1686811E-04
0.7450581-06
0.1192093E-06
0.5662441E-00
0.5066395E-06
0.7301569E-06
06854534 15-00

0.4659593E-03
0.4130602-04
0.280737915-04
0.3562868E-04
0.4762411E-04
0.4506111E-04
0.323057215-04

0.2359688

0.4101411E-02
0.6272107E-02
0.7073845E-02
0.2334505E-02
0.1068026E-02
0.26567581-02

0.7905734E-01
0.5359676
(.27305649
0.2151681
0.5764608
0.3116342
0.2188464

)DO 2

A=1

10
11
12

0.3874302E-06 |
0.1966953E-05
0.1192093E-05
0.1370907E-05
0.1728535E-05
0.2294779E-05
0.1102686E-05

A = 0.1

A =001

0.1218021E-03
0.1063049E-03
0.8988380E-04
0.1111701E-03
0.2113804E-03
0.2323464E-03
0.7107854E-04

0.1346833E-01 |

0.1228885E-01
(.1782632E-01
(.1808071E-01
0.2075928E-01
0.2187765E-01
0.7294551E-02

A = 0.00]
0.1875644 1 |
0.7622533 1
1.059556
0.6763259
0.3928129
0.1154912
0.9360645

MODO 3

M

A=1

A=0l1

A =100l

A = 0.001

0.8791685E-06
0.8575618E-05
0.1296401E-05
0.1646578E-05
0.3819510E-05
0.4768372E-06

0.1132488LE-05

0.6422400E-04
0.496804TE-04
(.3440380E-03
(.5665421E-04
0.2167821E-03
0.21263965-04
0.1290962E-03

0.1715463E-01
0.1943224E-01
0.1789156E-01
0.5686194E-01
0.8240037E-01
0.1331925E-01
0.6875902E-02

0.7399738 1
0.6028575 1
0.3380840
(1.95315632
0.4011175
0.3520767
1.084485

MODO 4

M

A=1

A=01

A =0.01

A = 0.001

-1

(.3337860L-05
(0.3069639E-05
0.4470348E-05
0.3278255E-05
0.2652407E-05

—
b2 e O OO

—

0.6973743E-05

0.4110634E-03 |

0.4799664E-03
0.12202565-03
0.2347529E-03
0.1329780E-03
0.1132488E-03
0.4036427E-03

0.70577031E-01
(.2295250E-01
0.1207495E-01
0.2896979E-01
0.1045856E-01
0.1048747[5-01

0.1442525E-01

1.028659 §
1.710316 1
1.241103
0.4730235
0.4086951 1
1.159852
1.128301

t Matriz do sistema de egquagdes mal condicienada
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TABELA 3.5 - Distancia suprema entre as hessianas da quadrética
ajustada e da fungao original

Fungao original: f(x) = 222 + 25 + 7j22 + 213
Ponto dado: (0.2,0.3)

[ MODO 1

A=1

A=01

A = 0.01

A = 0.001

0.2712011E-05
0.2080232E-06
0.7450580E-07
0.1266599E-06
0.5960464-07
0.4470348 E-07

0.1192093 E-06

0.3832579E-04
0.2592802E-05
0.2101064E-05
0.4127622E-05
0.5364418E-06
0.2726912E-05
0.3650784-06

0.3702760E-02
0.4194975E-03
0.1615882E-03
0.1697540E-03
0.3463030E-04
0.21359320-03
0.3737807E-03

1.811593

0.1215819E-01
0.2155544E-01
0.1330055E-01
0.1069364E-01
0.431945915-02
0.5232751E-02

10
11

12

A =1

| 0.35762761-06

0.2384186E-08
0.3576279L-06
0.8940697E-06
0.1072884E-05
0.7748604L-06
0.9834766E-06

A=01

[ 0.4738569E-05 |

0.345706912-05
0.4321337E-05
0.4231930E-05
0.565224412-05
0.6973743L-05
0.1865625E-04

A = 0.01

| 0.7078052E-03

.6267726E-03
0.3708154E-03
0.1888275E-03
0.4937053E-03
0.6579757L-03
0.1258492E-02

A =0.00]

0.7381073E-01 |

0.2765009E-01
0.4870644E-0] |
0.3553739E-01
0.7869491E-01
0.1507588
0.3116398E-01

MODO 3

M

A =1

A =0.01

A = 0.001

-5

Lo o]

10
11

12

0.3278255E-06
0.2756715E-06
0.4768372E-06
0.1192093E-06
0.1639128E-06
0.3874302E-06

0.1231581E-04
0.1770258E-04
0.1922250E-05
G.1405180E-04
0.1773238E-04
0.4798170E-05
0.5155802E-05

0.2958310E-02
0.6358921E-03
0.4530326E-03

0.1677871E-03 |

0.1287883E-03
0.2307296E-03
0.2620220E-03

0.6027412

0.1050081
0.7155153E-01
0.1114975
0.1115519
0.4079394E-61
0.8454922E-01

MODO 4

M

A=1

A= [}.1_—“

-1 =

0.7748604E-06
0.4470348E-06
0.9536743E-06
0.5960464E-06
0.5364418E-06
0.1251698E-05

0.5066395E-06

A = 0.001

0.8195639E-05
0.6675720E-05
0.9626150E-05
0.2487004E-04
0.2890825E-05
0.3397465E-05
0.1102686E-05

0.1818538E-02
0.1752406E-02
0.4056990E-03
0.5109012E-03
0.83574655-03
0.2912909F-02
0.8908361E-03

0.3356323E-01
0.9721765E-01
0.1766955
0.3116977E-01
0.2532630
0.3840047
0.4457372

25



TABELA 3.6 - Disténcia suprema entre as hessianas da quadrética
ajustada e da fungdo original

Fungao original: f(z} = 2«2 4 o2 + o123 + 22,
Ponto dado: {-50,60)

' MODO 1

M

A=10

| 0.1178384E-03
0.2026558 E-05
0.1892447E-05
0.2324581E-05
0.6854534-06

0.1847744E-05

0.2086234E-01 |
0.3174245F-03
0.4899800E-03
0.1186087E-03
0.3692508E-03
0.6085038E-03

A=01"

A =001 |

[ 2.783766
0.2858159E-01
0.5925219E-02
0.1383984E-01
0.1866806E-01
0.4429090E-01
0.3110987E-01

106430802 1 |

3.326112 1
1.251682 1
3.073734 ¢t
1.423358 1
2.462132 *t

(.1668930E-0b

0.1835227E-03

0.3284655 1

A =10

=

10
11
12

0.4857779E-05
0.9357929E-05
0.7048249E-05
0.7927418E-05
0.5334616E-05
0.1290441E-04
0.1680851E-04

A=1

A =01

A =001

0.4744381E-03
0.6164610K-03
0.8710474E-03
0.6106943E-03
0.7906407E-03
0.1958609E-03
0.1935810E-03

0.4670617E-01
0.1240860
(0.478244715-01
0.1549734
0.1133659E-01
0.6459895E-01

0.8519865E-01

2.877092 *1
5.724451 *1
0.8851416 |
2.876994 *t
2.493166 *t
3.859984 *{
2.877382 *1

M |

'MOQDO 3

A =10

A=

A =01

A=001

6
7
8
9
10
11
12

0.2523512E-04
0.363588315-05
0.9834766E-06
(.7845461E-05
0.9343028E-05
0.4738569E-05

0.1247227E-04 |

0.3013864E-02
0.2893895E-02
0.3031656E-02
0.2816334E-02
0.1891494E-02
0.1611799E-02
0.1995131E-02

0.2899662
0.2429697
0.1302438
0.9030858E-01
0.6268413E-01
0.7777166E-01

0.8841266E-01 |

2.19936] 1
0.5719160 }
2.011069
0.6948766 +
1.304404 1
2.731621 1
7.045241 1

MODO 4

| M

A =10

A=1

6

o

i
8
9

10

11

0.1341105E-04
0.2101064E-04
0.1516938E-04
0.1847744E-04
0.2032518E-04
0.5215406E-05

12

0.1507998E-04

0.1732677E-02 |
0.2401769E-02
0.4110888E-02
0.3108680E-02
0.7089078E-03
0.4079551E-02

A=01

A =001

0.2187629
0.6794763E-01
0.8642983E-01
0.1780844
0.4431614E-01
0.5124172E-01

0.5536422E-02 | 0.5148149E-01

2.878529 ¥+
1.459420 1

2.877331 *t
0.4017276 1
1.045484 t

3.740053 *1
18.93980 *1

L

* Quadratiea ajustadn nio convexa
i Muatriz do sistema de equagbes mal condicienadn
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TABELA 3.7 - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica

ajustada e da fungac original

Fungao original: f(z) = {2z; — z2)? + (25 — 200)?

Ponto dado: (0,0,200)

"NODO 1
M A =100 A=10 A=1 A=l
10 | 0.151081RE-05 | 0.54G4256E-04 * | 0.2002706E-02 3061572 1
11 | 0.6556511E-06 0.2248578E-04 * | 0.3766716B-02 0.4807850 *
12 | 0.1341105E-05 0.6464)24E-04 0.4617304E-02 0.3387012 ¥
13 | 0.953G743E-00 0.1421571E-03 0.7476866E-02 ¥ | 0.0361T7IE-01 ~
14 | 0.8642673E-0C 0.G166101E-04 0.1899534E-01 (1. 8G30423 ™
15 | 0.6258488E-06 0.1762500E-03 0.7687271E-02 02110904 *
1¢ | 0.8046627E-06 0.3023440E-03 0.6180272E-02 0.8672143 *
17 | 0.1579523E-05 0.4521012E-04 0.2300742E-02 05774474 ¥
18 | 0.6556511E-06 0.7894636E-04 0.6768072E-02 0.8742062 ¥
10 | 0.1206994E-05 0.1451075K-03 07550121 F-02 .1179300 *
a1 | 0.18TTH4GE-05 0.BO34 7U6E-04 04461 2885-02 0.2R4508C *
MO g GHRATIERE L DA SRR —
M TTa=i00 | A=10 A=1 Ta=01
"107| 0.1192093E-06 0 5GBGZRAE-04 | 0.52368G4E-03 © | 1008832
11 ; 0.63565118-06 * | 0.38062381E-04 0.1436508E-01 * | 0.5080028
12 | 0.2GR2200E-06 (HL7724762E-04 (L2002734R-01 * | 1.008062
13 | 0.1192093E-06 0.8755008E-04 * | 0.1699001E-01 * | 0.3191434
14 | 0.7152557E-06 0.2306700E-04 * | 0.1680362E-01 ¥ | (3384632
15 | 0.6554534E-G6 0.4492700E-04 0.1732491E-01 ¥ | 1.2423%8
16 | 0.5364418E-06 * | 0.4327297E-04 0.3876388E-02 * | 0.5088053
17 | 0.1430511E-05 0.5567074E-04 0.5680790E-02 * | 1.016011
18 | 0.7i525575-06 0.4553795E-04 0.4408330E-02 * | 0.0300314
19 | 0.50G04G4E-06 0.0047985E-04 0.3512850E-02 ¥ | 0.8484030
20 | ©.7450581E-06 0.8365776E-04 0.8080180E-02 * | 0.9877880
MODO 3
M A = 100 A =10 A=1 A=101
“10 | 0.8225441E-05 0.1176715E-02 .2356672B-01 | 2.000387 ~f
11 | 0.8344G50E-06 0.4652730E-03 0.2455056E-01 2.000418 *{
12 | 0.1996756E-05 0.8451930E-04 0.1121020E-01 2.000400 ~
13 | 0.3576279E-06 {1.1209083E-03 0.1494J07E-01 1.011082 *
14 | 0.2056360E-0 0.2140403E-63 0.1121244E-01 0.3489823 *
15 | 0.6258488E-01 0.1019835E-03 0.323683GE-01 0.0466280 °
16 | 0.05367438-06 0.4020333E-04 01.2412632E-01 2.000078 1
17 | 0.3200420E-06 0.2428203E-03 0.1355147E-01 0.6447532 *
18 | 0.1400709E-05 0.2052188E-03 1.1630671E-01 01, 7834856, °
19 | 0.1460314E-05 0.700U8043E-04 0.8220077E-02 (.3571224 *
20 | 0.5662441E-06 0.1395345E-03 0.2714843E-02 1.101382 -
MODO 4 ]
M A = 100 A =10 A= A=0]
10 | 0.5751848H-04 * | 0.5447313E-027 | 1.008857 * T1.060338 °f
11 (1.1430611E-05 0.4584G23F-03 ¥ 0.6187904E-0] 7 J.425304 ;I
12 | 0.8344650E-06 $.1131029E-08 ¥ | G.1906766E-01 * | 1909322 "4
13 | 0.5780422E-06 © | 0.12B1500E-03 * | 0.4687488E-02 * | 1.90035G -t
14 | 0.387741GE-06 ~ | 0.312354R8E-04 0.1553462E-01 * | 1.990348 "t
15 | O.B505548E-06 ° | 0.6064624E-04 © | 0.3573414E-02 ¥ | 1.920322 "¢
16 | 0.8046G27E-06 * | 0.9655952E-04 * | 0.1941501E-01 * | 1.900302 -t
17 | 0.6146542E-06 * | 0.115Q906E-03 * | 0.1127255E-01 1.999206 "t
18 | 0.1087785E-05 * | 0.1115563E-03 % | 0.8102360E-02 * | 1.990335 "1
19 | 0.75995028-06 * | 0.1435280E-03 * | 0.3093089E-02 * | 0.7157084 *
20 | 0.2080232E-06 ¥ | 0.1564545E-03 ¥ | 0.3341601E-02 1.999327 4

¥ Quadratica ajustada nio convexa
t Matriz do sistema de equigtes mal condicionada
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3.4.2 Ahélise d:;is tabelas

Observa-se nas tabelas que, de um modo geral, a distancia suprema entre
as hessianas é consideravelmente pequena. Isso mostra, conforme era es-
perado, que a quadratica ajustada é a mesma que a quadratica original, o
que comprova a confiabilidade do método usado no ajuste.

De uma analise mais detalhada das tabelas, podemos tirar as seguintes
conclusoes:

¢ A qualidade do ajuste é a mesma, quando € aumentado o ntimero de
pontos na malha de dados;

e O modo de geragao da malha de dados nao infuencia no ajuste;

¢ A medida que os pontos se tornam mais préximos uns dos outros, ou
seja, quando o valor de A é muito pequeno, a qualidade do ajuste piora
devido, evidentemente, ao mal condicionamenio da matriz que da
origemn ao sistema de equagoes lineares, Nesles casos, alguns ajustes
produziram quadrdticas nao convexas;

e Quanto mais os pontos se distanciam entre si, melhor é o ajuste;
ou seja, existe um valor de A que, conlorme podemos constatlar nas
tabelas, é da ordem da norma maxima do ponio dado, cujo valor
produz um ajuste muito bom. O ajuste continua sendo bom e pode
até melhorar se aumentarmos o valor de A a partir deste A 6timo.

Uma observagao importante a ser {eita é que na tabela 3.7 aparecem
alguns casos de ajustes que produziram quadrdticas ndo convexas, apesar
da proximidade entre a quadratica ajustada e a original. Isio é razoavel,
visto que a fungao original nao é estritamente convexa, e por erro numérico
de arredondamento, a quadréatica ajustada pode resultar nao convexa.

3.5 Conclusao

Os resultados numéricos obtidos foram, de modo geral, satisfatérios, con-
lorme era esperado. Com isto, podemos afirmar que o modelo usado é
confiavel.

Entretanto, fica evidente que a distancia enire os pontos usados no
ajuste infuencia de maneira significativa na qualidade do mesmo. Os me-
thores ajustes sdo obtidos quando a disltdncia enire os pontos é maior ou
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igual & norma suprema do ponto dade. Cerlamente, se os pontos da malha
estiverem muito proximos uns dos outros, a quadratica ajustada podera
resultar de um sistema de equagdes com matriz mal condicionada, sendo o
ajuste neste caso nao satisfatério. '
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Capitulo 4

Experiencias numéricas com
quadraticas com perturbacao

4.1 Introducao

-

Uma vez comprovada a confiabilidade do modelo usado, lorna-se necessario
mosirar experiéncias numéricas que se aproximem da realidade, ou seja,
experiéncias numeéricas com fungoes cuja avaliacdo retrata valores obtidos
através de experimentos praticos observiveis, onde sempre ocorre um certo
erro de medicao ou ruido.

Estes experimentos podem ser simulados computacionalmente através
de testes com fungdes quadriticas perturbadas. Uma quadritica é dita
perturbada se sua avaliacio em um determinado ponto for diferente da ava-
ilagao obtida através de sua expressao analitica neste mesmo ponto. Por
exemplo, se () é uma fun¢io quadratica, a quadritica perturbada pode
ser expressa por:

Q'(z) = Qlz)(1 + p) (4.1)
onde r é um vetor perlencente ac R™ e p depende do grau de perturbagao
desejado.

Neste capitulo mostramos as experiéncias numéricas realizadas com
quadraticas perturbadas.

30



4.2 Experiéncias numéricas realizadas

Usamos o mesmo modelo descrito anleriormente no item 3.2 do capitulo 3,
com a diferen¢a que, aplicamos a fun¢ao quadratica original perturbagoes
em diferentes graus para efeito de comparacao.

Da mesma forma que as experiéncias numéricas do capiiulo anterior,
foram feitos varios ajustes onde foram considerados:
1. O modo de obtengao da malha de dados (itern 3.3 do capitulo 3);
2. A proximidade enfre os pontos da matha (A);
3. O ntimero de pontos pertencentes a malha de dados {M);
4. Q grau de perturbagio aplicado & quadratica original.
Nestas experiéncias, consideramos apenas o Modo 1L e o Modo 2 de
geracao dos pontos da malha.

As seguintes fungoes quadraticas foram usadas no ajuste:

1. f(z) =(z1 —2)* + (zz - 3)?
2. f{z) =222+ 2% + 2125 + 214
As duas fungoes acima sio estritamente convexas, e a cada uma delas
foram aplicadas perturbagoes geradas aleatoriamente.

Conforme argumentamos anteriormente, a qualidade do ajuste € me-
dida através da distdncia suprema entre as hessianas da quadrdtica ajustada
e da quadratica original, e pela convexidade da gquadrdtica obtida.

As tabelas a seguir mostram os resultados obtidos.
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TABELA 4.1.a - Distincia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungdo original

Funcao original: f{z) = (z; - 2)? + (22 — 3)?
Ponto dado: (2,3)

A=1.0
MODO 1 e ]
M Perturb. 1% | Perturb. 5% | Perturb. 10% | Perturh. 208 |
G | 0.3534498 1.767033 © 3.534011° TOGTUGE ~
7 | 0.3064453E-01 | 0.1527100 0.3054375 06108740
& | 0.4305379E-02 | 0.2152737E-01 | 0.4305492E-01 | ¢.8610993E-01
0 | 0.5072R92E-02 | 0.253680715-01 | 0.50T3906E-01 | 0.1014792
10 | 0.4426122E-02 | 0.2213117E-01 | 0.442G560E-01 | D.8852524B-01
11 | 0.70IGT48E-02 | 0.3508250E-011 | 0.7016473E-01 | 0.14U5280
12 | 0.6801578E-02 | 0.344678GE-01 | 0.6801586E-01 | 0.1378316
M | Perturb. 30% ' Perturb. 40% | Perturb. 50% | Perturh. 60%
T8 100192 ” 1413687 [ 17.6oUs3 7 21 20878 |
7 | 0.9163106 1.221747 1.527184 1.832620 *
8 | 0.1291650 0.1722199 0.2152760 0.25R3300
0 | 0.1522193 0.2026506 0.2536996 0.3044308
10 | 0.1327881 0.1770507 0.2213135 0.2655762
i1 | 0.2104934 (12806677 (1.2608221 0.4 200865
12 | 0.2067478 0.2756633 0.3415792 0.4124950
[ M | Perturb. 70% | Perinrh. 80% | Perturh. 90% | Perturb. 100% |
TG | 247374 2227169 7 31.80565 ~ '3R.33060 ~
T | 2138067 2443494 ¢ 2.748930 ° 3.054367 7
8 | 6.3013851 0.3444400 0.3874951 0.4305501
9 | 0.3551799 0.4059200 0.4566602 (3.5074003
10 | 0.3098390 0.2541017 0.3083644 0.4426272
11 | 0.4911509 05613153 0.6314795 0.7016430
12 | 0.4824108 0.5513267 0.6202425 | 0.6891584
Ao i bopulosd

M| Perturb. 1% turb, 5% 1 Perturh, 10% | Perturly. 20
¢ | 0.2560541E-01 | 01284714 0.2560411 TO513R&08
7 0.2557334E-01 0.1178G14 0.2357216 04714416
8 | D.2377668E-01 | 0 1188715 02377402 04754772
0 | 0.187197GE-011 0.0361371E-01 | 01872300 0.3744652
10 | 0.1488426E-01 | 0.7443273E-01 | 0.14B8687 0.2977400
11 0.1620314E-01 0.8100760E-031 | 0.1820152 0.3240241
12 0.1772442E-01 L88G216GE-01 | 0.1772655 0.3545335
M Perturb. 30% Perturb. 40% Perturk. 50% Perturh. GO%,
G | 07708206 1.027760 1.2847025 1541640
7 | D.7071621 (0.9428823 1.178G05 1414323
8 | 0.7132147 0.9500516 1.186942 1.42€42¢
9 | 0.56173100 0.7489345 0.9361605 1.125404
10 { 0.4466115 0.6054830 0.7443497 0.BE032261
11 04860352 06480461 0.B100GE0 0.97204681
12 | ¢.5318015 07090697 0.88G3332 1.063606
M Perturb. 70% Perturb. BOY Periurb. o0%% }"ertllri;.‘lUU%
5} 1.798574 2.055519 2.312459 2 .5GU399
7 1.650043 1.BBE7C3 2.121483 2.357204
8 1.664163 1.901801 2.139G638 2377375
9 1.310638 1497873 1.685107 18723242
in 1.042008 1.1800G9 1.330841 1.48R8712
11 1.134079 1.296000 1.458101 16201012
2 1.240874 ].4]8!12 1.772678

1.505410

” Quadritica ajustaclionio convexa
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TABELA 4.1.b - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungao original

Fungdo original: f(z) = (z; — 2)? + (22 ~ 3)*
Ponto dado: (2,3)

A =01

MODO 1

M Perturb, 1% Perturb. 5% Perturb, 10% Perturb, 20%
G | 0.351920& 1.7G884G6 ¥ 3.540001 * 7082313 ¢

7 | 0.30G4080E-01 | 0.1528116 0.3065268 0.G109542

B | 0.4207376B-02 | 0.2151983E-01 | 0.4304G80E-01 | 0 8610171E-01
9 | 0.5043775E-02 | 0.2634038E-01 | 0.5071121E-01 | 0 1014527

10 { 0.44330006-02 | 0.2213028E-01 | 0.4427005E-01 | 0 8853431E-01
11 | 0.7034034E-02 | (.3500884E-01 | 0.7017994E-01 | 0.1403410

12 | 0.7030576E-02 | 0.3459468E-01 | 0.6904966E-01 | 0.1370508

"M | Perturb. 30% | Perturb. 40% | Perlurhy, 50% | Ferturh. 60%

Ol I TTRCP Y T I PR T Y I BT O [P T 28 an60 5T
7 | 00163820 1.2218)) 1.527240 1 822668 *

8 | 0.12015G8 0.1722117 0.2152G6G 0.2583216G

9 | 01521042 0.2020357 0.2536773 €t 3044188

10 | 0.1327977 0.1770GL0 0.2213244 (12655677

11 { 0.2105040 0.2R0GEG] 09508281 0 4200603

| 12 | 0.206809% 0.2757799 03446900 U. 4136001

M | Perturb. 70% | Perlurb. 80% | Perturb. 60% | Perturb, 100% |
6 | 24.70387 © 28.33618 * 31.87849 ~ 35.42080 ©

7 | 2.138006 ¥ 2.443524 * 2748053 * 2054481 7

8 | 0.3013766 0.3444315 0.3874864 04305414

9 | 0.3551603 0.4059019 0.4566434 (.5073849

10 | 0.3098511 0.3541145 0.3083778 0.4426412

11 | 0.4911523 0.5613144 0.6314764 0.7016385

12 | 0.4825102 0.5514203 0.6203304 0.6802405
MODO 2

M Perturb. 1% __Perturb. 5% Perturk:. 10% | FPerturh. 20% |
6 | 0.2558133F-01 | 0.1283521 0.25G8165 0.5137422

7 | 0.2377024E-01 | 0.1180575 0.2359166 0.4716344

& | 0.2406710E-01 | 0.1101678 0.2380435 0.4757050

9 | 0.1885775E-01 | 0.0876016E-01 | 0.18735879 0.874G435

10 | 0.0499572E-01 | 0.7455528E-01 | 0.1490043 (.2670023

11 | 0.1630626E-01 | 0.8110830E-01 | 0.1621108 (.3241157

12 | 0.1757032B-01 | 0.8847523E-01 | 6.1771064 _0.3543689

M | Perturb. 20% | Perturb. 40% | Perturl. 50% | DPerturb. 60%
6 | (.7706603 1.027506 1.284523 1.541450
T | 0.7073523 0.9430703 1.178788 1.4 14506

L) 0.7135458 0.0512982 1.89050 1.426801

9 | 05618090 01.7491549 0.936G4103 1 123666

10 | 14468007 .5056087 (0.7445070 {1 834953

11 04861200 N.G481ZLB D.8101310

12 | 0.5316313 0.7088037 0.88G1561 AH

M Perturly. 70% Perturt, SO%I*I_ﬁ;r:u;‘H:. .GU{_X, FPerty J_}.E)U‘T
G | 1.798377 2.055304 2312231 Z.560¥RT
7 | 1.650224 1.885042 2121660 2.857278

8 | 1.664553 1.902304 2 140056 2371807

9 | 1.310022 1.498177 1.685433 1.872688

10 | 1.042303 1.191202 1.340190 1.480U58

11 ] 1.134141 1.206146 1.458151 1 620156

12 | 1.240681 1.417643 1.505206 1.772468

¥ Quadritica ajustada nag convexa
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TABELA 4.1.c - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungao original

Fungao original: f(z) = (z; — 2)? + (Ig - 3)?

Ponto dado: (2,3)

A =0.01
[ MODO 1 T - ]
M Perturh. 1% Perturh. 5% Perturb. 10% Perturt:. 20%
G | 0.6179199 1.716828 * 3.000450 ° 5837725
7 | 0.3000450E-01 | 0.151185¢ 0.3030874 0.GUGRO12
8 | 0.6220713E-02 | 0.2102194E-01 | 0.425438GE-01 | 0.&8558770B-01
9 | 0.3974020E-02 | 0.2205151E-01 | 0.4743432E-01 | 0.9810996E-01
10 | 0.4422456E-02 | 0.1070453E-01 | 0.4033583E-01 | 0.2464226E-01
11 | 0.1100174E-01 | 0.2531472E-01 | 0.6003737E-01 | 0.1321827
12 | 0.6849885E-02 | 0.2542628E-01 | 0.60262228-01 | 0.1209342
Y Perturb. 30% Perturb. 40% Perturh. %0% Fe-['r_tlrﬁ_ﬁﬂ%;
6 | B BB4005 ° 1133226 7 1407953 1682679 °
7 | 0.9106049 1.214499 1.518302 1.822106
& | 0.1286316 0.1716755 0.2147193 0.2577633
9 | 0.1480655 0.1097311 D.25040G7 03012624
10 | 0.1280487 0.1732551 0.2175G16 02618670
11 | 0.2034261 0.2745734 034650188 (.4171041
12 | 0.1996061 0.26U2780 0.3380499 | 0.408621Y
"M | Perturb. 70% | Perturb. 80% | Perturb. 90%_ | Perturb_ 100% |
6] T19.57406 - 22 32133 2506850 " 2T a168E "
T | 2125010 ¢ 2420714 2.7335k7° 3.037321°
& | 0.3008071 0.3438510 0.3868040 0.4200388
o | 0.23520280 0.4027935 0.453559] 0.5043247
10 | 0.3061743 0.3504806 0.3947871 0.4300036
11 | 0.4884095 05506548 0.6309002 0.7021456
12 | 0.4782838 0.5479687 0.6176376 0.GETR0UG
BT SRR L TR
M | Perturb. 1% | Perturh, 8% [ Pertarh. 10% | Perturk 209
G | 0.7416813E-01 | 0.1225222 0.2506237 05068208
7 | 0.3340042E-01 | 0.1118369 0.2301679 0. 4668300
& | 0.1786634E-01 | 9.1040320 0.2227387 {).4601526
9 | 0.2608051E-01 | D.598087TE-G1 | 0.1518247 0. 3358548
10 | 0.2704799E-01 | 0.8547863E-01 | 0.1598710 0.3086554
11 | 0.1864327E-01 | 0.6902051E-01 | 0.1505884 0.3137242
12 | 0.2715427E-01 | 0.9799525E-01 | 0.1865462 0.3G36482
M Perturb. 30% Perturb. 40% Perturb. 50% | _Perturh. a0%
6 | 0.7630208 1.016233 1.275438 Y 521630
7 | 0.7034921 0.9401543 1.176816 1.413478
8 | 0.6075663 0.0349798 1.172304 1.400807
9 | 05108847 0.7039146 08879447 1.071074
10 | 0.4574401 0.6062245 0.7550002 00037038
11 | 0.4768500 0.6300054 08031510 0 UGH2G6G
12 | 0.5407504 07178623 | 0.8949542 | 1.072057
M Perturb. 70Y% Perturb. BOY, Perturh. U7, _]_t_r_t_L_z_rl_aiJ_L_JZ;
G | 1.787842 2. 044046 2 300248 2.RR0452
7 | 1.650140 1.B8G802 2.123465 2 5601127
& | 1.647221 1.884635 1.122049 2 350462
9 | 1.256005 1.440034 1.624064 1.ROH(154
10 | 1.052578 1.201362 1.350147 F.AauRn32
11 | 1.129403 1.2927538 1.455674 1618810
12 | 1.248159 1.420261 1.603363 1780465 |

* Quadrdtica ajustada nio convexa
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TABELA 4.1.d - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da {ungao original

Fungéo original: f(z) = {z1 — 2)2 + (22 - 3)2
Ponto dado: (2,3)
A = 0.001

"MODO ] . o .
M Perturh, 1% Perturb. 5% Perturb. 10% | Perturt. 20%
6 | 1.388267 °1 1.438690 * 1 1.500986 "1 1.652578 "¢
7| 2182307 °t 2166458 "t 2.145306 ‘1 2.102272 1

& | L21TT09 0.2312808 (.2470181 0.2811028
0 7000220 0.7094746 (18112802 0.8349187
T 04047204 L ATE3LG0 .4353891 4004553
11 0ANTIVIE 41624588 (0.4314082 05214591
12 | 04991362 | 05130360 0.5224372 | 0.5604381
‘M | Perturb. 3()% Perturh. 40% Perturh. 50% | Perturb. 60%, |
O 1 resiTo | 1evrde T 2.080354 "} 2237855 *1
7| MiG1149 2.000028 Tt 1 976502 "1 1.934778 °1
8 | 0.3144475 (18477422 L 3R101¢0 0.4142916
9 | (LBEE5481 08821776 09058070 0.9204364
10 { 0.5100978 0.6563523 0.60260G6 0.G488610
11 0.6114201 0.7013810 07013419 0.8813020
12 0.06064301 0.6434401 0.6804410 (.7174421

M | Perturb, 70% | Perturb. 80% | Perturb. 90% | Perturb. 100%
G | 2852452 % 3.467049 ¥t 4.081646 7t 4.606243 ~t
7 | 1.892654 *{ 1.850531 + | 1.808407 “t 1.766284 't

g 0.4535921 0.5008343 0.54B0765 0.5953187
¢} 0.9530G58 G.O976BO53 1000325 1.023054
i0 0.6951154 0.7413G98 0.7876242 0.B338785
11 09712638 1.061225 1.151186 1.241147
12 0.7h44430 0.7014440 0.8284449 0.8654469
MODO 2 L T
M Pertuf_ﬁ___l_‘f"éww . _Perturl)':_ﬁ_%_'__l’erl. urb. 10% | Pf _ﬁ;b__'{()_%_
G | 1.342249 ¢ 1.308201 ~t 1.265G40 1 1190251 *t
7 | 1.891230 7t 1.880888 "1 1.867960 *t 1842102 7¢
8 | 2.070734 “t 2.074364 "{ 2.078001 ¥{ 2.087975 "t
g9 15881 T 1.576674 1 1.662377 { 15337831
10 1.GB3AT1 { 1.680632 1 1.676058 { 1.660611 %1

11 | 1.034070 *{ 1.910664 *t i.901656 *1 1.86564] 71
12 | 1.837483 't 1.825857 ¥4 1.811326 *4 1.782262 "¢
M Perturb. 30% Perturb. 40% Pcrtu:l_;, 50% PEFEI.‘I;rb. S0

6 | 1.313950 *t 1.437668 *t 1.561377 7t 1.685086G “{

T | 1816247 't 1.790390 *1 1.764534 "t 1.738678 ¥}

5 | 2.007049 *{ 2.1006123 *{ 2.115197 “t 2124271 "t

9 | 1.5051901 1.476506 t 1.448002 1 1. 4180408 t
10 | 1.6G22G4 *1 1.654017 1 1.647570 *1 1.640223 ¢t
11 | 1.826626 1 1.793611 ™1 1.757596 1 1.725581 "

12 1 1.753108 " 1.724195 7 1.6D5071 * 1 1666008 *
M | Perturb. 70% | Perturb. 80% | Perturb. 90% | Perturt, 100%
G | 1.808794 '1 1.932503 { 2056211 "1 2 170020 "t
7 | 1.712821 ¥} 1.6BGOGS Y1 1.791989 "1 2.013387 "1
& | 2.253914 't 2.54G804 “t 2.839605 ‘1 3132586 71

9 | 1.300815¢% 1.362221 { 1.333627 1 1.368392 {
10 | 1632876 "1 1.625520 *f 1.618182 ~t 1.6108235 “1
11 | 1.G855GG 't 1.640551 ¥} 1.61%536 1 1577621 “t
12 | 1.636044 *t 1.607880 "t | 1.578817 "} | 1.540753 "1

* Quudritica ajustada nin convexa
t Mutriz do sistema cde equagdes nal condicionads
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TABELA 4.2.a - Distancia suprema entre as hessianas da quadrética

Fungao original: f(z)

ajustada e da fungao original

Ponto dado: (1,60)

(zy - 2)% + (22 — 3)?

A=10
(RODO T T
M PerturE_. 1% __r [ Perturt. 10% | Perturh. 20%
6 | 3081.7G2° 3NBITTO 61635.63°
T | 9974235 " AU8. 7118 T 097.4239 ™ 1904 R47
8 25.80220 120.0117 ¥ 268 0241 516.0477 7
9 | 24.17021° 120.8063 2417027 " 483 hHH1 "
10 | 25 25040 ° §20.2783 F 2h2 BLGD ™ G065 1135 °
11 42 08040 ™ 214.0482 ¥ 420, 8064 * BHO TU2R "
12_| 40.07387 ° 2003702 | 400.7406 7 | 801.4807° |
M | Perturb. 30% | Pertuch. 40% | Perturh. 50% | Perturb. 60% |
TS B3aRa00 T T isdvdE T 1540884 © | 1847005 T
71 2002.271° 3089.GU5 7 4987.120 7 5084 543 ¢
8 7740718 7 1032.006 4 1290.120 ¢ 1548.144 *
Q 7253778 % 067 1704 ™ 1208 G663 ~ 1450.755 7
10 | 757.6701 7 1010227 7 12G2.784 1515 341 ¥
11 | 1289689~ 17195860 ° I 21494827 2575378 °
12 1202.%?}“_:‘___‘_" ) 1(?::[??.962 w C2008.702 ¢ 2404 442 ¢
% PE‘.‘EE{_]_I‘[?. 0% P_eiturb. BUY% | Perturb. 90% Perturb. 100% |
G| 21572:4° 2405417 * 2773508~ 3081766 "
7| G981.987 ¢ 7979.301 1 807G.815 7 9974 2387
B 1B0G.1GE ~ 20584102 2522216 2680 240 ¢
0 1692.548 © 1534.341 * 2176133~ 2417 926 7
10 | 1767.8u8 2020.454 ¥ 2273.011°* 2525 568 ¥
11 3009.275 " 2430171 * Z869.0GR ¥ 4208 964 *
12 | 2805183 % | 3205.923 * 3606.663 * 4007404 *
Mobo: T _
™ Perturb. 1% Perturh. 5% Perturk. L0% f’érj_ng'EG‘}E_
6 | 157.1508 785.7538 1571.508 3143.015 I
7 | B2.84300 414 2%R6 B2R.4378 165G.874
g8 7G.88590 384.4430 76B.8600 1537.721
9 | 69.79951 348.0000 GOT7 ODRR 1306.997
i0 | 44.25458 221.2710 % 442 5417 7 BB5.0820
I 39.555G0 197.7800 305 HH03 701.1199
12 | 83.53131 417.6570 835.3148 1670.630
M | Perturb. 30% | Ferturh. 40% | Perburb. 50% | Perturb. GO%
& | 4714 523 6386.020 7857.538 9420046
7 | 2485.312 3313.748 4142 186 49706024
B | 2306.582 3075.443 3844 304 4613.1658
9 | 2003.996 2751 944 3489.993 4187.492
10 i327.625 % 1770.166 © 2212708 2655 249 -
11 1IRG.GTO 1582 240 1477.800 2375.360
12 | 2505.944 | 3341.258 4176574 | so11.888
M | Perturh. 70% I’gftllrb_ 80% | Perturb. nnt __f’eit.ui-bm]ﬁﬁﬁ_
G | 11000.55 12572.06 14143.57 15715 .08
7 5799.061 GGIT 498 7455 935 8284 372
B £382.02G6 G150 886 GO19.747 760U G(T
9 | 4885.900 bh83.0980 6281.087 6O7U ORT
10 | 3097.791 % 45400.852 ¢ JOR2E874 7 4435 415 °
il 2768.9%1 31G4.478 3L60.040 3055 509
12 5847.203 6(GB82.518 7517 830 8353.!46___‘__“ o
¥ Quadritica ajustada niie convexa
Ui
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TABELA 4.2.1 - Distincia suprema entre as hessianas da quadratica

ajustada e da fungio original

Fungéo original: f{z) = (z; — 2)% + (22 — 3)?
Ponto dado: (1,60)

A= 01
MODO 1
™ Perturb. 1% Perturb. 5% Perturb. 10% Perturk. 20%
G| 1437503 ° T18796.1 * 1437591, * 7875185, -
7 | 0678.660 48390.96 * o6780.75 1035615 *
& | 2620653 13103.28 * 26206.57 * 52413.12 ~
9| 2484110 12420.60 * 24841.21 * 40682 42 *
10 | 2675007 ° 12875.04 * 25750.11 * 51500.22 *
11 | 4186.667 20033.35 41866.71 * £3733.30 *
12 | 3045672 % 19728.35 * 30456.70 * 78013.41 *
M| Perturb. 30% Pertury, 40% |~ Perturb. 50% " Perturh, 60%
T ameTre, = [ Breesdd, T T TriEToeod YT T | kngsERl T T
7 1 20034227 387122.0° 4830037 * BalGRd 4 *
& | 78619.60* 1048362 ¢ 131032.8 * 1572304 -
o | 7452362 % 00314.82 124206.0 ¢ 14u047.2 °
10 ] 77250.3% ¢ 1030004 * 128750.6 " 1545006
11| 1266000 IGTAGER Y ngas.5 ¥ 25120002 °
12 { 118370.1°°% 1578268 1 1072835 "7 2307402 ¢
M 1 Perturb. 70% Perturb. &0% Perlurh 90% | Perturh. 100%.
TG T 010063 5EF0E T D 1B00TAETOR T | 0.1203833E 102 T | 1.1437502E 108 -
7] GTMR51 " 7742458 7 8710266 7 GGTROTY
& | 1834450 200652.5 * 285850.0 * 2620656 *
g | 1738884 * 198720.7 * 223570.8 * 248412.1
10 | 180250.8 ¥ 206000.9 * 231751.0 * 267501.1 -
11 | 293066.0* 3349336 * 376800.3 * 4186669 -
12 | 276196.9* 3156536 ° 355110.3 ° | 3U45670
MODO 2 " ]
Perturb. 1% | Perturh. 5% Perturb. 10% |~ Perturb. 20% |
6| 15257.33 76G286.73 152573 .4 306146.9
7 | 7760.058 388010.18 77600,37 155200.8
8 | 7203131 26015 48 72031.01 144062.0
9 | 6534.940 32674.30 65348.76 130697 5
10 | 4271 247 21356.30 * 42712.53 ~ 85425.00 ~
11 | 4113.662 20568.37 41136.70 82273.48
12 | 8435.450 42177.30 84354.80 1687007
™ Perturb, 30% Perturh. 40% Perturb. 50T Perturb. GO%,
6 | 4577204 G10293.8 T62867.3 91544015
7 | 232801.2 310401.5 388001.9 4G5602.3
& | 216092.9 288123.9 360154.8 4321859
9 | 196046.2 261394.9 326743.6 392002 4
10 | 1281375 * 170850.0 * 2135625 * 25G274.9
11| 1234102 164546.9 2U5683.6 246820 4
17 | 253U64.5 337419.4 421774.3 6.0
M| Perturb. 70% Perturb, 80% Perturb. 90% irb. 100t
"8 1068014, 1220588, “1373169. 1525735,
7 | 543202.6 620803.1 608403.4 776003 8
& | 504216.8 576247.8 G48278.7 720309.7
o | 4574410 5227807 588138 .4 653487.2
10 | 2080875 ¢ 3416099 * 3844125 " 4271249 °
11 | 287957.1 320003.7 370230.6 411367.3
12 | 590483.8 674848.7 7501026 843548.5

* Quadréitica ajustadna nfio convexa
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TABELA 4.2.c - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungio original

Fungdo original: f(z} = {z; - 2)2 + (g — 3)°

Ponto dado: (1,60)

A =001
MODO 1
Perturb. 1% Perturb. 5% Perturb. 10% Perturk. 20%

1686093, "} 843045G. 7§ 0.1686091E+408 “f | 0.3372158tE+08 "¢
187G45.1 1 828232.3 "¢ 1676469, *t 3352027 1
1832659 "1 0IG326.3 "¢ 1832658, *t 3665311, "¢
187866.9 1 039335.1 7t 1878673, *t 3757340 71

1 1370714 7% G85354.6 71 1370709. *t 2741419, "¢t

1 1150119.2 575058.1 1150194, 2300388,

1 1098308 ° 549198.9 % 1098397, ¥ 2186793 "

Perturb. 30%

:1
mmqoig::aomumgmuccmaamz

0 R0GA27T2E 08 ¥ {
5020808, "
5497967 "1
5636014, '}
4112127 1
3450583

3205101 7

Perturb. 70%

Perturb. 40%

Perturb. 50%

Perturb. GO%.

0G7443G2E+08 ]
GTORBG2, *4
7350621, *1
7514680, 4
5482838, "1
4600776.
4303587 ¢

0.8430452E408 ° 1
B382332. *{
9163277, *}
9303351 *t
6853552, *t
5750073,
5491984, *

0101 1654E +00 "t
0.1005870E 4 0B *
0.1099593E-+08 "{
O1E27202F +08 *{
8224258, *f
6001165,
GEO0281. ¢

 Perturh. 80%

Perturb. 90%

Perturb. 100%

T0.1180263E+00 *1

0.1173526E+08 ™t
0.1282850E408 *t
0.1315060E+08 *+

0.134B873E+09 ¥4
0.1341173E+408 “}
0.1466124E+08 1
0.1502938E+08 ¥1

0.1517482E+00 1
0.1508820E+08 *t
0.1649300E+08 *1
0.1690804E+08 *{

0.16860G00E4+09 “Y
0.1G7G4GCE+08 "¢
0.1832G55E408 "¢
0.1878GTOE+08 “t

10 | 9594961 *t 0.1006567E+08 *1 | 0.1233638E408 *1 | 0.1370710E+08 “t

11 j 8051360, 9201553, 0.1035175E408 0.1150104E+08

12 | 7688777~ B7BT174. * 9885570, * 0 10983%7E+08 ~

MODO 2

M| Pertueh 1% Perturcb. 5% 1 Pertuch. 10% [ Ferturh. 20% |
023507.2 *t 4617986, "{ 0235970, °t 0.1847104E+ 08 ~1
1071902, *{ 5350504, 1 0.1071901E+08 "1 | 0.2143801E+08
1085414, *¢ 5427050, 0.1085410E+08 "¢ | 0.2170819E-+08 "t
1034714 °¢ 067351.0 %t 1034G98. "¢ 3860401, "t

1 492026.0 "t 2460126, 1 4920251, *f 0840496, "1

1 460526.0 "t 2302634, 1 4605267, *1 9210535, *t

1 011031.0 ~t 4555166, *} 0110325 *t 0.1822065E408 "

Perturb. 30%

Perturb. 40%

Perturb. 50%

Perturt. 60%

(R

0277071 E+08 "
0.3215702E408 *
0.325G220E+08 "t
5804101, "t

0.147GO75E+08 "
O 13R1580E408 “
0.2733098E+ 08 "t

0.2694388E4+08 *1
0.4287603E+08 “1
0.4341G38E4+08 *1
T738806G. ¢

0.1968100E+08 "1
0.1842107E+08 “ 1
0.3644151E+08 * 1

0.4G17985E+08 "1
0.5359503E+08 "t
0.5427048E+08 "t
9673506, "1

0.2460125E+08 *
0.2302634F +08 " {
0.45561G3E-H08 "t

0.5541552E+08 "t
0.6431404E+08 “t
D6512457TE+08 "t
0.1160820E+08 "t
0.2952150E+08 *t
0.27631651E4+08 “{
0.546610CE+08 “1

Perturb. 70%

Perturly. 80%

Perturly. G0%

Perturb, 100%

onqc:zr\z_::&ooo-qmzmuoomqmz

0.64G5179B+08 |
0.7503304E+08 *t
0.7507TRGTE+0R “{
0.1364200E+08 " 1
0.3444174E+08 1
(1,3224GEGE + 08 "T
0.6377220E408 "¢

0.7368775C+08 |
0.8575205E+08 ~1
0.8683277TE+08 *1
0.1547761B+08 1
0.3036100E+ 08 "¢
0.3G84215E41 08 * ¢
0.7288261E40U8 “ t

0-8312373E+08 °{
0.9647106E+08 “t
0.0768686E4 08 *1
0.1741231E+08 *{
0.4428224E+4 08 *1
0.4144741B+08 *{
0.8109204E+08 “1

092354 TOE-+08
01071901E408
0.10841 1OE+08 7}
1.1934700E+08 Tt
(1 ADZO249E 408 "
DAGNSIGEE+ 08 4
0.9110327E+08 “1

Y Quadralica ajustadn nao convexn
Matriz do sistema de equagbes mal condicionada
quag
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TABELA 4.3.a - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fun¢do original

Funcio original: f(z) = 22% + 22 + zyze + 224
Ponto dado: {1,2) '

A=1.0
MODO 1 ]
M| Perturh. 1% Perturb. 5% Perturb. 10% Perturb, 20%
G | B.247880 "~ 41.23038 B2 ATBRO ™ 164.9576 ~
7 | 0.2720445 1.360227 2.720454 " 5 440007
8 [ 0.235G806G 1.178354 2.356799 4.718507
9 | 0.2382873 1.191432 2.382863 4,765727 ¢
10 | 0.2278517 1.13925G 2278512 4567028 ¢
11 | 0.2121251 1.060623 2.121246" 4242491 °
12 | 0.1669951 0.8340732 | 1.660096 | 3.330801°
"M | Perburb. 300 | Derturb, 40% | Peruuirb. 50% | Perturh. 60%
TG0 | 2474364 ° 330.91527 7| 412.3040¢ 2048720
7 | 8.161361° I R8181 ° 13.60227 " 1652472 ¢
B | T.07030¢ " L 5.427104 7 11.78399 14.14079 *
] 7148500 ° 0.531452 11.91432 ¥ 1420718 ¢
10 | 6.B355635 0.114047 ~ 11.30256G * 1367107 ¥
11 | 6.36G3738 " £.484084 10.60623 ¢ 1272748 Y
12 5000838 ~ 3570783 5.240730 ° 1001968 *
M | Perturb, 70% | Ferturb. 80% | Perturb. 90% | Perturb. 100%
6 | 577.3517° 559.8305 7 742.3093 * 824 7881 "
7| 10.04318 ¥ 21.763G3 ~ 24.48408 ¥ 27.20454 7
B | 16.49759 " 18.85430 * 2121110 23 5670R ™
9 | 16.68004 " 19.06290 ~ 20.44577 "7 23.82863
10 | 15040587 18,22809 ~ 2050660 ¥ 2278512 °
11 14 84872~ 16.96097 * 18.00121 * 21.2124¢°
12 | 11.68962 ° 15.35057 1502951 % 16.69946
MODO 2 e —— N— - ..
M | Perturb i | Ferturb 5% | Pertarb. 0% T Périurb. 20% |
f | 0.GO3R005 T3.469000 6.038000 1287600
T | 04552459 2.27G2450 4552489 9.104982
8 | 0.4521275 2.260644 4 521200 0.042582
9 | 03173354 1.5BGGT4 3.173351 G.240700
1t | 016425678 0.B212827 1.642568 3.285138
11 | 0.3333326 1.616658 3.233320 6. 4606638
12 | 05152211 2.59G114 5.192227 10.36844%
M | Perturt. 30% | Perturb. 40% | Perturb. 50% Perturh. GO,
6 20.81400 27.75199 34.GBODY 41.62799
7 13 G5747 18.20096 22.76245 27.31405
) 13.5G387 18.08516 22.6064% 2712774
9 | 9.520068 12.69341 15.86676 19.04011
10 | 4.827703 6.570260 £8.212839 0.B5H405
il 0.399052 12,02327 16.16659 1439991
12 15 57GG8 20.76891 25.06113 31.15230G
M | Perturb. 70% | Perturb. B0% | Perturb. 90% | Perturk. 100% |
G | 48.5G590 5550399 62.44199 6937000
T | 31.85743 36.41993 40.97242 45 52401
B | 31.64004 36.17032 40.691G1 45 21290
O | 22.21347 25.3BGR2 28.56017 21.73352
10 | 11.49797 13.14004 14.78310 16.425G7
11 22 (3322 25 BGOAR 20 0908G 3233318
12 | 3G.34559 41.53781 46, 73004 51.02227

* Quadritica ajustada nio convexa
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TABELA 4.3.b - Distancia suprema entre as hessianas da quadritica
ajustada e da fungao original

Fungdo original: f(z) = 22% + 2% + r12s + 221
Ponto dado: (1,2)

A =01
MODO §
M | Perturb. 1% Perturb. 5% | Perturb. 10% | Perturb. 20%
G | 9248385 ° 4G24.100 7 a248.376 18406475 7
h 29.46959 ¢ 147.3470 7 204 6958 58030106 7
£ | 7.749700 7 38.74845 77.49690 ¥ 154 D938 -
o] 7.303790 * 3G.518R0O ™ 73.03753 146.07h1 ©
10 7.737050 " 38.BBUT4 77.37941 " 154 THBE -
11 13.4440G6 * GT. 22470 ™ 134 441 * 2G8.BUBR ©
2 | 12.52066° | 62.60288 7 125.2058 * | 250.4116° |
M I'elturb 50(}.._...156;&1;‘5_ 0% I’eriurh 50_%_ I’e_r!:urb fJUF’
UG | 7745, 3600851 YT | 420185 ¢ ann 27 -
7 384.0674 N 1178.783 1475.479 ¥ 17[8.175
) 232.49045 ¢ 300.0874 ° 287 4842 ¥ 4G4 0811
9 (2191126 " 202.1502 ¥ 365. 187G ™~ 43822562 "
10 | 23213827 3005176 ° 386.8060 ¥ 4G4.2763 "
11 4013.3481 ~ DART.TUTR 6722468 ¢ BOUG HLGE T
12 | 3756173 500 8231 * 626.0288 ' | 7512345 ° |
M ___"‘_Pel_‘turb 70% “Perturh. 80% | Perturh. 90_% Pe_rr_llrl_a__l_g_ﬂ%
6] 64T3R 64 73087.02 83235 40 | 0248378 © |
7| 2062.871° 2357 507 ¢ 2052262 ~ 2045 D58
8 5424779 " 6199747 ™ GOT.4716 774 OGBH ~
g 511.2G26 5843002 ° G57.3377 ¥ 7303782 7
10 541.6557 ~ 619.0351 G9G.4145 ¢ 17370307
11 041.1455 * }075.595 1210.044 1344 494 ~
12 876.4404 ° 1001 644 1126.852 1252.058
MODO 2 T
M Perturb, 1% | Perturis. 8% | Perturb. 10% Perturl, 209
G 48.95775 244. 7894 48G.5787 9791595
7 | 25.6456G0 128.2280 256.45G5 5129128
] 23.80872 119.0435 238.0871 47G.1741
Q| 21.652602 107.6257 215.2516 4305029
10 18 58460 7 67.02264 ¥ 135.8453 * 271.6008 -
11 14.23434 71.17225 142.3444 284 GEBB
12 | 28.19524 140.9768 281.9535 563.9070
M | Perturb. 30% | Perturb. 40% | Perturb. 50% Perturb, GO'?'
G | 1468736 1058.315 2447 803 2037473
7 7G9.3691 1025.826 1282.282 1588.739
8 714.2G12 057 3481 11400 435 1428 532
0 | G45.76456 8G1.006% 1076.257 12491.500
10 | 4075360 545.3813 " GT0.22656 7 816 0718 ~
11 427.0333 5E0.3778 T11.7219 804 NGE4
12 245 BGDE 1127.814 1404.767 1641.721
"M | Perturh. 70% | Periurk. 80% | Periurh. ‘JU.V. ! ertirh. -iUfJ‘ff.
G| 2427051 3016.630 7 | 4406308 | 48ubIBT
K 1706.106 2051.G61 2308.108 2504 564
B | 1GGG.GUO 1904 .GHG 2142783 2RR0.BT0
4 150G.7G0 1722012 1U37.263 2152 514
10 | 950.9170 " TOBG. 702 ° 1222608~ 1358403 °
11 | 906 4107 1138 755 1281.009 1422 444
12 | 1973.674 | 2255.627 2537.581 2819.534

*Q atica ajustada nfo convexa
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TABELA 4.3.¢ - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da funcao original

Funcao original: f(z) = 223 + 2% + 17y + 211
Ponto dado: (1,2)

A =001
[MODO ¢ _
M Perturb. 1% Perturb. 5% | Perturb. 10% | Perturb. 2 0‘/(. j
G 00098 .47 4549014 QUOUBZ G T 1819968, ~
7 3015.597 * 15077.90 ¢ B0155.9G GO311 .92 -
8 T809.1421* J045. 728 7801 463 * 15782.02 °
a9 738.2451° 3602606 7 TIRL K47~ 14765.00 ¢
10 7712719 385,305 ¢ 7712.704 ¢ 15425 68 -
It | 1315.263 " 6576285 * 13152.57 ~ 26301514 °
12 1223563 ¥ G1t7.848 1223570 % 24471 41 ° ]
M ____Pe_ft_g_l:_t:_S(_lf/u__ Perturb. 40% | Perturb. 50% | Perturb, b(}'}’
G 2720048, agaunsy. v 4540014 © udr‘JBUT 7]
7 00467 88 ¢ 120G2RE Y 1507708 180037 "
g ] 23674238 ° 31565 83 7 JU4RT7.30 7 47548.76 ~
9 22147637 2053017 ° 36412.52 % 44205 .20 7
10 23138.37° 3086116 7 3856395 7 4G27G.74
11 JO467.70 7 LIGIO 2R ¢ GRTG2 BG T TEOIG 42
12 | 670712 | 4¥v4282 7 | G1178.53° T3484.22
M | Perturb, 70% | Perturb. 80% | Perturb. 90% | Perturb. mn%
G | 63608707 7270862 7 B18uE45. T woposz7. t ]
7| 211091.7° 241247.7 ¥ 271403.6 Y 3015596 ©
8 5524022 G3131.G68 * 71023.14 * 78014 59
O | BIGTT.EL " 50060.35 ¥ 66442 89 * 73825.43 %
10 39RO 53 ¥ Gl1T02.32 ¢ 6D415.11 77127.00 °
11 92067.99 ¥ 1052206 ¥ 118372.1 % 131525.7
12 85640.92 * g7885.65 * 110121.3 ¥ 12235707
MODO 2 -
M Perturb. 1% Perturb. 5% | Perturb, 10% Per’rur};_ 20%,
G | 4708 480 23542 41 470184 .85 041G9.68
7 2471.5566 12257.78 24715.62 49431.21
8 [ 2285.131 1142666 22851.31 45702 .59
0 | 2000.601 10408 .45 20006.90 41003 79
10 1339.984 © 6G09.807 ¥ 13399.79 26790 60
11 1284.342 G421.6G8 12843.33 25686 68
12 t 2651.303 1325G .45 2651280 53025.77
M | Perturb. 30% | Perturb. 40% | Perturhb. 50% | Perturb. 607,
G 141254.5 1883304 235424.2 28256091
7 | 7414G.83 08862 45 123578.0 1482037
B8 | 68553.01 914056.21 1142565 137107 .8
9 62990.72 B3ODET .62 104984.5 125981.4
10 40199.38 * 53500.19 ¢ GGDOS 08 ¥ BOAOH B} ©
11 38530.04 51373 .38 (4216.73 77060 .0G
12 TOL3B.GE 106051 .6 1325064 .4 150077.3
M Perturb. 70% | Perturb. 80% | Perturh. 90% | Perturb. 100% |
¢ 329593.9 376G78.7 423763.6 470848 .4
7 173009.3 1977249 222440.5 2471561
B 1590581 182810 4 2056061.7 2285130
9 14G978.3 167975.3 188572.2 2099G9.0
10 | 0370856 1071984 * 120598.2 % 133098.0 *
11 ROO03.42 102746.8 115550.1 128433.5
12 185580.2 2121031 2386G16.0 2601288

* Quadritica ajustada nio convexa
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TABELA 4.3.d - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungdo original

Fungdo originak: f(z) = 22% + xf + 2125 + 21y
Ponto dado: (1,2)

A =0.001

KioBO i T e e g
M Perturb. 1% Perturb. 59, "Terturb. 10%. Perturb. 20%

& | 7684225 7 3842114 7684233 7 0.153GR46E+ 08 ~

7 | 3404539 * 1702271, * 3404543 * 6800084, *

8§ | 7401914 2701005 740201.6 " 1480402 *

o | v1013.02 ¥ 4550606 0101407 * 1820281, ~

10 | 90479.61 * 452402.7 * 9048055 * 1809611, ~

11 | 1308178 " 6540015 ¢ 308184, - 261G268. ©
| 12 | 90364.25 " 451822.0 " | 903643.8 ° 1807288 *

M Perturb. 36% Perturb._ 0% Penurp_j(_l_‘,_V____ Perturb_@;l_f_(.____

& | 023052600408 © | 0.3073602E4 08 © | 0.3842115E 108~ | 0AGIOR3BEFOR -

7 1 03021363E4+08 " | IBGIBITEAOR * | 0.1T02271B408 " | 0.2042725E+08 ~

& | 22200604 Y 2OGOR0Y. 3701006 * 4441207~

9 | 2730422 ¥ 3G405G2. ¥ 46550702, 5460843, ©

10 | 2714417 % 2619223, ¢ 4524020, ¥ 5428835, *

11 | 3924552, °* 5232746, * GEAUD20. ~ 7840104, *

12 | 2710932 8614576 " 4518220, * | 5421864 *

M Pe’r%ii?E“?ﬁ’%’ Tl Perturb. 80%° 1T Pertarb. 90% “Perturh;. 100% |
6| or él'EEi{E'E_Jrﬁé"""' 0.G147384E308 ¥ 0.6015807E+ 08 ¥ | D 76R4230ET 08 ©

T ] 0.2383179E+08 * | 0.2723634E408 * | 0.3064088E+08 * | 0.3404542E408 *

8 | 5181407 ¥ 5021600, ° 8661810, * 7402011. *

9 1 6370083, * 7281124, ° 8101263, * 9101404 *

10 | 6333539, * 7238446, ° 8143250, ° 9048058, *

11 | 9157288 * 0.104G547E08 * 0.1177366E+08 * | 0.1308184E+08 ~

12 G32R508. " 7220152, 7 8132706, 7 G036440. *
"MODO 2T T T ]
M Perturb. 1% Perturb. 5% | Perturb. 10% Perturh. 20%
T8 2271247 1 1135624, °t 3271249 1 4542407 "¢

7 | 302135.7 1510679, 3021359 6042717

& | 2604006 1302463 2604924, 5200840,

0 | 8721337~ 436065.2 ~ 872120.4° 1744260, ~

10 1 1188618 % 5043118 ° 1188624, * 2377247

11 | 1500433 754723.9 1500448, 3018894,

12 | 2222707 1111359, 2222718 4445437

M Perturb. 30% Perturb. 40% Perturb. 50% Perturb. 60%

6 | GBIZ746. "{ OOR4004. "t 0.1135G24E+08 “t | 0.1362740E+06 "t

7 | 90640786, 0.1208543E + 08 0.1510679E+08 0.1812815E+08

B | 7814774, 0.1041970E+08 D.1502462E+ 08 0.15629558+ 08

o | 2616300, * 3488518, ' 4360648, * 5232778, *

10 | 3565871, * 4754404 ¥ 5043120. * 7131743, ~

11 | 4528342 6037700, 7547236, GN5G(85.

17 | 6608156, BBUOBTS. 0.1111350E+08 1.1333631E+08
M Perturh. 70% ]-’crturh B0%, Perturb._gng% .} _Perturb. IUU%

G | 0.1580874E+08 ' | 0.1816000E108*{ | D.2044124E+08 1 | 0.2271246E+08 =1 |

7 | 0.2114051E-+08 0.2417087E+08 0.2719223E+08 0.3021359E-+08

8 | 0.1823447E408 0.208304084-08 0.2344432E408 (.26049255+ 08

9 | 6104010, * GuTT037, * 7849168, ~ 8721798, *

10 | #320866. ° 9508000, ~ 0.10697G1E+08 © | 0.1F88624E+08 *

i1 | 0.1056613E408 0.12075581408 0.1358502E 1 D& 0.150044 76408

12 | 0.1555903E+08 0.1778175E+08 0.2000447E-+08 0.2222719E+ 08

* Quadritica ajusiada nio convexa
t Matriz do sistemn de eguagdes mal condicionnda
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TABELA 4.4.a - Distincia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungao original

Fungio original: f(z} = 22} + 22 + 2125 + 22,
Ponto dado: (0.2,0.3)

A=10
MODO 1 -
M Perturb. 1% Perturb. 5% Perturb, 10% | Pertarb. 20%, |
G | 0.24992450 1.249601 2.499196 4.008303
7 | O.G5G4TOTE-01 | 0.3282354 0.6564711 1.312042
8 | 0.81845R2E-01 0.4002295 0.8184503 1.636010
O 1 D.843581GE-D1 1.4217903 0.8435809 1.687162
1 | 0.8203030E-11 0.4101520 0.8203044 1.64000D
11 0.78T9487TE-01 | (.3930744 0.7870492 1.375898
12 | 0.7170773E-01 | 0.3585383 | 0.7170768 1434154
‘M ] Perturb. 30% 1" Perturh. 469{ Perturh. 50% " Perturh. rEin,“
TG | T407RE0CT | aoocysa T [1z.4vkue [ Tdauonizt T
7 1.0GD413 202RARA 3.282355 BOnKR2G "
B 2.455378 3.273837 4.002207 4.910756
O | 2.530742 3.374323 4.217904 * 561484
10 | 2.4G0%13 3.281218 4101522 ~ 4.921827 °
11 | 2.3G3R47 3AR1TOG 3089745 ¢ 472764 °
12 | 2151231 2 BGR308 3.585384 ° | 4.302401 © |
M | Perturb. 70% | Perturb. 80% | Perturb. 90% | Perlurb. 100%
8 17.49437 ¢ 1950357 * 22.40277 * 24 00106 7
7 | 4.595297° 5251768~ 5.908239 * 6.564711°
8 5.72021G * 6.547675 ¢ 7.366134 * B 184504 ~
9 | 6.5050G6 G.7480G47 7.502228 " 8.435808 °
10 | 5.742131 "% 6.562436 7 7.382740 % 8.203045 *
11 5515643 % G.203502 * 7.001541 * 7.870401 ~
12 { 5.019538 5.736615 6.453692 ¥ TAT0769 © |
MODO 2 T
M [ Perturb. 1% | Perturb. 5% | Perturb. 10% Ferturb. 20% |
6101672580 G.8463053 1.672586 3.345171
7 | 0.1556526 07782630 1.556526 3.113063
8 | 0.1583787 0.77GB936 1.563787 3107574
O | 0.1199840 0.5000202 1.199840 3 300080
10 0.1072747 0.5368731 1.072746 2.145492
11 012004409 0.B022020 1.204404 2 4UBE(G
12 | 0.1509286 0.7546443 1.500288 3018575
M Perturb. 30% | Perturb. 40% | Perturb. 50% Perturb. 60%
G | 5.017757 6.600343 8.362020 1003851 |
7 | 4.G60579 0.22G104 7.7826G31 9.3391567
B | 4.661381 G.215148 7.7GBO35 0.322723
9 | 3.500521 4. 790361 5.9989202 7.158042
10 | 3.218238 4. 200084 5.3G3729 6 436476
11 3.613213 4.B17G17 G.022021 7226425
12 | 4.5278064 . B.O37161 7.046G438 8.055727
M Perturb. 70% | Perturb. 30% | Perturh. 50% | Perturb. 100%
G 11.70810 13. 38060 15.05327 16.72586
7 10.80568 12.45221 14.00874 15.56526
g 10.87651 12.43030 13.98408 15.53787
9 | B.39B8B3 9.608724 10,79856 11.99840
10 7.509222 R.581906R 0.654714 10.72740G
| 3 &.430830 9.635234 10.83964 12.04404
12 | 10.56501 12.07430 13.58359 15.09288

* Quadratica ajustadn nfie convexa
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TABELA 4.4.b - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica

ajustada e da fungio original

Fungdo original: f(x) = 223 + 2% + T177 + 221
Ponto dado: (0.2,0.3)

A =01
"MODO 1 )
™M Perturb. 1% Perturh. 5% Perturb. 10% | Perturb. 20%
G | 51.57254 257 8624 * 51h.7258 " 1031 451~
7| 1.492272 7.461364 * 1492274 % 20.84547 *
8 1.004790 5023940 * 10.04788 * 20.09575 *
g | 1.000712 50013551 7 1600710 ¥ 2001419
10 | 0.955G509 4.778248 * 9.556499 19.13299 *
11 | 00238388 4.619190 ¥ 9.238377 % 18 47676 *
12 | 0.8558289 4270141 % 8. 558285 17.11658 *
M | Perturb. 30% | Perturb 40% | Perturb. 50% } Perturb. 60%
T | 1547077 2062.003 7 ‘2578620 ~ 3004.364 F ]
7 | 4470821 " BO.GODYY * 7461368 7 - BD.530641
8 | 30.3143G2 "~ 4019150 * 50.23037 % G0 25725
g 30.02128 ¢ 40.02837 * 50.03540 7 G0.04256
10| 28.68949 ™ 38.22500 * 4778248 7 57.23807 ¢
11 27.71514 ¢ 3695302 ¥ 4519190 ° 65 43028 "
12 | 2567486 34.23815 ¢ 42.79145 7 51.24073°
"M | Perturb. 70% | Perturb. 80% | Perturb, 90% | Perturb. 100% |
6 | 36i0.080 41258006 " 4641.651 - 5167257 °
7 | 104.4581° 119.3819 % 154.3046 7 1492274 °
g 70.33512 " 80.38300 ¢ 00 43087 7 10614787 *
G | 70.04505 " 80.05G75 * o0.06384 10010704 °
10 6389547 ° 76.45197 % 86.00B46 * 05 564596
11 64 66865 ¥ 73.90703 ° B83.14541 7 92 38380 -
12 50.90802 * 68.46632 ¢ 77.02461 B5. 58288 7
MODO 2
M | Perturb. 1% Perturb, 5% | Perturb. 18% | Perturb. 20%
G 3.301297 16.50643 33.01287 6G.02573
7 | 2.066273 10.33138 20.66276 41.32551
B 2.0440938 10.22472 203.44045 41).8D8BO
9 1 1.381790 6.908941 13.817%0 27.63576
10 0.8497706 * 4,948854 ¥ 8407703~ 16.00542 *
11 1.584104 7.920580 15.84118 31 68235
12 | 2.605433 13.02718 26.06438 52.10874
M | Perturb. 30% | Perturb. 40% | Perturb. 50% Perturbk. 60%
L¢] 99.03859 132.0514 165.01G43 198 0772
7 G1.988206 82.66101 103.3127 123 9755
8 G1.34835 81.70778 102.2472 122 6967
9 41 45364 56.27152 65.08939 B2.O0727
10 1 2549312 * 33.00082 * 42 48854 ¥ 50 98G25
11 47 52352 63 36409 7020587 095.04704
12 78.16311 104.2175 130.2719 156.3262
M 1 Perturb. 70% | Perturk. 80% | Perturb. 80% | Perturb. 100%
G 231.0900 2G4 . 10629 207.1157 33(Ti 286
7 144.63032 I65.3020 185 90G47 2066275
8 143.1461 163 .595G 184 0450 204 4945
O | 66.725615 110.5430 124.3600 138.1788
10 50 48306 ¢ G7.08167 7G.47037 " 84 97707 °
11 110.8882 12G6.7204 142.570G 158 4117
12 182.380G 208.4349 254 4803 260.5437

* Quadritica ajustada niio convexa
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TABELA 4.4.c - Distancia suprema entre as hesstanas da quadrética

ajustada e da fungao original

Fungao original: f(z) = 223 + 23 xllzz + 2z
Ponto dado: (0.2,0.3)

A =001
MODO 3 o
M Perturb. 1% Perturhk, 5% | Perturb. 10% | Perfurb. 20%
6 | 5836G.711 201R3.50 - 5R367.15 " 1167343 °
¥ | 1855712 92785560 ° 1856.710 * 3711.416
8 | 40.08091 * 2452008 * 4904018 * 980 BO25 "
0 | 45.05044 ° 220.7965 * 4595930 ~ 919.1B55 ~

10 | 48.36144 ~ 241.80C5 * 4836130 * 067.2254

11 | 8325385 * 416.2691 ¥ 832 5387 1666.076 ~

12 | 7755703 * 387.7840 ~ 775.5600 * 1561.139 ~

M | Perturb. 30% | Perturb. 40% { Perturb. 50% Pertllr'g'. GOY%
e 1Ts0tE ¢ | 2334087 ¢ 2018359 | 3R020an T T

7 | B5G7.120 % 7422830 9278.549 1113426 °
8 | 1471.204 7 1961.G605 ¥ 2452.006 2042408 ©
g | 1378.778 " 1838.371 % 2207064 * 2757 557 "

10 | 1450837 * 1934 450 * 2418.063 * 2001.676

11 | 24976147 3330153 ¥ 4162 6950 * 4905 220 "

12 | 2326708 ° 3102279 | 38778487 4653.410 °

M | Perturb. 70% | Perturb. 80% | Perturb. 90% | Perturh. 100% |

& | 408570.2 ° 466937.4 5253045 583671.7
7] 12089.97 ~ 14845.68 * 18701.39 * 18557.10 °
B | 3432.800 " 2023.211 " 44136117 4904.013 "
g | az17.150 " 367G.742 4136.335 4505 028 "

10 ) 3385288 ° 3868.000 " 4352.513 ¥ 4836 125

11 | 5827.767 " GAG0.305 7402 843 % 8325381 *

12 | 5428.988 * 6204.558 ~ 6980.127 * 7755.697 ~
"MODO 2 L B
M Perturb, 1% | Perturh. 5% Perturb. 10% _Perturb. 20%_

6 | 289.51D8 1494 551 2089.103 EO7R 205
7 | 155.6103 778.0512 1556.102 3112 204
8 | 143.9503 719.7929 1439.585 2879.169
o | 1200111 GRO.D520 1300104 2600208

10 | B4.5B730 " 422.9860 ° 845.8730 " 1691.747 ©

11 | BG.OGTRS 434.8444 850 6882 1730.378

12 | 173.0102 865.05G7 1730.114 3460.228

M | Perturb. 30% 1 Perturb. 40% | Perturb. 50% Perturb. GO%

@ | 8967.308 11956 .4t 14945 51 17934 61
7 | 4568.306 6224 407 7780.509 9336.610
8 | 4318.754 5758.338 7197.923 8637 508
9 | 8900.313 5200.415 6500.520 7800.623

10 | 2637.621" 8383 495 * 4220.368 * 5075.242

11 | 2609.068 3478755 4348 444 5218.134

12 | 5190.342 6920.456 BG50.670 10380 68

M | Perturb. 70% | Perturb. 80% | Perturb. 90% | Perturh. 100%

6 | 20023.72 23912 82 26901.92 20891 02
7 | 10892.71 12448.81 14004 .92 15561.02
8 | 10077.09 11516.68 12956.26 14395 85
9 | 9100.72G 10400.83 11700.93 13001.04

10 | 5921.118 ¥ 6766.000 * 7G12.864 * 8456, 738 *

11 | 6087821 6057.510 7827.198 8696.688

12 | 12110.80 13840 .91 15571.03 17303.14

* Quadritica ajustada nio convexa
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4.3 Analise das tabelas

O principal a ser destacado é o aparecimento de vdrias experiéncias que
resultaram no ajuslte de uma quadratica ndo conveza. Isto ocorre sem um
critério bem definido, sendo que estes resultados podem ser observados em
quase lodas as tabelas apresentadas.

Além disto, dependendo do ponto dade considerado, nao existe ne-
nhuma proximidade entre a quadratica ajustada e a quadritica perturbada
original, mesmo quando o grau de perturbagdo é pequeno {1%). Esta falia
de proximidade pode ser verificada mesmo quando a quadrédtica ajustada é
convexa. Conforme o grau de perturbagao aumenta, pior se torna o ajuste.
Podemos observar que esta piora é diretamente proporcional ao grau de per-
turbacgao aplicado & quadratica, independentemente dos outros parametros
€1 questao.

De maneira geral, 0 Modo 2 de geragao dos pontos é melhor que o
Modo 1, com a matha de dados exata. Se for acrescentado um ponto a
esta malha, vemos que somente o ajuste com o Modo 1 melhora razoavel-
mente, sendo que a qualidade do mesmo, em termos de proximidade entre
as quadréticas, se aproxima da qualidade do ajuste com 0 Modo 2 e malha
exata. Acrescentando mais pontos, o ajuste se maniém estével, podendo
eventualmente ocorrer ajustes de quadraticas nao convexas.

Um resultado importante é que, quanto mais préximos estao os pontos
da malha entre si, pior é o ajuste. Quando a distancia entre os pontos
é muito pequena em relagio & norma suprema do ponto que dd origem
a matha, a matriz que da origem ao sistema de equagdes lineares é mal
condicionada, e consequentemente o ajuste nao é confidvel. J& com os
pontos mais distantes entre si, o ajuste é um pouco melhor, embora nao
exista proximidade entre as quadraticas.

4.4 Conclusio

O ajuste segundo a proposia de [6] nao é confidvel quando o mesmo é
feito através de experiéncias numéricas simulando experimentos priticos
observdveis, uma vez que foram constatados varios casos em que foram
aproximadas quadrdticas nao convexas, embora a quadratica original fosse
estritamente convexa.

Além disto, nao existe nenhuma garantia da proximidade entre as
quadréticas. Em particular, se os pontos da malha estioc muito préximos
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uns dos outros, a qualidade do ajuste é muito ruim.

Constatamos também que quanto mator é o grau de perturbacao apli-
cado 4 quadratica, pior é o ajuste. Isto nos leva a hip6tese de que guanto
mais a fungao original se distancia de uma quadratica, menos confidvel é o

ajuste.
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Capitulo b

Experiéncias numeéricas com
funcoes nao quadraticas

5.1 Introducao

No capitulo anterior foram realizadas experiéncias numéricas com fungoes
quadriticas convexas perturbadas, de modo a obter uma aproximagao ao
que ocorre na pratica, quando a avaliacao da funcao nos pontos usados no
ajuste é oblida através de realizag@o de experimentos reais observiveis.
Tendo em vista que, nestas experiéncias, os picres resultados ocorrem
quando a fungdo original usada nos testes esta longe de ser urma quadratica
{quadratica com alto grau de perturbagao), e sendo que este tipo de fungao
retrata muito bem o que ocorre na pratica, mostramos neste capitulo as
experiéncias numéricas realizadas com funcoes teste nao quadraticas.

As experiéncias foram realizadas de maneira exaustiva, de modo a
mostrar o comportamento do ajuste a um modelo quadrdtico com este tipo
de fungao. Foram levados em consideragao diferentes pardmetros, vistos a
seguir.

5.2 Experiéncias numeéricas realizadas

De modo similar as experiéncias numéricas mostradas nos capitulos anterio-
res, nestas experiéncias foi usado o modelo quadrético descrito no item 3.2.

O ajuste dos pontos periencentes a uma malha de dados a este modelo
foi feilo variando-~se os seguintes parametros:
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1. O modo de obtengao dos pontos da malha de dados (descrito anteri-
ormente no item 3.3);

[ S8

. A proximidade entre os pontos da malha {A);
3. O ntmero de pontos pertencentes a malha de dados (M}.
O nimero de pontos da malha {oi incrementado em cada ajuste, na
esperanga de se obter, com isso, um ajuste melhor.
As seguintes fungoes originais loram usadas nas experiéncias:

1. Fungao Quértica de Poweli [8]:
f[i'] = [-1'1 + ]0332)2 + 5(.’133 — I.;)?' + (2122 - 2.’53)4 + IO(ZE] - .’134)4

T

. Fungao de Rosenbrock [8]:
flz) = 100(zy — 23)? + (1 — 2,)?

3. f(z) = (ma— 1)* + (25— 1)
A funcao 1 é convexa nao estrita, a funcdo 2 é nao convexa e a
funcao 3 é esiritamente convexa.

Para cada uma das Tunc¢oes acima, foram realizados ajustes com ma-
lhas de dados geradas a partir de diferentes pontos dados, conforme pode
ser visto nas tabelas a seguir. De maneira aniloga aos capiftulos anieriores,
a escolha destes pontos foi feita de maneira aleatoria.

A qualidade do ajuste foi avaliada através dos seguintes critérios:

¢ Pela distincia suprema entre a hessiana da quadritica ajustada e a
hessiana analitica da funcao original avaliada no ponto dado;

¢ Pela convexidade da fun¢io quadrética ajustada, verificada através
dos autovalores de sua matriz hessiana.

As tabelas a seguir mostram os resultados obtidos.

49



TABELA 5.1.a - Distancia suprema entre as hessianas da quadrdtica
ajustada e da func¢io original

Fungio original: Quirtica de Powell
Ponto dado: (—-4,2,-1,3)

TMoBG 1

M| A=1 AZO01 | A=001 [ A=000
15 | 3155.214 7 | 2811748 ° | 154.6060 © | 0822525 {
16 | 1794.716 % | 172.8896 * | 49.10056 * | 5364.596 "1
17 | H43B.723" 103027 ¥ | 1608072 S354.013 7%
18 | 1337.067 ™ 131.7966 ¥ | B1.43167 " 1511379 7}
19 | 1248.007* | 1247904 | 140.5134 | 6082160 ¢
20 | 1251.258 * | 123.3450 240.7766 484 049 74
21 | 10G4.785 ¥ | 103.1691 47.70789 4537.2400 7
22 | 1060311 | 103.4168 | 51.74567 | 4445714t
23 | 1097.957 10G.7970 4G.44599 2603.077 "
24 | USY.B4TR u3.89802 4132316 % | 4547.660 ¢t
25 ) 660.0049 6455002 53.99179 4551.279 71
26 | 661.5182 | 64.94040 | 70.12634 | 4602.201 "{
27 | 665.0142 | 6408817 | 60.30713 | 8057.378 "t
28 | 672.4247 66.14554 37.12842 % | 6¥30.260 ¢
29 | G47.3446G 63.21704 6.940430 5256 542 7t
30 | G48.6400 | 63.25300 | 16.09216 | 4511.3¢8 "t
MODO 2 —

M| A=1 A=01 | A=001 | A=0001
15 | B74.9777 7 | BG.7504G " | 63.32751 G160.506 ~f
16 | 860.7071° BG.81445 % | 1851542 Y | 5040449 7t
17 | 7840185 = | 82.004G6 % | 112.0928 GaR5H.227 "t
i8 | 826.0017 80.17181 125.6854 * | 84721.232 ¢
19 | 813.8503 77.584066 317.7804 © | QU3B.ETS
20 | 793.7335 | 77.83450 | 78.33057 % | 5516.273 "t
21 | 788.GB18 78.20701 247.3000 % | GOOT.348 7
22 | T8Y.VI30 76.73798 128.2147 BOGD. 58] 7
23 | 793.4881 * | 76.15564 | 86.18231 | 10450.88 “{
24 | 792.6414 ¥ | 75.68811 41.23163 16101.27 "t
25 | 517.4008 * | 5016479 | 43.82226 | 5736.888 *t
26 | 555.4B78 7 | 54.04183 74.55027 * | TBOu®2]1 "t
27 | 563.1275 ¢ 53.692567 91.66827 7286.679 "t
28 | 561.2050 * | 54.61200 80.69246 5105581 "t
20 | 500.0434 56.03822 44.33710 4795.820 "¢
30 | 489.5543 47.08752 65.08789 4483.808 7{

¥ Quadritica ajustada nic convexa
t Matriz do sistema de equagbes mal condicionada




TABELA 5.1.b - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungdo original

Funcdo original: Quértica de Powell '

Ponto dado: (-4,2,-1,3)

[MODO 3
M A=1 A= (1 A=001 A=0.001
15 | 1411.951° | 146.1417 * | 630.8105 * | 0285598 *{
16 | 1176.637 % | 1162018 * | 377.5080 % | 7547.028 '}
17 | 1520.720° | 114.0857* | 12307007 | 6769835 “¢
18 | 3T1.1803 % | 44083185 ¥ | 260.0675~ | 641%.237 “¢
19 | 398.B536 ™ | 40.98320 * | 2907055 81031564 "4
20 | 4104845~ | 3862605 ¥ | 113.5725 ¥ | GG1.616 “1
21 | 590.6347 ~ | 58.G0743 * | 70.02049 7927.075
22 | SR3.1754 © | 60.20705 * | 1283874 % | 6382434 *§
23 | 3284801 34.72253 1783365 © | 4105.031 *1
24 | 327.2403 5406471 284.1114 ¥ | 48G2Z.UST *{
25 | 337.7308 8248035 O1.60UGR ¥ | 4813.681 * 1
26 | 255.1422 26.64314 129.5690 * | 6502.650 *1
27 | 867.7159 45.15067 63.05481 * | G2DR.778 ¥t
28 | 1380899 1477568 ST.EUTS0 7 | n248.745 {
20 | 11045956 1566219 14010861 % | 4842 626
36 | 117972 12.76777 75.72030 > | 7185651 "}

Siabo T et e e e L

M A= A=01 ] A=001 | A=0001
15 | 262.5350 7 | 26.60715 * | 1262445~ | 2836 752 71 |
16 | 310.1044 % | 34.85382 1541.465 * | 3710.175 *}
17 | 232.8757 ~ | 28.01337 871.4627 * | 4749190 "t
18 | 189.6645 22.71448 803.0470 * | 3380.254 *{
19 | 216.4789 24.25244 4435147 * | 6383.762 *1
20 | 189.2684 . | 21.09070 7948177 4955.588 *t
21 | 1835431 19.73303 723 1651 5111.960 *t
22 | 185.1819 18.38580 547.6452 * | 3473.747 *t
23 | 192.0016 19.10899 421.7189 5100.526 *{
24 | 242.7389 22.30581 067.8032 % | 7656.244 *{
25 | 202.5993 * | 2035473 531.3001 4572.343 *§
26 | 196.1541 % | 181143 104.8123 4297.9G2 *t
27 | 2136213 * | 21.25279 330.6827 | 3692.231 "t
28 | 176.1568 % { 17.70154 227.0460 4053.975 ¥4
20 | 180.8030* | 17.70831 95.87337 * | 4263.122 *t
30 | 184.0023 ¥ | 17.77423 68.47902 * | 5505.107 *{

-

-

* Qunadratica ajustadn nio convexa
1 Matriz do sistemn de equagdes mai condicionadn
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TABELA 5.2.a - Distincia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungio original

Fungdoe original: Quartica de Powell '
Ponto dado: {3,-1,0,1)

OB T :
M A=1 | A=o01 A= 0.01 A = 0001
15 | 637.516G * | B1.50184 20.87328 553.7508 1
16 426.1195 * 4803006 54365171 199.1358 ¥}
17 33G.5833 3010670 5.126645 158.0B37 *§
18 314.1631 " 36.48547 2. 280956 119.64G61 ~
1 27G.2338 " 38 84851 2635410 173.3100 *¢
20 206 8672 3422770 1.198410 119.9898 ~
2F | 262.5794 7 | 20.43159 % | 2 422011 139.3816 *
22 2G3.4G44 ¥ 29.55236 2.088211 a0.0782¢ ~
23 | 270.86G5 © | 30.33¢12 ~ | 1.875336 44.14445 ~
24 | 236.0311 " | 26.49875 7 | 1.9861i6 173.2136 "t

+

—

25 1GD.0820 18.44087 1.671667 5131838

26 1G6%.3572 ~ 18 46545 7 1.707011 49 G602 ¢

27 170.2505 * | 18.57404 = | 1.812002 230.4536 {

28 | 172.7520* | 18.80536 * | 1542230 177.0508 *4

29 163.7182 * 1802128~ 1481174 241.1233 "¢
30 | 1647006 * | 1806870 " | 1.333752 451.2410 *
MODO 2 T
M| A=1 A =01 A= 0.01 A = 0.001

15 | 275.0006 F | 24 40172 10.24755 * | 1057703 ¢
16 | 276.3218 * | 24.51113 5.459553 © | 112.0095 *1
17 | 269.3875 23.80351 5.170086 7000086 *

18 | 220.6884 % | 22.28035 4 895527 111 3565 *t
19 | 220.4768 | 21.09738 6.038082 * | 86.106908 -

20 | 186.1903* | 2138605 * | 6.136822* | 90.60701 *1
2t | 186.8066* | 21.27025 6181625 “ | 105.7041 *3
22 | 188.1810 % | 21.31321 © | 3.879162 1731056 *t
23 | 183.1508 * | 21.36261 * | 5.461655 * | 142.1123 *}
24 | 1828347 * | 21.34079 6.568302 ¥ | 70.53033 “1
25 | 176.3420 .| 15.06602 2.464325 9002223 "t
26 | 186.0412 15.97083 2.164734 240.4731 ¥4
27 | 165.2547 * | 14.98706 3.880623 107.1660 74
28 | 163.2435 % | 14.996%7 4.176220 * | 153.7530 *t
29 | 150.7373* | 15.96131 3.191238 156.5411 "t
30 | 1223845 * | 13.00736 3.104208 168.6485 ¢

LY

-

¥ Quadritica ajustadn nfio canvexa
t Matriz do sistema de equagdes mal condicionada
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TABELA 5.2.b - Distancia suprema entre as hessianas da quadrética
ajustada e da funcao original

Fungdo original: Quartica de Poweli'
Ponto dado: {3,-1,0,1)

MCDO 3 _
M A=1 A=01] A=001] A=000)
15 | 358.1122° | 41.20108 | 12.37652 | 141.8178 "{
1G 212 0070 " 33015456 4 01RGT4 247.7055 7
17 | s01.0284 % | 31.61260 | 1.471124 | 165.0u54
18 111.5215 10.65605 2.938099 163 4718 7}
19 1190007 1149098 | 3.245D02%9 16,2195
20 | 1232.7053 12.02326 | 2.506639 | 162.5676 "1
21 181.6G379 7 16.92620 | 3.979481 | 250.3500 7t
22 180.G340 16.68154 3.308235 2806522 " {
23 116.0580 ~ 0454207 | 30114306 1774577 “¢
24 114 9525 7 447020 2. 837039 188 8794 ° ¢t
25 104.6078% 7 9066065 2253334 303 800K 7t
206 U4 423 17 74139066 5 647654 22051081 "
27 BG.OBOLG 9.944489 2. 140060 248 9337 7
28 | 58.46402 | $.020586 | 2.270229 | 201 6267 *{
29 RO 1GHREG ™ 3.281943 2. 700283 1944394
30 E3.G3558 T 3.4437B6 1.349537 2229074 7 f
MODO 4
M A=1 A=01 ] A=001] A=000]

15 | 90.27474 8.218027 | 8.295071 | 248.3491 “t
16 | 92.17871 8328815 | 11.08397 | 166.5713 "t
17 75.70027 6.803772 | 3.06084G 324.3392 "¢
18 51.74905 4 B237G5 2. 094885 06 .GG814 7
19 75.04082 G.443188 1.124104 203.3380 "¢
20 GG3.00822 5.6760G40 2.7877RG 202 8830 71
21 | 64.58490 5400436 | 12.88798 | 175.1403 "1
22 G4.64342 5 436GGS | 4.204176 283.2800 "
23 73.86934 5.00BO74 4.330207 2001.3100 "
24 £3.60000 7.1703563 7502395 232.6071 V¢
25 72.29836 G.0405618 7975807 105 8827 ~{
26 T1.02426 5.989332 2 4BB3G7 430 814G 7
97 | 75.28279 | 6.455721 | 2.83GBGG | 260.1388 i
28 53.54407 6.369541 3.6G7725 30094901 7
28 5O.0GBBEG H.E13412 5. 470204 3104200 71
80 | 67.25705 5.635605 | ©.54220% | 425.3220 ¢

* Quadratica ajustada niio convexa
+ Matriz do sistemn de equagbes mal eondicionadn
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TABELA 5.3.a - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungao original

Fungao original: Quartica de Powell
Ponto dado: (0.5,0,1,0.5)

MODO 1 ) i

M A=1 A= 0 A =001 A= 0001 |

15 | 161.4270 % | 11.444556 | 1.650220 ©° | 95.64169 -

16 | 1257213 " | 11.10653 ¥ | 1.426254 % | 8709571

17 | 1183985 * | 50.01068 ¥ { 1.099824 ~ | 6.233125

18 | 1217236 % | 10.92494 ¥ | 1.285503° | 7.003018 *

19 | 110.0000 % | 8777415 % | 0.9476828 * | 1740338

20 | 120.2911 % | 8.555010 ¥ | 0.8212118 ¥ | 4.652446

21 | 126.2265 % | 8.283770 % | 0.9378287° | 7.813072

22 | 126.2359 % | 2277100 % | 0.8178180 * | 16.336u4

23 | 125.2350% | 8.210754 ¥ | 0.8984213 % | 12.55078

o4 | 127.4003° | 8315423 7 | 08039134 * | 1308574

25 | 1250644 " | 8.250450 % | 07805348 * | d.onG245

76 | 123.3654 7 | £.26G452 * | 0.7841121 % | 4.062225

27 | 1278560 % | £.313302 % | 0.8075506 % | 3.418313

28 | 121.6510 % | 8.154264 % | 0.7608658 ' | 14.03607

29 1 121.6577 * | B.114151 * | 0.8020366 * | v.052307

30 | 9938358 * | 6.25768D ¥ | 0.6660544 ¥ | 4.431002
OB 2 A AAERE
M A= A =0} A =001 A_"?—Q"rif?ﬁh_

15 | 247.9999 10.76740 1.801331 " 1009860 -

16 | 247.0345 19.65592 1.857607 | ©.020880 "

17 | 246.0574 10.52146 1.895752 © | 12.50941 *

18 | 240.8577 19.18950 17222257 | 18.27039

10 | 197.08M 15.76936 1512781~ | 1.708281

20 | 198.6054 15.70050 1.518652 * | 5.612402 ~

21 1 180.5791 15.0479] 1.505550 1507807 *

27 | 189.3539 15.00096 1.455587 2.804434

23 | 173.0795 13.82300 1.206551* | 1.960536

24 | 173.0517 | 13.81659 1.341755 9312887 *

25 | 178.2279 13.79607 1.363656 | 4.668012

26 | 173.1732 13.80302 1.873131 G.0564510

27 | 173.2277 13.77116 1.365480 8.214277

28 | 170.2350 13.59770 1.328187 6.408381 *

20 | 170.4543 12.60543 1.300236 6.862804 *

S0 170.47849 12.60916 1.429419 5.208800 ¢

* Quadritica ajustada nho convexa
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TABELA 5.3.b - Distancia suprema entre as hessianas da guadratica
ajustada e da funcdo original

Funcao original: Quartica de Powell
Ponto dado: {0.5,0,1,0.5)

MODO 3

M A =1 A=01 A=001 | A=0001
15 | 116.6317 7 | 0.567013 ° | 1.622675 ° | #7.078G2
16 | 1057967 * | B.O27010 0.8G50782 13 82731 7
i7 | J02.06x4 Y | BTRLOGZ 0.8033830 * | 13.58437 "
16 | 128.06857% [ 10.6864% ¢ | 1.040088 36.30601 *
19 | 1287356 % | 10.73722 " | 1.007162 ° 20004514 *
a0 | 128.2047 % | 1070141 % | 00567457 © | 8.888205
21 | 133.5041* | 1114602 © | 1.02194G" 20.9U386 ~

22 | 130.803G Y | 10068207 | 1.037856 7 34.41203 7
23 | 133.7413" | 11.26803 ~ | 1.087052 "~ 37.07422 "
24 | 1207310 ° § 1003464 7 | 1.057283 7 2507560 7

25 1 12808077 | ¥0.74864 7 | 1061726 1584248 7
2G | 125.5358 ° | 10.53097 ~ | 0.9821243 10.72205
27 | 125.3062 * | 10.55207 ~ | 0.8791641 ° | 5.0G66499
28 | 124.6001° 10.54104 ¥ | 1.093075 * 21 BRT7GY
20 | 1241523 % | 10552267 | 0.9827023 ° 12 51604

30 | 125.2635* { 10.61035 * | 1.058022 ~ 10.28912
MODO 4

M A=1 A=01 A =0.01 A = 0.001
15 | 0541060 ¥ | 8.684650 1.638336 10.19653 7
16 | 177.5437 * | 16.8511D 2.571817 54814137
17 | 133.1000* | 12.52184 1.7282328 73.85311°"
18 | 134.0782° | 12.80112 1.344557 07.64800

19 | 37.98593 % | 2.702876G 0.4973850 84.01055 ™
20 | 3G.13711°° | 2.719946 0.3042326 85.70033 ©
21 | GL.E5981° | 4.89576% D.5774737 54 .02060) *
22 | 6055003 % | 4.774877 0.5047072 G5.66403 7
23 | 72.72173 ¥ | 5.GUGO1& 0.6905704 80.282u8 7
24 | 79.90226 % | 6.605674 " | 0.5647287 G5.20145 7
25 | ©3.40434 * | 5113977 0.49618432 44.93101
26 | 63.50216"% | 5084086 0.4G7043062 54.00018
27 | 61.54721* | 4.9228G1 0.4980898 G5.69133 *
28 | G3.62849"% | 5300704 0.5331450 32.490G3 "
20 | 63.97887 % | 5.358340 0.6348148 30.67619 *
30 | 65.05306 " | 5.432178 0.55876C00 51.1G431 ©

* Quadratica ajustada nio convexa

by |
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TABELA 5.3 - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungao original

Funcaoe original: Rosenbrock

Ponto dado: (3,0}

MODO 1 o . ]
M A=z A=0] A =001 A = 0001

6 | 8903.204 987.0607 | B05.0728 © | 5558.378 °
7

&

G

1258.012 140.6277 | 3B.00171 3141 889
237.5123 % | 23.00676 | 42.36735 2028 425
230.7411 23.28714 | 20.59152 2688.157 7
10 | 21094385 21.28964 | 30.74108 3269.205
11 | 194 1485 1968207 | 54.54747 G50.8418 ¥
12 | 1945172 19.64177 | 12.2G6489 4604.201

“NMODO 2
M A= A=01] A=o0u0l | A&=00o0]
6 | 3050.008 | 3G4.8502 | 4854565 £460.126 71 |
7 | 2892.018 356.1986 | 96.65021 ° | §566.265 4
8 | 3020.135 8G1.1589 | 86.88245 £645.417 *

O | 3868.245 ~ | 3554797 | 113.9420 | 1064967 "}
10 | 38G2.633 | 355.7609 | 62.85GM8 | H538.800 “t
11 | 4035651 % | 3711782 | 113.4745 G450 GOF 7t
12 | 3939.722 ¥ | 362.8550 | 55.39477 | 5981.818 ¢
MODO 8 ] ]
M| A=1 A=01] a=001 | Aa=000

6 | 1786.226 171.6768 | BY.07400 6587.270 °§ |
7 [ 2179.086 2015.0345 | 1154695 * | 6680.594 *{
8 | 2441.140 228.5703 | 123.7032 6271.617 ¢

9 | 3479513 3205701 | 77.30453 .| 6185.128 ¢
10 | 3460.729 319.1530 | 87.80643 * | 6078.740 1
11 | 3426.304 315.7806 | 101.1385 * | G022.136 1
12 | 3464.747 319.8855 | 284.6404 * | 5665.006 1

-Moho 1 - o Q0G|

M A=1 A=01 A= 0.01 A = 0.001

G | 1152.127 7 | 123.5736 | 103.5510 11258.22 4
7 1 1502.127 * | 150.5931 | 162.1450 9642.038

& | 496.0657 * | 4G.88750 | 81.98187 7537.016 *t
g | 1149.143 100.9636 | 50.14380 4435030 *¢

10 | 1072.924 03.40967 | 45.02315 5220.820
11 | 1168.710 102.0253 | 100.8030 8401610 °
12 | 1206.847 105.7813 | 50.77530 4215551 ¢t

¥ Quadritica ajustada nio convexa
t Matriz do sistema de equactes mal condicionnda



TABELA 5.5 - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungao original

Funcio original: Rosenbrock
Porto dado: {-1.2,1)

[ MODO 1 ]
M A=1 A=01 | A=001] A=0001
G | 3777.102 ° | 282.6541 © | 21.64474 | 0013086 - |
7 551.G775 4G.G60371 7 4. T874205 15. 73508
§ | 125.5118 13.22833 1.630526 | 102 1078

9 1 5107330 16.00798 2.261154 | OB.548C7
10 | B1.70795 18.24577 2.067184 1021767
11 { 66.606064 17.78419 1.9GE704 | 9737808

2§ G7.20375 17.93184 2.144684 | 174.2117

Z1 | TAT01 [ A=o0m | a=000
6 1000000 YT 1400067 [T 14.10501 7| GEL03E9R T
7 | 1085.105 v | 136 4610 14.0057¢ | 91.30380
& | 1087.214* | 139.9883 14.53281 | 324.1092
o | 1076.792 | 128.3002 14.21001 | 247.5500
10§ 1076.207 * | 138.3055 13.08226 | 277.4601
11 [ 1t07.649 * | 1436704 1418042 | 296 6435
12 | 1106.249 % | 142.4281 15.07086 | 167.1193
MODO 3
M A= A=01 | A=001]| A=000L
G | 849.8316 | 93.01469 6.537781 | 897.3000 "¢
7 | 954.0151 ° | 108.1407 10.88187 | 818.2086 *t
8 | 1028.716 * | 117.6707 14.48032 | 237.8883 -
9 | 1235.287 * { 151.0537 14.72603 | 2015030
10 | 1237.867 * | 150.6545 16.22243 | 65.24236
11 | 1222.255 * | 148.6741 15.50938 | G1.71484
12 | 1280088 % | 149.0418 14.93921 | 137.013%
"MODO 4
M A= A=01 | A=001] A=0001 |
G | 550.54G3 54.25533 1.451132 | 191.6537 1
7 | 779.0007 | 81.30037 4.450927 | G20.5267 *
& | 65.73158 13.52322 1.327408 | 208.6634 1
o | s27.4975 * | 46.84871 4981110 | 191.0701 -1
10 | 286.7676 % | 42.600690 4.805523 | 235.1502 "
i1 324 2520 ¢ 47 06073 5.280441 157 5230 7 1
12 | 837.3815 " | 48.65439 * | 4.621057 | 200.3054 - |

* Quadritica ajustada ndo convexa
1 Matriz do sisteina de equagoes mal condicionada
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TABELA 5.6 - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungao original

Fungao original: Rosenbrock

Ponto dado: {2, 4)

MODO 1

M A=1 A=101 A =001 A = 0.001
G | HER4.304 687.5255 108.6002 7 | 31B.8576 1
7| 834.1008 O8.06573 0.463455 289.4000 7
B | 192.3413 19.49353 1.240898 " | 613.5510
9 ¢ 1B7.9629 15.06470 2.352638 115.7277
10} 175.0338 17.468536 3.624908 106.93¢1

11 | 163.7812 16.62940 2.915958 307.7017
12 | 164.2045 16.63656 2.7237%5 593.0203

MODO 2
M A =1 A =01 A=001 [ A=0001
T ETs0 00 24l agisT | 18702677 | Bu0.ud0r §
7 | 2706.970 | 230.7956 | 12.36362 * | 750.2547 *{
8 | 2727.908 | 241.6006 | 20.94923~ | 1099.513 7§
0 | 2600.847 * | 238.3440 | 13.53182° | 78D.064n "t
10 | 2GBG.GEG* | 237.0694 ¥ | 13.64948 * | 1374.771 ~¢
11 | 2811047 | 24BORGE | I8.G1535 > | 440.2204 “f
12 | 2738.288 * | 242.0424 ¥ | 17.18208 * | 755.7422 "¢
| MODO 3 e
M A=1 A =01 A=001 [ & =000]

& | 1150.034 | 107.0013 | 51.37817 | 2418.801 ‘1 |

7 | 1422086 | 130.9743 | 57.12040 | 2838.470 1

8 | 1614.988 | 147.0357 | 24.98045 | 1987.343 {

9 | 2356.004 | 2085633 | 44.10822 | 1806.421 *{
10 2342011 207 4152 3080822 1281 386 t

11 2319.575 205.5828 30.04186 1393.288 7t
12 | 2346.083 | 207.8557 | 34.75737 | 1263504 "t
Ao 263.504 7Y
M A=1 A=01 A=001 | &=000

G 744.5680 * 75.77307 15.17588 ~ GBG. 1347

T 1027.391 * 9927750 6.133005 * 366.17G6 Tt

g 3522011 v 34 .06D08 * 4.7T01800 511.5399 "t

g 797 5640 * 55.84985 ¥ 5226227 1809419 *¢
10 749.1873 * G1.07520 1016223 ~ 402 G454 *
11 813.2420 ¥ G6.73108 ¥ 7.319081 * 1049801
i2 839.1715 " &9.03732 * 12.82004 * 305.2368 1

* Quadratica ajustada nio convexa
1 Matriz do sistema de eguugfes mal condicionada
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TABELA 5.7 - Distdncia suprema entre as hessianas da quadratica
ajustada e da fungio original

Funcéo original: {z; — 1)1+ (2, — 1)*
Ponto dado: (2,3)

MODO }
M a=1 A= 01 A=001 [ A=ou0l
T 1426010 16 45806 | 4489145 24.47921 "1
7| 5.918405 0.68G1544 | 0.2140463 31.00880 §
g | 4412332 0.5675311 | 0.1355085 5.069112
o | 2.835744 0.4076770 | 0.5246449E-01 | 13.66856
10 | 2.540747 0.3700324 | 0.7382154E-01 | 8.611451
11 | 2.326333 0.3282652 | 0.1348506 10.41242
12 | 2.205778 0.3096080 | 0.1265235 14.12625
MODO 2
™ A=1 A=01 A=001 [ A=0.00
G | 2750001 2433168 | 0.2026722 27881701 |
7 | 2757574 2.441389 | 0.7446284 27.64637 1
8 | 27.35700 2426020 | 0.7510121 26.67121 1
9 | 25.78551 2.304076 | 1.372404 33.60840 1
10 | 26.78137 2.371927 | 0.B290581 4554200 1
11 | 26.80006 2.382152 | 0.6145049 30.23127 {
12 | 26.79742 2.377358 | 08802276 35.33043 §
MODO 8 .
M A=1 [ A=01_ | A=o00l A =1000]
& 11777286 1626511 | 1.215464 28 0BOTT ¢
7 | 17.51365 1.602608 | 0.4172754 20.36928 {
& | 17.27845 1.507331 | 0.2113860 2052330 {
9 | 17.17534 1.504482 | 0.2795483 2542702 {
10 | 17.02836 1.570880 | 1.648574 27.41727 1
11 | 16.94340 1.553702 | 2.585211 26.46440 1
12 | 17.0&074 1.550126 | 0.1447558 28.91602 ¢
"MODO 4 “ .
M A= A =01 A=001 | A=0001
6 | 23.91377 " | 2.431817 | 0.8124304E-01 | 31.01601 |
7 ) 1R.08232 % | 1.803973 | 0.3072057 2351123
8 | 6.057058 0.5152571 | 0.3881147 33.06254 *
9 | 7.323313 0.6213538 | 0.7751578 15.21086
10 | 5.006747 0.4088864 | 0.6980680 20.80950
11 | 4.306856 0.2584003 | 0.1656620 22.76G265 t
12 | 4513739 D.2760414 | 0.3709332 2302600 t

* Quadratica ajustads nio convexa
1 Matriz do sistema de equagbes mal condicionada
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TABELA 5.8 - Distancia suprema entre as hessianas da quadratica

ajustada e da fungao original

i

Fungdo original: (#; ~ 1)? + (2o ~ 1)4

Ponto dado: (0.5, 0.3)
MODO 1 o
MTTA=TTTTAS T | AT D01 A = 040l
6 | 56.62036 - | 6.517149 " | 0.671126G 2791717 °
7 | 8.331386 | 0.1898001 | 0.183B005E-01 | 0.3985834E-01
§ § 3.500632 | 0.2200647 | 0.2147371E-01 | 0.7790U8YE-01
0§ 2.854613 | 0.1G18170 | 0.14T0U89E-01 | 0.4822856E-01
10 | 2820747 | 0.1562235 | 0.1402134E-01 | 0.3774446E-01
11 | 2.634011 0.13851207 | 0.1148945E-01 | 0.1040887
12 | 2.50078¢ | 0.1280547 | 0.1166439E-01 | 0.1264247E-01
‘MODO 2
M A=1 A =101 A =001 A =H001
€ | dou0o0n | 08049783 ) 0.8211832E-01 | 0 46has81E-07 |
5| 4.004404 05061634 | D.B37G455E-01 | 01557738
8 | 4.860754 0.801148% [ 0.8391398E-01 | 0.1688087E-01
9 | 4.716004 0.7559140 | 0.7672700E-01 | ©.3131504
10 | 4.781249 | 0.7804320 | 0.8000493E-0) | 0.G721260
11 | 4.778127 | 0.78L1656 | 0.8M42228E-01 | 0.6824271
2 | 4.780463 | 0.7805033 | 0.8213490E-01 | 0.4232184
N shas: 2184
M| A=1 A=01 A =001 A =0.00]
8 | 3.057610 | 0.5450723 | 0.5157548E-01 | 05420315
7 | 8.924216 | 0.5364650 | 0.5213588E-01 | 0.2675191E-01
8 | 3801918 | 0.52049095 | D.5115849E-01 | 0.3T4U0G4E-01
o | 8.887421 0.5453461 | 0.5746287E-01 | 0.3500547
10 | 3896412 | 0.5461654 | 0.5727226E-01 | 0 5847823
11 | 3.846204 0.5466448 | 0.5758557E-01 | 04413122
12 3.84%176 05515260 Q.57TG1480E-01 0.2B8G5G4E 11
MODO 4 - T
M A=1 A =01 A =001 A= 0001 |
< | 9998572 © | 0.9321627 | 0.1127570 2386274
7.576061 0.7519376 | 0.7830162E-01 | 01321858
& 1 1.394106 | 0.1831587 | 0.1814594E-01 | €.4435015
o | 1.188537 | 0.2302017 | 0.2102333E-01 | 01837993
10 | 1.069308 | 0.1440080 | 0.1505920E-01 | 0.8558455E-01
13 | 1107886 | 0.1172628 | 0.1306987E-01 | 03107680
12 { 1.047360 | 0.1249461 | 0.1405916E-D1 | 0.7468970E-D1

¥ Quadritica ajustada niioc convexa
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TABELA 5.9 - Distancia suprema entre as hessianas da quadritica
ajustada e da fungao original

Funcio original: {zy — 1)% 4 {27 — 1)*
Ponto dado: (10,12)

DOR 83RG | 60.04887 | 407.7838 1690.528 "1
26 83852 | 3.461327 | 09.716G2 9797703 {
32.65023 | 4.376144 | 52.04916 713.8811 ¢
9 | 21.06063 | 1.953232 | 68.56209 1049005 *1
10 | 21.32024 | 2.72384G | 14G.8278 948.6814 1
11 | 17.68834 | 1.532722 | 118.3640 712.4773 t
12 | 16.59045 | 1,959503 | 54.44591 631.3883
MODO 2
M A= A =01 A =00 A = 0L.00]
TG | 1354880 [ 1470787 | 342.4072 11080407 1
7 | 3135.6040 | 14.14740 | 2038127 1106.405 * {
8 | 134.9273 | 13.17833 | 94.11403 8506.5023 ¢

o | 1265884 | 11.6480 | 116.9710 1531.307 * {
10 | 1308473 | 12.835767 | 188.3502 1121.699 * 1
11 | 1300070 | 16.28229 | 228 5057 1080.624 -4
12 | 130.8011 | 1599574 | 171.5957

MODO 3 ] e 1
M A=1 A=01] A=00] A=0odl
6 | 89.60835 | 12.50455 | 380.3977 B93 1805 "1 |
7 | B8.OT8O5 | 14.44476 | 827.0607 974.7061 {

8 | 86.82004 | D.604717 | 172.4163 1106.392 *t
o | 107.0250 | 10.46716 | 238.5882 1106.693 " {
10 | 106.5547 ! 11.85070 | 110.5137 850.7843 1
11 | 106.4352 | 14.73489 | 300.5458 2376.684 "1
12 | 107.4523 | 11.35844 | 775.1816 t | 1108.083 t

M
M A =1 A =01 A =001 A = DOVl
G
7
B

™M aA=1 A=01 T A=001" T a=0001
G 149.19G2 18.88421 503.4G24 1425.332 “T
7
L)
9

124 4817 | 1912057 | 181.2319 852.4401 ¢
33.14273 | 7.063821 | 546.6176 899.6023 t
41 GE740 | 2.984154 | 321.3104 1022 B9G
10 | 30.02353 | 2.717659 | 577.6261 621.9850 {
11 | 27.45618 | 8.6727G2 | 326.3543 9849555
12 | 28.88073 | 2.765968 | 180.2178 1381.676 {

¥ Quadritica njustada nio convexa
t Matriz do sistem=a de equacies mal condicionnda
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5.3 Analise das tabelas

Conforme pode ser visto nas labelas, os piores ajustes foram obtidos quando
A =1 ou A = 0.001. 1sto significa que, quando os pontos estao muito
distantes entre si, o ajuste nao aproxima uma quadratica com a qualidade
desejada. Também, se os pontos ostao muito proximos, a qualidade do
ajuste ¢ muito ruim, devido, evidentemente, ao mal condicionamento da
matriz que d4 origem ao sistema de equagoes lineares.

Os melhores ajustes foram conseguidos quando A = 0.1 ou A = 0.01.
Se levarmos em consideragao apenas os ajustes com estes valores de A, ainda
assim podem ser vistos vdrios casos de ajustes que aproximmaram fungoes
quadraticas nago convezas.

De um modo geral, o aumento de pontos na malha nao melhora o
ajuste. Existem casos, inclusive, onde este aumento piora a qualidade do
mesmo. Também existem casos nos quais embora a distincia suprema
diminua quando o ndmero de pontos na malha é aumentado, a funcao
quadratlica ajustada € nao convexa. Podemos observar ajustes que resultam
quadraticas convexas quando a malha de dados contém um certo mimero
de pontos, e no entanto, os ajustes com a mesma malha acrescida de um
ponto resultam quadraticas nao convexas.

As tabelas também mostram que o modo de obtencao dos pontos da
malha de dados ndo influencia na qualidade do ajusle, j4 que os mesmos
mostram uma certa uniformidade em relagao aos quatro modos aqui apre-
sentados.

O principal a ser destacado nestas experiéncias com fung¢oes nao qua-
dréticas. é o aparecimento de védrios ajustes que resultaram func¢des qua-
driticas nao convexas, ainda que a func¢ao original usada fosse estritamente
convexa (fungio 3). Isto acontece sem um critério bem definido, isto é,
independentemente do ponto dado, da distancia entre os pontos da malha,
e do nimero de pontos da mesma. Além disto, nos melhores casos, ainda
assin, nao exisle proximidade entre a quadratica ajustada e a funcao teste
original.

5.4 Conclusao

Os ajustes feitos com fungoes teste nao quadraticas {convexas ou nio) po-
dem aproximar fung¢oes quadraticas nao convexas. Isto ocorre sem um
critério bem definido, e com uma frequéncia razoavelmente alta. Além

62



disto, as distancias supremas obtidas, nos melhores casos, ainda sao gran-
des, 0 que mostra a pouca proximidade entre a fungao teste original e a
quadrética ajustada. Se os pontos da malha de dados usada estiverem
muito distantes, ou muito préximos entre si, o ajuste, nestes casos, é ainda
pior.

Deste modo, concluimos que os ajusies realizados com fungdes nao
quadréticas nao sao confiaveis do ponto de vista da obtengao de uma funcao
quadratica convexa proxima da fun¢o original.
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Capitulo 6

Conclusoes e comentarios

As experiéncias numéricas realizadas mostrain de maneira muito evidente
dificuldades do tipo:

1. Falta de confiabilidade no ajusle quando os pontos da malha estao
muito préximos entre si, devido, evidentemente, ao mal condiciena-
mento da matriz que dd origem ao sistema de equac¢des lineares:

2. Pouca proximidade entre a quadritica ajustada e a fungao teste ori-
ginal;

3. Casos em que a quadratica ajustada é nao convexa, apesar da fungao
teste original ser estritamente convexa.

Das trés dificuldades encontradas, a terceira é sem divida a mais
agravante, uma vez que compromete seriamente a validade da proposta
de [6].

Paradoxalmente, no decorrer deste trabalho, tornamos conhecimento
da exisiéncia de varios artigos, v a literatura, onde métodos andlogos ao
método aqui abordado sao propostos e as dificuldades acimma nao sao men-
cionadas [3,7,12]. Mais do que isto, em |7} é proposto um esquema para
“estimar” a hessiana de uma fung¢ao qualquer, baseado na interpolacio de
uma quadrdtica em ¢ = {n + 1}(n + 2}/2 pontos, sem a resolucio de um
sistema linear. Todavia, nossos testes com o modo de obtencio de pontos
sugerido segundo o esquema de |7 (vide item 3.3) mostram a aparigao de
quadraticas nao convexas numa frequéncia muito alta.

Estamos convencidos de que métodos de minimizacao baseados no
ajuste de uma fungao quadratica usando somente valores da fungao sofrem
sérios defeitos numéricos, devido fundamentalmente & dificuldade 3 acima.
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Assim, confiamos que desses “resultados negativos” aqui apresentados
surjam fundamentos sélidos para a construgao de métodos de otimizagao
“sem derivadas” realmente eficientes.
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