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INTRODUCAQ

O objetivo deste trabalhc & estudar os £SPacgos
fp'A, considerados por, dentre outros, Campanato (3], Stampac-
chia [15], Peetre [12].

A importancia destes espagos esta ligada ao fato de
que eles englobam certos espagos classicos de fungbes, tais como
0S5 espagos Lp , 0Os espacgos de Morrey Lp'A', 0s espages BMO ,
introduzidos por John-Nirenberqg em [8] e os espagos das fungoes
hSlderianas Lip(a) , que sdo de grande utilidade dentro da teo-
ria das equagoes parciais elipticas e parabdlicas.

No Capituloc I apresentaremos definicOes e resultados
basicos que utilizaremos no desenrolar do trabalho. Omitimos as
demonstracoes, visto que elas podem ser encontradas nas referen-
clas citadas.

£PeA

No Capltulo II daremos a definigdo de e estu-

daremos propriedades deste espago. Ainda neste Capitulo estudare

mos uma generalizacdo de £p'l , que serda denotada por £E’l .
a fim de nos auxiliar na demonstragao de que, para 0 < XA <n

o n Ped _ pPeA - -
(n = dim R} , temos L = . Estudaremos tambem no Capl

tulo II o comportamento das fungles de ePrh , como funcodes hol-

. X~
derianas de expoente a = “EE .

Cabe salientar que além da generalijizacgdo £E'A ¢+ €xis

tem outras generalizacgoes estudadas, por exemplo, por Spanne [14],

Stampacchia [16], Barozzi [1] e Da Prato [6] .

No Capitulo III apresentaremos teoremas de interpola-



A . . .
LPr Para tanto introduziremos ini-

¢do envolvendo oS espagos
cialmente o$ espagos BMO e oS espagos ﬁf’k . 0Os espacgos ﬁE'l
desempenharao, nos teoremas de interpolagio envolvendo os espagos
cPr? , O mesmo papel gue os espacos de Marcinkiewcz LE desemég
nham nos teoremas de interpolagao envolvendo os espagos A
Ainda neste Capitulo daremos uma aplicacgao destes teoremas, onde
o operador linear utilizado & o Potencial de Riesz. Nesta aplica
¢do obtém-se dois resultados, um dos quais & consequéncia do teo-
tema (9.1) de [18], mas ooutro € um novo complemento do primeiro,
e cuja demonstracao talvez nao fosse tao simples sem o auxilio da
teoria dos espacos LPeA

Esperamos que este trabalho possa contribuir para um

estudo mais aprofundado dos espagos LPrA numa versao multipara-

metrica em X .
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CAPITULO I

NOCOES PRELIMINARES

§1. NOCOES GERAIS SOBRE R

. . - . n
Seja IR o conjunto dos numeros reais e R O espacgo
vetorial consistindo de todas as n-uplas de nameros reais

X = (xl,xz,...,xn). Consideraremos Bfl munido com a norma eu-

] = (igl xi)l/z .

Dado um subconjunto E de IP, denotaremos o fecho

de E por E e por d{(E) o diametro de E . Usaremos tambeém a

notagdo R\ E ou E° para indicar o complementar de E enm

=" .

Indicaremos por |E| , a medida de Lebesgue do conjun

to mensurdvel E C R" e usaremos a notacao [f(x) dx para in
EJ
dicar a integral de Lebesqgue da fungao f sobre o conjunto E .
Diremos que uma propriedade P , de pontos de um con-
junto mensuravel E , vale em quase toda parte {g.t.p.) ou para
guase todo x pertencente a E (p.g.t. x € E) se os pontos de

E para os quais P & falsa estiverem contidos num conjunto de

medida nula.

Se E & um subconjunto de T denotaremos por Xg @

funcdo caracteristica de E em relacdo a TR, que vale 1 en

E e 0 em Ec .

n

Seja EC R aberto. Chama-se suporte de uma fun-

gao f definida em E , ao menor conjunto fechado (relativamente



a E} que contém o conjunto de todos os pontos x € E  tal que

f(x) #0 .

§2. ESPACOS NORMADOS E EsPacos LF (2], [5], [7])

Definicao 1.2.1: Diremos que um espa¢o vetorial real

E & um espaco vetorial semi-normado se a aplicacao

: E » IR

satisfaz
(1) flaxll = lal (x|l

(1) fx+yll < =l + vl .,

para todo X,y € E e para todo a€ R.

Definicao 1.2.2: O espacgo vetorial E sera chamado

espago vetorial gquase-normado se

(1) x|l = 0 4implicar x = 0
(i1) Jax|f = [a] llx]
(111) fix+y | < kdh=fi+ vl » x> 1,

para todo X, ¥y E e para todo ac IR.

Definicdo 1.2.3: Se |.|| satisfaz as propriedades
(1), (ii) e ({iii) da definicdo 1.2.2 com k = 1 , entao o espago
vetorial E sera chamado um espago vetorial normado e |i.|| serd

chamada norma em E .
Num espac¢o normado a fung¢do dx,y) = |x-y|| & uma mé
trica, e consideraremos sempre o espagco normado munido desta me-

trica e da topologia a ela associada. Assim todo espago normado



& um espaco metrico.
Um espago metrico M & completo quando toda sequen-

cia de Cauchy em M converge para um ponto de M ,

Definiq&o 1.2.4: Um espag¢o vetorial normado e comple

to chama~se espa¢o de Banach.

Definicao 1.2.5: Sejam E , F espacos vetoriais so-

bre R . Unma aplicacao T de E em F diz-se um operador 1li-
near se T{ax+y) = aT (x} + T(y) para todo X,y € E e para

todo a € R.

Definicao 1.2.6: Sejam E , F espacos vetoriais nor

mados e T um operador linear de E em F . Diremos que T é

limitado se existe constante ¢ > 0 tal que [T(x)|| <clixll pa
ra todo x € E . Neste caso definimos a norma de T como sendo
o Infimo dos ¢ que satisfazem a desigualdade [|T(x)]| < <k ,

e nds escreveremos |[|T|] para a norma de T

Teorema 1.2.1: Sejam E e F espagos vetoriais nor

mados sobre R e seja T um operadcr linear limitado de E em

F . Entac

|Tx) |
jtll = sup q~——— : X €EE, x £ 0
B3
sup (lrx)] : xeE, [x] = 1}
sup {[ltx)| : xeE, [x] <1}

e [Tl < {1 lix] para todo x €E .



10

Teorema 1.2.2: Sejam E e F espagos vetoriais nor

mados e T um operador linear de E em F . Ent3o as sequintes
condicoes sao equivalentes

(i) T & limitado .

(ii) T & uniformemente continuo em E .,

(iii) T & continuo em algum ponto de E .

Definicao 1.2.7: Chamaremos de Lp(g), gc:nfj, l<p<=

ao conjunto das dungbes mensuraveis cuja poténcia p & Lebesgue

integral, ou seja, &€ o conjunto das funcoes mensuraveis tais que

J|f(x)|p dx < =

§
A aplicacao |.| definida por
1P ()
1
el 5 = Jlf(x}|p ax) P
L*(Q) Q

& uma norma em LF(0) quando identificamos fung¢des que sao -
iguais em quase toda parte. O espaco Lp(Q) munido da norma

€ um espago de Banach.

LF (@)
Teorema 1.2.3: {Desigualdade de HSlder). Seja

¥
f € Lp(Q) e g € L.P () , com p > 1 e % + é} =1 . Entao

fg € LY () e

HEgll < it Hall o
Lt () 1P (2) ¥ ()

Teorema 1.2.4: {Desigualdade de Minkowski). Para

l <p <= e f,g € Lp(Q) temos que
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| £+ | < £l + gl .
1P () 1P (2) P (2)

Definigcao 1.2.8: Seja E um espago vetorial sobre

IR . Um funcional linear em E €& um operador linear de E em
IR. Se E & um espago vetorial normado, denotaremos por E* o
espago de todos os funcionais lineares limitados em E . O espa-

¢o E* & chamado o espacgo dual de E .

1 .
Teorema 1.2.5: LY () e (Lp(ﬂ))* sao isomorfos se

T
P

o

Observacao: De acordo com o teorema 1.2.5 podemos -

]
pensar no dual Lp(n) como sendo ¢ espaco LP (f) onde %+§%==l.

Assim sendo temos que o dual do espago Lz(ﬂ) é o proprio LZ(QL

Definicdo 1.2.9: Um espago vetorial normado E & di

to ser uniformemente convexo se para cada ¢ > 0 existe 5§ > 0
tal que, se (x|l <1, {lyll <1 e Hx=v|l 2 € . entao

IPE%XH < (1-8) sempre que X,y € E .

Teorema l1l.2.6: O espago Lp(ﬂ) y 1l <p <=, & uni

formemente convexo.

oo

Definicao 1.2.10: Seja {£} uma sequéncia de

n=1

fungaes pertencentes a Lp(Q), l <p <« . Se p=>1 diremos
que {fn} converge fracamente em LP (9) para uma fungao -
f < Lp(n) se

lim jfn g dx = Jfg dx ,
g Q
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el o

]
para cada g P ()} , onde

{fn} & dita convergir para f em 1P (a) se

lim an g dx = qu dx ,
I+
Q Q

para toda fungao g limitada em Q .

Teorema l.2.7: {(Riesz~Thorin) Consideremos

dy # q, e vamos supor que

9 Po
T : L " () » L " () com 7] < My o
e
ES] Py
T : L “(Q) » L ~(Q) com ||| <M.
Entao
T 1@ » P com |7l <mi®
p pO pl aq 9 94

Teorema 1.2.8: (Marcinkiewicz) Consideremos

€ vamos supor Jue

q P *
T L 2(a) » L*O com ||T] <M,
e
ql pl *
T : L T {(Q) + L, () com ||T||5_Ml .
Entao
D 1-a "
v : LY > P@) com Tl < o, M* M
- 780 1
sempre que i = é:i + S , i = iiﬂ + 2 e 0 < 8 <
P P, Py a9y, @ q

1
+ -5 =1, BSe =1,
P p

entao

Py # Py +

dy # 4



CAPITULO II

os Espacos £P*

Neste capitulo daremos a definicao dos espacos P

e estudaremos propriedades deste espago. A sua importancia se de
ve ao fato de que para volores particulares de A, temos espacgos

que desempenham importante papel dentro da analise.

§1. DEFINICOES E PROPRIEDADES

Seija Q um subconijunto aberto do espagoc eu-
clidiano n-dimensional R" . com d{(2) denotaremos o diametro
de o e com S(xo,p} = {x € ®”; |x—x0| < p} a esfera n-dimen-

sional fechada com centro xo & Iﬁl e raio p > 0. Colocaremos

também g(xo,p) = Q 0 S(xo,p).

Definicao 2.1.1: Seja u uma fungao mensuravel real

definida em @ . Diremos gquea u pertence a £p'A{Q} com l<p<w
e 0 < A < ntp, se para todo X € Q e para todo numero

p & (O,d{ﬂ)} existe constante positiva M= M(u) tal gue

inf |u(x)—c|p dx < M.px .
cER
Definigao 2.1.2: Seja u € P2 (q) . Definimos
| 1/p
.-A .
“IUHIP y sup p inf |u(x)—c|pdx
r XA EQ cER

O<p<d (Q)
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Lema 2.1.1: £p’}(Q) & um espago vetorial real e

€ uma semi-norma em £p’A(Q) .

Al

PrA

Demonstracao: Mostremos inicialmente que tPrA gy & um

espago vetorial real. Sejam a € R, a # 0 e u € £p’k{n)

quaisquer. Assim para todo x, € 2 e para todo p € (0,4(0)]

0
temos que
inf lau (x)-c|Pdx = inf ja|P |u(x)~glpdx
cER c€R :
= inf J|alP lu(x)”cl|pdx
c, €EIR
1 R(x,.,p)
0!’
= [a[p inf lu(x}ﬂcl|p dx .
CIEIR

Desta forma, teremos pela definicao 2.1.1 que para todo

X4 € 2 e para todo p € (0,d(0)] , existe M > 0 tal que

inf lau(x)~c|Pax < |a]pb4p_h = M
cCR
Q(xofp)
onde M' = |a|pbﬁ, ou seja, au € £p,A(Q} .
Sejam u e Vv pertencentes a £p,l(9). Para todo
X € q e para todo p € (O,d(ﬂ)_l temos que
(1) inf | (u+v) (x)-c|Pax = inf lu(x) ~5+v (x) -5 | P ax .
cER cETR
g(xofp) Q{XOID)

Mas,
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- _C P p -g\P - &P
(2) | (%) 2~+v(x) 2! < 28 (|u(x) 2! + |vi{x) 2| )

Entac de (1) e (2) segue que

inf | (u+v) (x)-¢|Pax < 2P inf (|u(x)-%lp+ 1V(X)—%]p)dx
cEIR celR
2 (xg.0) (x4, p)
= 2P inf lu(x) 5P ax +
cclR
Q(Xo,p)
+ inf [ [vi{x) - %|p dx ) ]
cER
Q(xo,p)

Assim temos da definicao 2.l.1 que para todo Xy €0 e

para todo p € (0,d(q)] existem constantes positivas Ml e
M2 tais gque
A A
inf | (u+v) (x)~c|Pax < 2P (Mlpl+‘M2p ) = Mp"

cCIR

onde M= 2p(M1+M2), isto &, utv €& £p'A(Q) . Fica entao de-

monstrado que £p'l(Q) & um espago vetorial real.
| & uma semi-norma em

| P,
LP'X(Q). Verificaremos primeiro que se u,v € £p,h(9) entao

Mostraremos a sequir que ||

|Hu+v1”pfl < H|u”|p’k + |”V1Hp,l . Da definicdo 2.1.2 temos que

o " inf J |u(x) -c, | Pax
clEEQ

+

‘l/p

() il vl = e
XGESI

Q(XOJD)
0< p<d(Q)
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- 1/p
+  sup {o  ing le(x)—czlpdx
- c.ER
Xg €0 2 Q(xo,m
0<p<d(Q)

Pela propriedade do supremo temos que © sequndo termo

da igualdade (3) majora a expressao

o /p _ 1/p
sup [(p A inf J|u(x)-cl|pdx) + (p 4 inf J]v(x)—czlpdx) ]
c,€IR ¢, ER

X €0 1 Q(xo.p) 2 ‘ Q(xo,p)
0<p<d ()
LS
donde, colocando p P em evidénecia, vem que
-5 1/p
alll . +11]vil| > sup o P | inf (J|u(x)-c |Pax) +
Pri P, = ]l
X_ =0 CLLGIR Q{x.,p)
0+ 0’
0 <pxd (Q}
o)
+ inf ([|v(x}-c2]pdx)
c. <IR

2-— ﬂ{xofp)

e dal pela propriedade do iInfimo temos que

A
IHalll + [llv Il > sup p P inf  (}lu-c.|| +
P, p,A - _ 1'.p
Xg€ Q ClrCyeR L (ﬂ(XO:D))
O0<p<d (Q)
+ Hv—c2H )

P (e (x,, 0)

Mostraremos a seguir que

+ {lv-c

|v

(4) inf  ([lu-ey | I
¢)/Cy ER LeP ety 0)) 2

)
L¥ (2 (x4, 0))
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> inf lutv=(c +e )| b
cl,cze]R L (Q(XO,D))

Para 1sso consideremos o0s seguintes conjuntos

A = {Jlu-c,l| c, € R} |,
VrPag et
B = {[|v-c,l}| c, ER} ,
¢ = {latv-(ec,+c )| : C,,c, € R}
Loy (2{xqyrp)) 12
Seja k = Hu+v—(cl+c2)H o € C. Entao existe
L (Q(Korp))
k, €A e k., €B tal que k,+k = |lu~e,ll +
A B AR TLP (a(xy4 0)
+ Jv=c,li € A+B  satisfazendo k,+k_ > k .
2 Lp(ﬂ(xofp) A B
Analogamente, se
iy = ey v e, cap
LP (2 (x,, 0)) L (2 (x,, 0)
existe k = Jlutv=(c,+c,)] €C tal que k. +k_ > k
L2 Lp(ﬂ(xo,p)) AB
Fica assim demonstrado (4) e dafi
5y llalll 5 + HIvIil > sup p-" inf |lutv-d|]
B/ P < €7 cER 1P (2 (xq.p))
0<p<d (R}
= +
Murlll

Para concluirmos a demonstragao do lema, mostraremcs que

Hlau“|p = |al Hlu“k'x. Sejam  u € £Pr*(q) qualguer e a €1R.

')\
0

Se a = nada ha a demonstrar. Suponhamos entac a # 0. Logo
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da definicao 2.1.2 e propriedades do infimo e supremo temos gque

[|laui}! = sup [p inf Jlau{x)-cl de
pPeX
X, € Q cE R Q{x,,pl
o 0’
O0<p=<d (R}
- p 1Ll/p
= sup [p » inf J|a|p [u(x)—§| dx]
- c .
X, €0 cER ﬂ(xo,p)
O<p<d ()
- 1/p
= sup [ﬁ A (a]P  inf J[u(x)—cl|pdx}
xDEEﬁ ¢ &R
0<p<d () 2{xgre)
, - 71/p
= la|  sup [p » inf Jlu(x)—cl[pdxj
= c, ER
X, €9 1 2(xq,0)
0< p<d (2)
Portanto,
(6) llauitl, = lal Wi, , -

Por (5) e (6) fica provado o lema.

Observacao 1: ||. || nao € uma norma, pois se u

Pra
uma constante diferente de zero, segue que H[u”|p \
!

0

A fim de normalizarmos £p'l(9) passaremos a seguinte

pefinicdo 2.1.3: Seja u € £P7*(g) . Definimos
= u +
Huﬂp’l ] pr'l ||Ul|pr(m
Lema 2.1.2: | .| 8 uma norma em £P7*(q)

P,

(11



1%

DemOnstragao: Sejam u,v € £p'l(Q} quaisquer. Temos
gue
utv|] = |[lutvli]] + futvl|
P2 PrA Lp(ﬂ)
Mas pelo lema 2.1.1 e levando em conta que ||.|| é
LF (a)

uma norma obtemos

I A LN (| P Y

= ally,, + UVl

Seiam u e £p'A(Q) e ac R, DPelo lema 2.1.1 temos

7 Naulp,y = Wewlly y +laul, = fal Ml lal llel
o + =
ol Uil + Tely 1= lal el
Provemos agora que Sse Hqu , =0 entao u = 0. De
Hua =0 vem que |ulf =0, donde u = 0. Disto e de
(6) e (7) fica demonstrado que H.|E N & uma norma em £P’*(Q)

Vamos demonstrar a segqguir que £p’k(9) munido da norma
H.Hp , & um espago completo. Para isto vamos utilizar uma definj
r

gao de £p'k(n) que & equivalente a definicao 2.1.1.

DefinicAo 2.1.4: Seja u uma fungao mensuravel real de

finida em & . Diremos que u pertence a LP'A(Q), com l<p<w

e O<i<n+tp, se para todo X, € @ e para todo namero

0
p € (0,d(9)], existe constante positiva M = M(u) tal que
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lu (%) -m (W |Pax < m o
Q(xo,p)
-— l - - .
onde mQ(XO:D)(u) = TﬁT;ETBTT J ulx) dx e 0 valor médio da
ﬂ{xo,o)

fungao u

tes.

(8)

{9)

m
Q(xo

em ﬂ{xo,p)

Lema 2.1.3: As definicoes 2.1.1 e 2.1.4 sao equivalen-

Demonstracao: Observemos primeiramente que

0 que prova (8)

mQ(xoro)(u+aV} mﬂ(xo,p)(u)+ amﬂ(xo,p)(v)
I{m (| < Al
2{xgre) TP (g) 1P (q)
De fato,
_ 1
’D}(u+av} = e J {ut+tav) (x} dx
200 | gix, ) 0
= “““;L‘“_“ IU(X)+ a ""—"i—_"" Jv(x) dx
|Q{x0'p)| 2{xg,0) ln(xO'p)l ﬂ(xopp) N
= mn(xo,p)(U} + a mn(xo'p]{v) ,
Temos que
Img e @] s —E—— [ Juco| ax
0’ !Q(xorp)’

Q’(xolp)
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Pela desigualdade de HOlder seqgue que

Mg |« =2 [ a0 Jlueo Pan MR
0 19 (xg o) | Q{x.,p Q{xX,,p)
0 0
onde p e g sao tais gque 1,1 1.
P q
Assim
1
1 p
(100 |m (W) ] < ———=—— falx.,e}] fuldl
(xge) |9(x0,p}l 0 Lp(ﬂtxorp))
_i
= Jaxg, e Pl
0 P (2 (x4, 0))
Portanto, de (10} obtemos
! (] | (@ (0 Pax )¢
m u) = m u) (¢ dx
{xq,p) P J Q{xn, D)
0 L7 (R (x4, p)) 2 (xg ., 0) 0
1
-= 1/p
< [laeg e 1P ) Px)
Q(XD:D} L (Q{}(Orp))
- 1/p
= (lateg, o |7 )P, ax)
21
= latxg, o | P lull 0o o) /P
L7 (a{xg, 0}
= flull :
L [g(xorp)}
O gue demonstra (9}).
Observemos também que, se ¢ € R entao mQ(xD,p)(C)=c'

Com efeito,
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"otegre) ()T |ﬂ(x;fp)] n(xofp?x ] |Q(x§,p)] Q"‘[oc'b"{’
= TE?;?T;;T clotxg,0) | = oc
Temos ainda que, para toda constante ¢ € IR
(11} f|u'mn(x0,p)(U}”LP(Q(KO,D)} =
< Hu-c”Lp(Q(xo'D}) + "mﬂ(xg'p)(u)-c”Lp(Q(xO;O))
) ”u—C”LP(Q(xorp)) ’ ”mQ(XO’p)(U)_ mg{xo'p}(C)lll'pm("‘(l'"))
- “u-C[kp(Q(xo,p) + ng(xo'p)(u—c)HLp{Q(x0,p))
pe (9) e (11), segue que
(12) ”u"mg(xorp)(u)”LP(Q(XO,p)) £ 2 ”u”C”Lp(ﬂ(xo,p))

para toda ¢ € R.

Logo, tomando o infimo em ambos os membros de (12) de-

corre que

(0] < 2 inf [|ju=c||

(13)  |lu-m
(%P LR (a (x s 0)) cER P (2(xy, 0))

Desta forma, se u satisfaz a definigéo 2.1.1, existe
constante M> 0, tal que para todo X € Q e para todo

p € (0,d4(2)] temos que
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|u(x) - m (u) |Pax < 2P inf J lu(x)~c|P ax
2{Xgrp) - - ER
2(x440) 2{xy/0)
< 2P Mpk = M! ph
onde M' = 2PM. Isto nos mostra gque u satisfaz a definicao

2.1.4.

pPor outro lado, se u satisfaz a definigao 2.1.4, exis

tal que para todo x4 € %@ e para todo

te constante M >0

p € (0,d(n)] segue que

(14) inf J |u(x)-c|pdx < J lu(x)-mg( )(u)lp dx
c €R - Xge
Q(xo,p) Q(xO,p)
M pA

ou seja, u também satisfaz a definigao 2.1.1. Logo, as duas de

finigoes sao equivalentes.

cqd
Pefinicao 2.1.5: Seja u € P (q). Dpefinimos
- 1/p
= ~A _ p
il sup_ [p [ lu(x) Mo (xg o) (u) |Pax
0<p<d(R)
e ol 5 = Aliwllly , + el

1P ()

Lema 2.1.4:

-

DA & uma norma em £p,k(9) equivalen-

te 4 norma .|

Pra

~

Demonstracac: A demonstracdo de que |

.| é uma nor
PrA -

ma, se faz de forma andloga & demonstrac¢ao de que “.]E , & nor
F



ma.

Mostraremos a seguir a equivaléncia das duas normas.

(13) segue que

24

‘ 1/p
-1 _ P
sup Lp a{x) mﬂ{xo'p}(ujl dx]
Xg€ 0 Q{xo,p)
0 <p<d(Q)
- p , JH/P
< 2 sup [p inf |u(x}~c] dx]
- c €R
0<pf_d(ﬂ)
e de {14) obtemos que
- 1/p
sup [p  inf J fu(x)-c|P dx]
- c €IR
Xoeﬂ ﬂ(xorp)
O<p<d ()
1/p
< —A - p
< sup_ o lu (x)} mQ(XO'p) (u) | dx]
X € Q(xo,p}
0 <p<d ()
Lego,
el y < flell, , < 2 Hally, , -
Mas
= + 2 .
lalg,y = Mlalg, + Bal g s 2 Wil + el
< 2|l + || ul] ) o= 2fjui ,
P, Lp(ﬂ] lpr}
donde
“Uup’;\ .f !Iu”ptx i zllu“p,l *

De
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Lema 2.1.5: Seja '{wn} uma sequéncia de Cauchy em

LP'A(Q) e suponhamos que '{wn} converge a zero na norma Lp(g},

~ A
entao {wn} converge a zero na norma LB {a) .

Demonstracac: Basta demonstrarmos que lenHlp , 0.
!

Como '{wn} & de Cauchy em £p'k(n) , dado e > 0 existe

n, € N tal gue, para todo m,n > n temos

(15) (|”Wn"‘”mal,x)p < €
Como '{wn} converge a zero na norma Lp(n) ' de (9)
segue que {m {w }} converge a zero na norma Lp(Q), donde
Q(XO:D) n
_ p —~
{wn mﬂ(xo,p)(wn}} converge a zero na norma L°(Q). Entao para
todo xo € 0 e para todo p € (O,d(n)] ; a sequéncia
- P .
{wn mQ{xO,p)(wn)} converge a zero na norma L {Q(xo,p)). Assim
para p fixo com 0 <p<d(Q} temos que, dado e > 0, existe
n_(p) tal que para todo m > n_(p} e todo x, € 0
- | )\
(16) I lwm mﬂ(xorp)(wm)i dx < £

Por outro lado temos que

-2 _ p -
P J Iwn T (x ,p)(wn)] ax =
Qlxn,p) 0
Ol'
= p_A I1w -w_+w_-m {w_)+m {w_)=-m (w )|p ax
n m m R{xo,p) m Q(xo, ) ' m Q(xo, ) ' n
donde
- _ o
(17) o J|wn mn(xo,p)(wn)1 dx <
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| A

—A P ——y — - P _ P
P Jz vy =g (x o) (n W) [+ b mﬂ(xorp)(wm}l ) dx

Q(xorp)

= 2P D—A ( J|w -w_ -

_ b - P
n om Q(XO;pJ(wn wm)[ dx+ th mﬂb%yp)(wm}l dx

Q(xorp) Q(Xorp)
< o) _ - P -X _ P
< 2 [Ulloggliy 07+ 07 Jlagmg o P ax

De (15), {(16) e (17) dado e > 0, existe N=mék{n€,ns(pn

tal que para todo n > n_ e m > N temos que

-
0 |w, —m

ﬂ(xofp)

p+l
a( 2 €

P b =
xo,p}(wn)l dx < 2% (e+e)

Com isto temos que dado € > 0 e p fixo com 0<p<d(Q)
existe n €N tal que para todo n > n_ e para todo x4, € Q

segue que

p_A J]wn-mﬂ(xo,p)(wnjlp dx < £ .

Q(xorﬂ)

Entac, pela arbitrariedade de p temos que

p J[wn mﬂ(xo'p)(wnll dx < € ,

Q_(XO R}

para todo n > n_, para todo x, € Q e para todo p (0,d(9)].

Portanto dado ¢ > 0, existe n_ € N tal que para to

do n >n_  resulta que I”wnI”p,x < e, isto &, {w !} con-
verge a zero na norma £p'h(ﬂ} .
cqgd.
Teorema 2.1.1: (P'*(9) munido da norma .l & um

PrA
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espago de Banach.

Demonstracao: Como H.Hp e
t

ao equi
Ip,k sdo equivalen

um espago de Banach dquande

A
tes, basta mostrarmos que LP'A(Q) &

-y -

Seja '{un} uma sequeéncia de Cauvchy em £p,A(Q). Entao

munido com a norma

dado ¢ > 0 existe n_e N tal que para todo m,n > n_ tenos

que

= + [u.-u_ll < e

u, -a ] [Hupy=a il
n m'p,i n mvp,i n m Lp(ﬂ)

Logo |lu_-u_ll o < ¢ paratodo m,;n >n_, ouse
L°(Q})
ja, '{un} & uma sequéncia de Cauchy em P (a). Agora como LP (o)
& completo, existe uma fungao u € LP (9) tal que {u } conver
ge para u ha norma Lp(n), assim {un-u} converge a zero na
norma LP(q) .

Observemos que { (u )} converge para

Mo (x4 0)

P : -
mn(xo'p)(u) na neorma L (Q(xo,p)). De fate, como {un} conver

ge na norma LF(n) para a fungdo u , entdo {u_ } converge na
norma Lp(ﬁ(xo,p)) para a fungéo u , para cada Xq €EQ e pa-
ra cada p € (0,d(2)]. Dai, dado € > 0 existe n, €N tal

que para todo n>n

0
Img (xg10) ) g (xg ) wl LP (2 (%, 0))
- ”mQ(xO,p)(un—un}”Lp(ﬂ(xorp}) = nun-uuLp(g(XOIp)) < E
Entao temos que para todc x,. € Q e para todo

0

p e (0,d()], .{un-mﬂ( converge nha norma Lp(Q(xO,p))

xO'p}(un)}
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para a funcao u-m (w) .

Q(XOrp)

Como '{un} & de Cauchy em ‘Ep'A(Q) segue que {un}
& limitada em £p’k(ﬂ) , 1isto &, existe uma constante positiva M

tal que (”un”p A}p <M para todo n € N. Entao para cada
r

X, € 2@ e para cada o € (0,8(2)] temos que

o 0P s Uuplly OF o

18 o7 Jlugomy ey (o170 < (i

Q(Xorﬂ)

fazendo n + « em (18) vem que

- P A
J[u(x) mQ(xO!p)] dx < Mop '
‘Q(xo!p)
para todo Xg € 0 e para todo p & (O,dtn)] ’ isto e ,
ue Py .
Falta somente verificar que '{un} converge na norma

P para a fungaoc u .

Ja foi visto que '{un~u} € uma sequéncia de Cauchy em

LP‘A(Q), gue converge a zero na norma LP(Q), entao fazendo
w_ T u-u no lema 2.1.5 segue que {un—u} converge a zero na
norma £p,l(n) ou seja {un} converge na norma £Prl{g) para

a fungao u. Fica assim demonstrado o teorema.

Proposicao 2.1.1: £p'O(Q) = 1.FP(a) .

Pemonstracao: Primeiramente verificaremos a inclusao

£p'l(Q) C P (o) para O0<i<n+p. Seja entao u € £p’k(n) , as-

sim existe constante M > 0 tal que, para todo x, € @ e para

0
todo p € (0,d(0)] temos gue
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inf [|u(x}-c|pdx < M ot
CER 2(Xg4p)
isto &,
inf Jlu(x)—c|pdx < =,
CER 2(x,,0)

Entaoc, existe <y € R tal que para todo X € Q e

para todo p € (O,d(n)] temos que

|u(x)—cl|p dx < = .

2(x5.p)
Em particular, se Xy pertence a fronteira de @ e
p = d(Q) temos que Q(xg,0) = @ e entao

J]u{x)—cllp dx < o |,
fl
ou seja, u €1 o que prova que £p'A(Q) c P .
Provemos agora dque Lp(ﬂ) C £p'0(ﬂ). Seja u € Lp(Q}.

Entaoc existe constante M > 0 tal gue

Jlu(x)ip dx < M .
)

Como R{XO:D) C @ para todo Xq €0 e para todo

p € (0,d(Q)], temos que

J\u(x)|pdx < J]u(x)lpdx < M .
Q(xotp) 1Y)

Por outro lado, para todo 24 € Q e para todo

p € (0,d(R)] segue que
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inf Jlu(x)—c!p dx < Ilu(x)!p dx < M .

CER 2 (xq, p) Q (x4, p)

Portanto, u e £p'0(9) , ou seja Lp(ﬂ) - £p'0(ﬂ) ,

donde se conclui que £p’0(ﬂ) =P .
cqd.

§2. OS ESPARCOS £p,l(n} COMO ESPACOS DE MORREY
Neste item vamos inicialmente estudar os espagos de
Morrey, que denotaremos por LP'A(Q}. A seguir vamos estudar uma

£PeA

generalizagdac dos espagos {(R) , que tecnicamente sera  Gtil

na demonstragao de que para 0<i<n temos Prh ) = IP’A(Q) .

pefinicao 2.2.l: Seja u uma fungao mensuravel real

definida em @ . Diremos gue u € Lp’A(Q) com l<p<e e 0<i<n

Se
- 1/p
sup {o A Jlu(x)[p dx] < w®
XOE ??. Q-(X-OJ p}
Q< p<_d{Q)
pefinicao 2.2.2: Seja u € Lp'l(n) . Definimos
1/p
-2
ul = s (o7 [Juo |Pax]
Lp'h(ﬂ) —
O<p<d (Q)
Lema 2.2.1: . A € uma norma em Lp'A(Q) .
Lpr (9}
Demonstracac: Suponhamos que  |Jull =0 , ou se

ja



donde, para todo

| v

i v

Mas,

sup

c 3
XO Q

O<pcd(Q)

[p_A Jlu(x}lde}l/p <

Em particular, para x

0
p = A(Q) segue que |ul] =0, edail u em
LP (0)
Agora, para cada ueve Lp'k(ﬂ] temos
flall + vl =
LP* (q) LP A (q)
- 1/p -
sup [p A Ilu{x)|pdx] + sup [p A le{x}|pdx]
Xg€ @ (%, p) Xy € & (xy,p)
O<ped (Q) 0<p<d(Q)
- 1/p _ l/p
sup (p A J]u(x)]pdx) + {p A J|v(x)ipdx) ]
X, 2 2 (%0 0) 2(xg 0 0)
0<p_<_d(ﬂ)
-A
si [Pl vl )
xoeﬁ LY (2 (xg,p)) L" (a{xq,p))
0<p<d (Q)
sup_ o7 P Jurv] = fhusv)l |
Xq € Q L (Q(xo,p)) P (q)

0<pP<d(Q)

sup [p-l I|u(x]|pdx
xoe 5 Rtxol p)
0<p<d (0}
X €2 e p € (0,d(2)]
oM P ] =

31
-X

para todo x. €

0

1/p
0 {Iu(x)ip dx]

e para todo

LP (2 (xq/0))

pertencente a fronteira de

= 0

p € (0,d(2)]

]l/P

temos que

!

1/p

£
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Finalmente, para todo u € Lp’A(ﬂ) e a € R temos

que
- 1/p
il aul] = sup [p A J|au(x)|pdx]
LP’A(Q) - .
Xy €80 2(xy,0p)
O<p<d(Q)
. 1/p
= sup |al [p A J]u{x)1pdx]
XOEQ Q(xor p)
0<p<d(Q)
= |af ful
P,A
Teorema 2.2.1: LP’*(q) munido com a norma Al
PP % (q)

€ um espago de Banach.

Demonstracao: Primeiramente notemos que

(19) ull < am@MP |||
1P (q) Pty

De fato, para todo X4 € R e para todo p € {O,d(Q)]

temos que

A -2
hall = MRV g
L7 (2(xg. 0)) LY (9(x4,0))

aw) P TP g
Lp(Q(xo,p})

A

a@*P  sup oMP

J{OEQ

O0<p<d ()

| A

LP(alxy,0))

_ A/p
= a(9) !
Pedia)
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Em particular para x, pertencente a fronteira de Q

e p = d{Q) segue que
A
fall , < a@MPul
LY {n) L7 ()

Sseja {u } uma sequéncia de Cauchy em LP'A(Q) . Entao
dado € > 0, existe n_ &€ IN tal gue, para tode m,n > nE te
mos

-x/p
fu -u_ll < ¢ d(R) ,
nom P g

donde, por (14)

o -u_ || < amMP cammTMVMP oL o
n mLp(m

Isto nos mostra que '{un} € uma sequéncia de Cauchy em
Lp(n), portanto existe u € LP(Q) , para a qual {u_.} conver-

n
ge na norma LP(Q} .

Verifiquemos que u € LP'A(Q) . Con efeito, como -
{un} converge na norma Lp(n) para u , segue que {un} con-
verge na norma Lp(n(xo,p)) para u , para todo X €0 e para
todo p £ (O,d(n)]. Assim, para p fixo com 0 <p <d(Q) te-

mos dque existe np € N tal gue, para todo n > nD e para to-

do xo € 0 ocorre

Dl/p -

A

(20) fa=-u_|
n Lptmxo,o))

-

Por outro lado, {un} sendo de Cauchy em Lp'k(ﬂ) ;, &
limitada em Lp'K(Q) , isto &, existe constante M > 0O tal gque

para todo n € IN
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(21) eIl < Mo
n LpfA(‘Q)
Levando em conta que
_A A _A
P P P
o ull < o Tlu-u +o “lu
P (a(xy,p)) PP ek, o)) PP alxy,0)
_A _A
& P
< p 7 u-u + sup p - fu |
- P - netp
L7 (2 (xy, 0) xo €7 L (2(x,,0))
U(p:d(ﬂ)
A
= o Plluu_| +ua |

P latxg o) PN )

por (20) e (21), temos gue para todo n > np e para todo X € qQ

oM Pl . < 14M = M' .

Entao pela arbitrariedade de ¢, temos que para todo

X, € 2 e para todo p € (0,d(2)]
(22) oM Pyl o < oM.
L7 {a(xg,p))

Logo, tomando o supremo em X, € 2 e p € (0,4(0)],
em ambos os membros de {22) vem que Hu|lp’k(g) <M', o que de-
monstra que u e LP'A(Q} .

Resta somente mostrar que {un} converge ' na norma
LP A (q) para a fungaoc u .

Seja p fixo com O<p<d(f). Cono {un} & de Cauchy
em Lp'l(ﬂ), dado € > 0 existe n_ € N tal que, para todo

m,n > nE temos
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{23) lu -u_ | < = .
n m Lpf)\(g) 2

e como {un} converge para u nha norma Lp{ﬂ(xo,p)) temos que

dado > 0 existe nE(pJ tal que para todo m > nE{p) e para

todo X € q

(24) ho, - ul < £ P

m Lp{Q{xO,p))

De (23) e (24) se escolhermos N = max{n_, n_ (o)} te

mos dque para o p escolhido e para tedo n > n, m> N

_X _A _2
P P p
oVl -ull <o Vlhgu +p 7l -al
TP kg, e)) LR ek, 0)) TP (xg0))
A
< ol + p Pl -ul
nomTLPe ) ™I (a(xg, 0))
-2
< EE + p P *% pk/p = £

Asgim, pela arbitrariedade de p , concluimos que dado

e > 0, existe n_ € N tal que para todo n>n_, para todo
Xy € 0 e para todo p € (0,d(a}] temos que
—-X
oM P | < e
LP (a(xy, 0)
lego
lu_~ull < € .

Com isto fica demonstrado o teorema.

Proposicio 2.2.1: 1P 0(q) = 1P(a) .
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Demonstracao: De (19) temos que,

A
hall < a@MPhal
L) P ()
Entao, se u € Lp’A(Q) temos que © membro direito da
desigualdade acima & finito e entao u € 1P , isto e ,

P'* () c LP(9) . Em particular, para X = 0 temos PO

c tP(ay .
Seja agora u € tP(2). Entio Julf < w Mas
p
LY (9)
como para todo X4 € Q e para todo p € {O,d(ﬂ)] temos
il < b,
L (Q(XO:D)) L™ {a)
e portanto
[lal < ] < =
1P (q) tP (2)
ou seja, u € Lp'O(Q), o que demonstra a proposicgao,

. X - A
Vamos a segulr dar uma generalizagao dos espacos P ).
Indicaremos por P(xX) um polindmio genérico em x , com coefici-
entes reais. Com GL »  k inteiro ndo~negativo denotaremos a

classe de todos os polindmios P(x) com grau menor ou igual a k.

Definicao 2.2.3: Seja u uma fungao mensuravel real

definida em Q. Diremos que u pertence a £E'A(Q) com l<p<w ,
O<i<n+p e k inteiro nao-negativo, se

=) p, 1P
= sup lp inf J]u(x)-'P{xH de

pe d 2(x,, o)

Mallly o ] < =
xOEEQ
C<p<d(Q)
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- \ )\
e uma semi-norma em LE' (Q) .

Lema 2.2.2: ||].

ik,p,k

Demonstracac: A demonstracac se faz de forma analoga a

demonstragac do lema 2.1.1.

com o0 objetivo de normalizar £E’A(Q) consideremos a

seguinte definicao:

Definigao 2.2.4: Seja u € P> (@) . Definimos

k

lolhy oy = Wl , o+ Hul

& uma norma em LP’X(Q) .

Lema 2.2.3: ”'"k,p,k X

Demonstragao: E andloga a demonstracao do lema 2.1.2.

Estudaremos agora algumas propriedades do espago -

IE'A(Q}. Sejam Ty = {p € GL : P(x) = L a x° onde
laf<k

1 T ]aalz = 1} e A= {a = (al,az,...,un) e B": ot > 0 e

al<k

lal = a1+u2+...+an < k}. Como A & finito, 2 & enumeravel .

r
Seja entac @yrtyp...0 . UMA enumeragao para A .

a.
Temos que x * @y € A} e uma base para ?k,' Lo-

go, neste caso dimensao (?k e r .

Lema 2.2.4: 0O subconjunto do subespago vetorial

Tk

:?k , do espago das funcdes continuas reais definidas em 1R,

-

compacto.
Demonstracdo: Vamos definir T : R » Fk por
.
r - “
T{ei} =x T . onde {ei}i=l & a base candnica de R'. Desta

forma T & um isomorfismo, e entaoc, € um homeomorfismo (ver [9 ]}
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isto e, T e T sao continuos.
Verifiquemos gue T(Sr"l) = Ty onde Sr_1 = {y & e
: |y] =1} & a esfera r-dimensional unitdria do T . Seja
Y .
a = (al,...,ar) um ponto de st 1 . Portanto a= § a- e
i=1
r . 1/2
com |a|l = ( z 1al|2} = 1
i=1
r i r i %3
Assim T{a) = [ a Tl(e.) = I a x , com
. i .
i=1 i=1
i2_ ' . . r-1
I la” =1, isto &, T{a) € 1 s ou seja, T(S ) C Ty
“i
Por outro lado se P(x} = z a, x = € 1., exis
4aiIik i
5 1/2
te x=1(a_ ,a ,...,a_ ) satisfazendo |x| = (zla [“) = 1,
a 43 a .
1 2 r i
N - r_l - .
isto e, X €8 e € tal que T{x) = P(x%) , ou seja ;
r—1 , r-1
Ty C T(S } . Desta forma podemos concluir que T(S ) = Ty
Agora como S' ' & compacto e T & continuo, temos
que T, & compacto, o que prova o lema.
_ 1 2 n n i
Se a = {a ,a ,.-.,0 ) €I com o > 0 para todo

i=1,2,...,n e u(x) & uma funcao de x =(xl,x2,...xn) € "

+~denotaremos por

ol = ul' a2! .o an'
1a| =al+a2+...+an

1l 2 n

a _ 0 o <

x l 2 - 9 » n

310-[ u{x) co | [ -
a
p® u(x) = 4 ul 2 n

ax% ax® ... ax”
n

1 2

L (%) se |a] =0
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Lema 2.2.5; Sejam P{x) €1

e E C S(Xo,p) veri-

k
ficando a relacdo |E| > Ap', onde A & uma constante positi
va finita. Entao existe uma constante positiva c1 tal que, pa-
ra cada n-upla de inteiros nao-negativos a = (al,az,...,an)
temos
P C
[o“ P(x)]xzx < 1 le(x) P ax
0 nrlelp o
_ -
Demonstracao: Seia e © subconjunto de lfk conside
rado anteriormente. Seja Sf a classe das fungoOes reais u (x)
mensuraveis, definidas em jRn, com suporte em S(0,1) e tal que
0 < u{x) <1 e J u(x} dx > A
r"
Coloquemos
y(p) = inf [1P(x)|p u({x) dx .
P(x} Tk 5(0,1)
u e’y
Vamos mostraxr que
(25) y (R} = min IlP(x)Ip ui{x) dx .
P(X) = Tk S{Orl)
u <o
com efeito, pela definicac de Infimo temos que para ca-
S ' = e ¥
da n N, existe Pn(x} T e un(x) tal que
1 P
Y(a) + = > 1pn{x)l u, (x) dx .
S(0,1)
Pelo lema 2.2.4, vimos que « e compacto e entao da

k
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sequéncia {Pn{x)} C Ty & possivel extrairmos uma subsequéncia

'{Pn (x)} que converge uniformemente em r,  para um polindmio
i

P*(x) € 1 (Estamos considerando (H]Rn,lz) com a topologia

K"
da convergencia uniforme.)
Agora, como 0 <u(x) <1, suporte de u(x) esta conti

do em S5{0,1) para toda u(x) € J e |s(0,1) | & finita ,

existe r » 0 tal que

2
||u|[?-2 . J|u(x}|2dx = J|u(x)|2 dx < de = |5(0,1)] < r”.
LR 5(0,1) 5(0,1)
R
Portanto, para toda u € J temos ||ul T
LY (R}

Isto nos mostra que 1 estda contido na esfera com centro na ori-
. 2 n
gem e raio r do espago L (IR'}.
2 - - .
Como o espag¢o dual do espago L (R™) e o proprio
Lz(ﬂfl), temos pelo teorema de Alaoglu-Bourbaki que a esfera de

centro na origem e raio unitirio, {u € LZ(I®) : |l 5 g =1 &
L™ (R")

compacta na topologia fraca de thﬂfﬂ . Logc uma homotetia de

fu € L5(RY) : Y > . <1}, isto &, a esfera de raio r, tam
L™ (R")

bem e compacta na topologia fraca de Lz(ﬂfw . Desta forma, da

sequéncia {un} podemos extrair uma subsequéncia {un } que con

i
verge fracamente em L2(EJU para uma fungao u* € Lz(Ifl). va-
mos verificar que ur €
L= ~“ 2
Da defini¢ao de convergencia fraca em L (R’ , temos
que se v EZLZ(B{H é tal que suporte de v esta contido em

R®\ 5(0,1) , entio



Iu*vdx =

:Rn

pois suporte de u
i
tad contido em TR™\ S{0,1) .

Portanto para toda

tido em "™ \ §(0,1) temos
Ju*vdx =
&"
donde u* = 0 em Rn\S{O,l)

do em 5(0,1) .

Por outro lado se

lim

esta contido em S(0,1)

v E than
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Iu vdx = 0 ,
n,
i

=

e suporte de v es

v € Lz(EP) com suporte de Vv coOn

Ju*vdx = 0 ,

R\ S(0,1)

e dal suporte de u estad conti-

€ tal que suporte de

v estd contido em S(C,l1}) e v > O temos
u*vdéx = Ju*vdx
5(0,1) ="
= lim Jun.xrdx > 0 ,
R
O que implica w* » 0 em S5(0,1) .

Finalmente, se

v € L(EY

-

e tal gque suporte de v es

ta contido em S(0,1) e v » 0, como uoo< 1, seque que
i
{(l-u*)vdx = [(l-u*)vdx = lim j(l—un yvdx > 0 .
S(0,1) - =& +
Logo 1-u* > 0 em S$(0,1) donde concluimos que su-

porte de u*

esta contido em S(0,1) ,

D<u*(x) <1 e
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Ju*(x)dx = Ju*(x}dx = lim J u  (x)dx > A,

n $(0,1) s(0,1) *

ou seja, u¥* & 5.
rPela definigao de vy (A) temos que

y(A) =< JIPn_(x)Ip un_(x)dx < y(A) + ﬁL '

5(0,1) i i i

para todo ni €& N . Fazendo n, > e vem que

y(A) = J|P*(x)1p u*({x) dx .
S(0,1)

Com isto mostramos que o Infimo, y(A) , do conjunto

-t

I = {IP(x}pu(x}dx : P& Ty ! u E'ﬁ} pertence a I . Entaoc
y(A) = min I , o que prova (25) .
Agora se P{x) € Ty 7 temos que P(x) # 0 pois
L | a ]2 =1 e se u{x) € - segue que u{x) > 0. pes
Jaf<k  © »
ta forma, para todo Pi(x) & Ty e para toda u € !

J|P(x)|p ul(x) dx > 0 ,
5{(0,1)

e dai y(a)y > 0 ,
Seja E C 8(0,1) um conjunto mensuravel tal que
|E] > A. Assim a fungdo caracteristica em E , x_ pertence a

j » e entao para todo P(x) € 1, temos que

(26) y(A) < jlp(x}lp Xg (X) dx = JiP(x)|p dx
5{(0,1) E
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Se P{x) = ) a x% e o polindmic normalizado

A t
lal<k *© k

-1/2
P(x) .[ X |aa1 } pertence a T De fato, temos que
a|<k

10. <k
a
onde b = < v A Entao
L |a_|
lal<k  ©
: b |? - al?/ © Jal® = 1,
la|<k faf <k jal<x  ©
2"1/2
e segue portanto que P{x) .[l T iaal } pertence a Ty
aj<k

Entao utilizando (26) segue que




44

2
Levando em conta que |a |“ < T laa| para todo
i la] <k
|la] <k , vem que
p/2
2 1P < 2 fal? ,
la_l<X
ol
donde se conclui que para todo la| < k
(27) la [P < —* [|P(x)1pdx
o — Yy {(A)
E
Seja agora P (x} Efﬁ£ e E C S(Xo,p) mensuravel tal
que lE| > o A . Indicaremos com y = T{x) a transformagao
X=X
definida por y = 5 -

Usando a formula para mudanca de varidveis temos que

(28) JIP(x) P ax = JIP(x0+oyJ 1P Jxgtey) ay
© T(E)
onde
(9(x01+pyl) 3{x01+pyl) 3(x01+oyl)
3Y, 1Y, Y.
a(x02+py2) a(x02+py2J 3(x02+oY21
J(X0+py) = det ayl 8y2 Byn
a(xo +py ) Mx0n+pyn) Mx0n+pYnJ
Ay Iy 3y
I 1 2 n dnxn
0 0 ... 0
= det 9 O-es ? = Dn
10 0 ... p nxn
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Substituindo J(x0+py)==pn em (28) obtemos

(29) [IPGoIPax = [Iptegron) [P o™ ay
E T(E)
= pn le(x0+py)!p dy
T(E)

Por outro lado temos que T(E) C 5{(0,1) e

lB] = de = IJ(xD+py}dx = ot de = pn T (E) |
E T(E) T{E)
Portanto
ITE)| = o |El] > o " a = a
[D%p (],
Agora como P(x) = z 0 (x—xo ¢ ' se—
la]<k al
gue que
v
D P(x)]xv‘:xo )
Px +ey) = I (py)
fa]<k W
la] e
0 [D P(X)]X“X
laf<k ol
Entdo como IT(E)| > A, T(E) C s(0,1) e P(x,+oy) €

I

c ljk temos por {27), (28) e {29) que

A Y L
—= JIP(x0+py}| dy

, = Y
> T(E}
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= 1 J!P(x”p ax .
n
vy {A)p F
Assim,
%] . P < (at)” JIP(x)Ip ax
XKoo T yq@) o° pleP
e fazendo c, = (a)® concluimos gue
1 - ym e
o cl -
0],y P« —2— [lPeo (P ax .
0 pn +|U.IpE
cad.
Lema 2.2.6: Seja ui{x) € £p’l(ﬂ). Entaoc para todo

k

x, € 2 e para todo p € (0,d(@)] existe um Gnico  polindmio
/W

Pk(xrxorp:u) G:ji{ tal que

in£ [|u(x)—P(x)[pdx = J|u(x)—Pk(x,x04»u)|p dx .
el
P % kg, 0) 2 (x,,0)
Demonstracao: Seja P(x) = L a x° um polindmic
[al<k °
7t al
genérico de VVk . Ja foi visto que a cada polindmio de }k , €s

- . by . -
ta associado um ponto de IR" , para algum r , associando a co-

ordenada i do ponto um coeficiente a i de P{(x) convenien-
a
temente ordenado. Ou seja,

P(x) = z a x * oz (a ,a ..., ) = (a
a a

o a o )r
la| <k “i 1 "2 r ii=1

Vamos definir v :IR" + IR por

vi(a, })) = fu-p (x) [P

i P

(Q(xofp)}
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Assim v & uma aplicacao continua, real e positiva.

Seja Pe{x) = T aéa) x% = (a(e)) ’ 6 =1,2,... ,
lal<k >
uma sequéncia em 'ﬁk tal que (aée)) + quando 8 ~» « . Va-
mos verificar que v((aie))) > o, Com efeito, comc (a;e)) + =,
temos gue para toda constante M > 0 , existe 80 € N tal due
l(aée))l >M para todo 8 > 8, .
Agora pelo lema 2.2.5, para todo M > 0 e todo 8> 80,
temos que
5
M < l{a )|p
o
c
< 1 J|Pe(x)|p ax
+
ot lelp 2 (xy 0)
c
= 1 “Pe(x)"pp .
n+fap LY (Q(xq,0))
o]
Isto significa que ||P_ (%) | > quando
8 P
LT (Q(Xn,0))
(8) 0
{a ) + @
o
Levando em conta que
| Tall -leg ol P < el By
L (ﬂ(xorp)) L (Q(XO:O)} L (Q(XOrQ))
_ {6)
= vila "))
temos que V((aée)} + =  quando (aée)) + @,
Por outro lado, como v e positiva, existe o Infimo de
v. Entao existe uma sequéncia (bée)) tal que v((bée))) >
> inf v((a,)) . Mas !(bée))| —+#> = , pois caso contrario teria

(e)

mos e = lim v((bOl

)} = inf v((a))) o que & absurdo. Logo ,
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existe a » ¢ tal que (béa)) €B_(0) = {x € ® : |x| < a} pa

ra tedo 6 = 1,2,...

Como v & continua e B, (0} & compacto, segue  que
v(Ba(O)) & compacto. Entao 1lim v((bée)}) €v(B_(0)) . Assim
inf v((aa)} = v((bu)) com (bu)EE Ba(O) , isto e, existe

. a .
Pk(x,xo,p,u) = z ba % pertencente a tal que
lo] <k
: _ _ |
inf v({aa)) = ”u Pk(xrxotp:u)” P ]
L (R(XO;D))

ou ainda,

inf ”u—P(x)pr = Hu—Pk{x,xO,p,UJ”pp

PEI'}k L (Q(Xorp)) L (Q(x[}rp)J

o que demonstra a existéncia do polindmio Pk(x,xo,p,uj.
Vamos mostrar agora a unicidade de Pk(x,xo,p,u). Con-

sideremos primeiramente o conjunto

{u(x)=P(x) : P(x) E"-k} )

Ek = u(x)--ﬁk

e -
Como ) ” & convexo, 0 mesmo oCcorre Ccom Ek .

Pelo que vimos antericormente, existe u(x)-Pk(x,xo,o,u)

pertencente a Ek tal que
d = inf ||u-—P(x)||pp = ||u—pk(x,x0,p,u)||pp .
peh LY (2 (x5, 0)) LY (Q(xn,0))
k 0 0
Suponhamos gue existe u(x)~Qk(x,x0,p,u) € Ey com
a = |]u-~Qk(x,xO,p,u)||pp e que
lu=Q, (x,x,p,u)~- (u-P, (x,%5, 0,0l = e>0 ,

P (2 (x4, p))
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li
]
v
[

isto &, |ip, (x,%.,0,2)-Q, (x,%.,p,u)]|
ko ko P (a(x,. o)

Agora como

Lptn(xo,p))

pela convexidade uniforme de LP(Q(XO,Q)) temos que existe & >0

'u-Pk(x,xofp,u)

dlfp

u—Qk(x,xO.p,U)
dl/P

LP (2 (x, o))

tal que

u—Pk(x,xO,p.u)+u~Qk(x.x0:o,u)

2 g/P LP (2 (x4, 0))

ou seia,

u—Pk(x,xo,p,u)+u—Qk(x,x0,p,U)

L < (1-5)at/P .
Pa(xg,p))

Mas como 1-8 <1 , vem gue (1—6)dl/p < dl/p , & en-

2

tao
U—Pk(x;xorD:u)+u_Qk(xrx0.rﬂru) < dl/p
2 Lp(Q(xofp))
Por outro lado levando em conta gue By & convexo, tem
-se gue
€ Ep
2
E obtemos
u~P, (x,X,,p,u)+u~Q, (X,%x,p,u) ||
inf Hu-P(x)pr < k 0 LS 0
!
Pe L” (2(x,0)) 2 LP (2 (x4, 0))
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o que implica

dl/p ) lu-Pk(x,xo,p,u)+u~Qk(x,x0,p:u)

[ 2 Lp(Q(xorO)}

o que & uma contradigao. Portanto, devemos ter que

“P {(%,%,,p,u)—0Q (x,x rpru)” = 0 !
k0 koo 1P (a(xy/ 0))
isto &, Pk(x,xo,p,u) = Qk(x,xo,p,u) .
Com isto concluimos que existe um  Gnico polindmio
Pk(x,xo,p,u) E{fk tal que
inf Jiu(x)—P(x)|pdx = J]u(X)"Pk(x,xo,p,u)lpdx
Pel
k Q(xo,pl 2(x4,0)
cqd .
No que se segue usaremos a notagao P (x,x5,0) para
o _
P, {x,x,5,p,u) e colocaremos aa(xo,p} = [D Pk{x’xO’p)Jx=x0
Lema 2.2.7: Se u E.BE’A(R} ' exXxiste uma constante

positiva ¢, tal que, para qualsquer xo €0 ; pE (O,d(Q)] e

h inteiro nao-negative temos

=h, _ -h-1, :p P -h}x )
[[Pk(x,xo,pZ ) =P (X%, 02 ) |Fax < c, ]”uluk,p,k 2 pto.
Demonstracao: Sejam u Efﬁg’l(g} ' xg € Q .
p € (O,d(Q)] e h inteiro nao-negativao, Temos que

Py (%0 027 =Ry 0,30, 0270 [P < 2Pl (3,202 ™) mu () [P+

+ 2P|Pk(x,x0,pz'h'l)—u(x)|p .
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h-1

Integrando sobre ﬂ(xo,p2u Yy  vem que
~h -h-1, (P
J|Pk(x,x0,p2 )—Pk(x,xo,pZ )| dx =<
{ (xo L pz_h_l)

< 2P [|Pk(x,x0,p2wh)—u(x)|p dx +

0 (xg, 02 ")

+ 2P J|Pk(x,x0,p2_h-l)-u(x)|p dx
-h-1
Agora como p2"h_l < p2-h temos que

alxgrp2 "H) € @ lxg, 02

donde

(30) lek(x,xo,pz'h)—Pk(x,xo.pz“h"l)|P dx

-h-1
a(xy,02 " 1)

P A

2P IlPk(X,XO,DZ_h}“ u(x)|p dx +

-h

+ 2P JlPk(x,xo,DZ-h-l)~u(x)[p dx

Q(XOJOZ_th)
-h -h-1
Como h > 0, temos que p2 < d{f) e p2 < d(Q)
quande p < d(Q2) e pelo lema 2.2.6, obtemos que
{31) J|Pk(x,x0,p2_h)—u(x)[pdx = inf Jlu(x)-P(x}lp dx
_h PE !, h
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(32) J1Pk(x,xo,pz'h'1)—u(x)Ipdx = inf J | u(x)-P(x) |Pax .
~h-1 P& ~h-1
Q(x,, p2 ) 2 (%, p2 )
Por outre lado, como uéEfE'A(Q) temos que para todo
X, € & e todo p € (0,d(9)]
~h, D
(33) inf Jlu(x)—P(x)[pdx < (o 27 |flulily
rprk
PE ! -h
Q(XO,DZ )
[ =
(34) inf J[u(x)—P(x)Ipdx < Ao Z"h"l) Il p'A
PETy h-1
Q(XO;D2 )

Substituindo (31) e (32) em {30} e usando (33} e (34)

segue que

~-h -h=1
JIPk(x,xO,pZ )-Pk(x,xo,p2 )]p dx <
_h_
a(x,, 02 "1
-h p -h-1

< 2P(p2 ) [”u”[k,p,l + 2p(92 ) ”|u”|k (DA

- P _Xx,,=hA -hx -2

= 2 S e

R
= 2P 0% 27 2™ llulhi} o

~hx
2 Ml 2™ b

It

onde c2 = 2p(1_2~A)
cad.

Lema 2.2.8: Seja  tal que Iﬂ(xo,p)] > At , para

uma constante positiva A , para todo Xg € q e todo
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p € (0,d(2}]. Seja ue £E'A(Q). Entao existe uma constante po

sitiva ¢4 tal que para todo x4 € @, todo p € (0,d(2)] , to

do i inteiro nao-negativo e todo |a| < k temos

. n+[a{p-2 r-n-lalp
i-1 h 5 ) b

!aa(xorp)-au(xo,p21)1 < c3H|uH|k'p’A I 2 p

Demonstracao: Sejam Xgr Ps i e a como nas hipbte~

ses do lema. Temos que

- , _h _
\aa(xo.o)—aa(xo,pZ l}l = hEO (aq(xo.p2 )—aa(xo:pE N
i-1 _ e
< L |aa(x0,p2 h)~aa(x0,02 h 1)| ’
h=0

donde pela definigao dos a ~vem que

(35) Iaa(xo,p)—aa(xo,p2_i)| <
< :i; [D“Pk(x,xo,pz'h)]xzxo—[p“Pk(x,xO,pz'h"l)]x=X0
- ;iz [Da(Pk(x,xO,p2_h) - Pk(x,xo,pz—h-lﬁ]x=X01
Como P(x) = Pk(x,xo,p2-h}~Pk{x,x0,p2_h“l) Efﬂ{ , do

lema 2.2.5 obtemos

-h=-1 p
02 ))] w=X

-h
[DG(P (%,%x,,p2 )-P (x,x
k 0 k 0

0

S

( 2—h—l n+lGIP
p

| A

J!Pk(X:XO!Dz_h)_Pk(xrxorpzph_l}lp dx

-h-1
Q(XO,DZ )
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LOgo, a exXpressao

![Du(Pk(x,xorp2_h)—Pk(x;x0:p2_hul))]
0

X=X

fica majorada por

I~

n n 1
——~la} )+ [al) - Rl =

a(xq, 02 )

(35) c

=k

p

Substituindo (35) em (34) tem-se gue
-1
Iaa(xorp)“au(xorpz )l

é majorada por

n . n
Dig] i-1 (D) Rifa])
c p r o2 P

b= O

1
[ JIPk(x,xO.oz"hJ—q({x,xG,pz"h'l) lpdx]p

Q(xo.pZ_h_l)

p
h=0

Pelo lema 2.2.7 temos

1 1 -hy 2
-h -h-1
[ J|pk(x,xo,pz ) -, (%, %02 )[pax]P <oyl 2 P oP
Q(xofp2_h-l
donde
la, (xqr0)=a, (x5, 02 )] <
% 2-lal i-1 % -%} % (h+1}(§+|a1)
< ¢ LS HIUHlk,p'l 2 p- 2
1 A ha n n A n
= i-1 -= hi{z+la]) =tla| = -=-]a
= (cyc)P Mallly o4 T 2 Py P 2P oP o P

h=0
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n 1 , n A An

e 2 i1 hEtla]-d) 2E-|g
- p p P P P P

2 (c c,) lHuH‘k,p,A 2 2 P

i"l h“"'lp“lpha )""n_p[aIP

= T 2 r

C3 ulu”]k,p,k heo p

2elal b
onde c3 = 2 (clcz)
cqd .

Lema 2.2.9: Seja & nas hipdteses do lema 2.2.8. Se-

jam p,X nlimeros reais com l<p<e e O<i<n+(h+l})p e h um in-

teiro tal que O<h<k-1 . Entao ££'ltn) = £E'XIQ] .

Demonstracao: Como por hipbtese h <k , temos gue a

classe dos polindmios de grau menor ou igual a h estd contida

na classe do polindmio de grau menor ou igual a k , ou seja,

"h C"*"'k . Seja u € £§'A(Q) qualguer, para todo X4 € Q e

todo p & (0,d(n)] tem-se que

in

inf [lu(x)-P(x)lpdx

=
P ey 2(x,,0)

inf [lu(x)—P(x)lpdx
¥ €'hoatxy, 0

| A

> Mallly,

donde se conclui que

< ® -

Mol o x < Melly o,
Portanto, u e £E'A(Q} e fica provado que

P,A PeA
Ly (Q) c,ck () .
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vamos verificar agora a inclusao £§'l(ﬂ} C £E’A{Q) . Mostremos

primeiramente que a_ (x,,d(a)) & limitada.

Do lema 2.2.8, para todo X € ¢ , para todo i in-

teiro nao-negativo temos

i

(36) ]aa[xo,d{ﬂ))—aa{xo,d(ﬂ}Z ) |

i=1 sn+|a|E-A l-n-[a|E
2 P a(a) P
s=0 -

<

< egllullly,

Pela férmula para a soma dos i-primeiros termos de uma
progressao geométrica temos

Sn+I“| N in+|zJ2—l Hin+|u|E-A
P 2

2 = < .
0 n+iajp-i - n+ja|p=A

i-1

it el

s

Substituindo essa desigualdade em (36) obtemos

i

la, (xg,d(2)) -a (x,,d(2)27 ) |

r—-n-la i&]&lﬁ

a(e) b 2 .

<

eslilallly

Mas levandc em conta que h < |a| obtém-se

{ A

e dai ,
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=i
(37) la_(xg.d(@))-a (x ,d@)2 )] <
_ l—n—!a!g
a(e) P 1
< cqilfull] :
3 k"prl 1
2 n+hp-»
2 P
lﬂn—!a\E
_ d(a) P
= cylliullly,, < :
2
©3
onde Cy = -
nthp-2A
2 2 -1
Seja agora p um numero real tal gue p € (0,d{qQ)
Observemos que existe i € N tal gque de) < p < d(g) . Com
g+l 2t
efeito, temos que dfn) < p < d{g) se e somente se
21+l - ol
d(?) <2t p < d(Q) . Entao se dg?) < p d{Q) basta tomar
C ~ a(e) i
i =0 . Suponhamos entaoc 0 < p <= . Temos 27 + «, quan
' L : j d(q)
do i + @, logo deve existir j € W tal que 290 > 5 .

Assim temos que o conjunto B = {27, : j € W e 235 > Q%?L}

= = . : : . . i
nao € vazio. Seja 1 o menor inteiro para o qual 2°p € B. En

tao 2%, >‘5§U e 2%, <am , pois se 2%p > ata)  te-
riamos Zi—lp > dgﬂ) contrariando a escolha de i . Portanto
existe ie N tal que dgf) < 2ip < 4a(e) .

Temos por hipdtese que r<nt{h+l)p , e se |a| >h

ficamos com A <n+(h+l)p < n+lalp e entao A-n-lal < 0 .



Assim para um i tal que

Logo Substituindo essa desigualdade em (37) obtemos

)\-n-|a|9

P

B egllullly oy e .

(38) 1aa(xo;d(9))“aa(x0:d(ﬂ)2

Por outro lado, pela definicao dos a_

l) = [Du{Pk(X:XOrF))-Pk(xfxod(ﬂ)z“i))]x:x '

aa(xorp)-au(xo,d(9}2_ .

e pelo lema 2.2.5 aplicado ao polindmio

-1
Pk(x,xo,p)-Pk(x,xo,d(ﬁ)z )

temos que

-3 P
la, (xq, p)=a, (x,d(2)27 1) |

Cl f i
< |P. tx,x,,p) P _(x,%x5,d(2)2 ") |P ax
n+|a|p k 0 K ’
P 2(xqrp) )
Cl s
< J29<[Pk(x,x0,p)—u(x)lp + P (x,xg,@(0) 27 ) —ux) [Prax
nt|a|p
P Q(XO:D)
P
= —E—Tf%— [JIP (x,%.,p)-u(x) |Pdx + ||P, (x,x d(Q)2_i)—u(x)|pdx
Dn+ alp k ' Otp ¥ rxn

Usando a definicao de 'CE'A(Q) e levando em conta que
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Q(xo,p) - Q(XO,d(Q)Z-i} segue que

la_(xgs0)=a_(x,,d(2) 27 "]F

2P ¢ i 5
< [IH e Ly o+ JIPk(x,xO,d(n)z ) =u(x) | dx}
JSrlelp -i
Q(xy,d(0)2 7)
2P ¢ A
A P -1
< Il oy ot + Diull @@z’
Dn+|a\p [ keps 2 K,p,h _
alll : -
- . K,PsA [px N d(?) J ’
n+|a|p 2
p
di{a
onde g = 2pcl . Como p > ;%I% e notando que i > { te~
v faa\ x A a\* -
mos p- > : . Logo 27 p > —_ e entao
— 1 ,i+l - i
2 2
A -
1 6“?) < 2;k ,9}k n-|a] . Desta forma
ntlalp \ 2
-i
Iaa(xo,p)*aa(xo,dtﬁ)z y1F <
A-n- A A-n=-
< eglilull® o, [Pmnnlele o ponlale]
A-n=-|a
A L O T
donde
1 A-n—|a

-i

(39)  la (xg,e)-a (xg,d(2)2 )] < [c5(1+2k)1p]”uluk,p,k e P

Agora somando e subtraindo au(xod(ﬂ)2_l) em
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]aa(xo,p)-aa(xo,d(n))| temos que

Iaa(xo,o)—aa(xofd(ﬂ))| <

|y (xg» ) =a (xg,a(2) 270 [ + Ja (xg,d(@)-a (xg.d(2)27) |

e por (38} e (39) vem que

(40) |aa(x0,p)-aa(xo,d(ﬂ))| <
1 A=n=laip A-n-|a|2
< {cs(l+2k)]p Mol oy o ® o+ cgllullly, » P
a-n-lelp 1
= g llullly,,,, o ,. onde c = [c5(1+z*)jp+c4

Mas como
la_(xy,0) [-la_(x,,d(2)) ] < Ja_(xg.0)-a_{x5.d(a)) ]

temos por {(40) que

A~n—|a P

P
(41) Iaa(xo.pll < C6|“uH|k,p,l 0 + [aa(xo,d(n))|

Agora para |e| > h , temos pelo lema 2.2.5 que

1
Cl P
(42) Ja (xg,a()) ] < Py (xrxq atan |l
a(mlele L7 (a2(x,,d(a}))

kel 1oy

C

- I8, (x5, 4@ -ul + ull

sy Prlale) | P (a0, d(2))) LP( (x,,d(2))
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Pela definigao do LE’A(Q) e pelo lema 2.2.6 vem gue

A
(43) ip, (x,x_ ,d(2))-ull < Il ul ate)”
koo LP(a(x,,d(2))) Kepoh

donde substituindo (43) em (42) obtem-se

| b

€1
d(n)n-i-lu ip

A
la, (xg a0} | < [mumk,p,ka(m +ful

Lp(n(xo,dta>3)

Se M = max {1,d(Q)} @ COmOo ﬂ(xo,d(ﬂ)) C Q temos

gue
1
| Ly |
(49 la_(xg.d(@) ] < M ([f]ul] s )
o 0 - kfp‘)\ p
.d(Q)n+|alp LY (Q)
= C,? ”u”k;p;?\ r
L
c, D
cnde C, = M
7
d(g)n+1al£>
Assim para |o| > h e para todo Xy € Q a fungao
au(xo,d(ﬁl} € limitada. Entdo existe 0 < a{Q) tal que para
todo x4 € @, todo |a]l >k e todo p < p temos
A-n—la
(45) |a, (xgda) ] < e flul, e P
Com efeito, suponhamos dque para todo o < d(Q) , existem

P < o 4 x, € a e la]l > 0O tal gue
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A~n—|a[g
P
faa(xo,d(n))] - ”u”k,p,A o
Entdao, gquando p » 0 , implica que o + 0 e dai teriamos que
A*n—|a|E
p P > @, pois A—n*|a|p < 0 para |a| > h e en-

tao aa(xo,d(n)) deixaria de ser limitada em ¢

Agora, para todo p < p , todo Xy € Q e todo
tal que k > Ja| > h , de (41) e (45) vem gue
A-n-— “!E A~n-|a|
s6)  la (xgoo0 b <egllull, o0 B vegdllull e P
A—n—[u p
P
< tegrey) Ilull oy 0
A-n*|a|g
= cg ”u”k,p,l p P ’
onde Cg = C6+c?
Vamos considerar os seguintes casos:
(i) 0 <p <p
Temos que
_k
(47) { inf J|u(x)—P(xJ P dep <
Pe b o
h Q(xo,o)
1
a (x rp) -
hS [ Jlu(x}- 2 (x-xo)ulp dx]p
aj<h i J
Q(x,:p)
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1
< [ J!u(x) - Pk(x,xo,p}lp dx]p +
a (x,,p) 1
+ [ JlPk(x,xo,p) - p 20 (x~x0)aipdx}p
al<h a:
Q(XO:D)
Levando em conta que
1 A
- P P : p
[luco-p, Gexgoo 1P ax|® < Nullly |,
Q{XOfp)
=]
a, (x50
P {x,x s0) = I (x=x,) =
|af<h o
a (x.,p) a (x,,p)
= L (x-xg)® - S (x=xy)®
laf< ol la|<h ol
a (x.,p)
= T 0 (x-xo) r
he<lal <k ol
de (47) vem que
1
(48) inf Jiu(x)—P{x)lp dx-lp <
€
S agxg .
A
- a (x lp)
< il p o il T A x|
e h<la| <k al LEF(a(xy,p))
A
e a {(x.,p)
p e T0T T ey
<l @ 1 (x-x) % |

h<|a|<k ol LP(Q(XU.D))
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Substituindo (46) em (48) temos que

1
[ inf J]u(x)—P(x)]p dx}p <
€
T h alxy. 0
A c lﬂn—|a|9
8 P )
< el Fror — p I (=%l
Kopod he<|la|<k al KrPs2 T TPkge))
e levando em conta que
o] 5
Il (x=x,) 7| < |e% = ol * |atx,, 0 |F
O TP (axg o)) P (2(x s 0)) 0
L 1 ntla
para alguma constante L > 0 e b J% < M para algu-
h<fal<k ¢
ma constante M > 0 , vem que
1
(49} [ inf JIu(x)-P(x)1p dx}p <
e.l.
P Kh ﬂ(xorp)
X c A-n~|a|p 1l ntjla
P, 5 2 p P P
< a0 helbpex o Toly ,p,a 0
A 1
E P
= ||u”k,p,l prt 08 M L ”u”k,p,k
1 A A
= (eg W LP) ull o 0% = cglluly 0 oF '
1
onde c, = c, MLF + 1

9 8

(ii) d(a) > p > o

Modificande a constante Cqg » @ desigqualdade {49) con-
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tinua verdadeira para p tal que d{q) > o > 5 . pe fato, to-
mando  p' = d{%) . p teremos p' < p e por (i) vale (49) pa
ra p' , isto &,
i - A
Q(xo,o) \
c1o Nl b, 0" '

A
_ p \P
onde clO = Cg ae < c9

Desta forma por (i) e {ii), para todo XO € Q e todo

o € (0,d(a)] temos que

1
I ne fleeope P ae]P <ol L,
. A
e assim ”luth,p,A < g Hulk,p,k . Logo se u € £E () se-

gue que u € £E'A(n} , isto e, £E’A(Q) - £E’1(R} ; O que de-

monstra o lema.

Para terminar este paragrafo passemos a demonstrar o

Teorema 2.2.2: Seja Q como nas hipoteses do lema

2.2.8. Sejam k um nUmero inteiro nao-negativo, p e A dois

numeros reais com 1 <p <= e 0 < <n . Entao ££’km)= LP’A(HL

Demonstragao: A demonstragao da inclusao

Lp’k(n) ' LE’A(Q) nao & dificil. De fato, basta observarmos que

para todo x. €0 e todo p € (0,d(n)]

0
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o"* inf J|u(x)-—P(x) |Pax < ¢° J]u(x) Pax
PGI:\‘.
2{xys0) 2{xq40)
< , a
donde ”lu”ik,p,l < ”u”Lprk(ﬂ) o que emonstra que

tPria) c PP

Suponhamos agora gue u € £§'A(Q) . Temos que

1 1 : 1
[ Jlu(x)]pdx]p < [ J|u(x)~Pk(x,xO,p)|pdx]p+-[ J[Pk(x,xo,p)[pdx}p
Q{KOrD) Q(XO:D) Q(xorp)
e todo p € (0,d(a)] . Da definicao de

para todo X0 € g

£p'A(Q) e do lema 2.2.6 tem-se

k
1 A
[lai-p g ool [P ax]P < lllullly 0
Q(xorp)
au(xo.p) o
e levandc em conta gque Pk(x,xo,p) = T = (x—xol ’
O<lal<k :
vem que
21
(50) [ J[u(X)IP dXJp <
Q(xg, 0) |
) 1
- a (x fp) P -
< Mulll,p, o+ | ] r B texg ®Tax]P
B 0<fa|<k :
Q(xorp)

Fazendo h = 0 na demonstracao do lema 2.2.9 obtemos
A

que ¢ segundo membro de (50) & majorado por cg Hulk D, oP ,
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para todo X € qQ e todo p € (O,d(Q)]. Logo
1 A
[lato P ax|® < og llull, o, o -

Portanto para todo x, € Q@ e todo o € (0,d(a)]

ol pn = eo llulh g

(a)

o0 que demonstra a inclusao £E'A(g) - Lp'k(n) . Fica entaoc de-

monstrado o teorema.

Corolario 2.2.1: £p'A(Q) = LP’A(Q) .

Demonstragac: Basta tomar X = 0 no teorema anterior.

ncprl

§3. ESPAGOS COMO ESPACOS DE FUNCOES HOLDERIANAS

Iniciaremos este item definindec o espago das fungoes

n .
holderianas.

Definigéo: Seja u uma fungao real mensuravel defini-
da em @ . Diremos que u & uma fun¢ao holderiana de expoente
o, 0 <a <1 , se existe constante positiva k tal que para

tode X,y € @ temos
lu(x) - uly)| < k lx=yl% .

Denotaremos © espago das fungoes holderianas de expoen-—
te o por Lip{a) .

Estudaremos agora alguns resultados gque nos auxiliarao
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na demonstragao de que £p,A = Lip{a) , em quase toda parte com

a4 = — e n < i < n+p .

Observacaoc 2: Fazendo k = 0 no lema 2.2.6 temos que

para u e £p’A{Q) , para cada X € Q e cada p € (O,d(ﬂ)]
existe uma OGnica constante, que denoctaremos por c(xo,p,u) tal
que
inf J|u(x}—c|p dx < Jlu(x)*—c(xorp,u)[p dx
. n
Lema 2.3.1: Seja @ tal que |o(xy.0) | 220, pa-
ra uma constante positiva A , para todo X € Q e todo

p € (O,G(Q)] . Seja u € ﬁp'l(Q) com l <p <= e A > n

Entao existe uma constante positiva finita c11 tal que

[C(xofppU)'C(xor“z_%ru)I = cll H]u[”p';\ P

para todo  x, € 2, todo p € (0,d(R)] e h inteiro positivo.

Demonstracao: Do lema 2.2.8 temos que existe uma cons-

tante positiva ¢, tal que para todo x, € 2, todo p € (0,d(2)]

e h inteiro nao-negativo temos

h-1 i

- A-n
|c{x0,p,u)-c(x0,-%,u)[ < ey HIuI”p,A i 2 P 4P

2 i

Mas

i
o
T
i
~1 f
Lo
o
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n-»i
n-»Xx P - - .
e como o <0 temos que 0 < 2 <1 , e dal a serie geo-
- RS X
metrica £ 2 P & convergente e converge para -—=——
i=0 n=A
1-2P
Portanto
A=n
1
letxgrom) = clxg,tw | = ey Nllulll, , —— »F
0 0 2h - 3 P, =X
r-2 P
A=n
= P
ey Nl , s
c
_ 3
onde €1 7
n-i
1-2 P cqd.
Lema 2.3.2: Sejam O nas condigoes do lema anterior e
u E(CP’R(Q) com l<p <w e A2 n . Entao temos que

c(x,d(f),u) & limitada em Q .

Demonstracao: Na demonstracao do lema 2.2,9 vimos due

a_(x,d(a)) & limitada em & . Agora para o tal gue |a| = 0O
temos aa(x,d(n)) = ci{x,d{g),a) ., donde se conclui que

c(x,d(Q),u) @& limitada em @ .

cad.

Lema 2.3.3: Seja @ nas condigoes do lema 2.2.1 e se-

. X, ~

ja ue £P'Q)  com 1< p<e e A > n . Entao para todo

Xq e Q , existe e e finito o limite lim c{x,p,u) , que denotare
p>Q
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mos por u(x). Além disso u({x) e uma funcao definida em @ gque
verifica a relacgao

A-n

e pm-ia | < ey lulll,,, oF

para todo o € (0,d(a)] .

Demonstracao: Seja x €4 e p & {O,d(Q)] . Sejam

também h e & dois numeros inteiros positivos. Peodemos supor
¢ > h. Pazendo k = 0, donde |a| = 0 , na demonstracao do le-

ma 2.2.8 obtemos

n=XA A-n
; : ) | al) P2 P
L |e(x, ) ok, 7,0 < cy ull S
{=0 51 21+l 3 Kepeh i=0
n-2A
=] l-—.—--—.
Agora como n-x <20, ) 2 F & convergente e co
i=0
A—n
mo ¢, H|uH1p'A o < =,  segue que
: o4y - e
li() !C{xrziru) C(X;2i+l;u)|

e convergente, e por ser uma serie de numeros reais & de Cauchy ,

isto e, dado £ > 0 existe nOE N tal que para toedo h,% > n0

temos

)
(50) Eoletx, 5w - clx, e u) | < e
i=h >1 21+l

Porém,
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-1
lcix, 2,0 -cix,£ W} < & lelx, 40 -clx,—E=,0)]
2h 22 i=h »1 i+l

e por (50) segue que a sucessao de nlimeros reais {c(x,—%,u)fgzo
2
& de Cauchy e portantc convergente.

Vamos verificar agora due o limite da sucessao acima

nao depende de p . Sejam entao X € Q e Py s Py dois reais

positivos tais que 0 <Py Spy < d{Q}. Como

0

f P
lc(x:_}l.;fu) - C(xf_ﬁru)|
2

p p
< Pletx,—,w-uy) [P+ 2Plex,Ew-uw [P,
2 2

(]
temos, integrando ambos os membros da desigualdade sobre Q(x,—%]
2
em relacao a y , que
: P p
(51) ch(x,—rll,u) ~ c(x,==,u) P ay <
h —_
0 2 2
a(x,—)
2
p ! P P P2 p
< 2 J|c(x,—H,u)~u(y)[ dy +2 J|c(x,~gju)—u{y)| dy
1 ? 1 ’
2 2
P1 P2 .
Visto que Py < Pgy temos Q(x,-Ein Q(x,*ﬁ} e dal
2 2
P p
(52) ch(x,~%,u}—u(y)1p dy < J\c(x,—%,u)—u(y)lp dy
2 2
A1 P2

2 2
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pPor outro lado

p p
{53) J|C(Xr"%,u} - C(x,~%,u)[p dy =
2 2
p
ﬂ(x,“%)
2
> p p
= IC(x,—%,u} —C(x,—E;U) |P ]R(x;—%}l
2 2 2
o D f ‘n
> JC(X,*%,u)-C(x,w%,u)|p A, e%,
2 2 L

Deste modo substituindo (52) e (53} em (51) vem que

n
p & o
A "%H |c(x,~%,u) - c(x,-*%,u)|p <
2 2 2
p P1 p p P2 p
< 2 |c(x,~H,u)—u(y)] dy + 2 [c(xfﬂg,u)*u(y)| dy
2 2
o p
n h
2 2
04 \A P\ A
p p e p p -2
<2 Illu{llp,;\(h) + 2 |||u||1p,l(h>
2 2
Logo
otxrL ) —c(x,~2,u) [P« -2 27 Mall® . (e + o)
2h 2h - zhk plnA D,A 1 2
A A
2P p  P1 * P 1
= R® ”lu”Jp N n h(r-n)
Py 2

donde se conclui que
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p p P 0 0 1
lim lc(x,—%,u}~c(x.-%,u)l < %; Mail® *l“j;—g“ lim —mea
ho 2 2 Pr py hoe 2
. 1 ,
e levando em conta gque lim ——7—7—7—— =0, peis x-n > 0 , se-
hii-n)
h+e 2
P1 P
gue que 1im c(x,—H,u) = lim c(x,~H,u] ou seja, o limite da
h+e 2 h+w 2
SUCessao {c(x,i%,u)}gzo independe de p . Denotaremos
2

lim c(x,i%,u} = u(x) , para cada XE€E g e para o = (O,d(Q)] .
h-+o 2

Assim U(x) & uma fungao definida em @ .

Finalmente do lema 2.,3.1 segue gque

AN
lim |e{x,p,w-clx,~&w| =< ¢ 1 [l y P P !
ou seja
A-n
|e(x, p,u)-8(x) | < ) HIqup'h o P
e fazendo p + 0 temos que lim e{x,p,u) = uix) .
p=>0
cqd.
Teorema 2.3.1: Seja ¢ nas condigoes do lema 2.3.1 .
Sejam u € £p’l(9) com l<p<e, X>n, e u (%) a fun-

¢ao definida no lema 2.3.3. Entdo u(x) & limitada em & e co-

incide para dquase todo X €90 com a fungao u{x) .

Demonstragéo: Do lema 2.3.3, temos que

A-n
3 < P
|etx,ate) =60 | < ey Hlullly | dt@ ,
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donde
A-n
= P

Gool < ey Hulll, o+ Jeam,w] .

Pelo lema 2.3.3, c{x,d(0),a) & limitadaem Q2 , e
assim ui{x) também & limitada em Q . Vamos verificar que
u{x) = u(x) para quase todo x€ Q . Temos que (ver | 17|, pg
11} que

! P
(54) lim —mm J]u(y)~u(x)| dx = 0 ,
p+0  m{Q(x,p)) 2%, )

para quase todo X €4 ., Por outro lado,
(55)  lelx,pow-u(x) [P < 2P|etx,p,w) —uly) P+ 2P luty)y—uix) [P,

Integrando ambos os membros de (55) sobre Q{x,p) em relagao a vy

obtém-se

J[c(x,p,u)-u(x)|p dy <
Q{x,p)

< 2¢ J[C(x,p,u}-u(y)lpdy + 2P JIU(Y)“U(X)lpdy ,

Q(X:p) Q(X,p)

e segue gue

(56) le(x,p,) = ulx) |F Ja(x, 0| <

< 2P fletx,pw-uly) Pay + 2P JIU(y)—u(x)|de :
.Q(X, D) Q(){,p)

n

Por hipbtese e(x,0)] > A p e levando em conta -

gue ueE £p’A(ﬂ) . temos de (56) que
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(57) le(x,p,n) - u(x)lp <
2P A 2P (
< =5 My, ot + —=— lu(y) -u(x) |P ay
Ap ’ | {x,p) | 2 (%, )
2P A- 2P (
= 3 H|UH15 3 P Py — Iu(y)—u(x}|p dy .
' e txred ] g (x, 0

Tomando © limite em ambos os membros de (57) para p~+0

ficamos coOm

lim |c(x,p,u) - u(x)|F <
p0
P - 1
< %— Nl ® , lim p*P o 2P i —— Jlu(y)—u(x) P ay
Prigs0 p+0 [Q{x,p) |

a{x,pn)

Por (54} e como i-n > 0 temos que

lim le{x,p,u) —u{x)| = ©
para quase todo x € 9, ou seja ulx) = ui{x) para guase todo
x E Q -
cqd.

Lena 2.3.4: Seja 0 nas condigoes do lema 2.3.1. Seja
u € £p'k(n) ' com l<p <= e » > 0 . Entao para todo
Xqr¥q € Q  tal que |x0—y01 g_dgg) a seguinte desigualdade é
verdadeira

C(x0r21x0_Y01!U‘)_C(YGF21KO_YO|’u)| =

: 1 -
,P+1+A L=

" iy, Ixgvg! P

[ A
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Demonstracao: Colocquemos p = [xo-y0| E'Q%gl e

5 = S(x0,2p) n S(y0,2p) noa . Para todo y €5 temos

letxy 20w —clyg 20, [P <

< 2Pletxg, 20w -uty) |F + 2Plety, 20w -am) [P

Entao
JIC(xO,Zp.u)—CIyO:2oru)lp dy <
S

2P ch{xO,Ep,u}—u(y)|pdy + 2P [|c(y0,2p,u)~u(y)|pdy
S 5

| A

| A

2P IIC(XO,Zpru)-u(y)Ipdy + 2P JIC(yof2p:u)-U(y)|pdy
Q(Korzp) Q(YorZD)

p P (30" p P (2
22 Pulll® ) 2o + 27 fllalliD (20

A

| A

A
_ p+l42 p X
P Y ®

Por outro lado, Is] > [Q(xo,p)| > A o8 e daf
+1+A A
A" IC(XO,2p:u)—C(y0,29,u}|p 2P ”lu”]g,x ",
logo
1
_ 2p+l+k o] A=n
lclxg,20,0)~clyy 20,0 | < [““g“—ﬁ llalll,,, e ®

0 gue demonstra o lema.

Teorema 2.3.2: Seja 0 conexo nas condicoes do lema

2.3.1e ue Ly com l<p<n e n <i<n+p . Entao teg

mos que (x) & hdolderiana em § com expoente o = Aéﬂ e pa-
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ra todo x,YE f temos a majoracgao

A-n
G0 -G < clilulll, ) eyl ®

Demonstracao: Sejam x,y € @ tal gque D==|x-yl:idg1).

Temos que

[G(x) =y} <
< AR -c(x,2p,u} |+1Uy) -y, 2p,0) |+]c(x,20,0) ~cly,2p ,0) |

Pelo lema 2.3.3

A=n A—-n A-n
[Bo-etx, 20w | < cplllalll) , 2oy P = ey 28 llulll, , 0 ®
e
A-n A-n
Gy -ety 2w | < ey 27 llulll, o P
Do lema 2.3.4 segue que
1 A-n

2p+l+l P D
lc(x,2p,u) —cly,20,u) | =< |=———| {|julll p
A P

Desta forma

(58) - la{x) -a(y)| <

L
A-n A-n -2p+l+l—J§ A—D

P P
2c) 2P lulil,,, »® +

| A

el o ®

A—n - A=n
—— p+l+a
2
2c,2° + L——H} el , e P

o

A
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A=n
P

= opp Hulll,,, o

f— p
onde 012 2 cC 2 +

Agora, se X,y € @ sao tais que |X—y| N dig) , co-

mo Q¢ & convexo e { € compacto, podemos construir uma poligo-

nal com vertices em Q , de extremos x e vy, de tal modo que os

segmentos da peligonal tenham comprimento menores gue dE;) e a

gquantidade desses segmentos € majorada por uma constante k gque

depende somente de d4(a) .

i+1 i

Seja P = U{[xi,xi+l] : xiGE £, i=20,1,...,r-1} a
poligonal que liga x e y, isto &, X = X, X =Y e
_ a(a) A -
Ixi+l xi| <= — para todo i =0,1,...,r-1 .
Agora
_ » r-1 ~ ~ r-1 _ _
lu(x)-uly)| = |.E u(xi+l)“u(xi)1 < I |u(xi+l)-u(xi)| .
i= 1=0
Como |xi+l—xi| i<ig” para todo i=0,1,...,r-1 ,
de (58) vem que
A=n
= =0 - p
|u{xi+l) U(Kl)I (_ ClZ |Hu]”p,;\ |xi’+l xl! !
donde
) ) r-1 A=
[Go-Gw | 2t ooy llullly,, Ixg,y-x1 P
- A-n
= z ]x —X [ b .

ey Mol 2



Agora lx=v| >(ig” > |Xi+l“xi1 para todo
i=0,1,...,r-1 e portanto
5 _ r-1 ATH
I P [N R e
A-n
= oy Nl rlx-yl P
A-n
< oy llallly,, klxmy| ®
A-n
= cyy Ml lxy! P :
onde €13 = Cq5 k
cad.
Teorema 2.3.3: Se u{x) & uma fungao real holderia-
na com expoente 0 <o = A;n <1 , temos que u e LP'A(Q)

Demonstragao: Por hipotese temos que existe uma cons

tante k > 0 tal gue para todo x,y € &  temos
lu)-uy) | < klx-y|®

Como u e uma fungac com valores reais temos gue pa-
ra y € Q(xo,p)

inf lu (x)-c | Pax < j!u(x)—u(y)]pdx

¢ ER Q(xofp) Q(Xorp)

| A

Jk!x*y]up dx <k Jpapldx



80

A
-
=]
~

= k ¢ R |2 (xgre) ]

kk 6 = M o

1t

para alguma constante kl e com M k kl . Com isto fica de-

monstrado que u € £p,l(n} .

Corolario 2.3.1: Se n < <n+p , 1 <p <0 te-

mos gue cPeA coincide em quase toda parte com o espago das fun-

goes holderianas de expoente a = AEE .

Demonstracao: Teoremas 2.3.2 e 2.3.3,

Corolario 2.3.2: Se A > n+p e = £p'1(n} en-

tao u & constante em quase toda parte.

A-n

Demonstracao: Se A > n+p entdao a = >1 e en-

tao as funcoes holderianas de expoente o sio constantes, donde
pelo coroldrio 2.3.1, as funcOes de tP'*(9) sdio constantes em

quase toda parte.



CAPITULO III

TEOREMAS DE INTERPOLAQKO

Apresentaremos neste capitulo teoremas de interpolagao

A . . . -
cP** | para isso introduziremos ini

P:A
£*'

envolvendo espagos do tipo
cialmente os espagos B.M.0O. de John-Nirenberg e 0s espagos
que vao desempenhar nos teoremas de interpolacao envolvendo oS
£p’l 0 mesmo papel que os espagos de Marcinkiewics LE desem-—
1,P

I

penham nos teoremas de interpolagac envolvendo os espagos

Para maiores detalhes sobre esses espacos ver [ 5 | e [18].

§1. FUNGCOES DE OSCILACAO MEDIA LIMITADA (BMO)

Definicac 3.1.1: Seja u uma fungao localmente inte-

gravel em If’. Diremos que u pertence ao espagco BMO se

(59 sup TéT J|u(x)—mQ<undx = Nl
5
onde o supremo & tomado sobre todos os cubos finitos @ do ®" .

A classe das fungoes de oscilagdo média limitada, mddu-
lo constante, & um espago de Banach com a norma ]|.||BMO defini-
da em (59). (ver [10] e [11]).

0 nosso propOsito neste paragrafo @  demonstrar que

BMO = oA . Para isto demonstraremos primeiramente os seguintes

lemas:

Lema 3.1.1l: {Decomposicao) Seja u uma funcao definida

em Q4 , integravel e seja s um nimero positivo tal que
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> T—ET- J |lu(x) | dx .
Q
0 QO

Entaoc existe uma guantidade enumeravel de cubos abertos

disjuntos Ik emn QO tal que

(i) |u(x) |< s para quase todo (p.q.t) XEQN U T

k "k
(i1)  Img (W} < 2% .
k
- 1
(iii) T |1, < = J lux) | ax .
k 5
K Q
0
Demonstracao: Primeiramente subdividimos Q. em 2"

0
cubos iguais. Sejam Il,IZ,...,I2n os cubos dessa subdivisao,

. n
e sejam Ill'IlZ"'”’Ilt , com t < 2 , o©0s cubos abertos para

os quais o valor médio de |u| & maior ou igual a s . Assim
m(I;) = m(I;}) para todo j = 1,2,...,2" e todo k = 1,2,...,t,
donde
i 2 N
ool =z oinglo= End = 2 gl

Logo usando a hipdotese do lema € a igualdade acima te-

mos que
(60) jlu(x)ldx < Jlu(x)ldx < slg,l < sam |1, |
Tix Q
Da escolha dos Ilk venm que
1
(61) s < J lu(x) | dx .
RSN

1k
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Desta forma, de {60} e {(6]l) segue que

n
s|I | < J|u(x)|dx < 20 s|1 | .
T1k
Agora subdividimos cada um dos cubos restantes, sobre
os quais o valor médio de |u| & menor do que s , em 2"  cu-

bos iguais e denotemos por 121""’I2r ; Com r < 2™, os cubos

-

abertos dessa subdivisao sobre os quais o valor medio de |u| &

maior ou igual a s . Usando o mesmo raciocinioc anterior temos

que

n

s|12k[ .

s|I, | = ]lu(x)ldx < 2

Lok

Continuamos subdividindo ate que os subcubos sobre os
quais o valor médio de Iu! & menor que s , tenham tamanhos ar
bitrariamente pequenos. Logo obtivemos uma sequéncia de cubos

abertos disjuntos '{Ijk} gque denctaremos por {Ik} tal que

< Jlu(x)]dx < 2" s|Ik| .

I

(62) s|1, |

k

Usando a definicdo de m_ (u) e (62) obtemcs

(uy | =<

{m
K | T

I

demonstrando {ii) .

Novamente usando (62) segue gue

sl

< I J|u(x)|dx = J[u(x)|dx < J|u(x)|dx '
k k

I U I Q
k k

x|

k 0
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donde
1
5 |Ik[ < = lu{x) |[ax .,
S
k Q
0
0 gue demonstra (iii). Finalmente, para demonstrarmos {i) note-
mos que F = {x € Q \UTI : lui(x) | » s} = ¢ . De fato, se
k
x € QO\ U I entaoc x pertence a algum subcubo I , sobre o
k
gqual o valor médico de |u| & menor que s . Assim se x € F ,
teriamos
l__ J‘u(x) idx > -———'—l J sdx = s )
o0 que € um absurdo. Portanto F =@ e entao |F| =0 , ou se-
ja lu(x)| < s p.g.t. x e Qg\ UL, . Fica entao demonstrado -
(1) e consequentemente o lema.
Lema 3.1.2: Seja u € BMO. Entao se
s, = x€Q: 1u(x)—mQ(u}| >0} , onde Q0 & um cubo finito de
R" , temos que
- ac
[l
s, | < (—2— j\u(x)-QOndx ce PO

lulbye o

para o > alhﬂEMO , onde B < 1l , o sao constantes positivas

dependendo s0 de n , e a & uma constante a ser determinada. -

alem disso para o > 0 temos

0.g

ull
(63) s | < Be BPMO g

fa] —
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Demonstracao: Podemos supor sen perda de generalidade
u(x)—mQ(uJ
que mQ{u) = 0 e ”u“BMO =1 , trocando u por ”u|E_ .
MO

Levando em conta que x €0 : |ulx)| » ¢} €Q temos

que
Jlu(x)ldx > J|u(x)]dx > J o dx = o |5 ]|

Q S0 S0

donde |Sc] < % J]u(x)]dx . Seja F{o) o menor nimerc gue sa
Q

tisfaz a desigualdade

(64) |so| < F{o) J]u(x)ldx .
Q

ajr

Da escolha de F(o} vem que Flo) < . Vamos provar

. n
a seguir que para o > 2 temos

1

(65) F(s) < < F(o-2"s)

para 2 Do > s » 1 . Para este fim utilizamos o lema 3.1.1 com

2% > s > 1> 3 J|u(x}]dx
el 4
Pela parte (i) do lema 3.1.1 temos que se x & tal que
lu(x)| » ¢ , entdo X €1 para algum k e por (ii) -
k

(W) | < 2%s . Aassinm
K

|

x €0 : Ju| > o} CU {x €1, : |u(x)-m_ (W] > o~2"5} ,
k

Iy

pois se |u(x)| » ¢ , entao x € I, para algum k e
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lu)-n, (w2 juwx) |-|lmg (| > o-2"s
k k
Logo
(66) lix e 0 ¢ ju(x)| > o} =<
< I |{x € I |u(x)»m > g-20 s}l

k

(u) |
Tx

Agora, no cubo I, a funcao u-m; (u) satisfaz as hi-
k

poteses do lema, isto &,

(67) - lu(x)-m,. (u)|dx < 1
I —_
s k
k Ik

Entao pela definicao de F(c) e por (67) seqgue dque

()| > o-2"s )| <

Hx e 1, : |ux)-m
k k

I

(u) |[ax < F{o-2"s) |1

< F(o-2"s) Jlu(x)-m
k

I

I k!

k
Desta forma, por (66} e por (iii) do lema 3.1l.1 vem que

Isg] < = Fle-2"s) 1| =< % F(g~2"s) Jlu(x)|dx ,
K
0

donde pela escolha de F{g) temos gue

F {0} < % F(o-2"s)

Fazendo alguns calculos obtemos

-n =2¢a

L 2 =

(68) F(o) <

<

Hra
N



n n
2e 2 e | 2y e o =

para < g < A . Por outro lado fazen
e-1l - — e-1 20 -

do s = e em (65) e utilizando (68) vem que

F(0+2ne) < é F(c+2ne-2ne) = éli F(o}
12 ,-n -1 -e0 _ 12 -n _~a(o+2"e)
< 10 2 e e = i 2 e

Isto nos mostra que se (68) vale para o pertencente a
um intervalo de comprimento 2" e , entdo (68) vale para todo o

maior, ou seja

{69) F(¢) < Be *°
_ 12 ,-n _ 21e
para ¢ > a , onde B = 10 2 e a = acl -

Agora, substituindo (69) em (64} temos gque

[Scl < <B J|u(x)|d9 e *°
Q

u(x)—mQ(u)

A

para o > a . Trocando u(x) por + Segue due
10l
— Otc[
B N ha ligpg
{70} s | <« [ ——=m [Iu(x)-m (wldxj e
BN Y 0
Nlalpyo o /

para ¢ > aHuHBMO .

Finalmente utilizando a hipdtese e (70) concluimos gue

ag

lul
s | < Be PO g
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Fica entao demonstrado o lema.

Estamos agora em condigoes de demonstrar que 0Og espagos

BMO, introduzidos por John-Nirenberg saoc espagos do tipo LBk .

para X =n

Teorema 3.l.1: BMO = £Pr1
Demonstragéo: Basta demonstrarmos que
(71) ol n < Wulgy < *lall,

Primeiramente notemos gue se u&€ BMO € ¢ & um cubo

finito qualguer do Efl, temos por (63} que
jlu(X)~mQ(u)1pdx = p j sP1 Is_| de
Q 0
_ [+24]
* p..l “u"BMO
< P J g B e |Q| do
Q
Jull;
Fazendo g = 23 temos dg = L—BNO dt , logo
“u“BMO o
; -1
= Ml o\" 1 ¢ lul
]lu(X)~m (w) {Pax < pBlo] J (?__EEQ (Pl 78 L TBMO 4
Q - o n
Q 0
B ® p-1 - |
= Blol el | TR e e
0

= B ol fulig M@

o
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onde por Fkg} representamos a funcao gama que & convergente, en

tao

Cee

onde kP = Desta forma

mf%

1
1 J[u(x)~mQ(u)Ip ax)P < x gy -
ol 4

donde se conclui gue

Ju om0 [P ax < kP (o] ulB,y
|

ol o < % [l gy

Por outro lado, se ue Pl ; da desigualdade de -

Hglder temos

1 1
Jlu(x)—mQIdx < d%) p' (Ijlu(x)-mg(u)[pd%> P
Q Q
1 L 1
= ofP off (}i_ Jlu{x)~mQ(u)lp d%)p
lel o
< lol dul,,
e entao

lalpuo < fully

Fica entao demonstrado (71 ) e conseqguentemente o teore

ma.
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A
§2. ESPACOS £

Para definirmos estes espacos precisamos da definicao e
de algumas propriedades dos espagos de Marcinkiewics LE (ver por

exemplo [ 5] e [187]) .

Definicdo 3.2.1: Seja u uma funcao real mensuravel

em @ . Diremos que u pertence a LL(a) , com 1 <P <= ,

se existe constante ¢ > & tal que
P lix€a: [ux)] >0} < P

para todo o > Q0 .,

Para u & LE {(¢) definimos

1
|u| = sup o(|{x € : |u(x)| » o} )P
LE(Q) a-0
Lema 3.2.1: . & uma quase-norma.
L ()
Demonstragﬁo: Devemos mostrar que
(1) ul >0 e |ull = 0 se e somente se
LE (2) 1P ()
u = 0.
(ii} |l aul] = la| lul .
LE (2) LE (q)
(1i1) Yutvl| < k(ful + || v ), com k > 1.
LY (2) 1P (e) LP ()
Provemos (i}: Como |{x € a : |u(x)|>0}/ > 0 temos que
| > 0 . Suponhamos gque u = 0 . Entao para todo o > 0,

P (o)
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x €a: Jux)| » o} =g, logo |ul b = 0 Por outro lado
L, (@} 1

se  ||ull =0, temos que of|[{x € : lux)] > o}|P =0

p .

L ()
para todo o > 0 , e dail [ {x €0 |lu(x) | » o} = 0 para to-
do ¢ > 0 . Assim iu(x)l <o g.t.p. para toedo ¢ » 0 . En-
tao tomando ¢ = % com 3 &€ N vem que fulx) | < % q.t.p.

para todo j € N, isto &, u = 0. Com isso provamos (i).

Provemos (ii): Temos para tedo o > 0 que

1
= sup of/{x € 2 : |au(x)| » o} )P

(72) Haul[p =
L, () o>0
L
> ol(l{x € @ : |lan(x)]| » U}l)p
Como (72} vale para todo ¢ > 0 , wvale também para

lajo . Assim para todo o¢ > 0 vem que

1
faul o 2 fal otltx €@ |a|l Juto] > [alorD?
L ()
1
= f|al o(|x €9 : lux)| » c}l)p
Assim —i- ||aui] b & um limitante superior para o
la| L% (9) 1
conjunto {o{|{x €q : |ulx}]| > a})P ; ¢ > 0} . Entao
1
T N Y I
la | L (2} Lt (2)
ou seja
(73) [l au | > laf ull

LY () 1P (2)
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De maneira analoga, considerando —— a0 inves de
|a|
|ale , mostramos que

(74) | au ] < lal |ul

) L ()

De (73) e (74) concluimos gque | aull . = lal |ufl

LY (2) Ik (2)
provando (ii).

Para demonstrarmos (iii) notemos primeiramente gue para

tode ¢ > O

(€0 : I(u+v) (x)|> o} C {xeq: 2|u(x)|> o} U {x€q :2|v(x) | >o}

assim

I{XEQ: l(u+v)(x)|>c}] <

< J{xea:2fux)] » o} + |[Ixea: 2[vix)| > o)} .

1 1 1
Usando a desigualdade (a+b)p < ap + bP ; vem que

1
o(|{x € a : |(utv) (x)| > o} |P <

< o(fixen: 2lux] > c}l)% +o(lix € o 5 2|v(x)]| » 0}1)%
< ”2u“LE(Q) + H2VHLE{Q)
= 2 ("u”LE(Q) + HVHLE(Q))
Deste mcdo | a+v|| < 2(]ul] + |Iv] ), o
tha) 7 1.2 () P ()

que demonstra (iii) e o lema.
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Cbservacao 3 : 0 espago Lg(n) torna-se um espago -

normado quando para u €LY (@) definimos
-
pt
llull = sup |F| J]u(x)l dx
L% () Fod 3

e aléem disso temos

lall

(75) Hull B
LiP () LiP ()

%)

< p' Yu] .
' LP (2)

1 1
onde =+ o = 1 . (ver [5]) .

Lema 3.2.2: Se u,v € LE(Q) entao u+v € LE(Q).

Demonstracao: Temos que para todo g >0

FPlix € a ¢ |(wtv) ()] > o}| <

< Flixea: lux| >3 +Plxen: [v] > ] .

Agora se u,voe LE(Q), existem constantes positivas

Cy/C,y tais que para todo o > 0
g
FPlix ea @ |lux)]| » 5}| < o
e
FPlixea : jvix)| » %}l < ey .

Portanto existe constante c cite, > 0 tal que pa-
ra todo ¢ > 0

Plix eq : [(utv)(x)]| > o} < ¢
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isto &, uwtv € iE(a) .

Lema 3.2.3: 0 espago 1P (2) est3d continuamente imer-

S0 em LE(R) .

Demonstracao: Para todo ¢ > 0 vem que

Plix €0 : Jux)| > o}] = [ oF ax

{x €qa : ju(x)] > o}

< lu(x) |P ax
{x € g : julx)]| > a}

< I lu(x) |P ax ,
i

e entao  ||ul < [lal} , 0 que demonstra o lema,
LP () LP (q)

Estamos agora em condigoes de definir os espagos -

;A
iy .

Definicao 3.2.2: Seja u uma fun¢ao real mensuravel

em . Diremos que u pertence a £€'A(n) se existe constan-
te positiva ¢ tal que para todo x, € 0 e todo p € (0,d()]

temos

A
()| < coP .

flu=m
LE(Q(XO:DN

Lema 3.2.4: Seja u € £§'A(R). Entao

A
“u”* = inf {c : ”U_m (u} ” < c pp }

#(xpr0) IR (kg )



& uma quase-norma em £5.'"7(q)

Demonstragao: Temos gue para todo X € 0 e todo

p € (0,d(a)] ,

A
(76) [ u-m (x)]] < lully o2
(Xgre) LR (x4 p)) "
entao Jull, > 0. se [ull, =0 entdo por (76)
||u-m ” = 4]
(xgep) 1B (2 (x,.0))

para todo Xq € g e todo p € (0,d()] , donde u=290

Por outro lado se u =10, temos que )(u) =0

n
ﬂ(xofp

e entao |ju-m (u) | =0 , donde [ull, =0
2(xgr0) LB e (x4 0))
Temos ainda que para todo x. € & e todo p € (0,8(Q)]

A
lal lull, oF

| A

la} lu-m (u} ]
Wyl TR (0 (ks 0))

. Desta forma para todo x, € @ e todo o € (0,d(2)]

0
A
” au-am (u)” = Ial ”u”* pp ¥
(xorp) TR (2 (g, 0))
o que implica que |lau|l, < la}] [uil, . Do mesmo modo, vemos que
faull, > lal lull, . o que mostra que |auf, = |a] [jul,
Finalmente, temos que para todo Xy € Q e todo

p € (0,8(0)]
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futv- m (ut+v) ||
f(xg0e) B (a(x,, o))

= Hu—m (u) + v—-m {v)
Q(xo,p) Q(xo'p) “LE(Q(xO,p))

| A

2 (fha-m (w ] + Jv-m (v
( Q(KO:D) Lp(ﬁ(xo;p)) Q(XO"IQ) LE:(Q(XOrp)J

A A
< 2(@u"* oF 4 v, D%)

= 2(lul, + I P

o

donde, ||u+v||, < 2(]juf, + [lvily) o que demonstra o lema.

Lema 3.2.5: Se p > 1 , temos que

lulle' = inf {c : fu-m G <
* lxge) a0 (x4 0))
A
< C pp , para todo X, € 8 e todo p € {O,d(ﬁﬂ }
2 uma norma em £€'A(ﬂ) e além disso
fuly < luls < o' lull,

Demonstracao: Levando em conta a observagao 3, a de -

nonstragao € andloga 3 demonstragac 4o lema 3.2.4.

Teorema 3.2.1: £p,k[9} estad continuamente imerso em

P, A
L8

Demonstracao: Em primeiro lugar temos que para todo

Xq E Q e todo pEE(O,d(Q)] e todo g > 0
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1
(i J|u(x)—mg(xofp)(u)[9 di)? >

1
- P P
>'<f J‘u mQ(XO;p)(u)[ d%)
x€alxy, o) : Iu(x}*mg(xom) (W) | >al
1
> (I J P dx ‘>p
{xEEQ(xo,D) : |u(x)~mg(x0'0)(u)[ > g}
1
- ] - P
= o(l{xealxy,0) ¢ fulx) L pJ(uJI> o} )

OF

Assim para todo x, € @ e todo p € (0,d(e)] vem que

(77 JJu-m

a(xy,0) (W < Mg g

LY (2(x4,0)) L (0 (xg,0))

A
Multiplicando ambos o0s membros de (77) por o P temos

que
A A
P P
o © fu-m (u}|] < 0% Jlum (u)]
2 (xgs0) LY (2 (x4, 0)) 2(xg,0) P (xy o)
< el

e portantc para todo x, € @ e todo p € (0,d(9)]

e
A
|lu-m ()]l < Mlifull 0¥
F(xgr0) R e (x,, 0)) P '
isto &, |flully < |||u|||p , + © que demonstra o teorema.
!

Lema 3.2.6: 1E(a) = £B:%¢q)
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Demonstracao: Seja u € LE(Q) . Provemos que

= p c 0 «
mQ(xO,p)(u) L (2} para todo x, 2 e todo op (0,d(2)}. Pa

ra isto notemos gque

x € |mQ(x0'p)(u)| >al C {x€8 : jux)> o} .
Assim

dPl{x€q : |m

I

o . P
Q(xo’p)(u)l >0}| < o |ixen : |u(#)[% o}| < ¢

donde mQ(x p](u) = Lg(n) . Entao pelo lema 3.2.2, segue dque
¥ N

- P —
u mﬂ(xorp)(u) € L;(Q) para todo X €0 e todo o € (O'd(g)]

Ent3o da definicdo de 1E(e) , vem gue para todo x, € & , todo

0
p € (0,d{R)] e todo ¢ > 0

JFPlixeq : [ux)-m

< P
n(xo;p)(u)]> o < e

Mas

opi{xﬁfﬂ(xorp) : Iut(x)--mmX p)(u)l > o} <
Of

< oPlixe 2 ¢ jux)-m p}(u)l >o}| < P,

Q(xo,

0
donde {lu-m (w) | < ¢ p? , para todo x,€ &
200 LR (@ (xge0)) °

Y

e todo p & (O,d(n)] ; e entao u € £§' (2) , demonstrando que

tPa) < cBr0¢q)
ProvemoS a inclusao ‘CE'O(R) - LE(Q). Seija
0 - -
u € £E' (), entao para todo X €0, todo pE (O,d(Q)] e
todo ¢ > 0



99

ol (x € Q(xo, 0 Iu(X)"mn(xO, £)

Em particular para Xq pertencente a fronteira de

R e ¢ = 4(Q) temos gque para todo ¢ > O

Flix € a fu-mﬂ(u)l > oy ] < P ’

donde u € LE(Q) , O que mostra gue .EE'O(Q) C LE(Q} e fica

entao demonstrado o lema. ~

§3. TEOREMAS DE INTERPOLAGAOC

Neste pardgrafo demonstraremos os teoremas de interpo-

~ A Do
lagao que envolvem 0S espagos cBer Para tanto utilizaremos

os teoremas de interpclacac de Riesz-Thorin e de Marcinkiewicz -

(ver introducao).

arp
No que se segue usaremos a notagac e para o5 es-

LP'R , com a = lg&

: - - n
temos que a variagao de o e B 1.

pagos . Como a variagao de A & 0O<i<n+p

Observemos primeiramente que :

o, p
l, Se a = "% , entaoc a = 0 e e = Lp .
crp
2. Se Boca < 0, entao 0O<i<n e € LP’A
(espago de Morrey) .
~ a,pP
3. 8¢ a=0, entao A =n e € = BMO
. a,p
4. Se 0<a<1l, entao n< i< ntp e £ = Lipa
o, P

Com a nova notagao temos gue uce se existe cons
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tante M > 0 tal que para todo X € 0 e todo [ c (O,G(Q)]

inf lu (x) -c |Pdx < M Jtap ,

CER Q(xor (‘)

ou egquivalentemente

n+a
o P

[u(x)-m (u)[pdx < M

Q(){ rP)
Q(xor o 0

A seguir a notagdo T : A » B significarid que o opera
dor linear T quando restrito a A , resulta uma aplicagao con-

tinua de A em B .

Teorema 3.3.1: Seja T um operador linear tal due

q a. P
T:LO(R) »e 0 Oq) com Tl < M4
e
q G P
T:LI(R) >t L) com el < My .
q i 1-0 .8
Entao T : L7(0) » ¢ () com [T <My " My , sempre que
l=k~£+~§m , l=l;e+e— , o= {(1-8)a,.+0a, , O0<0 <1l .,
9 9 q4 P Py Py o1

Demonstracao: Consideremos inicialmente a aplicagao

o P arp
Jg ¢ € () » ¢ () definida por
"y -m. (u) em E ¢ &
E
JE a0 o= e
0 emn E

Vamos verificar agora que

{i) JE & um operador linear. De fato:

e IV AN}
P L
[



)

JE(u+av)

(ii} Para cad

a,p

J_ : ¢ > Lp(Q) com

Com efeito, 4

E= a(x5,0) , %5 € Q
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u+av-mE(u+av) em E
0 em Ec
u-mE(u)+a{v-mEv) em E
0 em Ec

J, 0 +a J_.v

a E = n(xo,p) ' xO_E QO e pE(O,d(ﬂ}],

a+E
lagll< ¢ P -

a definicao de J_ temos gque' para

E
e ¢ €(0,d(0)]

1
<’JIJE culfP di) P

Jg =
E p
1P () o
1
- p je &
(lJ]JE ulfdx + J]JE u | d£>
E i
1
= <i J[u-mE(u)lp di) P .
E
ot D
Multiplicande e subdividindo por p e tomando
supremo sobre os xg € D e p e (0,d(0)] vem que
o+ = {a+2)
o ul] < ¢ P sup e P flusmg ()|
E "~ 'LP(a) - EVP
Xy € Q ’
C<p=d(a)
a+£

= o Pl L., :

E

cada
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e, p atl
Portanto Jo : e (0) » tPo) e HJEH < ¢ P
- 4o “0*Po
Por hipotese temos que T : L ~(Q) =+ ¢ (Q) com
%07 Po Py
! <M, e como acabamos de ver em (ii) J : e (@) + L “(Q)
mo+pL
com HJEH < 0 Entao a composta JgT & uma aplicacdo tal
que
n
+——
9o Po | "07p,
JeT L@ -~ L (@) com  [[ITH < llagll Tl <M,y e
Analogamente temos que
o +~D—
ES Py . ey
JT ¢ L T(R) » L T (a) com HJE I < M) op .

Assim ¢ operador linear JET satisfaz as hipdteses do

teorema de Riesz-Thorin. Logo

o +2N (1-8) ay 20
q p 0'p lpq
JT: L3R) » L7 (2)  com HJETU <\Mg e O M, e ;

1 1
sempre gue 3 = —= 4 -, E = = + — 0 <8 <1 .

Desta forma,

(a do) (1~8) (o +=)6
0 Py 1l pl

(78) Tl < Mg " My o

0 (1-6)+a 6+ n(i=t, 8

}
1-0 ¢ 1 Pp P
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com a = a0(1—8)+a18

Mas ||g.Tull < Mzl ' e como
B 1Po) E rF ()
fa_Tull = l|lg_Tul . Utilizando (78) vem que
B P e B 1P ()
n+ '
1-8 8 D
|35 T ulf < Mg U Mg [fu ]
™ NP e o 1 .9 ()
Entdo para todo E = 2(xg,p), X, € R e p€ (0,d(Q)]
temos
o
=
1- .6 P
lTu-m_ (Tw)|| < M7 MY p lull '
E P (E) o 1 19 (o)
a,p
o que significa que Tu € ¢ e que
_(a+2) _
sup p b HTu-mE(Tum b < Mée Mi”uﬂq
x, € ) L¥ (x4 o)) LR}
0<p<d(Q)
ou seja
1-9 8
HERH < Mg U Myl
a,p 0 1 Lq(g)
4
aspP -
Portanto T : LI(@) » ¢ (2) com [T g_Mé ° M
sempre gue L. 1-¢ + 2 1. 1-8 + 2 ’ a = {l—e)a0+eal p

a g, 49 ' P P, Py
0<8<1l , o0 que demonstra o teorema.

Teorema 3.3.2: Seja T um operador linear tal gue

*

0

9

Parh
T : I {R) £*0 0

() com Tl <M
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e
q Py
Tt - 6,0 T com 1) < omEo
- a,p -
Entao T L) > e () com Tl < Cy ppx 10 M’{e ,
1 1-8 8 1 1-0 ] :
sempre que = = — 4+ = == — % — = (1-0)a . +8c
P E q 9y 41 " p Py Py v 0 1!
_ Aoﬂn hl—n
0 <8 <1, onde ao— e u1= .
Demonstracao: Consideremos o operador linear J do

E

teorema anterior e seja u € £E'l(9) . Entdo para todo o > 0 ,
todo E = (x40 , %, € e e 0<p<ad() seque que

1 A
o(l{x € E : Jut-my )| > o} NP < flul, oP .

Pela definigao de J, temos que para todo ¢ > 0 e

li

{x € 2 : |JEL1[> 0} C {x €F : |u(x)~mE(u)| > a}

donde
1 A
o([{x €0 : Jut)my@| > e3P < Jull, P
A
e portanto HJEuHLp(m < P fully -
*
Desta maneira, temos que para todo E = Q{xofp) P
X €eq e p€ (0,d(2)]
A
g = P ) - P(a)  com a1 < e P

E
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Agora como por hipotese temos

S: P
a1 0 > £,% %@ com 7| < M}
amos de observar
Yo
Py h p
20 % % com oyl <oe
‘omposicao T T e tal que
‘o
d P *
vrn %@ s Lo com flagTh <M o O

De maneira andloga vemos gue

a4y Py
T L) » L,U(R)  com HJETH <M

E 17

Assim o operador linear J T satisfaz as hipoteses do

interpolagao de Marcinkiewicz e entdo
3,7 2 L) - 1P ()

A A

0 1
—= (l-8) + — 8
*l~9 *8 Py Pq
8 L 18,8 o pcpel .
gl P Py 1
Mas como |[J_ Tul| < Ha_rlb [|ul ’ de
E L Py E

.3 (a)

que

(78)
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A
0 1
— (1-90)+ —8
W10 0 Pg By
g Tull < cy Mg My e lall g
L¥(Q) L=(q)
e pela definigac do operador J, decorre que
A A
0 1
—(1-8) + — 8
*1—8 *8 Pg ) pl
HTu—mE(TuH| o < cy My My [|ail g
LY (E) L={q)
- 1-6.6
-6 0 ¢y {1-8) +a,84n <p0 +p1
= c, M M P lhu]]
8 " C 1 19(q)
*l—ﬁ . Cf.'f'E
= ¢, M M u
o0 1t | 11Lq(m '
Ao—n Al—n
onde g = ; a, = e a = (1l-8)a.+ fa. . Isto
Py 1 Py 0 1
cr P
nos mostra que Tu € e e gue
- 3 -
sup P (n+p) || Tu-mg (Tu) | < < Mal ’ M;e Hall q .
- P (E) L (Q)
0
O<p<a(Q)
) -8 0
isto &, ]HTuH|a’p < ey My My Hu[kq(ﬂ) .
£
q arpP *l"e *B
Logo T : L*(R) » ¢ (2) com |[IT|| = c M, My
sempre Jque l = _l;.@. + ..E_ ’ !'., = ...]:..:.-_e + l ’ a < 8 « 1 a
g qo ql P pO pl
A0~n kl—n
a = (l—e)a0+8al onde ay = D5 ;oay = b, , O gue demons-
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tra ¢ teorema.

§4. APLICACAO: POTENCIAL DE RIESZ

Daremos a seguir uma aplicacao dos teoremas de interpo-

~ A . .
lagao envolvendo o0s espagos tPr* onde o operador linear consi

derado & o Potencial de Riesz, definido por

"

P E(x) = Jﬂ311L-dy (0<&<n, @« = R")

n-8
2 [x-y]

Nesta aplicagao usaremos resultados de integragac fra-
cionaria que nac demonstraremos aqui, e que podem ser “encontra-

dos" em [17] e [18]. Do teorema 1, pagina 119 de [17]| segue que

Po

P, : tto) » 1 %o (2L - n-s)
Po
Py - . Py
Mas L (2} esta continuamente imerso em L, (2}, don-
de
P
(79) P, vty - 1% (=~ = n-6) .
Py
Agora, do teorema (9.1), pagina 138 de [18] vem que
ql . n
{80) P, : L “{0) » Lip(l) (6 = 1 + — )
Py
Entretanto L, (Q) L () e L = Lip{l) com
Al—n pl,ll
1l = 5 . Aléem disso {2) estd continuamente imerso em
1
Pl;ll

L, () . Entao de (79) e (80) temos que



= I
& (Q) (§ = l+q1 )

Estamos deste modo nas hipdteses do teorema 3..
de se conclui que

(I.rp

P 9y + ¢ ()

1 a 1 1-8 ]
Z = {(l-g) + — — = e 4 =, 0 <8 <1
sempre que q ) a , D By By
l()'_rl n
e a = (l—ﬁ}a0+8al . Mas como e = o = _E_ = §-n
0 0
ALy=n
¢y = 1 =1 = 6-1L ' Segue Jue
pl ql
¢« = (8-n)(l-8) + (6+ )0
9
= 5-86-n(l-8)+ 68— -9
9
= §-n( (l-8)+>—) = -2
ql d
Agora
i = §- 1 0 < < 1
o,P Lip(a), o = 8§ q se a <
e =
BMO se a = 0
Mas se a = 0 temos § = % e se 0D <o <1

don

te~-



109

i = g0 _ n
% p Lip(a}, o = & 3 se §-1 « g < §
8 =
BMO se ¢ =1
q
Portanto
. 14 . = &1 - n
I% : L°(Q) » Lipf{a), a & g Sse §-1 < g < §
e
P : 1.9(2) » BMO se 6§ =52
§ a

Observagéo 4: O primeirc destes dois resultados segue

diretamente do teorema (9.1) de [}8], entretanto o segundo €& um

novo complemento do primeiro gue talvez nao seja tao simples sem

o auxilio dos espacgos LPrA

.
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