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INTRODUCEO

0 espagos tangentes de ordem p, Tpr' a uma variedade M sao
construides a partir das derivadas de ordem mais alta. Este con-
ceito e resultados a ele ligados estao fundamentados em W. Pohl
[26] e E.A. Feldman [10], e remontam a E. Cartan gue introduziu
05 espagos osculadores de ordem p a uma curva o em R". Estes sio
definidos como subespacos afins o+ S, onde S & gerado pelas deri-

vadas de ordem até p de

Para uma variedade M, mergulhada de modc especial num RN, 0
espaco tangente de ordem p a M num ponto, que & definido abstra
tamente, pode ser dado como 0 gerado por todos os p-espagos oscu-

ladores a curvas em M passando por este ponto.

Aplicagoes M NN N ndc singulares de ordem p sdo as que
induzem aplicagoes injetivas de TpM em TN e sdaoc uma  extensao
do conceito de imersao a ordem p . Como exemplo; uma curva em rR"
serd nao singular de ordem n se ela se "curvar" bastante ocupan-
do o espaco todo de mode uniforme. Retas sao apenas ndo singula -
res de ordem 1. Curvas planas sac nac singulares de ordem dois se
tiverem curvatura nac nula. Os pontos de torgdo nula sao as singu-
laridades de ordem 3,

A existéncia de aplicag¢oes nac singulares de ordem p, tem se

mostrado muito ligada a geometria global de certas variedades. Ob

servaremos aqui, vinculos entre esta e o Teorema dos Quatro
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Vertices; convexidade e propriedade dos dois pedacos.

Nosso objetivo inicial nesta tese, era o de usar as estrutu-
ras envolvendo derivadas mais altas para abordar, em cascs particu-
lares, um problema cléassico em Topologia Diferencial - O de se en
contrar a codimensao minima k tal gque uma variedadé M possa
ser mergulhada em Rn+k. No entanto, © estudo destas aplicagces

nao singulares mostrou-se muito interessante em si mesmo e o facl

nic da geometria enveolvida foi mais forte,mudandc nossc rumo inicial,

Neste trabalho, essencialmente procuramos obter aplicagoes
nac singulares de ordem p e analisar seus apectos geométricos. As
tecnicas envolvidas sao, em geral, simples e redigimos incluindo

detalhes e exemplos, visando uma leitura acegsivel.

No capitulo 1, resumimos os conceitos "de ordem p", que seraoc
utilizados. No capitulo 2, construimos curvas fechadas, nao singu
res de ordem p em rRP, No capltulo 3, definimos a variedade de
Veronese de ordem p e obtemos aplicacdes nac singulares para es-

feras e projetivos.

Os‘principais resultados obtidos neste trabalho aparecem re-

sumidos na introdugao dos capitulos 2 e 3.
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CAPTITULO I

O ESPACC TANGENTE DE ORDEM p A UMA VARIEDADE -

APLICACOES NAC SINGULARES DE ORDEM p.

§1 - Introducao

0 espaco tangente de ordem p a uma variedade & introduzido
a partir dos operadores que dao as derivadas parciais de ordem
até p. Este conceito e outros a ele ligados estao fundamentados

nos trabalhos de W.F. Pohl [26] e E.A. Feldman [10].

A primeira construcao geométrica envolvendo derivadas de or-
dem mais alta & a dos planos osculadores a uma curva no espago. O
conceito de espacos osculadores de ordem p fol introduzido por
E. Cartan em [ 6 ]: Dada uma curva £f:U — R", o p-€simo espacgo
osculador a £ em x € U & o plano de R gerado pelos pontos

F(x), €(x) + £'(x0), ..., £(x) + £ (x).

0 fibrado tangente TM de uma variedade M, dado abstrata —
mente, pode ser realizado localmente, como o fibrado sobre M cu
jas fibras sao os espa¢os tangentes a M, mergulhada .num espacgo
afim. Do mesmo modo, o espac¢o tangente de ordem p a uma varieda-
de TPM se realiza localmente como o fibrado dos espa¢os oscula-

dores de ordem p, quando M ¢ dada como subvariedade de um espaco

afim. T1M saera, naturalmente, ¢ fibrado tangente TM,



O estudo deste espago ja € sugerido por A, Weil [33] e al-
guns resultados basicos aparecem em C. Ehresman [ 9] e W. Ambrose-

-Palais~Singer [ 1].

0 texto de Willian F. Pohl [26] d&a um tratamento bem comple-
to ao assunto e traz algumas construcoes novas, mesmo para primei
ra ordem. E. Feldman [10] deu prosseguimento a este trabalho e in
troduziu resultados gue permitiram a aplicagao destas técnicas
para resolver problemas "de ordem superior" em Gecmetria Diferen-
cial. Ele se utiliza de argumentos de "posicao geral" de H. Whit-
ney € R. Thom e de classes caracteristicas apds extrapoclad-los pa-

ra 05 fibrados de ordem mais alta.

Seguindo o trabalho de Feldman, especialmente no caso p=2,
podemos citar os trabalhos de J.A. Little [23] e BAsnerti [2] ,

com resultados relacionados com a curvatura normal de uma imersao.

Recentemente, 0s espagos tangentes de ordem dois, vem apare-
cendo em trabalhos ligados a Fisica, comoc o de C.T. Dodson e M.S.

Radivoiovici [ 8.

Neste capitulo , colocamos os conceitos e resultados dados
em W. Pohl [26] e E.A. Feldman [10} gue serdao necessarios para os
capitulos que se seguem. Também acrescentamos resultados posterio
res a estes trabalhos, ligados ao calculo de obstrucdes a existén

cia de aplicag¢oes nao singulares de ordem p.



§ 2. 0 espage tangente de ordem p .

Agssumiremos neste trabalho gue, salvo mengao em contrdrio,to

8]

das as variedades e aplicagoes sac ¢ e usaremos 0s termos dife-

- o a - L]
renciavel e ¢ como sinonimos.

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensac n e u uma

vizinharca com fungoes coordenadas E::(xl,...,xn). Seja x € U.

k
Tomames ¢ funcional linear 5% 2 5% que cada
i . 0o 8 i
1 k
X
Bk
f:U0 —— R diferenciavel associa 3%, L. 9%, {(f) =
1 k
X
k k. ==1
= a_f - 3 f X —
B 3X, .. BX, (x) = DXy oe 3% (x(x))
1 k 1 k
_f




Definimos Tpr como o0 espago vetorial {subespago de

ak

Bxi -v.0X
1

(cm(U,R),R)) gerado pelos funcionais

Finalmente, tomamos o fibrado tangente de ordem D

F)

TM = U T M
xXeEM pox

TpM ¢ denominado espace tangente de ordem p a M em x

¢

Podemos verificar que: (Pohl [26] pg. 176)

iy T M, estd bem definido, isto &, nao depende da carta

(u,x) .

ii) TPM &€ um fibrado vetorial de dimensao v(n,p),

vin,p) = ( ?) + (n;l) + ... 4+ (n+g"%)

Exemplo: Para M = R2 (n = 2 e p=3), temos que T3R2 e 0 espago
gerado pelos funcionais:-
A S 5> 3
{ ] r Z2 7 r 2 T 2 ! 2f 3}'
Bxl ax2 Bxl Bxlaxz sz axl 8x18x2 axl3x2 ax2
A dimensac de T3Ri & wvi(2,3) = 9.
Observamos que T.M = T™M . (Coincide com uma das definigoes

1

usuais do espago tangente).



§ 3. Singulanidade de Cndem op.

Temos Tk(M) - (M) e um fato importante para desenvolver

Tys1

0 que se segue e que temos a seguinte sequéncia exata:-

k+1
O——*Tk(M) —-—«>—Tk+l(M) —— TI(M) —s 0
D
k+1
[t
Ty (M)
Tk(MJ
k+l - - ' . Il x )
onde O Tl(M) & 0 k-ésimo produto simetrico de T{M). (Feldman

(1071},

A sequéncia acima admite sempre uma cisdo Jiferenciavel .
Feldman mostra ([ 10) pg. 187-191) que fixada uma conexac D em M
ela induz de modo Gnico uma sequéncia de dissecgoes D, . Temos en-

tdo definida:
1.3.1. W, =Dy ... D : TP (M) —— T (M) .

1.3.2., Para M C RN com a metrica usual temos a c¢isac natural

Dy, gue "abandona" os operadores de ordem exatamente k+1.

k+1
3 -
AKX, +..0X, ) = %y
k+1 iy i

Dk+l{xp4-2 ail...ai
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Dada uma aplicacac entre variedades, conseguimos levanta - la

de modo natural aos fibrados tangentes de ordem p :-

T (£}
TPM P N

z

Dada D € T M , definimos T (f) (D) = Df* onde
p X P X PE(x)

M —

pDE* (h) = D! (hf).

£(x} X

Pohl mostra [26] teorema 2.2, gque se £ & uma imersao, isto
g, se Tl(f) €& injetiva nas fibras, entao Tp(f) também € injeti-
vo para todo p. A singularidade de ordem p serada definida, usan-

do a composicao de Tp(f) com W :TPN — TN, (1.3.1).

Dizemos que f :M — N & singular de crdem p em X se

o homorfismo de fibrados prp(f) :TPM —— TN for singular em x.

OBSERVACAO. Aqui as definigoes de Pohl e Feldman nao coincidem .

Para Pohl [26]) -~ singularidade = ndo injetividade. Feldman 110}
trabalha com singularidade = posto nao maximo.
Neste trabalhc, adotaremos a convengao de Pohl [26] e por-

tanto,



1.3.3. DEFINIGAO. f:M — N & singufar de ordem p em x se,

e somente se, tivermos:

dim(prP{f){Tpr) < dim{Tpr} = vi{n,p).

1.3.4. Diremos gue uma aplicacao f :M —— N & nao singular de

ordem p, se ela o for para teodo pontc de M.

§ 4 - Espacos Osculadones - Uma nealizacao de TpM.

N - .
Dada uma curva, H: U—+ R, 0 D-28{M0 25p2CC osculadon

apem xXx €U & p-plano de RN gerado pelos pontos u(x),u(x) +
(), e+ P,

N - . — . . - . .
Se £f:M — R e uma aplicacgao diferenciavel, definimos o

espaco osculadon de ondem p a f em x € M como o subespago de

RN gerado por todos os espacos osculadores a curvas de M que pas-

sam por X .

Consideremos a composicao de cisoes.

w =D, ... D T (RN) — T (RN) {Dada em I.3.2)
p D 1

N
Tp(f) :Tp(M) —_— Tp(R ).



Consideremos ainda a aplicacao

N N _
p: T(R") —— R a-(al,.. ,aN).
N 3
Eoby e (ay+by /e raytby)
i=1 i
a
1.4.1. PROPOSICAQ (Pohl [26], pg. 178). Sefa M uma vardiedade e

£:M —» RV diferenciavel, entdo, pprp(t} :TP(MJ — RY  fova

Tpr sobre o espago osculadon de ondem p a £ em x.

Esta Gltima proposigac nos fornece uma realizacao de TPM. Se
fF: M — RN e tal que o espago osculador a f em x tem dimen-

sdao v(n,p), teremos uma aplicagaoc
pprp(f) :Tp(M) — Fibrado osculador a £

que & isomorfismo nas fibras e portanto {Milnor [25], pg. 153) isc

morfismos de fibrados.

§ 5= 0 Teorema do Mergulhe de Whitney

1.5.1. OBSERVAGAO. Podemos verificar que, para aplicagoes

£ : RY —— RN , £ & singular de ordem p em x se, e somente se,

os vetores



sao linearmente independentes.

N -
Para f:M — R, a singularidade de ordem p em x & carac

(x(x)}, k <

A
o

terizada pela dependéncia linear de ,

8X. .‘tax
i

N

onde x:U — R & uma carta de M x € U.

Vejamos entao alguns exemplos:

1) f:R — R2

t — at+b & ndo singular de ordem 1 mas nao de ordem 2.

2y f:R — RP

t — (t,t ,...,tp} € nao singular de ordem p.

3) f:+R — R2
t — (cos t, sen t) & nao singular de ordem 2,
4) f£:R-—> R° (h&lice)

t —~ (cos t, sen t, t) & nao singular de ordem 3.

5) f:R" — R

2 - -
(xl,xz) —_— (xl,xz,xl,xl,x2,x§)eanao sinqular de ordem 2.
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Grosseiramente falando, uma aplicagao €& singular num ponto,

se ela nao se "curva" o suficiente neste ponto.

Seja f£:M — N uma aplicacdc ndo singular de ordem p . Da

da h:V —s M mergulho, a composta fh:V » M & nao singular
de ordem p (Pohl [26], pg. 179).

Veremos tambeém em 3.7.3 que dada T :RN —— Rk linear inje-

tiva Tf:iM — RE & ndo singular de ordem D .

Um mergulho RN — Rv(N’p)

na¢ singular de ordem p & dado,
como no exemplo 5, por todes os mondmios de grau até p em N va-
ridveis. Como toda variedade M" mergulha em algum RN, do que co-
mentamos acima, toda variedade admite um mergulho nac singular de

ordem p em algum espago euclideanoc. Este resultado pode ser me-

lhorado {Pochl [26] pg. 180):

1.5.2, Teorema do Mergulho de Whitney para Ordem mais alta:-

Toda variedade M admite um mergulho nao singufar de ordem p

om RV(an)+n

Feldwan amplia este resultado em [10] (Teorema 6.2}. Seja
C(M, Rg) o conjunto das aplicagdes diferenciaveis de M em Rﬂ, com

a topolegia c -

1.5.3, 0 conjunto das aplicacces ndac sdingulares de ordem P

£ .Mt — Rv(n,p)+k ¢ abento o denso em C{(M, Rv(n,p)+k) para

k > p.
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§ 6 - Obstrugoes
1.6.1. DROPOSICAO (Feldman [10] Teorema 8.4). Dada £ :M —s RV
nao singularn de oadem p, se N > vin,p) entao existe Np(f) tal

N
e T (M) ® N (f) = MxR .
qu p() p()

Este resultado estende para ordens mais altas, o conhecido
resultado de Hirsh para imersodes, permitindo o uso de classes caracteris
ticas para se detectar obstrugao A existéncia. de aplicagdes ndo singu-

lares de ordem p.

Seja WP M) = W(Tp(M)) a classe total de Stiefel-Whitney .
Feldman ([10] 8.10 e 8.12) mostra que WP(M) = W(M) U W(O°TM) U

VUo... U wWOPTM) e conclui que

vin,p)+n-k

1.6.2, 8¢ f:M — R ¢ uma {mensdo ndo singulan de ox

dem p, entao temos classes de S.W. duais nufas ﬁﬁ—k = .. =

=._.p =
Wn(M) 0.
Para M = Pn, 0 espag¢o projetivo real, temos, Wp(pn) =

(1_+a)v(p,n)+l , (Suzuki [29]) onde o & o gerador do anel de

i

cohomologia H*(Pn,Z2). Observamos em 3.3 gue

vin,p)+l =

e podemos concluir, do resultado acima, que:
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1.6.3. Para p par, Pt =1 e portanto, ndo existe obstrucao
- P n vin,p) x
a existencia de f:P" — R 7. No capitulo 3 mostraremos
que tais aplicagdes realmente existem para qualquer n, e todo p
par.

- (P
1.6.4. Para p Iimpar, Wo(p’) = (L+a) P | Disto decorrem  va-

rias obstrugoes:-

i) Para n = 2 temos:

v{z,p}+1

p? nao imerge p-regularmente em R para

p=8s+5 ep=8s+ 3. Feldman [10] 10.3.

vi{d,p)+3 {Suzuki {291 ).

ii) P4 nao imerge p-regularmente em R
Em i) e ii) temos exemplos onde a dimensao dada pelo Teorema
de Whitney (1.5.3) & a menor possivel para a nao singularidade de

ordem p .

Outros resultados de obstrugoes & existéncia de aplicagoes
nac singulares de ordem p, utilizando classes de Stiefel-Wihtney

ou K-teoria, estao em: Suzuki [29], {30], [31], e Kobayashi [17]}.



CAPITULO II

CURVAS FECHADAS NAC SINGULARES DE ORDEM p.

Inthodugao,

Na bibliografia que consultamos os exemplOS(keaplicagéeS nao
singulares de ordem p sao pouguissimos. Comoe o nosso  propdsito
era o de olhar aspectos geométricos ligados a estas . aplicacgoes
comegamos procurando curvas fechadas nao singulares de ordem o}
em R, Mesmo para p=3, onde 3-singularidade significa torgaoc nula

(2.1.2) as referéncias eram poucas. Observaremos aqui que o Teore

ma dos Quatro Vértices da a obstrugao para a existéncia de curvas

3

com torcao nunca nula em superficies convexas do R™ (2.1.3). Os

principais resultados obtidos neste capituio sfo:-

1) Num toro usual do R3, com raios proporcionados por a> 1,
as curvas do tipo (p,q) sa¢ nao singulares de ordem 3 {tem torcgdo

nunca nula} se, e somente se, (2,2.10):

-2
_.jﬁ%fig;-c a < n2+l , onde n

n -1

i
o

II) Construimos curvas o : S1 — RP nio singulares de »p

para todo p . Para p par, elas sao dadas em 2.3.1. Para p Iimvar

em 2.3.6.

o gl



Ta,

14

§ 1~ Nao singularnidade de ondem 3 de curvas fechadas no R,

Para entender melhor o conceito da nao singularidade de oxr-
3
dem p, comeg¢amos por procurar exemplos de curvas fechadas no R
ndc singulares de ordem 3, E vimos que, ao contrario das curvas
abertas, (veja 1.5.1) tais exemplos ndc eram nada Obvios. A com-
pacidade parece dificultar muito quando queremos "curvar” bas-
tante e com certa uniformidade.

Comecamos tentando curvas no cilindro, induzidas de o : R —
3

_..,..._}.R’
o(t) = {(cos t, sen t, f(t))

onde f @& periddica de periodo 27m. Vemos que neste caso, a condi

géo a', o, a™ linearmente independentes sempre, € equivalente
(por redugac do determinante das coordenadas de a', a", a"') a

f'" + £' # 0 para qualquer t. Sendo f periddica, iste nunca @&

possivel.

Por exemplo, para f£{t) = coszt, induzimos um mergulho
o Sl — R3, com quatro pontos de singularidade de ordem 3,
£'(t) + £" (t) = 0 <= sen 2t = 0 <= t = kn * % .

2
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a(t)=:(COS't,sen't,coszt)

Nos exemplos que tentamos, tanto de curvas no cilindro, como
de curvas na esfera, sempre nos deparamos com pelo menos quatio
pontos de singularidade de ordem 3. E o quatro foi tao ingistente
que nos lembramos do Teorema dos Quathre Verntices e de uma nota em
letra milda ao final da prova deste conhecido teorema para cur-—
vas planas no livro de Laugwitz [21]:
2.1.1."Kneser e Mchrmann (1917) também deram um tipo de teorema
dos quatro vértices para certos tipos de curvas no espago:— Numa
curva fechada no espago, livre de pontos duplos e sobre a super-
ficie~-bordo de um corpo convexo,existem pelo menos quatro pontos

cnde o planc osculador € estacionario.

A primeira prova completa deste teorema estd em Barner, M.

e F, Flohr [4 ]1".

Seja Yy R — R3 tal que p' e u" sejam sempre independentes.



is

Dizemos que o planc osculador a curva (gerado por u' e u") é
estacionaric em um ponto, se a derivada do vetor u' x u" (normal
ac plano osculador) & zero neste ponto.

Por calculos diretos envolvendo as formulag de Frenet em R3,

(para {Vl,vz,va} o referencial mOvel de Frenet,

V3=...H-..|.._..>f._-].'-l_'.:— = -TV2 e T = det[U'rU“:U"'] .
‘UI % ull! iul % U"l2

(Kiingenberg [15})), temos gue para um ponto de p valem as eguiva

léncias.

Plano osculador estacionario <=
Torsao nula <= singularidade de ordem 3,

Ou seja, podemos dar a versao do teorema citado em 2.1,1, no

nosso contexto:-

2.1.3. TEOREMA DOS QUATRO VERTICES. Dada uma curva u. fechada em
R3, u' e u" independentes e py contdda numa superficdie que 2 bor-
do de um corpo convexo, vstc curva terna pelo menos 4 pontos de

singufanidade de orndem 3. (Isto e, de torgdo nulal,

2.1.4. Na definicao dada em Pohl [ 26], os quatro pontos acima sa0
de inffexac, isto & tais que neles temos £' e f" independentes

(nac singularidade de ordem 2) mas £', £", £™ dependentes,
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A ligagao entre o teorema dos Quatro Vértices no espa¢o e sua
conhecida versao no planc j& & colocada, conforme Pohl [27], por
Kneser em [16]:= A pontos de inflexao (torcao nula) de imagem es-

terografica correspondem ©os vértices (k'=0) da curva plana.

Foi a versao 2.1.3 do teorema dos Quatro Vértices que nos lg
vou a procurar mergulhos nao singulares de ordem 3 de Sl em R3 '

"espiralando" no toro.

. 2 3 , -
2.1.5., Consideremos ¢ toro T, usual do R™, chtido da rotagao de
uma circunferéncia de raio 1, em torno de um eixo cuja distancia
. A . = . 2 .
ao centro da circunferencia e a > 1. (Diremos gue T tem raio
maior igual a a e raio menor igual a 1). A curva nao plana
. 2 - . 3
mais natural sobre T e a curva diagonal:- o :R — R, curva

(1,1), dada por:-

al(t) ={a+cos t)(cos &, sen t, 0) + (0,0, sen t).

e



-
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Vamos observa-la quanto a singularidade de ordem 3. Tomemos
a matriz M cujas colunas sao as derivadas o', a",a" expressas na

- 3
base canonica de R”. Calculando, encontramos

det M = fa coszt + 6 cos t - 3a

Portanto, det M = 0 < cos t = f%(~l t /l+2a2).
Observemos que:
i-
i) 0 < ~L + /l+2a <1 , para todo a ,
2a
7
ii) SLodid2a o e 4 s 2
2a
N
113y Shodl¥2al o, - g
2a

Disto podemos concluir que: a curva diagonal do toro tera

exXatamente:—

I) 4 pontes de singularidade de ordem 3, se a > 2 (toros

magros). (Dois na parte interna e dois na parte externa do toro =

- serao todos de inflexaoc (2.1.4)),

II) 3 pontos de singularidade de ordem 3, se a = 2. {Os
pontos correspondentes a + = + % sao externos e de inflexao r
t =1 terd o" = 0 e portanto, além da torcdc a curvatura se

anula).
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I1I) 2 pontos de singularidade de ordem 3, se a < 2 (Toros

gordos). (0s dois sao externos e de inflex3o).

Assim sendo, a curva diagonal sempre (para todo a) tem sua

torgao anulada em algum ponto.

2.1.6. Finalmente, podemos obter uma curva fechada nao singular de

3 .
ordem 3 em R™, a partir de curvas {(1,2) no Toro, como veremos.

Seja o : R ——r R3 , dada por
a{t) = {a+cos 2t} (cos t, sen t, 0} + (0,0, sen 2t}

Esta curva descreve 2 voltas no sentido vertical do toro, en
quanto descreve uma no horizontal. Observamos sua singularidade e
vimos que ela & ndo singular de ordem 3 {(Torgdo nunca nula) se,
e somente se, 3 < a < 5, Os calculos gue fizemos para esta curva
puderam ser estendidas para curvas (l,n} no toro (proposicao

2.2.10).
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§ 2- As curvas (1l,n) sobre o fLoro.

Continuando o estude gue fizemos para a curva diagonal e
curva (1,2) do toro, vamos considerar agora a curva (1,n) sobre

3 . . .
o toro usual de R™, com raic maior a e raio menor 1, a > 1.

Esta curva da n voltas no sentido vertical, enguanto da uma
volta no sentido horizontal do toro. Em coordenadas cilindricas

ela e dada por:

(n
il

a + cos nd

]
i

sen nb

Em coordenadas cartesianas:

2.2.2 alt) ({a+cos nt)cos t, (a+cos nt)sen t, sen nt),

ou ainda,

2.2.3 a{t)

(a cos t~+% cosintlit + % cos{n-1)t,

A sent-k%‘sen(n+l) t-—%—sen(nnl)t, sennt)
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A curva (1,3) no toro:

a(t) =(a+cos 3t){cos t, sen t, 0} +sen 3t(0,0,1).

vamos estudar a nao singularidade de ordem 3 (condigao de
torgac nunca nula) de a. Para isto vamos calcular a matriz dos ve
tores —derivada o', a" e ¢™ em relacao a um conveniente referen-

cial. Por causa da expressao de «, mais simples em coordenadas
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polares, escolhemos um heferencial movel; {vl(t), v?(t), v3(t}} ;

vl(t)

(t)

I

{(cos t, sen t, 0)

(=sen t, cos t, 0)

v3(t) = {0, 0, 1)

Assim, podemos expressar

2.2.4 a(t) = r(t) vl(t)-+sen nt v3(t} , onde

r{t) = a + cos nt.

Temos portanto, as derivadas:-

r'v. + rv, + n cos nt v

1 2 3
(r"-riv, + 2rty,. - n2sen nt v
1 2 3°
3
mo_ ' n o_ -
(r 3r )vl + (3¢ r)v2 n” cos nt v,

Tomemos a matriz que tem por colunas as coordenadas de a',

rn

O e .

m

em relacac ac referencial movel {Vl'VZ'V3}'



M(t)

=N s5en

(atcos

n cos

Operando com

- =n sen nt

cos nt

nt

nt)

nt

L-equivaléncia na matriz:-

{a + cos nt)

-a"(n2+l)cos nt

-2n sen nt

—n2 sen nt

—a—(n2+l)cos nt

-2n sen nt

-n sen nt

23

.

n(n2+3)sen nt

—a—(1+3n2)cos nt

3
-n cos nt N

3n sen nt

a(nz—l)—(l+2n2)cos nt

. “o . a .
Operando novamente por L-equivaléncia na 1- coluna e depoisg

na 2E linha:-

n

2+2

3

(azcos nt)

cos nt

?a-(n2+l)cos nt

-n sen nt

3n sen nt

a(nz—l)—(l+2n2)cos nt
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det M

n det N =n det G =

n[-—(nz—l)cos3nt+2a(2n2+1)cos2 nt +

+ (2n2(n2+2)-a2{n2—1))cos nt -~ anz(n2+2J]
2.2.5. Verificamos assim, gue a condigao de dependéncia linear en
tre as derivadas a', a" e o" da curva {1l,n) sobre o toroc de raio
mencor 1 e ralo maior a, se traduz como zeros do polindmio.
2.2,6, P(x) = -(nz-l}x3 + 2a(2n2+l)x2 +

+ [2n2(n2+2)-—a(n2—l)]x - an2{n2+2)

onde X = cos nt.

Facamos pols, um estudo deste polindmio.

2.2.7. Observamos que

P(0} —4a2n2(n2+2) < 0 , para todc n e todo a.

]

2.2.8.  P(L) = (1-n9)a’+ (-nZ42n2+2)a + (2n° + 3n2+1)

e portanto, como n2 > 1,



25

2
P{l) = 0 , para a = w(n2+l) e a-= 2%3+l
n -1
2 2n2+l
P(1l}) > ¢ , para -(n +1) < a < >
n—-1
2n2+1 2
P(l) <0 , para a > 2' ou a < =-(n"+1)
n -1

2

2.2.9. Pl = (n°-1)a’ +a(n?+2n%+2) - (3n2

+2n4+l) e portanto, tem

ralzes opostas as ralzes de P(l):- '

- 2

P(~1) = 0 , para fi=n2+l e a =_i§%_iil

' ' n -1

2 (2n2+1)
P(-=1) >0 , para a >n+l e a < - St

n -1
—(2n°+1) 2

P(-1) < 0, para —% = <a-<n +1

n =1 )

Como a > 1 (raio maior do toro), concluimos gue:

2

i) Para a S_Zn +1 ; temos que P{xX) tem uma raiz entre ¢
n -1
e 1, ou seja, existird um valor de cos nt que anula P(x). Para

0s valores de t correspondentes teremos singularidade de ordem 3

(torgao nula) da curva a.

ii) Para a > n2+l, teremos um valor de cos nt entre -1 e 0,
anulando P{x)} e portanto, torcdo nula da curva o nos valores cor-

respondentes de t.



Finalmente, nossa Ultima etapa sera mostrar que se

a nao

estiver nas condigles i) ou ii) acima, a tor¢do de o nunca se

anula.

Para isto, olhemos o crescimento de P(x).
P'{x) =0 para

da(2n%+1) - /& _ _4a(2n+1) + /B

6 (n-1) 6(n-1)

onde A > 0.

X, € um ponto de minimo loecal e %. & um ponto de

1

local para P({x).

2

Notamos ainda gue X, > 1.

Aggim, para

como temes P(-1}) <0 e P{l) < 6 , podemos ter:

maximo
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>

i) Se X, < -1, P seras crescente em [-1,1], e se Xy > 1, P

sera decrescente em [-~1,1] . Em ambos os casos teremos P sempre ne

gativo neste intervalo,

ii) Se =1 < Xl

no intervalo [~1,1] e sendo 3% de minimo, o valor maximo de P

< 1, teremos um unico ponto critico para P

sera assumido num dos extremos e sera ainda negativo.

2
. ! R 2n"+ 2 - =
Concluimes assim que a condigao _Ei_l < & < n '+l e necessa-
n-1

ria e suficiente para gue P(x) nunca se anule entre -1 e 1 e por-

tanto, (veja 2.2.5) podemos finalmente enunciar a proposicao:-

v
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2,2.10. PROPOSICAO. Se¢ja o a cuirva (i,n), n € N, n > 2, sobre o

toro usual de raio maior a e menon 1,
a{t) = {(atcos nt) (cos t, sen t,0) + sen nt(0,0,1)

a sera nae sdingufan de ondem 3, (tera tongdo sempre ndo nula) se,

e somente se TLAvermcs a helacgdo:

2.2.11. COROLARIO. Seja um toho no R3, cufas proporcoes entre os
nadios maiorn ¢ menor Aeja a, b possiveld encontrar n tal gque a cuhr-
va {1,n) neste Zoro seja nac singularn de ordem 3, se, ¢ Asomente

s¢ a > 2 (Tornos maghos).

O resultado segue da proposigao anterior, se observarmos que

2n2+l
guando n > +«, temos, 5 2
n ~1l
e n2 + 1 — 4+

Além disto, a nao singularidade de ordem 3 & claramente in-

variante por homotetia.

OBSERVAGCAO. Na proposicao anterior e corolario, tudo continua va-

lido, se permitirmos que n :eja real, n2 > 1. Para n2 =1 temos
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a curva diagonal (ou sua simétrica) cuja torgdo se anula. Para
2

n < 1, teremos sempre singularidade de ordem 3 na curva {(P(0) <0

e P(1) > 0,{veja 2.2.7 e 2.2.8).

Quando tivermos rv=§ racional, teremos as cuavas simples fe-

chadas (g,p) no toro. - l(que faz p voltas no sentido ventical en-

quanto faz q volias no sentido horndizontal),

Olhando novamente para a desigualdade da proposigao 2.2.10,
vemos que a condicao de existéncia de uma curva (g,P) em algum

toro, esta condicionada a que

2

_.%n_.t.].'._ < n2+]_ ‘ n = 2
2 - q
n-1i

Esta desigualdade s se verifica para n2 > 1 + V3, ou seja

1§ |>v/1 + V3 . Temos, assim o corolario:-

2.2.12. COROLARIC. Exdste uma cuhva do tipo (qg,p) em algum toro

usual do R3, 42, ¢ domenie se fiveamos (%)2 < 1+ V3 .

2.2.13. Como ja comentamos, as referéncias sobre curvas fechadas

3 - ~ . . . .
em R™ com torgao nuca nula sao minimas, pelc mencos na biblicgra —
fia que procuramoes.

Em Barner e Flohr [ 5], pg. 60, @ citada como condigéo sufi-

ciente para a curva (l,n) do toro ter torgdao nao nula a < n” + 1;
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O gue nos leva a crer gue a outra desigualdade nao era conhecida

no que pesquisamos.

M. Freedman trata em [12] de 1980, sobre n(a), o nimero de
planos que sao triplamente tangentes a uma curva com torgao nun-
ca nula. A Unica referéncia explicita 3 tais curvas aparece no
exemplo 3, onde a curva (2,3) sobre um toro com meredianos e para
lelos convenientemente proporcionades, & citada como sendo de tor

¢ao nunca nula & tal que nla) = 2.

Se olharmos sd a desigualdade dada em Barner e Flohr [5 71 ci

tada acima, & claro que istc seria possivel. No entanto como
P r

(%)2 <1+ V3, por 2.2.12, a curva (2,3) em qualquer toro usual

tera sempre pontos de torgao nula. Do gque examinamos, acreditamos

que a curva (1,3), num toro com a=4¢ satisfaz nfo) =2 e COmo

vimos, (2.2.10) sua torcao nunca se anula.

§ 3- Construcao de curvas fechadas em Rp, nao singulones de ondem p.

Para p par, existe um modo natural de se dar aplicagoes

Sl — RP  ndo singulares de ordem p:- sac as curvas de tipo

(1,2,...,2) no toro chato Sl A de RP:.

2.3.1. PROPOSICAC. Sefa £ : R — rR?  dada pe f£(t) = (cos t ,

, sen t, cos 2%, sen 2t,..., cos kt sen kt) f {induz um mergulfho

£ . Sl — R2k nao singulan de oh' a p=2k.
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Dados dois pontos da curva £, existe um isomorfismo 3somé-

. 2k
trico de R que leva a curva nela mesma e um ponto no outro. Co-
mo a nac singularidade de ordem p & preservada por composicdo com
isomorfismo (veja 3.7.3), se verificarmos esta condigao para um

ponto da curva, ela estara verificada para todos.

Verifigquemos para t = 0., A matriz M, formada por vetores

£ 00),...,£P) o) a:

r— e

0 -1 (-1y K12k

1 0 . . 0

0 Y -1y 1,2k

M:

2 0

0 k2 0

k 0 (-1) K" 12K

Por conveniente troca de linhas e cclunas e multiplicacao

das colunas negativas por -1 , obtemos
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— .
1 1
22 2k 0
M' _ . L]
2 2k
1 1
. 2kl
0 ) .
] . k2k—l_J

k-1 5 5 o
[ = (i+1)7 = 17)] (Determinante de
i=1

1

e det M = (-1 det M .

Vandermonde) . Portanto det M # 0 e entao, £ & nac singular de ordem p.

2.3.2. Observamos que a aplicacao anterior & obtida da restrigao
a Sl de

gsC —> Ck , dada por g(z)=(z,22,...,zk)

(compare com 1.5.1),

2.3.3. OBSERVAGAO. Com os mesmos argumentos da proposigao ante-
2k

rior, mostramos que f:R —> I ,
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f(t}==(alcosla t, a senkﬁ_t,...,akcoslﬁit, aksenlﬁit) '

1 1

ay A0 e bj £ b£ para j # &, & nao singular de ordem bp.

Se bj for racional, j = 1,...,k, f induzira um mergulho

1

£:8 —mr Rzk, nac singular de ordem p, no toro chato Sl(al) x

X wee X Sl(akJ.

~ . 1
0s mergulhos nao singulares de ordem p de 8§ — Rp, para
p Impar, nao sac dados de modo tao natural, como ja vimos para
p = 3. Vamos construi-les, a partir das curvas com torgao nunca

nula dadas em 2,1.10.

2,3,4, EXEMPLO, Um mergulho £: Sl-—-+ R5, nae sdngulan de ordem 5.

Sseja f£:R — R’ , dada por :

f(s) = {a,({t),a,(t),a, (t), cos mt, sen mt) .
! 2 3\ ,
T AV

o (t) u(t)

f sera nao singular de ordem 5, se, e somente se o determinante

(5)

da matriz M formada pelos vetores coluna, £',...,f for sem-

pre diferente de zero.-
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ol a" am™ 0t(4) 0!.(5)
M =
! a" a™ U(Q) U(S)
Como u! = - --lj um ' n" = - % u(4) e u™ = _iz U(S} ,
m m m

utilizando linha-equivaléncia nas trés primeiras coluna temos:

— —_

o' ___1_2 ot o ____17 0!‘(4) o™
m m

det M=det

3Ix3

Portanto det M # 0, ou seja £ o nac asdngular de orndem 5

3 _
be, e somente se mza-a" : R —= R™ {or nao sdingufan de orndem 3.

Com isto, reduzimos ncsso problema a encontrar o tal gue
2 . . .
B=m"c -a" seja, por exemplo, a curva{l,2) sobre o toro com raic maior

a, 3 <ax<?5, isto e (de 2.1.2 e 2.1,10)
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B(t) = ((a-!'%)cos t+—§- cos 3t, (a—-J;-z'—}sent+ % sen 3t, sen 2t).

Procuremos
.a(t)==(A cos t+B cos 3t, C sen t+D gen 3t, E sen 2t)
tal que m2a-u“ = R. Notamos que esta condigao estard satisfeita,
s€.
A(mz-lJ = a + %

D(m2—32}

H
B b

it
—
L[]

E(m2—22)

Portanto, como para m # * 1, m # £ 2 e m # * 3, encontra-
mos A, B, C, D, E nao nulos, satisfazendo as igualdades acimay
& gempre possivel, nestas condig¢ces determinar o e consequentemen
te f.

Por exemplo, para m =4 e a = 4, o sera uma curva de tipo

(1;2) num toro eliptico, e obtemos a aplicac¢do ndo singular de or-

dem 5:-

f:R »~+ R ; £{t) (a(t), cos 4t, sen 4t) ,
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a(t)=*(f% cos t-kf% cos 3t, é% sen t-kiL sen 3t,

12 sen 2t)

L
12
f induz um mergulho £f:8t —wr® i singularn de orndem 5.

Este exemplo nos motivou a construgac de aplicacbes f : st—r

— R2k+l, ndo singulares de ordem p = 2k+1.

2.3.5. LEMA. A apficag¢ac f:R — p**?

, dada por f{t) = (o(t) '
cos mt, sen mt) e nao singular de ondem 2+2 se, e somente se

2 = .
ma=-a" t R ——> RR nao singulan de ondem 2.

Para u(t) = (cos mt, sen mt) temos, a relagac entre as deri

L&) ;% L (k+2)

vadas: — para k=1,...,%. Assim 0o procedimento

do exemplo 2.2.4, pode ser repetido e obtemos esta extensiao  da-

quele resultado,

2,3.6. PROPOSICAO. Para p=3+m<(’mi-umionaahnazing, m, £+1, +2,+3,
3

ex4iste y: R —+ R, p(t) = (A cos t + B cos 3t, ¢ sen ¢t +
+ D sen 3t, E sen 2t) taf que £(t) = (u(t), cos mlt, sen mlt;“.,
cos mt, sen m t) induz fegt — RP mergulho nao singular de or
dem p.

Vamos demonstrar por inducaoc. Para k = 1, a validade da pro

posigao & dada no exemplo 2.3.4 . Vamos supor a nossa proposicao

valida para k = f. Do lema anterior g :R ——~ R3+2(£+l), g(t) =

= (B{t), cos m,t, sen mlt,..., cos m sen m & nao

g1

1 £+lt’
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singular de ordem 3+2(f+l) <= sua projecac h nos primeiros

3+25 fatores, for tal que, m§+lh-—h" : R — R3+2£ seja nao sin-
gular de crdem 3+2¢.
2 " 2 " 2 2 2 2
(mlh h J(t)-(m£+18(tJ-B (t),(m£+l—mlJcos mlt,(m£+l—ml)sen mlt,
2 2 2 2
ree oy (m£+l-ml)cos mﬁt,(m£+l—ml)sen mgt).-

temos entao, m2 h - h" nao singular de ordem 3422 <= 'mf+l # m?,

1
para Jj = l,...,% &

— 2 - H
y(t)—(m£+lB(t) g" (t),cos mlt,sen mlt,...,cos mgt, sen mit)

nao sinqular de ordem 3+42%.

Como temos, da hipdtese de indugao, a existéncia de uma apli
cagao, nao singular de ordem 3+2% , x{(t) = (a(t), cos ml(t),...,
, Ben mﬁt), para concluirmos nossa proposicao, basta ver que a
equacaoc

W wlas e -

tem uma solucao f do mesmo tipo que o .

Consideremos J, conjunto das curvas v ! R —— R3, dadas

por,
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y{t}) = (A cos t+B sen3t, C sen t+D cos 3t, E sen 2t),

com A, B, C, D, E nao nulos. (Podemos nos restringir a B = D).

Dada ¥ € J, a equagéao

2
m v + "

it
-

=
“H
1+
.
=

“H
H
xS
=
“H.,
I+
e

sempre tem solugac v que denotaremos funcionalmente por vy =[m] {a)

vwt) = (_%__ cos t4-H—§E~§— cos 3t, ;: sen t + ~h72m§wsen 3t,
m—1 (m™=37) m -1 (m™=37)
. = san 2t)
m2—2

A}

Portanto, a solucao B para (*) & dada por E( ) (@), con-

Mo+t

cluindo nossa prova.

2.3.7. Notamos entao que, nesta linguagem, uma aplicacdo M satis-

fazendo 0 enunciado da proposigao 2.3.6 pode ser dada por:-
M = [mk][mk_l] . [mlj(a) ,

onde o @ a curva (1,2), no toro do R3 de raios 1 e 4. {(veja 2.1).

L serda uma curva (1,2) num toro eliptico.
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§ 4 - Cunvaturas de ondem mais alfa

Vamos introduzir a nogac de curvaturas de ordem mais alta de
uma curva em Rp, e relaciona-la com a singularidade de ordem p.
Referéncias para cs conceitos que se seguem sao Gluck [ 13] e
Klingenberg [15].

Seja ot I —+ Rn, uma curva tal gque para tedo t € T, os
vqtores af,...,a(n_l) sao linearmente independentes. Construimos

a partir destas derivadas, relo processo de Gram-Schmitd um refe-

rencial mdvel ortogonal El""'En—l' Ei==Ei(t). Tomamnos entao,

v, = r Para i =1,...,n-1 e En==vn vetor unitario de

n . ~ -
R tal que: {vl,...,vn} tenha sempre orientacao positiva.

0 referencial mdvel vireen,v} & denominado #efenrencial de

Frenet da curva .

A i-esdima curvatura de o & definida como a fungdo

(v!,V, )
K, = 2 Al , i=1,...,n-1
lo’ |

Para i =1,...,n-2 , ki > 0 e estas curvaturas também po-

dem ser calculadas por

(Eienl

k. =
BEE

i . {Gluck [131)

1!

v
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- - n
Temos tambem as <¢cuacoes de Frenel para curvas no R, com as

primeiras n-1 derivadas sempre independentes. (Klingenberg [15]) .

la forma matricial:-

v! 0 k 0 .... 0 v _W
1 1
2.4.1- " ‘ 1 "'kl 0 kz - O -
- = a'
. 0 -k2 0 .. 0 .
v! kn—l v
n 0 0 ...-k 0
n-1
[ _ g A - -

- 3
Queremos observar um fato analogo ao gue ocorrz no R onde
g 1 '

a singularidade de ordem 3 & equivalente a torsao nula, (2.1).

n . .
Dada uma curva o em R como acima, vamos eXpressdr S5uas deri

vadas em relagao ao referencial de Frenet como uma matriz e

cal-
cular sau determinante.
Temos inicialmente,
a' =o' - vy donde
a" =o' [T vy Ffat] svy = et vyt ]a'|2 kv, (De 2.4.1)
a =o' " vl4']a'|"vlﬁ-2!a' cla”|! klv2~P]a'j kiv2+
+ ]a'[z k,v!

1Vy + Ou seja,
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1] 1 n ooy 3 2
o fo'] vyt i+ ot kik,vy
(n) v {n-1) (0 n=1 _n-2 2
= + - . -
o lat | vy + o' Ky Teky Tl ko otk
' {(n)

A matriz das coordenadas de a',...,d em relagao ap re-

ferencial de Frenet & portanto triangular e seu determinante:

(n)

det [a',a",...,0 1 = |o' - k

Temos entao:-
- n ' (n-1)
2.4.2. OBSERVACAO. Dada uma cuiva a: I —+ R, com a',...,qa
Linearmente independentes, entao a ¢ singular de orndem n num pon-

1o se, ¢ somente s¢, kn—l se anufa neste ponto.

2.4.3. Uma classe especial de curvas ndo singulares de ordem p em
rRP & a das gue tém todas as curvaturas constantes. M, do Carmo
e J.L. Barbosa mostram em [ 3 ] gue tais curvas sO podem ser dadas

com umg conveniente escolha de eixos, por:

i) para p par, p = 2k
a(t}==(alcos blt’ a.sen blt reews @ COS bnt’ a_sen bnt)

1

& & geed@sica num toro chato (compare com 2.3.2) .
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ii) para p impar.
B(t) = (a(t), at + b) , onde o & como em i).

As curvaturas serao nao nulas se bi # bj (2.3.2) e a # 0.

Naoc existem pois, curvas fechadas com curvaturas constantes

nio nulas em RY, para p lmpar. Isto & um argumento de porgque, para p Im

par, nao encontramos curvas "naturais” ndo singulares de ordem p.

2.4.4, O estudo de nao singularidade de ordem p parece-nos muito
rico, mesmo para curvas, particularmente nos aspectos ligados ao
Teorema dos Quatro Vértices, suas extensoes e resultados a ele
relacionados. Neste sentido pretendemos continuvar trabalhando .
Acreditamos que um estudo mais aprofundado de trabalhos como c©s
de Barner [4 ], Barner e Flohr {5 ], Thorbergsson [32] e Pdhl

[ 27] , nos trarao muitos clementos para a analise.
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§5- A procura de uma aplicagde do Toro em RS, nae singulan

de ondem 2.

Num capitulo sobre curvas, temos aqui um parigrafo-agregado.

Consideremos uma variedade M2 de dimensao 2. Se uma aplica-
cao f :M2 —_— Rk & nao singular de ordem 2, entdo k> v(2,2) =5,
Sabemos do teorema de Whitney {l1.5.2}) que existe tal aplicacao
para k¥ = v(2,2) +2 = 7. Nosso problema & descobrir gquais varieda-
des compactas de dimensao dois admitem £, nao singular de ordenm

2 5

2, f: M° — R {k minimo) .

No capitulo 3, veremos gque M = 5% ou M = P2, admitem tal

aplicag¢ac (aplicagao de Veronese). Aqui vamos abordar este proble

ma para o toro:-

5 .- N -
2.5.1. Existe £ :T2 — R?  nao singulan de crdem dois?

Nao conseguimos ainda uma resposta a este problema. Os resul
tados que se seguem saoc o resume da algumas abordagens, e dao

idéia da forma como o temos atacado.

Vamos comegar com um exemplo que da de modo natural uma apli

- 6 -~ . .
cacac do Toro em R°, nao singular de ordem dois.

2.5.2, EXEMPLO. £ :R2 — RG, dada porn f£{(s,t) = (cos s, sen s ,

. e 2
,cos t, sen t, cos (s+t), sen(s+t)) Lnduz wum mergulhe £ :T7 —— R6

ndo singulan de cndem dods.
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A verificagao deste fato & imediata. B matriz M cujas co

6x5"
)
lunas sao as derivadas parciais de f até ordem até dois tem clara

mente posto 5, em todo ponto t .

-

E interessante observar que, f pode ser dada como a res-

tricao a stx st ae

F: mz —_— ¢3 dada por

F(zl,zz) = (z 7z

1r 2!

(compare com 2.3.2), onde @ & o corpo complexo.

2.5.3. Observamos que a aplicacdo f de 2.5.2 & substancial, isto
&, sua imagem nac estd contida em nenhum hiperplano. Suas projecoes
candonicas no RS, sao singulares de ordem dois em exatamente duas
curvas do Toro.

1

2.5.4. Notamos que %(Tz) C S ><Sl><sl><85(/§). Seria natural poxr

tanto, verificar se

mf :T2 — R5 '

onde 1 & a projecac esferogrdfica, & ndo singular de ordem 2. Atra
vés de cdlculos envolvendo um conveniente referencial mbével, pode
mos concluir que 7wf dedxa de sen nao singular de ondem dods ape

nas nas curvas cos(s+t) = 0. Todos os pontos destas duas curvas



45

serdo de {nffexdc (conforme Little [23]) para 7f (compare com 2.1),
no sentido de que a dimensao do espago gerado pelas derivadas de

ordem até dois de nf & quatro (cai de 1).

Observames que estes mesmos resultados valem para pf, onde

6 o R .~ -
p:R — R € a prejecgad canonica.,

Qutra forma com que abordamos o problema 2.5.1, foi a analo-
gia com construcac das curvas nao singulares (2.3). Obtivemos, nes-
te sentido, algumas respostas nao:-

2.5,5, Analogamente ao caso das curvas, nao existe f: Slxsl—~+ RS,
ndo singular de ordem 2, que seja do tipo grafico. Isto &, dada
f(s,t) = {cos s, sen s, cos t, sen t, h(s,t)) onde h & periddi

ca de periodo 27 em s e t, f & singular de ordem 2 em algum ponto.

2.5.6. Tentando proceder por redugaoc, (como em 2.3.5) e baseados
em 2.5.2, procuramcs determinar se existe o : R2 -— R3, periddi-
ca a 2rem s e t, I: R2 — R5 . fis,t) = (als,t), cos(s+t) ,

sen(s+t)) nac singular de ordem dois.

. , - . . . 2 3
Verificamos gque isto SO ocorreria se exigtisse 8#: R — R
. 38 93 .
periodica em s ¢ t com §, e e o sempre independentes. Nes-
- . m~ ~ 2 3 o~
te caso, teriamos uma imersaoco R : T° —= R™ com B sempre trang~

versal ao espago tangente. Geometricamente, sentimos que isto nao
é possivel., Mostraremos isto formalmente, num ¢asc mais geral, em
3.8.3. Portanto, nao existe uma aplicagdo f, naoc singular de or-

dem decis, do tipo acima.
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2.5.7. Também tentamos obter f :'I'2 —— R5 nao singular de ordem
dois e f(Tz) contida em toros 'I‘3 com raios diversos. Obtivemos

novamente exemplos de mergulhos singulares em duas curvas. .

Conseguimos obter uypa aplicacao g T R que sd dei-
xa de ser nao singular na curva diagonal do toro. Esta aplicacio
fol inspirada na de Veronese dada no capitulo 3:

1 1 5
g:5 3 - R3 o R3 Z R

Ll

(u,v) — {u,1l) o (v, 1}

Mas, nenhum dos pontos singulares de ¢, dados por u=v, &

] 2 2
de infexao. (Veja 2.5.4), pois, al temos 3L _3f LB f_ 3 f
s 3 852 3t2

Verfificamos também, que a identificacdao de pontos de mesma
imagem, por esta aplicagao, induzirad um mergulho da faixa de

5 -
Mobius em R, nao singular de ordem dois, exceto no bordo.

2.5.8. Uma sugestao do Prof. Francesco Mercuri € a seguinte: NZo

. . . ~ - . 5
devem existir aplicagoes nao singulares de ordem dols, f: T2~*>R,

. 2 4 - . - .

e tais que f£(T) € § . O argumento & de que tal imersao teria
- 4 ~ . ~ .

que ter curvatura normal nao nula em § . E entao, isto nac seria

possivel, pelo resultado de Asperti [2 }: Se existe uma imersao

2 4 - ~ 2 2
gt:M —» 8 com curvatira normal nac nula, entao M =5 ou

2 ~
M2 = P . Na pressa de :oncluir este trabalho, nac pudemos estudar
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0Ss conceitos dados em Asperti | 2] e Little [23] , nem concluir

com seguranca pela afirmacao acima. Pretendemos verifica-la.



CAPITULO TIIT

A VARIEDADE DE VERONESE DE ORDEM p -

CONSTRUCAO DE APLICACOES NAQ SINGULARES

§ 1-1Introdugdo

Os conceitos que introduzimos aqui sao uma extensac do que

sdo apresentados em Little [23) e Little e Pohl [24] para segunda

ordem.
+ +1 -
Consideremos Rn+l o R" 1 o ... o RY o p-es5imo produto
: I : n+1 . -
tengorial simetrico de R e a aplicacao:
n+l +1 n+’ n+l DN+
Xx:R — R" 0 R L 0 ... 0oR . O" R L
v ——vP=vovo...ov

T = n .
Como veremOs no gque se segue, a restrigaoc de x a esfera § &

_ ~ - ‘ Rl
uma imersao. Além disto para p 1impar, x| S

& um mergulho e pa
ra p par, x| 8" induz um mergulho do espaco projetivo RP". A ima-
gen x{Sn) sera denominada variedade de Veronese padudo de ondem
p ¢ dimensao n.
Atraves da aplicagao x, e de um isoformismc isométrico  de
n+1

OpR em R, onde N = vyi{n,p}l+l, construimos aplicaQGes nao sin-

gulares de ordem p, obtendo os seguintes resultados: (3.6).

PROPOSICAC 1. Para p pan, existem uma imensdo de 87 e wum meagulho

. n -~ 4 . ~ - . -
de Rp , nao sdngulares de ondem p, na dimensac mindima possived:-
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gh c Rv(n,p) e rP® C Rv(n,p)
nao singular nao singulaxr
de ordem p. de ordem p.

PROPOSICAC 2. Para p {mpan, exisite um mergulho nao singular de on

dem p de S" em gV (PP

Além disto, as imerstes e os mergulhos dados nestas proposi-

- ~ . . - n
¢oes, sao restrigoes da aplicagao de Veronese de ordem p a &5,

s . n
com respectiva passagem ao quociente no caso dos mergulhos de RP,
Isto permitirad expressar estas aplica¢oes nao singulares de ordem

p da maneira mais natural possivel, ou seja suas coordenadas se-

rao dadas por todos os monOmics-padrao de ordem p:-

x: ROML ., oPpPtL o RN

_ p D p
Ve vp = (xl""’xn+1’ VD Xl xz,...,

Ll

(XyreensrX q) i i
1 n+1 , S x l‘. % n+1

i1 "n+l

onde M, = : ’ 114-...4—1n+l = p

Como ja comentamos em 1, existem calculos mostrandce casos de

R\J(n,p)

~ . = n -~ .
cbstrugoes a imersoes de RP em nao singulares de ordem

p, p Impar. Vamos agqui que para p par, o mergulho nao gingular
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e ordem p sempre € possivel.

Como resultado derivado do que & essencial na prova das pro-

posigoes anteriores obtemos ainda.

n n+k

PROPOSICAOQ 3: Dada uma imensde (mergulhel p: M —— R, que

sefa sempre thansvernsal ao espagoe tangentfe, Lsfo ¢, tak  que

P, g%i,...,g%L sefam sempre Linearmente Lndependentes em Rk, en-
n

tac a composta Xy e M —— OPRYX G uma imersdo {mergulhao) nao

singulan de ondem p. {3.8.1).

N onde

. ~ n

Para k » 1, obtemos imersoes p-regulares de M em R

N > vim,p)+m e portanto em dimensoes maiores que a garantida pelo
teorema de Whitney, generalizado. Neste caso, a proposigao sd &

interessante por termos uma forma explicita para estas aplica¢des.

Para k =1 e M compacta mostramos a Proposicao 3.8.3

gque a unica possibilidade de se satisfarzer a hipdtese da proposi-

~ - m - —
cao 3 e termos M = S, & al nao acrescentamos nada de novo aos

. . -+
resultados anteriores. Ainda para k = m+l e M = g" L><R obtemos
exemplos (3.8.5) de aplicacoes p-regulares dos cilindros em dimen

- . . :
sa0 minima possivel.

Mostramos ainda para k = 1, uma reciproca de proposicao 3
{3.8.2).
Em 2.9, damos um relaciocnamento entre nao singularidade de

ordem dois e a propriedade dos dois pedagos.
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Em 3.10.1, mostramos que a aplficagao de Veronese padrac com-
posta com uma homotefia ¢ uma {mersdo isometrica x . No caso o)
par mostramos que a isometria induzida x, nos da uma subvarieda~

de E(Pn) de Sv(n,p)—l(a)’ cujas geodesicas sao curvas do tipo

(1,2,..., g\ num toro chato Sl(al) X ... X Sl(aD). No casc impar,
2
temos x @ Sn _ Sv(n,p)(J;) isometria e a subvariedade X(Sn)
X = X

tem por geodésicas curvas do tipo (1,3,...,p)} num toro chato de

Rv(n,p)+l

o
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§ 2~ As vaniedades de Veronese de dimensac 1 e 2 ¢ oadem 2.

Antes de estendermos o conceito de variedade ds= Veronese, va

mos chservar os casos n =1, p=2 e n=2 , p=2 (Verone-

se classica).

3.2.1. Consideremos

[
J
2

XxX: RT —— F; o R

V ——e VOV

— 1 = . . =
A restricao x| s nos dara a variedade de Vercnese padrac

de dimensdo 1 e ordem 2. Conforme veremos em 3.3.1, existe um iso

. . o 2 2 3 . A -
morfismo isometrico entre R o R e R7, e com esta identificacgao,

x(v) = x(x,,%,) = (xi,xg, V7 ox %),
e portanto
X(Sl)C H ,
hiperplano de R3 dado por uy tou, = 1. Temos também x(Sl) C 82.



Além disto se Tu: R3 — R3
u = (- %, - %, 0) e T & a rotagao
2z ) 0
2 2
72 2 0
2 2
0 0 1

temos que a composta TTux :Sl—«+ R3

sen t)}) = L (cos 2t, 0, sen 20).

)

53

& a translacgao dada pelo vetor

dada pela matriz,

& dada por, T(Tu(x(cos t
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- ~ . . S
Portanto, x: Sl — R3 e uma imersaoc cuja imagem e 35 (J;):

V2

, -, . 1 .
circunferencia de raioc —, (no plano u, +u, =1} percocrrida duas

/o 1 2
vezes (grau 2). Como x{v) = x{w) <= v = * w, x induz um mergu-
1ho de P1 =z S1 em R2
. _ 1 1 3 . . . -
Temos ainda que x = -~ x:8  — R° & uma imersao isometri
%)
1, _ 1,1
ca, como veremos em 3.10 ¢ x{(57) = 8 (5).

Uma aplicagao de Veronese (veja definic@o 3.7.1) de dimensao

1 e ordem 2, p, sera obtida desta x padrao composta com isomorfis
~ e cw - . = 1 .

mo de R3. Nao €& dificil ver gue | sera uma imersao de S numa elip-

se percorrida duas vezes.

3.2.2. Vamos observar agora a variedade de Veronese classica (de

dimensac e ordem 2}.
Seja

X:R — R 0OR

YOV

il
<

aplicagao de Veronese padrao de dimensao e ordem 2.

o

6 . , - .
Como veremos em 3.3.1. RB O R3 = R (isomorfismo iscmetrico}
e com esta identificaga -,
¥ (X, , ¥, X% )=={\c2 %2 x2 V2 ow. X V2 XX VE ®. X,
1772773 B A A T2t 1737 273

I N A e N B e
FLJ R S T A I

PIRLIOTECA CENTRAL
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x:8 —% R é tal que
2 5 6 - .
x{8} c Hn 8 , onde HC R & o hiperplano dado por ugtu,tu,=
= 1., Notamos ainda que H N SS = 846/%) {esfera de raio
/%), x{v) = x{w) <= v =*+tw e portanto temos ¢ mergulho

x: B2 —n S4G/%). Veremos em 3.6 gue esta aplicacdo & nac singu-
lar de ordem dois.

Além disto se T,:R —> R6 & a translacgac de v=- %(1,1;

6 6

,1,0,0,0) e T:R » R & a rotagao dada por:-

] vZ o /2 /2 |
w1 2 -1 0
(T] = -3 0 -/3
1 0 0
0 o 1 0
0 0 1J
2 6

T

temos que TTVx : 57 — R dada por TTvx(xl,xz,x3} =

2 2 - —
= (0, J;(ng-xi-xg), ;L(—xl—fXB),J? X)Xy V2 X X3, V2 x2x3).
"3 V2 <
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Veremos em 3.10 que,

[

€ uma imersao isométrica da esfera de raic r, que induz isome —
tria no projetivo. 0s casos r = 2 e r =v3, sdo expressbes co-

nhecidas para variedade de Veronese classica (veja 3.10.2).
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§ 3 - Um <somonfismo ({sometnial entre OpRn+l e RN, onde N=v(n,p) +1

Consideremos o p-ésimo produtc tensorial @&Fn+l=Rp+%8".®Rp+l.
~

P VezZes

P n+l n+l

Para cada permutagéo g de p letras, definimos 0: 8 R —_— @pR

Consideremos

n+l _  er"TH

X S
er( p)

gue leva vy & ... @ vp em Vo(l) ® ... 8 vg(p).

g = g%—ZU o operador simetrizagaoc, entao oPr

p

e cha

mado o p-€sime produto simétrico de Rn+l. Sp induz a projecao ca-

n+l n+l

n+l. A imagem, em oPr de Vl®.,.® vp

nonica Sp : ®FR — OPR

sera denotada por VO ... 0 vp, que por gua vez sera identifica

n+l

da com ;L-ZU(Vl ® ... 8 VD). oPr & isomorfo ao modulo dos po

lindmios homogéneos de grau p em n+l variaveis. A soma  direta

Ly

Lt

+ +1 - - -
OR" Looe oFPr" 1 e isomorfa a algebra polinomial em n+] varia-
p=0 '
veis, (Lang [ ], cap XVI).
. - n+l
Dada a base cancnica {el""'en+l} de R , uma base natural
p,ntl - ) -
para O'R e dada por vetores da forma Uy =€, 0 ...0e. , 0D
i i,

‘E ey }, g r_ T . . = . p e + ’. <
de ei] {el, €4 e 0s multi-indices I (11 'lp) i<
< i, < i_ip, sao dados por combinacdes p a p de {1,...,n+l},
permitindc repeticdo. A dimensao de OPRn+l & portanto o numero
destas combinacoes:-

n+p
{3.3.1) *{n+l,p) = dimensao de OpRn+l = ;) .
P
pn+l

Ordenaremos a base {VI} de O0O'R , da seguinte forma:
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Indexamos de 1 a nt+l os produtos de p fatores iguais e a partir

dai adotamos a ordem lexicografica, para os demais elementos  da

base. Por exemplo, para 03R3, a partir da base {el,ez,e3} de R3,
obtemcs a base {ui},l < i< *(3,3) =10,
u; = e 0 e 0wy ug = e, 0e, 0e,
u2=620€‘20€!2 117:610620@3
U, = ey 0 ey o e3 Ug = €, 0 e; 0 ey
Uy = €] 0 ey O e, ug = e, 0 e, 0 e,
uy = e 0e 0e, U g5e, 0 ey 0 e,

Os elementos da base assim construida serao denotados por ui,

se quisermos nos referir a sua ordenacao,ou por u

pr TRl et

guando for conveniente mencionar seus fatores.

A partir do produto interno do p~ésimo produto tensorial, gque

& dado por:-—

(v, B v, & ... ® vp, w, 8 w, ® ... 8w )=

1 2 1 2 &
= (vl, wl> -(vz, w2> LAV, W),
induzimos um produto interno em OpRn+l -

(V. O .v. OV , W, O ... 0w } = (ég-zo(v ® ... ® v ),
: P p



1 . 1
,~T}J0(wl & ... 8 w )} = ——=T{v, W, ? oeea {W w, ) =
. 2 ‘ i
P P (pr) ll ]l lp jp
(3.3.2) zi}x(vl,w Yoo v, W, )
P 1 Jp

Il
(]

Para p

_ 1
(vltavz, wl()wz) = §(<Vl’ wl)(v2, w2) + (vl, w2)<v2, Wl>)'

que e o produto interno definido em Little, [23].

Observamos que em rela¢ao a este produto interno, a base

n+l

{ui} de OFR & ortogonal. Falta-nos entac normaliza-la.

Para i=1,...,n+1 , I = (i,i,...,1i},
{u,, 1,7 ={(e, 0 ... 0€,, €, O ... 0 e,) =
1 1 1 1 1 1
= j% rie,, e‘)p =1
P- 1 1
Para i=n+2 , (I = (1,1,...,1,2)),
(un+2’ un+2> = (el o ... O el o] e2, el O ... © el O e2) =
= -L—Z(e e. {e e Yol @ e. ?
r r - - I - r L]
e- 1 jl 1 p-1 2 o

onde (jl,...,jp) & permutacac de (1,...,1,2).
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N S R
Portanto, (un+?, un+2) = o (p-1)! = >
Para 1 genérico, I = (il""’ip)’ teremos
---l L] 1
(ui, ui) = o Pps -+ Ppyt-

(s

onde Py 1 <k < n+l, o numero de fatores e, due comparecem
em  u, -(p1 toe.. b P = P) .

n+1l

Portanto, uma base ortonormal de OFR , & dada por {wi},
i-= l;---,*(n+l;P),
b!
(32.3.3) w, = VM, us onde Mi = ; ;
i Pyt -es Ppeyt

Estabelecemos finalmente o isomorfismo isométrico

OpRn+l J N

> R™ N = »{(n+l,p)
Do - -, N
definido por J(wi) = €,, onde {ei} e a base candnica de R,
Do que foli proposto neste paragrafo, falta sO ver que N =

= v{n+p)+1l. Esta igualdade, foi, para nds, o primeiroc indicativo
de gue os resultados utilizados por Little e Pohl [24} para p=2,
poderiam se estender de modo natural para p gqualquer.

- + -
Observamos que N = x{n+l. p) = dimensao de oPr" l, e Jjgual

ao nimero de derivadas de oré.m exatamente p de uma fungao de

n+l variaveis. Como ja vimes,



6l

n+p
N = %(n+l,p) = e entao, vin,p) gue & o ni-
. P

mero de derivadas de ordem até p de funcoes de n variaveis & dado

por:

n n+p-1
vin,p} =*(n,1) ++(n,2) + ...+ +x(n,p) = ;) + ...+
N o

Queremos ver que N=1+v(n,p) ou seja, gue

oo (O ()

Esta Gltima igualdade & obtida aplicando-se sucessivas ve-

zes a relagao de Pascal:-
n+p n+p-1 ’h+p~l
= +
p p p-1

§ 4~ A aplicacao de Veronese de ondem p.

Como ja definimos em 3.1, a aplicagao de Veronese de ordem p

& dada por:

p vezes
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Para N = x(n+,p), vamos considerar a identificacao OpRn+lE
_ N , , . - . .
= R, dada pelo isomorfismo isométrico obtido anteriormente, e
expressar x{v) em fun¢oes das coordenadas {xl""’xn+l) de v.
= -+ =
x(v) x(xle1 e Xn+len+l)
= P
(xlel + + xn+len+l)
_ b.p PP P P
Xi€y 1 Xpegy .. Xpgehyy 7
p! ) D
+ s
=D 717 X31¥2%18 F oo 7
P! 1 Pryi pl Eﬁil
+ LX) € 0L0e T t.o..7t
SRR S S K
1 — -
-+ ———E;~*ﬂ-xnxp en o] ei+i =
11 (p-1) 1
) P B P B
_ - : 1 nt+l 1 ]
= ) ——TT%LH_j‘Xl ”uxn+l el O . '()en+l

ou seja

onde W, 2 a base obtida em 3.3.3.
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Portanto, a expressac da aplicacao de Veronese de ordem

g
)

x : RAHL - oPRATL = BN

v = (xl""'xn+l) vP =

(XE'KE" 'Xﬁu’ @rx?l’%’ -

gt i i,

{3.4.1) onde Mi = T p: T ; il + ... ip =p ij € N.
1o Ao
Por exemplo,
x : R° — 0%r® z rT® , & dada por:

o ,.4 4 4 3 3 22 2
x(xl,xz,x3)-—(xl,x2,x3, 2Xlx2, 2xlx3, V6 X Ko Y12 xlx2x3,

2 2 3 2 2 3
-
Vo xlx3, 2xlx2, v1Z2 xlx2x3, v12 xlx2x3, 2xlx3,
3 2 2 3
2x2x3, yé X5X5 2x2x3).
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§ 5- A Vardedade de Venonese padndo de ondem p e dimensdo n .

Consideremos finalmente a restricdo de x a s". Sua imagem

n - . —_ .
x(S") e chamada vaniedade de Vessnese padrido de ondem p ¢ dimen-

5o n. Vamos estabelecer alguns resultados envolvendo X : 8" —

—oPrPtL o RN,

N-1 n

3.5.1. PROPOSICAO: x(s™) ¢ g , para tode p. Para p dmpat  x : & ——

N - . . . . . P .o .
—— R ¢ Lnjefiva ¢ para p par x,4irduz uma aplilcacdo infefiva no
espago projetdvo real, x : p" ~—+-Sn"l.
n
De fatoc, dado v € §° ,

(x(v), x(v)) =<vP, vPr = (v, v»P =1 (de 3.3.2)

Por outro lado,

2 P _ WP PP,

x(v) =x(w) = vPzwl = (v V- W = ) =

= (v,v}p—-Z(v,w)p + ((w,w}p = ] <=
e= 2(l-(v,w)P) =0 == (v,wiP = 1,

Portanto, para p impar, temos injetividade x{v) =x{w)e==>v =w.

Para p par, temos x(v) =x{w) «=> (v,w) =+l <= v =t w, o©

gue permite passar ao quociente a aplicacac e torna-la injetiva.
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T (p par)

sl

3.5.2., PROPOSICAO. Para p pax x(S") estd contida num hiperplanc

HN_l de RN. Juntando-se este nesultade a 3.5.1, Lemos : x(sn) C
c sN_z( £) = SN_l N H.
P
2 2 _ 2 2
De fato, se X + ... + Xowl = 1 = (xl + "'.+xn$l) = 1
- P p p . p-2 2
= ] = xl-+ '+xn+l 5 Xl x2 + +
b,
2° 2kl kn+l
+ X . + ...+
1+ e Ko
P 2,p-2 -
M R T S R SR
Sendo x(xl,...,xn) = (yl,...,yN) a igualdade anterior impli-
~ N
ca {veja 3.4.1} que existe uma combinacao linear: I kiyi:=l, Q
i=1

que significa que x(Sn) estd contido ne hiperplano H de rR" defini

do por esta ultima igualdade.

. . vin, -1
Para calcular o raio v, de S (n,p) (), notamos gque sSe O©
_ N 1
hiperplano H e dado por £ a,u, = 1, o vetor u=g: (a.,...,a.)
= i=1 i1 Lai 1 N

2 normal a H e u € H.
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Temos entao o g e? - (vP-g, VP -, v e s, por exemplo,
1 1
para p =2, u = —— {(1,...,1, 0, 0) e g =V —w
n+l ’ +
G e ntl

n+l vezes

'3.5.3., PROPOSIGAO. Para p Lmpan X : s® —+ BN 7 uma aplicacac subs

tancial, isto ¢, x(S") ndo estd contido em nenhum hipenplano de .

. . n+l nt+l - .
Vamos primeiro observar gue x: R — oPRr e substancial,
seja ar ou Impar:- Da expressac X(X,,...,X = .
Japp p press (%) P Xy (Fyrener¥yh
dada para a aplicacaoc de verxcnese em coordenadas cartesianas

.- . n+l s - ,
(3.4.1), 3a podemos concluir que x(R ) nac esta contido um ne-
. N . , .
nhum hiperplano de R, pois, se isto ocorresse, terlamos uma rela

gao k Tt Ry =K © que acarretaria numa relagao de

1¥1 N+1°

dependéncia linear entre (todos) os mondmios homogéneos de grau p.

Assim, existirao vetores vl,..‘,vN de Rn+l, tais que
{x(vi)} & um conjunto L.I. Como x(0) =0 , vy # 0 e para
vy n _
u, = e 5, x(ui) = = x(vi). Logo, teremos sempre (seja
|1Vi1 lviy"
x . N .
p par ou impar) um conjunto de N vetores us de § tais que
{x(u)} & L.I. em R,
Notemos agora, que para p ilmpar, x{—v)==(-v)P = -x(v). Isto
implica em que, se X(Sn) estiver contido em algum hiperplano
N -
H CR , este tera que passar pela origem, pois se H = vO~FS, 5

subespaco, x(v) -x{(-v) = 2x(v} € § = x(v} € §, ¥v € gt ou
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seja H = §. Como mostramos gue X(Sn) contém N vetores L.I., es-

te conjunto nao pode estar contido em nenhum subespago proprio de

N . =
R, o gque conclul a demonstragao.

n N _ n+1

3,5.4. PROPOSICAO: x:s" —— R = OFR

c N uma subvariedade. x sexd portanto, um meagulho

. -t . P— - Tl
cial, se p fon Ampar, e induzina um mergulhe x: P

42 p fon pan.

e uma Amersdo,

< (8™ «

subasfan-

= RN_l,

Consideremos inicialmente, a aplicagac p-linear simétrica X,

associada a aplicacac de Veronese X.

Rn+l X o x Rn+l X OpRn+l = RN
. B
p vezes
(Vo per eV ) ——— v, o . o v
1 1 P
Tomando a aplicacac diagonal
Rn+l d Rn+l v . x Rn+l
v o {V, Y, .., V)
temos gue x = Xd.

Portanto, a aplicacgao derivada Xx'(u) : R

pela regra da cadeia:-

& dada
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Assim, x'{(u) (v)

Come X € uma aplicaglio p-linear simétrica, temos

x' {u) (v)

X' {dfu)) » a'{u} =

Xt {d{u)) - d.

X' {u,...u) - dlv) =
XK, ...u) » (v,

i

px(v,u, ...

p-v o uao ... ou

A derivada da restricaoc x : 87— RN,
+
b4 Rn 1 -t RN, nos pontos de TSn
X
Rn+l RN
. T
s
n, n N -
{x187) " () :TSL1 —- R , € dada por
n ' 1) ] 1
(x]87) () (v) = x'(L{w)y it oo (v) B x' () (v)

=3

(Elon

portanto,
derivada de
[zz] v. ).



69

Portanto, dado u € Sn,

(3.5.5) x(u) : TS) —— Rz OPRMTY
v o— pup“1 o v
' _ p-1 _ — _ .
x'{u} =0 <= pvou =0 & v=0 ou u=2~0 pois o

anel dos polindmios & um dominio de integridade (veja 3.3).

Como u € Sn, u# 0 = x'{(u) & injetiva para todo u e

portanto x & uma imersao.

Temos assil: -

- + _ -
i} Para p impar, de 3.5.1, x: s™ — oPR" 1 = RN e uma

n

imersao injetiva e portanto um mergulho (S & compacta).

Logo, x(s™ & uma subvariedade de RN.

ii) Da mesma forma, para p par x induzira (3.5.1) mergulho

L

i
pre
Sn . RN
e x(Sn) = i(Pn) & subvariedade de RN.

3.5.6. Analogamente ao caso tensorial, dada uma aplicagao linear

n+
g: R 1 — Rn+l induzimos
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P Ll +
st o oPrTh oPr"™ L , dada por
b . = P P
s (v, = c.. V) = g¥(v,) o ... g5 ({v.) e
1 P 1 P
estendida linsarmente.
vamos verificar que se s ¢ um isomonfismo {sométrico, s¥ tam
bem o sena. Para isto, tomamos a base {wi} ortonormal de OpRn+l ,
dada em 3.3.3
sPw,) = (M e. 0 ...0e, ) =
1 T 1 1
1 o
= JMi S(ej ) o ... © s(e:.L ).
N o
: + -
Do fato de {S(ej)} ser uma base ortonormal de R 1 (¢ e izgo-

. - b} -
metria) concluimos da mesma forma que 3.3 , gue {sz(wi)} & uma

n+l P

base ortonormal para € R ~. Logo, s° & um isomorfismo isométri-

co. Temos entao, o diagrama comutativo:-—

Rn+l =] Rn+l
X e
|
P .
RN . OpRn+l 5 “an+l = RN
xls(v)) = (s(v))P . sPix(v)) = sP(vP)

Este diagrama da a idéia de guanto a variedade de Veronese

n 1

padrac x($7) & "howmogénea" em RN. Nos transferimos da esfera 8
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n . ~ . __
x{(8") a propriedade de que todos os pontos sac obtidos de unico
ponto, por uma isometria que preserva x(Sn). Mais precisamente,te
mos a seguinte proposicao gue & uma extensao do Corolidrio 3.6 de

Little [23], pg. 318,

3.5.7. PROPOSICAC. Na vardedade de Veronese padiao de dimensac n
¢ ondem p, fodo ponfc e nefenencial onfonommal tangente nesle pon
to, pode sen Levade em gquafquen outhe pontfo ¢ regenencial oﬁionoi
mal tangente, por um mouvimenito nigido que fLeva a Ue&oneée nela

mesdma.

n

Sejam x{ul) e x(uz) pontos de x(§°) e {vl,...,vn} e
{wl,...,wn} referenciais ortonormais dos espagos tangentes
x'(ul)(TSn } e x'((a )(TSn ) respectivamente. Temos entao, de

ul 2 u2
3.5.5,
v, = x'"(u_}f, = pf, o wPl
i O 1 1
i - p-1
wy = xM{uy)gy = pg; o uy

onde {£.} e {g.,} , 1 < i < n, sio vetores de TS® e TS" res-
I 1 — — Lll U2
pectivamente.

Alem disto, com {vi} sao ortogonais, para i # 7,

p-1 D- -
<pfi o uy pfj O u ) 0 , =
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= {f, ou Fooul Ty =0 —
] 1
— L5(f., no(u., h {u,, h, » =0
p! i Tk 1" 'k 17 Tk
2 D
onde (hkl,. .,hk ) & uma permutacao de (fj, ul,...,ul) {vela
P
3.3.2).
Desta Gltima igual.lade temos que, como
{ f ,ul) = e (ul,ul) =1 ,

De modo analogo concluimos que (gi, g.? =10 para i# 9,

e gque para

i=1 ; temos
fpm=-1)! .
(V "V ) = l —_ 2____:‘.5;'__"} (f.’f.) = l = <f.’fl> =..J_'.
P i1 i P
e {w,,w,?)=1 = plg ,q9,) =1 = {(g.,,g,) = L .
i SRS 1771 P
Ou seja, dada as bases -:rtonormais {vi} de Tx(SE ) =
1
— r n Tt il n = 1 —
= ¥ (ulJ(TSu ) e {wi} de Lf_Su ), temos vy b4 (ul)fi =} Wy

1 2

= x'(u?)gi, onde [fi} e {qi} sao bases ortogonails e de norma
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constante iqual a /ri de TSE e TSE respectivamente.
P 1 2
+1

' ~ n
Consideremos a transformacac ortogonal S de R que leva a

hbase ortonormal, {ul, v/p T .

1re-evp £l em {uy, Vpgy,e.., /P g )

correspondentemente.

Utilizando o resultado 3.5.6 anterior, induzimos o isomorfis

mo isometrico Sp,

n+l 5 n+1
R ey
X x

N s P N
R — R

Da comutatividade do diagrama,
sPix(u)) = Py = (suP = )P = xiu)

Py

I

Sp(x'(u fi) = Sp(pfi o u:

vi) 1)

ps(£) o (s(u )Pt =

Il

I
ire’
[Ka)

K-
O
o

Nr

|

[

Além disto como s(§

sP(x(s™) = x(s(s™) = x(s")

o que conclui a proposicao.
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§ 6 - A nac sdingularidade de cadem p da aplicacdae de Veronese,

Dado o carater homogéneo da variedade de Veronese, para veri-
ficar o que nos propomos neste paragrafo, bastara fazé-lo num pon

toO:

3.6.1. LEMA. A nao sdingufaridade de ondem p da aplicacac de Vero-
nese em um pordo  uy € g", implicara na ndo singularidade de oh-

dem p para qualguer outno u € s™,

. n . jong
Seja ¢ + A - S |, AC r" aberto, uma parametrizacao tal

que u; € p{A) & dado um outro ponto qualgquer u € s™. Dentro do

atlas compativel de S" teremos uma parametrizacdo de uma vizinhan

ca de u, dada por ¢ = s onde s & uma transformacgac ortogo-
n+l

nal de R que leva vy oem  u.

Consideremos o diagrama: -

n +1. =] +
. Rn ] Rn 1



Suponhamos que x seja nao singular de ordem p em uy s is
to quer dizer que dada uma parametrizacao ¥ como acima, com
pla) = u,.,

k

a7 xyp

< <
U aw @ 1 kepl
i i
1 p
& um conjunto de v(n,p) vetores L.I.
Verifiquemos que x também & nao singular de ordem p em

qualguer outro pontc u € st-

Tomamos a parametrizacao sy .

sb(a) = 1 e,
k k. p
__9_Xsy —(a) = a8 xb (a) .
IR, «ve0X. axi ...axi
1 1k 1 X

%

Usando a regra da cadela e a linearidade de s°,

kasw

33X, «.-0X, i i
T Tk 1 k

(a) = s

-

Dada a injetividade de s, temos a independéncia linear de

Skxsw

Bxi ...axi
1 k

{

(a) , 1 <k < pl e portanto a nac singularidade de or

dem p de x em u.
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. - : - - +1_
3.6.2. PROPOSICAD. A apdicacao de Veronese padrao x : st OPRM Tz

= RN, dada por x(v) = vP ¢ ndoe sdngufar de ordem p .

Usando o resultado do Lema 1, bastarad mostrarmos que X & nao

singular de cordem p em u, T ey (primeiro vetor da base candnica
de Rn+l).
RU+1
X }r RN
7’
///
€1
|
U XU
p
Tomemos a parametrizags:
W B —+Sn i {2 ¥ } {x,,x X )
* S A | A R T S R
L2 Fa nooon 3
. = — - — = [
onde Xq 1 Xp ... X 41 1 © B R e a bola padrao de
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raic 1 e centro na origem. Temos entao

Bxl ~xi
| = - ————— =
(0, ...,0) e ij S
%
(3.6.3) 2 =L 0,01, 0,
X, p2S
i 1
L =
Logo, . (0;,0..,0) e,
1
Podemos observar também que, para
?kw
(3.6.4) o (Q) = me,
11 K
2
. 3y
EXEMPLO: W (O) = 0 ’ para
i 73
azw
-—-27{0) ="e, (m{(i,i1} = -1)
ax
Calculemos finalmente
k
3 X P .
bow, . (0 Lok
1 Tk

e portanto,

..0) , para 1=2,...,n+l.
para 1 = 2,...,n+1.
k > Z2 .,
onde m = m(ll,. "lk) c R
iA3 ., (m{i,3) =0) e
p . 2 < ij < n+l} e mostremos

que este conjunto de v(n,p) vetores & linearmente independente.
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Para

(xV}' 1) = x' (¥(a)) » ¥ (u) , e portante,
%3;-% (W) = x' (0la)) - ¥ (we, =
= x"(wl{u)) (Y (u))ei) =
= ' {(Plua)) —Bi—w— {u) = {veja 3.5.5)
i
= pX (2L (), ), p(w) =
i
=p —?‘— (u) o Yu) o ... o Ylu)
X,
k=2,
= px! (2 ), ) e piu)) 5 ) 0 (), (w)e,
i i
T 3%y B 3
= pX (Bx.(u)’ pa),. .., pad) (ax_aif(u), ng(u),...fjgzj(u))
i jd 3 j
32115
=p{X(m§~_—--~{uJ, dla),..., vy +
174
b LI X (g (w) (), YD, e P )]

i J
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Para Kk genérico , k < p,

k k
5 S.T?ax. () = o 54 a_? s tu) o viu) o ... o ¥(w +
1 Tk 1 "k
k-1
3 3
+ p(p-1) g (W) © yai—(u) 0 ¥(W) o ... o () +
2 Tk !
k-1
+ p{p-1) xe axa ?ax {u) o g%y—(u) o Plu) o ... o¢{w +
113 Tk L2
+ . +
k-2 .
+ plp-l) (p=2) == 8' ..gx. (u) ££) {u) Bi? (W) o Plu)o... o Wlu)
3 X 1 2
+ F
d a
p(p—l)...(p+l“k)3i? (u) o gggh(u)o_..c>§§£—(3¢(u)o...oddu)
1 2 Tk
{Para k = p, no Ultimo termo da soma nao teremos fatores y(u)).

Utilizando os calculos anteriores para P {0) e
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akw
X % (0) , iveja 3.6.2 e 3.6.4) , temos
1 Tk
3%y _ i
Bx.(o) = pey o ... 06 Oe,
i
a x|y . .. :
Bx,ax.(o) =pe, © © e o m(l,j)el +
+ -le .
plp l)Ll o © e oe, 0 e]
onde m(i,j) = - ﬁij
e, para likfp:—
3 Xy _ : : _
3%, --Bxi (0) = pey © ... 0e O m(ll,., 'lk)el 1
1 k
+ p(p—l){!i(lz,...,lk)el © ...0e © eil +
+ p(pvl}m(ll,13,...,1k)el O © e o© eiz +
+ +
+ pip-11. ..(p+l—k)e1_o... oe o eil C ... O eik

Vamos considerar agora a matriz M das coordenadas dos vetores
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k
a =P - = _ _
X ...Bxi (0} em relagao a base vy = eil O ... O ei R T =
1 k P
= (il""’ip}’ 1< ij < ij+l < n+l, g0 que, diferentemente de 3.3

tomaremcs em {VI} a ordem lexicografica:-

V, T €0 ...0@ ,V, =€ 0 ...8 0ey...y
Vn+l = ey O eue. O el O en, .
Vigp = @ O «-. 0 € 08,0 €y, , V=€ ., 0 ...08e

Em relagao a esta base assim ordenada, o Gltimo coeficiente

nao nulo de ™ 2 Xwax (0) & p(p-1)...(p+1-k), (veja 3.6.6) re-
. i * » A i

1 k

ferente ao elemento e, 0 ... O € 0 e O ... e, da base. Além

1 iy k
disto, todos os coeficientes eventualmente nao nulos anteriores
- - o pn+l
serao referentes a elementos da base de O'R gue - conte-

nham um nimero maior que (p-k) fatores e - Isto significa que a ma-

triz M sera da forma:-
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N

Igsto &, retirando~-se a primeira linha de M, escrevemos o res

tante a partir de matrizes-bloco,

A = p - I ] (In

2 a matriz identidade de crdem n).
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A2 = p(p-1) I*{n,2} ;  (veja 3.3.1)

B =P e (pmkrl) o T

A = p!

P I* (H;P)

Abaixo destas matrizes-bloco, teremos em M sO elementos nulos.

Portanto, retirando-se a primeira linha de M, cobtemos uma

matriz
guadrada de ordem N-1 = *x{(n+l,p} - 1 = v{n,p) (veja 3.3.4), cujo
determinante & dado por:-
2 *
p™ [plp-1)17% ... pt) * P g
Com isto, podemos afirmar que os v{n,p) vetores:
k
= : ng (0) , L<k<p, 2<i, < n+tl,
i i
sao linearmente independentes. Finalmente, usando ¢ lema 3.6.1

concluimos a prova desta proposicao.

§7~- A vardedade de Venoncse de dimensdo n e ondem p .

3.7.1. DEFINICAO: Sejam N = %(nt+l,p) e P:S" — R , dada por:-
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P(xl,...,xn+l} = (Pl(xl,...,xn+l),...,PN(xl,...,xn+l)) ’

onde os P, = r ai i Xy Xl sao poli-
i<iy<e..<do<nbl Tt Tp 1Y
nomios homogenecs de grau p, em Xyr=eesX 4qs
P(xl""'xn+l) = z X, eeeXy (ai EEEY
liili...iipin+l 1 J 1°""7p
aly )
- .
ll. ._'I.p
Consideremos o0s vetores
- o al N . -
ve=a, = (ai N AR I }). Se, estes N = #*{(n+l,p)
1 )8 1 P 1

vetores forem linearmente independentes chamaremos a P de aplica-
p n : . -
cao de Veronese,a P{8") de vaadledade de Veronese de dimensac n e

chdem p .

Ordenamos ©os Vi I = (il,...,ipJ, 1< il < s < ip < n+l ,
com a mesma ordem dada em 3.3 (Ordenamos primeirc os n+l vetores

de Indices todos iguais e adotamos depois a ordem lexicografica).

O isomorfismo T : RY RN, que leva v, em fﬁ; e, (onde

PR — L
l pl. LK I ] pn+l

— e pj & nimero de vezes gue j comparece na p-

-upla (il,...,ip), & tal que TP = x, onde x & a plicagao de Vero
nese padrac. Temos portanto, a seguinte proposigao 3.3 de Little

(23] .
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3.7.2. PROPOSICAO. Toda vardiedade de Veronese de dimensdoc n ¢ or-
dem p pode sen Levada por um Lsomorfismo T (RN > RN pa varieda

de de Veronese padrao.

0 resultado que se segue & simples de ser observado mas, ele
& basico neste contexto e da-se uma caracterizagac para a nao sin
gularidade de ordem p:- ela & preservada por composicdao com iso-

morfismos.

3.7.3. PROPOSICAO. Dada uma aplicacdo £ :M — R* ndo singubax

m

de ordem p, e um Laomorfdisme T : " — R y TE: M — R™ tambem

2 nao singularn de ordem p .

Observemos inicialmente que dadas aplicagoes

r® —4+ Rr® N R , T linear, entao usando a regra de cadeia e in-

ducdo em k,vemos que

akTg_ _ 3 g
9K, «e0X, X, +..0X,
i i i

Comparando com as cartas de M e através da injetividade de T

concluimos a proposicao.

Finalmente, justapondo-se (3.6.2}), {3.7.2) e (3.7.3), temos:

3.7.4. PROPOSICRO. Toda aplicagac de Veronese de ddimensdo n e or-

n

dem p, P: 8 — RN, e nde singulan de ordem p.
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§ 8 - Ampliacac dos Resultados

Ao observarmos o que fol relevante em 3.6 para provarmos a
nao singularidade de ordem p da aplicagdo de Veronese, detecta-
mos que além de forma especial das derivadas de x o fator essen-

. - : ~ n .
cial e que numa parametrizacgao Y de 8§, temos Y e suas derivadas

linearmente independentes. Neste sentidc, obtivemcs a seguinte
proposigao.
: . - n n+k .
3.8.1. PROPOSICAD. Seja uma imexsac £ :M —= R radialmente
of af

trnansversal, {sto e, tal que f, sefam sempre L.I.,

Lot ew e TR T
9%y ox

n+k

¢ X:R — OPR a apficacdo de Venonese. Entde xf:M —

— OPRn+k ¢ nao singular de ordem p.

Dado p € M, seja ¢ :U — M, U C R"™ inversa de uma - carta
em torno de p, e PY({0) = p. Consideremos a composta xfy : R? —s

—— OPR™™*, dada por xfy(u) = [£{y(u))]P.

Da condigao de M ser radialmente transversal, os vetores

= %éﬂ (), . v o= 3£y (u) sao sempre L.I. em Rn+k.
1 n

v = fyp(u), v RS o

s} 1

Para k > 1 podemos completa~los de modo a formar uma base {vi},
0 <i< n+k-1.

n+l

Podemos considerar em OPR o neferencial movel {wI}, onde

ara I = {i.,...,1 )
P D

ll'
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< ,.. €1 < ntk-1 , w_ =V, 0 ... 0V, .

Os vetores Wy = wI(u) formam uma base de OpRn+l, na qual

tomaremos a ordem lexicografica: Wi =Wy o i=1l,...,*x(n+k,p).

Procedemos agora, da mesma forma que em 3.6.

akxfw

¥, ...0X.
I Ik

Para cada u, (u) se

escrevera em relacao a este referencial {wi} w, = w,(u), com coe
ficientes tais que o tltimo nao nule sera p(p-1)...{p-k), referen

tea v_0 ... 0V_0V, O ... 0V, . (compare com 3.6.5). Isto
O 0 3y Iy

ocorrerd porque todos os termos anteriores contém pelo menos um

fator v, = fy(u) a mais e todas as derivadas de ordem mais alta

st ey
ex, ...axi g
13 %

2 <1 <73,

{que comparecem como fatores dog termos anteriores) poderao ser

escritas como combinacao linear de

v_o= f¢(u)r---fv

_ 3fy
o =5 (W

iy

v LI v L
n d n+1l' ' "ntk~1

oV £y
Bxi ...Bxi
1

Da matriz M dos vetores em relaggo ao referen-

L
cial movel 3.8.2, consideramos a submatriz referente aos:  coefi-

cientes em relagéolaos vetores wI’I:(il'”"ﬂ;’ Uf.ili'°'iipin'
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Esta submatriz M', serad de formato idéntico ao da matriz dada em
3.6.7 e tera, cemo esta, posto v{n,p). Isto conclui nossa demons-—

tragao.

Vamos observar melhor as expressoes dadas em 3.6.5 e ver

em que condigoes podemos obter uma reciproca da proposicac ante-

rior.
. . ~ n n+k
Partimos de uma aplicagaoc f:M —— R tal que
of af - X ]
£f; =1 .. sy5—— sao linearmente dependentes em algum ponto y_ €M,

‘e . b n+t+k
e vamos verificar se existe a possibilidade de xf : M — oPr

ser nao singular de ordem p em Yoo Dada uma carta | em torno de

Yor Yo = p(0), temos que

= = ?.__f_i = g_f_.@. 5 n+k
Ve £91(0) , vy o= =% (O],...,vn e (0) sao L.D. em R .
1 n
Consideremos a composta xfip «RY OpRn+k.

Como %ﬁfy(u) = P[f¢(u)]p“l o %&i(u), temos que o0s vetores
i i

g-}EEH"'{O) - p P71 o V. sao L.I. se, e somente se, v #0 e
axi c i O

{vl,...,vn} L.I. .

Suponhamos portanto, v_ # 0 e {v ..,vn} L.I. (se isto

I

ndc ocorrer ja teremos a singularidade de ordem p em yo).Podemos,

a menos de mudanga de ordem para i> 1, considerar {voﬁr,..”vh“l}

n-1
L.I. {v. = T X. v.) e completa-los a uma base
n 5=0 J 3 '
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n+k
} de R . Procedendo como na demons-—

n+k

v veapV u
(Voreens

L] LN u
n-1’ "n’ "“nt+k-1

tragdo da proposigdo 3.8.1, construimos uma base para OFR A

3£Xf¢
axi .. OX.
1 Ty

; que & de ordem =x(n+k,p) X v(n,p}, tem nulas todas

(0), em relacdo a esta ba

matriz A dos coeficientes de

se de OpRm'k

as linhas referentes aos elementos da base que contenham algum

fator ui, n < i < ntk+1, e nac contenham nenhum fator vo

Teremos portanto, no minimo,
* {n+k-1,p) - *{(n-1,p)
linhas nulas em A. Ou seja,
Posto de A < *(ntk,p) - #(n+k-1,p) + *(n-1,p)
Ou ainda,
Posto de A < *(nt+k, p-1) + *(n-1,p)
Assim, para k=1 podemos cbter a reciproca da proposicao anterior, pois,

Posto de A < *{ntl,p-1}+ % (n-1,p) =vin,p-1) +1+ *(n,p) = ={(n,p-1)

Portanto, Posto de A < v{n,p), (para n>1) e temos a nao sin

gularidade de ordem p:-
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1 n+l_

3.8.2. PROPOSICAO. Dada £ :M' — ™Y 51, xf:M” — OFR

- ovin +1 - - . - .
= R (n,p) e nae sdingufar de orndem p s¢, e somentfz se £ e Amen-

sac hadialmente transvensal.

Cabem aqui duas observagoes:

- A proposicao 3.8.2 nao & valida no caso n=l. Um contra
exemplo & dado por uma translagao T de st em ®2:
. aT o
Teremos dois pontos onde T e 75 Sao L.D. @ no entanto a com

posta

& nao singular de ordem 2.

- Nao temos para k >1 uma reciproca da proposigao 3.8.1.

Tomando, por exemnlo

n'":P=k=2 r < f: RZ —_ R4 ’ f(S;t) = (S_,—lrtr. Strsz)

at  af
s gt

@ nac singular de ordem dois neste ponto.

temos que no ponto (0,0) £,
2 RlO

sac L.D. e no entanto ,

xf : R

Veremos a seguir que no caso de M ser uma variedade compacta,

_ n n+1 ) -~ .
a condicao f: M —— R ser imersao radialmente transversal
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sd pode ser satisfeita quando M & a esfera S°. Isto descarta a

1

possibilidade de se obter, para outras variedades M" c RO , apli

cagoes nao singulares de ordem p,

<f :Mp Rv(n,p)+l

r

por composicdce com a aplicacao de Veronese.
- . n . on f n+1
3.8.3. PROPOSICAO. Sefa M uma vardiedade compacta ¢ M~ —— R

uma Amersao radialmente transvenrsal. Entdo M ¢ dijeomonfa a4 esfe-

9]

. +
Seja £ :M — R" 1 , tal que
9f . . . .. , .
f e . ! i=1,...,n sejam sempre L.I. Definimos a aplicacao
i

rf M — 8"

N fix)
| £(x)|

Vamos mostrar gue esta aplicagao & uma imersao sobrejetora e por-
, n . P
tanto um recobrimento de 5§ . Finalmente mostramos gque £ & injeti-

va e concluimos a proposicao.

Precisaremos so seguinte resultado:-

i) A aplicacae x R D {0} —— s", dada peh  rly) = TZ—, 2 tak
¥l
que sua denivada em qualquer ponto a, r'f{a) L - Rn+1, sa-

tisdaz ker r'{a) = (a’ .
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n+1

De fato, obsevvamos gue, para todo a e tode x de R .

a # 0,
r'{a)x = - 13 {%x,a) a + L X = —l—(x _ x,a) a)
| al | al | al (a,a’
= -—-—---l xl
| al

Isto permite dar uma descricao geometrica da atuagao de
r'{a). (Porteous [281 § 20).

Desta relacao fica clar» que x € ker £'{a) <= x = )a.

Vamos ver agora quz xf M — gh '

. _fx)
| £(x)|

& imersac. Dada uma carta ¥ de M,

5]
Fh
—
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-

rEg' {u) = r' (fyp(w)) o (£P}' (u}. Como (£y)' (u) &

injetiva , ker r'(fy(u)) =<(fv(u)?> e £¥(u) & £9'(u) (R, pois

f & radialmente transversal, temos que rfy’'{u} também & injetiva.

Como M e S™ tem a mesma dimensdo, temos também que rf & um
difeomorfismo local e portanto, uma aplicacao aberta. Da compaci-
dade de M, temcs que £(M) C s" & fechado e sendo também aberto ;

£(M) = s". Usando ainda a compacidade de M, temos a aplicacac de

recobrimento:-

n .
Como Wl(S ) =0, para n > 2, existe o levantamento da
. : n . - , — -
identidade em S, id = rfu. Como rf & uma imersao, py tambem o©
sera., Usando novamente a compacidade, conexac e mesma dimensao de

Me s" , concluimos que u & difeomorfismo, y = rf,

EXEMPLOS E OBSERVACOES.

3.8.4. A aplicagaoc de Venonese nestrita acs cdlindros
g1 g X, gvin/pitl x(v) = vP 2 ndo singulan de ondem p .

¥
Alem disto, para p pak }‘:(Sn_l x R) C hipenplano.

Este exemplo @ uma consequéncia da propesicao 3.8.1, pois
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a inclusao natural Sn“1 X R —— Rn+l, 2 radialmente transversal.
. =~ 1 3 3 . 6

No caso n = 2, obtemos a imersac x: 8 xR — R o R™ Z R,

onde x(Sl><R) estd contida no hiperplano u, +u,=1. Compondo

1 2
com rotacdao e translacao, temos x P 8F xR — RS, dada por

i(z,t) = (;L zz, Y2 tz, t2), nao singular de ordem dois.

V2

Observando a geometria desta aplicagao, notamos que a circunferén
cia de nivel t # 0, & levada num nd do tipo {1,2) num toro chato,

cujos raios tem razao de proporgao t. As geratrizez do cilindro,

830 levadas em parabolas. Como xX(v) = x(w) < v = * w, temos
que X lSl><R++ & injetiva. Podemos entac obter, por composicao,
um mergulhe nao singular de ordem 2: X(z,t) = b%: zz,/§ etz, ezt)

V2
de Sl><R em R5.

3.8.5. Dada uma imersdo f :M" — Rn+k radialmente transversal,

n n+k . R*(n+k,p)

da proposig¢ao 3.8.1, xf:M — OPR & nao gingu-
lar. Notamos porém, que para k > 1, em termos de codimensao, es-
te resultado & sempre pior que o dado pelo teorema de Whitney

{(1.5.1). De fato

* (ntk,p) = *{(ntk-1,p) + *(n+k,p-1) >

>vin,p)+l + *x{n+k,p-1) > v(n,p)+n.

Cabe ainda observar que, da mesma forma com gue ocorre para
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M = Sn, podemos ter para outras variedades alguma redugao na di-
mensao do espag¢o de chegada, mostrando que xf (M) estd contido
em algum subespago afim. Por exemplo, a aplicacao pis, t) =
= (cos s, sen s, cos t, sen t), que induz um mergulho bz T2 —
— R4 , (Toro chato) & radialmente transversal. Da proposigao
3.8.1, obtemos aplicagoes nao singulares de ordem p: X¢: I

— OpR4 = R*(4'p} .

4 1 .
Para p = 2, temos X¢ :T2 — R © R4 = R 0, e notamos ain

il

da gue x¢(T2) estd contida num subespac¢e afim de dimensao 8. Pe-

lo teorema de Whitney, existe um mergulho nao singular de ordem

dois em Rv(2,2}+2 = R7 e no capitulo 1 vimos um exemplo de um

tal mergulho em R6.

3.8.8. Esta observagao & de carater geral; Paxa n > 2, p > 2 e

. ~ P - .
M compacta, dada uma aplicagac M N R nae singqulan de ondem

D, existind um mergulho M —i~ RY  também ndo singular de ordem

p. {Tao proxdimo de £ quanto se quedina, na topologia de Whitney  de

classe cp).

~ . + .
Verifiquemos esta afirmacao. Seja Wp(Mn, rR" k) O conjunto

de todas as fungbes de classe CF de M em Rn+k, munide da topolo
n+k

gia de Whitney de classe cP. como M & compacta wW°(M", R ) =

n+k

= cP", R ) — fungoes de classe cP com a topologia da conver

géncia uniforme nos subconjuntos compactos.

Seja f:M — R™X hio singular de ordem p e Y5 :Uj—~+ rR"

n+k N
) uma vizinHanga

uma carta de M. Considerando vp(f,g) - Cp(Mn, R
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padrac de £ como & dada em Elon [22], Cap. 11., vemos que  se

g € vp(f,e} as derivadag parciais de gygl e fygl estao a uma

distancia mencr que g ;-

Brfyhl 3 gy5
ox, . 9x., (W) - 93X, ...0X, (u) <€
1 = T r
arfyfl
Como a matriz M(u) formada por vetores coluna 5;~—~h15§*_(u) tem
EERE 2
1 r

postoc ri{n,p), segue que para t suficientemente pegueno toda g

em vP(f,e) serd nfo singular de ordem p. Ou seqa, ¢ confjunto T

das aplicagoes ndo sdingufares de ondem p e abento em Cp(Mn,Rn+k).

Juntando-se este fato a que, para M compacta, e k > nt+l, ©

n n+k

+ -
1 k) dos mergulhos de M em R e aberto e den-

conjunto E{(M", R

SO em Cp(Mn, Rn+k) (Elon (221, Cap. 11), temos a afirmagac ini-

cial 3.8.6, para p > 2 e n > 2,

3.8.7. lUma consequencia {mediata de 3.8.6 ¢ a existéncia de um

(n,p) {proximo a

merngulho ndo singular de ordem p,g: S+ —+ RY

apficaedo de Veronese ne fopelogia de Whitney CF).
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§9 - Um relacionamento entre nac singularidade de ondem dodis e as

propriedades: "justeza (Lighness), dos dois pedacos e imagem con

vexa.

Embora nao tenhamos trabalhado diretamente com estes concei-
tos, achamos interessante colocar aqui um relacionamento antre
aplica¢oes nao singulares de ordem dois, imersces justas, imer-

soes com a propriedade dos dois pedagos e aplicagoes de Veronese.
Os resultados envolvendo imersces justas e com a propriedade dos
dois pedacos, que resumimos aqui estac em Little e Pohl [24)] e

Kuiper e Pohl [20], Kuiper [19] e referéncias contidas nestes ar-
tigos,

. = n m , ,

Uma imersac f:M — R tem a propriedade dos dois peda-

¢os, se todo hiperplano a divide no maximo em dois pedacgos, ou

mais precisamente, se para todo hiperplano H C Rm, com respecti-~
-1

vos semi-espagos Hy e H,, £ “(H) e f”l(Hz) sao conjuntos co-

nexos.

Dada M compacta, uma imersac f : M —— R" & chamada de jus-
ta {tight}), se ela tem curvatura total absoluta de Lipschitz-Kil-
ling T(f) (Kuiper [19])) minima entre todas as imersces de M em
algum espacgo euclidiano. BEste conceito estd estreitamente ligado
a nogoes de convexidade (Kuiper e Pohl [201]). Para M = gl ,
T(f) = g? I leas| > 2, onde p & a curvatura usual, s o comprimento
de arco. A igualdade se verifica se, e sO se f & um mergulho

numa curva plana convexa. Para uma superficie fechada M, imersa

am R3 e com caracteristica de Fuler X(M), temos
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T(f) = %? J 1Kcio| » 4 -X%X(M). (K & a curvatura de Gauss). Exem-
M Z

plos de imersoes justas sao os mergulhos de 82 sobre superficies
convexas ¢ o mergulho usuval do toro, onde temos tT(f) = 4 - X(M) .
Claramente estes exemplos tambem satisfazem a propriedade dos dois

pedagos.

Uma imersao justa tem necessariamente a propriedade dos dois
pedacos, e a reciproca vale no caso de curvas e superficies com-

pactas (n=l ou n=2) mas nao vale em geral (Little e Pohl [24]).

Uma aplicacao f : Mt — R™ & dita substancial se £(M) nao
estiver contida em nenhum hiperplano.

hittle e Pohl em [24}] que, "se Mt & compacta n > 1 e f N RN
—_— RN, N = % ni{n+3) & uma imersac de classe C4, substdancial e
que tem a propriedade dos dois pedagos, entao M" & difeomorfa ao
espago projetivo real P", f & um mergulho e f(Mn).é uma varie
dade de Veronese" (de ordem p = 2 na nossa definicao).
3.9.1. Em particular temos que, se uma imersdo F: M thhz):N
fem a proprdiedade dos dodis pedacos, ela ¢ um meagulho ndo sdingu-
Lar de ondem dois. Que nao vale em geral a reciproca, pode ser
constatado na propria aplicacdo de Veronese padrac de ordem dois
que & uma imers3o e ndoc mergulho de S, A observagao 3.8.7 nos ga
rante que, mesmc supendo £ mergulho, nao podemos estabelecer

uma reclproca geral para «ste resultado 3.9.1,

Dado um mergulho £ ) p— RN M compacta, notamcs que,

=
I
Nl

n{n+3) = v(n,2) & a dimenss» minima possivel onde pode
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ocorrer a nao singularidade de ordem 2 e & a dimensdo maxima pos-
sivel (Little e Pohl [24]), onde pode acontecer de £ ser jus-—
ta e substancial. Achamos que seria interessante tentar ralacio —

nar, neste caso os conceitos para f, de:

i) Nao singularidade de ordem 2;
ii) Propriedade dos dois pedagos;
iii} Propriedade de ser justo (tight);

iwv) f(Mn) convexo.

Para curvas fechadas no plano, (n=1) temos gque (ii) , (iii}

e (iv) sdo equivalentes (Kuiper [19]). Poderiamos observar que

-

(i) == (iv). De fato, se (i} ocorrer, teremos que f(Sl) e uma

oval, pois a curvatura sera sempre positiva.

£'{t) £"({t)

(k(t) # 0)

£ (6]

Para n = 2, temos (iv) — (iii) <= {ii) = 1, mas
(i) = (ii), como mostra o exemplo 3.8.7 junto com a proposicao

de Little & Pohl enunciada acima.

Achamos que serd interessante pesquisar outros relacionamen-
tos, impondo algumas restrig¢oes, envolvendo a nao singularidade de

ordem 2 e estes outros conceitos de forte apelo geométrico.
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§ 10 - Algumas propriedades geometrnicas das varndledades de Verone-

se de ondem p.

3.10.1. PROPOSICAO. A apfica¢do de Veronese padrac x : 87—
— opRn+l, x(v) =vP ¢ composigao de uma imersdo isomefrica com
homotetfdiar -
v - , ~
i} x(x) = 1 x: 8 (x) —= 8 (n’p)(JL) e uma Amensao
/p rp-1 /p

{sometnica e isomefria sera p o impark.

(Hrp)"l

ii) Para p paxn, x(r) : 8" (r) — gV (a) Anduz uma Ls0-

metria ne phofetlvo.

Vamos considerar a aplicagao padrao definida em S(r), esfe-

ras de raio r :=-

n n+l _ _N D

X: &8 (r) —— oPr R , xi{v) = v

1t

Dados u € Sn(r), v ewect Tsi(r), temos, de 3.5.5 e 3.3.2:-

(x'"{(W)v, ' {u)w) = <pup_lv, pup_lw> =

2 1

p,[(p"l)! {u,u’ p-l . (v,w) +

=P

+ (p! - (p~1)1) usuy P72 Cu,vy Cu,w)

Como {(u,v: = {(u,w? = D , temos

I H S+
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(x'(0)v, x'"(Ww) =p « r

portanto,

frd
3

-}_{.(r) "—"—*-—ED-:-l—X:S (r)———*—S

D)

& uma imersdo isométrica. Para p Impar X & uma isometria. Pa-

vin,p)-1

ra p par, x(x) : st (r) — S (a), induz uma isometria no

espago projetivo (com a métrica induzida de Sn). O raio a da es
r

fera de chegada pode ser obtido com o £ dado em 3.5.2, a = — g .
/p
3.10.2. Tomando p = 2 na proposicaoc anteriocr temos a =+ -
n . ) /p
o —r e obtemos imersoces isométricas:
n+1l
1
5 ni{n+3)-1 —
x(r) = —5— x: 8% (r) — 8° (£ L.
V2 r Vp n
Para p=2 e n=2,
x(x) = 1 X :82(r) o 84(51)
V2 /3

nos dara as expressoces classicas para a variedade de Veronese.

i) Tomando = = 2 , obtemos
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Partindo da expressao da Veronese padrao em coordenadas cartesia-
nas dada ac final de 3.2.2, e compondo com a homotetia, chegamos

a

f o4
[N
s
-
[l
B
”
w
il
b
"
>
N =
~
™

gue & uma expressao classica para a variedade de Veronese. (Derd-

zinski [7 1).

ii) Para r = /3 , obtemos outra expressao conhecida para a

Vaeronese: —
X(/3) = 2 x:82(/F) — 8T (1)
VB
X, X X.% X.X xz-xz x24-x2—-2x2
V3 V3 V3 23 6

gue & uma imersao isométrica de 82(/5) com curvatura normal cons
tante = % (isometria do - :cojetivo) {(Chern-Carmo-Kobayashi | | ou

Asperti, [ 2},pag. 38}.

3.10.3 - Nosso objetive agora € ver quem sac as geodésicas da va-

riedade de Veronese de ordem p, p Dar:-
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n \)(n,p)—-l(_e_}

< |-

(¢ dado em 3.5.2).

= - B n
Estas geodesicas sao imagens por X de grandes circulos de S:

xX(cos ¢ v, + sen t v2) ;

1

n ~ . - . .
onde v, e v, €S sao ortoncrmais, o que podera ser identifi-

cado com a variedade de Veronese de dimensao um e ordem p . Este
& o motivo pelo qual passaremos a estudar a Veronese padrac de di

mensao 1 e ordem p, p par.

Ja vimos em 3.2.1 que, para p = 2 x :Sl —_— Sl(;L) & uma

V2

. - 1
imersac, onde percorremos duas vezes S,

Temos entdao gue a imersao isométrica,

1
n(n+3) -1
X : Sn — SZ {Jh—il—— ),

x:-—:L—-
- V2 2(n+1)

restrita aos grande circulos de s" & dada por

+ gen t v2) = =(cog 2t, sen 2t) ,

N

E(cos t vl

. P . 1
e portanto percorremos uma circunferencia de raio > duas vezes.

Come temos a isometria
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V com a métrica induzida de R ; as geodésicas de V sao

' - ) n
imagem dos grandes circulos de S .

Do gue observamcs acima e do fato gque x(v) = x(w) & v =tw,

podemos concluir: -

n

3.10.4. PROPOSIGAQ. As geodesdicas de V = g{Pn), Y .
2

E:

%n (n+3)-1 ——
s

n ~ . . ,
(/EHIE Y, x({v) = v o v, sac clrcunferencias de raic

——
= %. Dados dois pontos de V existe uma anica geodesdica passando
por eles e um dos arcos desta circunferencia minimiza a distancia

entre efes.

Este resultado ja & conhecido {Derdzinski [ 7 ]), sd que numa
demonstragao muito longa, envolvendo as coordenadas cartesienas da
variedade de Veronese de ordem 2. Naquele trabalho, M & dado como

exemplo de subvariedade dc¢ uma esfera Sk = 5.
M nio homeomorfa a Sn, mas satisfazendo a propriedade

dM(P:Q) = dM(pl'ql) = dS(p,q) = dS(pl,ql), para quaisquer p,

4, pyr 9 em M,

3.10.5. Nosso objetivo agora & o de estender a proposigac 3.10.4

para o casc p genérico. Vamos olhar com detalhe o caso p = 4,

Como chservamos em 3.10.3, as geodésicas sao imagens de gran

Il ~
des circulos de S . Vamos entao estudar:-
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X :S1 —+ O0'R” = R , x(v) = v .
Portanto, de 3.4,
x({x,,%x,.) = (x4, x4, 2x3x , V6 x2x2, 2x x3)
1772 1 2 172 172 \H%,EJ
e i od
Uy U, ug
Xl = ¢cos t x2 = gen t
Observamos que:
1) u, + u, + jﬁ un, =1 = v
1 2 /E 4 5
.t 2 2 2, _ .4 4 N _
2) cos 2t-—(x2 xz)(x1-+x2) = % Xy = Uy u, = vy
1
_ 2 2, _ 3 3 _ _
3) sen 2t = 2xlx2(xl4~x2)-—2xlx2—+2xlx2 = u, + ug = v,
4 4 2.2 N _
4) cos 4tﬂuxl-kx2 6xlx2 = uy + u, 6u3 Vv

_ _ 2 _ 2y _ _ _
5) sen 4t = 2 sen t+ cos 2t-—4xlx2(xl x2) 2u3 2u5 N

Portanto, a transformagao linear

T :R5 —_—r R5 , dada por

T(ul,uz,uB,u4,u5) == (vl,vz,VB,vq,v5) e tal que

T{x{cos t, sen t)} = (cos 2t, sen 2t, cos 4t, sen 4t, 1)}.
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Observamos que

—
r_1 -1 0 0 0
0 0 1 0 1
[(T] = 1 1 0 =6 0
0 0 2 0 =2
1 1 o 2 0
Lﬁ Ve
—l

€ uma matriz de linhas ortogonais. Normalizando estas linhas, to-

: o . - , 5 5
mamos um 1lsomor fismo isometrico J ;R —— R7, & tal que

J{x(cos t, sen t)) = Ol— cos 2t, L sen 2t, L cost 4t,
V2 V2 V8
' 2 sen 4t, /3
B 8

Ou seja, J ¢ wn movimento rigido que Leva a venronese padrdo
n =1, p=4, pna curva de Ltipo (1,2) no torno chato Sl(J;) x Sl(JL)C

3 V2 V8
C 87 {c) percorrdde duas vezes.

3.10.6. Vamos ainda cbservar com detalhes a curva de Veronese pa-

drao de ordem 6 antes de discutirmos o caso geral:-—

X Sl — R7 = O6R2 , x{v) = v6 . De 3.4.1,
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x(xl,x2)==(x§, xg, 3 xixz, /15 xixg, /20 xixg ,
L—
e
2.4 1.5
, ¥15 X]Xo s V6 xlxz).
vamos mostrar gue existe um isomorfismo isométrico em R7
tal que
x{cos t, sen t) = (a cos 2t, a sen 2%t, b cos 4t, b sen 4t,
, C cos 6t, c sen 6t, d),
Observamos que X, = cos t X, = sen t,
1) ul+u2+~i—u4+~é—u6=l
V15 v15
2} cos 2t = (xi-—xg){xf-&x§)2==ul-u2+-—l— (u4—~u6) = vy
V15
3) sen 2t = 2x1x2(x§-fx§)2 = Z(QL u, + 1. U, + 3;) =V,
/6 V6 V5
4} cos 4t==((x§-—x§)2-2xix§) (xi-&xé)==ul-+u2-—§—u4—--§mu6==v3
Y15 Y15

5) sen 4t=4(X]3_X2" Xf{g)(Xi+X§) =4
V6

6} cos 6t= u, - U, -~ ¥15 u, + ¥15 Ug =V
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7) sen 6t

que tem por matriz,

Portanto ,

T(ul,..

.,u?)

"3 u, - V20 ug + V6 u, = v

6
T:R — R7 dada por
= (vl'VZ""'VG’ 1)
o L 4 _ 1
V15 /15
2 0 2 0
V2 V5
0 =5, 0 =5
/15 /15
A 0 0 0
/6
0 -/15 0 +/15
4 0 -/20 0
o 2 o 3
Vi% /15

5 |v

A |a
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e tal qgue

Tx(cos t, sen t} = {(cos 2t, sen 2t, cos 4t, sen 4t,

, cos 6t, sen bt, 1).

Notames novamente que as linhas de [T] sao ortogonais. Nor-

. . ; : - 7 7
malizando~as obtemos o isomorfismo-isometrico T':R —— R, gue
leva a variedade de Veronese de dimensdao 1 e ordem 6, na curva do

tipo(1.2.3) no toro chato,

) x sty

4yZ 4 4y2

st A3y « 1B

6 .
do R7, percorridc duas vezes:-

T'{x{cos t, sen t)} = (Lié cos 2t, /15 sen 2t, 15 cos 4t,
4v/2 4/2 4
’ ﬁz sen 4t, 1 cos 6t, L sen 6t, ﬁE) .
4 4/2 4v2 4

Os exemplos 3.10.5 e 3.10.6 nos sugeriram ¢ seguinte Lema:-

3.10.7. LEMA. Pana p par, a apficacac de Veronese padrnde x :Sl——+
2 _ Rp+l P

opR ’ X(V) = VvV, -.é. uma cuiva dO j\_‘z(’,‘}j(} 1;2,. .. rg— VLELm

foro chato Sl(a

r

l) X v.. X Sl(aEJ num hiperplano de gP ¥ 1
2
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perncornndida duas vezes, Isto ¢, x{cos t, sen t) = (al cos 2t ;
a, sen 2t, ..., % cos pt, % sen pt, 0).
Uma demonstra¢ac baseada no esguema dos exemplos 3.10.5 e

3.10.6 parece envolver muitos calculos. Acreditamos gque o forte
argumento gecmétrico (ii) que utilizamos na prova gue se segue

possa ser substituido por outro intrinsecc da Veronese,

i) Exdisfe um {somonfismo Tz Rp+l — Rp+l, tal que

Tx(cos t, sen t) = (cos 2t, sen 2t,...,cos pt, sen pt, 1).

Para provar isto, basta observarmos que, como procedemnos nos
exemplos 3.10.% e 3.10.6, & sempre possivel dar cos kt e sen kt ,

k par, 2 < k < p, como polinbémios homogéneos de grau p em X, e

1

X X, = cos t, X = Sen t.

27 71
Isto permjcira expressar ¢os kt e sen kt, como combinagaoc 1i

near das coordenadas de Veronese e utilizamcos estas mesmas combi-

nagoes para dar as coordenadas de uma aplicagao linear

T: Rp+l —— Rp+l. (A Gltima das coordenadas de T & dada pela equa
cao do hiperplanc H que contém X(Sl)). Temos antao que
Tx{cos t, sen t) = (cos 2t, sen 2t,..., cos pt, sen pt, 1).

Esta aplicacao linear tem que ser um isomorfismo. Isto decor-

re do fato que x & nao singular de ordem p {3.6.2) e, portanto,
substancial em H. Como a composta Tx também e p-regular (veija
2.3.3), ela & substancial no hiperplano 6 dado por U T 1.

Logo, T{H) = G.
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Seja H = v + Sl onde v, & normal a H, Sl subespago. G =
= t(vo) + T(Sl)' Como G nac passa pela origem, t(vo) & T(Sl), sen

do T injetiva em Sqr concluimogs que T & isomorfismo.

. s A . - . +-
ii) Exdste um movimento nigido em RF 1 que Leva a curva de

Veronese de ondem p numa geodesdca de um toro chato do Rp,

aft) = {alcos blt’ azcos bzt,...,aEcos bEt, aE sen bE t)
2 2 2 2

Para verificar a afirmacao (ii) vamos recorrer a proposicgao
3.5.7:~ Existe um movimento rigido em Rp+l que leva a curva de
Veronese nela mesma (SOC(2) atua transitivamente por isometrias do
espago aﬂbiente na curva de Veronese). Entao as curvaturas
kl,...,kp (veja 2.4) tem gue ser constantes em todos os pontos de
curva. Sem se preocupar com economia de argumentos, vamos usar o
teorema 2.8 de do Carmo e Barbosa [ 3 ], que afirma que uma curva

2k .
com curvaturas constantes em R so pode ter, a menos de movimen

to rigido, a expressaoc acima.

iii) Das afirmag¢oes i) e ii) concluimos nossa demonstracao.

Cbservando melhor, vemos que o lema 3.10.7 pode ser adaptado

para o casoc p impar:-

3.10.8. LEMA. Para p Ampar, a curva de Veronesde padrac x : Sl —s

— Rp+l, x(v) = vp, e do tipo 1,3,5,...,p num tore chato Sl(al)x

1
X...XS(aEi]:):

2
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X{cos t, sen t) = (alcos t, alsen t, a, cos 3t, a, sen 3t, ...y,
» @ 49 COS pt, a_,, sen pt).
2 2 ' '

A afirmagaoc i) da demonstracgao do lema anterior, tem gue ser

modificada:-

i) Exdsfe um Lsomongdlsmo T :Rp+l — Rerl fal que
Tx{cos t, sen t) = (cos t,sen t,cos 3t,sen 3t,...,cos pt,sen pt}.
Os argumentos de i) do lema 3.10.7 podem ser aplicados se

lembrarmos gue

a) cos kt e sen kt, para k Impar, k <p, também podem ser da-

dos em polindmios homogenecs do grau p em X, e X., X, = COS t ,

1 2 1

x2 = sen t.

Isto garantira, como em 3.10.7, a existéncia de T linear sa-

tisfazendo a condigao acima.

k) para p Impar, x & substancial (veja 3.5.3), ou seja o
subespagoe gerado por x(Sn) é todo Rp+l. A aplicagao composta
Tx(cos t, sen t) =(cos t, sen t,..., cos pt, sen pt)} também e
substancial em Rp+l, pois & nao singular de ordem p+l (veia

2.3.3), Istoc obriga T ser iscmorfismo.

ii) Tdéntico a ii) de 3.10.7.

iii) Juntando i) e ii) concluimos nossa proposigao.



113

3.10.9., Como exemplc para © lema anterior,tcmemcs p = 3 ,

X i Sl — R2 ] R2 fs) R2 = R4 . x(v) = v3 & dada por: x(xl,xz) =

= (xi,xB /3, x2x

2
2 1797 l/j Xlx2)- (de 3.4.2).

. 4 .
¢ isomorfismo T : R4——+ R° , dado pela matriz

i %? 0 0 %-W
0 %g % 0
& tal que
Tx(cos t, sen t} = (%? cos t, ég gsen t, % cos 3t, % sen 3t)
Dada a imersioc isométrica x: 87 — Sn(JL) (3.10.1), as geo
_ 2 /s ©
deésicas em §(Sn) = V, sado imagens dos grandes circulos de 5", as

quais sao identificadas com as curvas de Veronese de ordem p. Dos

lemas anteriores, temos a seguinte proposicao:

3.10.10. PROPOSIGAO. Dada a imersao isométrica 5==¥L X:8 —
/D
- Sv(n'p)(J;), x(v) = vp, e a variedade de Veronese V = E(Sn),

VP
temos: —
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- — e =, n -, —~
i) Para p Ampar, [V o isometrnica a S} as geodesicas de V sac

curvas o do £4po 1,3, ...,p num fore chato de um subespago afim de

dimensdo p+l. (a(t)

(a,cos t, a,sen t, a

1 1 cos 3k, a,sen 3t,...,

2 2

1@, COS pt, a sen pt)).

ptl
2 2

Duas destas geodisdicas se interseccdonam em dods pontos. (Ima

gem de pontos antipodas).

ii) Para p par [V Lsometrica a Py, as geodesicas de v = g(Pn) -

C Sv(n,p)—l{a) sa0 cuwavas o do fipo 1,2,3,,..,§ num  Loro  chato

de um subespago afim de RV {n/p)

a{t) = (alcos t, a, sen t, a

1 ,COS 2t, a

,Sen 2t, ...,

B B
,aE.cos 5 t, a_ sen % t)

2 2

Dados dois pontos existe uma unica geodesica pastsando  por

ples.



[ 1]

[ 2]

[ 3]

{ 4]

[ 3]

[ 6]

[ 7]

[ 8]

115

BIBLIOGRAFIA

AMBROSE, W., PALAIS, R.S. e SINGER, I.M., "Sprays". An._
Academia Brasileira de Ciénecias 32 (1960), 163-178.

ASPERTI, A.C., Algumas Propriedades Genéricas de Imersoes Ri
emannianas.Tese IMPA,1977,0u Bolet. SEM,V. 11, (191-216) ,1980,

BARBOSA, J.L. e DO CARMO, M., "Helicoids, Catencids and Mini
mal Hypersurfaces of R" Invariant by an &-Parameter”.

An. Academia Brasileira de Ciéncias, (1981).

BARNER, M., "Uber die Mindestanzahl stationirer Schmiegebenc-
bie geschloszsenen streng-konvexer Raumkurven”, Abh.
Math. Sem. Univ. Hanburg 20, (1956), 1%6-215.

BARNER, M. e Flohr, F. "Der Vierscheitesaltz und seine Veral
lgemeinerungen", Der Mathematikunterricht 4, no 4
(1958), 43-73.

CARTAN, E., "Sur les varietés de courbure constant d'un es-
pace euclidien ou non euclidien”, Bull. Soc. Math. Ir.
47 (1919), 125-160.

DERDZINSKI, A. "On some condition for a submanifold of Eu-
clidean space to be a sphere", Annales Polonici Mathe-
matici XXXIV, (1977), 53-61.

DODSON, C.T.J. e RADIVOIOVICI, M.S., "Second Order Tangent
Structures", Internaticnal Journal of Theoretical Phys
ics, Vol. 21, ne 2 (1982), 151-161.



116

[10]

{11]

[12]

[13]

[14]

(15]

[16]

[17]

(18]

EHRESMANN, C., "Les prolongements d'une variétée differentia —
ble ~ I - Calcul des jets, prolongement principal -II -
L'espace des jets d'order R de Vvn dans Vm"”, C.R. Acad.
Sci. Paris 233 (1951), 598-600, 777-779.

FELDMAN, E. A., "The Geometry of Immersions I Transaction” ,
Am. Math. Soc., 120, n.2, (1965), 185-223.

FELDMAN, E. A., "Immersions with howhere vanishing mean cur-

vature vector", Topolegy vol. 12, (1973}, 201-227.

FREEDMAN, M.H., "Planes Triply Tangent to Curves with  Non-
-vanishing Torsion", Topoclogy vol.19, (1980), 1-8.

GLUCK, H., "Higher Cuxvatures of Curves in Euclidean Space",
Aannals. of Math. (1966), 699-704.

HAEFLIGER, A., "Plongements differentiables des varietes dans
variétés", Comment Math. Helvi 36 (1962), 47-82.

KLINGENBERG, W., "A course in Differential Geometry",Springer
-Verlag, New York (1977).

KNESER, A., "Bem erkungen uber die Anzahl der Extreme der
Krummung geschlossenen kurven und iber verwandte Fra-
gen in einer nicht-euklidischen Geometrie” ,Festschrift

H. Weber, (1912), 170-180.
KOBAYASHI, T., "Higher Crder Nonsingular Immersions in Lens
spaces Med 3", Proc. Japan Acad. 57, Ser. A., (1981),

503-506,

LANG, S., Algebra , Addison Wesley Co. Massachusetts, 1965,



117

[19] KUIPER,N.H.,"Minimal Total Absolute Curvature for Immersions"
Inventiones Math. 10, (1970}, 209-238.

[20] KUIPER, H. e POHL, W.F., "Tight Topological Embeddings on the
Real Projective Plane in ES", Inventiones Math. 42,
(1977), 177-179.

[2]1} LAUGWITZ, D., "Differential and Riemannian Geometry", Acad.
Press, (1965).

[22] LIMA, E. L., "Variedades Diferenciaveis", IMPA, (1972).

[23] LITTLE, J.A., "On Singularities of submanifolds of higher
dimensional Euclidean Spaces”, Annali di Mat. Pura ed
Appl. (IV).83, (1969), 261-336.

(24] LITTLE, J.A. e POHL, W.F., "On Tight Immersions of Maximal
Codimension", Inventiones Math. 13 (1271}, 179-204.

f25] MILNOR, J.W. e STASHEYYF, Caracteristic Classes, Princeton
University Press, (1974).

[26] POHL, W.F¥., "Differential Geometry of Higher Order"” Topology
-1, (19¢62), 170-211.

[27] POHL, W.F., "On a theorem related to the four vertex theorem"
Annals. of Math., vol. 84, 2 (1966), 356-367.

[28] PORTEQUS, I.R., "Topological Geometry", Van Nostrand Reinhold
Company, London, 1972.

[291 SUZUKI, H., "Bounds for Dimensions of 0dd Order Non-singular
Immersionsg of RPn“, Transactions of Amer. Math, Scc.,
(1966}, 269-275.



118

[30] 8SUZUKI, H., "Characteristics classes of some higher order
tangent bundles of conmplex projective Space", Journal
of Math. Soc. of Japan (1966}, 386-393.

[31] SUZUKI, H., "Higher Order Non-singular Immersicns in Projec-
tive Spaces", Quart. J. Math. Oxford (2), 10, (1969),
33-44,

[32] THORBERGSSON , G., "Vierscheitelsatz an Flatchen nichtpositi —
ver krummung"”, Math. Z2eits, 146 (1976), 47-56.

[33] WEIL, A., "Théorie des points proches, sur les variétés dif-
ferentiables —~ Geomé@trie Differentielle”, Celloques
Internationaux du C.N.,R.S., {(1953), 111i-117.

Culdads_ 73C J

Pinng ¢

e 15/ G5




