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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertagao trata de dois problemas relacionados ao operador p-Lapla-
ciano, o problema de Dirichlet

—div (|[VulP~*Vu) = f 1 <p<+oo, (1.1)
U ]5-;'2 = D?

que € estudado no Capitulo 2, e a equacio de evolugao comi dado inicial ug,

% — div ([Vulf*Vu)=f, 2<p<+oo, (1.2)
no Capitulo 3. Em cada um destes problemas estudamos existéncia e uni-
cidade da solugdo, assim como a convergéncia da aproximacgao pelo método
de elementos finitos.

Na andlise do problema de Dirichlet empregamos técnicas variacionais
que se estendem de forma natural ao método de elementos finitos. Neste
sentido o problema (1.1) é equivalente a minimizar o funcional

J(v) = é]ﬂ (VulPdz — (f,v). (1.3)

Usando esta caracteristica, desenvolvemos um método de minimizacio no
Capitulo 4 baseado no Lagrangeano aumentado.

No Capitulo 2 obtemos existéncia e unicidade do problema (1.1) com
u € WyP(f)) usando a caracterizacio da solucio como sendo o minimo
do funcional (1.3). Também, neste capitulo, propomos um método de e-
lementos finitos de ordem um para aproximar a solugio de (1.1). Usando
estimativas de eliticidade e continnidade do operador p-Laplaciano obtemos



estimativas de erro. Neste ponto vale notar que as estimativas de erro pio-
ram se p é grande ou é muito préximo de um. Para estes valores de P, por
exemplo p < 1.2 ou p > 10, o problema (1.1) torna-se mal condicionado,
dificil de ser resolvido numericamente.

No Capitulo 3 construimos uma sequéncia de fungdes que aproximam a
solugdo de (1.2) e provaremos que de fato a sequéncia converge para esta
solugdo. Esta sequéncia de aproximagdes é construida usando o método de
linhas da seguinte forma: discretizamos o tempo com intervalos At, obtemos
a aproximagao usando a equagio de recorréncia

Ui — Ui

At

e tomamos o limite quando At — 0. Também estudamos o método de ele-
mentos finitos quando discretizamos (1.2) no tempo e no espago (esquema
totalmente discretizado). Vemos que resolver ( 1.4) é muito similar a resol-
ver numericamente o problema (1.1), isto é, aproximar a solugdo de (1.2)
significa resolver uma equacio elitica envolvendo o p-Laplaciano, a cada
passo no tempo.

Finalmente, no Capitulo 4 estudamos o algoritmo de Uzawa a partir
do Lagrangeano aumentado. A idéia é decompor o operador p-Laplaciano
introduzindo uma nova varidvel z = Vu e impor esta igualdade como uma
restrigdo ao problema de minimizagéo penalizado

~ V- (|[Vulr?Vy;) = f (1.4)

L1 r 2
L P _ _ _
r{ll'lznp/IZl dz — (f,v) + 2“V'U z|l3,

s.a.Vv—z=0.

O Lagrangeano deste problema é chamado de Lagrangeano aumentado, da-
do por
1
L,(v,2,)) = 17/ 2P dz — (£, v) +//\ (Vv —2)dz + 32"-||\7v — 2.
Dado um valor aproximado ); para o multiplicador de Lagrange, o algoritmo
de Uzawa a cada passo resolve o problema irrestrito

r{lxin[,,(v, z, ) (1.5)

e corrige o multiplicador ); por A\jy; = A+ p(Vv—2z). O passo intermediario
(1.5) pode ser convenientemente resolvido usando métodos de relaxagéo.



Os problemas (1.1), (1.2) e o algoritmo de Uzawa estdo relacionados da
seguinte forma: a solugio da equagdo (1.1) pode ser obtida como solucdo
estaciondria para equagio (1.2) quando ¢ — 400 € o algoritmo de Uzawa é
um método de marcha implicito no tempo similar & equacio de recorréncia
(1.4).

Os métodos de Lagrangeano aumentado também podem ser usados em
problemas que envolvem desigualdades variacionais. Esta técnica tem sido
muito utilizada em problemas de mecanica do meio continuo, como elasti-
cidade e viscoplasticidade, desde que foi introduzida por R. Glowinski. De
modo natural estes métodos podem ser aplicados a equages eliticas nao
lineares cuja solugio esteja associada 3 minimizagio de um funcional.

As referéncias bésicas para os Capitulos 2 e 4 sdo os trabalhos de Glo-
winski [5], [4] e [6]; para a equagido de evolugio (1.2), Capitulo 3, a referéncia
bésica ¢ o artigo de D. Wei [8].

1.1 Contexto Funcional

Definiremos aqui a notagio dos espacos que usaremos a partir de agora.
Sejampegq,1 <p< +oo,1/p+1/g =1, eQ uma regiao aberta limitada
de RN. Chamaremos de V o espago de Sobolev W,?(2) com a norma

Iolly = (f 190 az) ™.

V € um espago de Banach reflexivo. Denotaremos o espago dual de V
com norma ||+ |l. por V' e por (-,-) : V' x V — R o produto dual entre este
dois espagos .

Podemos entéo identificar

(v,u):/nv-udx veEV'eueV

como sendo o produto dual entre V' ¢ V. O produto interno e a norma
euclidiana em R" serdo denotados por v - u e |v].

Quando nos referirmos a espacos de Hilbert escreveremos o produto
interno como (-,-). Quando necessirio, denotaremos a norma L*(2) por

[RPS

Nota 1.1 A norma || - ||, é apenas uma semi-norma para o espago W17(Q).
Mas no subespago W,7(f) ela é equivalente & norma usual de Whr(Q)
definida por |- Jwsr = |-l +] - 1.



1.2 Analise Convexa

Colocaremos aqui alguns resultados que usaremos sobre funcoes convexas.
A existéncia, a unicidade e a caracterizagio do minimo de funcoes convexas
serd demonstrada. Como um resultado prévio de andlise funcional, usaremos
o fato de que toda fungio convexa s.c.i. (semi-continua inferiormente) num
espago de Banach reflexivo é s.c.i. na topologia fraca.

Seja V' um espago de Banach reflexivo com norma ||| e J : V = R uma
funcao convexa, s.c.i. e propria. Queremos estudar as solugées do problema

inf J(v). (1.6)

vl

Teorema 1.1 Suponhamos que J(v) seja coercivo sobre V', isto ¢,

lim J(v) = +4o0.
llell—eo
Entdo o problema (1.6) possui uma solugao e, além disso, a solucdo ¢ inica
se J(v) for estritamente convero.

ProvVA. Tome u, uma sequéncia minimizante, isto é, u, tal que

Jim J(u,) = llrgl-l-:" Jlu) =
A principio —oo < a < +oo. Sabemos que @ ¢ finito porque J{v) é préprio.
De modo que u, tem que ser limitado por causa da coercividade de .J(v).
Entdo podemos extrair uma subsequéneia u,, que converge fracamente para
um elemento v de V. Agora, J(v) é s.c.i. na topologia fraca, portanto

J(u) < limﬂig‘f;ﬁ T =

entdo u é uma solugao de (1.6).
Suponhamos que existam duas solugdes u; e uz. Se J(v) for estritamente
convexo temos

T (ul -l:'l!,l!-'g

) < %{J{ul} +J(u)) = a,

uma contradicao . O
Vamos agora cracterizar a solugio de (1.6) quando J(v) é Giteaux dife-
renciavel.



Teorema 1.2 Suponkhamos que J(v) seja Géteauz diferencidvel com deri-
vada continua J'(v). Entdou € V € uma solugdo de (1.6) se e somente se
(J'(u),v) = 0 para todov € V.

PROVA. Se u é uma solugio de (1.6), entdo para todovE Ve 0 < A < 1,
temos ‘

J(u) < J(u+ A(v ~ u))
ou ainda

L[+ Mo =) = J()] 2 0.

tomando o limite quando A — 0 temos (J'(u),v — u) > 0 para qualquer v.
Fazendo v’ = 2u — v obtemos a desigualdade oposta, portanto (J'(u),v) =0
para todo wv.

Agora supomos que (J'(u),v) = 0 para todo v. Como J(v) é convexa
segue que, para 0 < A < 1,

A (v) + (1= N)J(w) = T + (1 — M)

ou

T() = () 2 F1I(0 + (1= Au) ()],

novamente tomando o limite quando A — 0, temos J(v) — J (u) > 0 para
qualquer v € V, entdo u é solugio de (1.6). O



Capitulo 2

Problema de Dirichlet

Neste Capitulo faremos a formulagio do problema de Dirichlet para o o-
perador p-Laplaciano, provaremos que este é equivalente a um problema
de minimizagido em espago de Banach. A partir desta nova formulagio, a
existéncia e a unicidade sdo demonstradas usando os teoremas de analise
convexa do Capitulo 1. Como consequéncia natural obteremos também
existéncia e unicidade para a formulagio variacional. Em seguida estudare-
mos o método de elementos finitos para aproximar a solugio do problema

de Dirichlet.
2.1 Formulagao

Definimos agora o seguinte problema de Dirichlet, encontrar u € V tal que

=V (|Vul/*Vu) = f em Q, (2.1)

U |an =0,

onde f € V' e p é um ndmero fixo, 1 < p < +00. Denotaremos o operador
p-Laplaciano por A(u): V — V',

(A(w),v) = /Q |VulP~?Vu - Vo da. (2.2)

Obviamente
(A(u),v) = (=V - (|Vu[~*Vu),v)

para qualquer v € V, assim podemos escrever a equagio (2.1) como
Alu)=f uweV e feV.
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E necessério verificar que A(u) é de fato um elemento de V', isto é,
para qualquer u € V, (A(u), -) : V — R deve definir um funcional linear
limitado. Temos o seguinte lema que nos permite saber também a norma

de A(u) em V',

Lema 2.1 Se u € V, com A(u) definido em (2.2), entdo A(u) € V' ¢
-1
A, = llulli™

ProvA. Para todo v € V temos que

I

(A(w), v)| = ‘ [ 1vupvu- Vuds

que por sua vez, usando a desigualdade de Holder, é menor ou igual que

1/q 1/p
p-1 < p—1}7? ) ( p )
/QIVU| |Vou|dz < (,/9 (|Vul ) dz /Q|Vv| dz

Como (p—1)g=pel/qg=(p—1)/p temos finalmente

(r-1)/p 1/p
</ |VulP d:c> (/ |Vv|pda:>
Q Q

<l ol

|(A(u), )]

IA

Além disso, obtemos a igualdade se seguirmos os mesmos calculos com
v =, isto & |(A(w),u)| = ||ull} e portanto [|A(uw)]l, = Jul}™". O

2.2 Existéncia e unicidade
Antes de enunciarmos o teorema desta secdo vamos definir o funcional
J:V—-R !
= - VulPde —
Jw) = [ 1Vo de —(,0),

onde (-,-) denota o produto dual entre V' e V; e definir o problema de
minimizagdo, achar u € V tal que

Ju) < Jw) YvelV. (2.3)

Vamos usar a equivaléncia da solugdo da equagao (2.1) e do problema
de minimizagdo (2.3) para concluir sobre a existéncia ¢ a unicidade. A
formulagdo (2.3) também é muito util do ponto de vista numeérico pois nos
permitira desenvolver os métodos de Lagrangeano aumentado.

8



Teorema 2.1 FEziste e ¢ unica a solugio do problema (2.3) e da equagdo
(2.1), esta solugdo € caracterizada pela equagdo

/Q [VulP~?Vu-Vodz = (f,v) WYweVeuelV, (2.4)

que € chamada de formulagdo variacional da equagdo (2.1).

PrOVA. Outra forma de escrever o funcional J(u) é

J(u) = }Dnun'; (o),

como p > 1, ||u||] é estritamente convexo e Gateaux diferencidvel em todo
ponto. Portanto J(u) é continuo, estritamente convexo e Gateaux diferen-
cidvel cuja derivada é

(']l(u)vv) = (A(u’) - f,’U)-
Além disto, J(u) é coercivo, isto ¢,

J(u) = 400,

flull; —+oo
pois
1
J(u) 2 ;IIUH? = [[F Nl

ep>1.
Segue dos Teoremas 1.1 e 1.2 que a solucgdo € tnica e pode ser caracte-
rizada pela igualdade variacional (2.4), ou seja,

(J'(u),v) =0 VYveVecuelV

2.3 Eliticidade e Continuidade

Grande parte dos resultados que vamos obter podem ser aplicados também
a outros operadores nédo lineares. Particularmente os resultados das seg¢oes
seguintes sobre a convergéncia do método de elementos finitos. Basicamente
precisamos de duas caracteristicas do operador A : V — V', que A seja
monotonico e Lipschitz continuo para argumentos limitados.

9



Dizemos que A é fortemente monoténico se existe uma fungao estrita-
mente crescente x : [0,00] — R com x(0) = 0 e limyeo x(1) = +o0 tal
que

(A(w) — A(v),u—v) = x(lu—vl)lu—vf  Vu,ve V.

Se tomarmos v = 0, obtemos estimativas de coercividade

(A(u),u) = x(ul)lu]l

Dizemos que A é Lipschitz continuo para argumentos limitados se existe
I'(r) tal que
[A(u) = AQ)l, S T(r)[lw —v]  Vo,Yu

com |jv|| < relu|| <.

2.3.1 Monotonicidade

Provaremos nesta se¢do que o operador A que define o p-Laplaciano é mo-
notonico. Faremos esta demonstragao quando A é um pouco mais geral, o
caso do p-Laplaciano vem como consequéncia.

Suponhamos que A(u) : V — V' seja um operador tal que

(A(u),v) = /QF(m, Vu) - Vudz, (2.5)

onde F(z,n) : ( x R*) — R" satisfaz as seguintes condig¢des em cada
componente F;(z,n)

Fi(z,n) € C°(Q x B*)n C1(Q x (R* - {0})), (2.6)
Fi(z,0) =0, (2.7)

e a seguinte condicao de eliticidade, existem p > 1 e v > 0 tais que

*, JF;
S G & 2 vinP e (2.8)
t,y=1 71

Provaremos que os operadores desta forma sdo fortemente monotoénicos ¢
que o p-Laplaciano é um caso particular.

Lema 2.2 O p-Laplaciano satisfaz as condigées (2.5)—(2.8).

10



PROVA. No caso do p-Laplaciano F(z,n) = |n|P"?n ¢

al?i bl . .
8—77' =(p~- 2)|n|? 4771'77]' para ¢ # J,
J

OF; - _ .
o, = @ =20l + Pt parai= .
J

Obviamente as condigdes (2.6) e (2.7) sao satisfeitas. Definimos agora a
matriz simétrica M com M,;; = 0F;/0n;. A desigualdade (2.8) pode ser
obtida calculando o menor autovalor A(n) de M, isto porque

2 dn;

7,7=1

(z,m) & & = & ME> Nn) l¢]*.

Podemos escrever M = (p—2) [n[P~* npt + |n|P~2I. Temos dois autoespagos,
um gerado por 7 e o espago ortogonal a 7, pois

Mn=(p-1)nf~*n

esev 17,
Mv = |p|P~?v.
Entdo o menor autovalor é A(7) = min{l,p — 1}|n|"~2. Portanto
— OF; : _
> z—~(@m) €& 2 min{l,p— 1} [n7* [
i5=1 97;
O

Lema 2.3 Para um operador A satisfazendo (2.5)-(2.8), temos o > 0 tal
que para qualquer e n’

(F(z,m)— F(z,n)) - (n=n") > alp—7'f

sep=>2e

(F(z,n)— F(z,n") - (n=2") = a|n—7'*(nl + |n'])"~*
sel<p<2.

ProvAa. Temos a seguinte identidade
/ ld
(F(a,n) = Fla,) - (1=0) = [ ZFa,n =t =) (0 —n')dt,

11



efetuando a derivacgao,

(F(z,7)~F(z, = z: e (1 =0 +n) ) 0y =15 s,
J

e da condigdo (2.8) vem

1
(F(a,m) = Fla,n)) - (1 =) 2 vl = [ (L=t + P~ de
>vln =7 / (1 —t)n' + P72 dt. (2.9)

Usaremos a seguinte desigualdade,

2= < 11— o'+ ] (210)
para 0 <t < 1/4. Entdo, se p—2 > 0,
(F(z,n)— F(z,1) - (n=n") 2 alp =",
que vem de (2.9) e (2.10). No caso em que p—2 < 0, usaremos a desigualdade
(1 =)'+ tyl < |nl + In'|
para 0 <t <1, logo
(F(zyn) = F(z,1) - (n=n") = aln—'*(Inl + )P~
O

Nota 2.1 A desigualdade (2.10) ndo é um resultado imediato. E possivel
demonstra-la, sem perda de generalidade, supondo |n’| > || e comn = (1,0)
en' = p(cosB,sinf). Substituindo em (2.10), verificamos que de fato a
desigualdade vale para 1 < p, 0 < ¢ < 1/4 e qualquer 6.

Com a ajuda das desigualdades do Lema 2.3 podemos provar dois resul-
tados.

Teorema 2.2 Parap > 2

(A(w) = A(v),u = v) > allu— o]

12



ProvA. Como consequéncia direta do Lema 2.3
/Q(F(x, Vu)— F(z,Vv))- (Vu—Vv)dz > a/ |Vu—VolPdz = allu — v|?.
Q

3
Portanto, para p > 2, o operador A é uniformemente monotonico.

Teorema 2.3 Paral <p <2
(A() = A(w),u =) > allu — ol ([oll, + lull)".
PROVA. Pela desigualdade do Lema 2.3 temos
(Vo] + |Vu|)*?(F(z, Vu) — F(z,Vv)) (Vu — Vo) > a|Vv - Vul?,
elevando a p/2 e integrando
(190l [Ful) /2
[(F(z, V) - F(z, Vo)) - (Vu = Vo) ds > aljo ~ ulf,

usando a desigualdade de Hélder em L2/?(2) e L*/?~?(Q), obtemos

(2-p)/2
(L9l + vuly dz)

p/2
(/Q(F(x,Vu) — F(z,V))- (Ve — V) d:z;) > aflv — u|f,
V0] + [Vul [ (A(u) = A(v),u = 0)P/* 2 allv = ul],
Elevando a 2/p obtemos finalmente
(IVoll, + 1 Vull) P (A(w) — A(v),u —v) 2 allv = ulfy.

0O

No caso em que p < 2 o operador A é monoténico porém nao de maneira
uniforme, e s6 é possivel obter uniformidade local, isto é, supondo u e v
limitados.

13



2.3.2 Continuidade

O fato do operador A ser Lipschitz continuo em dominios limitados depende
das estimativas de continuidade sobre [F'(z,n). No caso do p-Laplaciano,

isto é, F(z,n) = |n|*~%n, temos as seguintes desigualdades. Existe uma
constante f tal que para todo n e 7’
|F(zyn) = F(z, ) < Blo— ' (In] + [n')"2, (2.11)
comp>2e
IF(:IJ,T]) - F(:C,?]l)l S IB |77 - 77’|p_1, (212)

com 1 < p < 2. Seguem os resultados sobre continuidade.
Teorema 2.4 Para p > 2, existe 3 tal que

JA@) = AW)I. < Bllo - ull (lul, + ol )7~
Prova. Temos

HA(u) — A(v)][, = sup [(A(u) — A(v), w)|

wEV,wit0 l|wll,

9

agora da desigualdade (2.11) vem
[(A(u) — A(v),w)| < ﬁ/ﬂ [Vu — Vol (|Vu] + [ Vo] 7* V| dz,

usando a desigualdade de Holder com ¢ = p/(p — 1)

(Aw) = (), w)] < Bl —wl, ([Tl + Vo) =2 wpda)
novamente usando Hélder em LP/4(Q) e LP/P=9)(Q) temos
(Aw) = A(v), )| < Bllo = ull I Vuf+ [Vl |oll,
de onde vem o resultado final
(A(w) = A(), )] < Bllo = ully(IVull + 9911, wll.
O

Teorema 2.5 Paral <p <2

1A(u) = Al < Bllu—vllF™"

14



PrOVA. Usando a desigualdade (2.12) e a de Hélder vem

(Aw) = A@),w)| < [ |Vu=VoP!Vude < Blu— oy ol

0O
No ultimo caso em que p < 2 o expoente p — 1 < 1 portanto nido temos
continuidade Lipschitz.

Nota 2.2 Para obter (2.11) procedemos de forma similar ao que fizemos
para (2.10), veja Nota 2.1. Definimos

P20 — [n'PP~*n’|
In = n'[ (Inl + In'[)p=2
sem perda de generalidade supomos 7 = (1,0) ¢ ' = p(cos8,sinf) com

p > 1. Analisamos entdo a limitagdo de ¢(p,0) quando p — +o0 e quando
p — 1. A prova de (2.12) segue o mesmo principio.

¢("7> 77,) =

2.4 Problema Aproximado

De modo a simplificar as hipdteses vamos supor daqui por diante que §2 ¢é
um poligono de R?. Seja 75 um conjunto de triAngulos T' que formam uma
triangulagao de 2, onde h ¢ um parametro que denota o maior lado dentre
todos os T, T € T;. Esta triangulagiao deve ser de tal forma que 7' C 2
para todo 1T' € Ty, Urer, T = Q e de forma que se T, T' € T, entdo um dos
seguintes casos ocorre: TNT' =0, T NT’ é igual a um vérticeou TN T’ ¢
igual a uma aresta.

Dada esta triangulagao definimos o espago V4, formado por fungdes po-
linomiais por partes, com

Vi = {vn € C(Q) tal que vh|yq = 0 € valper, = pol. de grau < 1}.

Claramente V}, ¢ subespaco de dimensao finita de V e sobre V}, definimos o
problema aproximado, achar u, € V;, tal que

/Q [VunP~2Vuy - Vopde = (f,08)  Vou € Vi (2.13)
De fato V4 é um subespago fechado, e da mesma forma que provamos

que o problema (2.4) possui uma unica solugdo, podemos argumentar que
(2.13) também possui uma tnica solugao.

15



Nota 2.3 Aproximagoes por elementos finitos de ordem superior a um po-
dem nao trazer vantagem do ponto de visra do erro numérico. Isto porque

mesmo com f e 9Q muito regulares a solu¢do u(z) pode ser pouco regular,
isto é, pode ser que u & V N W*P(Q).

2.4.1 Convergéncia da aproximacgao

Vamos demonstrar a convergéncia da solu¢do do problema aproximado para
a solugdo do problema original quando A — 0. Primeiramente néo faremos
hipéteses adicionais sobre a regularidade da solugdo u(z). Posteriormente,
supondo que u(z) € W??(2), provaremos que o erro da aproximagao é da
ordem de h elevado a uma poténcia que depende de p.

Seja Vj como definido anteiormente. Definimos agora o operador de
interpolgao Il : V — V,,

Myu = i Li(u)in(z),
=1

onde ; x(z), 1 = 1...m, formam uma base global para o espago V.

Sempre que nos referirmos a k - 0 estaremos supondo que h tende
a zero e que, na triangulagdo 7p, os angulos internos dos triangulos sdo
limitados inferiormente por uma constante 6 independente de h.

Lema 2.4 Se u € u; sdo solugées de (2.4) e (2.13) entdo |[upll; < |jull;-
PrOVA. Substituindo v, = up em (2.13) e (2.4) obtemos

(Aun), un) = (f,un) = (A(u), un),

ou melhor,
lunllf < MA@ Hunll;-

Provamos no Lema 2.1 que ||A(u)l], = ||u|[?™" e portanto |jus||, < [|ull,. O

Teorema 2.6 Se¢ u e u, sdo solugdes de (2.4) ¢ (2.13) respectivamente,
entdo ||u — unll, — 0 quando b > 0.

PROVA. Durante a demonstracdo usaremos o fato de que se ¢ € C5°(2)
entio ||¢ — Hxll; — 0 quando h = 0. Além disso,

(A(u) = A(un), Hng —up) =0
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se lomarmos v = II4¢ — uy, nas equagdo (2.4) e (2.13) poisv € V), C V.
Portanto, para p > 2, usando a coercividade e a continuidade para o
operador A(u),
affu —unlly < (A(w) — Aua), v — u)
= (A(u) — A(un), u — ) + (A(w) — A(ua), Hrd — ua)
< Bkl + hually P2l = s = ol

Como vimos no lema acima, |lus||; < ||u|l;- Temos entdo que

lu = unl™ < Clu)(llu = ¢ll, + 16 — Mudlly),

onde C'(u) é uma constante que depende apenas de u e ndo depende de h.
Do mesmo modo para 1 < p £ 2,

aflu = unllf < BCllly + funlly)* 7 llu = wall} 7w — Mg,

lu = unlly < Clu)(llu— gl + I — aell,)-

Em ambos os casos, tomando k - 0 e usando o fato de que C$*(£2) é den-
so em V, podemos fazer ||¢ — IIx¢||, e ||u — ¢||; arbitrariamente pequenos,
e isto demonstra que
lim [lu — us|l, = 0.

0

—

O

2.4.2 Estimativa de erro

Para obter estimativas de erro sempre € necessario usar resultados de inter-
polacgdo de funcbes em espagos de Sobolev.

Se Q é um aberto de R? e com fronteira Lipchitziana temos W2?() C
C°%(Q), qualquer p > 1. Se os angulos internos dos tridngulos de 7;, forem
limitados inferiormente por  entido temos a seguinte estimativa

[l — Maully < vllullypnh, (2.14)
onde < independe de h e de u (mas nio de 0).

Teorema 2.7 Dada uma triangulagio T, se u € VN W?2P(Q) e se 9 ¢
uma fronteira Lipschitziana, entdo temos as sequintes estimativas de erro

1 p=2
lu—wunll; < Cllullipepllullf™ =T parap>2
1 2—

lu—wly < Cllullid luli™h=  poral<p<e.
onde C independente de h e de u.
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ProvA. [Esta demonstragio segue de forma analoga a do Teorema 2.6.
Das equagdes (2.13) e (2.4) tiramos que

(A(u) — A(up), Hpu — up) = 0,
e que

(A(u) = A(un),u —un) = (A(v) — A(un), v — Tpu)
+ (A(u) - A(uh), Iy — uh)
= (A(u) — A(un), v — yu).

Para p > 2, usando que [Jusl|; < ||ull, e (2.14)

aflu — upll] <
< ﬂ(||qu + ||uh”1)7’"2||u - uh“1“u - Hhu”1
< 2772 Byl sl lle — iy e

de onde segue o resultado acima com C = (2P~ 28)1/(p~1),
Paral <p <2

allu — uh||§ <
< B(llwlly + llunlly)* Pllu = wallf ™ lu — Maull,
— 2— —
< 20yl ullyas o = wal

e encontramos a estimativa de erro do teorema com C = (2277£)1/G-7), O

Nota 2.4 E possivel obter estimativas de erro étimas supondo mais regu-
laridade sobre a solugdo u(z). Entendemos por estimativas de erro étimas
aquelas que sdo da ordem de h, ji que estamos usando interpolagdo de
ordem um. Resultado neste sentido pode ser encontrado em [1], onde se
demonstram estimativas de erro 6timas com u € W3(Q2) N C>2-»)/r(Q),
para p < 2, e u € Wh(Q) N W2%(Q), para p > 2.
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Capitulo 3
Equacao de Evolucao

Neste capitulo estudaremos existéncia, unicidade e solugdo numérica de uma
equagao de evolugao envolvendo o operador p-Laplaciano com p > 2. Prova-
remos que esta solugao é continua no tempo se o termo forcante é Lipschitz
no tempo. Obteremos também estimativas de erro para o problema discre-
tizado no tempo e no espago .

3.1 Formulacao do Problema

Seja A : V — V' o operador p-Laplaciano e V = W, () definidos ante-
riormente onde 2 é um aberto convexo de R%. Durante todo este capitulo
estaremos supondo que p > 2.

Consideremos o seguinte problema de evolugao

du (o)
Et_.i..A(u) = f(z,t) we L®[0,T),V],

u(z,t) [pq =0 1€ (0,T],
u(z,0) = uo(z) uo €7V,

onde up € Ve f:[0,T] — L*(Q) é Lipschitz, isto é, existe L constante tal
que | f(£) = F()l, < Lit — ] qualquer 1, ¢' € [0, T},

Diremos que du(z,t)/dt é a derivada de u(z,t) com respeito ao tempo
se du/dt satisfaz

u(t+A) —u(t)  du(t)
A T dt

lim
A—0

2

comt € (0,7).
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A funcéo u(z,t) € V é uma solugido do problema acima se para todo

te (0,7

<du > + (A(u),v) = (f,v), em L*®[0,T], Vv € L*(Q) (3.1)

'CE, v
u(a:,t) |aﬂ =0 te (OaT]’ (32)
(u(0),v) = (uo,v) Vo€ L*}Q). (3.3)

Isto é, entendemos a derivada com respeito a variavel ¢ no sentido pontual,
e dizemos que u é uma solugdo se a equagao (3.1) é satisfeita como uma
igualdade em L*[0,T].

Provaremos que o problema (3.1)-(3.3) tem solucdo unica se ug € V e
V - (|[VuglP~2Vue) € L*(©2). Além disso temos que a solugdo u € C[0,T, V]
e du/dt € L*[0,T,V].

Construiremos primeiramente uma sequéncia u; da seguinte forma. Seja
ti =1At,:=0...n, At = T/n, formando uma parti¢do uniforme de [0, T].
Para ¢ =1...n, dado u;-1, definimos u; € V tal que

<—%;——:A—-tqi_—1,v> + (A(u;),v) = (fi,v) VYveV (3.4)
onde f; = f(z,1;) e ug é a condigdo inicial do problema (3.1)-(3.3).

A idéia é construir uma fungdo a partir de uma interpolagio linear desta
sequéncia na variavel ¢ de modo a obter a solugdo do problema original
quando At — 0.

3.2 Resultados Preliminares

Nesta secdo provaremos uma série de lemas que usaremos no teorema de
existéncia. Observemos primeiramente que V C L2 C V' pois p > 2.
Este fato serd de grande importancia, por isso é essencial que p > 2. Outra
hipétese que usaremos frequentemente € sobre a regularidade do dado inicial,
A(uo) € L%, Embora nao esteja explicito, esta hipétese é importante para
demonstrar o Lema 3.2 que sera usado para obter quase todos os outros
resultados.

Lema 3.1 Para cada particio t;, + = 0...n, a equagdo (3.4) gera uma
unica sequéncia u; em V.
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PROVA. A equagdo (3.4) pode ser reescrita como
(ui,v) — (uiz1,v) + At(A(u;),v) — At{fi,v) =0 VYveV.

Definimos o funcional G : V — V/

Glw) = Gl = (wims, ) + At = ().

Da mesma forma que no capitulo anterior, temos que u; € solugdo da equagao
(3.4) se e somente se u; ¢ minimo do funcional G(u). Agora, o minimo de
G/(u) existe e é dnico pois G(u) é estritamente convexo, continuo e coercivo.
Portanto a sequéncia u; estd bem definida em V. O

Nas demonstragoes a seguir C' representa uma constante genérica que
depende apenas de f e ug.

Provaremos que u; é uma sequéncia limitada em L?(Q).

Lema 3.2 Se A(uo) € L*() e f(x,t) € C[0,T, L*(2)] € Lipschitz na va-
ridvel t entdo existe uma constante C, que depende apenas de f e ug, tal
que

<C,

U; — Uj-1
At T
e além disso, ||uill, < TC + |juoll,, e =1...n.

Prova. Na equagio (3.4) podemos substituir v = u; — u;—3,

<__ui ;;Li_l , U — ui_1> -+ (A(Ui), Uu; — ui—-l) = <fi7 u; — U,‘_1),

<E%,uf - Ui—1> + (A(uict)ywi — uim1) = (fior, ui — uizg).

Subtraindo estas duas equagoes temos

Uy — Uj—
<T1,Ui - Ui—1> + (A(ui) = A(uiz1), 8 — uimq) =

<Ui—1 — U2

Ay oW ui—1> + (fi — fim1, wi — ui-q).

Como A(u) é um operador mondtono, (A(u;) — A(ui~1),u; — ui—1) > 0,
temos

Uj-1 — Uj-2

At

2
llwi —wially (l
At -

= Sally) ls = e
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e f é Lipschitz, portanto,
U; — Ui—1
At

onde L é a constante de Lipschitz.
Da mesma forma, podemos usar sucessivamente esta desigualdade para
obter

Ujo1 — Uj—2

At

2

+ LA,
2

Ui — Ui Uy — Ug
At s T At
Resta provar que de fato |jus — uo||,/At é limitado. Contudo, usando nova-

mente (3.4) com v = uy — ug temos

+ TL.
2

Jlus — uoll;
T + (A( ) A(UO) Uy — uo) (flaul - Uo) (A(uo),ul - uo),

e como (A(uy) — A(uo), ur — ug) > 0 temos

2
Uy —uU
ea = wolly < WAllgllwa = uoll, + l/g V - (|Vuo"*Viug) (us — uo)de|,

Al
portanto
U1 — Ug
A
| < max 1A+ Aol

e concluimos que

Ui — Uit

2 <

At ¢

onde C' = T'L + maxip,7 || f(O)ll; + ||A(uo)H2 Agora para provar que a
sequéncia u; é limitada basta notar que para ¢ =0.

llwill, <0 llws — wically + -+ = JJua — wolly + |luoll,

< nAC + ||ugll, = TC 4+ ||uol|,-

a

Faremos agora uma observac¢do que nos permitira simplificar as demons-
tragdes a seguir. Observamos que pela equagdo (3.4) temos (A(u;),v) =
(l;,v) para todo v € V| se fizermos

Ui — Uy

—a; Tl

De modo que podemos definir uma extensao de A(u;) sobre L?*(£2) definindo
(A(ui),v) = (li,v), Vv € L*(R). Além disso,

”li”z <

[ = ol

Uil — U4

At

all PP
2
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Agora f é Lipschitz em [0, T], portanto limitada, e pelo Lema 3.2 podemos
concluir que ||f;||, < €. Isto nos da o seguinte lema.,

Lema 3.3 Eriste [; € L*() com [|A(u)ll, = ||,
ualiuer o€ L), (A0} = {la):

< C tal que, para

Vamos obter agora a limitagdo da sequéncia u; na norma || - ||,.

Lema 3.4 Eniste uma constanle C, dependendo apenas de f e ug, lal que
||-u‘IHI i: CJ t=10,,.n.

Prova. Usando o resultado do Capitulo 2 sobre a coercividade de A(u),
tem-se, parai=1...n,

allui — uollf < (A(w:) — Aluo), wi = ua) = (I — lo, u; — ug)
< (NGllz + Holly) i — woll, < C-

Portanto [[u; — ugl|, < C. Agora
luailly < [l — o[y + [|uoll, < C,

o que conclui a demonstragio. O
 Definiremos agora fungoes u,(t) e u,(t) como interpolacées da sequéncia
u; na variavel { da seguinte forma.
Seja t;, ¢ = 0...n, a partigio de [0,T] que usamos anteriormente, com
espacamento regular A,t. Definimos uma interpolacao linear por partes
u,(t) e uma interpolagio constante por partes w,(t),

Uipq — Uy
un(t) = =t =t) +u
u,(t) = wip,

pata t; <t <tjpq,1=0...n—1, onde u,(0) = up.

Pelo Lema 3.2 sabemos que as fungoes u,(t), u,(t) e du.(t)/dt sdo todas
limitadas no intervalo [0,T] em L*(0), isto é, todas pertencem ao espago
L>[0,T, L*(f1)].

Provaremos agora que as fungdes u,(t) e w,({) se aproximam a medida
que refinamos a partigio, isto € quando n — oc.

Lema 3.5 Sejam u,(t) e u,(t) definidos acima, enido

luntt) ~ w0l < ZX-
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ProOVA. Para: tal que t; <t < t;41 temos

g - U;
lua() —u(Dll, = “%;‘{—(t —t;) — (ip1 — wi)
_ \t -1
T Agt
= |(t—t;) — Ant|

)
2

‘1

lwigr — will,,

Uil — Us

Ayt

)
2

observando que |(t — t;) — Ant| < T/n e usando o Lema 3.2 obtemos o
resultado final. O

O seguinte resultado € de grande importancia.

Lema 3.6 A sequéncia formada por u, quando n — oo converge para u €

clo, T, L*(Q)] n L*[0, T, L*()].

PROVA. Provaremos que u, é uma sequéncia de Cauchy em C[0, T, L?()]N
L*[0,T, L*()].

Tomamos duas fungdes desta sequéncia u,, ¢ u, que foram definidas a
partir de duas particoes de [0, T], respectivamente, t;, com ¢ = 0...n, e iy,
com k =0...m. Se tomarmos t € [0,T], com t; <t < tip1 e tx <t < tpya,
temos

du,,
<W’v> + (A(i1),v) = (fir1,v),
du,,
<—d;—,u> F (Al o) = (firnr0) Vo e V.
fazendo v = u,(t) — um(t) e subtraindo, obtemos
1d 2
5 77 (lun(t) = um(t)llz)+
(A(uir1) = A(tkt1), Un = tn) = (fisr = frgr, Un — Um).

Como u,(t) = i1 € U, (t) = Uks1,

1d \
o= (lun(t) — um @2+

(A(wig1) = A(Urs1), Un — Uy) + (A(Uig1) = A(Uk41), Uivs — Ugta) —
(A(uig1) = A(Urs1)s Um = Up) = (fir1 — Fos1, Un — Um),

24



onde sabemos que (A(uiz1) — A(Ukt1), Uit1 — uks1) = 0, entao

1d 2
S (lun(t) — um (1) <

I(A(Ui+1) - A(Uk+l)7 Up — un)l + |(A(Ui+1) - A(uk+1), Um — ll_m)| +
[(fir1 = fat1, tn — um)|. (3.5)

Vamos agora achar limitantes para os termos do lado direito desta ex-
pressao . Usando os Lemas 3.3 ¢ 3.5 temos

(A(uit1) = A(Ur1), Un — Uy )| <

TC
(Wseally + Wl — wall, < 2
Da mesma forma
TCc
|(A(wig1) — AlUks1)s Um — Up)| < gt

Para o dltimo termo em (3.5) usamos o fato de f(t) ser Lipschitz em ¢ e
que Uy, € Un estdo em L®[0,T, L*(2)]. Temos entio

[(fi+1 = Sot1sUn — um)|
S L[ti.}.l - tk+1|||un(i) - um(t)||2
1

< Lmax{Ant, Amt}||un(t) — um(®)|l, < LTC (% n _> _
m

Agora usamos estas desigualdades na equagdo (3.5) obtemos

55 (lunt) = un D) S TC@+ 1) (24 ),

e como u,(0) = ug € un(0) = uo, ||un(0) — un(0)||, = 0. Integrando a
expressao acima no intervalo [0, t] achamos

fun(t) = um(@l, < 2TC(L+1) (- + ). (3.6)
n m
A sequéncia u,(t) estd em C[0,T, L2(Q)] N L>=[0, T, L*(£)], e pelo resultado
acima u,(t) é Cauchy em L*[0,T, L*(Q)]. Como esta sequéncia converge
uniformemente na varidvel ¢ o seu limite u(z,t) estd em C[0,T, L*(2)]N
L*[0,T, L*(R)]. O
Até este ponto ndo sabemos realmente se u é a solugio de (3.1)-(3.3).
Vamos enunciar agora o iltimo resultado antes de demonstrar o teorema
principal.
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Lema 3.7 A sequéncia u, converge parau em L*®[0,T,V], e
Tim Aun(t)) = A(u(?))
em L*[0,T, V).

PROVA. Pela prépria definicao de u,, ¢ u,, temos, para t; < t < tiy41 €
e <t < tpgr,

a”-qn(t) - -um(t)“Tl-7 < (A(Qn) - A(ﬂm)’ﬁn - ﬁm)
< (Haally + Nkl lun(t) — 2 (@)1l
<

Clllan = unlly + llun = umlly + lftm = s l)-

Portanto vemos que u, é uma sequéncia de Cauchy em L*[0,7,V] e con-
verge para um elemento u neste espago. Mas este limite tem que ser igual
a u, isto porque pelos Lemas 3.5 e 3.6 as sequéncias u,(t) e u,(t) tem o
mesmo limite em L%(f), isto é u(t) = u(¢). Deste modo sabemos agora que
u(t) € L*[0,7,V]. Além disto temos

[ A(wn) — Aw)ll,
< Blua(®)lly + 1u®ll)"*llua(t) — u@®)ll;
< Cllua () = u(@®)lly,

o que completa a prova pois a sequéncia u,, converge para u em L*[0,T", V].
[
Como uma observacao do lema acima, sabemos que para v € V fixo

temos que lim,_o0(A(un(t)),v) = (A(u(t)), v) uniformemente em [0, 7.
3.3 Existéncia e Unicidade

Usando os resultados da se¢ao anterior temos o seguinte teorema.
Teorema 3.1 O problema (3.1)-(3.3) possui uma unica solugdo u(t,z) se
f(z,t) € L*(Q) € Lipschitz, ug € V e V - (|Vuo|"*Vug) € L3(R). Além
disso, com estas hipéteses, u € C[0,T,V].

PROVA. Pela defini¢do de u, e u, podemos reescrever a equagio (3.4)
como

d n
<-C1;_t’v> + (A(ﬂn)’v) = <fi+1,'0), Yv € ‘/a
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onde t; <t < tiyq.
Tomando o limite quando n — oo,

n—o0o

lim <%,v> + (A(u),v) = (f,v), Vvely, (3.7)

uniformemente no intervalo [0, 7], pois A(u,) — A(u) em L*®[0,T,V'] e f
é Lipschitz, para qualquer ¢t € [0,T], ¢; < t < ti41,
,}Ln(}o [firn = f@Ol, < T}Lm Llt; —t|

< lim E = 0.

- n—o0 n

Pelo Lema 3.2, du,/dt é uma sequéncia limitada em L°°[0,T, L*(£)].
Para cada t € [0,T] existe uma subsequéncia de du,(t)/dt € L*(}) que
converge fraco para um w(t) € L*(Q). Entdo temos

(w(t),v) + (A(u),v) = (fiv) VoeV. (3.8)

Contudo, w(t) ¢é independente da subsequéncia tomada, isto porque, dados
u(t) e f(t) fixos, existe um unico w(t) que satisfaz a equagdo acima, pois
trata-se de uma igualdade entre elementos de V', entdo toda a sequéncia
du,(t)/dt converge fraco para w(t). Como o limite fraco de uma sequéncia
de fungdes uniformemente limitada também ¢ uma func¢ao uniformemente

limitada entdo w(t) € L*[0,T, L*(R2)].
Agora podemos ver que A(u) € L*(Q) pois para todo v
(A(u),v) = (f,0) = (w(t),v)  Yve L} Q).

Usando a equagdo (3.8) em t,t' € [0,T] temos
(w(t) — w(t'), v) + (A(u(t)) — A(u(t)),v) = (f(t) = f(t'),v) VveV.

Em particular para v = u(t) — u(t') e usando a coercividade,
allu(t) = w7 < (A(u(t)) — A(u(t), u(t) — u(t'))
= (—w(t) +w(t) + f(t) = F(), u(t) — (1))

t
< (Il () = w(®)lly + 1) = FEWMNu() = u(@)ll,
< Cllu(t) — u(@)ll,-

Entao, pelo Lema 3.6,
lim [[u(8) - u(t)]], = 0,

t—t!
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logo u € C[0,T,V].
Para sabermos se u(z,t) é de fato a solugdo do problema (3.1) resta

mostrar que du(t)/dt = w(t) em L*®[0,T, L*(Q)]. Defina

u*(t) = /Ot w(s) ds + uo,

(ualt) = (@) = [ [ (f’—;‘t- _ w) vds da.

Sabemos que du,,/dt e w € L*°[0,T, L*(Q)] de modo que invertendo a ordem
de integragdo

entao

(i) = w(0,0) = [ (2 = w,0) @

Das equagdes (3.7) e (3.8) sabemos que (du, /dt,v) — (w,v) uniformemente
em [0, 7], assim
lim (un(t) — u*(t),v) = 0.

n~+00

Finalmente, isto nos da que

u(t) = /Ot w(s)ds + up

e portanto du(t)/dt = w(t) em L*°[0,T, L*(R)], o que completa a prova da
existéncia.

Para provar a unicidade vamos supor que existam duas solugbes u e .
Entao temos

du du .
<E—E,U>+(A(u)—A(u)av)_o Vv e V’

fazendo v = u — 4% e usando a monotonicidade de A(u),

%Qm—a

) <o
Portanto, ||u — @]|2 é uma fungio decrescente e positiva,
~ 2 ~
0 < [lu(t) — a(®)ll; < llu(0) — (0)]; = 0,

entdo u(t) = 4(t), o que completa a prova. O
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3.4 Aproximacgao por elementos finitos

Vamos obter aqui a convergéncia e o erro da aproximagdo do método de
elementos finitos aplicado ao problema de evolucao totalmente discretizado.
Sejam agora o espaco Vj e o operador de interpolagao Il : V — Vj como
definidos no Capitulo 2. Novamente, tomamos u; como a sequéncia gerada
pela equacdo (3.4) com At = T'/n.
A aproximagido do problema de evolugdo serda construida da seguinte
forma. Consideremos a sequéncia U;(z) € V, dada por
Ui - Ui
<T,vh> + (A(U,-),vh) = <fi,'Uh) Yo € V3 (39)
parat > 1, e
(A(Uo),va) = (A(uo),vn) VYon €Wy (3.10)
para ¢ = 0. Escrevemos a solugio aproximada do problema (3.1) como a
interpolagao linear desta sequéncia na varidvel ¢. Entdo , dados 7j e n
definimos a solugao aproximada U, x(z,t) como

Uina(z) — Ui(x)
At

Unp(z,t) = t+ U(z), iAt<t<(i+1)At (3.11)

parat=10...n—1.
Com o propésito de demonstrar a convergéncia da solu¢do aproximada
definiremos também uma sequéncia W; da seguinte forma

(A(Wi(z)), vs) = (A(ui(z)),vn)  Vor € Vi (3.12)

A sequéncia W; é uma aproximagio, no espaco Vi, da sequéncia u; gerada
por (3.4).

Lema 3.8 A sequéncia Wi(z) € limitada em V, isto €, |Wi|; < C para
1=0...n.

PROVA. Pela definigdo de W; em (3.12), (A(W:),vn) = (A(w:),vn) para
todo v, € V. Agora

(A(ui),vn) = (fi, vn) ~ <%ﬂ,vh>>

substituindo v, = W; temos

AW, W = [(fi - 2= wi)

Ui — Ui-1

Wil < (12 + Al ) Il

b)
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e, como ||Wi||, < C'||W;||,, temos

uzl

Wil < o (122 + 1)

e pelo Lema 3.3 o lado direito é limitado, portanto ||Wi]|, < C. O
Lema 3.9 |ju; — Wi]|, < Cllu;i — Hhuil[i/(”—l),

ProvA. Por (3.12), temos (A(W;) — A(u;), Hpu; — W;) = 0 para v, =
My u; — W, entao

(A(W:) — A(wi), ui = Wi) = (A(W:) — A(ui), wi — ).
Usando as propriedades do operador A(u),

alju; = Wi} < (A(W:) — A(ui),ui — Wi)
< Bllwilly + IWill )P~ s = Wallgllui — Tawll;

Pelo Lema 3.8 ||W;]|, < C, concluimos finalmente que
llus = WillF™ < Cllui = Ty

O

Lema 3.10 ||(U; — U;—1)/At)|, < C.

ProvVA. Esta demonstragio é muito similar a prova do Lema 3.2. Podemos
segui-la, substituindo u; por U; até concluirmos que

UUi—Ui—l <IU1—U0
a1, =

At At
Resta provar que de fato ||U; — Up/At]|, € limitado. Da mesma forma que
fizemos anteriormente, usando (3.9) com v, = U; — Uy, temos

+TL.

2

U = Uoll;

W =Tl 1 (4(03) — A6, Us = U) = {1, Us — Uo) — (A(Uo), Us — Uh).
Sabemos pela equagdo (3.10) que (A(Uy),U; — Up) = (A(uo), Us — Up) €
como (A(U;) — A(Us), Uy — Up) = 0, temos

Uy — Uoll5
“_IE% < Mallolltn = Toll, + Aol 1T = sl
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pois estamos supondo que A(ug) € L%(2). Assim
I Uy — U

At
que € a mesma limitagao que obtivemos no Lema 3.2. O
Provados estes lemas vamos demonstrar a convergéncia de U, »(z,t) para
a solugdo u(z,t) quando h = 0 e n — oo.
Da equagdo (3.4) e da defini¢do de W; em (3.12) temos que

<
, < max [LF(t)ll; + [|Auo)lla,

<—u—1i}tﬁ:1avh> + (A(I/Vz)avh) = (fi,'Uh> Vvh € Vh’

subtraindo a equagdo (3.9) da expressdo anterior e tomando v, = W; — U,

<ui —ui-n  Ui— Ui

Y, s ,VVi-Ui> + (A(W;) — A(U:), W = U;) =0,

como o ultimo termo ¢ positivo temos

<Ui —Ui-i Ui — Uiy
At At

Observamos novamente que, para t; <t < t;41,

Wi - U;) £0. (3.13)

dun(t) g —

d At
e
dUnn(t)  Uipr ~ Ui
a At
O que queremos primeiro ¢ uma estimativa para ||u, — Upna||,; com este
proposito vem

1d 2
5 g len(®) = Un i (O113)

— <£l_u_" — .C.l_[_]&’l,un - Un,h>

d Tt
- <fl§l‘t—— i%:—"i,un—m>+<d;“ —%—’—’l,m—m>
<d(zn - dZ:'h,Ui — Un,h,>
< <d:t" - f%‘i,un = W,~> + <d;t" - %‘i, Ui — Un,h> (3.14)
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onde na ultima passagem usamos (3.13).
Pelos Lemas 3.2 e 3.10 temos

dun dUn h
- ’ <
i~ a5 ¢
entao J WU
Un n,h
i mn — Wl < —W:
’< dt dt » Un "> — C”un 1“2
dun dUn h
bl CON L LR o A < . ]
< dt dt )Uz Un,h> i C”Uz Un,hHZ

Agora podemos fazer novas estimativas sobre ||u,(t) — Wil|,,

Uiyl — Ug
lun(t) = Willy = | — 77— — ) 4w = Wi
< At iilz{;l + flwi = Will, < CAL+ |Jui — Wi,
2

e de modo similar

10at) = Till, = [ - 1) + Ui - U
2
< At“u < CAL.
At 2

Voltando a equagdo (3.14), para ¢ € {0,717,

d
Zln(t) = Una(O)) < C(AL + max llus = Will),

integrando no intervalo de 0 a ¢,
l[un(t) = Una()ll; = llua(0) = Una(0)ll; < TC(AL + 20ax [lui = Will,).
Lembrando que U, 1(0) = Wy e que u,(0) = uo temos finalmente
lun(t) = Un ()]l < C(AL + max [lui = Willy) + [luo — Wollz.
Com este resultado e com a equagdo (3.6) do Lema 3.6, podemos provar

o scguinte teorcma, onde A = 0 denota o refinamento da triangulagio 7j,
que definimos no Capitulo 2.
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Teorema 3.2 Se u(z,t) € a solugio de (3.1)—(3.2) € Unp € a aprozimagdo
numérica definida em (3.11), entdo o erro na norma L*[0,T, L*(2)] pode
ser estimado por

Ju(t) = Un s} < C(AL+ max [lus — Will, + lluo — Wol2):

Além disto, temos convergéncia quando h = 0 e n — oo.

PROVA. A partir de (3.6), se tomarmos m — o0, obtemos
u(t) - un(®)] < C'A.

Usando a desigualdade 2ab < a? + b2, temos

lu(t) = Una@)I < 2(/1u(t) = un(®)I + l[un(t) = Uni(®)]2)
< Ot + C(At+ max [fus — Willy) + 2fuo — Wol 2,

de onde segue o primeiro resultado do teorema.
Como vimos no Capitulo 2,

li{,n [|ui = Will, = 0,

—0

pois u; € V, fica claro entdao que

Ai—0 h—0

lim <1i1°rn I[u(t) — Un,h(t)uz) ~0

uniformemente em [0,7]. O
Para obter estimativas de erro como funcao do parametro h devemos

supor mais regularidade sobre u;. Caso u; € W2P(Q), podemos usar o
Lema 3.9 e (2.14) de modo a obter

lus = Willy < C'llws = Willy < C'llus = Tl /070 < C sl 2070,
que substituido na estimativa de erro nos da

lu(t) = Unp(0)ll; < C(AL+ RYP7Y max fluillyz, + b7 Dluollyy2,).
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onde A é o multiplicador de Lagrange.
Escrevendo o problema penalizado e mantendo a restricio Dv — 2z = 0
temos

. r 2
in {F(2) +G(2) + 5]l — 2|3},

que é obviamente equivalente ao problema original. Chamaremos o Lagran-
geano do problema penalizado de Lagrangeano aumentado, dado por

Lr(v,z,A) = F(z)+ G(v) + (A, Dv —2) + %”D’U — 2|3,
O problema original é portanto equivalente a

max{ min L.(v,2,A)},
e este resultado é conhecido da teoria de dualidade para programacgéio con-
vexa.

Chamemos ¢(A) = minyev,em{L-(v,2,A)}, entdo procuramos maximi-
zar ¢(A). O fato importante que nos permite criar um algoritmo é que

V¢(A) - D’U,\ — 2,

onde (vy, 2)) é o minimo de L, (v, 2, A).

Inspirado no método do gradiente, propomos a seguinte idéia para resol-
ver o problema original. Dado um A; calculamos (v;, z;) tal que minimizem
L.(v,z,)), e entdo atualizamos o multiplicador de Lagrange A; por

Aig1 = A+ p(Dv; — z),

onde p é o passo. Este algoritmo é comumente chamado de algoritmo de
Uzawa.

Existem varias formas do problema (4.1), com diferentes hipdteses sobre
os funcionais F' e G. Na segao seguinte aplicaremos estas idéias para o
problema de Dirichlet do Capitulo 2.

4.2 Aplicagao ao p-Laplaciano

Inicialmente tinhamos o problema de Dirichlet (2.4) e o problema aproxi-
mado (2.13), que é equivalente ao problema de minimizagao

min J(vp) (4.2)

vh€V),
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onde

J(on) = j—, [ 1Yoz~ (5,00

Os vp € V,, sdo fungdes lineares por partes. Desse modo Vv, € Ly é uma
funcao vetorial constante por partes, onde definimos Lj, da seguinte forma

Ly, = {z tal que zh|T€Th € Rz}'

Estaremos trabalhando sempre com fungoes nos espagos V), e Ly; de
modo a simplificar a notagdo, omitiremos o subindice A destas fungdes.

Agora, escreveremos um problema equivalente a (4.2) substituindo Vv
por z € Lj e impondo que Vv — z = 0 como uma restricio ao problema.
Definimos o seguinte funcional

1
(v,2z)=— [ |z|Pdz — (f,v
i(0,2) =~ [ |=Pda—(f,0)
e o problema de minimizagao

(vgl)lerle(v, z), (4.3)

onde W = {(v, z) tal que Vv — z = 0}. Obviamente este problema é equi-

valente ao problema original, pois j(v, Vv) = J(v).
Escrevemos entao o Lagrangeano desta nova formulagdo como

L(v,z,p) = j(v,2)+ /Q g (Vo — z)dz,
onde p € Ly, e definimos também o Lagrangeano aumentado
T
Lo(v,2,) = £{v,2,0) + Vo - 2],

Com base na discussdo da segdo anterior, propomos o seguinte algoritmo
para resolver (4.2).

Algoritmo 4.1 (Uzawa) Seja A\g € L, dado inicialmente, conhecido ),
calculamos u, ¢y, de forma que

Ly (Uny Yny An) L Lo(v, 2, M) veEV, ez € Ly, (4.4)
e em seguida alualizamos A, por

An.*_] = An + pn(Vun - yn) (45)
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Este algoritmo procura (u,y, A) tal que resolva o problema irrestrito

max{min L, (v, z, ¢)},
ax{min £, (v,2,))

usando o método do gradiente.

Nota 4.1 O passo (4.4) possui uma tnica solu¢do (un,y.) para qualquer
A fixo. Além disso a derivada com respeito a (v,2) no ponto (u,y) é

‘CIT(uv" ,)‘) ) (v’z) = (lylp_2y)z> + T‘(Vu -y, Vv~ z) - (faU) + (A’VU - Z)

Notamos que L, (v, z, p) é estritamente convexo em (v, z) enquanto L(v, z, 1)
¢ linear na variavel v.

Provaremos agora que de fato o algoritmo (4.1) converge para a solugao

de (4.3).

Teorema 4.1 Se 0 < r; < pp < ry < 2r para todo n > 0, entdo para
qualquer Ao € Ly, o algoritmo (4.4)-(4.5) converge para a solugdo de (4.3),
isto €, u, — u. Além disso, y, — Vu e A, — |Vu|P~?Vu.

PROVA. Seja B(z) = |z|[P~?z. Notamos que a solugao (u,y) de (4.3) pode
ser caracterizada pela equagao

(B(y),z) + r(Vu—y,Vv—2z) = (f,v) — (A, Vv —z),
V('U,Z) eV, x Lh, (46)

onde Vu — y = 0, para algum A € L,. Da mesma forma podemos caracte-
rizar a solugao de (4.4) por

(B(yn)’ 2:) + T(Vun - yn,V’U - z) = (f)v) - (Anvvvn - Z),
V(’U,Z) € Vi x Ly,. (47)

Subtraindo (4.6) de (4.7) e denotando 7,, = yn — Y, Un = Un —U, Ap = Ap — A,
temos

onde substituimos z = ¥, e v = @,. Por outro lado, como Vu —y = 0,
podemos escrever

A=A+ pa(Vu —y),
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subtraindo de (4.5) temos
Anst = An + pa(Vn = T7,),
e tomando a norma em ambos os lados,
Xy = Psilly = =20 (R, Vi = 7o) — A2} Vitn = yall3-

Usando agora esta equagio e (4.8) temos

— .2 — _
“’\n”2 - ”’\n+1”§ = 2Pn<B(3/n) - B(?/)a?/n) + PN(QT - pn)”vun - ynllga

como (B(yn) — B(y),7,) 2 0,se 0 <7 < pn € p, < 72 < 2r, temos que
~ ~ 2 = 2, .

[Anllz = [[An41llg- Portanto ||A,||; é uma sequéncia que converge para um

valor positivo, deste modo

. ~ ;2 + 2
lim ([[Aall; = [Antallz) = 0.

n—oo

Da forma como limitamos p, podemos concluir agora que

lim  (B(ya) - B(y),¥a) =0, (4.9)
lim [V~ Fall, =0, (4.10)

onde, no segundo limite, usamos novamente que Vu — y = 0. Observamos
que (B(yx) — B(Y),¥a) = llyn — yll} e portanto (4.9) implica que y, — y.
Entéo (4.10) implica que

lim V8], = 0,

e como u, € Vj,, isto nos da que de fato u, — u como queriamos.
Resta demonstrar que A, — |Vu[’"?Vu. Tomando o limite quando
n — oo na equagdo (4.7) com v = 0 temos

lim (B(yn) — An,2) =0 Vz € Ly,

nN—+00

entdo de fato A, = B(Vu). D
Como uma propriedade interessante do algoritmo (4.1) temos o seguinte
resultado.

Teorema 4.2 Para o caso em que p=2 ¢ p, = r o algoritmo (4.4)-(4.5)
converge em duas iteracdes .
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PROVA. Neste caso B(z) = z. Como no teorema anterior podemos subtrair
equagio (4.6) de (4.7),

(Fnr 2) +7{VU =G, Vv —2) = —(A,, Vv —2), V(v,2) € Vi, X Ly, (4.11)
para n > 0, de modo que tomando z = 0 e depois v = 0 temos

(VT —F,, Vv) = —=(A;, Vo), Yo €V, (4.12)
(G, 2) = 1(VTn — Ty, 2) = (M, 2), Vz € W, (4.13)

e como anteriormente
Ant1 = An + (Vi — 7,)- (4.14)

De (4.12) e (4.14) temos que (An41, Vo) = 0, Vven > 0. Deste resultado
temos de (4.12)

(Vi, —9,,Vu) =0 VYve V,n2>1,
entdo fazendo z = Vv em (4.13),
(T, Vo) =0 VYveW,n2=>1;

juntando estes dois resultados temos finalmente (V%,, Vv) = 0, Vv, portan-
tod, =0paran>1.0

Nota 4.2 Suponhamos que a(z) seja tal que
[u,v] = /Qa(a:)u-vdx

defina um produto interno. E possivel manter esta propriedade de convergir
em duas iteragdes para o problema

min/n a(z)|Vo|*dz — (f,v),
basta definir o Lagrangeano aumentado como
Lo(v,2,0) = 2,2 = (£,0) + [, Vo = 2] + 5[Vo — 2, Vo — 2],

Isto nos faz pensar que podemos acelerar o covergéncia do algoritmo se
considerarmos a cada passo um produto interno que dependa do valor de

(v, 2).
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4.3 Relaxacao

Nesta segao discutiremos maneiras de resolver o passo (4.4) do algoritmo de
Uzawa. Usaremos o caso de p-Laplaciano para exemplificar as vantagens de
associar relaxagdo a formulagdo do Lagrangeano aumentado.

Originalmente tinhamos o problema de minimizag3o convexo (4.2), entao
modificamos sua formulagio para (4.3) e aplicamos o Algoritmo 4.1. Ba-
sicamente o passo (4.4) do algoritmo é um problema convexo, tendo que
ser resolvido repetidas vezes para diferentes valores de A;. A vantagem é
que sua estrutura é simples e mais facil de resolver que o problema original
(4.2).

Discutiremos agora as idéias de como resolver o passo (4.4) usando re-
laxagdo. Primeiramente escreveremos a solugdo do passo (4.4) como um
sistema de equagGes variacionais nao linear. Achar (u,y) € Vi x L4 tal que

Lr(u,y,A) < Lo(v,2,A) A€ Lp,Vv e VyeVz € Ly, (4.15)

é equivalente a achar (u,y) € Vi x Ly tal que
r/n(Vu-—y)-Vvda:=(f,v)—/n)\-Vvdx Yv € Vi, (4.16)

p-2, . — — ). = .
/n|y| Y- zdzx r/ﬂ(Vu y) - zdz /n)‘ zdr Vz € Lp(4.17)

Nota 4.3 De modo informal podemos reescrever o sistema acima na forma
de equagbes parciais,

rAu=f—div)+rdivy
ly|P~%y +ry = rVu + A

Notamos que os termos multiplicados por r vieram do Lagrangeano aumen-
tado, eles sdo os termos “regularizantes” na primeira e segunda equagdes,
Au e y. Se fizermos r = 0 e Vu — y = 0 caimos imediatamente na equagédo
original do p-Laplaciano.

Vamos fazer consideragbes gerais sobre estas duas formulagdes e como
o valor de r influi nelas. Se imaginarmos por um momento que y e X sio
conhecidos, entdo a equagéo (4.16) é um problema de Dirchlet linear para
u, mais precisamente € a equagao variacional discretizada do Laplaciano.
Da mesma forma, se u e A sdo conhecidos entdo (4.17) é uma equagdo
algébrica nao linear para y. Esta é uma das importantes vantagens deste
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método, a de separar a nao linearidade que ocorre nas derivadas. Seria
bom se de fato pudéssemos resolver (4.16) e (4.17) separadamente. Desse
modo, dados y e A, poderiamos resolver equagdo (4.16) achando u, substituir
na equagao (4.17) para obter um novo valor de y e assim sucessivamente
até obter uma resposta aproximada do sistema (4.16)-(4.17). De fato este
método funciona para programacio convexa, e é conhecido como método de
relaxagdo. Comentaremos mais adiante sobre a convergéncia dos métodos
de relaxacao.

A dificuldade de resolver (4.16) na variavel u é equivalente a de um sis-
tema linear. Agora veremos que, na formulagdo de elementos finitos que
estamos utilizando, a resolugdo de (4.17) é particularmente facil. Para re-
solver a equagdo (4.17) na varidvel y € Ly, com z também em L, vamos
substituir em z fungdes que formem uma base para L. Denotando por
yr = (yr1,yr2) o valor de y restrito ao elemento ' € T;, e substituindo
zr = (1,0), zr = (0,1) em (4.17) temos

Jur

7'|Z/Tlp_2yT1 +ym = Tar + A7y
1
_ Our
rlyrP 2yrs + yr2 = . + rirg
2

sobre cada elemento T' € 7,. Obviamente yr tem que ser um vetor na
mesma dire¢do Vur + rAr, resta calcular |yr| dado por

rlyrP™ + |yr| — |Vur + rAg| = 0.

O problema se reduz a resolver equagoes desacopladas, uma equagdo para
cada T' € Tj,, o que pode ser feito usando o método de Newton para uma
varidvel. Em resumo, o passo (4.4) do algoritmo (4.1) pode ser resolvido
iterativamente, alternando a solugdo de um sistema linear e um nao linear.

Nota 4.4 De modo a aumentar significativamente a velocidade de con-
vergéncia podemos usar um método de sobre-relaxagio. Por exemplo, o
método SOR para sistemas lineares € uma sobre-relaxagao do método de
Gauss-Seidel. Em nosso caso, suponhamos que temos uma aproximagio
u, para a solu¢do de (4.16)—(4.17), entao resolvemos (4.16) na varidvel u
¢ obtemos uma nova aproximagio Unyi1/2. No método de sobre-relaxagao
tomamos
Uit = Un +W(Un+1/2 - un)')

onde 2 > w > 1. Obviamente quando w = 1 voltamos ao método original.
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Enunciaremos agora um teorema de convergéncia para o método de re-
laxagao.

Teorema 4.3 Se J(u) : R™ x R* — R € um funcional estritamente con-
vezo, J € C'(R™*) e limyy), oo J(u) = +00; entdo o seguinte algorit-
mo converge para o minimo J(u*) para qualquer valor inicial u°. Sen-
do u™ = (u},u}) comhecido, calculamos u™! por blocos de componentes

(u"+1 +1)’ n.+l € Rm’ n+1 € Rs
J(uPthuy) < J(vi,u}) Vv € R™, (4.18)
J(uitupt) < J(witv) Vo€ RS (4.19)

PRrROVA. Observemos primeiramente que os passos (4.18) e (4.19) implicam
que

(un“, uz) =0, g—i(u"+1 upt) = 0. (4.20)

Provaremos que J (u ) é decrescente. Temos
J(w") = J(u™) = J(uf, u3) = Jui™,up) + T (ut, ug) = J(ui™, w3t

pela forma como construimos o algoritmo, J(u") > J(u"t'). Juntamente
com a hipdtese limyjy)}, oo J(u) = 400, temos ||u"|| < M. Usaremos agora
o fato que, se J(u) é estritamente convexo, o gradiente é uniformemente
monétono em dominios limitados, isto é, existe dpr(t) > 0 estritamente
crescente com §(0) = 0 tal que

J(v) = J(u) 2 J'(u) - (v —u) + Sp(flu = vl]),
para todo u e v com norma menor que M. Temos entdo que
J(u™) = J(u"t) =
J (it u3) = T, ud) + T, ug) — T, upt)
> J'(ui™ u3) - (u1 -t )+5 (luz® = uzl)
+ J'(uf "“ uz*) - (0,uy —uz™) + fSM(IIu"Jrl - u3ll),
e por (4.20) temos
J(u") = J(u™) 2 oy (llui*t — ufll) + Sar(lluz* — w3 ). (4.21)

A sequéncia J(u") é decrescente e limitada inferiormente por J(u*) por-
tanto
lim J(u") — J(u™*!) =0

n—+o0
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e por (4.21) também limg, o u™ — u™t! = 0.
Por outro lado temos (J/(u™*1) — J'(u*), u™*! — u*) > Spr(||u™t?! — u?l]),
onde sabemos que J'(u*) = 0. Assim,

(Jl(un+1)’un+1 . u*) —

aJ n n n aJ n n n
s (v F om0+ ) auz(u1+1’u2+l) (W — ),
e por (4.20)

oJ aJ L
(B, u) = o (u ™)) ) 2 (-] (42

Como [[(uf*?,ud*™) — (ui*,ud)|| < |ju™*! — u™||, ao tomar o limite vem
limpooo |[(ult?, us™) — (uft?, ug)|| = 0. Agora, como J' é C°(R™ x R*) e
umformemente contl'nua, em um dominio limitado, temos

oJ , . n
n=co au( +17u2) = 0.

hm “ __(un+1 n+1

A sequéncia u™ ¢ limitada, entdo tomando o limite em (4.22) temos final-
mente

lim ||Ju" —u*|| =
n—00

O
Esta demonstragao é similar em muitos aspectos a prova de convergencia
do Algoritmo (4.1).

4.4 Generalizagoes

Métodos usando o Lagrangeano aumentado podem ser usados em problemas
mais gerais como desigualdades variacionais. Voltando ao problema modelo
(4.1), podemos generaliza-lo supondo que os espagos envolvidos sao Hilbert
e onde os funcionais F' e G sdo convexos semi-continuo inferiormente. Um
exemplo em que caimos neste caso é o problema de torsdo elasto-plastica de
uma barra cilindrica, formulado da seguinte forma

min = /|Vv]2d:z:——-/fvd:c,

veK 2
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onde K = {v € H}(f) tal que [Vv| <1 ¢.t.p.}. Entdo , temos o problema
(4.1) com V = H}(Q), H=L* x L}, D =V ¢ com

Gv) = —/vadx
F(z) = % [ 12fde + Txe2)

onde Ixi(2) = 0se z € K', Ii(2) = +ocose 2 ¢ K' com K' = {z € H
tal que |z| < 1 ¢.t.p.}. Da mesma forma podemos escrever o Lagrangeano
aumentado e aplicar o algoritmo de Uzawa, desde que tomemos o devido
cuidado com o termo Ix:(2) no passo (4.4), agora envolvendo desigualdades
variacionais.

Existem outros algoritmos que incorporam as idéias do método de rela-
xacdo ao Algoritmo 4.1 da seguinte forma.

Algoritmo 4.2 Dado yo € Ly e A\ € Ly iniciais, conhecidos yn—1 € Ap
calculamos u, de modo que

Lr(tny Yn-1,Mn) < Le(0,Yn-1,An) Vv € Vs
yn de modo que
Lr(UnsYny An) S Lr(tn, 2,An) V2 € Li;
e atulizamos )\, por
A1 = An + pu (Vi — yn).

Este algoritmo faz uma iteragdo do método de relaxagdo e em seguida
atualiza o multiplicador de Lagrange ao invés de tentar resolver comple-
tamente o passo (4.4) do algoritmo de Uzawa. Podemos demonstrar sua
convergéncia com uma restrigdo maior sobre p, do que no caso do algorit-
mo (4.1), aqui é necessario que p, < r(1 + v/5)/2.

De forma scmelhante podemos atualizar o multiplicador de Lagrange
entre um passo e outro da relaxacdo da seguinte forma.

Algoritmo 4.3 Conhecidos yn—1 € M, calculamos u, € Apy1/2 por
Er(un,yn—la)‘n) < ‘Cr(v,yn—l)kn) Vv € Vp;
)‘n+1/2 = /\'n. + Pn(vun - yn—l);

calculamos yn € Any1 por

Lr(UnyYny An) S Lo(Uny 2, Ang1j2) V2 € Ly;
)\n+1 = )‘n + pn(vun - yn)-
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Os Algoritmos 4.2 e 4.3 sdo em geral mais rdpidos que o algoritmo (4.1)
embora nio sejam tao robustos.

Estes métodos sio largamente aplicados a problemas de mecanica no
livro de Glowinski e Le Tallec [6], também encontramos interessantes analo-
gias com os métodos de direcdes alternadas para equagdes parabdlicas. Os
trés algoritmos acima sdo analogos a métodos implicitos de integragao no
tempo usando direcdes alternadas.
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