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Resumo

Nesta dissertagao, fazemos uma revisao da literatura existente sobre vortices em super-
ficies de curvatura constante, dando especial atencao as questoes de integrabilidade e nao
integrabilidade. Além disso, apresentamos alguns resultados originais sobre o movimento
de vortices no plano hiperbélico que indicam um possivel caminho para demonstrar a nao
integrabilidade de um sistema de quatro vortices nessa superficie.

Palavras-chave: Vortices, superficies de curvatura constante, fluidos, fisica matema-
tica...



Abstract

In this thesis, we review the existing literature on vortices on surfaces of constant
curvature, giving special attention to the issues of integrability and non-integrability. In
addition, we present some original results on the motion of vortices on the hyperbolic
plane that indicate a possible way to demonstrate the non-integrability of a system of
four vortices on that surface.

Keywords: Vortices, surfaces of constant curvature, fluids, mathematical physics...
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Introducao

A dindmica de vortices é um dos ramos da mecéanica de fluidos. Para compreender sua
esséncia é necesséario, em primeiro lugar, conhecer o conceito de vorticidade. A vorticidade
w de um fluido é o campo vetorial relacionado ao campo de velocidade u por w = V x u.
Isso significa que ela carrega informagao sobre a rotagao das particulas do fluido. A
algumas configuracgoes especiais de vorticidade é dado o nome de voértice; existem diversos
exemplos, como os vortices pontuais, os vortices de Lamb-Oseen e os vortices de Rankine
([34]). A dinamica de vortices estuda, entdo, o movimento de vortices em fluidos. Ao
longo desse texto, estaremos interessados apenas em vortices pontuais em superficies,
entao utilizaremos o termo vortice como sinénimo de voértice pontual.

E preciso, entdo, explicar qual é a configuracio de vorticidade que recebe o nome de
vortice pontual. Trata-se daquela em que a vorticidade assume a forma w(p) = ['d(p; p),
onde I' ¢ uma constante, p ¢ um ponto dado e §(p;p) é o delta de Dirac no ponto p. Isso
corresponde a um sistema em que todos os pontos do fluido giram em torno de p. Além
disso, a velocidade de rotagao é arbitrariamente grande em p e decresce conforme cresce a
distancia em relagao a p, sendo arbitrariamente pequena para distancias arbitrariamente
grandes. Na natureza, podemos encontrar diversos fenémenos que podem ser modelados
por esse tipo de vortice; exemplos sao os tornados, turbilhoes e redemoinhos. Isso imedi-
atamente ilustra como a dinamica de vortices, uma &area essencialmente teoérica, pode ter
aplicagoes praticas a diversas areas, como, por exemplo, meteorologia.

Acredita-se que estudos sobre dindmica de vortices tenham se iniciado em 1858, quando
Helmholtz publicou [25] (para uma versdo em inglés, ver [26]). Nesse artigo o autor nao
somente estabeleceu a base para a teoria como também chegou a estudar o movimento
de vortices pontuais e a conservacao do centro de vorticidade, embora tenha utilizado
terminologia diferente da moderna.

O artigo de Helmholtz deu inicio a uma série de estudos sobre o movimento de vortices.
Em 1877 o matemaético suico Grobli promoveu consideréveis avangos na area ao publicar
sua tese [24]. Nela, o autor prova a integrabilidade do movimento de trés vortices no plano
e, além disso, apresenta um estudo detalhado de alguns sistemas particulares escolhidos
([3]). Apesar da importancia desse trabalho, ele passou muito tempo esquecido. Apos



uma sequéncia de esquecimentos e redescobertas que marcou a histéria da dindmica de
vortices, os resultados sobre trés vortices no plano foram redescobertos na década de 70
por Aref ([1]) e Novikov ([35]).

A dinamica de vortices na esfera teve uma histéria semelhante. No inicio do século
vinte, Zermelo fez um amplo estudo sobre vortices na esfera, tendo chegado até mesmo a
provar a integrabilidade de trés vortices nessa superficie ([38, 8, 19, 9]). Seus resultados
foram esquecidos por um longo periodo de tempo, até que, como no caso do plano, foram
redescobertos na década de 70 ([7]).

Durante varios anos os estudos sobre vortices ficaram concentrados apenas nos casos
do plano e da esfera, até que Kimura deu um importante passo rumo a generalizacao.
Em seu artigo [29], publicado em 1999, ele deriva, de forma unificada, as equagoes do
movimento de vortices na esfera e no plano hiperboélico. Menos de uma década depois, ao
publicarem [6], Boatto e Koiller promoveram um novo avanc¢o. Nesse artigo, os autores
estudam a dindmica de vortices em superficies que nao necessariamente possuem curvatura
constante: as superficies fechadas.

Atualmente, um dos problemas que tém sido alvo de atencao dos profissionais da area
¢ a questao da integrabilidade (ou ndo) dos variados sistemas de vortices. Em especial, ja
foi estabelecido que o movimento de até trés vortices é integravel no plano e na esfera, mas
existem, nessas superficies, sistemas de quatro vortices que nao sao integraveis. Sabe-se
menos sobre o plano hiperbélico; embora a integrabilidade de até trés vortices também
tenha sido estabelecida nessa superficie, ainda nao foi determinado se o movimento de
quatro vortices também é integravel.

Neste texto, faremos uma revisao da literatura existente sobre vortices em superficies
de curvatura constante?, dando especial atencdao & questao da integrabilidade ou nao do
movimento. Além disso, baseando-nos nos casos do plano e da esfera, faremos uma série
de consideragoes (até onde sabemos, inéditas) sobre o movimento de voértices no plano
hiperbodlico que indicam um possivel caminho para a demonstragao da nao integrabilidade
de um sistema de quatro vortices nessa superficie.

2. Ao longo do texto, por “superficie de curvatura constante” entendemos superficie completa, sim-
plesmente conexa e de curvatura constante. Como o termo sera utilizado com frequéncia, escreveremos
apenas “superficie de curvatura constante”.



Capitulo 1

Mecanica de Fluidos

Nesse capitulo apresentaremos conceitos bésicos de mecanica de fluidos necessérios
para o melhor entendimento do restante do texto. O leitor ja familiarizado com o assunto
pode dispensar a leitura deste sem maiores prejuizos.

Observagao 1.0.0.1. Por simplicidade assumiremos, ao longo do texto, salvo mengao
em contrario, que as funcoes e regioes consideradas satisfazem todas as propriedades ne-
cessdrias para que as manipulacoes feitas com elas sejam vdlidas. Mais precisamente,
utilizaremos sem maiores delongas teoremas cldssicos de Andlise Vetorial;, subentende-se
sempre que as hipdteses mecessdrias para suas validades sao, de fato, satisfeitas.

Observagao 1.0.0.2. Faremos, ao longo do capitulo, frequente uso de [15, 34].

1.1 As Equacoes do Movimento

Derivaremos nesta secao as equagoes que governam o movimento de um fluido.

Seja D uma regiao contida no espaco euclidiano R? e preenchida por um fluido. O
movimento desse seré descrito pelas velocidades e posicoes de cada particula. Mais pre-
cisamente, associamos a ele um campo vetorial em D x R, denotado por u(x,t), que
representa a velocidade, no tempo t, da particula que nesse momento se encontra no
ponto x € D. Assumimos que existe uma fungao densidade p(x,t) de forma que, se
W C D é sub-regiao de D, entao a massa do fluido em W é dada por

m(WJ):/Wp(X,t)dV, (1.1.1)

onde dV ¢é o elemento de volume.
Derivaremos as equacoes do movimento com base em trés principios bésicos, como
veremos a seguir. Exploraremos, em seguida, o conceito de vorticidade.
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1.1.1 A Conservacao de Massa

O primeiro e bastante razoavel principio que admitiremos é a conservacao de massa.
Isto é, a taxa de aumento de massa em uma sub-regiao W deve ser igual a taxa de entrada
de massa nessa regiao. Matematicamente,

im(W t) = pu - ndA, (1.1.2)
dt o

onde OW é a fronteira de W, n é um vetor unitario, normal a 9W e que aponta para fora
de W, e dA é o elemento de area em OW. Entao:

Proposigao 1.1.1.1 (Lei de Conservagao de Massa). Vale a sequinte equagao

0
/ {—p + div(pu)} dvV =0, (1.1.3)
w LOt
ou, equivalentemente, na forma diferencial,
a——|—dzv( u) =0 (1.1.4)
Y i 1

Essa tltima é também conhecida como equacao de continuidade.

Demonstracao. Pelo principio da conservagao de massa,

/ gy 4 |V = Lt = / pu - ndA.
dt o

Além disso, pelo Teorema da Dlvergén(:1a,

—/ pu-ndA = —/ div(pu).
ow w

[ % +antpu] av =0

A forma diferencial segue imediatamente da arbitrariedade de W. O]

Logo

1.1.2 A Segunda Lei de Newton

O segundo principio que admitiremos é a validade da seguinte versao da Segunda Lei
de Newton: “a tazxa de variagcao do momento de uma certa por¢ao do fluido equivale a

forca aplicada a porcao”.
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Antes de explorarmos efetivamente esse principio faremos algumas consideragoes. Em
primeiro lugar, seja x(t) = (z(t),y(t), 2(t)) o caminho percorrido por uma determinada
particula do fluido. Observe que temos

u(x(t), t) = (&(t),y(t), 2(t)) = Cfl—);(f)- (1.1.5)

Introduziremos, nesse contexto, o conceito de derivada material:

Definigao 1.1.2.1. Seja f(x(t),t) uma fun¢ao diferencidvel. Definimos a derivada ma-

D
terial — d
D1 e f como
Df _0f
Dt ot
onde V representa o gradiente com respeito as coordenadas espaciais.

+u-Vf, (1.1.6)

A seguinte proposicao demonstra a utilidade dessa defini¢ao:

Proposicao 1.1.2.1. Seja f(x(t),t) uma funcgao diferencidvel. Entao

Df _ds

=2, 1.1.7
Dt dt ( )
Em particular, se a(t) é a acelera¢ao da particula, entao
Du Ou
=—=— -Vu. 1.1.8
a(t) Dt o +u-Vu ( )
Demonstragao. Segue imediatamente da regra da cadeia. O

Para que se possa obter mais informagoes sobre o movimento do fluido a partir da
Segunda Lei de Newton é importante notar que dois tipos de forgas atuam sobre ele. Elas
sao as forcas de tensao internas e as forcas externas. Faremos uso da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.2.2. Um fluido € dito ideal se, para qualquer movimento do fluido, existir
uma fung¢ao p(x,t) tal que, se S € uma superficie no fluido, com vetor normal unitdrio
n, entdo a for¢a de tensao interna por unidade de drea através de S é dada por p(x,t)n.
A p(x,t) € dado o nome de pressdo.

Segue da definicao que a forca interna exercida sobre a porc¢ao de fluido contida na

Sow = —/ pndA = —/ (Vp)dV, (1.1.9)
ow w

onde a ultima igualdade provém do Teorema da Divergéncia.

regiao W é
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Por outro lado, a forca B exercida sobre a porgao gracas a agao de forgas externas é
evidentemente:

B:/pde, (1.1.10)
w

onde b(x,t) é a forga externa por unidade de massa.
Antes de explorarmos melhor as equagoes 1.1.9 e 1.1.10 apresentaremos algumas fer-
ramentas matematicas que serao de grande utilidade.

Definigao 1.1.2.3. Fizemos x € D. Seja p(x,t) a trajetoria da particula que em t =0
encontra-se no ponto X. ¢ € o fluro do flurdo. Além disso, se p; representa a aplicag¢ao
X — p(x,t), e W é sub-regiao de D, entao denominamos Wy = o (W) volume movel W.
Por fim, denotamos o determinante Jacobiano de ¢, por J(x,t).

Lema 1.1.2.1. p
a(](x, t) = J(x,t)div(u(e(x,t))) (1.1.11)
Demonstragao. Para uma demonstracao, ver [15]. O]

Teorema 1.1.2.1 (Teorema do Transporte). Se f é uma fungao de x et entao temos

d B of ,
E/Wtfdv— /Wt (E+dzv(fu)> dv. (1.1.12)

d/ Df
— | pfdV = / p—=dV . (1.1.13)
dt /. w, Dt

Demonstracao. Usando mudanca de varidveis e o lema acima,

d d P
5/Wtfdv = %/Wf(so(x, t),t)J(x,t)dV = /W (a—{ + Vfu+ fdz’v(u)) JdV =

/W @—{ + div(fu)) Jdv.

Usando mais uma vez mudanca de varidveis obtemos

d B of _
%/Wtfdv_ /Wt (E —|—dw(fu)) dv. (1.1.14)

Para o caso particular basta substituir f por pf e usar a Lei de Conservagao de Massa. [

Em particular,
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Voltemos agora as equagoes 1.1.9 e 1.1.10. Juntamente com a Segunda Lei de Newton
elas nos levam a Lei de Balango de Momento, em sua forma diferencial:

Du
Dy

O teorema 1.1.2.1 nos garante que a forma integral da mesma lei, dada por

= —Vp+ pb. (1.1.15)

d
— [ pudV = Sow, + / pbdV, (1.1.16)

dt W, W,

é equivalente a forma diferencial.
O mesmo teorema é de grande utilidade para a exploracao do conceito de incompres-
sibilidade, como veremos a seguir.

Definicao 1.1.2.4. Um fluido € dito incompressivel se, para qualquer sub-regiao W,
volume(Wy) = / dV = constante em t. (1.1.17)
Wi

Proposicao 1.1.2.2. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. 0 fluido € incompressivel;
it. div(u) = 0;
111. 17) =1.
. D—': = 0.
Demonstragao. i < iii trivialmente. Além disso, ¢ < ii, pois a incompressibilidade é
equivalente a

0= i v = i dv = i JdV = / div(u)JdV = / div(u)dV.
dt Jyw, dt Jw, dt Jy W Wi
Por fim, ii < iv devido & equacao de continuidade 1.1.4. O

Definicao 1.1.2.5. Um fluido é dito homogéneo se p nao depende da posi¢ao.

Proposicao 1.1.2.3. Se um fluido é homogéneo entao ele € incompressivel se e somente

dp
se — =0.
dt
Demonstracao. Segue trivialmente da proposicao anterior. ]

Os resultados anteriores levam & seguinte conclusao:

Proposicao 1.1.2.4. Se um fluido incompressivel em algum momento é homogéneo entao
ele permanece homogéneo para todo tempo.
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Demonstragao. O teorema 1.1.2.1 garante que

[ pxtiav = | px.0pav.
Wt WO

Fazendo uma mudanca de variaveis e levando em consideracao a arbitrariedade de W)
obtemos

plp(x,t),t)J(x,t) = p(x,0), (1.1.18)

donde segue o resultado. n

1.1.3 A Conservacao de Energia

O terceiro principio que consideraremos é a conservagao de energia. Assumimos que
a energia total de uma porcao W do fluido pode ser escrita como

Etoml - Ecz'n + Eint, (1119)

onde a energia cinética F.;, ¢ dada por

1
Ein = —/ pllul|*av, (1.1.20)
2 w

e E;,; ¢ a energia interna.
Utilizando o teorema 1.1.2.1 podemos concluir que taxa de variagao da energia cinética

%Ecm _ /th (u- (g_‘tl 4 (Vu) - u>) % (1.1.21)

Consideraremos o caso especifico de um fluido em que:

é dada por:

— a energia interna é sempre nula;
— a taxa de variagao da energia cinética de uma porgao do fluido é igual a taxa a que
a pressao e as forcas externas fazem trabalho, isto é,

d
—F., = —/ pu - ndA —1—/ pu - bdV. (1.1.22)
dt oW, Wi

Usando o teorema da divergéncia, as equagoes anteriores e 1.1.15, obtemos

/th (u~ <%—ltl + (Vu) - u>> dv = —/Wt(div(pu)—kpu-b)dv = /I/‘/t(u'Vp—l—plz-b)d‘/).
1.1.23
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Isso mostra que, a menos que p = 0, div(u) = 0 e portanto o fluido é incompressivel.
Entao obtemos o conjunto de equacoes:

Du
—_— = — b 1.1.24
Py =~ VPt b, ( a)
Dp
— = 1.1.24b
oy, (1.1.240)
div(u) =0, (1.1.24c¢)
u-n=0emadD. (1.1.24d)

Essas equagoes recebem o nome de Fquagoes de Euler incompressiveis.
Apresentaremos algumas definigoes:

Definigao 1.1.3.1. Dado um fluido com campo de velocidade u(x,t), uma linha de
corrente a um tempo fixo € a curva integral de u. Isto é, se x(s) € linha de corrente no
instante t , entao satisfaz:

Cé—:: = u(x(s),t).
Definigao 1.1.3.2. Dado um fluido com campo de velocidade u(x,t), uma trajetoria x(t)
€ uma solugao de

dx

— =u(x(t),t).

= u(x(0).1
E evidente que, se 9,u = 0, linhas de corrente e trajetérias coincidem. O fluido é dito

entao estactondrio.

Encerramos a se¢cao com o seguinte teorema:

Teorema 1.1.3.1 (Teorema de Bernoulli). Em um fluido estaciondrio, homogéneo, in-

compressivel e sob a ac¢ao de uma forca externa conservativa b = —Vn, a quantidade
1
C= §||u||2+77—|—§ (1.1.25)

€ constante ao longo de linhas de corrente.

Demonstrag¢ao. Observamos, em primeiro lugar, que

1

§V(Hu|]2) =(u-V)u+ux (Vxu). (1.1.26)
Além disso, como o fluido é estacionario,
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e portanto
1
V(§||ull2+n+§> =ux (Vxu). (1.1.28)

Se x(s) ¢ uma linha de corrente entao, dados sy, s9, temos

x(s2) 5 x(s2)
Clx(s2) ~ Clx(s0) = | v s [ (7)) s = 0.

donde segue o resultado. O

1.2 Dinamica de Vortices

Nesta secao apresentaremos uma breve introducao a dinamica de vortices. Para uma
maior concisao abster-nos-emos de demonstrar alguns dos resultados. Salvo mengao em
contrario, os fluidos serao considerados ideais, incompressiveis e com densidade constante

p =1

1.2.1 Conceitos Basicos

Comecaremos pela defini¢ao de vorticidade:

Definicao 1.2.1.1. A vorticidade w associada ao campo de velocidade u de um fluido é

o rotactonal de u, isto €,
w=Vxu (1.2.1)

Proposicao 1.2.1.1. Valem as sequintes relagoes:

V-w=0, (1.2.2a)

u=-V xw, (1.2.2b)

/ V- wdV = / w -ndA =0, (1.2.2c)
ow

/ V.udV = / u-ndA = 0. (1.2.2d)
W ow

Demonstracao. A primeira igualdade é trivial. A segunda segue da incompressibilidade
do fluido e da relacdo Au = V(V - u) — V x w. As duas tltimas sdo consequéncia do
Teorema da Divergéncia. O

Definicao 1.2.1.2. Um fluido é dito irrotacional se w = 0.
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Por um resultado de anélise vetorial, se w = 0 e W é uma sub-regiao simplesmente
conexa, entao existe uma funcao escalar ¢, conhecida como potencial de velocidade, tal
que u = V¢ em W. Nesse caso, gragas a incompressibilidade do fluido, ¢ satisfaz a
equagao de Laplace A¢ = 0. O fluxo ¢ dito potencial e escrevemos u = u,. Mais
geralmente, qualquer campo de velocidade u pode ser decomposto como u = uy + u,,
onde u,, = VX1 e uy = V¢ para uma funcao escalar ¢ e uma vetorial 1 adequadas. Essa
decomposicao é conhecida como decomposi¢cao de Helmholtz-Hodge. Uma demonstracao
do fato pode ser encontrada em [15]. E imediato verificar que 9 satisfaz a equacdo de
Poisson

A = —w. (1.2.3)

A vorticidade esta intimamente relacionada com a circulagao:

Definicao 1.2.1.3. A circulagao I'c ao longo da curva fechada C' é

e = % u - ds. (1.2.4)
c
A proposicao seguinte é consequéncia direta do Teorema de Stokes:

Proposicao 1.2.1.2. Se W € uma superficie tal que OW = C entao

e = / w - ndA. (1.2.5)
w
Um teorema interessante a respeito da circulacao é o seguinte:

Teorema 1.2.1.1 (Teorema da Circulagdo de Kelvin). Seja C' uma curva fechada no
fluido e Cy = i (C). Se o fluido € ideal e incompressivel e as forcas que agem sobre ele
sao conservativas, entao

dl'e
= =0. 1.2.6
Demonstra¢ao. Uma demonstragao pode ser encontrada em [15]. O

Definicao 1.2.1.4. Curvas tangentes a w sao conhecidas como linhas de vortices. Uma
colegao de linhas de vortices passando por uma curva fechada € um tubo vorticoso. Uma
folha de vortices é uma superficie tangente a vorticidade. Um filamento de vortices € um
tubo vorticoso rodeado por fluido irrotacional.

Teorema 1.2.1.2 (Teorema de Helmholtz). Se Cy e Cy sao curvas circulando um tubo

/ u-ds:/ u-ds. (1.2.7)
Cl 02

A quantidade acima recebe o nome de forca ou intensidade do tubo vorticoso e € constante

vorticoso, entao

ao longo do tempo.
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Demonstra¢ao. Uma demonstragao pode ser encontrada em [15]. O

A partir das equagbes do movimento podemos obter (ver [15] ou [36]):

D
FC; =w-Vu. (1.2.8)

Observamos que, se a vorticidade for nula inicialmente, ela assim permaneceré.

1.2.2 Vorticidade no Plano

Se o movimento é restrito ao plano, podemos escrever u = (u,v,0), e portanto w =

0 0
(0,0,w) =1{0,0, — Y _ ) Nesse caso a equacao 1.2.8 fica
' O dy

Dw
_0 1.2.
pr " (1:29)

Entao, se f(w) é uma fun¢ado suave e C' uma curva fechada,

/f (x,1)) dx—/f —dX—O (1.2.10)

Além disso, como mostra [15], o potencial vetorial 1 assume a forma simplificada
1 = (0,0,7) e podemos escrever

Oa
ay

()

A ¢ é dado o nome de func¢do de corrente . Observamos que, tomando H = 1 como

u:(u,z»):vX@b:vw:J( )wz (6 —t00), (L.2.11)

onde

Hamiltoniano, x = (z,y) satisfaz a equacao de Hamilton

0
%= I H. (1.2.12)

No caso do plano ¢é interessante fazer uso da seguinte definicao:

Definicao 1.2.2.1. A fun¢ao complexa analitica

w(z) = ¢+ i
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é chamada de potencial complexo para o fluro, onde z = x + 1y. ¢ € o potencial de

velocidade, enquanto v € a func¢ao de corrente. A welocidade complexa € definida como
dw

dz

Observagao 1.2.2.1. Até agora nos valemos apenas de coordenadas cartesianas, mas pode

=u — .

ser wutil representar a velocidade e a vorticidade em outras coordenadas. Em particular, €
facil mostrar que, em coordenadas polares:

10y
u = (1.2.13a)
0
10 (v 10%
o= 13 (r5r) ~ o (12130

onde u, € ug sao, respectivamente, as componentes radial e azimutal da velocidade.

1.3 Dinamica Hamiltoniana
Nesta secao apresentaremos resumidamente alguns aspectos da Mecanica Hamiltoni-

ana que serao amplamente utilizados nos préximos capitulos.

1.3.1 Formulacao Canoénica

Se H(q,p) = H(z) é o Hamiltoniano de um sistema, onde z = (q, p) € R*", entao as
equacoes do movimento podem ser escritas como

2 = JVH(z), (1.3.1)

=(a0)

Definicao 1.3.1.1. Uma matriz A € dita simplética se

onde J é a matriz 2n x 2n

ATJA =1]. (1.3.2)

Evidentemente J é simplética.
Os teoremas seguintes sao de grande relevancia:

Teorema 1.3.1.1 (Teorema de Liouville). A evolugao temporal preserva volumes no es-

paco de fases.
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Teorema 1.3.1.2 (Teorema de Noether). Cada grupo de transformagées continuas que
deixam o Lagrangiano invariante corresponde a uma quantidade conservada.

E interessante fazer a seguinte definicéo:

Definigao 1.3.1.2. Definimos o colchete de Poisson {,} entre duas funcoes C' f(q,p,t)

e g(q,p,t) como
 ~~[(0fdg Of g
{f.91=>_ <aqi I T aqi) . (1.3.3)

=1

Nao é dificil mostrar que:
Proposicao 1.3.1.1. O colchete de Poisson satisfaz as sequintes propriedades:
{f,9Y = —{g. f} (antissimetria),
{ANf+g,h}y = X{f,h}+{g,h} para X escalar (bilinearidade), (1.3.4b
{f {9, n}} +{g.{h, [}} + {h.{f, 9}} = 0 (identidade de Jacobi), (
{fg,h} = f{g,h} +g{f,h} (identidade de Leibiniz). (
Além disso, as trés primeiras o caracterizam como um colchete de Lie.

Definicao 1.3.1.3. Se o colchete de Poisson entre duas fungoes € nulo, dizemos que elas
estao em tnvolucao.

Como mostra [34], a defini¢ao de colchete de Poisson pode ser generalizada. Considere
um funcional dado por

F(u) = f; F (2, Uy Uy, U, - - - )T,
com F diferenciavel em todas as suas variaveis. Podemos calcular a variagao de F:
b
oF oF
0F (u; du) = —o0u+ —d0u, + ... | dr. 1.3.5
(u; du) /G(Guu+8uxu+ >:c ( )
Integrando por partes,

b 2
5F(u;5u):/ 5u(a;7:—ia}—+ T_oF —...)dx—i—{g}_

ou dx 8_ux dr? Uy -

ou+ .. .]b. (1.3.6)

a

Se escolhermos du(a) = du(b) = du,(a) = du,(b) = ... = 0, o segundo termo se anula.

b
OF (u; du) = <f$—F,5u> = / <(;—F5u) dx, (1.3.7)
u " u

o _OF doF & oF
ou  Ou  drdu, dx?duy,

Se considerarmos Hamiltonianos da forma

Entao temos

onde

(1.3.8)
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H(ph, ..., o™, ™),

onde (¢!, ..., ¢™) sdo fungoes do tempo e espago e (7!, ..., 7™) os momentos conjugados,
temos
ot OH
= 1.3.

ot omt’ (1.3.92)
on' oH

= ——. 1.3.9b

ot Yo ( )

Cabe entao a seguinte generalizagao:

Definigao 1.3.1.4. O colchete de Poisson entre os funcionais F (¢!, ..., ¢™ 7t ... 7™)
e G(ot,...,¢™, 7t ..., ™) é dado por

- 6F 6G  6F 6G
F.G} = 0% 0005 ik, 1.3.1
VR G ;/ (&sz 5w§¢z)dx (1.3.10)

Em todo caso temos

F={FH}. (1.3.11)

Segue que, se {F,H} =0, F' é constante do movimento.

1.3.2 Integrabilidade e Variaveis de Angulo e Ac¢ao

Apresentaremos muito superficialmente uma discussao sobre o conceito de integrabi-
lidade. Para um maior aprofundamento sugere-se |5, 23]. Comegaremos pela definigao de
sistema completamente integravel:

Definicao 1.3.2.1. Um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade é dito completa-

mente integrdvel se existirem n quantidades conservadas independentes e em involugao. !

Nesse caso é possivel achar variaveis de dngulo e acao (6,1), definidas em sub-regides
do espago de fases, tais que a transformacgao (q,p) — (6,1I) é canonica e o Hamiltoniano
pode ser escrito como H(I), o que torna as equagdes do movimento triviais. Um método
para achar tais varidveis ¢ descrito em [17]. Uma boa referéncia sobre transformagoes
canonicas é [23].

Se perturbarmos um sistema integravel, isto é, se adicionarmos um termo a seu Ha-
miltoniano original H, de forma que

H(I,0;¢) = Ho(I) + eH(1, 6;1), (1.3.12)

com H analitica em todas as variaveis, o novo sistema pode ser integrével ou nao. Apre-
sentaremos a seguir o Teorema KAM. Introduzimos algumas definigoes:

1. Para mais informagoes sobre quantidades independentes e em involugdo, ver [17]



1.3. Dinédmica Hamiltoniana 16

Definigao 1.3.2.2. Um sistema com Hamiltoniano Ho(1) € dito nao degenerado se

det ( 0" Ho ) £ 0. (1.3.13)

01,01,
Definigao 1.3.2.3. O Hamiltoniano Ho(I) € dito isoenergeticamente nao degenerado se
PHy OHo
o1;,01; 01,
det 87—[3 . # 0. (1.3.14)
ol;
. -~ . 0. . B Ho(I) ‘
Definicao 1.3.2.4. Se as frequéncias de oscila¢ao do sistema v; = BT sao tais que,

se > kv =0, com k; € Z, entao todo k; =0, o sistema é dito nao ressonante.

Definigao 1.3.2.5. Dizemos que uma orbita zp,(t) € homoclinica se limy_, 1o Zpo(t) = 2o,
com zo ponto fizo hiperbdlico. Por outro lado, se a orbita zp.(t) € tal que imy o Zpe(t) =
zgl) e limy, o Zpe(t) = ng), com z(()l) e z(()2) pontos fixos hiperbolicos, entao ela é dita

heteroclinica.

Teorema 1.3.2.1 (Teorema KAM). Se o Hamiltoniano nao perturbado Ho € nao dege-
nerado, entao, para € suficientemente pequeno, a maior parte dos toros nao ressonantes
persiste. O espaco de fases do sistema perturbado possui um toro invariante densamente
preenchido por trajetorias quase periodicas, em que o numero de frequéncias independen-
tes deve ser igual ao niumero de graus de liberdade. Os toros invariantes sao a maioria,
1sto €, a medida do complemento de sua unido € pequena para € <K 1. Se Hy € isoenergeti-
camente nao degenerado, os toros invariantes sao maioria em cada superficie de energia

fixa.

Além das orbitas periddicas e quase periddicas, no sistema perturbado podem existir
regides caoticas. Seguindo [34|, vamos descrever uma ferramenta ttil para a detec¢ao de
nao integrabilidade. E o chamado método de Poincaré-Melnikov . Considere um sistema
planar

H(z) = Ho(z) + €Hi(z; 1), (1.3.15)

com 0 < e << 1 e H; T-periddica em t e correspondente a

Supomos que existem z, ponto fixo hiperbolico do sistema nao perturbado e alguma 6rbita
homoclinica ou heteroclinica. Introduzimos o mapa de Poincaré P, : ¥ — X, associado
ao sistema

7 = fy(z) + efi(z;t), £ =1, (1.3.17)
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onde o espago de fases é estendido para (z,t) e ¥ = {(z,t) : t =t} é a se¢do de Poincaré.
Como f; é T-periddica, a trajetoéria deve interceptar ¥ em t = kT + tyg, k € Z. Entao a
seguinte defini¢ao é cabivel:

Definicao 1.3.2.6. O mapa de Poincaré P, : ¥ — ¥ € dado por
P.(z") = 2" (1.3.18)

onde z¥ ¢ a k-ésima interseccio com ¥. Ou seja, o mapa leva & prozima interseccao da
trajetoria com X.

Podemos introduzir uma certa noc¢ao de distancia entre 6rbitas, conhecida como inte-
gral de Poincaré-Melnikov :

M(ty) = /Oo {Ho, Hi} (2(t — to), t)dt, (1.3.19)

onde z é homoclinica ou heteroclinica.
Estamos agora em condig¢oes de enunciar o seguinte teorema ([34]):

Teorema 1.3.2.2 (Teorema de Poincaré-Melnikov). Se M (ty) tem alguma raiz simples,
isto €, se emiste to tal que M(ty) = 0 mas — (ty) # 0, e Z é homoclinica, entdio, para €

dty
suficientemente pequeno, o sistema € nao integravel.



Capitulo 2

Vortices no Plano

Neste capitulo estudaremos a dinamica de vortices pontuais no plano. Um sistema que

possui um tnico vortice pontual localizado em x; é um sistema que apresenta uma vortici-

dade w(x) =I'10(x—x1). Em termos do movimento das particulas do fluido, isso significa

que cada particula gira em torno do ponto x; com velocidade tangencial inversamente

proporcional & distancia com relacao a esse
ponto. Cada particula do fluido tem como tra-
jetoéria um circunferéncia de centro x;, e se mo-
vimenta a uma velocidade angular constante.
Podemos encarar o vortice como um ponto ge-
rador de rotagao.

E natural, entdo, que N vortices correspon-
dam a um sistema com N geradores de rota-
¢ao. Mais precisamente, a vorticidade deve ter
a forma ([15, 34])

w(x) = Y Tib(x—x,), (2.0.1)

onde x; é a posicao do i-ésimo vortice e I'; sua
intensidade. Isso significa que cada vortice, iso-
ladamente, induz as particulas do fluido a gira-
rem em torno de si; o movimento efetivo, po-
rém, é resultado do conjunto das influéncias de
cada um dos vortices. Como, no caso de multi-
plos vortices, os mesmos nao possuem, em geral,

- ~
- ~
’ N
Y4 N
/ "_ﬁ\ \
/ - ~ \
4 N
/ 7 \ \
/ * —e \ \
1 / Ve \ \ \
I 1 / \ \ 1
| | L] I | |
1 \ / 1 I
\ \ N 4 ! 1
\ \ ~ - / /
N\ /
\\ N P /
S o _ /
\ ~=-- ’
N\ 4
N '
~ -
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Figura 2.1: Esboco do movimento de
particulas em torno de um vortice

posicao fixa, o sistema fica evidentemente mais complexo do que um sistema de um tinico

vortice.

18
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Observacgao 2.0.2.1. Ao longo do capitulo faremos frequente uso de [29].

2.1 As Equacoes do Movimento

Nesta se¢ao deduziremos as equagoes do movimento para N vortices no plano. A
velocidade induzida por um tnico vortice pontual é

x = u(x;,t) = Vb, (x;, 1), (2.1.1)

1
onde, sendo G = ~5- log(||x||) a fungdo de Green para o Laplaciano A,
m

uilxt) = [ Glx—Dwla)dz = ~3- [log(lx ~ a)Fibla - x)dz = ~3-log(lx — xi).
(2.1.2)

ja que 9 deve satisfazer a equacao de Poisson Ay = —w. Para N vortices ao invés de 1,
fazemos uma superposicao linear das velocidades devidas a cada vortice pontual, ou seja,

N

k= Vi (x;t). (2.1.3)

i=1

Obtemos entao, para o i-ésimo vortice,

N
%= Vi(x;,t).} (2.1.4)
J#i
Basta calcular, portanto, V41, (x;,t):
oy Oy
L.(x. 1) = - ) 2.1.
Vi) = (G5 2.15)
Temos:
R
_ — ), 2.1.6
s e 2160
oy T 1
= — ;). 2.1.6b

1. O leitor pode questionar, aqui, a motivacao de j # i. Essa condi¢ao esta relacionada a renormali-
zacao da energia; para mais informagoes, ver [22, 21, 31].
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Portanto, fazendo [;; = ||x; — x|, concluimos que
N

. -I'; 1
xizz J_(yi_yj)a

or l?j

N

. r;1
Z/z‘:Z = (i — ).

972
P 2m [

Se escrevermos z; = x; + iy; obteremos simplesmente

ou, equivalentemente,
Além disso, tomando

vemos que o sistema ¢ Hamiltoniano e valem as equagoes

oH

Tiiy = ——
’L':CZ ayz7
oH

8xi ’

Iy = —
Podemos ainda introduzir novas variaveis
¢ = /Uil zi,
pi = msgn(ri)yu
onde

sgn(Ty) = { 1, se I'; > 0;

—1, caso contrario.

Assim temos:
. oH
. OH
b= 9g;

Note que o colchete de Poisson candnico entre duas fungoes ¢é

N~ (0f0g Of0dg\ ~~1[0f0g 0f g
{f’g}_z;(ﬁqiapi 0pi0qi)_zri (8352-5% Oy; Ox;

i= i=1

)
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(2.1.7a)

(2.1.7b)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.11a)

(2.1.11b)

(2.1.12a)
(2.1.12b)

(2.1.13)

(2.1.14a)

(2.1.14b)

(2.1.15)
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2.2 Integrabilidade do Sistema de Até Trés Vortices

A fim de analisar a integrabilidade do sistema de N vortices no plano, devemos bus-
car quantidades conservadas. O Hamiltoniano H ¢é a energia de interacao do sistema,
evidentemente conservada. Introduzimos as seguintes quantidades:

r= Z ['; (vorticidade total), (2.2.1a)
N
Q+iP = Z I';z; (momento de vorticidade), (2.2.1b)
j=1
P
C= @t , se I' # 0 (centro de vorticidade), (2.2.1¢)
N
I = Z T |z (impulso angular). (2.2.1d)
j=1
Observe que
oI oI
2 P2 2 P2
M =2QI;, M = 2PT;, (2.2.2b)
Ox; 0y;
N N
OH _ il (i — ;) OH _ 3 —ILy (i — y5) (2.2.20)
. 2.7 - 2 o
ox; hr? 2T l;; y; hr? 27 I

Utilizando essas equagoes podemos concluir, apos alguns célculos, que:

{H,I} =0, (2.2.3a)
{H,Q*+ P*} =0, (2.2.3b)
{H,C} =0, (2.2.3¢)
{I,Q*+ P*} =0. (2.2.3d)

Como as constantes do movimento H, I e Q*+ P? sao independentes e estao em involucao,
vale o seguinte teorema:

Teorema 2.2.0.3. O problema de N vortices pontuais no plano é integravel para N < 3.

Levando em conta integrabilidade de até 3 vortices no plano, analisaremos mais deta-
lhadamente, a seguir, sistemas de 2 e 3 vortices.
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2.3 Sistemas de Dois Vortices

Como vimos anteriormente, o sistema de dois vortices no plano é integravel. Nesta
secao resolveremos explicitamente as equacgoes do movimento para esse sistema. Dividi-
remos a demonstracao em dois casos: I' 0 e ' = 0.

2.3.1 Caso I: Vorticidade Total Nao Nula

Assumimos que I' # 0. As equagoes do movimento sao dadas por:

Toz1 — 2

= 1— 2.3.1
A=l —p (2.3.1a)
. Ty 20— 2

9 = Z% 2 y (231b)

onde | = |21 — z|. O centro de vorticidade C' e [* sao constantes do movimento; podemos

d 21 _F 10 Zl—C
%(22>_22ﬂ-l2(0 1)(22—0)' (23.2)

Fazendo a transformagao canoénica (z1, z0) — (v/2R; exp 6y + C,v/2Rs expify + C') obte-
mos

escrever:

Ry =R, =0, (2.3.3a)
- r
=@y = ——. 2.3.
0, = 0 52 (2.3.3b)
Segue que
T
21 = /2Ry exp th +C, (2.3.4a)
. T
29 =\/2Ryexp (1—=t | + C, (2.3.4Db)
27l?

onde R, e Ry sao constantes. Ou seja, os dois vortices se movimentam em circulos con-
céntricos de centro C' com mesma velocidade angular constante. Além disso, a magnitude
da velocidade angular ¢ diretamente proporcional & vorticidade total e inversamente pro-
porcional ao quadrado da distancia entre os vortices.

2.3.2 Caso 1II: Par vorticoso

Para o caso em que I' = 0 é interessante introduzir, primeiramente, a seguinte defini-
¢ao:
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Definicao 2.3.2.1. Um par vorticoso é um sistema de dois vortices pontuais com inten-
sidades opostas.

Quando I' = 0, ou seja, quando temos um par vorticoso, z; — 2o € constante, e, portanto,

T1 — Ty € Yy; — Yo também o sao. Sejam [ = I'=-TIyeA= ol Temos:
s

. Iy r1
Iyl I 1

Y= ﬁﬁ('xl —I3) = _%ﬁ(xl — T3), (2.3.5b)
-1 1l
. In1 I 1

Y2 = ﬁl—z(% — ) = —%1—2@1 — 23). (2.3.5d)

Como [? também ¢ constante, obtemos:

r1 = A(yr — y2)t + a9, (2.3.6a)
Y = — Az — 29)t + 1, (2.3.6b)
Ty = Alyr — ya)t + 75, (2.3.6¢)
Yo = —A(r1 — 22)t + 5. (2.3.6d)

Fica claro, entao, que os vortices se movimentam em retas paralelas entre si. Além disso,
se (a7, yar) € 0 ponto médio entre os vortices,

0 .0
o= Al — o)t + 2 =48, (2.3.7a)
0,0
+
ypu = —A(xy — zo)t + ylz—y2 =15, (2.3.7b)

Isso nos permite concluir que o par vorticoso se move ao longo da mediatriz do segmento
que une os dois vortices.

2.4 Sistemas de Trés Vortices

Existe uma vasta literatura sobre o problema de trés vortices no plano. Nesta secao
estudaremos mais detalhadamente alguns aspectos desse problema. Comecaremos pelo
caso especifico de trés vortices idénticos.
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2.4.1 Vortices Idénticos
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Analisaremos, a seguir, o movimento de trés vortices de intensidade unitaria no plano,

baseando-nos em [35]. Comegaremos por introduzir a definigao de vortices idénticos :

Definicao 2.4.1.1. Vortices pontuais sao ditos idénticos se possuem a mesma intensi-

dade.

Sejam a; = loz, a0 = l13 € a3 = l15. Esses sao os lados do triangulo que tem como

vértices os vortices (a menos, é claro, que os vortices sejam colineares), dispostos no

sentido anti-horario. Denotamos o angulo oposto a a; por A;. E possivel mostrar que

3
B} = ajazas,

2_ 2, 2 2
E5 = ai + a5+ a3

sao constantes do movimento.
Acharemos as equagoes do movimento em termos de a;, A;. Como

By = _i {91 — 2 Y1 —Ys ]
2m a? ai |
. L lya—wy1 |, Y2—uys
“:‘%[ g a
1 [z —my a—as]
_ 1 (20 —m Ty — T3 |
yQ_%{ a3 a?
temos
. L l,y2—t | y2—Ys3
R N |
. . L |jzo—x1 22— w3 X1 —23
i = g [P B R

Além disso, como a3 = (13 — x1)% + (y2 — y1)?,
azaz = (vy — o1) (T2 — 1) + (Y2 — y1) (U2 — %),

donde segue que

(332 - xl)(yl - ys) - (y2 -

(2.4.1a)
(2.4.1b)

(2.4.22)
(2.4.2b)
(2.4.2¢)

(2.4.2d)

(2.4.3a)

(2.4.3b)

(2.4.4)

y1)(x1 — x3)

asas = — 3 -+ 5

1 { (y2 — y1) (w2 — 23) — (22 — 21)(y2 — y3)
27 aj as

(2.4.5)
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Lembrando que, para quaisquer vetores vy, va,
|vi X va| = |vq||va|sin A, (2.4.6)

onde A é o angulo entre os vetores, e levando em conta a regra da mao direita, 2.4.5

simplifica para

1 [sinA in A |

dg _ S1n A9 _ Sin Ay (247>
2r | w as |

Podemos obter a; e ay de forma analoga. As equagoes do movimento sao, entao,

1 [sinA in A |

= — | TR (2.4.8a)
27 ] as |
1 [sinA in Az |

s = — S A , (2.4.8b)
2w | as ay |
1 [sinA in A |

Gy = — |22z A (2.4.8¢)
2w L a1 Q|

2.4.2 Equilibrio

Analisaremos, a seguir, o equilibrio de configuracoes vorticosas para o caso geral de
trés vortices no plano. Para isso, precisamos de algumas definigoes:

Definicao 2.4.2.1. Uma configuracdo vorticosa € o objeto geométrico formado por uma
colecao de vortices.

Definicao 2.4.2.2. Uma configurag¢ao vorticosa estd em equilibrio e é dita um cristal
vorticoso se ela permanece igual ao longo do tempo, isto €, se as posicoes relativas entre
0s vortices sao fixas. Se as posi¢coes de todos os vortices forem fizas, o equilibrio € dito
estaciondrio. Caso contrdrio, o equilibrio € dito relativo.

Observagao 2.4.2.1. As defini¢oes anteriores sao um pouco varidveis na literatura. Como
cristais vorticosos tipicamente se movem num estado de rotagdo ou translacdao uniforme
(12]), alguns autores preferem definir equilibrio relativo como um cristal vorticoso que se
move nessas condi¢coes.

Podemos, agora, estabelecer alguns fatos a respeito de cristais vorticosos formados
por trés vortices. Provaremos dois teoremas fundamentais a esse respeito. Para mais
informagoes, ver [34].

Teorema 2.4.2.1. As sequintes condicoes sio mecessdarias e suficientes para que exista o

equilibrio estaciondrio de trés vortices com intensidades nao nulas no plano:
Iy
(2.4.9a)

Ty + 4Ty 4 3Ty = 0. (2.4.9b)
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Demonstrag¢ao. Vamos provar primeiramente que as condigdes sao necessarias. Suponha
que o sistema esteja em equilibrio estacionéario. Nesse caso,

Disso e de 2.1.7a e 2.1.7b segue que

FQ(% - y2) FS(yl - y3)

~ 5 =0, (2.4.11a)
l12 l13
Ib($g—-$2) Iﬁ(xg—-$3)::0, (2.4.11b)
11 i
e, portanto,
1, T3 s _ 13
213 _ 23413 2 3 (2.4.12)
55 l75 [y 1l
Segue imediatamente 2.4.9a. De forma analoga, obtemos
F —
Xi — xq = L3R =X (2.4.13a)
Iy
T _
o — X — M (2.4.13b)
2

E concluimos entao que
(PlFQ + F1F3 —f- F3F2>X1 = (Flrg =+ F1F3 + F3F2)X2 = (Flrg —I— F1F3 + FgFQ)Xg,, (2414)

donde segue 2.4.9b.
Provaremos agora que 2.4.9a e 2.4.9b implicam equilibrio estacionério. De 2.4.9a segue

o _ T3l
que [, = —5=, donde
I's
1 |T — r —
iy = - |2 mwe) | D —ws)) (2.4.15a)
. I [To(zy —22)  Ts(xy —x3)
= — =0. 2.4.15b
! 27 { 1% " 173 ( )
Como F1F2 -+ Fng + Fgrg = O,
IR
I3 =— ) 2.4.16
AR AN O ( )
Substituindo em 2.4.9a obtemos
T _
X1 — X3 = M (2417)

Iy ’
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donde segue que x3 = 0. Por fim, para mostrar que x, = 0, observamos que

2 = —%, (2.4.18)

e, portanto,
X3 — Xy = MX;—:X” — % = 0. (2.4.19)
[

Uma consequéncia imediata do teorema anterior é o seguinte corolario:

Corolario 2.4.2.1. Se trés vortices pontuais de intensidades nao nulas estao em equilibrio
estaciondrio no plano, entao eles sao colineares.

Mostraremos a seguir um teorema que diz respeito ao equilibrio relativo de trés vorti-
ces. Notamos, em primeiro lugar, que quando os vortices nao sao colineares um procedi-
mento similar ao utilizado em 2.4.1 nos permite escrever

d(I? 2 (1 1]
() — “Tyol | — — |, (2.4.20a)

dt ™ _lgs l%?)_

2 2 1 1]
d(l23) = ToA | — =, (2.4.2013)

dt T _1%3 l%2_

2 2 1 1]
d(li3) = "Dyl |5 — 5|, (2.4.20c)

dt m [Ty 53]

onde A é a area do triangulo formado pelos vortices e 0 = 1 se 0os mesmos estao dispostos
no sentido anti-horario, ¢ = —1 caso contrario (|34]).

Teorema 2.4.2.2 ([34]). No plano, um sistema de trés vortices com intensidades nao
nulas apresenta equilibrio relativo somente se os vortices forem colineares ou formarem
um triangulo equildtero. Além disso, no sequndo caso:

— Se a vorticidade total nao € nula, o tridngulo gira em torno do centro de vorticidade

com frequéncia angular w = s—, onde l € o lado do tridngulo.
— Quando a vorticidade total é nula, os vortices transladam paralelamente com velo-
1
[3(IF+ 15+ T5)]
27l '

cidade constante igual a

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos provar que, se o sistema estiver em equilibrio rela-
tivo, os vortices devem ser colineares ou formar um triangulo equilatero. Suponha que os
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vortices nao sejam colineares. Entao

2 [ 1 1]

0= —F30'A o T 73 | (2421&)
Q |55 i3]
2 [ 1 1]

0=—-TwoA |5 — 5|, (2.4.21b)
Q Ll1s lis]
2 1 1]

0= —FQO'A o T 79 | (2421C)
n LTy 53]

logo

Lo = log = L3, (2.4.22)

e portanto o triangulo é equilatero.

Supomos, agora, que os vortices formam um triangulo equilatero e a vorticidade total
é nao nula. Apos algumas manipulagoes algébricas, as equagdes do movimento podem ser
escritas sucintamente como

L Lo[100 5 —C
2 00 1 23— C

Observando que C' = 0 e fazendo 2z, = Ry, exp(ify) + C' obtemos
Ri=Ry=R3=0, (2.4.24a)

(2.4.24D)

donde segue que o tridngulo giram em torno do centro de vorticidade com frequéncia

angular w = S
T
Por fim, supomos que os vortices formam um triangulo equilatero e a vorticidade total

é nula. Seja T =T'121 + I'y29 + I'323. Como I' = 0, as equagoes do movimento tomam a

forma
=49 = 2 ———T (2.4.25)
Z1 = R9 = 23 — 271'[2' 3
Segue que
. T
T=—T14+T9+T3)— =0 2.4.26
( 1+1lo+ 3>27Tl2 ) ( )

e portanto T" é constante. Concluimos, entao, que os vortices se movem em retas paralelas
com mesma velocidade constante. Basta, agora, calcular a magnitude dessa velocidade.
Para isso, observamos que

[ =-Ty—T3=T]=T5+20o03+13 =T[5 4+15+13 =2(T3 +2l3+13). (2.4.27)
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Além disso,
T = |Ta(z1 — 22) + Ts(21 — 23)[° = P13 + T3 + IoT), (2.4.28)
pois o tridngulo é equilatero. Segue que

[r§+r§+r§] 1/2
2

i = = , 2.4.29
14 27?2 27l ( )

o que conclui a demonstragao. O

2.5 Nao Integrabilidade de Quatro Voértices

Mostraremos que o teorema 2.2.0.3 deixa de ser valido se substituirmos, em seu enun-
ciado, N < 3 por N < 4. Para isso, basta exibir algum sistema nao integravel de 4
vortices no plano.

Na literatura, existem diversas demonstragoes distintas desse resultado ([39, 30, 13]).
Aqui apresentaremos duas provas, uma baseada na demonstracao mais antiga do fato
([39]) e outra baseada em [13].

2.5.1 A Prova de Ziglin

A prova de Ziglin (|39]) para a ndo integrabilidade de um sistema de quatro vortices
no plano segue, em resumo, o seguinte roteiro:

1. analisa-se o sistema de trés vortices idénticos, e encontra-se uma configuracao que
apresenta equilibrio relativo (no caso, um triangulo equilatero),

2. perturba-se essa configuracao de equilibrio,
3. adiciona-se um quarto vortice, de intensidade nula, ao sistema,
4. analisa-se a integrabilidade utilizando o método de Poincaré-Melnikov.

A seguir, mostraremos a nao integrabilidade de um sistema de quatro vortices no
plano, baseando-nos na prova de Ziglin. Analisaremos um problema restrito, isto é, um
problema em que um dos vortices tem intensidade nula. Consideramos um sistema de
quatro vortices em que trés deles tém intensidade unitéria e um tem intensidade nula.
Sejam z;, i = 1,2, 3 as coordenadas dos vortices unitarios e z a do vortice nulo. Entao

. 1 1
Z=—) —, (2.5.1)
271 Pl 2;(t)
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onde z;(t) sdo obtidas resolvendo-se o sistema de trés vortices, uma vez que o quarto tem
intensidade nula.
Como vimos em 2.4.1, o movimento relativo entre trés vortices é dado por

1 [sinAz sinAs]

= — — 2.5.2

ay o | ay as -7 ( a’)
1 [sinA, sinAs]

Gy = — |24 A (2.5.2b)
2m | as ay |
1 [sinAs  sinA;]

gy = — |22z A (2.5.2¢)
2m aq as

e B} = ajasas, E7 = a? + a3 + a3 sao constantes do movimento. Fazendo a = (ay,as) e
3
1

a102

obtemos um sistema na forma

substituindo az =

a=Fl(a,E), (2.5.3)

Observamos que esse sistema tem um ponto fixo ag = (E7, E1), correspondente a um
triangulo equilatero. Faremos, agora, a linearizacao do sistema para mostrar que o ponto
fixo ¢ eliptico. Utilizando a lei dos senos ¢é possivel mostrar que

1 sinAy [ E3 2 1 sinA, [ E} 2
i = 2_8111 2 [ 12 . G/IC;Q} _ 1 sinAy |i 12 _ a1i2:| 7 (254&)
T ay |ama; By 2r a1 |aa; By
Gy = _ 1sinA, E3} B asa? _ _ 1 sin4, E3 B asa’ ' (2.5.4D)
21 ay |aga?  E} 21 ay  |aga?  E3}
Além disso, pela lei dos cossenos,
ES¢ E?
a? = a2+ a%;% - 2a_11 cos Ay, (2.5.5a)
ES¢ E3
2 2 1 1
= —2—cos A 2.5.5b
ay; =aj + al . COos Ay, ( )
de onde segue que
0A; 0As
—_— = — =0. 2.5.6
Day (a0 da (a0) ( )
Portanto, se F' = (F}, F»), temos
OF OF, V3
-1 —_= = _ T 2.5.7
B ) = g, ) = g (2:5.78)
oF oF: 3
! 2 V3 (2.5.7b)

8_@(%) = —8—611(30) = _W_Elz'
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Podemos, agora, calcular os autovalores do sistema linearizado:

3 3
2 2
mp tE 0= o (25:8)
logo os autovalores sao £1\, \ = ok Como os autovalores sao puramente imaginérios
Ly
concluimos que o ponto fixo é, de fato, eliptico. Numa vizinhanca desse ponto o sistema
. . & .

¢ analitico e possui a? + a3 + —5 = ¢ como constante do movimento.

ayas

E interessante, para integrarmos o problema nessa vizinhanca, escrever as equagoes do
movimento em uma forma mais simples, apresentada em [37]: a normal. Conforme esse
texto, e levando e consideracao o fato de o ponto fixo ser eliptico, existe uma transformagao

0
analitica a(by, be), com a(0,0) = ag e 8(6—2)(0’0)‘ # 0, que deixa as equacoes do
1,92
movimento numa forma mas simples:
i)l = ip(blbg)bl, (259&)
[.)2 = —ip(blbg)bg, (259b)

onde p = p é analitica numa vizinhanga de zero e p(0) = A. Notando que b1by é constante
e tomando b1(0), bo(0) tais que biby = € podemos integrar as equagoes anteriores. Se
7 = p(e?)(t — ty), onde ¢y é o instante inicial, temos

by = eexp(iT), (2.5.10a)
by = eexp(—iT). (2.5.10b)

Achamos, assim, as equagoes do movimento relativo entre os vortices. Com isso, e
levando em conta os resultados obtidos em 2.4.2, mostra-se ([39]) que

o E O
z; = (1 + cexp <%> by + fj(b1>b2)) 7136541) (@ [% + 0o + M<b1b2)7']) , (25.11)

onde f;(0,0) = df;(0,0) =0, ¢ # 0 e M(0) = 1, M analitica numa vizinhanca da origem.
Podemos, além disso, tomar 6y = 0 e F; = /3 (basta alterar a escala e fazer uma rotagao,
se necessario). Temos entao:

zZj = <1 + cexp (12%) b2 + fj(bly b2)> exp (’L [2% + M(blb2)7:|> . (2512)

Podemos agora analisar o problema restrito de quatro vortices. Fazendo a mudanca

oL : 2 . 2
de variaveis z = ¢eM(€)T, 2 = gj-e”\’l(6 )™ obtemos

. 2 74 ‘ ‘ O
G(T, €) = zje—z/\/l(e T — (1 + ceexp (% — Z'T) 4 fj(€61T7€e—z7—)) exp (@ [%}) .
(2.5.13)
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Além disso,

dc d ) dz . )
d_g _ d_(gelM(GQ)T) _ d_zez/\/l(e2)—r + 262/\/1(52)77;/\/1(62)’ (2‘5'14>
T T T

donde segue que

&1 -
dr — 2mip(e?) z]: s — (7€) + GIM(€). (2.5.15)

Tomando ¢ = 2410, com =, O reais, é possivel escrever o sistema na forma Hamiltoniana:

d= OH
=== 2.5.16
dr ~ 90" (2:5.162)
do OH
—_— = 2.5.16b
dr o=’ ( )
onde 1 ]
_ _ 2\ —
H= @ ; (s = (7.)(S = G(T. )] + ZM(E)ss. (2.5.17)
Quando € = 0 esse Hamiltoniano fica
1 T T
Ho =~ Zln(q —eF N —e T — g . (2.5.18)
j
Podemos escrever o Hamiltoniano H como
H=Ho(Z,0) + eH,(Z,0,7) + O(e?), (2.5.19)
. O(e?) ) . 5 o
onde lim,_,q = 0. Apos algumas manipulagoes algébricas obtemos:
€
Hl(E, @, 7') = hl + hfl, (2520)
onde
3¢S -
hy = ———e€'" 2.5.21
Ty on (2:5.21a)
3cs _
h1=—r——e". 2.5.21b
1 2(c? — 1)6 (2.5 )

Observamos que Hi é 27 periodica em 7.
Vamos, agora, analisar algumas caracteristicas do sistema nao perturbado. Quando

ds (32
—_— = -G . 2.5.22
dr Z<§3—1 g) (2:5.22)

e = 0, temos
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Para achar solucoes constantes substituimos ¢ = re?, obtendo

(3r2 —rH)e? fre™ =0, (2.5.23)
donde » = 0 ou
k
0 = % (2.5.24a)
¥ —3r 4+ (1) =0, (2.5.24b)

onde k € Z. Para k impar, temos duas raizes positivas r; e 79, enquanto para k par

34+ V13
—

temos uma raiz rs:
r3—=3r3—1=0=r3 = (2.5.25)

Seja ¢ = r3. Esse é um ponto fixo hiperbdlico que possui uma separatriz homoclinica
¢ ([39]). Podemos entdo utilizar o método de Poincaré-Melnikov para mostrar a nao
integrabilidade do sistema restrito. Basta mostrar que existe alguma raiz simples de

M(m) = /OO {Ho, Ha} (s(7 — 70), T)dT. (2.5.26)

Isso é equivalente a mostrar que a integral

g /: (%(g(ﬂ,r) = %@m) dr (2:5.27)

-5 /: (é(g_f()ﬂ— 1 @360— 1) dT (2529

é nao nula. Conforme [39], uma avaliagdo numérica mostra que a integral realmente nao

¢ nula. Isso prova a nao integrabilidade do sistema restrito.
Observamos que no apéndice de [27]| Ziglin mostra que os resultados anteriores também
implicam a nao integrabilidade de um sistema nao restrito.

2.5.2 Uma Outra Prova

Exibiremos, a seguir, uma prova alternativa a prova de Ziglin. Para isso, nos baseare-
mos em [13].

Considere um sistema de quatro vortices no plano, sendo que trés deles tém intensidade
unitaria e o quarto possui intensidade € > 0. Sejam z; = (x;,y;) suas posi¢oes. Sejam M
e M, os seguintes centros de vorticidade:

Z1+ 20+ 23 21+ 20+ 23+ €24

My="——"2" """ M =
0 P 3+e€

; (2.5.29)
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Com o intuito de introduzir coordenadas baseadas no centro de vorticidade e em va-

ridveis polares, buscamos constantes positivas 7, a, 8 e v que deixem a transformacao

(21, %2, 23, \/224) = ($07y0751,91,ﬁ2792,53793) canonica, onde

Mo = (nz0,m%0),

21 — 29 = oz\/ﬁ_lexpé’l,
My — z3 = B\/Prexp bs,
M| —z4 = 'y\/Eexp 5.

Apos algumas manipulagoes algébricas concluimos que

B 1
= V3+¢€

a =2,

2V/3
/BZT7

2(3+¢)
e

Como sabemos, o Hamiltoniano é dado por

—1
7‘[ = Ho + 67’[1 = —
4r
Apos algumas manipulagoes (ver [13|) podemos obter

1

Ho = 47

Se fizermos a nova (e canoénica) mudanga de variaveis

p1 = D1,
p2 = p1 + Do,
q1 = 01 — 0o,
q2 = 02,

entao Hy pode ser escrito como

1

Ho = 47

log [p1(P1 + 3p2)* — 12p7p2 cos® (61 — 65)] .

log [p1(p1 + 3(p2 — p1))* — 12p3(p2 — p1) cos®(q1)]

(2.5.31a)

(2.5.31b)

(2.5.31¢)

(2.5.31d)

[(log(13,) + log(I33) + log(I33)) + e(log(l1,) + log(l3,) + log(13,))] -

(2.5.32)

(2.5.33)
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e as equacoes do movimento sao obtidas através de

OHo
2.5.36
) 0H,o
= =0 2.5.36b
: IHo
= — 2.5.36
: IHo
= — , 2.5.36d
42 3D, ( )
Agora, definimos V como
V=~ [pi(p1 +3(p2 — p1))* — 12pi(p2 — p1) cos*(q1)] (2.5.37)
e introduzimos a nova variavel de tempo 7:
1
T= exp(4nHo)t. (2.5.38)
Seguindo-se, entao, que:
dpl oV
et 2.5.39
dr aql ’ ( a)
2, (2.5.39b)
dr
dql A%
—_— = 2.5.39
dr apl ’ ( C)
dQQ oV
—_— = 2.5.39d
dr 8]92 ( )

Com base na definicao das variéveis, consideramos )V restrita a 0 < p; < ps. Faremos

agora a analise do sistema nao perturbado, ou seja, do sistema de trés vortices unitarios.
dpa

Como —= = 0, a integracao das equagoes anteriores é equivalente & integracao de
T
dpl 2 .
- = —24p7 (1 — p1) cos q1 sin gy, (2.5.40a)
-
d
% = cos” g [36pT — 24pp1] + (3 — 2p1) (3 — 6p1), (2.5.40b)

onde py = i é constante. Nao é dificil mostrar que os pontos de equilibrio do sistema sao
dos seguintes tipos:

(i) p1 = 'g, cosq; = 0, centros,
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3
(ii) p1 = Zu’ sinq; = 0, centros,
(iii) p = 'g, sing; = 0, pontos de sela.
Quando o terceiro caso ocorre vemos, por direta substitui¢ao, que:
o 9 1 3p 3
V=—|=(+—)—-12—=—| = —p°. 2.5.41
[4<4 ) 12 4} H (2.5.41)
Observemos que
H H
V+u? = (p — ( — >< — ) 2.5.42
H (p1—p) | 22+ V3sing) D1 22— Bsing) ( )
donde segue que a curva
1L
= , 0<qu <, po= 2.5.43
b1 2(2+\/§sinq1) @1 P2 =p ( )
¢ uma separatriz que conecta os pontos de sela p; = %, ¢ =0ep = %, qn = .
Podemos procurar solugoes para o sistema no nivel de energia
V(p1, a1, p2) = =11’ (2.5.44)
Se resolvida com respeito a po, a equagao resulta em
3 — plsin®(2
2p1(1 + COSQ(ql)) + \/:u plp ( QI)
Py = ; : (2.5.45)
Como, quando 0 < p; < u,
3 — plsin®(2
2p1(1 —f—COSZ(ql)) . \/N plp ( Q1)
1
5 < W, (2.5.46)
a curva 2.5.43 esta contida em
3 p3sin?(2
2p1(1 + COSQ(ql)) + \//‘L plp ( ql)
1
p2 = ho(p1, q1, 1) = 5 (2.5.47)
Como, numa vizinhanca da separatriz 2.5.43, Ion # 0, podemos reparametrizar o
P2
sistema nao perturbado em termos de ¢y e obter, entao,
d oh
o _ o, (2.5.482)
dga oq
d oh
fn_ T (2.5.48b)

dqs B _8_271.
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A segunda equacao, apés integracao, nos leva a2
1
1 tan2< >\/_—|—t ( )( )—}—tan(qzl)
() — qS = log
2V3 tan? (%) V3 + tan ( ) (\/_> +tan QI>

— arctan (\/5 + 2tan(q;/2) > + arctan (\/_ + 2tan(q /2)) (2.5.49)

Ao fazer a mudanca de variaveis

T ow T
_ T .7 T 25,
0 :1:—1—2, 2<x<2, (2.5.50a)
T ow T
¢ = 20+ 5 Ty <t <3 (2.5.50b)
obtemos
(7, 70,09) = ¢ + s(z) — s(x), (2.5.51)
onde
x
s(z) = 2\/_ log(F'(z)) — arctan <(2 —/3) tan <§>> (2.5.52)
¢
2
(1+tan(§>> 1+v3-(V3-1) tan(f)
Flz) = 2 2 2.5.53
(z) = $21+\/§+ 31t <q:> (2.5.53)
_ d — 1) tan
(1-1an(3)) z

Consideremos agora o sistema perturbado. E possivel mostrar que seu Hamiltoniano

pode ser escrito como

1
H = ——log(—-W), (2.5.54)
4

onde

W(thvaQaCIQap?)) = V(p17q1;p2) X

{1+ stogtaten — ) + 5 o102 poll + 12| h 0@ 2539

¢1 = —16pop3 cos? (03 — 0y) + 8ps + 8paps + +8p1p3 — 16p1p3 cos(fy — 6-) (2.5.56)

2. Para mais detalhes, ver [13]
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e a mudanca de coordenadas

p1 = D1, (2.5.57a)

p2 = p1 + D2, (2.5.57b)

ps = P1+ D2 + ps, (2.5.57c)
q1 =t — 02, (2.5.57d)

g2 = b2 — 03, (2.5.57e)

g3 =05 (2.5.57f)

é canodnica. A fungao VW é definida para p3 > po, é 2m-periddica em ¢, e independente de

qs-
De modo analogo ao feito para o caso nao perturbado, reescalamos o tempo via

dt
7= 4 exp T (2.5.58)
-
As equagbes do movimento podem entao ser escritas como
d ow
% = (2.5.50a)
d ow
% = 0 (2.5.59b)
d 0
% - 8—2} =0, (2.5.59¢)
d ow
d ow
% =G (2.5.59)
d ow
% =% (2.5.50f)
(2.5.59g)
Sao constantes do movimento ps e W(p1, 1, P2, g2, 3, €)-
Queremos resolver W(py, q1, pa, @o, pt + a,€) = —p® em termos de py ao longo da se-

paratriz. Isso é possivel para o > 0, € > 0 suficientemente pequeno e uma vizinhanca
adequada. Podemos expandir a solugao em termos de e:

pa(p1, q1, oy s vy €) = ho(pr, qi, p1) + €hy + 2hy + O(°). (2.5.60)

Temos entao
dpl 8h0 {8111 + ah2
— = — 4 €|— +e—
dqo oq oq oq
@ aho |:ah1 8h2

= ——— — ¢ _+€—+(962:|, 2561b
dgo p1 Op Op ) ( )

+ 0(62):| , (2.5.61a)
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Para mostrar que o sistema nao é integravel precisamos, entao, computar a integral
de Melnikov. Ela é dada por

M(q3) = -

/ {ahoahl Oho O dgs. (2.5.62)

Op1 Oqu a 0q1 Op

1
Como mostra [13], fixado a = 7@ integral pode ser escrita como

M(q)) = %u?’e[h sin(2¢Y) + I cos(2g3)] + O(€?), (2.5.63)
onde
L /2 cos®(x) cos(2s(z)) B V3 sin(x) sin(2s(z)) .
h= 2\/3/0 (V3 + 2cos(z))(2 + V3 cos(z)) 3(vV/3 + 2cos(z)) ] dr. (2:5.64)

Tudo o que precisamos fazer, entao, é mostrar que
I sin(2¢9) + I cos(2q3) (2.5.65)

possui um zero simples. Para tanto, basta que I; # 0. Isso de fato ocorre, o valor
aproximado de I; pode ser computacionalmente obtido e é 0.2621, com erro da ordem de

10~ ([13]).

2.5.3 Casos Integraveis

Concluimos, gragas as consideragoes anteriores, que é possivel exibir um sistema de 4
vortices no plano nao integravel. Seria incorreto afirmar, contudo, que todos os sistemas de
quatro vortices no plano sao nao integraveis. Mais ainda: é possivel exibir uma condicao
suficiente para que o sistema de quatro vortices no plano seja integravel — basta que
P=Q=T=0.

Teorema 2.5.3.1. O problema de 4 vortices pontuais no plano € integrdavel se P = Q) =
r=0.

Demonstragao. Observamos que {#H, I, P,Q} sao independentes. Basta mostrar entao
que estao em involucao. Para isso, calculamos:

{(H, I} ={H,P} ={H,Q} =0, (2.5.66a)
{Q, P} = Z iFiFi =3 T, =T, (2.5.66b)
{P.1} = Z —T,2T)z; = =20, (2.5.66¢)

{Q,1} = Z (T;2T;)y; = 2P. (2.5.66d)
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Segue que, se P = Q =1 =0, {H,I, P,Q} estardo de fato em involugao e portanto o
sistema sera integravel. O

Vale observar que existem outros exemplos de sistemas integréaveis de 4 vortices pon-
tuais no plano. Para mais, ver [20].

2.6 Coreografias

Em 2.4.2 estudamos um caso especial do sistema de trés vortices no plano. Trata-se
do triangulo equilatero, que é um cristal vorticoso e gira com velocidade constante em
torno do centro de vorticidade. No caso de os vortices possuirem mesma intensidade,
o centro de vorticidade coincide com o centro do tridangulo, e portanto o triangulo gira
em torno de seu centro. Vé-se entao que todos os vortices movimentam-se ao longo da
mesma curva fechada, a circunferéncia circunscrita ao triangulo. Esse é um caso particular
de coreografia. No contexto de vortices?, coreografias sao definidas da seguinte maneira,
([14, 11)):

Definicao 2.6.0.1. Uma coreografia simples para o problema de N vortices € uma solugao
periodica em que todos os vortices tragam a mesma curva fechada sem colidir e a diferencas
de fases entre cada par de vdrtices sao constantes. Além disso, coreografias podem ser
classificadas como absolutas (no sistema de referéncia fixo) ou relativas (num sistema de
referéncia que gira).

Recentemente foram encontradas condigoes suficientes para que o movimento de 3 e
4 vortices no plano sejam coreografias (|11, 12]). Apresentaremos aqui esses resultados.
Para mais informagoes acerca desses resultados, consultar [11, 12, 10, 33]. Para mais sobre
coreografias, ver [14].

Observamos que, ao longo da se¢ao, os vortices serao tomados como unitarios.

2.6.1 Trés Vortices

Seja M;; o quadrado da distancia entre o i-ésimo e j-ésimo vortice. Supomos, por
simplicidade, P = @ = 0. E possivel verificar por calculo direto que

1
I: g(M12+M23+M13>- (261)

3. Observamos que coreografias também sao importantes fora do contexto de vortices. Para mais, ver
[14].



2.6. Coreografias 41

Além disso, se 0;; ¢ o angulo entre o eixo x e o vetor que vai do j-ésimo ao i-ésimo vortice,
podemos relacionar M;;, 0;; a z;. Para isso, observamos que

Como P =@ =0,
1 1
2 = §32ﬁ]€ = § (\/ Mkz exp(i@ki) + Mkj exp(i&kj)> . (263)

E possivel, entdo, escrever as equacoes do movimento para M;;. Além disso, como [ é
constante, fazendo My = 31 — Mg — M3, podemos eliminar M, (ou, indiferentemente,
M3 ou Ma3). Conforme [11], se introduzimos as coordenadas ¢, G dadas pelas equagoes

I
M =8G — I +2V12 (5 — G) G cos g, (2.6.4a)

Mss =4 (é — G) —2V12 (é — G) G cos g, (2.6.4b)

podemos escrever o sistema na forma Hamiltoniana

1
H = —Eln M12M13M23, (265&)
oH
] = —— 2.6.5b
: oH
e R 2.6.
G 99 (2.6.5¢)

Observamos que, em virtude de 2.6.1, M5 é dado por

My — 4 G - G) | (2.6.6)

Estamos agora em condic¢oes de apresentar um resultado importante sobre coreografias.
Em [11, 12, 10] os autores utilizam essa reducao do sistema para mostrar a existéncia
condigoes que garantem que o movimento dos trés vortices unitarios seja uma coreografia:

Teorema 2.6.1.1. Se H, I satisfazem
4
—In3 < ?H -+ In/ <In 2, (267)

entao o movimento € uma coreografia simples relativa.
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2.6.2 Quatro Voértices

42

Para quatro vortices vale um resultado semelhante ao anterior. Sejam, como antes,

P =@ = 0. De forma semelhante & anterior, temos

1
I = 1 (Mg + Maz + Mig + Mgy + Moy + Msy)

1
2L = 4_1 Z \/ Mkj exp(i@kj).

i#k

(2.6.8)

(2.6.9)

Como no caso anterior, podemos escrever o sistema na forma Hamiltoniana. Precisamos,

porém, de mais coordenadas. Conforme [11], se introduzimos coordenadas g, G, h, H tais

que

My =1—-G+2/(I—H)I—-G)cosh,
My =1+G—H~+2/I—H)Gcos(h+g),
My, = H—i—QM(:osg,
My = H —2+/(I — G)Gcosyg,
Msy=1—G—2v/(I — H)(I —G)cosh,
Myy=14+G—-H—-2\/(I —H)Gcos(h+yg),

podemos escrever o sistema na forma Hamiltoniana

1
H= e In Mo My Mog My Moy My,

_om

g_aG7
. OH
oG-
g’
. OH
"= o

H=-——.
oh

Para quatro voértices, o teorema anélogo a 2.6.1.1 é:
Teorema 2.6.2.1. Se H, I satisfazem

2 144
—In3< §H+ln[< ~In—,

(2.6.12)

e, além disso, os vortices formam um paralelogramo, entao o movimento € uma coreografia

simples relativa.

Para mais informagoes sobre o teorema, ver [11, 12, 10].



Capitulo 3

Voértices na Esfera e no Plano
Hiperbodlico

As superficies Riemannianas de curvatura constante sao de trés tipos: as de curvatura
nula, ou planos, as de curvatura positiva, ou esferas, e as de curvatura negativa, ou planos
hiperbolicos. Neste capitulo caracterizaremos o movimento de vortices na esfera S? e no
plano hiperbolico H?. Para tanto, comecaremos por apresentar a projecao estereogréfica
para essas duas superficies. Sem perda de generalidade ([18|), consideraremos, a partir
de agora, apenas esferas de curvatura 1 e planos hiperboélicos de curvatura —1.

3.1 A Projecao Estereografica

Sabemos que, utilizando a projegao estereogréfica, podemos representar a esfera atra-
vés do plano complexo. Sejam (£, 7, () os pontos da esfera, onde

E+n+¢=1 (3.1.1)

As coordenadas estereograficas z = = + 1y se relacionam com &, n e ( através de

2z
= 3.1.2
§ 1422+ 42 ( a)
2y
= 3.1.2b
n 1+x2+y2’ ( )
1—172—y2
= — 3.1.2
¢ 1+22+92 ( c)

43
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Além disso, podemos parametrizar a esfera através das coordenadas esféricas usuais 6 e
¢, isto é,

§ = sin ¢ cos b, (3.1.3a)
1 = sin¢sinb, (3.1.3b)
¢ = cos . (3.1.3¢)

Resolvendo as equagoes 3.1.2a-3.1.2¢, encontramos

1 .
z = tan <§gb) e, (3.1.4)
De fato, basta observar que
L—|z|°
= CoS ¢, 3.1.5
1+ |2 ( )
e portanto
22 = 1—cos¢ _ 1 —cos?¢ _ sin? ¢ | (3.1.6)
1+cosp (1+cosgp)? (14 coso)?
Segue que
sin ¢ 1
= — =1t —9 ). 3.1.7
12 (14 cos¢) o <2¢) ( )

Obtemos entao

singcost)  singcost

1
T=g sin ¢ cos (1 + |z]*) =

= tan <%¢) cosf. (3.1.8)

2 cos ? 1 +cos¢
2
Analogamente,
1
y = tan <§¢) sin 6, (3.1.9)

donde segue o resultado.
Podemos representar a métrica Riemanniana em S? em termos das coordenadas este-
reograficas. De fato, essa métrica é dada por

ds* = d&* + dn? + d¢* = d¢?® + sin® ¢db>. (3.1.10)
Utilizando 3.1.10 e 3.1.2a-3.1.2c obtemos, ap6s algumas manipulagoes algébricas,

4|dz|?
s? = |—Z|2 (3.1.11)
(1+[2[)?
Note que é possivel recuperar 3.1.10 a partir de 3.1.11. Para isso, basta fazer a substituicao

1 .
z = tan (§¢) e’
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De forma analoga, construimos a projecao estereogréfica para H2. Sejam (£,7,¢) os
pontos do hiperboléide, onde
E4nt - =-1 (3.1.12)

Podemos, como no caso da esfera, parametrizar o hiperboléide através de coordenadas
z=x+1iyoubep:

2
€= Tf—yg = sinh ¢ cos 6§, (3.1.13a)
% Gnhesing (3.1.13b)
n_l—:pQ—yQ_Sm sin 6, 1.
1+ 22 + y?
C = m = cosh (b (3113C)
Similarmente, podemos resolver essas equagoes de forma a obter
1 if
z = tanh §<z5 e'”. (3.1.14)
Calculando, entao, a métrica Riemanniana para H?, obtemos:
2 2 2 2 2 2 2 4 |dz|2
— |z

A semelhanca entre o caso da esfera e o do plano hiperbdlico é notével e tem impor-
tantes consequéncias para o movimento de vortices, como veremos a seguir.

3.2 O Operador de Laplace-Beltrami

Assim como no caso de vortices no plano, precisamos examinar a equacao de Poisson
At = —w para analisar o movimento de vortices na esfera e no plano hiperbélico. Agora,
porém, A nao é mais o Laplaciano, e sim sua generalizacdo, o operador de Laplace-
Beltrami. Esse operador assume, na notacao de Einstein, a seguinte forma(|16]):

a=——0, (Vidls"d,) (3.2.1)

vard
onde g;; sao os coeficientes da métrica Riemanniana ([18]), g = det(g;;), e " sao tais que
il
9ikg" = Op-

Apos alguns calculos é possivel obter, entao,

1 1
¢8¢(sin $0y) + maﬁ (3.2.2)

A:

sin
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para a esfera e
1 1
A= inh ——0? 2.
Sinh¢a¢(81n ¢8¢) + sinh2 ¢89 (3 3)

para o plano hiperboélico.

Precisamos encontrar as fungoes de Green para a equagao de Poisson na esfera e no
plano hiperbolico. Comecgaremos pelo caso da esfera. Normalmente, para achar a fungao
de Green associada a equagao Ay = —w, precisariamos achar K tal que AK = 0 em todos
os pontos da esfera, exceto um, e K regular, exceto nesse ponto. Obtemos, utilizando as
equacgoes acima, a solugao geral

K(6,0) = cln [tan (%gzﬁ)} be (0,7). (3.2.4)

Essa fungao nao é regular em 0 e 7 (a menos que ¢ = 0, 0 que nao nos interessa), e portanto
nao é adequada. Temos entao de utilizar uma fungao de Green no sentido generalizado

1
V4T

no sentido generalizado ¢ obtida resolvendo

(para mais detalhes, ver [16]). Como é regular em toda a esfera, a fungao de Green

1
AK = —. (3.2.5)
4
Pode-se verificar por direta substituicao que
1
K(¢,0) = —— Insin (f) (3.2.6)
27 2

é solugao. Segue, por simetria, que a fungao de Green é dada por
1 14
Gy, 0s: by, 0y) = —— Insi (—) 3.2.7
(¢1, 013 62, 02) = —5—Insin ( 5 (3.2.7)
onde p ¢ a distancia geodésica na esfera. Lembramos que 1 deve satisfazer a condigao de
ortogonalidade

W sin pdpdo = 0. (3.2.8)
S2

A distancia geodésica p(¢1,01; ¢a, 02) pode ser obtida em funcdo das coordenadas z; e 29,

e é dada por ([29])

21 T &2
+ 2129

Podemos exibir de varias formas a funcao de Green obtida. Para escrevé-la em termos

p(z1, 21; 22, Z2) = 2 arctan : (3.2.9)

de z1, z1, 29 € Z3 notamos que

Rl — 22
21— 2 14 212
sin <£> — sin ( arctan | ——=| | = +an (3.2.10)
2 1+ 2179 o
21— 22
I+ |—F
1 + 2129
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Apo6s simplificarmos e substituirmos em 3.2.7 obtemos

21— 2| (3.2.11)

1
G(217Z_1;2272'72) - —2—111
T \/|1-|—Z1?32|2-|—|Z1—222

1 —
sin (g) - ,/%, (3.2.12)

¢ possivel escrever a fungao de Green como

Além disso, lembrando que

1 1 — cos
G(f1, 013 ¢, 00) = ——In — L

3.2.13
47 2 ( )

Devido a essa ultima expressao, ¢ interessante obter cosp em termos de ¢, 61, 9o € 5.
Para tanto, basta substituir 3.1.4 em 3.2.9. Apoés alguns calculos, obtemos:

COS p = COS (1 COS g + Sin @1 sin ¢g cos(0; — Oz). (3.2.14)

Podemos fazer consideracoes similares para o caso do plano hiperbélico - elas ficam,
na verdade, ligeiramente mais simples, uma vez que nao é necessario fazer uso da funcao
de Green no sentido generalizado. Devido & semelhanca entre os dois casos, apresentamos
apenas os resultados.

A funcao de Green para a equacao de Poisson Ay = —w no plano hiperbélico é dada
por
1 P
G(¢1,91;¢2,92) = —— Intanh <—>, (3215)
27 2

onde p ¢ a distancia geodésica em H?2. A distancia p pode ser escrita em funcao de zy, 2, 2y
e Zy da seguinte forma:

_ _ _ Z1 — %9
215 72, Z) = 2tanh ™! | =1 3.2.16
p(z1, 21; 22, Z2) an — ( )
Além disso, a funcao de Green pode ser escrita como
G(21, 215 20, 22) = L M (3.2.17)
2 ’212_2 — 1’
e como . . X
cosh p —
G(¢1,01; ¢2,09) = 1 P (3.2.18)

C4rm ncoshp+1'

E interessante, ainda, escrever cosh p como

cosh p = cosh ¢ cosh ¢ — sinh ¢y sinh ¢ cos(6; — 03). (3.2.19)
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3.3 As Equacoes do Movimento

Como no plano, para analisar o movimento de vortices na esfera e no plano hiperbélico,
fazemos uso da funcao de corrente. Como vimos, essa fungao satisfaz a equagao de Poisson

1
Ay = —w. Segue que, se dS(z,z) = §d2 A dz é o elemento de area, temos, na esfera,
i
’QD(Z, 2) = / G(Z, 5; 22, 52)0)(22, 272)dS(22, 22). (331)
52
Por sua feita, no plano hiperbélico, vale
w(z,i) = / G(Z,z; ZQ,Z_Q)W(ZQ,Z_Q)dS(ZQ,Z_Q). (332)
H2
Gracas as consideragoes que fizemos em 3.2, podemos concluir que
1 _
0(z2) =5 | w(ma)h 2= =l dS (22, 2) (3.3.3)
™ /s VIL+ 23 + |z — 2
na esfera e
W2 =~ [ el ) 2 as(, 2) (334
2,2) = —— w(zg, 25) In —————dS (29, 2 3.
Y 27T H2 27 2 ’22_2 _ 1| 29 ~2
no plano hiperbélico. Podemos ainda escrever em termos de ¢ e 0, isto é,
1 1—cosp .
0(6,0) = == | w(02,02) In =L sin Gadndf (3.3.5)
T Jg2 2
na esfera e . b )
coshp—1 .
0)=—— f5) In ———— sinh ¢odpodf 3.3.6
0(6,0) =~ [ l0n.02)In Sl sinh gaddty (336)

no plano hiperboélico. O campo de velocidade é dado por
u=JVy, (3.3.7)
onde Vf = ¢**(0,.f)0i é o gradiente. Lembramos que, para uma parametrizagao ortogonal,
o gradiente é dado simplesmente por
1
v Gii
Segue de 3.3.8 e 3.3.7 que, tanto para S? quanto para H?, ¢ e 6 devem satisfazer

.1
\/ﬁqb—\/gE

. 1
V911

vf (8;1)0;. (3.3.8)

Do), (3.3.9a)

VGl = ———0,1. (3.3.9b)
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Estamos aptos, agora, a estudar o movimento de N voértices pontuais em S? e H?.

Nesse caso, a vorticidade assume a forma

N
w(®,0) =Y T;6(6,0;0,.6;).

J=1

(3.3.10)

As equagoes do movimento podem ser obtidas utilizando 3.3.9a e 3.3.9b. Precisamos

para isso calcular \/gi1 € y/g22. Em S? temos:

Vo = \/0052 $cos?0 + cos? psin® 0 + sin? ¢ = V1 = 1, (3.3.11a)
V22 = \/sin2 ¢ sin? § + sin” ¢ cos? ) = sin ¢. (3.3.11b)
J4 em H?:
Vi1 = \/cosh2 ¢ cos? 0 + cosh? psin® 0 — sinh? ¢ = V1 = 1, (3.3.12a)
V22 = \/sinh2 ¢ sin? @ + sinh? ¢ cosh? @ = sinh ¢. (3.3.12b)
Além disso, de 3.2.14 segue que, na esfera,
99 COS p = — sin ¢ cos Py + cos ¢ sin ¢o cos(f — 0Oy), (3.3.13a)
5 08P = — sin ¢ sin ¢ sin(f — 605). (3.3.13b)
Por outro lado, de 3.2.19 segue que, no plano hiperboélico,
8%5 cosh p = sinh ¢ cosh ¢o — cosh ¢ sinh ¢, cos(6 — 65), (3.3.14a)
% cosh p = sinh ¢ sinh ¢, sin(f — 6y). (3.3.14b)
Portanto podemos concluir que as equagoes do movimento do m—ésimo voértice sao,
na esfera,
b= 2T R R
JFEm JFEmM
(3.3.15a)
. 1 COS ¢,y Sin ¢; cos(6,,, — 6) — sin ¢p,,, cos P
Sin @b, = i Z Ly 0 2 1(_ - p;)n 0 q5]7

¥
Jj#Em

(3.3.15b)
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onde pj,, ¢ a distancia esférica entre o m—eésimo e o j—ésimo vortices. Analogamente, no
plano hiperbdlico, as equagoes do movimento do m—ésimo vortice sao

. 1 inh ¢; sin(6,, — 0,
b =——S 1,2 %, S;n( i), (3.3.16a)
2m & cosh® pjn, — 1
i#m
sinh ¢,0m = L Z T, cosh ¢, sinh ¢; COS(Q;n — 0;) — sinh ¢,,, cosh ¢; 7 (3.3.16)
- cosh” pjn, — 1
Jj#Fm
onde pj,, ¢ a distancia hiperbdlica entre o m—ésimo e o j—ésimo vortices.
Escrevendo 1
H = —E Z FZF] lIl(]_ — COS p”) (3317)
i:gj
para o caso da esfera e
hp;; — 1
S R N A (P T [ (3.3.18)
cosh p;; +1
2#]
para o caso do plano hiperbolico vemos que, em ambos os casos, o sistema é Hamiltoniano.
Escrevendo
qr = ’Fk‘ek, (3319&)
pr = sgn(T'y)/|Tk| cos ¢y, (3.3.19b)
em S? e

@ = /| Tl Ok, (3.3.20a)
pr = —sgn(T'y)/|Tk| cosh ¢y, (3.3.20b)

em H? obtemos, para os dois casos, as equacoes

oH

1, = —— 3.21
G T (3.3.21a)
OH
) = ———. .3.21b
Dk s (3.3.21b)

3.4 Integrabilidade do Sistema de Até Trés Vortices

Nossa intencao agora ¢ estudar a integrabilidade do sistema de N < 3 vortices pontuais
na esfera e no plano hiperbélico. Para tanto, buscamos quantidades conservadas. Nao é
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dificil notar que {c;, H} =0 em S% e {d;, H} = 0 em H?, onde

¢ = Z I'; sin ¢; cos ;, (3.4.1a)
J
cy = ZFj sin ¢; sin 6, (3.4.1b)
J
c3 = ij cos @, (3.4.1c)
J
e
dy = Z I'; sinh ¢, cos 6, (3.4.2a)
dg = Z Fj sinh ¢j sin Qj, (342b)
d3 = Z I'; cosh ¢;. (3.4.2¢)
J
Calculamos os colchetes
0S O; cosp;\
{e2,01} = Z (sm ¢, cos? o -sin? 6; o, ) ZF cos ¢; =

(3.4.3a)

{es,c1} = Z 0— (—sing;siné;)) = co,
(3.4.3b)

T2

{c2,c3} = Z F—Z(Siﬂ gicost; —0) =

(3.4.3¢)
e

{H,d1} = {H,ds} ={H,d3} =0

(3.4.4a)
I? sh g, cosh g,

{di,ds} = ZF_z (smh@ sin 9 h¢ + sinh ¢; cos 9 ) ZF cosh ¢; = ds,

(3.4.4b)
172

{di,d3} = Z ﬁ(smh ¢isind; — 0) = da,

(3.4.4c)

2

14
{dy, d3} = Z F—Z(— sinh ¢; cos 0; + 0) = —d;.
(3.4.4d)
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Sejam, na esfera,

1 _ 2 2
2 — ) . .
Fgo = c] + ¢ (3.4.5a)
F2 = c, (3.4.5b)
Fa =H, (3.4.5¢)
e, no plano hiperbdlico,

Flo, =d? + d2, 3.4.6a

H 1 2
F?, = ds, (3.4.6b)
Fiy=H. (3.4.6¢)

Observamos que Fg,, F2, e F2, sao independentes e

{FSI'Q, ng} = 201 {Cl, 03} + 202 {CQ, 03} == —20162 + 20201 == O, (347&)
{F§,F%} =0, (3.4.7b)
{F, F&} =0. (3.4.7¢)

Portanto F éz,F 322 e F 5’2 sao independentes e estao em involugao. De forma analoga,
Fl., F7, e F}, sdo independentes e

{F}IQ’ Fflz} = 2d1 {dl, dg} -+ 2d2 {dz, dg} = 2d1d2 — 2d2d1 = O, (348&)
{Fl, Fj2} =0, (3.4.8b)
{Fi2, Fi2} = 0. (3.4.8¢)

Fica provado entao o seguinte teorema:

Teorema 3.4.0.2. O problema de N wvortices pontuais em uma superficie de curvatura
constante qualquer € integravel para N < 3.

3.5 Par vorticoso

Nesta secao analisaremos detalhadamente o movimento de pares vorticosos na esfera e
no plano hiperboélico. Veremos que os movimentos de dipolos vorticosos sao marcadamente
similares em todas as superficies de curvatura constante e até mesmo em classes mais gerais
de superficies.

A seguir, I'y = =Ty = 47V > 0 serao as vorticidades dos dois vortices.
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3.5.1 Esfera

Consideraremos o caso do par vorticoso na esfera. Sejam

—c _ .
a = 47er/ = sin ¢ cos B, — sin ¢ cos b4, (3.5.1a)
8= ﬁ = sin ¢ sin #5 — sin ¢y sin 6, (3.5.1b)
y= ﬁ = C0S By — COS 1, (3.5.1¢)

=Vt (3.5.1d)

Observamos que, como ¢, ¢y € ¢3 sao constantes, a, 5 e v também o sao. Apos algumas
manipulacoes algébricas, podemos escrever as equagoes do movimento como

doy [ cos by — asin b
dr asin ¢ cos 0 + Bsin ¢ sin 0 + v cos ¢’
dby  7ysin¢g; — acos ¢y cos by — 3 cos ¢y sin by

i — = . 3.5.2b
sin g, dr asin ¢y cos 01 + [ sin ¢y sin 6 + v cos ¢, ( )

(3.5.2a)

Gragas as simetrias da esfera, podemos considerar que os vortices sao simétricos com
relagao ao equador, ou seja, « = [ = 0. Mais precisamente, se zg € a posi¢ao, no plano
complexo, do vetor normal ao plano com relacao ao qual os vortices sao simétricos, a

isometria

leva zp no polo norte e deixa o Hamiltoniano invariante. Segue que nao ha perda de
generalidade em considerarmos os vortices simétricos com relagao ao equador. Nesse
caso, as equagoes do movimento ficam muito simples:

doy

=0, (3.5.4a)
sin ¢1% - 2)2211 (3.5.4b)
Segue que:
61 = 61(0), (3.5.5a)
6, = Wll(o)T +01(0). (3.5.5b)

Concluimos, entao, que o par vorticoso se move ao longo da geodésica que bissecciona a
curva minimizante que une os dois vortices, e que além disso é perpendicular & mesma.
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3.5.2 Plano Hiperbélico

Consideraremos agora o caso do plano hiperbdlico. Sejam

—daq . . 2T9 211
_ — sinh 0, — sinh g, = — 3.5.6
=y sinh ¢5 cos 6, — sinh ¢, cos 0, - 12—y ( a)
—dg . . . . 2y2 2y1
= ——= =sinh 05 — sinh 0, = — 3.5.6b
I5; =y sinh ¢4 sin 3 — sinh ¢, sin 6 1—x§—y§ 1—x%—y%’ ( )
—ds L+a24+y2 1+224y?
V= oy = o8 (o — cosh ¢y - 12—y ( c)

r=Vt.  (3.5.6d)

Apo6s algumas manipulacoes algébricas é possivel escrever as equacgdes do movimento em
termos de x1, vy, isto é,

dxy _ —T(1 = |2 {81 = 23 + y}) + 20151 — 2911}
dt {y(1+ |21]?) — 20y — 2By: } {2(1 - l21”) +v(1+ |21 °) — 202 — 253/1}’
(3.5.7a)
dy _ L1 — |z1]")? {a(1 + 2% — y}) + 282151 — 271}
di {y(1+ |21)?) — 20z — 28y, } {2(1 - 21 *) +v(1+ |21 %) — 202, — 28y }
(3.5.7b)
Consideraremos o caso em que os vortices encontram-se inicialmente em
(xlu yl) = <_57 0)7 (358&)
(2,92) = (6,0). (3.5.8b)
Como «, B e v sao constantes teremos, a todo momento,
|21] = |2f, (3.5.9a)
Y1 = Y2, (3.5.9b)
1 2
29 = 21 + M (3.5.9¢)
46
De fato, basta observar que f =v=0e¢ a = T2 donde
(L4 |20 =21 = (L + |21 = [2]") = [21] = |2, (3.5.10a)
LI 0=y =g, (3.5.10D)
1 — |z
1 — |22
2wy — 1) = a(l — |51]?) = @y = 21 + all = |al) (3.5.10¢)

2
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Além disso, as equagoes do movimento simplificam para

doy _ TO=|aP) (3.5.11a)
dt 2{1—04x1/(1—|21|2)}7
dyp T +af—y)(1 - Ele (3.5.11b)

dt 4z, {1—an /(1 |2}

Analisaremos o movimento do dipolo vorticoso, isto é, do par vorticoso em que a
distancia entre os vortices é arbitrariamente pequena. Tomamos d,I" — 0, deixando

r
5= € > 0 constante. Observando que
(1 -]z
(1= =)o . 0, (3.5.12)
2 {1 —azxy/(1—|z| )}
temos p
dt
Segue que
T(1+a22—y3)(1 - |z 61+ —yH)(1 — 0% —y?
(1427 —yi)( |z1\2) _ € (1+ yi)( _ 291) — E(l—y%)Q. (3.5.14)
—4x1 {1 —az /(1 —|z])} 46{1 = ad/(1 - 6% —y7)} 4
As equacoes do movimento sao dadas, entao, por
r1=—-0 —0, (3.5.15a)
dy, € 212
— =—(1- . .5.15b
L (35.15)
De 3.5.15b temos . ) )
S ) oy (3.5.16)
e \1—-y L=y

a menos que y; = 1. E imediato observar que z; = 0,y; = 1 é um ponto fixo atrator
para y; < 1 e repulsor para y > 1. Observamos ainda que, como x; = 0 constante, o
dipolo vorticoso se move na geodésica que passa pela posigao inicial do dipolo (no caso,
(z1,91) = (0,0)).

Consideraremos agora o caso geral do dipolo vorticoso, isto é, o caso em que a posi¢ao
inicial zy arbitraria. A transformagao

ze7 4 20

T(z) = ———
(2) 1+ Zyze™ i@

(3.5.17)
¢ uma isometria tal que T'(0) = zp. Por ser uma isometria, deixa o Hamiltoniano invariante
e leva geodésicas em geodésicas. Segue que o movimento de um dipolo vorticoso no plano
hiperbdlico esta restrito a uma geodésica que passa pelo ponto inicial.
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3.5.3 Caso Geral

Concluimos, gragas as consideragoes anteriores e a 2.3.2, o seguinte fato acerca de
dipolos vorticosos:

Teorema 3.5.3.1. Em uma superficie de curvatura constante, um dipolo vorticoso se
move ao longo de uma geodésica.

Existe um teorema anédlogo para uma ampla classe de superficies: as superficies Ri-
emannianas fechadas e orientaveis. Para mais informagoes e demonstragao do teorema,
ver [6].

3.6 Trés Vortices Idénticos na Esfera

Nesta segao analisaremos mais detalhadamente o movimento de 3 vortices idénticos
na esfera. Como no caso do plano, é interessante escrever as equacoes do movimento em
termos das distancias entre os vortices. Comecaremos por o fazer.

3.6.1 Equacgoes do Movimento Relativo

Sejam ¢, 0, kK = 1,2,3, as coordenadas de trés vortices unitarios que formam um
triangulo esférico. Acharemos as equagoes satisfeitas por ag, k& = 1,2,3, onde a; é o
comprimento esférico do lado do tridngulo oposto ao vortice k. Supomos que os vortices
estao dispostos no sentido anti-horario e denotamos os angulos do triangulo por A, onde
Ay € oposto a ay,.

Como vimos anteriormente, as coordenadas ¢1, ¢ satisfazem

by = 1 fsin posin(f; — 62) + sin ¢z sin(6; — 63) | (36.1)
4m 1 — cosag 1 — cosas
sin ¢y 0y = 1 [cos ¢ sin gy cos(fh — 0a) — sin ¢y cos ¢s N
am 1 — cosag
cos ¢1 sin ¢z cos(f; — 0s) — sin ¢y cos @3 (36.2)
1 — cosas : -0.

Embora seja possivel achar a; meramente através de manipulagoes algébricas, é muito
mais facil fazé-lo levando em conta a interpretacao geométrica das equagoes do movimento.
O vortice 1, oposto ao lado ay, induz uma velocidade no vortice 2. Esse vetor velocidade
Ving € ortogonal ao lado a3 e faz um angulo menor com a3 do que com as. Além disso, a
tnica parte de v;,4 que tem influéncia sobre a; é a projecao v;,q na direcao do lado ay.
Observando que, na esfera,

ds* = d¢? + sin® pdb?, (3.6.3)
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onde ds é o comprimento de arco, e levando em conta que os vortices sao positivos, a
correspondente velocidade induzida sobre a; é dada por

U(Q) = —sin A2 [\/Qﬁ%md + sin? ¢20gmd:| . (364)

As velocidades induzidas ¢, , € 05, , sao dadas por

. 1 sin ¢1 SiIl(@Q — 91) 2
2 = 3.6.5
P24 1672 [ 1 — cosas ’ ( 2)
. : 1 [cos ¢ sin ¢y cos(fy — 1) — sin ¢y cos ¢y 2
2,02 = .6.5b
sin” ¢of; 62 1~ cosas ) (3.6.5b)

donde segue, apos algumas manipulagoes algébricas, que

e R sin A, ] [\/1 — (oS ¢1 COS g + sin ¢y sin Py cos(By — 91))2} : (3.6.6)

4m(1 — cosag

Lembrando que
COS 3 = COS (1 COS P9 + Sin ¢y sin ¢y cos(by — 6), (3.6.7)

obtemos LA
(2 _ _ sinAjsinag 5.6.8
! 47t(1 — cosaz)’ (3:6.8)

De forma anéloga, o efeito do vortice 1 sobre o vortice 3 produz uma velocidade v

sobre aq, dada por
3) sin Az sin ay

= 3.6.9
47(1 — cos ay) ( )
Observando que a; = v® 4+ v®) | temos
1 : .
gy = — (292 GinA,— 29 Gna, ). (3.6.10)
4 \\1 — cosasy 1 — cosas

Fazendo a mesma analise acerca de as e ag obtemos, afinal, o conjunto de equacoes do
movimento relativo:

1 . .

iy = — (2R g, - OB A, (3.6.11a)
4 \\1 — cosasy 1 — cosas
1 . .

g = — [ g, - NN Ay, (3.6.11D)
47 \ 1 — cos as 1 —cosa;

X . .
g = — [ 2 Gng, — 22 G, (3.6.11c)
1 —cosay 1 — cosas
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3.6.2 Equilibrio

Analisaremos, agora, um caso de equilibrio de trés vortices na esfera. Trata-se de um
sistema de trés vortices idénticos, dispostos de maneira a formar um tridngulo equilatero.
Observamos que, nesse caso, a3 = as = a3 = a ¢ Ay = Ay = A3 = A (o0s angulos nao tém,
no entanto, um unico valor A possivel; na esfera dois triangulos equiléteros diferentes
podem ter dngulos internos distintos). Segue imediatamente das equagoes relativas do
movimento que a; = a; = az = 0, 0 que comprova que esse triangulo equilatero ¢ um
cristal vorticoso.

Por simplicidade, supomos que os vortices encontram-se inicialmente em ¢1(0) =
2k
$2(0) = ¢3(0) = ¢, 0,(0) = ?ﬁ, o que implica ¢; = ¢ = 0. Podemos entao calcu-
lar ¢21, 911

1

q'bl = —m (— sin 01 sin Q51 COS 01 + sin 81 sin ¢1 COS 91> = 0, (3612&)
: 1 oS P

0= ——— = — 3.6.12b

"7 4n(1 = cosa) (cos b1+ cos ¢ + cos ) 27 sin? ¢ ( )

De forma anéloga, achamos

bp =0, (3.6.13a)
coSs Qg
= % 3.6.13b
" o sin? b0 ( )
donde
b = o, (3.6.14a)
2k
gy = 5%, | 2k (3.6.14D)

27 sin? ¢y 3
Concluimos, entao, que trés vortices idénticos dispostos na forma de um tridngulo
1. . . . . C3
equilatero formam um cristal vorticoso que gira com velocidade constante m
m(1 — cosa

3.7 'Trés Vortices Idénticos no Plano Hiperbdlico

A literatura a respeito de vortices no plano hiperbolico ainda é muito limitada. Até
onde sabemos, pouco se fez apos [29]. Nesta se¢do, vamos analisar o movimento de
trés vortices idénticos no plano hiperbélico. Para isso, nos basearemos na se¢ao anterior,
comecando por deduzir as equagoes do movimento relativo. Atentamos para a similaridade
entre os trés casos: o do plano, o da esfera e o do plano hiperbdlico.
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3.7.1 As Equagoes do Movimento Relativo

Sejam ¢y, 0, k = 1,2, 3, as coordenadas de trés vortices unitarios no plano hiperboélico.
Acharemos as equacgoes satisfeitas por ax, k£ = 1,2,3, onde a; é a distancia geodésica
entre os vortices de indices diferentes de k. Denotamos os angulos entre as geodésicas
minimizantes que ligam os vortices por A, onde A; é angulo correspondente ao vortice
k.

Como vimos anteriormente, as coordenadas ¢1, 6 satisfazem

. 1 sinh ¢2 sin(91 — 02) sinh gbg sin(91 — 93)1
- = + , 3.7.1
o1 2T { cosh® az — 1 cosh?ay — 1 ( )
sinh 6,6, = 1 cosh ¢ sinh ¢y cos(f; — 6,) — sinh ¢; cosh ¢y N
2 cosh®as — 1
cosh ¢y sinh ¢3 cos(0; — 63) — sinh ¢; cosh ¢3:| (37.2)
cosh?ay — 1 ' o

Para achar a;, ao invés de fazermos apenas manipulacoes algébricas, utilizaremos a
mesma interpretagdo geométrica usada para o caso da esfera (ver 3.6.1). Notamos que,
dependendo da disposicao dos vortices, os sinais das equagoes obtidas podem ser todos
simultaneamente trocados.

Observando que, no plano hiperbdlico,

ds* = d¢? + sinh® pd6?, (3.7.3)

onde ds é o comprimento de arco, e levando em conta que os vortices sao positivos, a
velocidade induzida sobre a; gragas ao efeito do vortice 1 sobre o 2 é dada por

v = —sin A, [\/qﬁ%md + sinh? ¢29§ind} . (3.7.4)

As velocidades induzidas ¢, , € 05, , sao dadas por

: 1 [sinh¢,sin(fy —6,)]°
5 = 3.7.5
P2ina 472 l cosh?ag — 1 ’ ( 2)
) . 1 [cosh ¢y sinh ¢y cos(fy — 61) — sinh ¢, cosh ¢ 2
sinh® ¢o03 = i [ 2 ! coshQQ ” i N 2 L (3.7.5b)

donde segue, ap6s algumas manipulagoes algébricas, que

sin A
@ — _ 2

I (cosh® a3 — 0 |:\/(COSh ¢1 cosh ¢y — sinh ¢y sinh ¢y cos(0s — 61))? — 1} )

(3.7.6)
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Lembrando que

cosh az = cosh ¢ cosh ¢ — sinh ¢y sinh ¢ cos(6s — 601),

obtemos

b —

sin Ay sinh as

60

(3.7.7)

B 2r(cosh®ag — 1)’

(3.7.8)

De forma analoga, o efeito do vértice 1 sobre o vortice 3 produz uma velocidade v®

sobre aq, dada por
0B =

~ 2m(cosh®ay — 1)

Observando que a; = v® 4+ v®), temos

sinh as

) 1
y=—|—-
YT oor (cosh2 as — 1

sin A3 sinh ay

(3.7.9)

sin A3 -

cosh? ag —

sinh as (3.7.10)

1 sin A2> .

Fazendo a mesma analise acerca de ay e az obtemos, afinal, o conjunto de equacgoes do

movimento relativo:

sinh a,

) 1
g =—|—"
' Toor <(:osh2 as — 1

sinh as

. 1 :
g = — | ———
T on (cosh2 ag —1

sinh a,

) 1 .
a3 =— | ———
T on (cosh2 a; —1

3.7.2 Equilibrio

inh

i SinA2>, (3.7.11a)
cosh“az — 1

inh

il smA3>, (3.7.11b)
cosh“a; — 1

inh

T sind ). (3.7.11c)
cosh”ay — 1

Analisaremos, agora, um caso de equilibrio de trés vortices no plano hiperbélico. Trata-

se de um sistema de trés vortices idénticos que encontram-se inicialmente em ¢;(0) =

2km

2(0) = ¢3(0) = ¢, 0,(0) = —3 7 0 que implica d; = dy = 0. Podemos entdo calcular

q‘blaél:
1

1= _27r(cosh2 a—1)

1

2r(cosh®a — 1)

91:

(cosh @1 + cosh ¢y + cosh ¢3) =

(— sin 6, sinh ¢4 cos 6 + sin 6, sinh ¢, cos6;) = 0,

(3.7.12a)
cosh ¢q

2m sinh? ¢ <1 + % sinh? gbo)
(3.7.12b)
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De forma anéloga, achamos

o =0, (3.7.13a)
cosh ¢

O, = 2
27 sinh? ¢ (1 + 1 sinh? ¢0)

: (3.7.13b)

donde

gbk = ¢0, (3714&)
cosh ¢g 2km

t+ : (3.7.14b)
3
21 sinh? ¢ (1 + 1 sinh? ¢0)

0, = 3

Concluimos, entao, que trés vortices idénticos dispostos dessa forma formam um cristal
d3
27 (cosh®a — 1)

vorticoso que gira com velocidade constante igual a

3.8 Movimento de Quatro Voértices na Esfera

Assim como no plano, o movimento de quatro vortices na esfera nao é sempre integra-
vel. Exibiremos, a seguir, um exemplo de nao integrabilidade para o caso restrito, bem
como uma condi¢ao suficiente para garantir integrabilidade.

3.8.1 Um Caso Nao Integravel

Mostraremos, seguindo [4], um exemplo de nao integrabilidade para sistemas de quatro
vortices na esfera. Consideramos o movimento de um voértice de for¢a nula, com coorde-
nadas ¢, 0, no campo gerado por trés vortices de forca unitaria, com coordenadas ¢y, 0y,
dispostos no sentido anti-horario. Isto é, consideramos um caso restrito de quatro vortices
na esfera. As equacoes do movimento sao dadas, nesse caso, por

1 OH

¢= sing 90 (3.8.1a)
- 1 OH
i R (3.8.1D)
onde
1
H(p,0,t) = —— ) In(l —cosp) =
i ' (3.8.2)

_% Z In(1 — cos ¢ cos ¢y (t) — sin ¢ sin ¢ () cos(0 — O (1)),
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onde 0y (t) e ¢r(t) sdo encontrados ao se resolver o problema (integravel) de trés vortices
na esfera.

Conforme [7, 4] e 3.6.1, se A; s@o os angulos do triangulo esférico formado pelos trés
vortices nao colineares, e a; sao os lados opostos a cada angulo, entao valem

1 . .
iy = — [ gy PRI G4, (3.8.3a)
47w \ 1 — cos as 1 — cosas

. 1 sin as . sin ay .

= [ —— §nA; ————— sinA 3.8.3b
@2 47 <1 — cosas s 1 — cosay S 3) ’ ( )
. 1 sin aq ) sin as .

= [——— snA,— ———= sinA, |. 3.8.3
@ 47 (1 — cosay S 1 — cosas S 1) ( )

Além disso, £ e Ey sao constantes independentes do movimento, onde

E} = (1 —cosay)(1 — cosay)(l — cosas), (3.8.4a)
Ey = cosay + cos ay + cos as. (3.8.4b)

Seja a = (ay, as). Substituindo cosag = Fy — cosa; — cosay em 3.8.3b-3.8.3¢, temos

a=F(a E). (3.8.5)

Essa equagao tem um ponto fixo, dado por ag = (pg,po), onde py = arccos ?2, que

corresponde a um triangulo equilatero. Utilizando a lei esférica dos senos, isto ¢,

sin a; sin a9 sin as
= = 3.8.6
sin Al sin AQ sin A3 ’ ( )
é possivel mostrar que
1 1 1
11 = — si in A — 3.8.7
I = oy S e s 3(1—cosa2 1—E2+cosa1+cosa2)’ ( 2)
1 1 1
g = — Si in A — ) 3.8.7b
2 47Tsmals1n 3<1—E2+Cosa1+cosa2 1—cosa1) ( )

Vamos mostrar que o ponto fixo a, é eliptico. Para isso, calcularemos os autovalores
do sistema linearizado. Se F' = (F}, F3), temos

0F; O0R B sin? pg sin Ag
day (20) = Jay (20) = 47t(1 — cospg)?’ (3.8.8a)
0F; 0F, 2 sin? pg sin A;
bl -2 - _ .8.8b
Oas (20) Oaq (20) 47t(1 — cospg)?’ (3.8.8b)
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V/3 sin A; sin® py
47 (1 — cospyp)?
autovalores de outra forma. Para isso, observamos que, devido & lei esférica dos cossenos,

— cos? 2
Gin Ay — \/1 B (cospo cos po) —\/14—2608190’ (3.8.9)

sin? pg T + cos pg

donde segue que os autovalores sao +i\, A = . Podemos escrever esses

e portanto

_iﬁy/l—i-Qcospo (3.8.10)

21 2 1—cospy

Por fim, podemos fazer a substitui¢ao

14 2cospg

cos® ¢p = 3 : (3.8.11)
que resulta em
_ _5d (3.8.12)
27 sin® ¢

E importante observar que esse ponto fixo eliptico corresponde a um caso especial do
problema de trés vortices na esfera: aquele em que trés vortices idénticos formam um
triangulo equilatero de lado pg. Trata-se de um cristal vorticoso, e ¢, 0 sao dados por

or(t) = o, (3.8.13a)
2rk
0u(t) = % + AL (3.8.13b)
Como no caso do plano, é interessante colocar o sistema na forma normal. Isto é,
0
existe uma transformagcao analitica a(by, bs), com a(0,0) = ag e 8(b—ab)(0’ 0)| # 0, que
1, Y2
deixa as equagoes do movimento numa forma mais simples:
i)l = ip(blbg)bl, (3814&)

onde p = p ¢ analitica numa vizinhanga de zero e p(0) = A\. Notando que byby é constante
e tomando b1(0), bo(0) tais que biby = € podemos integrar as equagoes anteriores. Se
7 = p(e?)(t — ty), onde ¢y é o instante inicial, temos

by = eexp(iT), (3.8.15a)
by = eexp(—ir). (3.8.15b)

Vamos achar as equagoes do movimento para as coordenadas originais, com a condi¢ao
¢1 = co = 0. Para isso, observamos primeiramente que, para tridngulos esféricos, 2F,+3 >
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0. De fato, lembrando que a soma das medidas de dois lados de um triangulo esférico
deve superar a medida do terceiro, temos uma restricao a regiao a; +as < as, a1 +az < as
e az + as < a;. O minimo de Es ocorre na fronteira dessa regiao. Para aché-lo, supomos
as = a1 + as. Temos
Ey = cosay + cosas + cos(ay + az). (3.8.16)
0Fy  0Fs

_— = t~
Se Da, e, 0 entao

sina; = sinay = —sin(a; + as), (3.8.17)

donde, observando que 7 < a; + as + az < 37,

27 47
aL=ay = —,a3 = —, 3.8.18
=m= 2oy = (3818)
o que implica Fy = —%. Fazendo o mesmo procedimento para as outras partes da fronteira

concluimos que de fato 2F; + 3 < 0 para triangulos esféricos.
Consideramos, a partir de agora ¢; = co = 0. Provaremos agora que, se (&;,7;, ;) sao
as coordenadas dos vortices em R3, entao ((; + ¢ + (3)? = 3 + 2F,. De fato,

(Q+G+G)P=G+G+E+2(00+ GG+ GG) =

3-8 & —& —ni—m —m 4 2(0G + Gl + () =

3+ 2[(&,m, 1) - (§2,m2, C2) + (S5 M2, C2) + (€353, C3) + (§3, 13, G3) - (§151, C1))]
3 + 2(cosag + cosay + cosag) =3+ 2F,. (3.8.19)

Supomos (; + (> + (3 > 0; o outro caso é analogo. Temos

Ey = (&,m,G) - (§2,m2, G) + (§2.m2, G2) - (€313, G3) + (€353, G3) - (§1,m1, G1) =
-1+ C?’(Cl + C2 + C3) + (5177717 Cl) ' (527 2, CQ)) (3820)

donde
1+ Ey —cosag

Cos g3 = (3 = ST T3
2

Segue, conforme [4], que as fungoes ¢k (a), dx(a) sao analiticas numa vizinhanga de ag e

(3.8.21)

podem ser escritas como

Or(1) = 0y + @ + M()T + opeexp(it) — Greexp(—iT) + fi [cexp(iT), e exp(—iT)],

3
(3.8.22a)

Or(T) = ¢ + @ + M()T + Speexp(iT) — Speexp(—iT) + gi [eexp(iT), e exp(—iT)],

3
(3.8.22b)
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onde M, f, gr sdo analiticas numa vizinhanca da origem, M = M, M(0) = 1, f,(0,0) =

fo = \, (3.8.23a)
¢o = ¢%(0), (3.8.23b)
27k
o) = icexp (—z%) , (3.8.23¢)
27k
0 = tan ¢gcexp (—z%) , (3.8.23d)

com ¢ # 0.
Fazemos agora a mudanca de variaveis 6 = ¢ + M(e?)7. Temos entao

2k
G(T) =6y + % + oreexp(iT) — areexp(—it) + fi [eexp(iT), eexp(—iT)],
(3.8.24a)
2k _
Ou(r) = do + 5 + M(E)T + due expli) = e exp(—it) + g [eexplir), e exp(ir)].
(3.8.24b)
Além disso,
ds do 2 1 1 cos ¢ sin ¢, cos(s — ;) — sin ¢ cos ¢; 5
dr ~ dr —M(€) = p(€?)sin ¢ 47 ; 1 — cos p; M(€),
(3.8.25a)
do _ 1 Z sin ¢, sin(s — ¢;)
dr 47rp(€?) 1—cosp;
(3.8.25h)
onde ¢; = ¢,(7,€), 5; = j(T,€) €
COS pj = COS ¢ €OS ¢ + sin ¢; sin ¢ cos(s — ¢;). (3.8.26)
Tomando
2
H(s, P, T,€) 62 yo Zln — cos p;) — M(€) cos ¢, (3.8.27)
temos
ds 1 OH
- il 8.2
dr sing 0¢’ (3.8.28a)
1
do _ 1 O (3.8.28h)

dr singb@_q'
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Quando € = 0, o Hamiltoniano fica

in’ 2k
Ho(s, ¢) = _QSICI;s(fﬁOo ; In [1 — COS ¢ COS (g — sin ¢ sin g cos (g — %)1 — oS ¢.
(3.8.29)
Podemos escrever o Hamiltoniano H como
H=Ho(s, ) + eHils, ¢, 7) + O(€%), (3.8.30)
. O(e?) . . . e
onde lim._,g ——— = 0. Apods algumas manipulacoes algébricas obtemos:
€
Hi(,¢,7) = hi + I, (3.8.31)
onde
—2kmi 4kmi
.3 cos ¢ tan ¢g exp b\ exp | 1c — i i sin ¢
i Sin° @ 3 3
hy = —ce 205 ST (3.8.32)
cosPo 1 — cos ¢ cos ¢y — sin ¢ sin ¢ cos (g— —)

3

Observamos que H; é 27 periddica em 7.
Vamos, agora, analisar algumas caracteristicas do sistema nao perturbado. Quando
e = 0, temos

2k
COS ¢ sin ¢g cos (g — %) — sin ¢ cos ¢g

d 1 sin®
d_g:_ | Msm <z(6; sy L (38.33)
sin ¢ sin <§ 21”)
d in” : 3
do _sin’ gy 3 (3.8.33b)

dr 2 cos ¢y i1 —cos¢cos @y — sin ¢ sin ¢g cos <§—?>

Tomamos, agora, ¢9 = 1. Nesse caso, de acordo com [4], existem trés pontos fixos
hiperbolicos, nas diregoes ¢ = +%,¢ = 7 e dois elipticos, nas diregoes ¢ = 0,9 = 7.
Diferentemente do caso de quatro vortices no plano, analisado no capitulo anterior, os
pontos fixos hiperboélicos sao conectados por separatrizes heteroclinicas. Apesar disso,
como no caso homoclinico, é possivel utilizar o método de Poincaré-Melnikov para verificar
a nao integrabilidade do sistema. Para tanto, basta verificar que a integral

M(ty) = /_00 {Ho, H1} ((s,0)(T — 70), T)dT, (3.8.34)

[e.e]
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possua alguma raiz simples, onde (s, ¢)(t —tg) é separatriz heteroclinica que conecta dois
pontos fixos hiperbolicos. Em [4] o valor da integral foi numericamente determinado para
uma das separatrizes e comprovou-se a existéncia de raizes simples, provando entao a nao
integrabilidade do sistema.

Observamos que a nao integrabilidade foi provada apenas para o caso restrito de quatro
vortices na esfera. Contudo, considerando-se a semelhanca entre esse caso e o sistema de
quatro vortices no plano, vale fazer o seguinte questionamento: seria possivel provar a nao
integrabilidade para algum sistema nao restrito de quatro vortices na esfera utilizando um
argumento semelhante ao apresentado no apéndice de [27]7

3.8.2 Casos integraveis

Embora tenhamos provado que existe um sistema restrito de quatro vortices na esfera
que nao é integravel, nao é verdade que o movimento de quatro vortices na esfera nunca
é integravel. Assim como no caso do plano, é possivel exibir uma condicao suficiente para
que o movimento seja integravel — basta que ¢; = ¢y = ¢3 = 0.

Teorema 3.8.2.1. O problema de 4 vortices pontuais na esfera € integrdavel se ¢y = ¢y =
C3 = 0.

Demonstracao. Observamos que {H, ¢y, ¢, c3} s@o independentes. Basta mostrar entao
que estao em involugao. Como

{017 CQ} = Cs, (3835&)
{CQ, Cg} = (1, (3835b)
{es, a1} = e, (3.8.35¢)

se ¢y = cg = ¢3 = 0, ou, equivalentemente, se o centro de vorticidade for nulo ([28]),
{H, c1,c2,c3} estardo de fato em involugdo e portanto o sistema seré integravel. O

3.9 Movimento de Quatro Vértices no Plano Hiperbo-
lico

Como ja foi mencionado, a literatura a respeito de voértices no plano hiperboélico é
ainda muito limitada. Até onde é de nosso conhecimento, a nao integrabilidade (ou
integrabilidade) de 4 vortices em H? ainda ¢ um problema em aberto. Porém, levando em
conta 2.5 e 3.8, bem como as similaridades ([29], 2.4, 3.6 e 3.7) entre o caso do plano, da
esfera e do plano hiperbolico, vale fazer o seguinte questionamento: seria possivel mostrar
a nao integrabilidade de quatro vortices no plano hiperboélico com um procedimento similar
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ao de [39, 4]? Embora a resposta seja incerta, acreditamos que o questionamento é valido,
especialmente se levarmos em conta as seguintes deducgoes.

3.9.1 Sistema Restrito

Consideramos, como em [39, 4], o movimento de um vortice de forga nula, com co-
ordenadas ¢, 6, no campo gerado por trés vortices de forga unitaria, com coordenadas
Ok, 01, dispostos em sentido anti-horario. Isto é, consideramos um caso restrito de quatro
vortices no plano hiperbolico. As equagoes do movimento sao dadas, nesse caso, por

1 ~sinhgg(t) sin(0 — 0k(t))
¢= 2m zk: cosh? pj, — 1 ’ (39.1a)

. .1 coshgsinh ¢y (t) cos(6 — 04 (1)) — sinh ¢ cosh ¢y (1)
sinh ¢ = — ; S : (3.9.1b)

onde 0x(t) e ¢(t) sdo encontrados ao se resolver o problema (integréavel) de trés vortices
no plano hiperbodlico e p; é a distancia hiperbodlica entre k-ésimo vortice e o vortice nulo.

Conforme 3.7.1, se A; sdo os angulos do triangulo esférico formado pelos trés vortices
nao colineares, e a; sao os lados opostos a cada angulo, entao valem

1 inh inh

by = (_ sin Ay — —Smhas o A2> , (3.9.2a)
2m \cosh”as — 1 cosh”as — 1

. 1 sinh as . sinh a; .

= — | —5——sinA; — —5——sind; |, (3.9.2b)
2m \ cosh”az — 1 cosh”“a; — 1
1 inh inh

g = — <SH21—C“ sin Ay — SH;—%sm/h) . (3.9.2¢)
2m \cosh“a; — 1 cosh”ay — 1

Vamos provar que
Ef‘ _ cosha; — 1 coshay — 1 coshas — 1 (3.9.3)
cosha; + 1 coshas + 1 coshas + 1

¢é constante do movimento. Para isso, observamos que

d [cosha; —1 sinh a; sinh ap sin A3 sinh assin A,
cosha; +1 ’

— = 94
dt m(cosha; + 1)? (3.9.4)

cosh?as — 1 cosh?as — 1

logo

d |cosha; — 1 coshay — 1 coshaz — 1
dt |cosha; +1 coshas + 1 coshas +1)
sinh a; { sinh as(coshasz — 1)sin A3 sinhag(cosh as — 1) sin Ay

- . (3.95
m(coshay + 1)2 [ (coshas 4+ 1)?(coshag +1)  (coshag + 1)?(coshay + 1)] ( )
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Segue, entao, que Ef’ ¢ constante.
Além disso,
E5 = cosh a; + cosh ay + cosh as (3.9.6)

¢ outra constante do movimento. Para provar esse fato, basta derivar a equagao com
relagao ao tempo e utilizar a lei hiperboélica dos senos:

sinha; sinha; sinhas

sinA;  sinAy  sinAjg’ (89.7)

Seja a = (ay, az). Substituindo cosh ag = Fy —cosh a; —cosh as em 3.9.2a-3.9.2¢, temos
a=F(a, Fy). (3.9.8)

E
Essa equacdo tem um ponto fixo, dado por ag = (po, po), onde py = cosh™ ?2 Utilizando

a lei hiperbolica dos senos é possivel mostrar que

1 1 1
11 = — sinh ay sin A - 3.9.9
A= o SR a2 A (cosh2 as —1 (F2 —cosha; — coshay)? — 1) ’ ( 2)
1 1 1
19 = — sinh in A — . 3.9.9b
@ 21 SR G S ((EQ —cosha; —coshay)? —1  cos?a; — 1) ( )

Vamos mostrar que o ponto fixo ag é eliptico. Para isso, calcularemos os autovalores
do sistema linearizado. Se F' = (F}, F3), temos

0F; 0F; cosh pg sin As

—_— =—— =— , 3.9.10

Oay (20 Oay (80) m(cosh? pg — 1) ( 2)

oF,; oF, 2 cosh pg sin As

-t -2 = — , 3.9.10b

Oay (80) Oay (80 m(cosh? pg — 1) ( )
/3 cosh py sin A

donde segue que os autovalores sao i\, A = . Concluimos entao que,

m(cosh? pg — 1)
como no caso esférico e planar, existe um cristal vorticoso que corresponde a um ponto
fixo eliptico, e em uma vizinhanca do mesmo é possivel colocar o sistema na forma nor-
mal. Como podemos observar, a semelhanca com 2.5 e 3.8 é marcante. Levantamos,
entdao, o questionamento: serviriam [39, 4] como base para uma prova da (possivel) nao

integrabilidade do sistema restrito de quatro vortices no plano hiperboélico?

3.9.2 Casos integraveis

Embora seja incerta a integrabilidade de um sistema qualquer de quatro vortices no
plano hiperbolico, existem casos comprovadamente integraveis. Assim como no plano e
na esfera, é possivel exibir uma condigao suficiente para que o movimento seja integravel
— basta que dy = dy = d3 = 0.
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Teorema 3.9.2.1. O problema de 4 vortices pontuais no plano hiperbolico € integrdvel se

dlzdgzdgzo.

Demonstragao. Observamos que {H,dy,ds,d3} sdo independentes. Basta mostrar entao
que estao em involucao. Lembrando que

{di,do} = ds, (3.9.11a)
{dy,ds} = —d,, (3.9.11b)
{dg,dl} = —dg, (3911(})

sedy =dy =d3 =0, {H,dy,dy,d3} estarao de fato em involugao e portanto o sistema sera,
integravel. O]

Esse fato evidencia, mais uma vez, as fortes semelhancas entre o plano, a esfera e o
plano hiperbélico.



Capitulo 4

Conclusao

Como o leitor deve ter observado, o foco principal de nossa discussao foi a dinamica de
vortices pontuais em superficies de curvatura constante. No plano, na esfera e no plano
hiperbélico, analisamos o movimento de dipolos vorticosos e questoes de integrabilidade
de N vortices. A semelhanca entre os trés casos mostrou-se sempre marcante: em to-
dos eles, dipolos vorticosos se movem ao longo de geodésicas e o movimento de até trés
vortices é integravel. Além disso, mostramos, tanto no plano quanto na esfera, a nao
integrabilidade de um sistema de quatro vortices. Apesar de nao termos feito o mesmo
para o plano hiperbdlico, e de, até onde sabemos, a questao ser ainda um problema em
aberto, acreditamos que os métodos utilizados na esfera e no plano para a prova da nao
integrabilidade possam ter resultados frutiferos também no plano hiperbdlico.

De nossas consideragoes surgem questoes que, se respondidas, podem ampliar conside-
ravelmente nosso conhecimento sobre vortices. Apresentaremos, a seguir, algumas dessas
questoes.

4.1 Perspectivas de Pesquisa

Nesta segao apresentaremos alguns topicos relacionados a dinamica de vortices que,
apesar de promissores, ainda apresentam escassa literatura a respeito.

4.1.1 Voértices no Plano Hiperbélico

Até onde sabemos, a literatura acerca de vortices no plano hiperbolico ainda é muito
restrita. Desde a dedugao das equagdes do movimento ([29]), pouco se fez para estender
a H? os resultados conhecidos sobre o plano e a esfera. Seria interessante um estudo
aprofundado sobre o movimento de trés vortices em H?, bem como uma investigacao
sobre coreografias e cristais vorticosos. Além disso, uma andlise da integrabilidade (ou

71
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nao integrabilidade) de quatro vortices no plano hiperbélico tornaria o conhecimento que
temos acerca de vortices em superficies de curvatura constante mais completo. Como
ja foi comentado, a exposicao feita no capitulo 3 sugere que os métodos usados para a
demonstragao da nao integrabilidade de quatro vértices no plano ([39]) e na esfera (|4])
possam ser tuteis para o caso do plano hiperbélico.

Existe ainda um outro método que pode levar a verificacao da nao integrabilidade
de um sistema de quatro voértices no plano hiperbélico. Trata-se de um método que se
assemelha ao utilizado em [30] para a demonstra¢ao da nao integrabilidade de um sistema,
de quatro vortices no plano. Nosso método consiste em analisar os mapas de Poincaré de
um sistema de quatro vortices tal que dois deles sao despreziveis com relagao aos outros
dois, buscando, assim, sinais de nao integrabilidade.

Mais precisamente, tomamos um sistema de 4 vortices tal que dois deles possuem inten-
sidade p > 0 e os outros dois possuem intensidades I';, —I'y, de forma que |T'y|,|T2| > pu.
Sejam ¢7, 07 e @3, 05 as coordenadas dos vortices de intensidades I'y e —I'y, respecti-
vamente, e ¢1, 01, ¢2, 0 as coordenadas dos vortices de intensidade p. Supomos que,
inicialmente,

sin ¢7(0)I'y = sin ¢5(0)Iy, (4.1.1a)
07(0) = 605(0) = 0. (4.1.1b)

Como p é desprezivel com relacao a I'y, I'e, as equagoes do movimento para ¢7, 07 e ¢35, 05
ficam simplesmente
b= g_gsinhgzﬁ;si;l(@f —9;‘)7 (4.1.2)
s cosh”p —1
'y cosh ¢ sinh ¢5 cos(0] — 65) — sinh ¢ cosh ¢
21 cosh? p — 1 ’

sinh 107 = (4.1.3)

. T, sinh ¢* sin(60; — 67

¢ = ——— 05 %) (4.1.4)
2m cosh®p —1

[’y cosh ¢} sinh ¢ cos(05 — 07) — sinh ¢} cosh ¢}

27 cosh? p — 1

sinh p305 = (4.1.5)

onde p é a distancia hiperbodlica entre esses dois vortices. Dessas equagoes podemos
concluir que

¢1 = ¢1(0), (4.1.6a)
¢y = ¢3(0), (4.1.6b)

A
o1 = 0= o, (4.1.6¢)
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onde
__D L _ U L . (4.1.7)
sinh ¢ sinh |7 — ¢3|  sinh ¢} sinh |¢] — @3]
Seja, agora, v = %. Podemos achar as equacoes satisfeitas por ¢i, 01, ¢9, 05 em
termos dos j& conhecidos v, ¢}, 05:
. Tysinh¢gsin(f, —vt) T’y sinh ¢ sin(0; — vt)
91 = 2 sinh? p; | S or sinh? p;_
N3 sinh ¢ sin(6; — 605) (4.18)
2 sinh? pys ’ o
Sinh oy, = T’ cosh ¢y sinh ¢3 cos(.Ql 2— vt) — sinh ¢y cosh ¢}
2m sinh” pq 4+
'y cosh ¢y sinh ¢ cos(6; — vt) — sinh ¢y cosh ¢F
Cor sinh? p_
3 cosh ¢ sinh ¢ cos(f; — 05) — sinh ¢ cosh (/52 (41.9)
S or sinh? P12
. Tysinh¢gsin(fy —vt) T’y sinh ¢] sin(fy — vt)
¢ = o sinh? py.. S or sinh? py_
b sinh gy sin(fy — 6;) (4.1.10)
2m sinh? P12 ’ o
. . [’y cosh ¢g sinh ¢ cos(0 — vt) — sinh ¢ cosh ¢
sinh ¢goy = — —
2m sinh” po
'y cosh ¢y sinh ¢ cos(6y — vt) — sinh ¢, cosh ¢}
Cor sinh? py_
3 cosh ¢, sinh ¢ cos(0s — 61) — sinh ¢, cosh gbl (41.11)
S orm sinh? P12
onde
coshpj. = cosh ¢y cosh ¢ — sinh ¢, sinh ¢35 cos(6; — vt), (4.1.12)
coshp;_ = cosh ¢ cosh ¢ — sinh ¢ sinh ¢] cos(0; — vt), (4.1.13)
cosh poy = cosh ¢, cosh ¢ — sinh ¢ sinh ¢ cos(fy — vt), (4.1.14)
cosh py_ = cosh ¢ cosh ¢} — sinh ¢ sinh ¢] cos(6y — vit), (4.1.15)
cosh pjg = cosh ¢y cosh ¢y — sinh ¢ sinh ¢ cos(0; — 65). (4.1.16)

Essas equagoes podem nos ajudar a encontrar um sistema nao integravel de quatro
vortices no plano hiperboélico pelo seguinte motivo: como ¢j, ¢3 e v sao conhecidos, pode-
mos fazer, com o auxilio computacional, mapas de Poincaré que possivelmente evidenciem
a nao integrabilidade do movimento de um dos vortices de intensidade .
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Como vimos, existem maneiras promissoras de tentar evidenciar a nao integrabilidade
de um sistema de quatro vortices no plano hiperbélico. Essas maneiras indicam que talvez
seja possivel generalizar o conhecimento sobre integrabilidade que temos sobre vortices no
plano e na esfera para superficies de curvatura constante. Uma investigagao minuciosa a
respeito poderia, entao, levar a uma teoria mais completa.

4.1.2 Vortices em Outras Superficies

Nao existe motivo para restringirmos o estudo de vortices as superficies de curvatura
constante. No entanto, embora ja exista literatura a respeito de outros casos mais gerais
(|6]), nosso conhecimento sobre o movimento de vortices em outras superficies ainda ¢
limitado. Em [6] mostrou-se que dipolos vorticosos movem-se em geodésicas também em
superficies Riemannianas fechadas e orientéveis, o que mostra, mais uma vez, uma certa
uniformidade dos resultados sobre vortices para as diversas superficies. E natural, entdo,
questionar: quais resultados sao estendiveis a quais outras superficies? Em particular,
em que superficies e para quais valores de N o movimento N vortices é integravel? Além
disso, sob que condigoes existem cristais vorticosos e coreografias? E, por fim: até onde é
possivel responder a essas perguntas de forma unificada?

4.1.3 Mais de Quatro Voértices

Discutimos, ao longo desse texto, a questao da integrabilidade (ou nao integrabilidade)
de até quatro vortices em superficies de curvatura constante. Para completarmos nossa
analise, faltaria apenas determinar se quatro vortices sao integraveis no plano hiperboélico.
Contudo, mesmo se ela estivesse completa, ainda estaria em aberto um problema muito
mais geral: dados N € N e uma superficie de curvatura constante, determinar se o
problema de NN vortices ¢ integravel.

Para provarmos a nao integrabilidade de quatro vortices na esfera e no plano, seguindo,
respectivamente, [4] e [39], analisamos o movimento de um vortice de intensidade nula sob
acao de um triangulo equilatero de vortices idénticos perturbado. Isso sugere que, para
investigar se N + 1 vortices sao nao integraveis numa superficie de curvatura constante,
talvez seja tutil estudar o comportamento de um voértice de intensidade nula sob acao de
cristais vorticosos perturbados formados por N vortices idénticos. No plano, um exemplo
de cristal vorticoso formado por N vortices idénticos é um sistema em que os vortices
estao nos vértices de um poligono regular de N lados. Na esfera e no plano hiperbélico
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basta tomar a posigao inicial dos vortices como

¢k(0) = ¢o, k=1,..., N, (4.1.17a)
0,(0) = %TW (4.1.17b)

Essa nao é, contudo, a Gnica maneira de atacar o problema. Para apresentarmos um
outro caminho promissor, precisamos primeiro entender qual a interpretagao fisica de um
sistema restrito de vortices. A principio, a existéncia de nao integrabilidade para algum
sistema de N > 4 vortices em uma superficie seria consequéncia imediata da existéncia
de um sistema nao integravel de 4 vortices nessa superficie; para mostrar isso, bastaria
tomar um sistema nao integravel de 4 vortices e adicionar N —4 voértices nulos ao sistema.
A questao agora é: até que ponto é justificavel dizer que um sistema possui N vortices se
varios deles sao nulos?

Quando temos N + 1 vortices e apenas um deles é nulo, faz sentido encarar o sistema
como um sistema de N + 1 vortices em que um deles tem intensidade desprezivel com
relagao as intensidades dos demais. Mais precisamente, ele pode ser visto como o limite
de um sistema de N + 1 voértices nao nulos em que

FZ;“ —50,i=1,...,N. (4.1.18)

Nao faz sentido, por outro lado, considerar um sistema de N + 2 vortices em que dois
deles sao nulos como o limite de um sistema em que

r
JIZ+2—>0,1‘=1,...,N,N+1 (4.1.19)
‘ r
JIZ“—>o,z‘=1,...,N,N+2 (4.1.20)
r
simultaneamente, pois nesse caso teriamos s 0e 2 0, o que ¢é absurdo.
N+2 N+1

Em outras palavras, nao existe um sistema de N + 2 vortices nao nulos em que dois deles
tém, cada um, intensidade desprezivel com relagao as intensidades de todos os demais.

Esse argumento explica por que faz mais sentido encarar um sistema de N vortices
como tal quando um deles é nulo do que quando diversos o sao. Segue que, quando
provamos a nao integrabilidade de um sistema restrito de quatro vortices na esfera e no
plano, provamos a nao integrabilidade de um sistema de quatro vortices em que um deles
tem intensidade desprezivel (embora isso tenha sido mostrado rigorosamente apenas para
o plano, no apéndice de [27]).

Levando isso em conta, propomos o seguinte problema: supondo a existéncia de um
sistema nao integravel de quatro vortices de intensidades I'y, ..., 'y, mostrar que se adi-
cionarmos n vortices de intensidade p ao sistema, de forma que I'; > pu, i = 1,...,4,
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o sistema continuard nao integravel. Embora careca de rigor matematico, o problema
parece ter solugao pois os vortices de intensidade p, por terem intensidade comparativa-
mente pequena, nao devem interferir significativamente no movimento dos quatro outros
vortices.

Podemos propor ainda um problema mais amplo: dada uma superficie de curvatura
constante, mostrar que para cada N > 4 existe um sistema nao integravel de N vortices
nessa superficie. A demonstragao (caso verdadeira a afirmacao) parece seguir o seguinte
roteiro:

1. Tomar um sistema de trés vortices em cada superficie de forma que eles formem
um triangulo equilatero. Em seguida, perturbar esse tridngulo para mostrar a nao
integrabilidade do sistema restrito de quatro vortices. Esse passo ja foi feito para o
plano ([39]) e a esfera ([4]), e mostramos que provavelmente pode ser feito para o
plano hiperbélico.

2. Mostrar, em cada superficie, que a nao integrabilidade de um sistema restrito de
quatro vortices implica a nao integrabilidade de algum sistema de quatro vortices
nao nulos. Isso ja foi mostrado para o plano ([27]).

3. Em cada superficie, tomar um sistema nao integravel de quatro voértices com in-
tensidades I'; # 0, ¢ = 1,...4. Adicionar entao ao sistema N — 4 vortices com
intensidade p < I'; e mostrar que o sistema continua nao integravel.

Embora todos os passos, exceto talvez a prova da nao integrabilidade de um sistema
restrito de quatro vortices no plano hiperbolico, parecam intuitivos, acreditamos necessa-
ria uma demonstracao rigorosa de cada um, e isso pode nao ser trivial. O que propomos,
entao, é a seguinte conjectura:

Conjectura 4.1.3.1. Um sistema de N > 3 wvortices em uma superficie de curvatura
constante nao €, em geral, integravel. Em outras palavras, dados N > 3 e uma superficie
de curvatura constante, existe um sistema nao integrdvel de N vortices nessa superficie.

4.2 Consideracoes Finais

Ao longo desse texto exibimos um panorama da dindmica de vortices em superficies
de curvatura constante. Atentamos, em especial, as questoes de integrabilidade e nao
integrabilidade nessas superficies. Isso representa apenas uma pequena porgao dos estudos
sobre dinamica de vortices em superficies quaisquer. Apesar disso, abundam questoes a
serem resolvidas; mesmo no plano e na esfera, a integrabilidade ou nao do sistema de N
vortices nao esta determinada para N qualquer. Sobre o plano hiperboélico pouco se sabe;
até para 2 e 3 vortices ainda falta uma caracterizacao mais detalhada do movimento,



4.2. Considerac¢oes Finais 7

dos sistemas em equilibrio, etc. Isso mostra que, apesar de os estudos sobre dinadmica de
vortices terem comegado ja no século XIX (]32]), nosso conhecimento sobre o assunto ainda
estd se desenvolvendo. Por outro lado, mostramos nesse texto que ja existem diversos
resultados interessantes, como, por exemplo, 3.5.3, 2.5 e 3.8. Isso faz da dinamica de
vortices uma area muito promissora e adequada para pesquisa.
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