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INTRODUCAC

A preocupagao fundamental do presente trabalho & discutir
as solucoes das equacoes de Navier-Stckes e da Energia para flui-
dos Newtonianos em tubos cilindricos porosos. Esse estudo é reali-

zade especificamente nos capitulos II e I1I.

O capitulo I aborda elementarmente a tecria de perturbagoes,
obhjetivando justificar o© seu empreqo na solucao das
aquacgoes de Navier-Stckes e da Energia no capitulo II. Ainda, nes-
te capitulo, apresentamos as equagoes gerais do esceamento. Parti-
mos das equacgoes integrais e as reduzimos a equacoes diferenciais
procurando sempre restringi-las as condic¢oes dos problemas apresen

tados nos capitulos subsequentes.

No capitulo II, analisamos a distribuicao de temperatura eu
um escoamento laminar permanente de um fluido Newtoniano através
de um tubo cilindrico porosc. Além disso, assumimos que a tempera-
tura & constante na parede do tubo e finita ao longo do eixo. Nao
foi possivel, agui, encontrar solugoes exatas das eguagoes. Assim,
fizemos uso do método clidssico de perturbagoes para obter a solu-
gao aproximada da Equagao da Energia. Fol escolhido como parametro
de perturbagac o numero adimensional de Reynolds, R. Por conseguin

f.
te, nossa solucdo & vatida para|R| < 1. Mormente , esta escolha faz
sentido, uma vez gue R & um parametro responsavel pela intensidade
de succac ou injecao de fluido pelos poros. No final do capituloIl
discutimos o0s resultados graficamente. Estas figuras, bem como as

do capituleo IITI, foram plotadas pelo Plotter Calcomp cilindrico do

Dec System 10 do Centro de Computacao da UNICAMP,



ii.

No capitulo III, estudamos a distribuilcao de temperatura em
um egceoamento laminar permanente de um f£luido Newtoniano atraveés
de um tubo anelado poroso, conde as varedes dos tuboes mantém-se a
temperaturas censtantes. Assumimos ainda gue a razac de injecac de
fluido ruma parede € igual a razao de sucgao de fluido noutra pa
rede. Esta condicgao possibilita exibir sclugoes analiticas exatas
das equagoes de Navier-Stokes e da Energia. A solugao da eguagao da
Energia, como no problema anterior, envolve quatro parametros fisi
cos e 0 resultado da variagao dos mesmos € apresentado grafica -

mente nce final do capitulo.

Notemos que o egcoamento de Poiseuille em tubos cilindricos
nao—-porosos constitui-se num caso particular dos problemas aguil

considerados bastande, para igsso, fixar R = 0.



CAPITUIO I

Neste capitulo, primeiramente, apresentamos uma idéia ele-
mentar dag mals simples e usual técnica de aproximacao; a expansao
da solugdo de uma equagao diferencial em séries de poténcias de um
parametro: A TECNICA CLASSICA DE PERTURBACAC, a gqual serd usada no
capitulo II desta pesquisa.

Em seqgundo lugar introduzimos as equagoes gerais de escoa-
mento. Partimos das equagoes integrais reduzindo-as a equagoes di-

ferenciails, as quais serao empregadas nos capitulos II e ITI.

1.1 - INTRODUCAO A TEORIA DE PERTURBACCES

Grande parte dos problemas de origem fisica exibidos sob de
terminadas caracteristicas, tals como, nac-linearidade, coeficien-
tes varidveis, formas complicadas de contorno e condigoes de con-
torno nao-lineares de equagoes diferenciais, nao possuem solugao
analitica exata. Assim, a fim de obter informagOes sobre as solu~
coes, somos forgados a recorrer a aproximagoes, solugoes numéricas
ou combinagoes de ambas.

Como veremos, os métodos de aproximacao sao, antes de tudo,
métodos de perturbagao (assintdtica). Isto &€, a sclugao € apresen-
tada pelos primeiros termos de uma expansac asgintotica obtida em
torno de um parametro (pequené ou grande), o gual aparece natural-

mente nas equacgoes ou entao pode ser introduzido artificialmente.

A TRCNICA FUNDAMENTAL DE PERTURBACAO DE PARAMETROS EM EQUACOES DIFERENCIAIS
Consideremos a equagac diferencial ordindria nao-linear e

nao-homogenea de ordem n,



{n) (n-1) (-2}

2

v (%} = yix), vyEO, ooy (X, yR) ,x)Jr. A (y‘ (x),v(x) ,x)+gn(y(x‘; ,}!.} = v(x)

gue por simplicidade reescrevenos como

Fly) = v(x) |,
onde F & um operador diferencial.

Seja L um operador diferencial linear e

Liyy = v

(1.1}

(1.2)

(1.3)

uma equagao diferencial linear auxilier de (1.2) e de mesma ordem,

tal que & possivel explicitar por processos usuais a solugao
y = T(v).
Podemos, entao, escrever {1.2) na forma
L{y) + (F(y} - L(y)) = v,
Defininde a nova fungao
N{y} = Liy) - Fly) ,
egcravemos (1,5) cormo
Liy}) = v + W{y).,

Introduziremos agora um parametro ¢, tal gue

Li{v) = v + eN{(v).

Notemos due se « = 0, caimes na egquagao (1.3) cuja

cao por (1.4) &

(L.4)

(1.5}

(1.

ol

(1L.7)

(1.9}



Suponhamos  que {(1.8) tenha uma solucac na forma

2
yiz) = yD(x} + ﬁyl(x) + € yz(xJ o, (1.10)
ou seja, umd expansac em série de poténclas em torno de £ = 0 com

coeficientes yk(x) independentes de € .
Desde gue L seja linear e assumindo que N seja analitica,tg

mos por (1.10) que

Ny

Li{y] L(yo) + aL(yl) + L(yz) S {1.11)

Niy) = N(yoj + ENl{yO,yl) + EzszyO,yl,yz) + .. (1.12}

Substituindo (L.11) e (1.12) em (1.7), temos

. ~ 2 _ 2
L(yo} + bL(yl} + € L(yz} +o0. =V 4 aN(yO) + € Nl(yo,yl) + el .
{1.13)
Comparando, agora, os coeficientes de cada potencia de & temos

o sistema de equagoes

Ly, = v(x)

Lfyl) = N(yo)

Llyyyy = M YoeYyre ooy ) o (1.14)
que & resolvido recursivamente, pois a determinacao de yk(x) envol

ve conhecimento apenas de yn(x} (0 < n < k-13.

Da primeira eguacio obtemos uma aproximacao de grau Zero,

constituindo para (1.8) uma solucac de aproximagac linear,



0
yix) = yo(x) = T{v({x)). (1.15)

Da segunda equacao, obtemos uma aproximagao de grau um,

1
yi{x) = yo(x) + gyl(x} = T(v(x)) + eT(N{T(v(x}))) {(1.16)

e assim por diante, até o grau de aproximagac conveniente.

A gérie infinita (1.10), cujos coeficientes sao determina -
dos por (1.14) & chamada uma solucao formal da equagao (1.8). Para
se obter uma solucao formal de (1.7}, basta fixar e = 1.

Num grande nimero de gituacoes, este parﬁmetro ocorre natu-
ralmente, representande diversos parametros fisicos como © n@mrero
adimensional de Reynolds (R), em Mec2nica dos Fluidos; a intensida
de de um chogue; constantes fisicas como a constante de Planck (h)
ou a amplitude de um termo forgante. Nesteg casos podemos escrever

a equagao (1.1) verturbada na scgulnte forma:

F(y(n)! y(n”l),..-;Y‘IYJxr E) = O, (lvl?)

com a condi¢ac de que F & uma equagao diferencial linear de ordem
"n" no limite quando £ tende a zero. Essa linearidade limite & que
possibilita realizar o processo de perturbacao.

Deste modo, em torno de £ = 0, (1.17) se escreve como

(n) (n) % %

,---,y‘ry,x,o) + o -B*F—(y ,-.-,y',y,O) + Z(Y(n),.-.,y‘,y,O) to...=
2% 3e

Fbr
e

=0 (1.18)

E facil ver que (1.18) & uma equacao diferencial da forma

Lly) — vix) + eN{y) + EZM(Y) + ... =0, {1.19)



onde M & também analitica.
Sendo (1.19) uma equacao eguivalente a {1.8), seu procedi -

mento de resolucao & andlogo.

Convém ressaltar que, no que se refere a teoria de perturba
¢oes,nac existe infelizmente na literatura uma grande colecao  de
resultados rigorosamente estabelecidos. Existem muitos problemas em
aberto, tais como:

(1) condigoes necessarias e/ou suficientes para que a série infini

ta de (1.10) convirja e realmente represente uma solugac de (1.7);

(2) se as séries convergem, que estimativas da razac de conver-
géncia podemos dar e que técnicas podemos usar para acelerar a con

vergeéncia;

{3) se o problema apresenta naturalmente o parametro g, como obter

uma solucao de (1.8) para grandes valores do parametro «?

Quanto ao ultimoe Item, Yuan (2] em sua pesquisa sobre escoa
mento laminar permanente em canais com paredes porosas utilizou |
como snlucao de seu problema, a expansac em série de poténcias de-
gsenvolvida perto de 1/R = (, obtendo um resultade, para grandes va
lores do parametro R, que mostrou ser melhor que outros métodos nu
méricos.

Embora tenhamos Falado somente da aplicacio do método a e-
quacoes diferenciais ordinarias, na verdade, ele também & aplicado
em equagces diferenciais parciais. Veja capitulo IT, Item 2.6.

Maiores informacoes sobre essa teoria sao encontradas nas

referéncias [12], @O6] e 77.



1.2 - INTRODUCAC AS BQUACOES GERAIS DO ESCOAMENTO

Em cualquer escoamento de um fluido existem cinco variaveis
basgicas, isto &, trés componentes de velocidade e duas componentes
termodinamicas. Assim,podemos exibir cinco equagoes béasicas  gue
descrevem ¢ escoamanto,

(a) a eguacao da continuidade;

(b} trés equagoes de movimento;

(c) a egquacao da energia.

Existem dois pontos de vista peles guais podemos usar o cam
po de velocidade para se obter as equacoes. O ponto de vista Eule-
riano permite-nos observar o movimento das particulas em escoamen-
toc que passam por uma posicac fixa do espag¢o, enguanto o Langrangea
no segue uma particula analisando seu comportamento individual.

Fixando-nos ao primeiro ponto de vista, o qual nos leva &3
uso do método de Volume de Controle (fig. a), obtemos as seguintes

equacoes integrais

_.—contorno do sistemano
instante t+At.

—3 dA

<—— contorno do sistema no ins!
tante L.

fig.a - Sistema movendo-se através de um Volu
me de Controle. |

(a) Equacgac da Continuidade:

sC VC

ij pvV  dA = - 5% jj! pdv. (1.20)



(b) Eguagoes do Movimento :

g, ¢ [ meo =5t ] woow + {f vy - an. .21)

(c) Bguagao da Energia:

@.Q_d_‘ﬂ*i[ ,
i 3 T 3T J‘J epdy + ¢§ eoV da (1.22)
VC sC

onde p & a densidade do fluido; V & o vetor de velocidade; dA é a
normal externa a4 superficie de controle; v & o volume; VC & o volu
me de controle fixo no espago e limitado pela superficie de contro
le (8C); F, & a forga total de contatoj; B ¢ a forga de campo tam-—
bém chamada externa {(como gravidade, caﬁpo magnético, etc.) por
unidade de volume; ¢ € a quantidade de éalor adicionado ac sistema;

W & o trabalho realizado pelo sistema ei e" & a energia total as-
sociada a massa do sistema e compreendeétrés partes, e = U/m +
+ v2/2 + gz, onde U & a energia interna;associada ac compcrtamento
molecular atomico, “mV2/2" & a energia cinética e "mgz" &€ a ener-
gia potencial.
A equacac (1.20), também chamad& Equagao de Conservagaco de
Massa, fisicamente quer dizer que "a vﬁzéo em massa para fora
da SC & igual ao decréscimo de maséa ne interior do VC na uni-
dade de tempo".
A eguacac (1.21) fundamenta-se na segunda lei de Newton e
diz que "o somatOrio das distribuicoes de feacgas de contatc, agin-
do sobre SC, e de campe agindo no fluiéo existente no interior do

VC é igual ao somatdrio das kazoes da vardiacao da quantidade de no



vimente, no interior do VC, e de cfluxe da quantidade de - movimenta,
através da sC".

A equacac (1.22) baseia-se na primeira lei da termodinamica
e estabelece que "a diferenca entre a quantdidade de calon adiciona
do ao sistema e ¢ trabalho total realizado welo mesmo, na unidade
de tempo & igqual & nazde de variagde de energia armazenada no inte

ricr do VC mais o effuxe de encagla amazenada no VC  através da SC".

A seguir, deduziremos as equagoes diferenciais do escoamen-

to a partir das equagoes integrais (1.20), (1.21) e (1.22).

AS EQUAQGES DIFERENCIAIS DO ESCOAMENTO

1.2.1 -~ FEquacao da Continuidade
Usando o Teorema da Divergencia de Gauss, a equagéo (1.20},
para um escoamento incompressivel onde p & considerada constante ,

reduz-se a

iv-yzdivg:of , (1.23)

Repregentade o campo de velocidada V

:(ul,uz,uE) na direcgao das coor-

denadas cartesianas (xl,xz,x3), {1.23}) se ascreve

au, Ju au au
i L, _24,_3 o 4o, (1.24)

Bxi axl 8x2 ax3

e em coordenadas cilindricas,

@
=

+ (1.25)

|
It
o

+ +

0_3’:17
Hig
H =
st
T

| ar
5|
<y

onde @ escoamento & representado pelo campo de velocidade V = (v,w,u)

nas diregées de r, 0 e % regpectivamente.



1.2.2 - Eguagoes do Movimento

A equagao (1.21), sob o regime de escoamento imcompressivel
permanente com forcas de campo despreziveis reduz-se a
P, = ij V{pV -+ da). (1.26}
sC
A equacaoc (1.26) & uma eéuagéo vetorial. As equagoes escala
res componentes nas direcoes ortogonais Ky r¥yrXg podem ser escri-

tas simplesmente tomando-se as componentes dos vetores [j=(ulﬂb,u9

e F_ = ((Fs)xl,(Fs)xz,(FS)XE}), Assim
(FS)Xi i ii ug (0¥ - da) . o= 1,2,3) (1.27)
8¢

Pelo Tecrema da Divergéncia de Gauss (1.27) pode ser escrito como

i

(F_) = J[J \4 'V(pui)dv- (i 1,2,3) . (1.28}
e
Apliquemos,agora, a forma integral (1.28) a um volume ele-

mentar (pequeno cubo de fluido de arestas dx dx, e dx

1’ 2 3
mos o Tensor de Tensdes Tij para descrever as forgas de contato

) e defini

"Fg", onde o primeiro iIndice caracteriza a face de atuacgac da ten-
sao, e o segundo indica a diregac da tensao.

O Tensor de Tensoes pode ser escrito como

Ty T2 Tis
Tyo= | Ty Ty, T, , onde T, =T,
- Tan T3 T33
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Com referencia a "fig. b"” {onde mostramos as forgas na dire

cao x;) e a equagac {1.28), podemos escrever ¢ balango da quantida
de de movimento para a direcgao Xy, cOmo
S — -
fig. b q\ 2
/ 7
./ L | I
;Q_J% %+3X2_>/ i
%méllﬁgyf/ |
T. 4y 1 T, i
g“lélfi}” ! __}E;L*ljjﬂxl_ .
T b o 3%,
_31_[1(31{ Koy sz 1 |
A .
o
A I/ 3 .
. 21'%2 ‘
: Ao
3 ,
5,,{/ |
%q
S 1

Ax. Ax. + (T

(T

- ) 4 .
11| %, +hxg 11] %) 25%3 21 [x,+0%, 21[x,) Ax,Ax, +
+ (T31|x A - T31EX } ﬂxlﬁxz = &xzﬂx3(pui| T4 —Oui[x o+
' B 43 XyToxy 1
+ bxybxg (o Y2, ke, T U2k, AR AR, (DU gy L ay TOW UG, )
2 37°%3 X
(1.29)

Se dividirmos (1.29) por Axlﬂx?&x3 , tomarmos o limite guando

(Axl,&xz,ﬂx3} — 0 e usarmos (1.24), temos

aT a9, aT g1 au au
1L 1z 13 1 ~1 |

+ + - = p{u, — + g ot WL, = ], (1.30)
Bxl sz &x3 1 axl ax2 3 ax3

Usando-se a COnvengéo de soma de Eistein, escrevemos (1.30; como
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aT

o
o

—id - 1 .
v puj Tl {1.31)
J 3
Analogamente nas direcoes X, € Xg, temos
T, Ju,
—*-—'18)(. = Ollj W (1.32)
J J
e
0T 4. LR

Usando-se a notagac tensorial cartesiana escrevemos (1.31), (1.32)

e (1,33) como

Bui BTi. .
Duj 5;; = 5;51 (1.34)

1.2.3 - Bquagoes de Navier-Stokes
Estas equagoes descrevem o movimento de um fluido Newtonia-

no« Para um fluido Newtoniano o Tensor de Tensoes & dado por

= =~ pd,. - .
Tij p i3 + ZuElj . {1.35)
onde o Tensor de TensOes & dividido em duas parcelas: pressao e de

formagao ; E,., & o tensor simétrico de Deformagao dado por

1]
Bui %Ei
Eij = 1/2(axj + éxi) : (1.36)

P € a pressao; ﬁij & o Delta de Kronecker e "u'" representa a visco

sidade do fluido.
Substituindo {(1.35) e (1.36) em {1.34) obtemos as eguagoes
de Navier-Stokes na forma tensorial cartesiana para um escoamento

permanente com forgas externas despreziveis:
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U .
2 ,
1’)11]. BX% = - '?*E*— + iV ug v (i=1,2,3) (1.37)
3 i

2 - -
onde ¥7 & o operader de Laplace e e dado por

"2 2 L2

Vo= by e
Ix 9% ax

1 2 T3

Em coordenadas cilindricas (1.37) transforma-se em

2
, 2V 4 M 3V v w' _ _13p. 2, - X L2 dw
VarTrae Tt Ty T T oo v VIV , 7 59 |
r r
oW, W 3w ow ,vw _ _ 1 3p [92w 4 -2 3V _ W
Vet rap tuar T or 58 PV VW g 7
r r
du , w Ju v _ 1 3p o2
Var trse T Uk T 5w vver
(1.38)
onde
2 2 2
v2=_82+i%+%82+% e v =2=4
3r * < 38 3x b

& a viscosidade cinética.

1.2.4 - Bgquagao da Energia.

Para obtermos a equacao diferencial de (1.22) facgamos o ba-
lango da energia no VC.

Seja q o vetor de fluxe de calor por condugac e radiagao
de dentro para fora do VC. Assim o Fluxo Total de Calor (%%) no vC

ode ser eXpressc Ccomo
& I

89 . . . = - 9
gt ij a dA ij g, dn, (1.39)
sC sC
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Quanto ao trabalho realizado pelo fluido no VC, podemos di-
vidi-lo em duas partes, em Reversivel realizado pela pressao (p)
na SC e Irreversivel pelas tensdes de cisalhamento na SC.
Entao, em termos do Tensor de Tensces (1.35), o Trabalho Te
tal realizado pelo fluido no VC &
aw _ .
at = @Uif.. dA] (1.40)
sC

Com o auxilio de (1.39) e (1.40) e equagaoc geral da energia

(1.22) pode ser escrita como

0 o \
It JJJ epdv + {i epy - dA = q;8A; + () u Ty 4dn,
Ve 5C 5C 5C
i JJJ g’ dv (1.41)
Ve

onde ¢q'''é& a geracao interna de calor por unidade de volume.

Usando-se o Teorema da Divergéncia de Gauss, a equagac cons
titutiva de Newton {1.35) e o fato de o volume v ser arbitrario, a

equacao (1.41) torna-se

. = o Y. LI O . .
¥ + ¥ {peu.) X q + q V (pui) 4+ 2uV (quij).

(1.42)
Expandindo os termos e usando a equacao da continuidade, a equagao

(1.42) restrita a um escoamento permanente &

e(V -V) + puy =~Veg - p(V - V) - u, SB . uuivzui‘+q"'+ >,

= — 1 3%

{1.43)



au.

onde P = 2E & a funcao dissipagac e € a taxa em gue as ten

ii Gxi
sées de cisalhamento realizam trabalho irreversivel sobre o fluido.
Tomando-se o produto escalar de V pela equacac de movimento

(1.37), cbtemos

du 2
| i BV/2Y ip 2
puiuj ryadie Duj T R v + uuiv YR (1.44)
3 3 1
que € a equagao da energia mecinica. Considerando-se também gue
url
e = U + %T , onde desprezamos a energla potencial, a equacao (1.43)
fica
BU : 111 -
pel{vV » V) + pu. prr = - ¥ - g~ plV - V) + g + ¢ . {1.45)
- J 9, - —
3

Introduzindo-se,agora, a Lei de Fourier da conducao de ca-
lor, q = - kVT, onde k & a condutibilidade térmica constante,e ain

da estabelecendo que dU = deT, podemos escrever (1.45) como

P
PCYy %E— + pe(V « V) = - p(V - V) + k74T + g''t + o, (1.46)

k a2,

onde CD & o calor especifico e T & a temperatura absoluta.
Para um fluldo incompressivel (V + V = 0} e desprezando -se
a geracao interna de calor {(g''' = 0), temos a seguinte equagao da

energia na forma tensorial cartesiana,

I T L (1.47)
p i Bxi
onde
REN] du
1,2 2.2 1 .2 1.2 2
b= 2ul ?EI’ * (sz) by Byt 3 Epy b7 Byl



Expandindo (1.47) em coordenadas cilindricas, obtemos

CaT BT 3T ¢ _ o2
(3CPIV§}"+W§§+U\BX]—]{VT+@, {1.48)
onde
- vy2 L 3w v,2 duy2 1 (1 3w, 3w,2
bo=anllgp) g g = S s A TR T2
1l 9v gu, 2 1,1 3v | w2
A TR T - v
Maiores detalhes sobre a reducao dessas equagoes, bem comc
sua fundamentagao tedrica, podem ser obtidos nas referéncias  [77,

Bl, Bl e [lo].



CAPITULO IT

DISTRIBUIGCAC DE TEMPERATURA EM UM ESCOAMENTC DE UM FLUIDO

NEWTONIANO ATRAVES DE UM TUBO CILINDRICO POROSO.

2.1 - INTRODUCAO

Muito J& se tem investigado sobre escoamentos em tubos ou
canals porosos. Berman i1, em 1953, iniciou o estudo sobre escoa-
mentc laminar em canals com paredes porosas, obtendo o campo de ve
locidade pelo método de perturbacoes, para iR[ < 1. Em 1956, VYuan

[2] analisou o mesmo problema para IR| > 1.

Mals tarde, Bhatnagar [B] em 1963 extendeu o estudo a tubos
cilindrices porosos; obtendo o campo de velocidade para um escoa-
mento permanente de um fluido visco-elastico, tendo como caso par-
ticular o fluido Newtoniano, também restrito ac parémetro de Rey-
nolds R} < 1.

Nogsa preocupacac agora, & estudar a distribulcao de tempe-
ratura em um escoamento. Bste estudo @ motivado pela importancia em
refrigeracas, transportes, orgaos artificiais do corpo humano e pes
guisas de laboratdrio.

No presente capitulo buscamos informagoes sobre a distribui
géo de temperatura em um escoanento de um fluldo Newtoniano atra-
vés de um tubo cilindrico poroso. Para tal, necessitamos primeira-
mente conhecer o escoamento, isto &, obter as componentes da velo-
cidade que regem o escoamento. No final do capitulo discutiremcs os
resultados através de graficos cbtidos mela variacac dos parametros

fisicos.
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2.2 - PORMULACAO DO PROBLEMA.

n L1

Consideremos um tubo cilindrico poroso de raio "a" com suc-
cao ou injegao de fluido na parede. Representemes o escoamento pe-
lo campo de velocidade V(v,w,u) na direcao das coordenadas cilin-
dricas polares (r,9,x), onde r & a coordenada radial, x extende-se
ao longo do eixo do cilindro e 8 &€ a coordenada angular. Assim, de
nominaremos v, w e u simplesmente de velocidade radial, transver —
sal e axial, respectivamente,

As seguintes condi¢oes sao impostas ao escoamento:

1) o fluido a ser usado no escoamento & o Newtoniano:

2) prevalece o estado permanente do escoamento;

3) o fluide & imcompressivel;

4) nao existem forcas externas agindo no fluido;

5) o escoamento & laminar;

6) o escoamento & bi-dimensional e axialmente simétrico;

7} as particulas de fluido em contate com a parede do tubo tem ve-
locidade axial nula e velccidade radial constante Vi

8) ao longo do eixo, a velocidade axial & finita e a radial nula.

Devido & simetria axial, a coordenzda ® ndo aparecerd em nos
s0 trabalho e pelo fato do escoamento ser bi-dimensional nao consi
deraremos a componente w de velocidade. Isso facillita o estudo do
problema, pols podemos seccionar horizontalmente pelo meio o cilin
dro, fixando-nos zssim ao egtudo de uma parte.

Para a distribuigac de temperatura assumimos que a parede
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do tubo mantem—-sge a uma temperatura constante TO e gue ao longo do
eixo seja finita, isto ¢,

T =17 em r = a

T finito em r = 0. {(2.1)

2.3 - REDUCAO DAS EQUACOES DO ESCOAMENTO,

De acordo com as condigoes impostas ao problema e definindo

o parametro nao—-dimensional

A= {x/ay , (0 < x < 1) (2.2)

as equagoes de continuidade (1.25) e de Navier—-Stckes (1.38) redu-

zem~se a
2 pal o+ hvl = 0 (2.3)
5% 2 ’ <
a 3 1 3 82u ] 32 1 2
LA A AL T ) N 5o+ 5 51+, > 2y 2.
ax a g A p BX X a g A a“x i
e
v awv 1 3 82v 1 3 1 J
RRCA ARV AR AU SUA A 5+ = [ (xv)13. (2.5)
ax a A ap ai Bt a ax P

As condigoes de contorno do problema sdo

i
<

ufx,1l} =0 vi{x, L)

*

(3u/91), _o = O v(x,0) =0 . (2.6)

Introduzimos agora a funcao de corrente (x,3) definida por

uix,r} = % A (2.7)
a i a A

* fol verificado que esta condigéo eculvale a suvor cue {u,0) & finito.
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vix,\) = - g%—-—%%—. (2.8)

A fungao de corrente satisfaz identificamente a equacao de conti-
nuidade (2.3). Segundo Berman {1], uma escolha conveniente para a

funcao de corrente &

Vix,A) = g(x)d{h). (2.9)

Entioc as componentes da velocidade (2.7) e (2.8) sao dadas por

u =-—%—~ g(x) ¢'(A) (2.10)
a A
e
Vo= gt e ) (2.11)
ai ‘ ) !
Usando-se (2.10), (2.11) e a condigao v(x,1) = v_ encontramos
2_.
1 a ity 5
g(x) = 5T [ —5— - av_Xx 1, (2.12)
onde EO & a velocidade média axial em x = 0 dada por
1
u, = 2 gku{O,A)dE . (2.13)
0

Substituindo (2.12) em (2.9), {2.10) e (2.11) obtemos

au
Pix,n) = 20 - av x)AWAD g (2.14)
u
ulx, ) =2 - = v w) (2.15)
e
vix,») = VOW(A) (2.16)

onde
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w(h) = A (2.17)

]

tuw (L) dt {2.18)

Nas equagoes acima, w(}) & uma funcao do parametro de distancia A,
ainda a ser determinada. Notemos também que desde que a velocidade
de succao Ve é tomada constante, a componente radial de velocidade
torna~se somente funcao de X.

Substituindo as componentes da velocidade (2.15) e ({2.16}
nas equagoes de Navier-Stokes (2.4) e (2.5), obtemos

3 v

g _ ’ "
~d 2R (-2 - X VO)[— --—S‘\-(m"2 - Wa') - h%(m“ + 291 (2.19)
0 X 2 a a a A
e
- 3R st - Yy rwe o+ Low - Wy (2.20
. e} ») 2
0 dA a A

onde 035 tragos denotam a ordem da derivada com respeito a .
Derivando a eguacac (2.12) com respeito a X e a equacan

(2.20) com respeito a x e comnarando-as obtemos

Gc v v 1 1
(-2 - 2 o 3 =2 [ 2e0'-W" ~Ww' ] +-“§-(w"‘ + = w" - ——= w') =0, (2.21)
2 a Y a a A %

isto €, reduzimos a equacgao de continuidade e as duas equacoes de
Navier-Stokes a uma Unica equagao diferencial a duas varidveis. Po
rém, observemos gue se a equacac (2.21) é satisfeita para todo x,

entao
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{_ﬁ(2mms' - Wy = W'a') + (" =" - == w') =0 (2.22)

onde R = avo/v & o numerc adimensional de Reynolds de entrada ver-
tical, o qual serd responsidvel pela injegao ou sucgao de fluido pe
los poros da parede do cilindro.

Reduzimos, assim, o problema a uma equagéo diferencial ordi
naria nao~linear de terceira ordem.

De {2.15) e (2.16) sob as condigoes de contorno (2.6), obte

mos as seguintes condicoes para as fungoes w e W:

w{l) = w'{(0) =0 (2.23)

W{0)

i

0, w1} = 1. (2.24)

2.4 - SOLUCAO DAS EQUACOES DO ESCOAMENTO.
Se considerarmos a forma limitante de (2.22) gquando R tende
a zero, temos uma simples eguacao homogénea de terceira ordem nao-

linear,
w0 4+ (/XN w () - (1/l2)w'(k)= 0, (2.25)

cuja sclucao w(i), sujeita as condicoes (2.23}), descreve o bem co-
nhecido escoamento de Poi seuille em um tubo cilindrico.

Podemos entao, estudar os desvios do escoamento de Pois euil
le pelo método clissico de perturbagoes, onde o numero de Reynolds
R & usado como o parametro de perturbacao. Assim a solugao w({)} a
ser obtida serad valida para valores de R suficientemente peguenos.

Expandimos, portanto, as funcoes w ¢ W na forma:



o Bl= w [+ Ruy [A] + Rzmé{l] + o+ ®N [A) 4 L, (2.26)
|2
— ' 2 n -
W= wo[;\j + RW, Ia] + RW2{AJ oo FRW FAL + ... (2.27)
onde, por (2.18), 3
_ 1 -
wn(,\) =3 J twn £l dt (2.28)

e w, (3, wn(x) sao consideradas indevendentes de R.

Substituindo-se (2.26) e (2.27) em (2.22) ¢ comparando  ©s

coeficientes das varias poténcias de R, obtemos o conjunto de equa

coes:
Wl % al - ;%—wé =0 (2.29)
witt + % 0! - ;% W) = W el - 2u_wl (2.30)
mé" + %wug - i% wh = Wbu{ + Wiug + Wiwé + wiwg - 2womi - Zmlmé , (2.31)

e assim por dlante.

As condig¢des a serem satisfeitas por wooe W sao

il

wn(l) wé(O) = 0 (n = 0,1,2,...) (2.32)

i}
l,———l
o
-
p—
]
3]
(WS
[V E]

' WD(lJ =1, W (1) =0 (n

Integrando tres vezes sucessivamente a equagac (2.29) em re
lagao a }» e atendendo as condicoes (2.32) e (2.33) obtemos unica -

mente,
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2

mO(A) = - 43" - 1} (2.34)
e

W 00 = = 2 GF - 2), (2.35)
Com o auxilio de (2.34) e (2.35), repetimos o procedimento para

{2.30), donde resulta unicamente

—

!

p—
il

2 2
5 AT+ 9 A {2.36)

5 _ 1,7
36 LY

el PR

(2.37)

Substituindo (2.34), (2.35}), (2.36) e (2.37) em {2.31) e repetindo

O processo resulta

o) = =82 L 3852 L L8 10 18 L 00 s
1350 135 36 9 36 450
e
oy =8, o 83 s 1,7 1,8
2700 270 216 72 360 5400

(2.39)

Assim obtemos os graus de aproximac¢ao da solugao de (2.22):

1. aproximacaoc de grau zero

e
1!

- 402 -1 (2.40)

W) = - 2 (2% = 2) (2.41)
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Z. aproximacao de grau ums:

7
mlm:—4(12-1)+R(§—r+;\4—~§—>\6) (2.42)
1 - _ W2 ,_1,3 i.,5_ 1 .,7.
W) = (A 20+ ng by 1 MO+ z A 3¢ Ay (2.4

3. aproximacao de grau dois:

5 .
w0 = - a0’ -1 v R - 2% w0t 2 206

g
2,83 _ 3% .2 11,4 1.6 1 8 1 .10

2,0 .2 1, _.1,3,1.,5 1.7
W7l d= ) (A 2)+R(9,\ 43\ +6>\ 36}‘)
2 83 . _ 19 .3 11 ,5_ 1.7, 1 9 _ 1 .1
PR A "555 2 taig X T3 Mty h —wmmg M)
(2.45)

Substituindo (2.44) e (2.45) em (2.15) e (2.16) obtemos as compo-

nentes da velocidade na forma adimensiocnal

i

ulx, M L _x R L2 2 .2 4 2 .6

- G =3 wee/ L4~ A7) Rig ~ A7 + A 5 A )

o |

2¢ 83 38 .2 11,4 1.6 1.8 _ 1 .10, |
TR T A Oty gt d R

(2.46)



| B
vi{rx)y _ _ 42 1 1.3 .5 1 .7 [
E = A (2 T+ R(§ A i AT+ 3 A e AT :
Y |
1 i
|
' 2, 83 19 .3 11 .5 _ 1 .7 1 .9 _ 1,11, .
tRU5 M T 70 Tt T ) Y 3e0 ) T Sagn
|
1
(2.47)
onde HNRe = aﬁo/v & o numero de Reynolds de entrada horizontal.

2.5 ~ REDUCAC DA EQUAGCAO DA ENERGIA

Atendendo &s condigoes impostas ao problema, descritas no

item 2.2, a eguagao da energia (1.48) torna-se

3T AT 4 _ o2 3vy2 . vy2 . duy2 | du , dvi2
pCp[v T = kv°T + 2u “Br) + (r) + (gg) + (ar + 57 }
(2.48)
onde
w2 2
va _ 3T 4+ o . 377 ,

2 2

BT rar X

com as condigoes de contorno (2.1).
Fazendo agora T, u, v, X e v adimensionais pelas relagées,

T

T/T ; u = u/ao ; v = v/v

< O

r/d e x = x/a , (2.49)

et
1

a equacao (2.48) & escrita como
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gy 2T snnen 9%
3 a%

N2 B2 ey 2, 1035,2 (2.50)

v = —FR & o nimero adimensional de Prandtl ;

E & ——— & 0 numero adimensional de Eckert.

T, 10T, 3°T

D PR
Substituindo U e v, dados por (2.46) e (2.47), em (2.50)
e desprezando os coeficientes das poténcias de R maiores que dois
(com efeito, isto € valido, pois estamos interessados para |R| <1},

obtemos:

725 -o{Rg, (}) + Rzgz(k)} = ~o{NReg, (1) + RINES g, (A)-2%g, (1)1

2y NRe ~ 3%
+R{"‘2‘“ ‘?3'5(/\) —Xg4(}\)]}§”§
) . X . 2 X
= - 2UE{96(A) + R(g7(ﬂ) - ﬁ%% gs{h)l+ R [gB{A,NRe) - ﬁ%% 97(l) +
— 2
4
+ (X)Z QG(R)T} ' (2.51)

NRe



onde
A = A(2 - 22
_ .1 1.2 1
g, M) = ktg 7 A E A
2
g3(k) = 2{( 1 - 17},
_ Z _ 2 4 2
_ 83 _ 38 .2
952 = 1356 ~ 135+ *
g6(l) = 8A2
2 2 2
g5 (M) = 437(1 -~ 2% + 2
439
gB(K, NRe} = (576 -
+ 22 (12 - 2432
NRe

T finito

onde T esta em fungao de

2.6 — SOLUCAOC DA EQUACAO DA
Para obter a solugao

sicoc de Perturbagoes.

Agsim, expandimos a funcgao

T(x,\} =

onde T(%,)) & independente

Substituinde (2.53)

el

27

_36)\)’
kb ,
11,4 1.6 1 .8 _ 1 .10
3 » — g *t3g) i5g » ¢
W
40 2 4 i6 .6 4 8..2
3 R S ) 5 A+ 1T ATYAT O+
+ 13A4).

equacgac (2.51) sao

em A= 1

em o= 0, {2.52)
X e X

ENERGIA

da equacao (2.51) usemos o Método Cléas

T (¥,%) na forma

- . - . 25 - n~ . -
TD(X,R) + RTl(x (A +R T2(X,A) +...+ R Tn(x,l)+.“ , (2.53)

de R.

(2.51) e comparandc os coeficientes

das varias poténcias de R, obtemos o conjunto de equacces:
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s

(i) equacdo de aproximagao de ordem zero:
”- 9T
7T -~ oNRe gy, —— =-2CEg ; {2.54)
(ii) equacao de aproximagao de ordem dois:
5T 3T 3T
val - UNReg3 —1. Ug1 2y O(EBE 9, 2§g3) _jg
X T dA 2 ' gX
- 20E (g, - 4% g : {2.55)
7 NRe °6° ' T
(i1i) equagdo de aproximagac de ordem treés:
] o7 i £ .
V2T2 - GNReg3 —:——2- = Ugl — -+ 0g2 . +0(;'\E§- gs - ;(g4)—:—
ax 3 A LR 2 ' 3x
8% ~ D
-+ U(Egg Iy ~ 2§g3} — - 20E(g8 __ﬂﬁ_q? +4(X)2 g6);Q.56)
¥ NRe NRe

2 assim por diante,.

De (2.52) as condigGes para a funcao Tn(i,k) sao0 descritas

do seguinte modo:

1 para n =0
Tn(i,l) =
0 para n=1,2,3,...
T_(,0) finito para qualquer n = 0,1,2,...  (2.57)

Claramente, as equacoes (2.54), (2.55) e (2.56) apresentam
as funcdes de X somente na forma polinomial inteira. Assim, para

gqualguer n suficientemente grande, podemos assumir que:
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- - -, 2" ~, =
Tl(x,l} = Tio(\) + XT 1(h) + (X)) Tiz(ﬂ) + .. (%) Tin()}
(i =0,1,2) (2.58)
onde
Tog(l) - l r]
in(l) =0 para n = 1,2,3...
%in(O) finito para todo i,n. (2.59)

A série (2.58) € vdlida para todo X € IR pois, na resolu-
cao das referidas egquagoes, mostraremos gue para cada 1 € {0,1,2]

existe N, € IN tal que T, () = O,para todo irteiro k > N, .

2.6.1 - SOLUCAO DA EQUACAO (2.54)

Substituindo (2.58), onde 1 = 0 e n > 2, em (2.54}) e compa-

rando os coeficientes de X de mesma voténcia, obtemos o sistema:

1 _]; t - : — - y
oo T3 Tio oNRe g 4 Tol + 2T o = 208G, (2.60}
\

T 4+ LT L DoNReg.T . 4 6T L = 0

ol AT ol ’ 3702 o3 ‘
- (2.61)
M .}; T — = T — .
Ton-1 A Ton-1 nONR“g3Ton =0 :>
T 4 o= ! =0 .

on X on
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Devido as condigoes (2.59), todas as equacdes do conjunte

(2.81l) reduzem-se recursivamente a forma:

TN+ T T =0, (k= 1,2,...,10) (2.62)

cuja solugac Gnica € a solugdo trivial, isto é ,
Ték(l) = 0 para toedo k = 1,2,...,n.

Por conseguinte, a equagac (2.60) torna-se

mn }-.._‘ - iy 2 Py
P T T, = 16 6 EX que, (2.63)
sob as condigoes (2.59), apresenta como solucao finica a funcao
T__ () = oBp (M) + 1, (2.64)
R - 4
onde p (X} = 1 -~ X7,
o
Asgim, por (2.58), temos como solugao da equacac (2.54) a
fungao independente de X.
[_ T_(X,}) = oBp_(A) + 1 . (2.65)

2.6.2 - SOLUCAO DA EQUACAC (2.55)

Subgtituindo-ge (2.58) em (2.55), onde i = 1 e n > 3, obte-

mos da comparacao dos coeficientes de X de mesma poténcia:

- aNRegB%ll + 2%12 = ~ oBlg, + 8 (o-2)1% + %{4—30)l6]:

(2.66)
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- h 1~ = -~ 808
4+ = - = — .
Tip F 5 Ty 7 20NRegyTy, *+ 6Ty 5 = Jre Jg (2.67)
TU 4+ 2 T!. — 3gNReg.T,. + 12T., = 0 ;
12 YoT12 3713 14 !
T + Lo - noNReg T =0
In-1 A T In-1 3 1n
e
Tr 4 L -0 .- (2.68)
in A T 1ln T
Analogamente ao que ocorreu com a resolucao da equagac(2.54),
todas as equacoes do conjunto (2.68) reduzem-se recursivamente  a
forma
mn 1 T — —
le + T T = 0, onde agora k = 2,3,...,n.
Dai, sob as condigaes {(2.59), obtemos unicamente Elk(l) = 0, para

todo k = 2,3,...,n.

N" 1 N‘

+ — = —_—

11 "X T T RRe Y6

cuja solugao Unica, obtida por duas integragoes sucessivas e res-

peitadas as condigCes (2.59), é

- . . 40E .
T 00 == 222 p () (2.69)
Por sua vez, a eguagao (2.66), com o auxilio de (2.69) reduz-se a:
Tr o+ LT = - ogoE [o+(1-02% - 2% + 24908 (2.70)
10 X 10 ' 32 ! -

cuja solucao, obtida de maneira andloga a anterior, &
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TlD(A} = UEpl(G,h) (2.71)
5 .25 .2 o-1..4 4.6 1 J. .8
onde pl(G,A) T T 2007 + (5700 + g A (i§‘+ TE) A

Finalmente, substituindo (2.69) e (2.71) em {2.58}, obtemos

a solugao da equagao (2.55):

| 'H' 3 0 = o M - ...@ 3 “
| Ty (%, 4) OEl p,y (0, 2) N Re po(w)} (2.72)
2.6.3 - SOLUCAO DA EQUACAO (2.56)
Conhecidas as funcoes @G & %l’ substituimos (2.59) e

{2.56}, onde 1 = 2 e n > 4. Comparando-se,dal, os coeficientes de

x de mesma poténcia encontramos o sistema de equacoes:

S l I _ = - _ 3
T+ T T ONReg,T,, + 2T,, = 40Ehl(NRe,U,A) {2.73)
-y l 1 - - o . i _ -1l60E
Tzl + ) T21 ELNRegBTZZ + 6T23 = NRa hz(a,k) (2.74)
ot A ” ~ _ ~640F 2 .
Ty, + T Ty 3UNReg3T23 f 12T24 = Y {(2.75)
NRe
n el 1 - g —
T 23+ X T23 40NReg3T24 + 20‘1‘25 0 |
! + & o3 - noNRe g T = 0 ;7 (2.76)
2n-1 A "2n-1 U3 2n i
o LA _
Pan © X Tan 0 |

onde
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h (Re,o0,0) = (=224 %y + (222 o 240 9022y (20, 13
NRe 9 540 NRe 2 9 NRe
3 2,..4 61 02 6 8 2 02 8
+§U—2U))\ +(2"'§‘6-G+"—"2-"))\ +(‘*—§-+-§U+—Z)A+
2
2 g _ g .10
M V) g/ A

e

hZ(U,R) = - 0 + (U~2)l2 + (4—G)k4 - % A6

Repetindo o processo anterior de resolugao e obedecendo as

condigoes {(2.59) obtemos as seguintes fungoes:

TZk{h) = 0 ; para todo k > 3 (2.77)
T,,00 = =E p 0y ; (2.78)
NRe
~ __ ACE
T2l(l) = #Re pl(o,}\) (2.79)
e . T20(>\) = OE_'D2 (NRE;U,X) (2.80)
onde pz(NRe,o,A) = 832 + 1603 | 10753 5+ 2381 02
O9NRe 32400 43200 1200
S 28 22, 420 6T L 2
NRe 18 8 2160 NRe 36 32
TENEA S L A e b L+ L 4 - - Uz)la
81 ONRe 18 3 8 576 32
8 7 1 2..10 _ 1 g .12
* Gt aEg 9 T 55 9 )R 555 * 133
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Agora, substituinde (2.77), {(2.78), {(2.79) e (2.80) em (2.58), ob-

temos a solucao da equagao {2.567:

4x 2x 2
fia D {a, k)+(MR } po{k)],

{2.81)

{fz{ﬁ,l} = OE[pszRe,o,l) -

Finalmente, podemos exibir a funcao que rege a distribuicao

de temperatura substituindo (2.65), (2.72) e (2.81) em (2.53):

+ Rpy (0,011 ~ARx

i ARX]J? fand
NRe

T(%,A) = oE{p_ ()1~

1+ R°p, (NRe,0,M) } + 1

(2.82)
Este resultado serve somente para |R| < 1. Valores positi~-
k)

vos de R (ou V! representam sucgao, enquantoc que seus valcres

negativos representam injegao na parede.

2.7 — DISCUSSAO XS RESULTADOS

Pode~se ver de (2.82) gue a funcac que rege a distribuicao
de temperatura num escoamento laminar permanente de  um fluido
Newtoniano através de wn tubo cilindrico poroso depende das dis-
tancias radial e axial. |

Na auséncia do escoamento vertical, isto é, R = 0, a funcao

distribuicac de temperatura (2.82) & dada por

T(X,2) = oEp (M) + 1, (2,83}

a qual descreve a distribuicao de temperatura num escoamento de
Poiseuille para um tubo cilindrico nao-poroso.
De (2.83) vemos que na ausencia do escoamento vertical a

fungao distribuicao de temperatuwra devende somente da distancia radial.
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Conforme a figura 1, seus perfis de temperatura sao parabdlicos a-
chatados no centro do tubo tomando gquase sua forma tubular e for-
mando junto a parede uma leve camada térmica. A temperatura maxima

ocorre no centro do tubo e & dada por

T(Z,0) |
| = gE + 1 . (2.81)

A fungao (2.84) & uma fungac constante e depende somente dos
parametros fisicos adimensionais de Prandtl e Eckert,

Para efeilto de ilustragao grafica , tomemog a agua Como
um caso particular de um fluido Newtoniano. Nestes casos, o nimero

de Prandtl varia de acordo com a tabela fornecida wor Schlichting

8] .
SUBSTANCIA GRAUS CENTIGRADOS NUMERO PRANDTL
I- Agqua 20°¢ | 7.03
Agua 40°c 4.35
Agua | 60°C 3,01 (2.85)
Agua 80°¢ 2.22
| Agua ; 100°¢C 1.75

Para o nUmero de Reynolds (NRe) de entrada horizontal fixe-
mos NRe = 1000, ou seda, uma intensidade suficiente para caracteri
zar o sentido do escecamento.

A variacao do nimerc de Eckert, E, como mostra a figura 3,

& diretamente proporcional ao aumento de temperatura. Além disso ,



a variagao € uniforme. Portanto, na maloria dos casos fixaremos es
se numero em E = 2,

A variacao de Prandtl também & diretamente proporcional ao
aumento de temperatura, no entanto s& € uniforme no escoamento de
Poiseuille (figura 1), enguanto gue num escoamentoc com sucgéo {(£i~
gura 2) a temperatura maxima dos perfis & bem maior e perdem suas
formas parabdolicas achatadas.

Na figura 4 mostramos os efeitos da variacac do nilmero de
Reynolds vertical,R,no inicio do escoamento, x/a = 5. Neste grafi-
co vemos que todos os perfis sao parabdlicos exceto no caso de pe-
quena injecac (R = 0.1). Observamos ainda que T & maior nos casos
de sucgao do gue nos casos de injecao da mesma intensidade. Agora,
se considerarmos um escoamento pouco mais adiantado (figura 5), te
remos um pegquenc decréscimo da distribuicac de temperatura. Esse
fendmeno fica mais evidente na figura 5A, onde consideramos um eg-
coamento bem desenvolvido, x/a = 1300. Nesta distancia axial, como
vemos ,o0s perfis, nc caso de injecao, Jj& perderam completamente sua
forma parabdolica.

Nas figuras 6 e 6A fazemos uma comparacac entre sucgac e in
jecao de mesma intensidade nos diferentes estdgios do escoamento.

No caso da sucgao {(figura 6) vemos gue a distribuigao de tem
peratura & inversamente proporciocnal & variacao da distancia axial
{(x/a). Mas, mesmo assim nao perde sua forma parabdlica, tendo méxi
mo em A = 0, Ja no caso de injegac {(figura 6A) a distribuicao de
temperatura é diretamente proporcional a distancia axial, poreém,

perde sua forma parabblica a partir de uma certa distancia axial e
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a temperatura maxima ocorre proximo a parede do tubo, formando por
conseguinte, uma acentuada camada termica.

Nas figuras 7 e 8 diminuimos a intensidade de succao e inje
gao. A figura 7 mostra gue a perda da forma parabdlica dos vperfis
ocorre a uma distancia axial bem menor do que ocorreu na figura 6A.
A figura b mostra que a temperatura maxima, no inicio do escoamen-
to, & bem maior que na figura 8, rorém decresce mals rapidamente a
medida que a distancia axial aumenta.

E interessante fazer uma comparagac entre os graficos 6A e
7. Vemos pela figura 7 que, para o caso de pequenas injecoes, -0.1
< R < 0, cs perfis desde o inicio do escoamento ja possuem a forma
nac-parabolicas com pontos maximos proximos da parede do tubo. En-
guanto que, para o caso de injecaoc um pouco mailor, R = -0.3, como
mostra a figura 6A, os perfis sd deixam de ter forma parabOlica quan
do o escoamento & bem desenvolvido, por exemplo, % > 800, aproxima
damente,

Como complemento as figuras 6, 6A, 7 e 8 temos as figuras 9,
10 e 11 onde analisamos ¢ comportamento da temperatura sobre o ei-
x0 do cilindro.

A funcgado distribuicao de temperatura, neste casc, & dadsa por

25 4x
= g - —=]

T(%,0) = oE{ (1) + R[Ji +
36 16 NRe
+ R2([ ( 832 , 1603 10573 - 2581 2y,
INRe 32400 43200 1200
IR 3 SR A S 0 B R (2.86)

9 4 NRe NRe
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A figura 9 mostra gue, nos cascs de sucgas, a temperatura decresce
para zero a medida que a distancia axial aumenta. Isto € compati ~
vel poeis, havendo sucgao de fluldo rela parede do tubo & natural
gque a partir de uma certa distancia axial nao haverd mais fluido
no cilindro. No case em que nao ha sucgaoc e nem injecao (R = 0), a
distribuicao da temperatura mantem-se constante. Nos casos de in-
jecao, se for de peguena intensidade os perfis crescem lentamente
(quase linearmente), porém, se aumentarmos um pouco a intensidade,
os perfis decrescem um pouco no inlcio para depoils crescerem gquase
exponencialmente.

Na figura 10, aumentamos o numero de Prandtl para 4 e verifi
camos que og efeitos retratados na figura anterior ficam bhem de-
finidos a uma distancia axial maior. Este fato & bem ilustrado pe-
la figura 11, onde consideramos uma pequena suagéo (R = 0.1) e va-
riamos o nimero de Prandtl. A distribuicac de temperatura decresce

vase linearmente, sendo mais abrupta para os numeros de Prandtl
q K |2

maiores.
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CAPITULO I1X

DISTRIBUICAO DE TEMPEPERATURA EM UM ESCOAMENTO DE UM FLUIDO

NEWTONTANQO ATRAVES DE UM TUBC ANELADO COM PARADES POROSAS

3.1 - INTRODUCEKO.

A pesquisa desenvolvida neste capitulo visa dar continuida-
de ao estudo do comportamento da temperatura em tubos porosos. Con
sideramos agqui um escoamento anelar, isto €, um escoamento limita-
do por duas paredes porosas de dois tubos cilindricos concentricos.

Sobre esse tipo de problema, Berman [4] em 1958, sob certas
restrigoes aplicadas a componente radial de velocidade do escoamen
to, obteve uma solugac exata das eguacoes de Navier-Stokes. Mais
tarde em 1963, Bhatnagar { 5] generalizou o problema para fluidos
visco-elaticos e obteve as componentes de velocidade através de méto-
do classico de perturbagoes.

O propdsito do presente caplitulo &€ extender esse estudo ao
problema da distribuicao de temperatura de um escomaneto laminar
permanente de fluidos Newtonianos entre dois tubos cilindricos coa
xlais porosos.

Agui, cbtemos uma solucac exata para a equagao da energia
O comportamento dessa solugac & analisado graficamente no final do

capltulo.

3.2 - FORMULACAC DO PROBLEMA.

Consideremos dois tubos cilindricos concéntricos infinitos



L¥a
Lt

com paredes porosas de raios 'a' e 'h' {(a » b}.
Denominemos simplesmente de r ¢ segmento de raio que wvaria
de 'b' a 'a' (b< r < a).

Usemos a mesma notagao do capitulo anterior para o campo de

velocidade.

Assumimos que a razdo de injegac de fluido em uma parede &
igual & razao de succgao de fluido noutra parede. Esta condigao &
satisfeita se

bv, = av {3.1)

onde vb e Va sao as velocidades radiais dos tubos menor e maior

respectivamente, isto &,

va en r = Db {3.2}

Além disso, o escoamento obedece as seguintes condigoes:

1) o fluido & Newtoniano imcompressivel;

2} o esceamento & laminar permanente;

3) nao existe forgas externas agindo no fluido;

4) o escoamento & bi-dimensional;

5) as particulas de fluido em contato com as paredes dos tubos tem

velocidade axial nula.

Para a distribuigac de temperatura, assumimos que as pare-
des maior e menor dos tubos, mantem-se, durante ¢ escoamento,a tenm

peraturas constantes Tl e T2 respectivamente.
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3.3 - REDUCAC DAS EQUACOES DO ESCOAMENTO.

Uma vez escolhido o sistema de coordenadas cilindricas, com
o eixo dos x extendendo-se ao longo do eixo comum aos cilindros,as

equacoes de continuidade e de Navier-Stokes sao iguais a (2.3),(2.4)

- T -
e (2.5), com ressalva de que © parametro A = 2 °© agora de menor

extensao e & dado por

£ <x< 1, (3.3)

it

jUREe)

cnée £

Devido a restricao (3.1) para o escoamento vertical, a com-

ponente axial de velocidade, u, nao depende de x.

Em vista disso, as egquacoes (2.3), (2.4) e (2.5) reduzem-se

a:
9 (Avi _ 4 . (3.4}
RS
vdu _13p 1 &%, 1 au
a di o 3X a” dax a A da
e
3 3 1 3 82
A A A - I A (3.6)
ox a 3 ap A 3x

sujeitas ds condig¢oes de contorno.

2t em o= 1

v em X = £ (3.7}

u(l) = u(r) =0 (3.8)
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3.4 - SOLUCAO DAS EQUACOES DO ESCOAMENTO.

De {3.4) e (3.7} zeque-se gue

vix) = -2 | (3.9)

Assim, a componente radial de velocidade tanbém independe da distan-
cla axizl.
Portanto, as equacces {(3.5) e (3.6}, com o auxilic de (3.9),

passam a ser

2 2
a sp.du _ldu g, (3.10)
no9x ax” Xodx
€ 2
- v
9B - _% (3.11)
3 A A
a v,
onde agora R =
Y
Por (3.11) temos que
320
e O . (3.12)
dxah
Assim, se fizermos
2 3
2R - ¢ £ const,, (3.13)
U 9

a equacdo (3.10) reduz-se a uma equacgao diferencial ordinaria 1i-

~ - a
near nac—homogenea de 2= ordem:

u" (;\k) - __i;

u' (AY(R -1) = C . (3.14)
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Integrando-se (3.14) com respeito a A, obtemos

C
! _ E = .-C— _l. )
u' (A) X uiar) 5 A+ 5 . {3.15)

A equacao (3.15) configura-se a uma Equagao Diferencial Linear de
Cauchy de 12 ordem que, segundo seu método de resolugdo e respeita

das as condigdes (3.8), tem como solugac Gnica:

2

1)+ 1—gR (1 -~ A% (3.16)

a(y) = —S (0%

2(2-R) 1-¢

As solugdes (3.9) e (3.16) identificam-se com as de Berman [4].

3.5 —~ REDUCAC DA EQUACAC DA ENERGIA.

Para o problema em questao, em que as velocidades axial e
radial independem de %, € por 1Sso também a temperatura, a equagéo

da energia (2.48) reduz-se a:

2
T
o (v 8y = x @ T 4 290 oy (292 0 (%7 4 L@, (3.17)
Poar dr ar ar r 2 °F
As condicgoes de contorno para a equagao (3.17) sao:
j’?l am r = a
T(r) =
= b . (3.18)

EﬁTz em r

Fazendo T, u, v e r adimensionais pelas relagﬁes,

U

T (T - TZ)/(Tl - Tz) ; v o= v/va ;

u = u/C e A =rx/a (b <r < a} (3.19)
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e substituindo-as em (3.17), vem

— 2;;. L
grv SF (Qm% g2 dry
ahi an Aodi
2 ,dv 2 v 1
oBl 2 (B2 (@2 4 B2 0 2y @y (2.20)
NRe ai NRe N dx

onde agora NRe = aC/v , o0 = Cpu/k e E = c2/CP(Tl~T2) sao os na
meros adimensionais de Reynolds para o escoamento horizontal,
Prandtl e Eckert regpectivamente.

Substituindo (3.9) e (3.16) em (3.20) encontramos a equacgao

, , , , e a
diferencial linear ordinaria de 2= ordem:

2

Fooy MZR gl L g 2R o Ao - R;:éﬁ Fhi%y, o
X NRe) 2 (2-R) 1-¢
com as condicoes de contorno
f L arn o= 1
T(A) 24
I'o em L= f (3.22)
(=

3.6 - SOLUCAOQ DA EQUACAQ DA ENERGIA.

Primeiramente, podemocs reduzir a equacao {3.21) a uma equa-

cdo diferencial linear de Cauchy de 12 ordem:

_ _c ( r2
7o - BRg o L _GE 2R G2 1 oy LR iméﬁ 3By 12y han
A \ \ NRe) 2 (R~R) 1-Z



onde €1 & uma constante a ser deterninada pelas condigCes (3.22).

Assim fica facil encontrar a solugac geral de (3.23):

C
o2 . R+2 2R or _ C1
T(A) = = 0E(a) 7 + a,) oy + a1 *R e o 1, (2.24)
onde
L 2R°
L (GR+2)NRe?
A, = L ;
2 4(4-06R) (2~R)?
) R{1-£%)
(2-R) % (R+2) (1~£) (R-0R+2)
o (1522
4

8(2-R) % (1-£%) % (2-0)

e C & também uma constante a ser determinada.

Finalmente, sob as condigées (3.22), a fungéo que rege a

distribuicdo de temperatura no escoamento anelar & escrita como

T(A) = - oE(alk + uzk - u3k + u4k + slh + 52) (3.25)
onde
o, (1-£2)
§, = — [ = 0,0 4 1=t - e et -
1-¢ E oF
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-3 (]_CUR+2)
1 17" . (#9R _ 4y GR _ _R+2
82 - _CO'R. [ Fz + \1'2\: L, ) U-3( L= ) +
LOR
R 2R £
+ 34(5 - £77) + 5 1.

Aqui, valores positivos de R (ou v, ev ) representam SUCGao na pare

b
de externa e injegdo na parede interna, enquanto que os valores ne

gativos de R representam succao na parede interna e injecac na pa-

rede externa do anelado.

3.7 - DISTRIBUICAO MEDIA DE TEMPERATURA.

F interessante saber que efeitos ocorrem gquando variamos a
razac entre os raios dos cilindros.

Esta analise fica facilitada se calcularmos a distribuigao
média de temperatura no intervalc [£,1].

Assim, peloc Teorema do Valor M&dio generalizado, definimos
a distribuicao média de temperatura no intervalo {&,1] vela rela-
cao

2

T = £
M2

AT (0 an . {(3,26)

 pe—

Pode-se ver facilmente que

i - oo (1-£0y ol (-ERYy 4 (1ep? (R
T o= 29 [c,ln &- 2 + 3 -4 )
M 2 1 &
1-¢ - 6 R+ 4 2 (R+1)
5. (1-£98F2y g (1%
2y Lk 2

oR+2 2
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3.8 - DISCUSSAQ DOS RESULTADOS.

Estudemos agora o comportamento da funcao distribuicao de

temperatura dada por (3.25). Durante toda essa andlise fixamos o

nimerc de Reynolds para o escoamento horizontal em NRe 1000. Con
sideremos primeiramente o caso particular dos cilindros de paredes
niao porosas. Para isto, basta considerar a funcao (3.25) na ausén-

cia de escoamento vertical, isto &, R = 0.

Tomando-se ¢ limite de (3.25) guandc R tende a zero,obtemos

= _ OE .4 12y . In{A/E) _
(T(K}]Rxo = %2 {{1-2 )+Bl(l A7) [82+B3ln(l/£)}lnl}— el
In¢ l
S {3.28)
onde
2
By = 4L1-£7) :
ing
o = (1-£2)0 (1= H)1ne + 2(1-£2)]
2
lngz
2.2
5 - 201-£7)
3 2
1lnZ

A funcao (3.28) depende somente da distancia radial e seu perfil &
quase linear como mostram as figuras 12, 13, 14, 15 e 16. A varia-
cdo dos parametros fisicos de Prandtl e Eckert acarretam peguenas
variagoes (quase insignificantes) em seus perfis (figuras 12 e 13).

Uma Variagao um pouco maior ocorre guande aumentamocs ou di-
minuimos a razao do raio. Quanto menor a razao do raio (£=0.2,fig7

15) o perfil torna-se menos linear fazendo uma peguena saliencia



61

na diregéo da parede interna. Enquanto gque, quanto maior a razao
((=0.8, fig. 16) mais linear torna-se o perfil.

Em sintese, podemos dizer gue num escoamento anelar, SEIMm
sucgao ou injecao de fluldo pelas paredes, a distribuicao de tempe
ratura @& quase uniforme com uma leve tendéncia de maior distribui-
cao para a parede interna.

Voltando agora aos cilindros porosos, analisemos primeira -
mente o caso de sucgao pela parede externa e injecao pela interna,
iste &, R > 0.

Antes de tudo, notemos que a solucac (3.25) possul forma in
determinada para R = 2, R = 4/0 e R = 2/{c-1}. Obtemos as solu-
goes restritas a esses casos, tomando-se o limite de (3.25) quando

R tende aos resgpectivos valores. Assim temos,

n% 24 - Mo

|
Q
{z
o
e

['I'(M]R:2 = - gE +(h2+h31nl + h + M2]:(3.29)

4

2 yRH2 + 0 AzR

L 3 A 4

3
e
|
i
o]
el
2

t_.J
et
t
|
o

o IR
S .
+ £, (0 + 8 ) + Lg} ;

1

{3.30)

.--.
|
—
>"
—
e
1
!
[
=
=)
et
+

onde

4/(G+1)NRe2 ;

=
il

2
h = —G&ing S [21ng (36%-2) (2-0) P -4g2 420270714

2 y501-892% (2-0)
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Nas figuras 12 e 13 fixamog o numero de Reynolds para o es-
coamento vertical em R = 5, O perfil agora € de uma curva situada
ao lado esquerdo do perfil correspondente a R = 0, ou seja, mais
proximo da parede externa do anelade. A variacao crescente do name
ro de Prandtl implica mma diminuigao gradativa de T, acarretando ,
para grandes valores de ¢, a formacao de uma camada térmica junto
a parede externa. No entanto, a variacao do numero de Eckert, fig.
13, nao apresenta modificacac significativa nos perfis de T,

Nas figuras 14, 15 e 16 apresentamos a variacao do nimero
de Reynolds sob trés razoes diferentes de raio. Observamos que o
aumento do nimero de Reynolds contribui para uma diminuig@o de T
Para R > B, aproximadamente, aparece a formacac de camada térmica

junto a parede externa. Essa camada fica mais acentuada a medida

que a razao do raio (&) do anelade for diminuida.

Passemos, agora, para o caso em que a sucgao & realizada pe
la parede interna e a injegéo pela externa, isto &, R < 0.
Primeiramente consideremos as Solugaes restritas aos valo—

res negativos de R gue estabelecem formas indeterminadas de (3.25):

[T(M)] =- oFE o A_z + o 14 + o AER + f3(k) + N IOR + 7

4 1 .2] (3.32)

2R 4N ! {3.33)

{
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No caso de R < 0, os perfis situam-se do lado esquerdo do
perfil correspondente a R = 0.

A razao de variagao de T & inversamente proporcional ao va-
lor relativo de R (figuras 14, 15 e 16). Agui a camada té&rmica &
formada junto a pvarede interna e & bem acentuada para R < - 8 &
o< 0.5,

Nas figuras 17 e 18 tomamos R contra a distribuicao média de
temperatura dada pela relagao (3.27). Nosso objetivo aqui & anali-
sar os efeitos da variacao das diferentes razoes de raio. Generica

mente, para qualguer 0 < § < 1 , podemos dizer gue guando R -+,
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Ty — 0 e gquando R — - =, Tﬂ — 1. No entanto, afirmamos  que
quanto menor £ mais rapidamente os limites sao atingidos e, por

conseguinte, mais acentuada serid a camada térmica.
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