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i. 

INTRODUÇÃO 

A preocupaçao fundamental do oresente trabalho e discutir 

as soluções das equações de Navier-Stokes e da Energia para flui-

dos Newtonianos em tubos cilíndricos porosos. Esse es·tudo é reali-

zado especificamente nos capítulos II e III. 

O capítulo I aborda elementarmente a teoria de perturbações, 

objetivando justificar o seu emoreqo na solucão das 

equações de Navier-Stokes e da Energia no caoítulo II. Ainda, nes-

te capítulo, apresentamos as equações gerais do escoamento. Parti-

mos das equações integrais e as reduzimos a equacões diferenciais 

procurando sempre restringi-las as conCições dos problemas apresen 

tados nos capítulos subsequentes. 

No capítulo II, analisamos a distribuição de temneratura O':l 

um escoamento laminar permanente de um fluido Newtoniana através 

de um tubo cilÍndrico poroso. Além disso, assumimos que a tempera-

tura é co!l.stante na parcrJe do tubo e finita ao longo do eixo. Não 

foi possível, aquif encontrar soluções exatas das equações. Assim, 

fizemos uso do método clássico de perturbações para obter a solu-

ção aproximada da Equação da Energia. Foj_ escolhido como parâmetro 

de perturbação o número adimensional de Reynolds, R. Por consegui!:: 
' 

te, nossa solução é válida para I R I < l. Mormente , esta escolha faz 

sentido, uma vez que R é um parâmetro resnonsável pela intensidade 

de sucção ou injeção de fluido nelos poros. No final do capítulo!! 

discutimos os resultados graficamente. Estas figuras, bem como as 

do capítulo III, foram plotadas pelo Plotter Calcomv cilÍndrico do 

Dec System 10 do Centro de Computação da UNICAMP. 
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No capítulo III, estudamos a. distribu.ição de temperatura em 

um escodlílento laminar permanente de um fluido New-toniana através 

de um tubo anelado poroso, onde as paredes dos tubos mantém~se a 

temperaturas constantes. Assumimos ainda que a ra·z:ao de injeção de 

fluido nl.m'a parede é igual à razão de sucção de fluido noutra P.?: 

rede. Esta condição possibilita exibir soluções analíticas exatas 

das equações de Ncwier-Stokes e da Energia .. A solução da equação da 

Energia, como no problema an-terior 1 envolve quatro parâmetros fís~. 

cos e o resultado da va.riação dos mesmos e apresentado grafica -

mente no final do capítulo. 

Notemos que o escoamento de Poiseuille em tubos cilíndricos 

não-porosos constitui-se num caso particular dos problemas 

considerados bastando, para isso, fixar R = O. 

aqui 



CAPITULO I 

Neste capítulo, primeiramente, apresentamos uma idéia ele­

mentar das mais simples e usual técnica de aproximação; a expansao 

da solução de uma equação diferencial em séries de potências de um 

parâmetro: A T~CNICA CLÁSSICA DE PERTURBAÇÃO, a qual será usada no 

capítulo II desta pesquisa. 

Em segundo lugar introduzimos as equaçoes gerais de escoa­

mento. Partimos das equações integrais reduzindo-as a equações di­

ferenciais, as quais serão empregadas nos capítulos II e III. 

l.l - INTRODUÇÃO Ã 'rEORIA DE PERTUHBAÇÕES 

Grande parte dos problemas de origem física exibidos sob de 

terminadas caracteristicas 1 tais como, não~linearidade, coeficien­

tes variáveis, formas complicadas de contorno e condições de con-

torno não-lineares de equações diferenciais, não possuem solução 

analítica exata. Assim, a fim de obter informações sobre as solu­

ções, somos forçados a recorrer a aproximações, soluções numéricas 

ou combinações de ambas. 

Como veremos, os m5todos de aproximação sao, antes de tudo, 

métodos de perturbação (assintótica). Isto é, a solução e apresen­

tada pelos primeiros termos de uma expansão assintótica obtida em 

torno de um parâmet.ro (pequeno ou grande), o qual aparece natural­

mente nas equações ou então podo ser introduzido artificialmente. 

A ~CNICA FUNDAM.EmAL DE PERI'URBAÇÃO DE PARÂMETROS EM EQ!Jl\ÇÕES DIFERENCIAIS 

Consideremos a equação diferencial ordinária não-linear e 

não-h ornO<Jênea de ordem n, 
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lnl lln-l) 
ylx) +g

1 
\ ylx) 

ln-2) \ ( .I 
y(x), ... rY 1 (xl ,y{x) ,x}+ ... rgn-l\Y 1 (xl ,y(x) ,x)+gn(y{x) ,xj = v(x) 

ll.l) 

que por simplicidade reescrevemos como 

F (y) ~ v (x) I 1. 2 I 

onde F e um operador diferencial. 

Seja L um operador diferencial linear e 

Llyl ~v 11.3) 

-uma equaçao diferencial linear auxiliar de (1.2) e de mesma ordem, 

tal que é possível explicitarpor processos usuais a solução 

y ~ Tlvl. 

Podemos, então, escrever (1.2) nu forma 

Lly) + (F ly) - L ly)) ~ v. 

Definindo a nova função 

N lyl ~ Llyl - Fly) 
' 

escrevemos (1.5) coMo 

L(y) ~-::v+ N(y\. 

Introduz i Lt.'mos t:9ora 1-1m ·na r .l.mf.:-.tro , tal que 

L ( yl 

t,,,lO por (1.4) é 

y (x) 

V + FN (y). 

O, c.:t_unoE; na e(:ru<='<c:J.O (1.3) cuju 

T (v) __ v (x) . . o 

ll. 4 I 

(l. 5 I 

(1. 6) 

( l. 7 I 

ll. 8 I 

solu--

( l. 9 'i 
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Suponhamos que (l. H) tenha umu. solucâo na forma 

y(x) "" y (x} + 1:y 1 (x) + 
o ~ 

(l.lO) 

ou seja, tuna expansão em série de potências em torno de t = O com 

coeficientes yk(x) independentes de s . 

Desde que L seja linear e assumindo que N seja analítica,t_§!_ 

mos por (1.10) que 

+ ... 

e 

Substituindo (1.11) e (1.12) em (1. 7), temos 

+ ... =v+ cN(y) + o 

(l.ll) 

+ .•. ( 1.12) 

+ . . . . 

(l.l3) 

Comparando, agora, os coeficientes de cada potência de s t~emos 

o sistema de equaçoes 

L(y I 
o 

v (x) 

L (yl) ~ N (yo) 

L (y2) Nl (yo,yl) 

que e resolvido recursivament.e, pois .:-, determinação de yk (x) envo1 

ve conhecimento apenas de y (x} (0 < n < k-1). 
n 

Da primeira equarão obt.e.mos uma aproximação de grau 

const.ituindo parn (1.8) Uiila solução de aproximação linear, 

zero, 



o 
y (x) ~ y (x) ~ T (v (x)) . 

·o 

4 

11.15 I 

Da segunda equação, obtemos uma aproximação de grau um, 

1 
y(x) ~ y

0
(x) + sy

1
ixl = T(v(x)) + ET(N(T(v(x)))) (1.16) 

e assim por diante, até o grau de aproximação conveniente. 

A s~rie infinita (1.10), cujos coeficientes s~o determina 

C.os por (1.14) é chamada umrt solucão formal da equação (1.8). Paru 

se obter uma solução formal de (1. 7), basta fixar s = l. 

Num grande número de situações, este parâmetro ocorre natu-

ralmente 1 representando diversos parâmetros físic8s como o nWnero 

adimensional de Reynolds (R), em Mecânica dos Fluidos; a intensida 

de de um choquei constan·tes físicas como a constante de Planck (h) 

ou a amplitude de um termo forçante. Nestes casos podemos escrever 

a equaçao (1.1) perturbado na scquinte forma: 

( 
lnl (n-11 , 

F Y , y , ... ,y ,y,x, E) = 0, (1.17) 

com a condição de que F é uma equação diferencial linear de ordem 

"n" no limite quando E tende a zero. Essa linearidade limite é que 

possibilita realizar o processo de perturbação. 

Deste modo, em torno de t: = O, (1 .. 17) se escreve como 

I lnl , o) F\y , ... ,y ,y,x, + 3F ( (n) , ) c•--y , ... ,y,y,O 
ar 

s
2 a2

F 1. lnl , ) + -, --2\y , ... ,y ,y,O + 
2. êlt: 

= O (1.181 

f'; fácil ver que (1.18) e uma equação diferencial da forma 

L(y) - v(x) + EN(y) + E2M(y) + ... = 0 , (1.19) 
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onàe M é também ana.l:l ti c a. 

Sendo (1.19) uma equuçao equivalente a (1.8), seu procedi·-

menta de resolução é análogo. 

Convém ressaltar que, no que se refere a teoria de perturba 

ções,não existe infelizmente na literatura uma grande coleção de 

resultados rigorosamente estabelecidos. Existem muitos problemas em 

aberto, tais como: 

(l) condiçÕes necessárias e/ou suficientes para que a série infini 

ta de (1.10) convirja e realmente represente uma solução de (1.7) i 

(2) se as séries convergem, que estimativas da razão de conver-

gência podemos dar e que técnicas podemos usar para acelerar a con 

vergência; 

( 3) se o problema aprF;S(~nta naturalmente o parâmetro 2, como obter 

uma solução de (1. 8\ para grandes valores do parâmetro c? 

Quanto ao Último ítem, Yuan [2J em sua "Pesquisa sobre escoa 

menta .laminar permanente em canais com paredes porosas utilizou 

como solução de seu problema, a expansão em série de potências de-

senvolvida perto de l/R""" O, obtendo um resultado, para grandes va 

lares do parâmetro R, que mostrou ser melhor que outros métodos nu 

mé.z.-icos. 

Embora tfmhamos falado sornent:e ela aplicação do método a r-

quacÕes diferenciais ordinárias, na verdade, ele taniliém é aplicado 
- - -

em equações diferenciais parc1ais. Veja capítulo III' ítem 2.6. 

Maiores informações sobre essa teoria são encontradas nas 

referências [12} , [161 e 1171. 
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l " - rwrRODUÇA-0 A-S EnlTZ-\C:O-,,~S • L . !.~ 1 .., - GEH}\IS DO ESCOAMENTO 

Em qualquer escoamento de um fluido existem cinco varL'iveis 

básicas, isto é, três componentes de velocidade e duas componentes 

termodinâmicas. Assim,podemos exibir cinco equações básicas que 

descrevem o escoamento, 

(a) a equação da continuidade; 

(b) três equações de movimento; 

(c) a equação da energia. 

Existem dois pontos de vista pelos quais podemos usar o cam 

pode velocidade para se obter as equações. O ponto de vista Eule-

riano permite-nos observar o movimento das partículas em escoamen-

to que passam por uma posição fixa do espaço, enquanto o Langranqc:.0_ 

no segue uma partícula analisando seu comportamento individual. 

Fixando-nos ao primeiro pon·to de vista, o qual nos leva ;_ _J 

uso do método de Volume de Controle (fig. a), obtemos as seguintes 

equações integrais 

v i $_.?/_;:;:>" t-

f
~'~/ ~"-' .-----contorno 

~/ ~--.. <~ instante 
d , t I o SlS emano 1 

~I -,:~~ 

I'~ ./. ~/ -~~ dA 

t+At. 

' !'~ 
f-?~-~-- contorno do sistema no in~, 

tante t. 1 

- i fig.a - Sistema movendo-se a·traves de um Volul _, 
_______________ me --~-~-Con t:r:_~le~-~-~~--~-----~--_1 

(a) Equação da Continuidade: 

tf p'J_ dA 
a r I r rdv. (1.20) 

3t J J 
se v c 
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(b) EquaçÕes do Movimento : 

F + fff Bdv 
a 

fff Y,(pdv) + ~ '{(P'{ dA) • = -s at (1.21) 

v c v e se 

(c) Equaçã_o da Energia: 

dQ dW a 
fJf cpdv + ~ e .o V dA = H dt dt 

(l. 22) 

V e se 

onde D é a densidade do fluido; y_ é o vetor de velocidade; CA é a 

normal ex·terna à superfície de controle; v é o volume; VC é o volu 

me de controle fixo no espaço e limitado pela sup1:.>:rfície de contra 

le (SC); F é a força total de contatai; B é a fo:rça de campo tam­
-s 

bém chamada externa (como gravidade, campo magnético, etc.) por 

unidade de volume; Q é a quantidade de calor adicionado ao sistema; 

W é o trabalho realizado pelo sistema e "e" é a energia total as-

saciada à massa do sistema e compreende' três parb~s, e = U/m + 

+ v 2
;2 + gz, onde ué a energia interna associada ao comportamento 

molecular atômico, " v2/2'' - ' . - ' m e a energ~a c~net~ca e 11 mgz" é a ener-

gia potencial. 

A equação (1. 20), também chamada: Equação d·e Conservação de 

Massa, fisicamente quer dizer que "a vazão em massa para fora 

da se é igual ao decréscimo de massa no interior do VC na uni-

da de de tempo 11 
• 

A equação (1.21) fundamenta-se na segunda lei de Newton e 

diz que "o somatório das distribuições de ó ohç.a<'> de_ c. o VL-tato, agin-

' do sobre se, e de c.ampo agindo no fluido existente no interior do 

VC é igual ao somatório da,s tr.azõe.s da va!d.aç.éío da qu..an:U .. dade de mo 



c'ltll('nú', no interior do vc, e de r6.tuxo da qtuti't/Ldadc. d!' moui-me.ntrr, 

através da se". 

A equação (1.22) baseia-se na primeira lei da termodinâmica 

e estabelece que 11 a diferença entre a quan:ti_dade de ca-toJt adiciona 

do ao sistema e o trabalho to·tal realizado Delo mesmo, na unidade 

de tempo é iqual ã Jtaz~o de va~_[aç~o de CIIC!tgia a~mazenada no inte 

rior do VC mais o e.6€tnc di' cnc,~(i{a aJuJUtZCJu!d't no VC através da SC". 

A seguir, deduziremos as equações diferenciais do escoamen-

to a partir das eguaç5es integrais (1.20), (1.21) e (1.22). 

AS EQUAÇÕ~S DIFERENCIAIS DO ESCOAMENTO 

1. 2.1 - Equação da Continuidade 

Usando o Teorema da Divergência de Gauss, a equação (1.20), 

para um escoamento incompressível onde p é considerada constante , 

reduz-se a 

d
-.---·-----í 
lvY._=ül (1.23) 

Representado o campo de vclocidaC-ü V"" (u
1

,u 2 ,u
3

) na direção das coor­

denadas cartesianas (x1 ,x2 ,x3 ) 1 (1.23) se escreve 

au. au
1 

au 3u3 l + 2 + o = ax
3 

= ' ax. ax
1 

ax2 l 

(1.24) 

e em coordenadas cilÍndricas, 

G-: + dv ·~-r ___ l ___ 3w 

ldx_~~+v+r38 
= o ( l. 2 5 I 

onde o escoamento é representado pelo campo de velocidade V = (v ,w, u) 

nas direções de r, é1 e x respect.i vamente. 
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1. 2. 2 - Equaçc)=s do Movimento 

A equação (1.21), sob o regime de escoament.o imcompressível 

permanente com forças de campo desprezíveis reduz·-se a 

dA). (1.26) 

A equação (1.26) e uma equaçao vetorial. A:s equaçoes escala 

res componentes nas direções ortogonais x 1 ,x 2 ,x3 podem ser escri­

tas simplesmente tomando-se as componentes dos vetores V= (u
1

,u2,uj 

e F 
-s ~ ((Fs)x '(Fs)x '(F 1. )) • 

1 2 5 x3 

(F I 
s x. 

l. 

dA) 

Assim 

(i= 1,2,3) (1.27) 

Pelo Teorema da Divergência de Gauss (1.27) pode ser escrito como 

(Fs)x ~ fff \T 
l vc 

·'V(ru.)dv. 
l 

(i~ 1,2,3) (1.28) 

Apliquernos,agora, a forma integral (1.28) a um volume ele-

mentar (pequeno cubo de fluido de arestas dx
1

, dx2 e dx 3 ) e defini 

mos o Tensor de Tensões T. , para descrever as forças de 
l] 

contato 

"F " onde o primeiro índice caracteriza a face de atuação da ten-· s ' 

são, e o segundo indica a direção da tensão. 

o Tensor de Tensões pode ser escrito como 

I Tll Tl2 Tl3 ' 
T .. ~ T2l T22 T23 ' onde T .. ~ T .. 
l] l] Jl 

T_l T32 T33 I 
L j -' 



l " .v 

Com referência a "fig. b" (onde mostramos as forças na dire 

ção x
1

) e a equação (l. 28), podemos escrever o balanço da quantü10_ 

dG de movimento para a direção x
1

, como 

1 fig. b 

(Tlllx
1
+•x

1
- Tlllx

1
1 Ax2óx3 + (T2ll \ - T2ll I ' ' 11 x

2
+LX

2 
x

2 
uX

1
ux

3 
+ 

(1.291 

Se divi.dirmos (l. 29) por ;\x
1

t\x
2

,\x
3 

, tomarmos o lim.ite quando 

3T d'l' 12 a1·
13 

du, (l1J 1 3'\ll ll 
[ u 1 

... 
(l. lü I ---- + + = p + U, 

dx
2 

+ ~13 -,-1 
3xl ax2 dx

3 
3x

1 '- X] 

-Usando-se a convençao de soma de Eistein, escrevemos (l. 30) como 



Analogamente nas direções 

3T 2j 
= ax. 

J 

e 

3TJj 
Ox. 

J 

3u 1 
pu. -,­

J a X. 
J 

x2 e x3' 

au 
2 ou. 

J 3x. 
J 

)UJ 
Puj 3x. 

J 

ll 

(l.Jll 

temos 

ll. 32 I 

I 1. 3 3 I 

Usando- se a notação tensor-tal cartes ian2. escrevemos ( 1. 31) 1 ( 1. 32) 

e (1.33) como 

11.341 

1.2.3 -Equações de Navier-Stokes 

Estas equações descrevem o movimento de un fluido Newtonia-

no. Para um fluido Newtoniana o Tensor de Tensões é dado nor 

T .. =- p6 .. + 2uEl.J. 
l] l] 

ll. 351 

onde o Tensor de Tensões é dividido em duas parcEüas: pressão e de 

formaçâo E .. e o tensor simétrico de Deformaçiio dado por 
lJ 

() 1.1 • 

= l/21,/ + 
J 

I l. 36 I 

-p e a pressao; c)., e o Delta de Kronecker e "\.1 11 ":cepresenta a visco 
lJ 

sidade do fluido. 

-
Substituindo (1.35) e (1.36) em (1.34) ob-temos as equaçoes 

de Navier-Stokes na forma tensorial cartesiana para um escoamento 

permanente com forças externas desprezíveis: 



ou. . J 

au. 
" dx. 
J 

(i=l,2f3) 

2 -onde V e o operador de Laplace e e dado por 

v2 CJ2 ,z 2 a 
= (-"- + -7~ + --) 2 a 2 3x1 ax 2 .. x3 

Em coordenadas cilindricas (1.37) transforma-se em 

r dv + 'N dv + U dv W = 1 _?._E jv
----~~---

dr r 88 dx r p dr 

dW 
+ w dW + aw + vw __l__d_E 

+ [ v2
w + 2 dV v u = v 238 ar r a e 3x r pr de 

r 

v 8p + w dU 
+ 

au l ao + v\/2u - 38 u 3x = ' ar r p ax 
------

onde 

e r v = --
p 

e a viscosidade cinética. 

1. 2. 4 - Equação da Energia. 

12 

(1.37) 

- - ~ 1 , 
r 

_j 
(1.38) 

Para obtermos a equação diferencial de (1.22) façamos oba-

lanço da energia no VC. 

Seja q o vetor de fluxo de calor por condução e radiação 

de dentro para fora do VC. Assim o Fluxo Total de Calor 

pode ser expresso como 

;JQ -
dt 

se 
dA = 

(dQI no vc 
dt 

(1.39) 
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Quanto ao trabalho realizado pelo fluido no VC, podemos di-

vidí-lo em duas partes, em Reversível realizado pela pressão (p) 

na SC e IrreversÍvel pelas tensÕes de cisalhamento na SC. 

Então, em ·termos do Tensor de 'l'ensôes (1.35), o Trabalho To 

tal realizado pelo fluido no VC é 

dH = 
dt dA. 

J 
(1.40) 

Com o auxilio de ( l. 39) e ( 1. 40) e equaçao geral da energia 

(1.22) pode ser escrita como 

,~ ff I epdv + ~ ep'{ dA 

v c se 

+ JrJrJ q,' Cl.v 

v c 

u.'I' .. dA. + 
l l] J 

(l.4l) 

onde q' 1
' é a geraçao interna de calor por unidade de volume. 

Usando-se o Teorema da Divergência de Gaus:3 1 a equaç.3.o cons 

titutiva de Newton {1.35) e o fato de o volume v ser arbitrário, a 

equaçao (1.41) to~na-se 

êl (pe) 
dt 

+ V • { peu.) 
J 

- \J • q + q' t I - \J o 

(1.42) 

- -
Expandindo os termos e usando a equaçao da continuidade, a equaçao 

(1.42) restrita a um escoamento permanente e 

pe('V ·V)+ ruj 3 (e) ~-v. q - p(V 
~ 

J 
YJ - u . -ª-E_ + 

l 3x. 
l 

2 
"U o U + q• I I + "' o r'iv i •v 

(1.43) 



onde 

-soes 

.L4 

3u. 
·D = 2E ... __l e a íunção dissipação e é a taxa em que as te~ 

lJ 3x1 
de cisalharnento reaJi.zam trabalho .irreversível sobre o fluido. 

Tomando-se o produto escalar de V pela equação de movimento 

(1.37) f obtemos 

3 IV
2 
/2) 

=pu. " J tl X. 
J 

- u. 
]. 

!l.E_ + 
21x. 

]. 

I l. 44) 

que e a equaçao da energia mecânica. Considerando-se também que 

vz 
e = U + 

2 
, onde desprezamos a energia potencial f a equação (1.43) 

fica 

au 
+ pu. 

J 'Jx. 
J 

q - p(l7 V) + q 1" + cp • 11.45) 

Introduzj_ndo-sc,aqoro., a Lei de Fourier da condução de cil-

lor, q = - k'VT, onde k é a condutibilidade térmica constante,e ain 

da estabelecendo que dU C dT, podemos escrever (1.45) corno 
p 

+ o e I ç • \]_) ;=- p('V • V) + ki7
2

T + q 1 11 + ~ I 

onde C e o calor específico e T e a temperatura absoluta. 
p 

11.46) 

Para um fluido incornpressivel ('V • Y.._ = O) e desprezando-· se 

a geração interna de calor (q 1 11 = O) temos a seguinte equação da 

energia na forma tensorial cartesiana, 

11.47) 

onde 

2 l 
El2 + 2 1.,2 + 

'23 



onde 

Expandindo (1.47) em coordenadas cilíndricas, obtemos 

-~------

pC I v 
n 

~"JT 

3r + w 3T 
88+ 

+(! 
r 

3w 
38+ 

+ 3u) 2 + l (! 
dr 2 r 

'T 2 - J u ~X ] = k'V T + cp : 

3v 
38 

(1:_~ 
r 38 

1 ,­
-' 

(l. 48) 

Maiores detalhes sobre a redução dessas equações, bem come 

sua fundamentação teórica, nadem ser obtidos nas referências [71, 

rsJ , [9 I e [lO] . 



CAP!TULO II 

DISTRIBUIÇÃO DE TEMPERATURA EM UM ESCO.AlvlENTO DE UM FLUIDO 

NEWTONIANO ATRl\VÉS DE UM 'l'UBO CIL!NDRICO POROSO. 

2.1 - INTRODUÇÃO 

Muito já se tem i:r.vesttgado sobre escoamentos em tubos ou 

can<üs porosos. Berman íll, em 1953, iniciou o estudo sobre escoa-

menta laminar em canais com parc:.de.s porosas, obtendo o campo de \TC 

locidade pelo método de perturbações, para iRI < 1. Em 1956, 

[2] analisou o mesmo problema para 1
1
R I > l. 

Yuan 

Mais tarde, Bhatnagar [5] em 1963 extendeu o estudo a tubos 

cilíndricos porososr obtendo o camoo de velocidade para um escoa-

mento permanente de um fluido visco-elástico, tendo como caso nar-

ticular o fluido New·toniano, t.arnbém restrito ao parâmetro de Rey·~ 

nolds i R i < 1. 

Nossa preocupaçao agora, é estudar a distribuição de tempe-

ratura em um escoamento. Este estudo é motivado pela imnortância em 

refrigeração, transporte$, Órgãos artificiais à o corpo humano e p( _l 

quisas de laboratório. 

No presente capitulo buscamos informações sobre a distribui 

-çao de t.emperatura em UJTI escoamento de um fluido Newtoniana atra-

ves de um tubo cilÍndrico poroso. Para tal, necessitamos primeira-

mente conhecer o escoamento, isto é, obter as componentes da velo-

cidade que regem o escoamento. No final do caPÍtulo discutirerros os 

r e sul ta dos através de gráficos obtidos nela variação dos parâmetros 

físicos. 
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2.2- FORMULAÇÃO DO PROBLEMA. 

Consideremos um tubo cilÍndrico poroso de raio "a" com sue-

çao ou injeção de fluido na parede. Representemos o escoamento pe-

lo campo de velocidade V(v,w,u) na direção das coordenadas cilín-

dricas polares (r,8,x), onde r e a coordenada radj_al, x extende-se 

ao longo do eixo do cilindro e 8 e a coordenada angular. Assim, d§_ 

nominaremos v, w e u simplesmente de velocidade radial, transver-

sal e axial, respectivamente. 

As seguintes condições sao impostas ao escoamento: 

1) o fluido a ser usado no escoamento é o Newtoniana; 

2) prevalece o estado permanente do escoamento; 

3) o fluido é imcompressível; 

4) não existem forças externas agindo no fluído; 

5) o escoamento é laminar; 

6) o escoamento e bi-dimensional e axialmente simétrico; 

7) as part{culas de fluido em contato com a pared•= do tubo tem ve-

locidade axial nula e velocidade radial constante v · o' 

8) ao longo do eixo, a velocidade axial é finita e a radial nula. 

Devido à simetria axial, a coordenc.da ® não aparecerá em no~ 

so trabalho e pelo fato do escoamento ser bi-dimensional não consi 

derarernos a componente w de velocidade. Isso facilita o estudo do 

problema, pois podemos seccionar horizontalmente pelo meio o ciJin 

dro, fixando-nos c.ssim ao estudo de uma parte. 

Para a distribuição de temperatura assumimos que a parede 
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do t.ubo mantem-se a uma t.emperatura constante T
0 

e que ao longo do 

eixo seja finita, isto ~' 

T = T 
o em 

T finito em 

r = a 

r = O. 

2.3 - REDUÇÃO DAS EQUAÇÕES DO ESCOAMENTO. 

( 2 . l) 

De acordo com as condições imnostas ao problema e definindo 

o parâmetro não-dimensional 

! ~ (r/a) (Ü<\<1) ( 2 • 2) 

as equaçoes de continuidade (1.25) e de Navier-Stokes (1.38) redu-

zem-se a 

3 ' 8 [\ui . " [!v] o Jx -- (!)_ 
... 

a 

au v au l iE_+ a2 u l. a2
u ' au) " u + - v(-- + -y-

(L\ i 
+ 

2, 3x a 3\ p ax ax2 
a a . a\ 

e 

a v JV l ' a2 l a 1 a u +2 ~--- ar~ +v .f~ + -2- -1---- (\v)[}. 
h a 3\ ap dÀ , dx2 a 3\ \ 3\ 

As condiçÕes de contorno do problema sao 

u(x,l) =O 

(8u/H) \=O ~ O* 

v(x,l) = v 
o 

v(x,O) o . 

Introduzimos agora a função de corrente IJ!(x,\) defini_da por 

----·--

( 2 . 3) 

,(2.4) 

( 2 • 5) 

( 2. 6) 

(2.7) 

* foi verificado que esta condição eouivule a suoor cme (u,O) e finito. 
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v(x,À) = 
l 

- a\ 
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(2. 8) 

A função de corrente satisfaz identificamente a equaçao de conti-

nuidade (2. 3). Segundo Berman [1] , uma escolha conveniente ·oara a 

função de corrente é 

Então as componentes da velocidade (2.7) e (2.8) ,sao dadas por 

u = 
a2\ 

1 
g(x) ~· (\) (2.10) 

e 

v=a~g'(x)m(\) (2 .ll) 

Usando-se (2.10), (2.11) e a condição v(x,l) = v
0 

encontramos 

g lxl = - av x 1 , 
o 

onde u e a velocidade média axial em x = O dada por 
o 

1 

u = 2 [ \u(O,\Id\ 
o i 

o 

Substituindo (2.12) em (2.9), (2.10) e {2.11) obtemos 

2-

e 

onde 

a u 
,,(x,\) =(---2º-

u(x,À) 
u 

o = (·--
2 

12 .121 

12 .13 I 

( 2 .14 I 

(2.151 

(2.16) 
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I 2. l 7 I 

1 
0 I l I 1 r 

w ( \) ' tui(t)dt -
À 4! ( 1) 

·-
l J 

12.181 

o 

Nas equaçoes acirna, l;.l(À.) e uma função do parâmetro de distância .\, 

ainda a ser determinada. Notemos também que desde que a velocidade 

de sucção v 
0 

é ·tomada constante 1 a componente radial de velocidade 

torna-se somente função de À. 

Substituindo as componentes da velocidade (2.15) e (2.16) 

nas e.guações de Navier-Stokes (2.4) e (2.5), obtemos 

e 

1 

p 

l 

p 

u 
~ 1_<2 

2 
~ v 

o 

2 

v 
WW' -

a 

\i ( n 
a 2 O.l 

- Wl I 

+ w '-I I 
) 

onde os traqos denotam a m:·chm à.J. derivada com respeito a )_. 

Derivando a equação (2.19) com respeito a À e a 

(2.20) com respeito a x e cornnarando-as obtemos 

X vo 
v '[ o' (J.\n - o ' 

a a 

I 2. 19 I 

( 2. 2 [)I 

. 
equacao 

(2. 2ll 

isto - - -e, reduzimos a equaçao de continuidade e as duas equaçoes de 

Navier-Stokes a uma única equação diferencial a duas variáveis. Po 

rém, observemos que se a equaçao {2.21) é satisfeita para todo x, 

então 
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~,--~ ---- ---~ 
I R(2!,11Jl

1 
Í'J0J

11
- t\11

!,j
1

) +- ( (J '' 1 
l + - w" 
\ 

Ü) 'I ) :;;: o I 2. 2 2) 

onde R "" a v 
0
/v é o numero adimensional de Reynold!; de entrada ver­

tical, o qual será responsável pela injeção ou sucção de fluido p~ 

los poros da parede do cilindro. 

Reduzimos, assim, o problema a uma equaçao diferencial ardi 

nária não-linear de terceira arde~. 

De ( 2 .15) e ( 2 .16) sob as condições de con-torno (2. 6) , ob-te 

mos as seguintes condições para as funções w e W: 

wll) -- w' (O) ~O I 2. 2 3 l 

WIO) ~O, W(l) ~ l. I 2. 2 4 l 

2. 4 - SOLUÇ.i\0 DAS EQUAÇÕES DO ESCOAMENTO. 

Se considerarmos a forma limitante de (2.22) quando R tende 

a zero, temos uma simples equação homogênea de terceira ordem não-

linear, 

CJ" '(),) + (1/\) w"l\)- (l/\
2
lw' ())~O, ( 2. 2 5) 

cuja solução IJ.i(\), sujeita às condições (2.23), descreve o bem co-

nhecido escoamento de Poi seuille em um tubo cilÍndrico. 

Podemos então, estudar os desvios do escoamento de Pois .euil 

le pelo método clássico de perturbações, onde o número de Reynolds 

R é usado como o parâmetro de perturbação. Assim a solução w(À) a 

ser obtida será válida para valores de R suficientemente pequenos .. 

Expandimos, portanto, as funções w e W na forma: 
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w [lI~ w r À 1 o + Rw
1 

[ li + R
2

cc
2

[ À] + n ... + R (L) 
n 

[ lI + . .. (2.26) 

e 

W[l]~W[l] + RW
1 

[ lI + R2W
2

[ l] + ... + RnW [À] + . .. o n 
(2. 27) 

onde, po.r (2 .18) • 
À 

w (),I l 

f tw [ti dt ~ 

n À n 
(2.28) 

o 

. 
sao consideradas indenendentes de R. 

Sub3tituindo-se (2.26) e (2.27) em (2.22) e comparando os 

coeficientes das várias potências de R, obtemos o conjunto de equ~ 

. 
çoes: 

w'' ' + 1 
t.ü" 

l 
!J.j' o - -

o 
À 

o À2 o 

i 1 1 1 ' + l w'' l w' w ül" 2w w _), 1 -
-:2 

-
À 

l l o o o o .. 

I I! f 

"'2 
l " +-h\ 

"2 
À 

e assim po~ diante. 

As condiçÕes a serem satisfeitas por w e W 
n n 

w'(O)=O 
n 

(n ~ 0,1,2, ... ) 

w (l) = l 
o 

w (l) ~ o 
n 

(n = 1,2, ... ) 

Integrando três vezes sucessivamente -a equaçao 

(2. 2 9) 

( 2. 3 o I 

(2. 31) 

-sao 

(2.32) 

(2. 33) 

(2. 29) em re 

lação a ~ e atender. do às condir;ões ( 2. 32) e ( 2. 3 3) obtemos unica ·-

mente, 
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w I À I 
o 
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2 
= - 4 IÀ - l) I 2 o 3 4 I 

w l/,1 = - À l\
2 

- 21 o (2o35) 
o 

Com o auxílio de (2.34) e (2.35), repetimos o procedimento para 

(2.30), donde resulta unicamente 

12 o 36 I 

e 

\ - I 2 o 3 7 I 

Substituindo (2.34), (2.35), (2.36) e (2.37) em {2.31) e repetindo 

o processo resulta 

w21\l 
83 38 )2 + ll )4 l )6 l 

= - + 
1350 135 36 9 36 

e 

w2 I/I 
83 

). 
19 )3 ll \5 l )7 = - + -

2700 270 216 72 

Assim obtemos os graus de -aproximaçao 

l. aproximação de grau zero 

o 
IJ) ( \) 

2 
= - 4 I\ - 11 

2 
=-)1) -2) 

)8 l )10 l2o38l -
4 50 

+ 1 ),9 1 )ll -
360 5400 

(2. 39 I 

da solução de I 2 o 22 I : 

I 2 o 40 I 

12 o 411 



2. aproxi.mação de grau um: 

3. aproximação de qrau dois: 

l 7 
36 .\ ) ; 

2 83 38 2 ll 4 l 6 l 8 l 10 
+ R I 1350 - 135 \ + 36 \ - 9 \ + 36 \ - 450 \ ) 

24 

(2.42) 

(2. 44) 

+ R2( 278030 ) - .12_ \3 + .J:.L \5 - 1 \7 + 1 \9 1 ) 11 ) 
• 270 216 A 7i 360 - 5400 • 

(2.45) 

Substituindo (2.44) e (2.45) em (2.15) e (2.16) obtemos as campo-

nentes da velocidade na forma adimensional 

(2. 46) 



25 

~ À ( 2 )2 I+ R(.Jc À 
1 )3 + 1 Às 1 À 

7 
I ~ - - -

}E~ 9 4 6 v o 

2 83 19 )3 ll o 5 1 À7 1 09 1 ,11} + R {2700 À - 270 + ' + 360 
,, -216 72 5400 

(2.471 

onde NRe au
0
/v e o numero de Reynolds de entrada horizontal. 

2.5 - REDUÇÃO DA EQUAÇÃO DA ENERGIA 

Atendendo as condições impostas ao problema, descritas no 

item 2.2, a equação da energia (1.48) torna-se 

onde 

+ 2w 

_l_'!'_ + 
r8r 

com as condiçÕes de contorno (2.1). 

1'-'1 
2 + 

r 
( du + 
ar 

(2.481 

Fazendo agora T, u, v, x e r adirnensionais nelas relaç6es, 

T/T - u/:;;:o 
- v/v T ~ u ' v ~ 

o o 

À ~ r/a e X ~ x/a (2. 49 I 

a equaçao (2. 481 e escrita como 
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-
a (RV 

JT 
+NHeU 31' v2T -) = + 

a), dX 

? 

{ -ª.Y.) 2 L(~)z (a ü) 2 1 1aul2J 
R-

+ 2oE[ --
2
- + + + 

NRe 
dÀ NRe 2 

À ax 2 3) 
(2.50) 

onde 

() = 
"c _____e e o numero adim~:nsional de Prandtl 

k 

~2 

u 
E 

o ·- e o numero adimensional de Eckert. 
Cp . T 

o 

e 

Subst.ituindo - -u e v, dados por (2.46) e (2.47), em ( 2. s o) 

e desprezando os coeficientes das potênc~as de R maiores que dois 

(com efeito, isto é válido, pois estamos interessados para IRI <1), 

obtemos: 

2 --
" T -o[Rg1 il) 

4x 
NR e 

4 lxl 2 
+ 

NRe
2 

4x 
NRe 

(2. 51) 
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onde 

gl (1) À (2 ).2) I 

g2 ( l) À(-!c 1 )2 + l l4 l 
À 

6
) 1 = -

9 4 6 36 

g 3 (À) 2 ( 1 - À 2) , 

g4(À) 
2 À2 )4 2 6 = 9 - + À 

9 

g5 ( n 83 38 ,2 +li 14 l 16 l )8 l ), lO = -
135 

A 9 + 36 --
450 ' 1350 36 

g6 ()) = 8)2 

g7 (À) = 41 2 
(1 - 2À2 + .2_ 

3 
l 4) 

gB (À' NRe) 
439 40 À2 4À4 16 16 4 À 8) À 2 + = (270 - 9 + 9 + I5 

As condiçÕes de contorno da equaçao (2.51) -sao 

1 em 1 

T finito em :\ ="O, (2.52) 

onde T está em função de -
x e À. 

2. 6 - SOLUÇÃO DA E:QUAÇÃO DA ENERGIA 

Para obter a solução da equação (2.51) usemos o Método Clãs 

sico de Perturbações. 

Assim, expandimos a função T(X,\) na forma 

2- - n- -
,À) +R T

2
(x,l) + .•. +R Tn(x,))+ •.• , (2.53) 

onde T(X,\) é independente de R. 

Substituindo (2.53) em (2.51) e comoarandc os coeficientes 

das várias potências de R, obtemos o conjunto de equações: 



(i) -equaçao de aproximaçcw de ordem zero: 

- oNRe 9 3 

'J'l' 
o 

(ii) equaçao de aproximação de ordem doi.s: 

8T 
l 

3T 
= ogl o + 

3À 
(
NRe a--

2 

4x 
- 2oE(a - g

6
) 

'"'7 NRe 

(iii) equação de aproximaçao de ordem três: 

+ o(NRe g -2- 4-

e assim por diante,, 

+ ug 
·2 

3T 
o 

d\ 

_ aT 
1 2xg

3
)-_- -- 2oE(g

8 
dx 

+ 0 ( J'~Re_ 
2 

3T 
o 

q -·5 

4 (xl 2 
+ o 

NReL 

28 

(2.54) 

(2.55) 

-
3T 

- o xg )--
4 dX 

De (2.52) as condições para a função Tn(X,À) sao descritas 

do seguinte modo: 

l para n - O 

o para n 1,2,3, ... 

finito para qualquer n = 0,1,2, ... (2. 57) 

Claramente, as equaçoes (2.54) 1 (2.55) e {2.56) apresentam 

as funcões de X somente na forma polinomial inteira. Assim, para 

qualquer n suficientemente grande, podemos assumir que: 



onde 

-
T (1) 1 

o o 

- 2-+ (x) T.
2

(\) + ... + 
1 . 

(i= 0,1,2) 

T1n(1) =O para n = 1,2,3 ... 

-
T. (O) 

1n 
finito para todo i,n. 

-

29 

n-
(x) T. O.) 

1n 

( 2. 58) 

(2.59) 

A série (2.58) e vâlida oara todo x E IR pois, na resolu-

çao das referidas equações, mostraremos que para cada i E {0,1,2} 

existe N. E rn 
1 

tal que 
-
Tik (À) :: O,para todo ir.teiro 

2.6.1 - SOLUÇÃO DA EQUACÃO (2.54) 

k > N .. 
1 

Substituindo (2.58), onde i= O e n .::__ 2, e.m (2.54) e campa--

rando os coeficientes de X de mesma ~otência, obtemos o sistema: 

1 -T" + T' - 1JNReg 
3 

T + 2T - 2 crEg 
6 

( 2. 6 o) 
00 1 00 o1 o2 

" 1 -
To1 + T' 2c:NReg

3
T

02 
+ 6T = o 

1 ol o3 

(2. 61) 

T-, +1T-, -NR T-
1 ' l no ~ g3 on- A on- __ on = o 

T 11 + l T 1 

on À on = o . 
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Devido as condiqôcs (2.59), todas as equações do conjunto 

(2.61) reduzem-se recursivamente à forma: 

T" + l 'r• =o 
ok ), ok (k=l,2, ... ,n) 

cuja solução Úni.ca e a solução trivial, ist.o e 

T~k(\) =O para todo k = 1,2, ... ,n. 

Por conseguinte, a equaçao (2.60) torna-se 

T" 
00 

+ l 
I 

-T' 
00 

que, 

(2.621 

( 2. 63 I 

sob as condições (2.59), apresenta como solução única a funcão 

onde 

T (\I ~ aEp (),I + l , 
00 -o 

4 
pi\1=1-À. 

o 

( 2. 64 I 

Assim, por (2.58), temos corno solução da equação (2.54) a 

função independente de -x. 

(2. 65 I 

2.6.2 -SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO (2.551 

Substituindo-se (2.58) em (2.55), onde i= 1 e n ~ 3, obte-

mos da comparação dos coeficientes de X de mesma notência: 

l -T" -+ T' 10 ' ), 10 
4 6 + 3 (4-3al ). I ; 

I 2. 6 6 I 



e 

-
T" 
ll 

-

+ l 
À 

T" 
ln-1 + 

T" + l 
ln À 

-
Til - 2oNReg 3T 12 + 

l -
T' - noNReg

3
T

111 À ln-1 

T' ln 

~ 

~ 

BaE 
NRe 

o 

o 

o 

31 

12.67 I 

. (2. 681 

Analogamente ao que ocorreu com a resolução da ec:tttação ( 2. 54), 

todas as equações do conjunto ( 2. 6 8) reduzem-se re~cursi vamente a 

forma 

T" + l :J'•' = 
lk \ lk O, onde agora k = 2, 3, ... , n. 

Dai, sob as condiçÕes (2.59), obtemos unicamente T
1
k0) -O, para 

todo k = 2,3, ... ,n. 

-
Assim a equaçao (2.67) reduz-se a 

-T" 
ll 

BaE 
NRe 

cuja solução única, obtida por duas integrações sucessivas e res-

peitadas as condições (2.59), e 

4aE P OI 
NRe o 

12. 6 9 I 

Por sua vez, a equaçEio (2.66), com o auxilio de (2.69) reduz-se a: 

T" + l 
lO À 

- 2 4 Tio=- BoE la+ll-all - 21 + 2 a 6 1-+-·ll] 3 2 

cuja solução, obtida de maneira análoga a anterior, e 

I 2 . 70 I 



onde 

·~ 

T 10 0,) ~ crEpl (a,\) 

5 
36 

25 + - c< 
10 

2 - 2o). + 4 
+ 9 

32 

I 2. 7ll 

a. , 8 
16) A 

Finulmente, substituindo {2.69) e (2.71) em (2.58), obtemos 

a sol1..1.ção da equaç~lo (2. 55 l: 

:-----··---·--------'"··--·-~- .. ··--------, 

oE[p1(a,!c) - __ 4X P ('•)] ~· 
NRe o 

2.6.3- SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO (2.561 

Conhecidas as funções 'I' 
o e 

--··--·---

-
T

1
, substituímos (2.59) 

( 2. 72) 

em 

(2.56), onde i= 2 e n > 4. Comparando-se,daí, os coeficientes de 

X de mesma potência encontramos o sistema de equações: 

T" 
21 + 

-
T" 22 + 

-
T" + 

23 

·r~~ + 
2n 

onde 

1 ~ 

T21 2aNReg
3

T
22 + 6T23 À 

l -
T:b 3oNReg

3
T 23 + l2T24 À 

1 -
T23 4uNReg 3T

24 + 20T 25 À 

l ~ 

+-TI 
\ 2n-l -· ncrNReg

3
T

2
n 

1 -
T' 

À 2n o 

-l6oE 
h

2 
(a,),) NR e 

-64oE 2 
À ~ 

NR e 2 

.. 
~ o 

12.731 

I 2. 7 4 I 

12. 75) 

I 2. 76 I 
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1 

(NRe,o,À) (__l_l_ + ~I + I 439 24 
~ --2 

NRe
2 

9 540 NRe 

3 202)\4 
2 

(2 61 "--1\6 (-+ -a- + - 36 o + + 2 2 

2 o 
+ I 15 - 12 

e 

8 
9 

a + 2o
2

11
2 (-~ + - + 

2 

2 + a 
3 

2 
"--1110 

8 

9 

2 
Q:rl ),8 + + 

33 

13 + 
NRe

2 

Repetindo o processo anterior de resolução e obedecendo as 

condiçÕes (2.59} obtemos as seguintes funções: 

T 2k I À I - o ; para todo k > 3 (2.771 

- 4oE 0 (I) T 22 I\ I = ; (2.78) 
NRe2 - 0 

T21 (À) 
4oE 

p
1 

lo,U I 2. 79 I ~ 

NRe 

e T20 (À) = OEp2 (NRe,a,À) (2.80) 

onde p
2 

(NRe, a, À) 
83 1603 + 10753 

+ 
2581 2 

= . + o o 
9NRe 

2 
32400 43200 1200 

(_l4__ 7 25 2 2 439 6 7 41 
o

2 
I I 

4 +- o + a)\ + (- --+ 
NRe

2 + o + 
NRe

2 
18 8 2160 36 32 

(~ ll 1 1 2 I , 6 1 7 1 02) À 8 + o - - (- + a -
2 o . 

81 9NRc 18 3 8 576 32 

8 7 1 02)110 1 _o_
1 1

12 + 1225 + 45õ a -
200 127o + 432 
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Agora, substituindo (2.77), í2.78), (2.79) e (2.80) em (2.58), ob-

ternos a solução da equação (2. Só) : 

( 2. 81 I 

Finalmente, podemos exibir a função que rege a distribuição 

de temperatura substituindo (2.65), (2.72) e (2.81) em (2.53): 

+ l 

(2.821 

Este resultado serve somente para IRI < l. Valores pos.i.ti-

vos de R (ou v
0

) representam sucção, enquanto que seus valores 

negativos representam injeqão na parede. 

2. 7 - DISCUSSÃO D'JS f.;ESULTADOS 

Pode-se ver de (2.82) que a função que reç:m a distribuição 

de temperat·ura num escoamento laminar permanente de um fluido 

Newtoniana através de tUTI tubo cilíndrico poroso depende das dis-

tâncias radial e axial. 

Na ausência do escoamento vertical, isto é., R "" O, a função 

distribuição de temperatura (2.82) é dada por 

T(x,I,J = oEp
0

(Ã) + 1 (2.831 

a qual descreve a distribuição de temperatura num escoamento de 

Poiseuille para um tubo cilíndrico não-poroso. 

De {2.83) VE:~mos qm~ na ausência do escoamento vertical a 

função distribuição de tCIUf_X'rat.ura deoende sorrentc da distância radial. 
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Conforme a figura l, seus perfis de temperatura sao parabólicos a-

chatados no centro do tubo tomando quase sua forma tubular e for-

mando junto à parede uma leve camada térmica. A temperatura máxima 

ocorre no centro do tubo e é dada por 

T(!'o,o) 
a 
T 

o 
oE + 1 • (2. 84 I 

A função ( 2. 84) e uma função constante e depende somente dos 

parâmetros físicos adimensionais de Prand·tl e Eckert. 

Para efeito de ilustração gráfica , tomemos a agua como 

um caso particular de um fluido Newtoniana. Nestes casos, o número 

de Prandtl varia de acordo com a tabela fornecida por Schlichting 

[6] • 

SUBSTÂNCIA GRAUS CENTÍGRADOS NÚMERO PRANDTL 

Âgua 20°C l 7.03 

Âgua 40°C I 4 .. 35 
I 

Ji.gua 60°C 3 ., Ol 1 (2.85) 

1\gua 80°C 2.22 

Água l00°C l. 75 

Para o numero de Reynolds (NRe) de en-trada horizontal fixe-

mos NRe = 1000, ou seja, uma intensidade suficien·te para caracteri 

zar o sentido do escoamento. 

A variação do número de Eckert, E, como mos·tra a figura 3, 

é diretamente proporcional ao aumento de temperatura. Além disso , 
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a variação e uniforme. Portanto, na maioria dos casos fixaremos es 

se numero em E = 2. 

A variação de Prandtl também é diretamente proporcional ao 

aumento de temperatura, no entanto so e uniforme no escoamento de 

Poiseuille (figura 1) , enquanto que num escoamento com sucção (fi­

gura 2) a temperatura máxima dos nerfis é bem maior e perdem suas 

formas parabólicas achatadas. 

Na figura 4 mostramos os efeitos da variação do numero de 

Reynolds vertical,R,no inicio do escoamento, x/a= 5. Neste gráfi­

co vemos que todos os perfis são parabólicos exceto no caso de pe­

quena injeção (R 0.1). Observamos ainda que 'I' é maior nos casos 

de sucçao do que nos casos de injeção da mesma intensidade. Agora, 

se considerarmos um escoamento pouco mais adiantado (figura 5) , t~ 

remos um pequeno decréscimo da distribuição de temperatura. Esse 

fenômeno fica mais evi.dente na figura SA, onde consideramos um es­

coamento bem desenvolvido, x/a = 1300. Nesta distância axial, como 

vemos,os perfis, no caso dt;! injeção, já perderam completamente sua 

forma parabólica. 

Nas figuras 6 e 6A fazemos uma comoaraçao entre sucçao e in 

jeção de mesma intensidade nos diferentes estágios do escoamento. 

No caso da sucção (figura 6) vemos que a distribuição de tem 

peratura é inversamente proporcional à variação da distância axial 

(x/a}. Mas, mesmo assim nao perde sua forma narabÕlica, tendo máx! 

mo em Ã = O. Já no caso de injeção (figura 6A) a distribuição de 

temperatura e diretamente nronorcional à distância axial, porem, 

perde sua forma parabólica a partir de uma certa distância axial e 
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a temperatura máxima ocorre próximo à parede do tubo, formando por 

conseguinte, uma acentuada camada térmica. 

Nas figuras 7 e 8 diminuímos a intensidade de sucçao e inj§_ 

çao. A figura 7 mostra que a Perda da forma oarabólica dos oerfis 

ocorre a urna distância axial bem menor do que ocorreu na figura 6A. 

A figura 6 mostra que a temperatura máxima, no início do escoarnen-

to, é bem maior que na figura 8, porém decresce mais ranidamente a 

medida que a distância axial aumenta. 

E interessante fazer uma comparaçao entre os gráficos 6A e 

7. Vemos pela figura 7 que, para o caso de pequenas injeções, -0.1 

2 R < O, os perfis desde o início do escoamento já possuem a forma 

não-parabólicas com pontos máximos próximos da parede do tubo. En-

quanto que, para o caso de injeção um oouco maior, R~ -0.3r como 

mostra a figura 6A, os perfis só deixam de ter forma pa.rat:ólica quan 

do o escoamento é bem desenvolvido, por 

damente. 

)' exemplo, -~ > -- a 800, aproxim~ 

Como complemento as figuras 6, 6A, 7 e 8 temos as figuras 9, 

lO e 11 onde analisamos o comportamento da temperatura sobre O ei-

xo do cilindro. 

A função distribuição de temperatura, neste caso,é dada: oor 

T(x,O) ~ oE{(1) +R[~+ 
36 

25 

16 

+ R2[ ( 83 
+ 

1603 

9NRe
2 32400 

+ 

a - 4X 1 
NRe 

10573 a + 
43200 

<-"- 25 -
4(_í(_)2} + a) 

){ + + 1 
9 4 NR e NRe 

2581 02)] 
1200 

(2. 86) 
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-
A figura 9 mostra que, nos casos de sucçao, a temperatura decresce 

para zero a medida que a distância axial aumenta. Isto é cornpatí -

vel pois, havendo sucção de fluido oela oarede do tubo é natural 

que a partir de uma certa distância axial não haverá mais fluido 

no cilindro. No caso em guc não há sucção e nem injeçao (R = O) , a 

distribuição da temperatura mantem-se constante. Nos casos de in-

jeção, se for: de pequena intensidade os perfis crescem lentamente 

(quase linearmente), porém, se aumentarmos um pouco a intensidade, 

os perfis decrescem um pouco no início para depois cresce:r:·em quase 

exponencialmente. 

Na figura lO, aumentamos o numero de Prandtl para 4 e verifi:_ 

camas que os efeitos rGtratados na figura anterior ficam bem de-

finidos a L~a distância axial maior. Este fato é bem ilustrado pe~ 

la figura 11, onde consideramos uma pequena sucção (R~ 0.1) e va-

riamos o número de Prandtl. A distribuição de ternneratura decresce 

quase linearmente, sendo mais abrupta para os números de Prandtl 

maiores. 
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CAPITULO III 

DISTRIBUIÇÃO DE TEMPEPERATURA EM UM ESCOAMENTO DE UM PLUIDO 

NEWTONIANO ATRAVÉS DE UM TUBO ANELADO COM PARADES POROSAS . 

3.1 - INTRODUÇÃO. 

A pesquisa desenvolvida neste capítulo visa dar continuida­

de ao estudo do comportamento da temperatura em tubos porosos. Co~ 

sideramos aqui um escoamento anelar, isto e, um escoamento limita­

do por duas paredes porosas de dois tubos cilíndricos concêntricos. 

Sobre esse tipo de problema, Berman [ 4] em 1958, sob certas 

restrições aplicadas à componente radial de velocidade do escoame~ 

to, obteve uma solução exata das equaçÕes de Navier-Stokes. Mais 

tarde em 1963, Bhatnaqar [5] generalizou o problema para fluidos 

visco-elãticos e obteve as componentes de velocidade através de méto­

do clássico de perturbações. 

O propósito do presente capítulo é extender esse estudo ao 

problema da distribuição de temperatura de um escomaneto laminar 

permanente de fluidos Newtonianos entre dois tubos cilÍndricos coa 

xiais porosos. 

Aqui, obtemos uma solução exata para a equação da energia 

O comportamento dessa solução é analisado graficamente no final do 

capitulo. 

3.2 - FORNULAÇÃO DO PROBLENA. 

Consideremos dois tubos cilindricos concêntricos infinitos 
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com paredes porosas de raios 'u' e 'b' (a> b). 

Denominemos simplesnlente de r o segmento dE:!. raio que varia 

de 'b' a ' a' ( b < r < a) . 

Usemos a mesma notação do capitulo anterior para o campo de 

velocidade. 

Assumimos que a razao de injeção de fluido em uma parede e 

igual à razão de sucção de fluido noutra parede. Esta condição e 

satisfeita se 

ava ( 3 . l) 

onde vb e va sao as velocidades radiais dos tubos menor e maior 

respectivamente, isto é, 

em r a 
v(d 

em r = b ( 3 • 2) 

Além disso, o escoamento obedece às seguintes condiçÕes: 

1) o fluido é Newton i ano üncompressível; 

2) o escoamento é laminar permanente; 

3) não existe forças externas agindo no fluido; 

4) o escoamento é bi~dimensional; 

5) as partículas de fluido em contato com as paredes dos tubos tem 

velocidade axial nula. 

Para a distribuição de temperatura, assumi·mos que as pare-

des maior e menor dos tubos, mantem-se, durante o escoamento,a tem 

peraturas constantes T1 e T
2 

respectivamente. 
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3.3 - REDUÇÃO DAS EQUAÇÕES DO ESCOAMENTO. 

Uma vez escolhido o sistema de coordenadas cilíndricas, com 

o eixo dos x extendendo-se ao longo do eixo comum aos cilindros,as 

equaçoes de continuidade e de Navier-Stokes sao iguais a (2.3), (2.4) 

e (2.5), com ressalva de que o parâmetro 

extensâo e ê dado por 

onde b ; = 
a 

~<\<1, 

:\ = r 
a 

e agora de menor 

( 3 • 3 I 

Devtdo a restrição (3.1) para o escoamento vertical, a com-

ponente axial de velocidade, u, não depende de x. 

Em vista disso, as equacões (2.3), (2.4) e (2.5) reduzem-se 

a: 

o ( 3. 4 I 

v du ~ llE + ( 3. sI 
a d\ p 3x 

e 

3v + v 8v l ...'.E + 8
2

v 
u ~ - --· v --2 

3x a dÀ ap 8À 3x 
( 3 • 6 I 

sujeitas - condições de contorno. as 

v em À ~ l 
a 

v ~ 

vb em À ~ ( ( 3. 7 I 

e 

u(ll ·- u ((i ~ o ( 3. 81 
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3.4 - SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES DO ESCOAMENTO. 

De (3.4) e (3.7) segue-se que 

,-----------------I 
' v ' a 
lv(!)~--. I 

\ 
L--·-----··------~··--1 

I 3. 9 l 

Assim, a componente 1~adial de velocicladc taml:krn inde?ende da distân-

cia axial. 

Portanto, as equaçõe.s (3.5) e (3.6), com o auxílio de (3.9) 1 

passam a ser 

2 
-ª-E d

2
u l du a (R l) ~ --0 -

\1 ax d\. À d\ 
(3.10) 

e 2 
ao v 

a = 
a\ \3 

(3.11) 

a v 
onde R 

a 
agora = 

'J 

Por (3.11) temos que 

.2 
J D __ ____,~,__._ -- o . I 3.121 

0xd\ 

Assim, se fizermos 

2 ao a c - = o 

" Clx 
const,, I 3 .l3l 

a equaçao (3.10) reduz-se a wna equaçao diferencial ordinária li­

near não-homogênea de 2§ ordem: 

u"ln- f u'(\)(R -ll --c. I 3 .14 l 



Integrando-se (3.14) com respeito a À, obtemos 

UI (À) - Ru(\1-·c 
À 2 

À + 
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(3.151 

-· A equaçao (3.15) configura-se a uma Equaçao Diferencial Linear de 

Cauchy de 1~ ordem que, segundo seu método de resolução e respeit~ 

das as condições (3.8), tem como solução Única: 

u (À I = 
c ( 3 .16 I 

2 (2-RI 

As :~oluções (3.9) e (3.16) identificam-se com as de Berman [ 4]. 

3.5 - REDUÇÃO DA EQUAÇÃO DA ENERGIA. 

Para o problema em questão, em que as velocidades axial e 

radial independem de x, e por isso também a temperatura, a equação 

da energia (2.48) reduz-se a: 

dT 
2 l dTI K(d T 2~1[ (dv)2 (:":1 2 1 (dul 2] oC (v ~1 = + + + + -

· P dr dr
2 r dr 

dr dr r 2 

As condições de contorno para a equaçao (3.17) sao: 

em r = a 

T (r) 

r ""' b . 

Fazendo T, u, v e r adimensionais pelas relações, 

u = u/C e 

v = v/v 
a 

À = r/a (b < r < a) 

( 3. 171 

( 3 .18 I 

( 3 .19) 
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e substituindo-as em (3.17) 1 vem 

?-
dT cl-'l' 1 '1T 

r;Rv 1-·- + s.~-) -
d\ d/2 !. d;\ 

aEI 2 (~I 2 ldvl 2 + 2(~1
2 (:é) 2 + 1

au:
1

2
1 ( 3. 20 I 

NRe d.\ NR e \ d\ 

aC/v Cpll/k 
2 

onde agora NRe ~ a ~ e E -- C /Cp(T1-T 2 i sa.o os nu ' 
meros aG.ünensionais de Reynolds para o escoe..mento horizontal, 

Prandtl e Eckert respectivamente. 

-· Substituindo (3.9) e (3.16) e~ (3.20) encontramos a equaçao 

diferencial linear: ordinária de 2~ ordem: 

I 1-0R) 

\ 
T'= - aE { (_22'._ I 2 

NReÀ 

com as condições de contorno 

r l 

i 
em 

T (À) -
o em i 

~ 

+ I --"1-12\ -
2 (2-R) 

). ~ l 

\ --- '· 

3 -.o - SOLUÇÃO DA EQUACÃO DA ENERGIA. 

-,R-1)] 2\ 13 "'' 1\ -' , • ~-.~.! 

13.22) 

-Primeiramente, podemos reduzir a equaçao { 3. 21) a uma equa·-

a çao diferencial linear de Cauchy de 1- ordem: 

c r 
T• _ aR T = __1. _ aE J { (___1B_)2 + 

À À À NRe\ 

I 3. 2 3 I 
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onde c
1 

é uma constante a ser determinada nelas condições (3.22). 

onde 

Assim fica fácil encontrar a solução geral de (3.23): 

(aR+21NRe
2 

l 
2 

4 (4-aRI (2-RI 

(2-RI 2 (R+21 ll-éRI (R-oR+21 

2 R 2 s 12-RI ll-s I 12-ol 

e c
2 

é também uma constante a ser determinada. 

12.24 I 

Finalmente, sob as condições ( 3. 22) , a função que rege a 

distribuição de temperatura no escoamento anelar é escrita como 

I 3. 25 I 

onde 

e 



_
0 11 _caR+2

1 1 - ,, 
1-------- + 

r,2 
r ,_(JR 

::X 2 \ l, 
4 - ( -I - R+2 

-·E,)+ 

- E;,2R) + E_.aR ] • 
o E 
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Aqui, valores r::osit.ivos de R (ou v a e vb) renresent.am sucçao na pare 

de externa e injeção na parede interna, enquanto que os valores n~ 

gativos de R representam sucção na parede internZL e injeção na pa-

rede externa do anelado. 

3.7- DISTRIBUIÇÃO MBDIA DE TEMPERATURA. 

:E; interessante saber que efeitos ocorrem quando variamos a 

-razao entre os raios dos cilindros. 

Esta análise fica facilitada se calcularmos a distribul_ção 

média de temperatura no intervalo [ 1:;,1]. 

Assim, pelo Teorema do Valor Médio generalizado, definimos 

a distribuição média de temoeratura no intervalo [ t;,,l] nela rela-

çao 
l 

=~f l-Ç 
~ 

!,T(\Id\ (3.26) 

Pode-se ver facilmente que 

2oE o (l-r 6 ) "3 ll-cR+41 
TM I a. ln (-

2 -
= 
~ + 
l-r, L 

6 R+4 2 (F:+ li 

( 3. 27) 
aR+2 2 
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3.8 - DISCUSSÃO DOS RESULTADOS. 

Estudemos agora o comportamento da função distribuição de 

temperatura dada por (3.25). Durante toda essa análise fixamos o 

número de Reynolds para o escoamento horizontal em NRe = 1000. Con 

sideremos primeiramente o caso particular dos cilindros de paredes 

nao porosas. Para i.sto, basta considerar a função ( 3. 25) na ausên-

cia de escoamento vertical, isto é, R = O. 

Tomando-se o limite de (3.25) quando R tende a zero,obtemos 

onde 

s1 = 
4 (1-1;

2
1 

lnç: 

2 ~lln~; 2(1-ç 2 1] 
82 

11-1; I [ 11- + 
= 

1ns
2 

83 = 
2(l-s

2
1

2 

2 
ln~ 

A função (3.28) depende somente da distância radial e seu perfil é 

quase linear como mostram as figuras 12, 13, 14, 15 e 16. A varia-

ção dos parâmetros físicos de Prandtl e Eckert acarretam pequenas 

variações (quase insignificantes) em seus oerfis (figuras 12 e 13). 

Uma variação um pouco m~ior ocorre quando aumentamos ou di-

minuimos a razão do raio. Quanto menor a razão do raio (~=0.2,fiq. 

15) o perfil torna-se menos linear fazendo uma pe'ifuena saliênd -.,. 
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na direção da pa1~ede in terna. Enquanto que, quanto maior a 
~ 

ra'!ao 

u:==o.s, fig. 16) mais linear torna-se o perfil. 

Em slntese 1 podemos dizer que nurn escoan1ento anelar, sem 

sucção ou injeção de fluido pelas paredes, a distribuição de temp~ 

ratura e quase uniforme com uma leve t.endência de maior distribui-

~ 

çao para a parede interna. 

Voltando agora aos cilindros porosos, analisemos primeira 

mente o caso de sucçao pe1a parede externa c injeção pela interna, 

isto e, R > O. 

Antes .de tudo, notemos que a solução (3.25) possui forma in 

determinada para R= 2, R= 4/o e R= 2/(o-1). Obtemos as solu­

ções restritas a esses casos, tomando-se o limite de (3.25) quando 

R tende aos respectivos valores. Assim temos, 

~z 

oE[h 1 \ 

[T(\)] 4 
R~­

o 

onde 

I 
~2 

= ~ c1E ) 0~1 ·, 

h
1 

= 4/(o+l)NRe 2 

t;.
2

lnt; 

+ ~L}]; {3.29) 
L 

, R+2 ,, 

( 3. 30) 

(3.311 

[ 2lnÇ (3ç 2-2) (2-a) 2 ~4ç 2 +2oÇ 2 -o 2 J+-~l,_ 
64(2-o) 
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:-]2 = 
l I . 

Nas figuras 12 e 13 fixamos o n·í"Jmero de Reynolds para o es-

coamento vertical em R= 5. O perfil agora é de wna curva situada 

ao lado esquerdo do perfil correspondente a R= O, ou seja, mais 

próximo da parede externa do anelado. A variação crescente do núme 

ro de Prandtl implica TI1..JITk.'- diminuição gradativa de T, acarretando , 

para grandes valores de cr , a formação de uma camada térmica junto 

à parede externa. No entanto, a variação do número de Eckert, fig. 

13, não apresenta modificação significativa nos perfis de T. 

Nas figuras 14, 15 e 16 apresentamos a variação do numero 

de Reynolds sob três razoes diferentes de raio. Observamos que o 

aumento do número de Reynolds contribui para uma diminuição de T 

Para R~ 8, aproximadamente, aparece a formação de camada térmica 

junto à parede externa. Essa camada fica mais acentuada a medida 

que a razão do raio (~) do anelado for diminuida. 

Passemos, agora, para o caso em que a sucçao é realizada p~ 

la parede interna e a injeção pela externa, isto é, R< O. 

Primeiramente consideremos as soluções restritas aos valo-· 

res negativos de R que estabelecem formas indeterminadas de (3.25): 

=- OE 

e 

ITIÀII 2 = 
R=-­

a 

- aE 

onde 

I 3. 32 I 

I 3. 33 I 
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No caso de R < O, os perfis situam-se do lado esquerdo do 

perfil correspondente a R= O. 

A razão de variação de T e inversamente proporcional ao va-

lor relativo de R (figuras 14, 15 e 16). Aqui a camada térmica e 

formada junto a oarede interna e é bem acentuada oara R < - 8 2 

,. < o. 5. 

Nas figuras 17 e 18 tomamos R contra a distribuição rrédia de 

temperatura dada pela relação (3.27). Nosso objetivo aqui é anali-

sar os efeitos da variação das diferentes razões de raio. Generica 

mente, para qualquer O < r: < 1 , podemos dizer que quando R __ .,._ +"', 
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TM --......+ O e quando R ----+ - '", TM --+ 1. No entanto, afirmamos que 

quanto menor Ç mais r:apidamente os limites são at.ingidos e, oor 

conseguinte, mais acentuada será a camada térmica. 
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