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Capítulo 1 

Teoria Clássica 

1.1 Introdução Conceitual à Lógica 

Lógica é a ciê11Cia du raciucfnio, demonstração , pen­
samento 011 infntncia. 

(Traduzido do Oxford Enp;lish Dictionary) 

Lógica pode ser intuitivamente defbüda como sendo o estudo dos métodos e princípios 

do raciocínio em todas as suas formas. Pode-se dizer também que a Lógica seria o estudo dos 

princípios formais de uma argumentaçào válida. 

Portanto, a Lógica preocupa-se com o aspecto estrutmal ou formal dos argumentos a.o 

invés de preocupar-se com o conteúdo em si. 

Vejamos, pm exemplo, a seguinte frase: 

Nova YorK é capital da Inglaterra ou Nova York é capital dos EUA. 

Nova Yórk IJão é capital da Inglaterra.. 

Logo, Nova York é capital dos EUA. 

O argumento acima é considerado logicamente válido\ pois a conclusão é deduzida à par-

tir das premissas fornecidas, muito Pmbora q11alqueT 11m com um mínimo de conhecimento 

em Geografia s~lw que esta condusâ.o € incorreta. 

Mais formalmente, diremos que a Lógica Clássica se ocupa do estudo das proposiç6es . 

10 



Proposições são sentenças declarativas (em contraposição às sentenças interrogativas ou as 

imperativas). As sentenças acima fornecem-nos exemplos de proposições logicamente válidas. 

Alguns exemplos de sentenças que não são proposições válidas podem ser: "Onde fica Nova 

A toda proposição lógica podemos atribuir o que chamaremos de valor-verdade da pro-

posição, que deve ser ou verdadeiro ou falso (denotados por V ou 1, e :F ou O, respectiva-

mente). 

1.2 Introdução Informal ao Cálculo Proposicional 

Com algum ''abuso de 1ing11agem" podemos tra-çar um paralelo entre a "linguagem das 

expressões aritméticas'' da a1gebra elementar e a "linguagem das proposições ", usada no 

Cálculo Proposióonal. Na algchra elementar utilizamos as letras do alfabeto para denotar 

quantidades a valores numéricos, llaS quais aplicamos operadores aritméticos ( +, ~, X) I etc.) 

para formar expressões a valores numéricos, cujo valor depende da, construção da expressão. 

Por a,nalogia, utilizamos no Cálculo Proposicional letras do alfabeto para representar pro-

posições que são vaJorizadas como verdadeiro ou falso e aplicamos a elas operadores lógicos 

(. t " - ll " " " l) ll' ]' - " ' ) l -., 1\, V 1 * etc., que represer1 -am nao , e , ou , 1mp 1caça,<) , respectivauwntf'! para o )ter 

proposíções mais complexas. Tais opera-dores são ditos conectivos lógicos. 

Seguindo a analogia da linguagem, tomaremos como unidade básica as proposições sim-

ples ou elenwntares, que são aquelas que não podem ser decompostas em 11cnhuma outra 

proposição mais simples. A elas aplicaremos os conectivos lógicos, de modo a obter ex-

pressões cada. vez mais complexas, ditas sentenças compostas. 

Proposições básicas distintas serão representadas por letras maÍ11sculas distintas A
1
B, Ç 
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etc. Corno no Cálculo Proposidonal nfln (';:;taremos preocupados com o conteúdo factual de 

cada proposição senão com o va]or-wrdMk da mesma e com sua distinção de qualquer outra 

proposição básica, de modo qu0 não será nosso objeto de estudo a estrutura interna precisa 

de cada proposição (que é a motivaçi:i.o básica do Cálculo de Predicados da, Lógica Clásslca). 

Apesar disto, as proposições lógicas t'lPmPntares, pelo fato de serem expressões declarativas 

a respeito de determinado sujeito, geraluwnte possuem a seguinte forma 

"x é P" (].]) 

onde x é o sujeito e Pé 11m pr('dicado a 1-cspcito do mesmo. O valor-verdade de tal proposição 

sexá o julgamento da verdade ou falsldadP de tal afirmação . 

Podemos ter openulores lógiços de qualquer ordem (uná.rios, biJlários, etc.) mas cada 

operador partirular deverá ser aplicado a lllll número fixo de operandos. Por exetn}llo, a 

negação ..., é um operador unário, A e V são opera,dores binários etc. Convém not-ar, J\0 er1~ 

tanto, que cada. opcra,ndo de um conectivo pode ser tanto uma proposição simples quanto uma 

proposição composta. Também por uma convenção de linguagem, usaremos letras itálicas 

maiúsculas para denotar proposições geuéricas, as quais não estão fixas em um contf'.xto ou 

ajnda. não esfão a-,..:;sociadas em particular a nenhuma proposição hásica. 

Dadas formulações distintas para n. mesma proposição usaremos o símbolo ::: para de­

notar sua equivalência. Por exemplo, se em determinado contexto as proposições A e B A C 

denotarem uma mesma proposição, denotaremos esta equivalência por A = B A C. Note que 

::: não é um conectivo proposidonal, senão uma notação. 

Para nossa conveniência, formularemos mais rigorosamente nossa linguagem proposici­

OllaL Tal definição deve ter dois estágios; O primeiro é a .sintaxe (ou gramátic:a), quE' é o 

ccmjur1to de regras que descrl've a construçã.o de todas as proposições possíveis. O segundo, 
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semântíco (ou regras de interpretação), que é o conjunto de regras que atribuem significado 

a cada proposição definida por uma sintaxe, 

No Cálculo ProposicionaJ , a sintaxe implicita na descrição informal dada anteriormente 

é expressa pelas seguintes regras: 

L Os valores· verdade O (ou :F, denotando falso) e 1 (ou V, denotando verdadeiro) são 

expressões válidas no Cálculo Proposicional . 

2. As proposições básicas A, B, C etc. são expressões válidas no Cálculo Proposicio1\al . 

3. Dadas as proposições A,B, cada uma das seguhltes proposições 

-,A,A A B,A V B,A ;:;:} B 

é uma proposição composta, que representa mna expressão válida no Cálculo Proposj­

cional . 

4. Não há nenhmna outra proposição além das que possam ser determina-das pelas duas 

regras anteriores que sejam proposições válidas no Cálculo Proposidonal . 

Observa-se que com respeito a regra 3 anterior, que é possível definirmos e usarmos 

outros conjuntos de conectivos lógicos tais como ,,A, V ou:::::>. É possível mostrar que os 

conjuntos de conectivos anteriores possuem a propriedade de que a composição dos conec­

tivos contidos neles podem ser usados de modo a gerar todos os outros conectivos lógicos 

possíveis. Tais conjunto de conectivos lógicos que gozam da propriedade destrita acima são 

ditos completos. 

Diremos que toda expressão sintaticamente válida segundo a..s regras anteriores, resumi-
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damente falando, Sf'rân rh<lmi1cl\F de fórmulas lógicas. 

No toçante à scrnáni.ic<-~. <-~proveitaremos aqui a abordagem informal para deixar sua 

definição precisa p;ua a próxima seção. 

Como havíamos dito aiiÜ'rÍormente, estaremos apenas preocupados com o valor-verdade 

de uma detennh1ada proposição . Neste sentido, cada conectivo representa uma operação 

lógica determinando o s0ntido dP cada proposição composta em termo da relação entre seus 

operandos. Apresentaremos infunnalmente, a seguir, a interpretação semântka aproximada 

em liHguagem natural dos cinco principais conectivos lógicos utilizados aqui: 

---,Negação ("não'1
) 

Exemplo: Meu carro não é azut 

-,(Meu carro é azul) 

1\ Conjunção ("e") 

E:.templo: Eu sou jovem e Eu sou ativo 

(Eu sou jovem) A (Eu sou ativo) 

V DisJunção ("ou") 

Exemplo: Ou Eu vou estudar ou Eu vou passear 

(Eu vou estudar) V (Eu vou passear) 

1 1. - (w }' "" ,- ") => mp 1caçao 11np ;ra , $f' ... en ao ... 

E:tC;mplo: Se Eu ganhar na Loto então Eu ficarei rico 

(Eu ganhar na Loto)"* (Eu ficarei rico) 

* Bicondicional ("é equivalente à'\ "se e somente se") 

Exemplo: Eu pagarei as contas se e somente se Eu ganhar dinheiro 

(Eu pagarei as contas) {:}(Eu ganhar dinheiro) 

Assim corno na á.1gebra clmnet1tar, podemos usar a. precedência de parênteses e outras 
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regras para simplificar a notação escrita, e também omitir os parênteses em determinadas 

drcm1stâncias, como por exemplo, escrever a+ bf c+ d * e ao invés de ((a+ (b/c)) + d * f:)). 
Podemos aplicar regras similares e convenções de modo a simplificar a forma escrita das 

fórmula.."> lógicas, tais como: 

lar, 

1. Os parênteses externos de qualquer proposição podem ser omitidos. 

2. A ordem de preeedência dos conectivos é •, /\,V,::::?,{:} com ..., com precedência 

maís alta. Qua.lquer pa.r de parênteses implidto nesta ordem de precedência 

deve ser omitido. Portanto, podemos escrever ..., A V B ao invés de ( oA)VB 

ma-S não ao invés de •(A VB) desde que ..., possui uma precedência mais alta 

que V. 

3. Por convenção , conectivos binários são associados sempre ao conectivo da 

esquerda. De modo que podemos escrever A V B V C ao invés de (A V B) V 

c. 

Quando as 1·egras acimas s~D aplicadas a qualquer proposição composta em paTticu-

não obtemos uma nova proposição 

senã.o uma repTesentação mais simples da proposição odgina1. Desta forma, a proposiçào 

~AvBv~CADç;(AACo> ~BJ 

se-rá considerada logicamente identica à proposiç,ão 

( (((~A )vB)v(( ~C)AD ))<*((AAC)o> ( ~B))) 

Desta forma completamos nossa abordagem informaJ do Cálculo ProposicionaJ . Ao 

longo deste trabalho e ainda neste capítulo veremos alguma<; aplicações do Cálculo Proposi­

donal. 

Existem duas abordagens possíveis para representar· e resolver os problemas solúveis atTavés 

do Cálculo Proposlcional ~que serão ouacteriza.da.s informalmente corno"Abordagem do Fun-
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cional Verdadf'" e":\ hrm1a-ppln Dedutiva". Na primeira abordagem valorizaremos as questões 

observando todos os v;durt'Õ>- V•'nlade que possam assumir todas as proposições básicas envo]­

vida.s1 enquanto na sf'gnnila buscamos definir regras para que possamos derivar ou "ded,lzir" 

a.naliticarnent_e on n:sultados Plll que estivermos interessados. Embora afi duas abordagens 

sejam equivalente.s, 011 sejB, 1f'uharn o mesmo potencial para a resolução de problemas, a se­

gunda delas tem sido 11tilízada classicamente na Inteligência Artificial, e será nossa principal 

abordagem neste estudo. 

Apre~entamos a segutr a abordagem do funcional verdade e em seguida a abordagem 

dedutiva. 

1.3 Significado Semântico dos principais conectivos 

O sentido dos concct.ÍYos hinários pode ser descrito através da tabela vedade. Tomemos 

pm exemplo~ conectivo /\. Dado que A é um conectivo hinário, ele possui dois operandos, 

digamos A e B. Como cada um dos opt'randos pode assumir dois valores, então teremos que 

o lado esquerdo da tabela verdade possui quatro Jinha.s. Observando então o lado direito da 

tabela verdade para /\, temos que ele vale V ape11as para o caso em que tanto A quanto B 

possuem valor-VPrd<lde V, on ,'lP.ja., idêntico ao significado do "e" em linguagem natural. 

É necessário tC'r l?m conta, que apesar de podermos construir todos os conedivos a partir 

de um cm1jnnt.o de conectivos completo, é necessário observar qual é o conectivo correto a 

ser empregado. Um exemplo simples é a proposição composta •• Ou eu estou dormindo ou 

eu estou acordado" podr- ser que interp1·eta.da como V, mas os dois eventos acontecerem 

simultaneamente é impossível do ponto de vista formal , daí A e B possui rem o mesmo valor 

simultaneamente deve levar F(A,B) eiu :F na tabela verdade. Portanto, devemos ter que o 
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conectivo apropriado para a tradução semântica deste exemplo deve ser o ~.~Ou~ Exclusivo" 011 

"Não Equivalência". 

Já o operador "* é usado em formas verbais como "Se A então B'1 , onde A é chamado 

de antecedente e H é chamailo de conscquente. Se A é V então B determina a vera.cidad{' 

da expressão lógica, enquanto no caso em que A é falso a expressão é considerada correta. 

Expliquemos melhor a afirmação anterior. Consideremos a sentença 

"Se as luzes da casa estão acesas então está havendo consumo de energia". 

Portanto, se as h1zes da casa estiverem acesas, a veracidade da afirmação será da.da. pelo 

valor-verdade do cousmno de energia. No entanto, 11ada podemos afirmar a respeito da 

situação se as luzes não estiverem acesas, pois o fat-o de estar havendo consumo de energia 

não coutrihui para a veracidade ou falsidade da- sentença. Por "dcfault" 1 assumiremos que a 

sentença assume o valor verdadeiro se o antecedente for falso. 

A definição funcional de*' conhecido como implicação material, é p<nfeitamente válida, 

embora- a corrcspondê.ncia entre ele e a estrutura "se ... e11tão" em linguagem natural é mais 

fraca do que se assumísst>:mos a implicação como se fosse alguns dos outros conectivos lógicos 

binários. Fa.lando especificamente, a conexão entre o antecedente e o consequente é muito 

mais fraca na interpretação direta do que o uso que fazemos dele na linguagem natural. Por 

Exemplo, com;ideremos a seguinte frase: 

"Se F. Collor não é mais presidente então Itamar Franco é o presidente". 

É natural esperarmos que se Itamar Franco não seja o presidente, e11tão Collor seja o presi­

dente, e que as- demais alternativas (que são Collor é o prm;idente e Itamar é o preside11tc e 

que nenhum dos dois seja presidente) sejam falsas. Mas esta não é a tabela verdade de =? 

senão também a do "Ou- Exdusivon. 
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Conw~m notar quf' n ronectivo ':::> tem boas propriedades lógicas 1'!5sim como foi definido, 

mas é necessário ;;u·autPlin-sP destes possíveis significados semânticos intuitivos. 

1.4 A Abordagem do Funcional de Veracidade 

Já. havíamos estipulado anteriormente que cada proposição possui um valor-verdade (V 

ou F). Na abordagem do f\mcional de Veracidade assumiremos que toda vez que um conec-

tivo é aplicado a s('US respl'dívos operandos para formar uma proposição composta, o valor 

verdade de cada proposição forma.da é completamente determinado pelo valor ve.rdade de seus 

operandos e pela idcntid<tde do respectivo conectivo. Ou seja, estipulamos que cada COIJeC-

tivo será um fmu:ional-vcn:lade. Assim, o significado de qualquer conectivo pode ser definido 

através de urna tabela que mostre, para cada um dos valores possíveis de seus opcrandos, 

o valor-verdade corresponde11te ao valor da proposição composta formada pela aplicação do 

conectivo aos seus respectivos operandos. Tal tabela é chamada de tabela verdade. Observe 

a ta,bela verdade para o conectivo de negação-.: 

_AlfA 
:F v 
v :F 

Sendo um cortectivo lmário, ele possuí apenas um operando A, podendo assumir apenas 

dois valores possívE>is, :F ou V. Sua tabela verdade possui apenas d11as linhas, uma para cada 

valor de A possível. Cada entrada no lado direito representa o valor de -.A correspondente 

ao valor de A à sua. direita .. 

O signifi-cado de qualquer mttro co11ectivo lógico pode ser descrito por meio de tabelas 

verda.de. 
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1.4.1 Outros conectivos lógicos unários e binários 

Antes de explicarmos semanticamente os resultados das tabelas verdade definidas para os 

conectivos clássicos, nos preocuparemos em resolver a questãu de quantos C011ectivos hinários 

e unários distintos podem ser definidos. Desde que cada conectivo é completamente descrito 

por Slla tabela verdade, a questão é equivalente a reponder quantas tabelas verdade distintas 

podem ser cohstruidas para um dado número de operandos. 

Se considerarmos qualquer wnectivo lógico u.nário como sendo uma função F'( A), cuja 

variável é o seu operando A, então o lado direito da tabela verdade define o valor da funçã.o 

pau cada valor de seu operando A. A Q1Iestão se reduz portanto à determinação de quantos 

modos diferentes pode-se preencher a whma. do lado direito. No ca..<;o de conectivos umí.rios, 

desde que temos duas linha que podem assumir os valores V ou F, é quatro (A~, 2 ). Portanto, 

além do op('rador unário de negação, e:xistpm outros três (Fl, F2 e F3), cujas tabelas venl:Hl(' 

são 

v :F 
v :F 

~A 

v 
:F 

FI é o operador "identidade", que deixa seu operando invariante. F2 e F3 são operadores 

constantes, que assodaiU os valores V e :F a qualquer valor do operando. Apesar di::;to, o 

único operando de interesse é a negação . 

Tal funçã.D F é usualmente chamada de função lógica e seus argumentos de variáveis 

lógicas. Dado que cada variável lógica pode assumir dois valores distintos, n variáveis lógicas 

podem assumir 2" valores lógicos possíveis, que correspondem ao IlÚmero de colunas da ta-

bela verdade. Como para ca.da linha a função F pode ser definida de dois modos distintos, 

teremos entã,o 22" conectivos n-ários distintoS. 
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1.4.2 Um exemplo: Conectivos hinários 

Conforme vimos acima, conectivos binários podem sPr definido::~ atnwrís d(' uma fnnção 

P(A,B), onde A e B denotam variáveis lógicas que podem possuir dois valon;s~vPrrlade cada 

uma. Logo, teremos 4 possibilidades possíveis de wmbinações entn' os OJWr<:Hldos. Assim 

sendo, a tabela verdade de um conectivo binário possui quatro linhas, d" modo que teremos 

de <'scolht'r quatro valores-verdade no lo.do direito da tabela verdaJ<• para ddiuir uma função 

lógica. Dado que cada valor-verdade pode ser tomado de duas formos possívl'is, teremos 

24 :co. 16 dif('rPntcs tahda.s verdade possíveis, e portanto, 16 conectivos lógims di~tintos po-

dem ser definidos. 

Tabda 1.1 COJI('divos lógicos possfvds em duas variáveís 

·v"--v---F·--7- ~r;r;;;;;::-d~~F,lnÇiio -~ sJiJ;G~r;-- T ...... r>. C"::::: :,:,:,·,:::"·::_,:~··· ··-- ···h-utrü~ ~lm b-~To~-· 

V F V :F adotado adotado utilizados utili'lado~ 

--:F --~-y---:F--·-F F-unção Nula ----·--· ·--~rar~ui:;; ~-~---·~c--''''~'"'~':':._.~ 

* v 

:F :F :F V N-OR 
:F :F v :F 
:F :F v 
F V F 

v 
F 

:F v :F v 
:F v v :F 
:F v v v 
v :F :F :F 
v :F :F v 
V F V :F 
v :F v v 
v v ;F :F 
v v :F v 

Inibição 
Ncgaçií.o 
hlibiçâ.o 
Negação 

Ü11-Exdusivo 
N-AND 

Ccmjnnçiio 
Bicondióonal 

Identidade 
Implki!.Ção 
ld<:ntídade 
lmplinu;ão 

V V. V :F fln1ção "OU~ 

V: ..... ~--~-v ------~:.!~~~--~----

o 
NO R{ A, B) 

AçjB 
-B 

A f> B 
-A 

AilJB 
NAND(A, B) 

AAB 
A<>B 

A 
A .ç; 8 

B 
Ao,B 
AvB 

I 

Função de Pierce 
Desig. Própria 
Colnp]l,ll1t,nto 
Desig. Própria 
Complc'HH:nto 

Não Eqllivaltmcia 
Conectivo de Shdfer 

Fuução "E" 
Equívalencia 

Afirmação 
Condicional 
Afumaçâo 

Condicional 
Di~jun(,;à.o 

Verum 

1.5 Tabela Verdade para Expressões Complexas 

AlB,A>I-8 
A>B 

H,""' B,B0 

A<H 
A,-A,A0 

A'$-B,AE&B 
AAB 

A&JJ,A x B 
A.=B 

AcR,A'?,B 

A::Jil,A$B 
A+B 

v 

Como havia sido indicado anteriorme11te, os conectivos proposidonais podem ser utili-

zados para mnstrnir provosíçõcs rlc romplt:xidade Mhítrárla, ffmsidN<mdo-se rwlo número 

,}e conPctivos e p('lo número <h' proposiçõ('s hásira.s <j1l(' l']a rontôm, a.inila que os OjH'rando(s) 
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de qualquer conectivo possam ser eles mesmos proposições compostas. Para uma proposição 

complexa é útil poder construir uma tabela verda-de que dt'filHL para catla possível combina.ção 

dos valores dos operandos, da mesma forma que as tabelas verdade dos conectivos hásiws 

básicos foram contruidas. Tais tabelas verdade podem ser lOIJStruídas por passos, usando as 

tabelas verdade básicas. O proc('di.1nento de comtrução pode ser melhor ilustrarto por meio 

de 11m e>:emplo. Suponha que desejamos construir llJDl'\, ta.bda n~rdade para. a proposição 

complexa P cuja definição é dada por 

P ~ ((A V B) A C) '* ((~A) V ( B v C)) (L2) 

Observemos primeirament-e que apenas tr{'s proJWsiçõcs básicas (A,B e C) foram ut.iliz<HlaB 

na con:'itrnçã.o de P c portanto a tal)(~la verdade de P df>vc ter 23
:::::: 81inhas, representando 

toda-S a.s combinações de valon:·s possíveis de suas proposições h;ísicas. Nosso objetivo é 

nmstruir a partír dt~stes valon's 11ma cohwa que f_oxiha o valor da proposiçã.o P para Gtda 

uma das oito.combill.ações possíveis. Couw Pé da forma A1 :o?- A2 , corn A1 ::::::(A V B) 1\ C c 

A2 = •A V ( B A C), podemos usar a tabela verdade ddinida pa.ra :o?- para obter os valmes d11. 

coluna. de P a partir das colunas de A1 e A2 . De modo análogo, podf'mos utilizar a tabela 

verda.de de A para construir a coluna referente a A1 se COIIStruirmos as coluna-S para A V 8 

e C. Podemos coHtinuar este processo de recorr(~ncia até que cada operando S(-ja nm<~. da::; 

trê-s proposições h<Ísica.s A, 13 e C. Iniciando com <L~ tri'>s proposições básicas e trabnll1ando 

na ''flireçã.o oposta'', teremos nma lista das proposições que compõem P de modo qnc cada 

proposição seja A, B ou C ou seja formada pda aplic;:tção de conectivos simples iis proposições 

operandas que ocorram anteriormente na lista. Assim a tabela verdade construida para P é 
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ABC (AVB) ((AVB)A C "A (B A C) ((" A)V (B A C)) ({AYB)II C'-*(...., A)V (B. 1\ <')) 
J 2 3 4 5 fi 7 8 ., 

F :F :F -r· :F v :F ··--v-
-----~-

:F :F V :F :F v :F v v 
:F V :F v :F v :F v v 
:F VV v v v v v v 
V :F :F v :F :F :F :F v 
V :F V v v :F :F :F :F 
V V :F v :F :F :F :F v 
vvv v v :F v v v 

Tl\bela 1.2. Tabda verdade p;ua ((AVB)A C*((...., A)v (H A C)). 

Como observamos a.dma, as colunas de 1 a 3 dão os V<tlores-verda.dc• pos::;ívcis pitf<l ::~s pro-

posições básicas, as colunas de 4 a 8 dão os valores-verdade para proposí~.;ôe:; ("OinpkX<-15 qne 

comJlÕem P, e a roluna 9 nos dá. o va1or~verdadc de P. 

O e ... wmplo acima ilmtra como podemos utilizar as talwlas vcrdaclt• hásicru.; )J;-H'i:J obter e 

avaliar qualquer proposição no Cálnilo Proposiciona] . 

1.6 Propriedades Lógicas Fundmmmtais das Proposições 

Podt•mos us;u a (h,·fíniçã.o dos conectivos funcionais por lllcio de sna ck•finíçào fmKional 

associado às técnicas de tabela verdade de modo a ddinir e cara.ct.eri/\ar alguma,~ das principais 

propriedades lógi<:as das proposiçõt>s. 

Dirernm;- que a. propo,5ição A é urna. tautologia ( logicamente válida) sP A possuí r vnlor 

vcrd<1de V para qnalqver comhiHação de vaJores dn.,s propm;içõC's bá.~ica.s PlJVo]vidas em &ua 

construçào . Analogamente, diTemos que A é uma contradição (lógica) se sua av::tlinçã.o 

verdade for F para. q-ualquer comhiHação de valores das propo:>içõ('.S básica$. qne a cmJstitnem. 

f: aparente que, pela deiiniçã.o verdade de-., A é 111na tautologia. SP, e somente se, •A é uma 

contradição . 

DirC'mos que A é lógicamente con8i81.cntc se ela nã.o fnr mna contradiçã.o , lsto é, se (~Xistir 

pelo menos um valor V em sua. tahC'la verdade paTa A. 
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Dadas a.s proposições A e B, se a proposição composta A=> B for uma tautologia, então 

din~mos que A implica logicamentE· Sou quf' H 1' r'(J1!Stqn/ncia lógica de A. De rnodo análogo, 

se A {::} B for uma tautologia, dirPmos qnP A r B sào logicamente equivalentes. 

1.7 Dedução Lógica 

Com os cOiwciivos proposicionais anteriormen1 c descritos e com as noções de ta11tologia 

e mntradição é possível a inf0r&ncia dPdutiva basr:ada nl!J .'Wflknças ('Jn linguagem natural, 

11sa.ndo talwlas verdade. Se.guc-se dois f'Xr:mplos d~> ;;p\inu;ào destes conceitos: verdadP das 

expressões compostas, dadas premissas P an<'íl]:o;(' d0 Cllli:iÍst[•nda. 

1.7.1 Verdade das Expressões Compostas, dadas premissas 

Dado um conjunto de prmnissas aSSllmid<Js rollJo \'(•rdarle, podemos determinar a ver-

da.de de expressões composta,s f'UI ü:nnos de cxpn.'SSÔ('S simv1es pela aplimção dir0ta da 

análise da tabela verdade da e·xpressão. O primeiro p<lsso r? a tradução da expressão para a 

forma simbó]ira e entào utilizar a t-écnica da. talw]a Yerd:Hle para d0tcrmina,r a veracidade da. 

expn~ssão, CoJJsidPrNnos o seguinte conjunto de pn·missas: 

L A campaü1ha. está tocando. 

2. Não há ningoem na porta. 

3. O botão c.~tá quebrado. 

Avaliemos a veracidade da f'Xpressã.o: A camp<dnha está tocando se e SOlJWnte se h ou ver 

Alguém na porta. ou o botão ('.<;tiver QUPlnado. HPpresent.emos por A,B e C as expressões 

A campainha está tocando, Há alguém a porta e O botão está quebrado, respectivamente, A 

tabela w~rdadc p<:tra a fr.a.sc acima é 
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de onde rot1duimo~ qtw .fi PXJHPssão é verdadeira. 

1. 7.2 Análise de- Consistência 

Pod(•mos ntilil<H tamb~rn a técnica de ta-belas verdade para analisar um conjunto 

de expressões c-ompostas t'm SHa. ronslstênda. Um eonjutlto de expressões (proposjções ) 

At, A2, , .. , An SNào ditas coru,istentcs entre si se, e somente se, a proposição formada pela 

conjunção delas A1 1\ Az 1\ ... A An for uma proposição r:onsistente (tautológica). 

Por ('Xt•mpJo, tn'\s suj<'itos são acusados dP um uimE': a Amante. o B(~bado c o Caseiro. 

St'US depoimPntos são o~ S('gnintes: 

A Amantf' diz: "O H(~lJ<Jdo o matou; o Caseiro é inorente''. 

O llêb<~do diz: "S(' a Arn<u1tt> é culp<~da então o Casdro também é". 

O CasPiro diz: '·En ni-ío o nu:üei; Algum dos outros o m<ttou". 

A11aliscmos a con;;istf'ncia. Lógit.a da.s a.firma.ções acima. As afirmações anma. podem ser 

escrita.~ simbô]ic<uiJPnte (Omo 

onde A, 13 e C repH'~cntam a Amante é inocente, o Bêbado é inocente e o Caseiro é inocente, 

respectivamente. 

A tabela verdade para. DA/\ DB /\De fica 
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ABC DA DB De DAI\Dei\Dc 
F F :F :r v :r F 
:r :r v v :r v :r 
:r v :F :r v :r :r 
:r v v :r :r v :F 
V :F :F :F v :r :r 
V:FV v v v v 
V V :F :F v :F :r 
vvv :r v :F :r 

Como existe pelo menos uma línha com V na cohma final, teremos precisamente que 

;qwn<L'> esta linha (6) f: consistent<', ou S('ja, existe pf'lo mt>JW.s um coHjunto de valorização 

d<ls afirmações que ton1a todas as aflrmaçôes consistentt's entre si. Quanto ao crime podemos 

I'JJtã.o condulr daí, hasea.do nos valon~s de A, B e C, que a Am;mte e o Ca.~dro sâ.o iuoucntes 

P q11c o Bêbado é culpado. 

Convém notar que a resolução deste tipo de prohl('mfl, pelo método da tahela. WTd;ule 

[. r;~zmivel a.pena,s para, pequenos problemas, pois o tamanlw da tabela verdade cresce expo· 

nendalmcnt.c com o número de afirmaçõc;; t'nvolvirlas. Para- probJ('JTHl-S maiores, teremos que 

utilizar outras ferramentas que scrã.o descritas neste trabalho. 

1.8 Resultados Gerais do Sistema Funcional de Veracidade 

Com ba-se no que foi exposto ;wteriornH'lll.P, n:lado11arernos agora os principais n•suha.-

floR gerais para a formula,ção Fundonal de Veracidade Ito Cálculo Propotiidonal. Para tanto, 

ilJHCi>l'tltn.rcmos m<'~is algumas ddltlições llteis. 

Introduziremos a notação de tnutologia, denotada por 1=- Note que do mesmo modo 

que =,f= não é um conectivo no Cálculo Proposidona] senão uma notação convencionada. 

Dir<>mos que nma tabela vPrdade é uma tabela ver<lade básicas& Pla for constituída ape-

nas de pwposições básiras, ou seja, d(; Ilroposições atômicas e por conectivos. A talwla 1.1 é 

nm f'X<'mplo de tabela verdade hásica1 enquanto a tabela 1.2 não o é. 
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Diremos que duas proposições A e B possuem a mesma tabela wrda.de se tomando suas 

tabelas verdade básicas, suas colunas forem Jdêntkas, ou seja, para cada linha ::mas entradas 

forem ambas V ou :F. 

Para uma determinada aflrmação da forma A{;;} B, se a valoração da afinnaçã.o for V
1 

então concluíinos (a. partir da tabela verdade de <=}) que A e B poss11Pm os .mesmos valores 

verdade. 

Diremos que as proposições A e B sa.o lógica.rnen.te rqvivalentes se elas possuirem a 

mesma tRbela verda..de. Isto segue da observaçã.o do resultado da linl1a anterior e da definiç,ão 

de equivalétJda lógica. 

A relação de cquivalúnda lógica é rcf7exiva, !>'Únétríca c tn:uu;'itiva, sendo porta.nto urna 

relação de equivalêucia no wntido matPmático clássico. FonnaJmer1te: 

a. q11alqucr proposição A é logic::unente equivalente a sí mesma. 

h. Se A{' logícamcnte equiva1Pilte à. B, então B é logicamente eqniva]entc a A. 

c. Se A é logicamente Nptl\·alente à B, e 13 é logicamente cq11ívahmte à C, f:~ntão 

A é logicamente equivalente à C 

1.8.1 Inferência na Lógica Clássica 

As t;urtologías sã.o utiliz<td<ls tla Lógica Clá.sska para fazer inferi:ncia.s 

dNhltivas. Ncstp scnthlo, tamhém f'âo chamadas de regras de infcrtnóa. 

O exemplo de tautologia mais frequE'ntcmente utllizado para infer611ria é 

de1101nlna,da Modus Ponens, que é uma regra de inferência cujo f'HUIH'ia.do 

formal é: Dadas duns proposições verdarü:ims A e A .::::} B (prrm.issas), oflào 

podcmo.7 concluir daí o valor da pr·oposi~:ão B {conch18ão). DPnlom;trarcmos 
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formalmente este resultado a seguir, utilizando as técnicas e os resultados 

anteriores. 

Teorema 1.1. (Modus Ponens) 

Para as proposições arbitrárias A e B, se A é uma. ta.tJtologia e A logicamente 

imphta B, então B t<nnbém, será tautologia, isto é, se F A e F A => B então 

F B. 

Demonstração : Considen•mos mna !inha arbitrária da tabela verdade primitiva 

de A=> B. Como F A, A possuí valor V ncfi-ta. (e nas outras) linha,s. Da tabela 

verdnde da impliçação , temos que o valor lógiw das proposições B e A => 13 

é o mesmo para esta linha da tabela verdade. Mas por hipótese F A :q. B, 

f'Jlt.ão tanto A => 13 qua.nto B poss1wm valor V llf'Sta linha. EstendPndo o 

resultado para as dt'ma.is linhas da talwla verdade , temos que toda t'Iltrada 

da coluna de B será V, logo F B. c.q.d. 

1.8.2 Outros esquemas de inferência relevantes 

Existem muitos Olltros e:;quemas de iuferPucia possíveis do ponto de vista 

lógiro. Porém, além de Modus Poncns, os mitis utilizados na prática .são o 

Modus Tollcns e o Principio de Rt::soluçiio de Robínson. Suas COJJscqnéncia.s 

são enormes na Iutclig6Hcía. Artificial Tradicional uma vez qnc são a base do 

rsqwnna. de eru:adwmcnto para trá8 ( qu(' será discutido em ( 1.1 0.3)) e da pro~ 

gnnna,ção lógica e da implcmenü~çã.o da li11gua.gem de quinta geraçã.o para 

Intelig6ncia. Artificial, o PRQl.,OG (PROgramming LOGic, implementado ori­

ginalrnentc por Kowalsky). O enunciado forma] delt~s é o seguinte: 

Modus Tollens F A:.:;. B, j::: ---.B, então f.::·~ -.A. 

Princípio de Resnlução de Robinson F A V 13, f·:; -,A V C, então f::: B V C 
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onde A, B e C são proposições do Cálctllo Proposirional . 

1.9 A Abordagem do Funcional de Veracidade 

Já l1avíamos estipulado a.nt.f!riorment.e que raxln proposição possui um 

va.lor~verda.de (V ou :F). Na abordagem do F1mriowtl dC' Veraddade assumi­

remos que toda. vez que um conectivo é aplicado a S('US rC'SlH'divos operandos 

para formar uma proposição composta, o valor vt>rd;1d0 dP uHin 1noposição 

formada é compl>:>tamente determinado pelo valor vPrdadP di'• .'·:(~tis operandos 

e pc•la identida-de do respectivo conE?ctivo. Ou seja, 0.stipnlamos que r:ada, co~ 

nectl\·o .'iNá. um juHcion.al-vcrdadc. Assim, o signi'fira(lo dr (jlJ<Jlqnor conectivo 

podC' sPr ddiHído através d~;' nma tabela cpw mostr0. para !'<Hla um dos valo­

res possívei.:; de seus opNandos, o valor-vcnJade corrcspOH(kntr ao vaJor da 

proposiçã-O composta formada pela aplicação do COllf·'rtivo aos sens respectivos 

opc>rm1dos. Tal tabela é chamada de tabela vctrlodf. Oh~en'~' a t.ahela verdade 

para o conectivo de negação ··: 

SPJtdo um conectivo unário, dr: poss11Í a.penas lllll opPra.ndo A, rwdendo 

assumir appna.s dois valores possíwis, F ou V. Sna tabela verdade possui 

apenas duas linhas, uma pam t<tda v<tlor de A possível. C<~da. entrada no lado 

direito rPprescnta o valor de --,A correspondt>nte ao valor dt' A à. sua direita. 

O Bignificado de qualquer outro conectivo lógico pode ser descrito por meio 

de tabelas verdade. 
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1.9.1 Outros conectivos lógicos unários e binários 

Antes de cxplicannos H'lll<tHticamente os resultados das tabclih~ verdade 

definidas para. os roncrtÍ\'OS cl:-ís,~ícos, uos pn>,ocuparemos em resolwr a questão 

de quantos conectivos biJJários P unários distintos podem ser definidos. Desde 

que, cada conectivo é cmnpldaHwnk descrito por sua tabela verdade, a questão 

é equivalE>ntc a n~ponder quantas tabelas verdade distintas podem ser cons-

t.ruidas para. um dado número de upera.ndos. 

Se ronsiderarmos qun.lqlH_'r cmwrtivo lógico unário como sendo lJma função 

F'( A)) cuja variável é o seu opP!'all(lo A, então o lado dín~ito da tahela verdade 

de-fine o v:1lor da função p<-1r;1 r«rhl v;c]or de seu operando A. A '-J:llcstão se 

redm>: portanto à dderniÍI!<-lÇ.ilO dP qualltos modos diferentes pode-se preencher 

a coluna do lado dirf'ito. i\ o r<tM; d<' WHPdivos unfl.rios, desde que temos dnas 

linha que pod0m il.tiSumiT os valores Vou F, é quatro (AL,J Portanto, além do 

operador unário dl' ll<"ga~,;ão, existem outros três (Fl, F2 c F3), cujas tabelas 

AjFj F', F3 ~A 
.F.FV.TV 
VVV.T.F 

F1 é o operador "idPntidark". qne deixa seu operando invariante. F2 e 

F3 são opera.dores constantes, que assodam os valores V(' :F a qualquer valor 

do operando. Apesar disto, o 1ínico operando de interesse é a negação . 

Tal função F é usualmente chamada de função lógica e seus argumentos de 

mrÜÍlwis lógicas. Dado que cada variável lógica pode assnmir dois vaJon~s 

distit1tos, n variáwis lógira.s podem assnmir 2n valores lógicos possív(•is, que 

corrcspondem a,o tliÍmcro de colunas da tabela verda-de. Como pa.ra. cada 
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linl1<1 o fnnção F pode ser definida de dois modos distintos, teremos então 22
n 

rmlz:cl.ivos n-ários distintos. 

1.9.2 Um exemplo: Conectivos binários 

Cnnforme vímos acima, conectivos binários podem ser de1ülidos através 

de tlllla fnnçâo P(A,B), onde A e B denotam variáveis lógicas que podem pos-

snir dois \"CLlor('s-verdade cada uma. Logo, teremos 4 possibilidades possíveis 

d(' n'lmhil!ilÇÕes entre os opcramlos. Assim sendo, a tabela verd<1dc de um 

COll('rliYo 1JÍ1Járlo possui quatro linh~ts, de modo que teremos de escolher qua-

tro v;don~s-verdn.de no la.do direito da tabel::t Vf'rdade para. de-finir uma função 

lógica. [bdo que cada valor-ven'la.de podt' ser tomado de duas formas possíwis, 

tPn'nws 24 ~.:::: 16 diferentes tabelas verdade possíveis, e portanto, 16 conectivos 

lógico:-, dis1 in tos podem s;:r dPfinidos. 
Tabdn 1.1 Cmwdivos lógicos possíveis Nn dui-'.S v;uiávcis 

·::-t·vv-7 i~ 'f-,i'Or"n·;;-;±;::-Funi;ão 
B V :F V :F adotado 

J.'--y.·-;:;t --F~iUÇ1.ô-N';:J~-
:F :F :F V N-OR 
:F :F V :F Inibição 
F F V V Neg'l.çâo 
:F V F :F Inibição 
.:F V :F V 
FVVF 
.TV V V 

Ncga.çào 
Ütl-Exdusi v o 
N~AND 

/1 V F :F F Ccmjunç;l.o 
9 V :F :F V Ricoudicional 

V F V :F Identidade 
V :F V V Implicação 
V V :F :F Identítladc 

=?- V V :F V lmplicação 
V V V V :F Fur1çã.o "OU" 

Sim bolo 
adotado 

-------- ---
D 

NO R( A, B) 
A<4B 
~B 

A i* B 

~ô-;;t,o;-~-~·;;~~-

utilízados 
-------r;.,Js~~m--· ·----

Fnnção de Pkrce 
Dcsig. Própria 
Complemento 
Desig. Própria 

_,A Complemento 
A 0 B Não Equivalência 

NAND(A, B) Couedivo de Sheffer 
A 1\ B Função ~E~ 

f.quivalencia 
Afirmw;;âo 

Comlicional 
Afinuação 

Condicional 
Disjunção 

_!:' _ _y _Y. Y --···- Fun~ãoccl.___L_ Verum 

O~i-~OS-ST~n bOft;s 
utilizados 

F, ..i 
AiB,AY-B 

A>B 
- o B,,..,B,B 

A<B 
A,"' A, A 0 

A~B,A!?·B 

AAB 
A&B,A x B 

Ao=B 

AcB,A;::B 

A :::l B, A :S B 
A+B 
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1.10 ' Introdução à Algebra Booleana 

A Álgebra Boole;ma é a base da análise c projeto de circuitos eletrônicos 

dígitals. Estes circuitos compreendem componentes tais como dispositivos de 

acumulação capazes de annazenaT represcnta,ç.ões de dígitos binários tipo O 

e 1)·e elementos lógicos que podem efetuar operitções e!Nrlentares com estes 

valores. Como a Computaçã-O indni uma boa dose de el~trônica dígitaJ, a 

Álgebra BoolE'ana conl'.Litui-se. numa das fpnaBH'JJtas bá.~ica\:i para o projetos 

de computadores. 

Na Lógica Clássica nma. "~xpr<'ssão é ou verdadeira ou falsa, podendo ser 

matema.tkanwntc reprecwnta.rla por 1 ou O, n:spertivnmPnte. Mnitos sistemas 

físicos po(h'm ser representados ou modf>lados por lógiras de dois estados. 

Por exemplo, nnm sistema- elétrico uma luz está ACESA ou APAGADA e 

uma chave está. ou ABERTA ou FECHADA. O estado t<nl um compntador é 

descrito por um conjunto de dígitos binários annazJ?nados PHl sua memória. 

A rn;ttcmática da lógica de dois estados, a.tuaJmente cham<~da de Lógica 

Booleana, foi desenvolvida pe.lo matetmitico George lloole cru torno de 1840. 

Foi ~:ntão <tplíca.da a ciroiitos por Claude Shannon, matemático americano, 

na década, de 30. Ele utiliwu a Álgebra Booleana de dois elementos pois 

estava iuteress;:tdo em rr:dcs de chaveadores (reles) que poderiam estar em dois 

estados, ABERTO ou FECHADO. 

1.10.1 Definições 

Uma Álgebra Booleana é um conjunto de dois elcmer~tos, df'notados por 

O e 1, jnntameute com duas operações+ e., d1amadas adiçã.o e multipliutção 
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1 para as quais valem as seguintes regras: 

0+0=:0 
0+1=:1+0=1 
1+1=1 

o. o= o 
0.1=1.0=0 
l.l = ] 

Note que est<~s regras são idê>nticas àquelas do Cá.kulo Proposicional com a 

substituiçã-o de 1\ por. e de V por+. 

Uma 1mriável booleana 6 um símbolo tal q11al A,B ou C, reprPsent<wdo um 

rlos V<llores O ou 1. Uma t':r:prcssâo booleana é uma expressão contendo variáveis 

bookanas, as constantes O e 1, e opcr;ldores boolen.nos + e .. Assim como na 

álgebra normnl, pod0mos definir funções , por 0xernplo: 

P(X,i') ~ X.Y 

Como cada variável bookcma. pode a.ssmnir dois va.lorf's, uma fu11ção book-ana 

pode ser expressa cm tfmnos de uma tabela. vcrdade 011de todos os va]ores 

possíveis da,s variáveís da função são tahelados j1111tarnente com o va.lor da 

função. A ta.hPla verdade da funçã.o <trima fica 

fít~:~ 
1 1 I ] 

TRbela 1.3. Tabela verdade da função booleana X.Y. 

Computar os valores de expressões nmis comph:xas não é dificil, mas é ne~ 

ccssário fazer uso de vaJon's intE'rnwd.iários. Por exemplo, para computarmos 
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a função 

F(X,Y,Z) = X.Y + YZ 

usando o expE"dicnte das tabda.s verdade, t~remos 

,!(,y_z X.Y Y.Z F(X, Y,~ 
000 o o o 
001 o o o 
0100 o o 
o 1 1 o 1 

o o o o o 
101 o o o 
1101 () 1 

T<1hda 1.4. Tahda V(:Hlad(" da funçiio iJooleaua X.Y + Y-Z. 

Isto mostra rl<u<~rm•ni,c a analogia com o uso de t<tbcla.s verrla.de 110 Cálculo Pru~ 

posiciomü . Duas funções hooleana.s sPrão ditas igvais !W, para as mç:snHI'i 

entradas das va.ri<iveis boolanas, das produzirf'm a.s mesmas saíchw. t\a im-

plemt'ntaçã.o de circuitos lógiros é- frequentP_nwute necessária. a impkmentaçâo 

de dnnitus que realizPm determinada fnnt;.ão com o mÍllimo rusto. Para fa-

zer isto, tomamos nma fuuçã.o que seja igual à desejada, mas que mini mim o 

número de ope-radores requeridos. Por exemplo, a função lôgira 

G(X, Y, Z) =(X+ Y).(X + Z) 

é igual à função 

F( X, Y, Z) = X + Y.Z 

como pode ser observado através da. scg1Jinte tabela verdade 
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o o 1 
o 1 o 
o 1 
l o o 

o 1 
1 1 o 
1 l 

o 

1 
1 

1 
o 

1 
l 

o 
l 

IJ 
o 
l 
(] 

o 
o 

o 
o 
1 
1 

Tabela 1.5. Tabela v(~rdade das ftwções book.ma~ (X+ Y).(X + Z) e X+ YZ. 

Í~ interessante ohscrvar que enquanto a PXprPssáo da fllJJÇiio C têm três operadores, 

a flmção F têm a.penas dois, fornecendo o nv:>.~HIO n·,;ultado lógico. 

1.10.2 Propriedades Algébricas Básicas 

Na s<~ção anterior, observamos a. ana.logla Z'ntrC' os OJlPradores booleanos + 
e. com sens equivalentes JlO Cálculo Propusiciona.l 1\ c V. A terceira. oper<tçáo 

booleana, a complementação , é eqni va.lcJ:tl:- ao con0ctivo '· E:la é representada 

na Álgebra Booleana por uma barra sobre a, va.riáwl 011 sobre a E'Xpressáo, 

como utiliza.rcmos neste tr<thaJho (P.ex.: A), nu por um apóstrofe (corno A'). 

Portanto, a.s funçõrs booleana~ ddinidas na sPção <UltPrior podem ser imple-

meiLta<.l<ts por elemento lógicos do tipo /\,V e '· Como o mencionado previa-

mente, nãn é u,91lal o caso em que uma dafln fnHt)io é imph-'mPnt<v:la como foi 

definida, senão por uma função equivalente quP utilize menos conectivos, ou 

ainda por conectivos difnnmtes. As propriedades mais im_port.mltes da Á.lgebra 

Roolea.r1a são exibidas a ;;(cguir (conforme sen cquiva]ente no Cálculo Propo-

sidonal ). 
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D!t<trilmiçiü·J X.(Y + Z} = X.Y + X.Z 
X+ YZ ~(X+ Y).(X + Z) 

As~wiiu;iiu X+ Y + Z = (X+ Y) + Z = X+ (Y + Z) 
X.Y.Z ~ (X.Y).Z ~ X.(YZ) 

CwupleHH'iJ!iJÇiio X.X =O 

X+X=l 
x~x 

ComiJiar,·.lu X+Y=Y+X 
X.Y = Y.X 

x.o=o 
X+l=l 

X+X=X 
X.X=X 

X+-X.Y=X 
X.(X+Y)~X 

X +X.Y =X+ Y 

Lei !le D1, !vforpll! X+V + z ... = X.Y.:Z ... 
)(:V.~Z ... = X+ Y + :Z .. 

Algumas dnst.<~s rdações s~\0 obtidas trivialmente à partir das tahdas v~riladc dos 

operadorc~ boolc>anos dadas a,nteriormente.& 

1.11 

Rctinllado é uma estrutura matemática que incorpora a noçáo de ordem. 

Observaremos primeiramente o conceito de ordem pm"Cial. 

Seja R ff~lação bin<Íria definida como R : L ----~- O C L X L. Portanto os 

t'lementos de R são pares ordcmados (a 1 b) de elementos de L. R será dita 1.1ma 

relação d<: ordem parcial em L se da satis:fizcr as se.guilltes mndições : 

1.(a,a) E R para todo a E L. (rcflexitJidade) 



2. Se (a,b) E R e (b,a) E R então a= b. (Anti-8irndria) 

3. Se (a,b) E R e (b,c) E R então (a, c) E R. (tmnsitívidade) 

À primeira vista, dada s11a formuJaçãn gent>ra1iza.da, a definição autí~rior 

p;uece algo "nebulosan, mas S€ por exf'mplo denotarmos por a :::; b o par 

(a, b) E R da relaçã.o , ela se tornn. mais visfvel: 

1. a~ a. 

2. Se a $ b e b ~ a então a= b. 

3. Se a :::; b e b :::; c entáo a ~ c. 

Assim, a rela-ção ::Ç, a qual é refh•xiva, anti-símétri<a e transitiva, comporta--se 

cle modo ~;emelhante à rela.çã.o de onkm arftm~tica usual, c a noção de ord1•m 

pa.rrial é 1JJY!a gP11eralizaçâo da r0lação de ordPnL Mais ainda, se ::Ç satisflzf1r 

4. Para todo a., b E L, ou a ::Ç b, ou b :S a. 

então ela s~?rá dita relação fÜ m-de-m total. 

Se_.,;(~ mna relação de o.rdern pardal em .L, então o par (L,~) será dito um 

conjunto parcialmente ordenado, ou poset. Embora tal propriedade seja urna 

conjunção entre L e a relação de ordPm pardal, é comum dizer que L seja um 

poset e que a relação de ordem pardal envolvida seja dada no contexto. 

Quando ~ for mna relação de ordem total, L é dito totalmente ordenado. 

Um exemplo de conjunto totalmente ordenado é Z, o conjunto dos inteiros 

relativos, tom sua r0lação de ordem sendo a aritmética usuaL O conjnnto de 

todos os subconjuntos do pl;-mo é um posei sobre indusão (c); todavia, não é 

totalnwnte ordenado. 
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A seguir definiremos o conn~ito de r('tkulado, após realizar as definições básicas 

necessárias a tal. 

Definição: (Limite Superior) 

Seja R um subconjunto parcianwnto ordenado de L e num elemento de L tal que 

1' ;:; u para, todo r E R, então u será um limite S1ipcrior de R. 

Definição : (Suprfmo) 

Sej;un R, Leu definidos como aci.ma. u será o menor limite superior ou s-upremo 

de R se para iodo limite superior u1 de R valer u :S 1/. 

Definição : (Limite inferior e lnfimo) 

De modo análogo, l sPrá o limite ínf;;rior de R se l :S r, para todo 1' E R. Será 

d1<~mado de lnfimo se para todo limite inferior de R, r 1 valer 1' 2: 1.1. 

Notação: (Injimo e Supremo) 

AlneviauH;e os nomes lnfl:mo e Supremo por lnf e Sup, respertivameute. 

Observaç.'i-o: Se f.. (L,;;) for nm conj11nto totalmente ord~:tHtdo, cntã.o todo sub~ 

conjunto de R possui um Supremo e um 1ufimo. 

Definição : (Hcticulado) 

Um conjunto parci<~1mente orde11Mlo sera um n:ticulado se todo snbconjunto 

binário de R possuir um In f c um Sup. 

1\'otaç:lio : (lnf c Sup de pares ordenadoB) 

Derlota.rf'mos por x V y o Sup de {.r,y}, e por x A y o lnf de {x, y}. 

Propriedades e Tipos de Reticulados 

Um reticulado possui as seguintes propriedades : 

Para, cada par {x,y} de elenwntos do reticul:ulo L, valem para. o lu f e Sup: 



1. Comutatividade 

2. Associatividade 

3. Idempoten<:Ja 

4. Absorção 

As quaüo propl"ieda.des acnna mw são todas as propriedades possfveis de mn 

reticulado, scnã,o dcfim~m o "conceito de reticulado". 1\his especificaml"nte, 

se L for um Cülljunto nnmído das opemções binárias A e V satisfazendo as 

quatro propriedades acima, entâ.o L será. um reticulado sob a relação de orch~m 

~ definida por a~ b se e somente se b = a V b. 

Not.a Importante: ConsidNe o nmjunto LC de todas as sentenças bem fonnulaO<;~,~ 

no ca1cnlo proposirional. Se ideniifleumos scntença:ologicamentc equivalenks, 

se V denotar ou e se A denotar e, então (L, V,A) será um reticulado. Majs 

aínda, se p e q são duas sentenças bem formtlb.da.s, entao p :::; q ::;ignifica 

q~~pvq. 

Definição : (Retindado Dístribuído) 

Um reticulado será dito distribuz'do se aJém das quatro proprie0adcs aó.ma ele 

satisfizer a lei da distribuitivídade 

5. Distributividade 

O Cálculo Proposidonal é mn <'xemplo de reticnlado distributivo. Geral­

HJente, todo conjunto totalmente ordenado é nm reticulado distributivo, 

Definição : (Re-ticulado limitado) ou (Reticulado com unidades) 

Um reticuJa.do limitado que pos.sni dois elementos, ditos O e 1, que são seu me­

nor e maior el(:rnPnt.o, H'spectivamentc, neste reticulado. Do ponto de vista 

:Js 



algébrico, um reticulado em geral é dado pela tripla (L. V. 1\ ). f'nquanto um 

reticulado limitado é dado pela quintupla 

onde va1cm as propriedades acima, acrescidas da seguintí': 

6. X 1\ Ü::::; Ü C X V 1 ::::; 1, 

Definição : (Reticulado Complementado) 

Um netkuhulo L é dito compkmentado se para todo elcnll'n1-o de 

L existir um elemento x' , 

Definição : (Rcticuludo Completo) 

dtamado complemento \ al que 

x V :r' ::::; 1 e x 11 x' :::::: O. 

Um r('tirulado é dito completo se todo subconjunto R de L possuir um wprcmo, 

on equivalentemente, possnir mn infimo. 
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Se 

1.11.1 Álgebras Booleanas 

Um reticulado distributivo, linlÍ1ado e complemetltado .§ chamado de 

Álgcliru Booleana. Pode-sr mos1 r ar (jllP numa Álgebra Booleana o comple­

nwnto é sempre único. Dado qnc a. AlgPbra Booleana possui duas operações 

binárias(!\ e V) e nma. operaçào unária (o rornplemento '),e duas unidades 

(O e 1 ), ela é algébricamPnte tratada. como ~PJHlo a sextupla 

(L, A, V,',O, I) 

Uma Álgebra Booleana de dois pontos O, 1, corn O ::; 1, é uma. Álgebra 

Boo]f'ana. das mais importantP.<>, dPsdP q nP f'-la (>a base lógiea dos computadores 

digit<~ls atua.is, que serve de base para o rnon'ssamento dt' informações. 

Uma !Ílgcbra de Jleyting f! uma sext.npla 

(L,A,V,o;,O,l) 

onde (L,/1., V,:.::>,O, 1) é um reticulado Hmü,ado e distributivo, e~~ é uma 

operação bi11ária, chamada implicação , em L satisfazendo a.s seguintes 

condições : 

Hl. :r ':::} X ::;;;: 1 

H2, (" c> y) A y ~ y 

H3. xA(x·'*y)~xAy 

H4, x =? (yAz)~ (x c> y) A(x =} z) 

H5. (xVy)o?z~(xc?z)A(y=ó>z) 

(L, A, V,' ,0,1) 
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for uma A1~0hra Booleana, e se a=} b for definido como sendo a'Vb, então 

(L,V,/\,"},0,1) 

., nma /\Jgcbra de Heyting. Note que para transformar uma Álgebra 

Bookaua em mna Álgebra de Heyting, deflnimos a operação ;::;} 

de modo análogo a cquivalPncia lógica entre a implicação material 

Se a então b 

(não a) ou b 

no Cálculo Proposicional. 

1.1.1.2 Sistemas Especialistas Tradicionais 

Os sish'mas E;;p<:'dalistas Tradicionais tonsidNados twsta seção siio os siste­

In'l:J de prodt;ç{io de illjcrincias, usualmentt~ referidos na. literatnra (h,> inte­

Iigf.nria Artificial como Sistemas de Pnxhtção . Seu objetivo é a produção 

de infNêndas nào trivias sobre proposições que rqnes<:utem 110sso estado de 

conlwdmento da realidade. 

Os sistemas de pToduçâo produzem inferéndas baseados em: 

1. Conhecimento adquirido e l'(Cpresentado através de regras e armazenados 

ern urna base de conhecimento (BC); 

2. Um ou rnais mecanismos de inferência lógica (Tais como Modus Ponens, 

Modus Tollcns e o Prindpio de Resoluçã-O de Hobinson); 

3. Conherimf'nt.o a respeito dos valores verdade das variáveis de esta.do re­

presentativas das ff>(!Jldade. 
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A a-plic;;.bilidade desta dasse de sistemas dá-se em problemas aonde: 

• Existam relativanwnte poucas variáveis de estado rnvolvídas e est&<>, além 

de hem conhf't.idas devem ser objetivamente mensuráveis; 

• As relações nõmicas entre a.s variáveis de estado (regras) devem ser nítidas 

c conhecidas com exatidão (conhccim('nto total da realidade). 

Note-se que a csrolha do mecanismo de _ínferf11cia apropriado dqHmdPrá de qual 

seja a aplicação desejada. 

1.11.3 EstratPgias de dedução clássicas dos sistemas de 
produção 

Entre as cstraJ6gias de dedução (inf0rénda. ou produção ) rlássi(:as em 

sistemas de produção , destaquemos <tqui as duas mais usuais: 

• EneadPamento para frente 

• EtH·adeanwnto para. trás 

No caso do cne<HlPamcnto para frent(~, percorre--se o banco de regras seqnenciàl-

mente, instanciaudo-se o valor da variável consequetlte corüo verdadeiro se o 

antecNlente da regra for uma 0xpressão vc:rd::t(kira n<tqude estágio de conhe .. 

dnwnto do sistema até qm' nPnhmna. regra. mais possa ser utilizada. 

Isto cqnívale à a.plica.çã.o da. regra de inferência. de Modus Pomns, pois se for conhe-

ddo, a partir da realidade (ou por dedução durante o processo de inferência), 

que a variável A possua valor verdade verdadeiro e que tomo as regras conti-

das na base de conhecinH:nto são sempre V('rdadeims, então podemos dPduzir 

através de 
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A, A "" B ---------
B 

De modo análogo, texemos a aplicação de Modus Tollen8 na estratégia de en-

cad('amcnto para trás, percorrendo-se os conscquentes das regras da base de 

conhecimento e inst<1nciaJJdo-se os valores verda.des das elánsnlas anh:ccdt'ntes, 

Deste modo, podemos consid~'rar os sistPmas de produção como urna aplicação 

direta do processo dedutivo da Lógica Clássica. 

Várias símplificações podem (ou foran:~ feitas) na dinânlica dedutiva do proc\'sso 

de inferência, atravôs da rf'pre.sentação das proposições em termos de snas 

expressões booleanas, redução de wmpkxidade e aumf'ntn da diciêuda por 

meio da otimiza-ção das sentenças booleanas rcsult.cwt.es (maior('S deta.lltPs so-

bre (~Sta abordagem enron1.mm-sc em (Cara e Blinder, 1993)) ou ainda por 

mciq de estratégias de busca (~Ul grafos e án'On'S (Hich,J988; \Vinston,l988). 

Note-se ainda que, apesa,r dest<ts estrat6gias representarmn uma otimização do fer-

ramenta.l dedutivo, elas não alteram em absolutamente nada sua essência, 

ou seja, não são a.lterados os processos formais de dedução e representaçfw do 

con1lecimento, apenas obt{:m-se com isto mdhor rwrfonna.nre. 

1.11.4 Agruras dos Sistemas Especialistas Tradicionais 

Embora os sistemas especialistas tradicionais tcnll<ttn urna vasta gama de 

aplicações , eles possuem severa." restrições a-o scn uso na maioria das aplicações 

pníticas, por eXC'Inplo: 
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• As va-riáveis dC' estado devem ser nítidas, decidíveis entre VPnladPiro on 

falso. Isto implica que devemos ter pelo me110S uma variável para H'JH('­

sentar cada categoria de valores reajs quP a variável de estaOo poss<J. assn­

mir; aJém disto, devemos ter uma regra- para cada f"Stado que esta variável 

possa assmnir. Isto nos leva a um <t1l1H€llto exponeilcial das ueccssidades 

de arma:;o;r~mmwnto e proccssametlto para a resolução de problemas n~ais. 

• O processamento 110s sistemas especialistas tradicionais {} cfet uado d<~ 

modo sequPncial, onde apenas uma n~gra é considerada. a. cada instante . 

. Isto implica no. Mcessidadc da utilizaçãD restrita às variáveis nào depeJl­

dcntes, o que nem sempre é possível r:m easos rr:ais. 

• Impossibilidade de repre~wnta-çào de conhecimento n.dquirido de forma 

natural. Isto se dá basicamente por du:a.~ razões: As regras sã.o infl0xíveis 

linguísticame1Jte1 o que implica na necessidade de uma n~gra pant cada. 

valor lingui'stico possível de ser a.siinmido pda Vllriá.vel (uma restriçã-O 

pra.tlntmPnt-e impossível de ser cumpdda) e do c:ventnal fmldonaJJH:nto 

('ilógico" dos raciocínios na.t.mais (que levam alguns sisti'lnas forn1a,is a 

deduzirem "1ogica.mcnte11 através de suas regras de inferÊ'nda.s lógicas, 

raciodnios absolutamente não ilüuitivos e a.nt.i naturais, r<tnsaudo assim 

discn'pi'i.nrias entre o resultado esperado da inferência) ... 

Podemos ainda continuar nossa relação de restrições como o pmbkrna da rcsoluçã.o 

de conflitos entre duas regras de conhecimento conflitantes entre sí, a não mo­

notonlridacle dtt Lógica NaturaJ, a dificulchtde de trati:nuento de contradições 

c tanio._c; ontros fenômenos correutes em situações usna.is na prática. Note que 

estas rest.riçôes não inviahilizam a ntili:;o;açào de sis1.r:mas Pspe<:ia.lista.s, senão 
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que T'Csü·ingnn a cl<t%P dP ~ma~ pnli'Tlliais aplicações. 

Mais ainda, existem PstnlJj'gías para a manipula,çã.o de hltNteza em Sistemas 

Especialistas (a sPgnnd<-~ gpr;-u;âo ), em sua maioria utilizando os chamados 

fatores de Cet'itza e iuft>rôncia bayt>siana para derivar o grau de "probabilidade 

de vcnladd' de dcterrniHada proposição , 

Todavia, supondo que nã.o prnisernos disc-utir a questão clássic-a da validade e da 

aplicabilidade da. ir1ferêmia haysiana, a interpretação de tais resultados torna.­

se amhígna na maioria dos casn;;, romo por exemplo a ilustração de Zadeh (em 

"Fnzzy I,ogic in tl1e manappnwn1 of uncertah1ty" (Zadeh, 1993)): 

João pos,qfi úlo m duodcnal,(FC=0.3) 

m1de a inl erpretaçã.o do resultado ( F('::.~0.3) poderia signifinu: a) Que João po%u1 

úlcera dnodPnaJ cnm grau Ü.~{ (?);h) Que a probabilidade(??, pois terÍamos 

que supor que o experimento é rfpdú,el, e ainda. por cima iHfinitas vezes) de 

que Joi-io poss<w. ükera duod<.~nal é 0.3; c) Que a possibílidadt· que Joã.o tenha 

úlcera duodenal é 0.3. 

Estí'nderemos aqui o exemplo de Zc.dch, d0 modo a torn:.i-lo mais didático a.índa, 

realizando a prcsniç:ão de remédio para. úlcera duodenal de João, dependendo 

de qual iutcrpretaç:w acÍHJa ,seja a.reita .. Se aceitarmos a interpretação (a) 

(derivado do Sistema especia.lista de Diaguóstico môdico MYCIN), pcrscreve­

remos n-'médio em gra11 0.3 (tomar 3/10 da dose usnal?); se aceitarmos (h), 

dir('lllOS a João para tomar a dose normal do remédio 3 a carla 10 dias (!!); 

Se aceitarmos a 11ilo aditividade e ind,c>pend0nda dos eventos da v-ida (e da 

díuíca m(•dica) entào observaremos qlH' a possibilidade (c) de quE' João possna 

úkera duodcmd é COH.s-ideráwl, porém baixa, e buscaremos o valor da possibi-
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lidade f('St!ltante da aplic-ação de outras regras, que em sendo mais posdve.is, 

serão o diagnóstico maiB pmuávd p;ua o raso, rt-celtando assim o tratamento 

usual para as enft_•rmidade de Jo.â.o (e, talvez, para a felicidade1 de a.lguma 

Maria .... ).a? 

1Fdi,-ida.de é uma variável fu3zy (1!) (veja [Lógica Fuzzy como fator de sintese], 
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Capítulo 2 

Representação do 
Conhecimento através da 
Teoria Fuzzy 

Neste capítulo apresent<trf:mos nm rf':->umo dos prinripajs n:sultados e 

aplicações da Teoria Fuzzy aos sistemas especialistas no período de 1965 a 

1993. 

Não s0rá nosso olljPtivo considerar iodos os resultados, senão apeHas os princi-

p<Üs deles relacionados com os processos de inferér1cia fuzzy, c-ujos Pnnnriados 

ncn•ssários a este Pstndo serão o assunto deste r<tpÍttllo. 

Corno exemplo de aplicação dos conceitos envolvidos neste capítulo, faremos nma 

rq.ln'Seiltaçã.o dos conceitos de fitosodologia através da Teoria F'uzzy, a qual 

será·utiliznda como base para os exemplos de infcr0ncia IJOS capftuJos segnintes. 

2.1 Teoria de Conjuntos Fuzzy 

A Teoria de Conjuntos Funy é um doS dcmcni.os centrais a. toda a Temia 

Fuzzy. A elegâTida. de suas opNnç.ões , associada a uma grande iiimplicida.de 
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lhe proporcionam o papel de servir wmo v.ínrnlo p<'~r<-1 rlh'('r"' '-~ pt'111 n_~ distintos 

dPsta Teoria, f'Htrc os quais a Lógica Fuzzy, 

Apresentaremos nesta seção um rpsumo dos principais uh'nWid tb d;, Teoria de 

C011juntos Fuzzy1 , nec('ssárlos aos desenvolvimentos S('guin1Ps. 

2.1.1 Conjuntos Fuzzy 

Um coujunto fuzzy A de ~lm conjm1to universo (! é definíd() wrJ>o u roujunto 

de par('s ordemtdos {tt,llA(u)L 1t EU, no qnal1tA(11) {:o grau de IH'r1Ín~ncia 

do elemento u ao conjunto A e seu valor J.lA(u) reside no in1r•rv:d0 [0, 1]. A 

funçâ.o fiA : U ~+ [0, lj é dmmada função de J)Crtin{ncia do ronjnntn fnzzy A, 

E' caracteriza o conjunto fuzzy A at.n1v6 da notação : 

(2.1) 

n 

A""' l:llA(ui)lui = (2.2) 
i=l i=1 

O suporte Supp A de um conjm1to fnzzy A 0 o conjunto dr pm1tos PJH lJ que 

possuem grau de pertinência não nulo. 

A altura M 11111 umjunto fuzzy A é o valor supu flA(u). Fm conjnnto fuzzy é dito 

nonmzl se SH<I- altura for igual a 1. 

1 A despeito da observação feita por K;wJI'Jnan, de que conj111Jtos ~ão sempre ordinários e de que ;cpenas 
podem .-.xjstir ~whconjuntos fuzzy, será nt.ilizado o termo conjunto fnzzy (k modo indistint-o como ('flnmtramos 
;üuahnrute na, ljkratura, em con1raposiç5.o aos "suhc()njuntos fuzzy" da metade da década de 70. 
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Denotaremos o conj1mto de todos ns rm1jm1tos fuzzy no conjunto unívNso U por 

.F( U) ( ;Unda t'nrontra- H' na li I n<i I ;;rd i'( U) ou ajuda 2P{Ul). 

2.1.2 Operações entre Conjuntos Fuzzy 

Sejam A e B dois subconj1Jntos fun .. v do r:onjnnto universo U 1 (! asslllnindo 

que eles s0jam cararterizaílos pd<1,: funçÔ('S fiA e JlB- Apresentawmos primei­

ra.mPtJte as d~:finições ligarla,s às n'lilt_;Ô('~ d0 igualdade e indusã.o: 

Igualdade e Inclusão 

Igualdade (A:::: B) ororr0 <::> ('t:hJ E U)fjq('U)""" f,ts(1i)]. 

Jnch18âo (A Ç B) ocorre<=:? {V'U E C )[Jq(v):::;: P:B('u)J. 

Operações básicas usuais 

Algum<l.S rl<1s mctis COillllllS opna.çÕP& usuais ._;nire conjuntos fnzzy são dPfinidas 

como segue: 

• O Complemento d(' um coujullt.o fuzzy A, denotado por -.A,A ou A\ é 

definido p(']a. ftmção ik pNtint>nda 

(2.:l) 

• A União A U B de rlois conjuntos fuzzy A e B é definida. como sendo o 

nwnor conjunto fuzz~- q11c rontcmlla A e B simultaneamente: 

(2A) 
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• A Jntr rsco;ão AnB d~;> dois COJJjuntos fuzzy A e B f:. definida como sendo 

t\ Pl<;lur ronjunto fuzzy que contenha A e B simultan{'<llncnte: 

(2 . .\) 

• O Prodvto A.B de dois conjuntos fnzzy A e B é definido pela função de 

pPr1 íni>11cia 

MA.B(u) = !'A(n).pB(u) (2.6) 

Outras operações entre conjuntos fuzzy ut.i1iz<'tdas 

As S\')SlJÍntcs operações c:-ntre conjuntos fuzzy não possuem opt>ri'l.!,'Ões 0qui­

_ v;-dí'llt('s na teoria de conjuntos nítidos. Uma disc-nssfto mais detalhada 

::;obH' a scmántifa, de tais operações será dctna.da mais adi;wte, na, seção 

rdcrcntc à Lógica Fuzzy prÓJ)riametlte dita. 

Soma-limítada (ffi) de dois conjm1tos fuzzy A e B é d<'finida pela 

função de pertin.?nda. 

flA(J)B(x,y) = min(l,pA(x) -t f!B(Y)) (2.7) 

Potência de um conjmtlo fuzzy. Seja A um cm1junto fnzzy A Ç U. 

A m··~ésima potência. do conjunto fuuy Am é defmlda pela funçã.o 

de pertinf.ncia 

J1Am(n) = [;,,(u)]'" • Vu EU, mE ff1+ (2.8) 
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- Normaliza~:âo , norm(A), de um wujunto fuzzy A é definida pela 

função de pertinência 

(2.9) 

Este operador é utilizado para tornar ronj-nntos fuzzy não-normais 

em conjuntos fuzzy normais, a.ssegur;wdo que exlsta pdo menos um 

elemento u tal que ;u(u) :::o L 

·- Dilatação, dil(A), de um cmtjunto fuzzy A é definida pela. função de 

pertinê11cia 

(2.10) 

O uso deste opNador resulta mnn anuwHto do grau de pertinência 

dos clcn]('ntos do domfnio. Isto significa que quanto mf'nor o grau de 

pertim;ucia de um ohj<:>to x ao conjunto A, major ser<Í.. ;ou a pertim;nóa 

no conjunto modifico,do, signi1ica.ndo nm<t rchtxaçiio das restrições 

com relação ao concf'ito fuzzy A. 

Contração, con(A), de mn conjunto fuzzy A é de.finida pela funçiio 

dt< _pertlni',ncia 

(2.11) 

Este opNador funciona de modo inverso ao operador de dilatação . 

Sua utilização resulta num aumento da restrição dos graus de per-

tlntcncias dos elementos do nmjnnto. A perda de grau de pertinência 

dos elementos será tanto menor qu-anto mais próximo de 1 for a per-

tinõnria do clemPnto. 
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Intcm:ifimção, int( A), de 11m conjunto fuzzy A é definida pela fu11ção 

de pertinência 

i'int(A)(u) ~ { 
2p~(u) 

1- 2(1- I'A(u))2 
se0<p(u)<0.5 
se 0.5 < Jt(u) < 1 

(2.12) 

O uso deste operador msulta nunm diminuiçã.o do grau de pertinência 

dos elementos qm' forem menores que 0,5 e num aumento do grau de 

pertinência da.queles que forem maiores. 

2.1.3 Operações Generalizadas com Conjuntos Fuzzy 

Quando Zadeh dabor011 a Lógica F,J?;zy, S('US priuópais operadores 

eram o uu)ximo e o mínimo, respectivamente n:ladonados com os opera, 

dores "OlFJ e "E" da Lógica Cl~.sska. Desta m;uwira assegura:va-s0 4_ue 

a Lógka }'uzzy seria tlnl<t PXh'nsã.o da Lógica Clássica. Por0m os pes~ 

quis<:tdores em Lógica Fuzzy observaram que o Ratiorínio Aproximado 

poderia utilizar-se de nma série de outras semânticas relevantes para a 

conjnnção c disjnnção (Zirnmenna.n e Zysno, 1980; Greço et ali., 1984; 

Greco et ali., 1987). 

Como observamos porta11to, as operações de inter:;;('çção, união e com~ 

plenwntaçã.o podem ser definidas (k HHl.,iS de um modo, aJf.rn daqllPles 

dt"fínidos em 2.1.2 [2,111,112,181,189]. Os diferentes métodos são resul-

tado de propried<tdes sl"mantiçamentP desej;í.vcis para os wnjontos f11zzy 

resultantes de tais operações . 

Em [189], Yager d''finiu operadores gcnera.lizados de intersecção e união 

tomo sendo uma famÚ!a de funções dependf'ntcs de· parâmetro: 
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f'-4u,,B ~ I - rnin( l ,((I - f' A ( x ))' + (I - !'B(x ))')1
/'), p 2' 01.J:ii 

JlAnpB-;;:::: 1--min(l,((IJA(x))P+(JlB(X))P)1fP), p? 01.1·1) 

Como notado em [189], o tamanho do }Htrámetro p serve como nwdida 

·de "quão rÍgidas" se rt'qtwr que sejam as opemções acima. 

Normas 1' e Conormas 1' 

Duhois e Prade [idem, 1982] introduziram o conceito de Norma 1' 

(norma triang11lar) e Cononn.a T (co~norma. trí;mgular) na lit<'fatnra 

fuzzy, tomado da esta.tfst.ica [e Skliar, 1963], para lidar (k 11111 ponto 

de vista <1bst.rato com PEtas ontras semânticas das opcraçôes de con· 

junçãn e disjunção , constituindo-se r1a abonbg;em mú<; gera] pnssivd 

para definir-se as referidas opNações . 

_As r10rmas triangulares são definidas axiom;tticanwnte como segue 

[143,144]. 

Norrnas 1' 

Definição Norma T 

Uma Norma T triangular é uma, função rral dr dois <ngumentos cujo 

domínio é o reticulado unitário [0, 1] x [0, 1], e qn<> satisfaz as condiçõe~;;: 
a.) 1'(0,0) '""O, T(x, 1) "~ T(l,x) = x (condições de mntorno) 
b) T( x, y) S: T( w, z) se x < w e y < z ( monotonidrla.de) 
c) T(x,y)::::: T(y,x) (eonmtativida.rle) 
d) T(x,T(y,z)) = T(T(x,y),z) (amociatividadc) 
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s(~jam A e B dois conjuntos funy dP nm lllh,J)ln llnivtcrso de interesse 

I. A úmção de pertinência da int<:rscr\ào dw d()Í;; cnnjnntos (ttAnB) pode 

sel' ddinida através de uma função}\', flpfinit'J;, por 

JlAnB = N(pA,flH) (2.15) 

onde N é mna Norma T. r~ fácil ver que 111r1a I\orma T satisfaz as 

eondições df:'sejáveis á operação df:' int-Pf:'N'(Jw ;],, conjuntos fuzzy, ou 

ainda o "E" lógico. Portanto, a opnaçâo dr> i111 er:;l'cção de conjuntos 

fuzzy pode ser geJJcralizada através da l\'orJJI(I T. Em particular, np 

SCÓ=L 

se a= l, 
('a.so contrário . 

. Desigualdades hnportantes das Normas T 

T valem as seguintes desigualdades: 

(2.16) 

Para a.s Normas 

1'w(x, y) _:; rnax(O,:v +- y- 1) _S :r .y _S min(x,y) (2.17) 

Mais a-inda, para quaJquer Norma T vale 

Tv_,(X,J/) ~ T(:.~;,y) ~ min(x,y) (2.18) 
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Normas T Arqnimedíanas Uma Norma T arquimediana sa-

T(x,x) :<; x (2.19) 

seguíndo daí que T dt·v~' ser da forma 

T[x,y) ~ r 1(f(x) + f(y)) (2.20) 

onde f: [0, l} ---- [U,C'<.~] P j~ 1 é a pseudo inversa dP f. O produto é uma 

Norma T <~rquimPdianrt, f' pode ser calculado se f for a fnnç}io logarítmo 

e j~l for uma fmu,Jiu putf,ncia. A fnnção f é chamada de gerador aditivo 

dcT. 

Conorma T 

Ddinin•mo~ uma Ccmürma T da scgninte forma: 

Definição Uma Conorma T triangular (ou NormaS) f. mna função 

real S de dois a.rgmnPntos cujo domínio é o quadrado unitário [0, 1Jx [0, 1], 

e qui' satisüu;a as condiçôC's : 
a) S(J,l) -c:c; l, S(:r,O) ~ S(O,x) -::.-::: x (condições de contorno) 
b) S(:r, y) ~; S( w,:) sP :r < w e y < z (monotonidda.de) 
c) S(x,y)::..:: S(y,:r) (comuta-tividade) 
d) S(x,S(y,.:-)) ·,"CC:: ,)'(S(:r,y),z) (associatividade) 

_(: igualmentP fácil ver que a Conorma T s;Jtio-:fa.z as proprit~da-

dcs desej;ulas pa.ra a nniKo de conjuntos fuzzy e para o "OU" lógico, 

generalizando--os porti"lnto. 

Em particular, Up pode ser definida em termos da norma S corrcspon-

dente. 
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Correspondência entre as Normas T e S 

Qualquer Norma S pode ser gerada a partir de uma Norma T 

utí1izando~se a seguinte transformação 

S(x,y)= 1-T(1-x,l-y) (2.21) 

Deste modo~ a transformação entre as Normas Te suas Normas S 

associadas ficam da seguinte forma: 

... , max(x,y) 
x.y ..____, x+y-x.y 

max(O, x + y- 1) .. , min(l,x + y) 

2.1.4 Números Fuzzy 

(soma proba,bilística) 
(soma limitada) 

Números Fuzzy são conjuntos fuzzy definidos dE' forma especial no 

conjunto universo IR. A prindpa1 característica distintiva. dos mímeros 

funy é a dP que sua fnnção dP pf:'rtinhH·ia possui uma forma rarac-

terístira, correspondendo de alguma fonna a Jltoprierladcs sf'm;-htticas 

dest•já.veis destas funções , e que podem ser representados de forma única 

através do conjunto reduzido de parán1:etros utilizados para. s11a geração. 

A maioria dos mÍm0ros fuzzy pode ser definida aJriivés de uma quádrupla 

de n(nneros reais (a,b,c,d), onde a futH)io de pr'rtinência, PN de um 

número fuzzy N deve ser coJltÍIJua. por partes e satisfazer as seguiJJtes 

propriedades: 

1. JlN: Dl--v [0,1] é contínua Pm TR; 

2. (Vx E ( -oo, c])[J'N(x) =O]; 

a. JIN é estrita.mt'ntc fH'scente no scgme11to [c, aJ; 



4. (~x E [a,b])[pN(x) = 1]; 

5. f.lN é estrítamente decrescente no segmento [b,dJ; 

6. (~x E [d,too))[PN(x) = 0]. 

A quantidade (a+ b)/2 é chamada de valor médio do número fuzzy N. 

Quando a :::::: b então o número fuzzy N é caracterizado pela propriedade 

de ser "aproxirnadamt:ntc a·". 

Os números Í 11ZZY provéem um ferramenta} básico para a construção de 

moddos nas aplkações reais. Devido a isto, tf"m sido crescente o interf'sse 

e o nÚHH'TO de publicações sobre o assunto. 

·Veremos adiante que os tipos de números fuzzy ut-llizados nas construções 

de modelos é que permitirão a gaxantía de satisfação de determin<~das 

propriedades semiinticrt-s e-m modelos de i11ferência fuzzy usual. 

2.2 Teoria da Possihildade 

Uma funçã.o rtx(u): U "-J- [0,1] que associa a cada 1L EU urn número, 

Possibilidn.de(x = n), é d1n.mado de funçãn de distl'ilmição de pussibili-

dadc para os va]ores ila variável x. Sobre o conjnnto de todos os subcon-

juuto::; deU, esta função define n.ma medida de po.%ibilidade lix: 

(V F' Ç U)[llx(P) ~ sup ~x(u)] 
xEF 

(2.22) 

Soh a condição (:ln E U)[r.x-(u) = 1], a medida de possibilidade Ux 

satisfaz os seguintes proprí('da.des: 

!. Tix(0) ~ O, l!x(U) = !, 

2. IJx(U;:EJA) = SUlJiEJ II.j;(Ai) para algum conjnnto de índices/. 
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Porém, podemos citar entre suas pfÍllcipa.is distinções da,~ referidas me­

didas as seguintes propri0dades: 

A medida de possibilidacl€' não é adiü,ra. Isto significa que sua soma 

não está restrita a nenhtun valor pa.rtirular. Isto ta.mhém não quer di­

zer que obter0mos uma medida de j)tobabilidade normalizada através 

da distribuiçã.o de posc;ibilidade. Veremos algumas distinções adi­

ante. 

Procuramos considerar a Teoria da Po»sibilidade como unidade autônoma 

que possui Sf'US próprios princípios. Estes princípios foram distribuídos 

e <'spalha.dos em divNsos tral1alhos, mas podemos f(ll1sid0ri1f dois deles 

ramo básicos: o de Mínima Espt>dfiddade e o de Comhi11a.çào / ProY'çiio. 

Devemos notar qtH' as !Il('didas de possibilidade sào um caso particular 

rlas medidas fnzzy de SugE'nO (llanon, 1977) , ('Jltrc as qua.is podernos 

dilltiHguir as medidas de probabilidade, de crNlibi1idade e um número de 

outras (para maiores detalhes sobre este a,ssnnto, existe extensa e a.ce::;»Ível 

bibliografia tal como {Sug('no, 1974; Ban011, 1977; Dubois e Prade, 1 980; 

B<l$t>anezl, 1H87; Gerônimo, 1988; Barros, 1992). 

Façamos, todavia alghmas considerações a respeito das propriPdades mais 

importantes desta m.;dida, e de suas dlstinçõPs com as m0didas clássicas 

de prohahiliclade e credibilidade. 

Teorias da Probabilidade, Possibilidade e Medidas de Incerteza 

·Nesta seção buscaremos fazer algumas comparações da. Lógira Fuzzy na 

óptica da Teoria da Possibilidade wm a T('Oria da Prohabilühtde, fonte 
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de constantes c.onfnsõ~s semânticas. Também pronnarPnlo~ 111n~trar i]lH'~ 

as medidas fuzzy inrorpora.m e generalizam aJguma.:, ot!lr;J:, nwdidcts de 

incert-eza. Em pa,rt..icula.r, as medidas d€ credibilidade dP Shakr e <J;' medi-

das de credibilidade ronsonantes de Shackle. Isto prov(' ullla jtJStiíicat.iva. 

clara ao uso de medidas de possibilidade em sistemas ('qwriali:-'tas. 

Na Teoria de Probabilidade Clássica, a adição de probc1hilidadc:-; 110 r·aso 

contfnuo depende do desenvolvimento de nma teoria dP intq.>;nlJtl! rnjos 

limites são livremente intercambiáveis com as integrais (som<L'-' irifillitac:), 

e isto é dependente de a1guma teoria d~ medida. 

Uma nv:dida de probabilídade é uma função 1r nnma. a--Fílgf'lmt (gf>fal-

me11te eonsiderarla como o conjunto--pot&m~ia. de algum COiljHntu) i'( X) 

em [0,1], satisfazendo as sPguintes propriedades: 

(MPl) rr(X) = 1, 

( M P2) Para toda sequf>ncia disjunta de conjtHltos A; Plll T'{ X) 

rr( U Ai) = L rr(Ai) 

onde lV é o conjunto de HlÍmcros naturais, Claranwnte, 1r(\?l) '-=- O. 

Se relaxarmos a coudição de aditivida-de, poderemos dcfillir uma tnl'(lula 

fu.zzy como uma função qut~ satisfaz as seguintes wndições : 

(MFl) rr(0) =O, K(X) = 1; 

(MF2) \IA, B E P(X), se A c;: B então rr(A) <: rr(B) (monoto-

nicídrtde) 

(MF3) Se Vi E JN, Ai E P(X) c _{Ai} é urna S('quênóa monótona 

{A1 Ç A2 Ç ... Ç An Ç ... ) então 
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Jim r.( A,-) :~· ;:-( liru A,)( continuidade) 
1"--.oo , ___ , 

Uma medida. de proba bilidad(• (•, por! all1 o, uma caso particular de medida 

fuzzy. 

Uma mdída de cruiibilidadf 0 HmB m•:>rlida em X para a qual vale 

(MC!) ~(0) ~O; 

(MC2) rr(X) ~ J,A E I'( X) c O<; c,A) $ l; 

(MC3) VA; E P(X) telliOS 

rr(A1UA 2U ... UAn) :> }__>(Ai)~- L ~(A,nA,)+ ... +( -1)"+ 1 ~(A 1 nA 2 n ... nAn) 
icco l t<.J 

onde 1r(A) é interpretado como o grtnJ de crPdibilidadc qnc um elemento 

pert('nça a dado conjunto A. Desde quP 1r(A) + 7í(•A) _::; 1, nrna falta 

de credibilidade em x E A 11iio implica ncc0ssariamente numa. CH'flibili-

dade mais forte qll(' :r E oA. A medida de probabilidade é uma mPdida 

de credibilidade, e uma nwdidade de cH:dihilida.de é uma medida fuzzy. 

I\-fedidas de credibilid<-ldt- são di!:irntidas por ShafE'r. 

S1Jackle definiu um raso esp~'daJ de nwdida de credibilidade chama{la 

j11nção de crcrlilnHdadr consononlr; ond(' ;r( A) ó interpretada como sPndo 

o grau com o qna.l alguém se surpreen<'k' ao deparar-se- com o fato x E A. 

/\s condiçü('S siio: 

(MCCJ) •x(0) ~O, •x(U) = !, 

(MCC2) ~x(A n B) XX uâu(oc(A) n ;r(B)). 

Uma partkularízaçã.o da fnnçào de cr~?dihilida.de consona.nte sào as me.-

didas de arteza, as quajf> sntisfazem 
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(MCT1) 3C Ç X tal que <(A)= 1 se C Ç A e •(A) =O caso 

t(llll nírio. 

Dcmp::;1er P Shafer introduziram a medida de plausibilidade a qual é uma 

mN]ída qm' s<1tisfaz 

(\11'11)•(0) = O,•(X) = 1; 

(\11'11) A E P(X) e O<; •(A) <; 1; 

{ M PJ:i) V' Ai E X temos 

n 
. " "\:~ n+l x(A 1rH 2 n .. . nAn) O> 6 •(A;)-L, x(A;UA5)+ .. . -!{·-1) •(A 1 UA1U .. . UAn) 

i=l i<j 

Aplicaçõ('S rias medidas de credibilidade em pacotes de lntdigéucla Ar-

t.ifiri<-ll :;<lo t'Hcontradas no MYC.IN) EMYCIN e no sl1ell ESE da IBM. 

Todas :,.;ão 8Íinilares, mas não idêntica8 à.s vistas acima. Em JHnticular, 

elas variam no intervalo [~1,1] ao invés de [0,1]. Elas também não admi-

tPm nílculos de distribuições , assi.m como as •-q>n_':'Wntada.s aqui. 

Por 1íltimo, (hc1inimos a medida de possibilidade conforme sua apre-

scnt.ar;ão origina] por Zad~h, como medidas nas quais valem 

(PSZJ) x,(0) =O, Kx(U) = 1, 

(PSZ2) para. qualquer fanlilia {Ai} de subconjuntos de X, 

A medida de posl:iibilidade pode ser tramsfonnada numa medida, de credi-

bilidadc .incluindo-se algumas condições . A medida de possibilidade em 

X fiuito é 1.1ma medida de plausibilidade, que por sua vez é uma medida 

fnzzy. 

/\:'i provas da.s r0lações de induiião de mPdidas podem ser ('llcontradas, 
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sem excessã.o, em (Dubois e Prade, 1980), de modo que é desnecessário 

tra,nscrevB-1as a.q_ul. 

Como considerações adicionais, notamos que Duhois e Prade afirmam, 

por analogia à. Lógica. Modal, que podemos interpretar a função de credi­

bilida.de consonante como sendo a noção dual de medida de necessidade. 

Mais ainda, utilizando-se medidas fuzzy é possivel dPsenvolver um.a teoria 

de integração (desenvolvida pioneiramente por Sug(ono em 1974 (Sugr-no, 

1974)), possibilidades condicionais e obter resu1t<tdos análogos fuzzy ao 

Teorema de Bayes. 

2.2.1 Variáveis l..inguísticas 

Considere a proposição : 

"esta amostra é levenH~rlte ácida" 

Ela é uma expres.~ão mmal em linguagem natural. Mas qual é o seu 

significado ? 

Se consult-:Hmos, por exemplo, em (Gargantini et ali, 1970) encontrare­

mos a. seguinte defiT1ição : 

Se pH < 5,0 então a. amostra é fortnnente ácida 

Se 5, O :S; pl! :S; S, 5 então iL amost-ra é ácida 

Se 5,5 :S; pll S 6,0 então a amostra é mcdianamente ácida 

Se pli > 6, O ent.ão a arnostra é levement.e ácida 

Mas uma amostra cujo pll for 5.995 será quase tão levcnwnt(~ ácida 

q11anto uma- amostra de pll o:-.:: 6.005, mas sua classificãção incidirá na 
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categoria ácido. A impllca.ção desta classific.açâo para efeito de tomada 

de decisã.o pode ser catastrófica, pois podemos gnslar milhões de dólares 

em fertilizante para prepararmos um solo levermmte ácido, próprio para 

mna cultura. desejada, com um solo quase tão levemente ácido, um mero 

problema de linguística. 

Porém, haveria outra possibilidade de representar estes conceitos de modo 

mais apropriado? 

Bem, é certo que numa faixa próxima cle p.H::;::; 6)5 o solo será- levemente 

<fcido, sem nenhuma dúvida, por exE'mplo, (~ntre 6,25 c 6,75. Mas, nas 

fronteiras deste conceito, npenas podemos afirmar que cada elemento 

IJos:mi 1m! grau de pertinf:•ncia cada vez menor ao conjunto em rPlação ao 

seu <tnteceflsor, de modo que ao akança.r dC'tt-nninados extremos (como 

abaixo de 5,75 e acima de 7,25) o conceito c~r1a.mente nã.o se aplica. 

hto nos nomete diretanwntc a alguns conceitos vistos anteriornwnte, 

como m0dida fuzzy, distribuição de possihilida.de, número fuzzy, etc. Po­

. d('mos reprc1-wntar a noção de conjunto levemente ácido através de uma 

distribuição de possíbilid<tdt:: (uma. vez que seus e1mncntos devem possuir 

n.penas propriedades de mi.'I'ISl.!rahilidade atra.vôs de ln.edidas fuzzy), com 

a.s seguintes fa.racterísticas: 

XLA(x) = l,(Vxi1J,25 <;X<; 6.75), 

lfLA ( x) é uma funç-i'i.o decrescente entre [5. 7r:i,6.25] c entre [6. 75,7 .25], 

fora dos extremos (abaixo de .5.75 e acima de 7.2S) o conceito não se 

a.pJ.ica. 

Observe qne esta noção corresponde cralamcnte a um número fuzzy 
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. F(5. 75, 6.25, 6.75, 7.25 ), que é gerado pela distribuição de possihilid;u]{' 

1iLA :::: Jtp(x),(\fx E U), onde LA é o conjunto de objetos q11e po~;-,ucw 

(ou potencialmente possuem) a proprjedade de serem levemente ácidos 

(um conjunto fuzzy). Portanto, aos elementos de LA poderemos atribuir 

a eles o rótulo linguístico (110me) levemente ácido. 

Portanto, nma. variável fuzzy oferece 1m1a r'Csll'·if.;âo flexível dos valores (lo 

domínio que podem ser assnmidos por uma variável x quando seu n}tulo 

lingu{stir:o for u. 

}0rma1mente, uma variável linguístka foi d~?flnída originalmente por Za.­

. deh da seguinte forma: 

Definição Uma Variável Linyuística é caract(~rizada por nma q11i"ntllp1a 

(X,T(X),U,G,M) (2.23) 

onde X é o 110111e da vari;ivel; U é o Universo de Interesse; T(X) é o 

conjunto de Vermos de urna linguagem JJa.tura.l on arti:fic:i<tis possíveis de 

M'rcm usados qnalldo da, descrição d~ X; G é a rrgra sint;.í.tint usada 

para gerar os termos de T(X); e M é uma regra sem;íntica que ddine 

os signific;ulos de T(X). Esta semâ11ticrt assoda. cada termo x de T(X) 

com a va.riá.vel·ha.se 1t de acordo tom a cmurntihiliih1-de JfR"'(u) cn1n o 

conjunto fuzzy T(X). 

Podemos representar outros conceitos difnsos, como gradações c outros 

nomes possíveis no conjunto de addez, onde cada nome será. rcpreseni a do 

por um conjunto fuzzy T(X) definido pela restriçã.o Rx(X) associada a 

cada termo de 1'(X). 
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Neste contexto, o valor rea] de x sujeito aTé 

Oll 

x ~ L flR(xi)fT(xi) 
T(X) 

onde ü e fJ são valores no domínio da escala dl' rtrid('Z [0,14]. 

(2.24) 

(2.25) 

Mas o conceito de variável lingníst.ica 11âo &t'fÍi'i uma rl'aundância aos 

valores numtiricos associados aos conjuntos fuzzy ·; l'\;)o, os valores 

linguístiros sã.o expressões em linguagem nolu1ul ou artificial que dcs-

crevcm de modo abstrato alguma quantidade>, qw' é l'lltho dctf'rminada 

por uma restrição fuzzy mnn dornh1io de vaJorP,:, !lOs~iwiR, qne é, por sua 

vez, um wnjunto fuzzy. 

2.2.2 Modificadores Linguísticos 

Outra irnJJOrttmte propriedade linguística exiskntes E'ntre os 11omes 

(rótulos) associados aos objetos é a capacidade d(' 1/utdiJi~'açâo linguútica. 

Por <:>xemplo, considí:'rt>mos agora o sig11ificado da C'Xpressào 

"esta. amostra têm uma acidez mais ou mu1o,~ baixa" 

Ora, a aplicação de mais ou menos ao nome acidf'z baixa modifica seu 

significado. Scr<i que devemos então ter tabelas para toda a modificação 

possível de nomes 7 Isto é, no mínimo, impratícável. Porérn, podemos 

utilizar as operações de conjuntos fuzzy e as distribuições de possibilidade, 

provoca1Hlo assim uma alteraç_iio de seu significado, 
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Por exemplo, consid<>n'HHF (ple o con-ceito acidez baixa seja um termo 

básico de 'Tlx), (kflliidu Plll tNmos do número fuzzy B que o representa., 

Então o modi-fir<Hlor 11wi.~ ou menos causa uma menor espedficidade do 

nome, <WllH'Htandn a puh,;ihilidade de que 0~1tros valores do domínio f?lll 

que se pode aplkar o liOlll<' addez baixa sejam possíveis; considera.ndo os 

operadores de conjunto,; f11u,y vistos anteriormente, um dos operadores 

possíveis de ser aplír<Hlo que c:Juse a modificação desejada. no conjunto 

fuzzy B é o opcr<Hlor de díl.'ltação dil: 

Portanto, atray(<s da aplira(:f\0 do operador apropriado, podemos modl-

-ficar o sigHifira.do dos conjuntos que representam os termos báskos de 

modo a. po.s:;ihilitar a. de:-;(Tiçào de um espectro muito m;.üor de nomes 

como: 

Tamhém é pos~ívd ('scrcver nomes bastante complexos como mzoavcl-

mente, algo, wn t1jJO df, atrav(is ila. composição dos operadores: 

nome operador 
--;:~;;o;u!ehnen te:·--;.,r -, 0'1 i(;~l~:;:-;;;rdil( C0'1iA ))€" nor ni(i n t (c on( A)))) 
algo A n.orm(int(dil(A) e int(dil(nao(A)))) 
± A dil(A) 
um tipo de A norrn(int(dil(A) c neg(A))) 

CrmvPm kmbra:r quE' est-as operações foram compostas de modo a possui-

n•rn a mesma int(·rpretação scmàntlca em termos de ganho ou perda de 

66 



pntinênda dos el()mentos do conjunto, mantendo a ordem p;ncial. Ou­

\ ros operadores podem ser definidos para representar as relações acima 

drscritas, dependendo da semântica que se estiver utilizando. 

Uma. das confusões que ainda podem ser levadas em cow;idm·ação ~em 

n"'la.ção aos significados de muito, mais, menos, maior, pouco etc .. por 

1·wmplo, mais e menos podem ser representados através de translações 

dos conjuntos fuzzy, da. mesma forma qne alto ou baixo, não devendo 

purtaJ1to ser confundidos com o modificador muíto, que rcpH'i>enta um 

anmento da restrição aos objetos perte11cerem a catrgoria.. Estas con­

fnsôes, embora em maior grau de complexidade, ]Pmbram a discnssã.o da 

:-;nnântíca a.proprlada (escolha de conectivos binários) na Lógica Clássica 

p<Ha a descrição de frases liT1guístkas, não Sf'Jldo portanto, novidadP es­

tarem também presentes a.qui.ce 

2.2.3 Aproximação Linguística 

O problema inverso de se atribuir um conjunto fuzzy a. um rótulo 

líHguístico é o de se a.ssofiar um rótulo linguú;tíco dado um conjunto 

fuzzy. Este procedimento é chamado de Aproúmação Lingui8tica (AL) e 

foi proposto pela primeira vez em 1977 por M<1111d<lni, para a 1Jtilização da 

translação de regras f'm lingurtgem natural pan aplicações em controle. 

O saremos êtqul a definição de aproximação lingnística no sentido de Kac­

przyk (1986). O procedimento de aproximação línguística consiste em 

atribuir ao conjunto fuzzy Y Ç U nm rótulo P* tal que 
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de(Y,M(P')) ~ min de(Y,M(P)) 
PET,. 

(2.26) 

onde de(Y,M(P)) dt>nota a distância euclidiana entre os conjuntos fuzzy 

Y e M ( P) e o conjunto M( P) é resultante da aplicação de um modi:ficador 

linguJstico M sobre o conjunto fuzzy P. 

O termo p• na expressão (2.26) será denotado por ALx(Y). Se houver 

mais de um tNmo que satisfiça (2.26), será tomado o mais simples (que 

contiver menor número de proposições elementares em sua compm;jçâ.o ). 

Convém lembrar que outras mPdída.s de distáncia. (prinripalmmte as me-

dida.s de similaridade e compatibilidade) podem s~:r utilizadas, conforme 

O Cl\SO.<I' 

2.3 Sintaxe e Semântica da Lógica Fuzzy 

A Lógica Fuzzy é a base da argume11ta.ção usando conceitos difusos (Za-

· deh,1973). Esta afirmação geral pode ser refinada de vários modos. 

Nós consideraremos aqui o caso no qual os argumentos são construidos 

utilizando~se como base a Teoria de Conjuntos Fuzzy. 

2.3.1 Proposições Fuzzy 

Por uma proposíçâo fuzzy entenderemos uma ;,-dlrmação da forma "x é A", 

onde x é o nome de nm olJjcto e A é um conjunto fuzzy no universo U, 

o qual é uma "restrição JlexíveP' deU de modo a representar o conceito 

difnso que cara.ct~eriza. A. Por definição, o valor-verd;_tde numérico 11(A) 

da proposição "x é A" é igual ao gra,n de pertin&ncia JtA(x). 
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2.3.2 Propriedades das Proposições Fuzzy 

Como vimos, podemos calcular o valor numérico das proposições que en-

volvam proposições fuzzy "x é A'' e "x é B" na q\lal A e B sã.o conjuntos 

fuzzy dos <:Onjuntos universo (geralmente distintos)(! e V. Tal valoração 

é definida (também geralmente) pelo generalização das fórmulas conheci-

das da Lógica multivalente (Zadeh,1988). Daf segue ql.te o valor verdade 

numérico das proposições compostas "x é A e B" ,'"'x é A ou B" e "x é 

--r A" são os graus df' pertinénría do objeto x aos conjlnltos difusos A LJ B, 

A n B e A: 

v(AeB) ~v( A) A v(B) (2.27) 

v( Ao, li) •o v( A) V v(B) (2.28) 

(2.29) 

Asr:im, a proposJçao "x é A e B" define uma relação bJn;!i:ría fuzzy no 

produto cartesiano dos respectivos coujnntos unlver&Js. 

A proposição "x é A" também possui um valor vNdade linguístico (ver-

cLtdcira, mais ou metlOS verdnd<'ita, etc.) que f. nm l!IÍmcro no int<>rvalo 

[0,1]. Neste caso, o va.lor venbde da proposição romposta (que será de-

notada arpd por v( A)) pode ser obtido através dos seguintes princípios 

dE' gcneralizaçã.o : 

sup (I'<>(A)(x) 1\p,.IB)(Y)), 
to::~:lly 

(2.:l0) 
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llv(A ou B)(t) sup (!'"(A)(x) À ""(B)(y}l_ 
l=.rVy 

(231) 

sup (!'.,(A}(x)) 
t=l-x 

. Aqui as variáveis t, x e 'Y tomam va1ores 110 intervalo [O.J ].a• 

2.4 Representação da Linguagem 
Fitosociológica através da Teoria Fuzzy 

Esta. Sl'Çào apresenta. uma descrição lógica da tipolo_gia. fitoFociolÓP,Ír<1. 

A vaguidáo das unidades de vegetação, referenciada por muito;; autorP~. 

tem sido explicada por meio de fcrranwntas fonnitis deseHvolvidn-, rwL1 

teoría de conjuntos fnzzy. 

A ti pologi a da veget;tção teu1 sido a prcscntaOa rumo ViHÍ<Í. v Pié:. 1 i ng·1J ú, tiras 

do tipo de comunidade (te). Um conjunto de suas variáveis linguíst.icas 

'ltc rm1t<'m 110mcs de sint.axas (como t!:nnos primários) e alguns tcnnos 

compostos. 

De acordo mm a. abordagem linguística proposta, a identificação de comu· 

niclades de pla.ntas (fltocoenoses) é bas('ada em sua composiçao Horístíca 

c consiste em atribuir o Ü'rlilo mais apropriado em Ttc n est.<l fiton.H'JJose. 

tlrn proccdinwnto denominado aproximação Nngulsticaé (~JIL'io niilí:-:ndo. 

As diferenças lógicas Pntre t<~xa (tÍ}lOS de plantas) e sintaxa (agrupa.rnento 

de taxas), e a a,plica,çã.o da variável te l)rn t;istemas espcda.listas ta.mbém 

sã.o discutidas. 
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2.4.1 Introdução ao Problema Biológico 

Este trabalho lída com a 11sual iHflPxi hilidatl(• dos sist€mas fitosociológicos 

que provém da vaguidão dos JJOllW:' de :-:intaxa. Também é apresE'n­

tada aqui uma interpretação lógica. da tipologia da vegetação usando 

o cáku]o da teoria. de conjuntos fnzz:y (TCF) introduzido originalmente 

nas di?ncias da vegetação por Rolwrb p 936, 1989) e Feoli e Zncar<>lo 

(1938). 

A ('Scolha da TCF como base conrnihJal jliJT<t a cif>ncia da vpgeiação apa­

rPnta ser hasta.nie apropriada. A TCF (~ port irnlannente útil11a descrição 

dE> sisiema"s complexos (Zach'h, 19"1:3), e Jlort;wto para rornunidades de 

plantas. 

Embora o presente t.rahalho utilizE' os cuJir<'it.os da TCF, rcffõrimo· nos (ao 

contrário dos ut.igos citfldos) à vaguidão rorno j'H'Oilticdade da linguagem 

na qual a vegctaçã.o é descrita. Tal abordagem permite anAlises dos 

problemas associados com <:t teoria da vcgeta,ção, os quais nã.o podem ser 

razoavelmente cscJ.:uecidos s0m qne se diga lliHla sobre a li11gnagem. Os 

Pxemplos iudnem: a. ide11tifkaçi'i.o de com11nidades de plantas, predição , 

a estrutura das g('ll0fil1Lr.açôcs fitoc;ociológ;icas e, -tinalmente 1 o problema 

dos valores verdade das vroposiçôes em fitosodologia. Identificação de 

comunidades de plantas consiste na seleção de nomes a.propriados para 

uma dada fitoroenose, assume o conhecimento do significado de todos os 

nomes de sil1taxa .. Prediçã.o é SC'HJ pn: algum tipo dE' inferénda, e portanto 

ela wnsi::;t(~ em dPriva.r nma certa proposição de algum subconjunto dado 

de out-ras proposições. O probkma. da verdade apenas pode ser colocado 
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de mmlo razn<Íw] quando a relaçã-o de certas proposições à realidade 

('Xtra-lin~~nis\J!'i\ forem levadas em considPraçâ.o. 

Com a n'const rnçáo formal da linguagem fitosodológica podemos iniciar 

nossn <ilJ<í.lísí' da 1ipologia da vegetação. 

2.4.2 Idéias Básicas 

Na opilliân d(' JJn:itos fitosociologistas, as unidades de veget<1çâ.o uão 

sâo rla_s~t':> (culljllllin.s nítidos) mas tipos, considerados geralmente como 

"agrup;Un('ntos'' no espaço abstrato de vegetação. Intuições consistindo 

na rwtun'Z<t do;; tipos, em particular na sua va.guidão, foram verbalizados 

pur umitos in\'<•stigadores, como: 

'· ... o objdivo da sintaxonomia não é o de propordonaT nma ex;ms~ 

tiva divisão Pm classes distintas, sPnão a formação de um sistema 

de reff'réw'ias ;vlequado, permitindo a. deterrninaçiio sistemática da 

posiçã.o da fitocoenose concreta._ .. O conhecim~nto dos tipos e de 

suas caT<lcterístira.s é req11isito necessár.io a ÜlC'ntifira,ção própria das 

formas t.ra,ns<tcionais onde casos extremos." (Matuszkiewicz 1981). 

" ... o p;rupo de esp6eies dh1gnostkada.s nem Sf>rtlprc é represcuta.cto 

Pm sna pJruitude por qmtlquer amostra simples. De fato, podemos 

f•nrontra.r uma S{~rie contímta de awostras com um míuwro decrcs­

centP dt> espécies diagnosticadas, daquelas de maior mímero, a~ q11ais 

repre~wntam o núcleo do sinta.xon, até amostras pobremente ca.ra.cte­

rizá\·eis nas borda,s do sinta.xon, as quais náo são nítidas." (Moravec 

i989). 
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Não existem características precisas dos aspectos formais da sinta.xonomia 

11a litf'rat.ura, cxcPto pela aiirmaçã.o de Moravec de que o procedimento de 

formação dos sistemas de commtidades de plantas "está. em total acordo 

com a tipologia lógica generalizada po:r Hempel e Opper1heim" (Moravec 

1989). Hernpe] (1965) escreveu: " ... se o termo T é nm tipo extremo, 

um indivíduo a não pode ser dito T ou nâo-T; a.o invés disto, a pode 

ser "mais ou mE'nos T". Mas como podemos definir "mais ou menos" 

de um modo objetivo?". Lembrando da solução proposta por Hempel e 

Oppcnbeim (1936) (veja também Jkmpel 1965). Um tipo T é definido 

especificando-se d11as relações binárias: "ser mais T que" e ser "tã.o T 

quanto". Eles devem satisfazer certas condições formais: a primeira deve 

sc>r assimétrica e transitiva, a lÍltima deve ser siuH(trica e trallsitiva e 

as dua.s juntas devem satisfazer para eada Jl<l.f de objetos a e b nma., e 

somente uma, das seguintes proposições : 

1. a é mais T que b, 

2. b é m<Üs T que a, 

3. a é tão T qua,nto b. 

Todavia, este conceito é a.pNlas uma resposta evasiva às questões relevan­

tes relativas ao significado das expncssõcs da forma "a é mais ou menos 

T". A va.guidão da frase comidera.da é, de fato, ignora~la por Hempcl 

e Oppenheim: as rcla.çõcs introduzidas por elas são nítidas ! O coração 

da idéia em questão é o de erradicar a.s a.firma,ções vagas do discurso ci­

entífico. Mas a. reconstruçã-O da língnagcm fitosoriológica negligE'nciando 

a vaguidãD de seus termos básicos pode levar a. super-simplifi<:ação, Isto 
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den>-se a.o fato de que frases impredsa"<J são fortemente emajzada.s no 

discurso fitosociológico e possuem papel importante nele, como pode~se 

mostrar a seguir. A interpretação lógica. da tipologia da vegetação que 

obedece mais fielmente ao espírito da fi t.osociologia mais do que o conceito 

de Hempel c Ovpenheim será discutida a seg1lir. 

Modificações linguísticas dos nomes da sintaxa 

Será útil analisar inicialmente um exemplo não fltosociológico. Couslde­

. remos duas sentenças atômicas: 

L Joào é careca 

Estas proposiçóes possuem a mesma estrutura {são proposiçócs elemen­

tares tipo "x é P") onde x é um norne próprio e F um pn~dicado ). A 

pala.vra va.ga "ca.W('a." é simplesmente um nome, enquanto a expre.%âo 

"mai'J ou menos oueca" é um nome comrlosto. A ültima expressão con­

siste no nome "earrca" e na t:>:xprcssão "mais ou menos" que do ponto de 

vista gramatical é um fmdor formador de nomes. Uma expressão é nm 

. fnntor formador de nomes quando ela se referir a um ou mrtis suhstantivo 

simples de modo a formar mn snbsta.ntívo complexo. O funtor "mais ou 

menos)' modifica o signifiCado do nome ''rareca" tornando-o mais vago. 

Retornando aos norn('S da liugnagr~m da ciência da vegetação , considere­

mos as proposições synsistemática.s na.s quais fitoco('noses são at.ribuida.s 

a sinta.xas particulares: 
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1. ''a rínira comunidade na reserva é Qucrco-Ca.rpim:tum st,achyrtosum 

. , . " (Ferchmin) 

2. "a maostra foi ideutifica,da ... como UI~t}!._~g!!:ler~~ empo_E_Teddo_ de 

Carici rcmot.ac-Fraxinctum ... " (Jo'alínski) 

3. " ... as comunidades discutída lemhrõl_m muito ,S'aliceum albo-fragilis" 

(Polakowski) 

4. "Esta amostra ... é uma fp_.nna_l.litnsa.ciop_ªJ entr...Q Carici-Agrostetum 

~ Faleriano-Caricetum fiavac". (Grodzinska) 

5. " ... o conjnnto de toda.s as plantas encontradas [na reserva] uiio 

permite cla$sificar a amostra como S('Hdo Ficario-Ulm.ctum". (Fer­

rhmin) 

6. ''A cowunídade difícil de classifkar de alguma. forma desenvolv(;.se 

na declividade da montanha Zuchowa". (Trzrinska-'1\'lcik et aJii) 

Nomes próprios de comunidades de plantas sito ;_motados (~m desta.qne; 

são as contrapartidas a,o nome "João" no PXcmplo anterior. Alguns "ele­

mentos adicionais" (subli-nhados) fazem o me-smo papel semánt.ko _nas 

sr;nte-nças b-e do que "mais ou lllf'Jlos" na proposiçã.o (H): eles modifieam 

o slgnifica.do dos nomes dE> siHtaxa. É evidente que a proposição (1) é uma 

proposição atômica. Já as proposições 2 ---- 6 são gramaticalmente mais 

sofisticadas. De modo a tornar possível a análise formal destas senttmças, 

podmnos assumir que elas possam ser parafraseadas (com a preservação 

·de seu contexto essencial) em SeJÜ('nças atômicas 

f é T 
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onde f é um nome próprio da fitocoenose. {' T dvllota nll o nom0 de um 

sintaxon ou um termo complexo conteJ1do um fn1110r furruador dt' nome e 

mn 011 mais nomes de sintaxa. As tra.nsfonnaçôl's são d<J :wp;uinte forma: 

7. f é Querco-Carpinctum stachydosmn 

8. f é~.~ fragn~.~nto empo_E_recido de Carici n:moltlf. -Fmúnrtum 

9. f é ~proximada.mf'nte Salicfum allKJ-fragilis 

10. f está .entre Carici-Agrostcturn f Valt.-riano-C'arícdvm Jlnuu.: 

11. f não é F'ir:ario- Ulmctum 

12. f é indeterminado 

Nas p<trafra.ses acima das sentPnças 1-- 6 os nomes próprios for<l!ll denota­

dos por f, 0nquanto os funtorcs formadores d0 !lOHlP foram suhlinhados. 

Na sentt'nça 7110 termo T é simplesmente o llOHle do siniaxon. Nas pro­

posit;õcs 8,9 c 11, T é nm t\"nno rompo.-; to d<> 11m modificarlur lingnístico 

c o nome de 11m sintaxon. Na sentença 10, Ti> lJnl tNmo C(Jnst.rnido por 

nm funtor formador de nome e dois 110mes de sintaxa. O exemplo 11 

·mostra que existem comunidades para. as q11<Üs não podl'mos atribuir a 

mna sintaxa (õSpedfica .. A tradnç.ão da sPntença. 12 n·qucr a i111.rodução 

do nome adicional "indcV:•nninado''. 

Os exemplos ilJHCSPntados nestrt seção indicam q11e uma reprcscntaçã.o 

lógica adequafla d<t tipologia fitosodológit<t deve levar em consideração 

nã.o apenas nomes de sintaxa, mas também os termos compostos que o 

eompõcm e os funtores form<idorcs de nome. Na S('Ção seguinte, tanto 

nomes -simvles qual! to compostos serão tr;duzidos na lingn<>gcm de con­

jmltos fm;zy. 
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2.4.3 Pressupostos Formais 

Seja F' o conjullto de toda a taxa, isto é, da. flora investigada. na árf'a, e 

P o conjunto de todas a.s 11toro('•noses que podem ocorrer na mesma área. 

Seja f a reprcsE>l!Ül.Çào do nom0 próprio de uma fitocoenose. Assume-se 

que F seja finito e P f'TilmH'niwl. Por simplicidade, supm1hamos que 

cada fitocoenose é nnartNizatla rpwlitativamcnte (isto é, apenas a pre­

sença ou ausé>ncia. da~ (';,pécir>s (• rr_msíderada). Podemos citar dois mo­

tivos para a validaç.ã.o dr'st.a hi]H:Jtr~c;e: o primeiro é que pela escola de 

flraun- BJanquet, as COlllllllidadr'S de pJantaS Sã.o rf'c:Onhedveis peJa SUa 

composição florístic<~~ (' ('Jll Sf')!,'1lJidn, rt.s considerações abaixo pod{!m ser 

generalízados facilnH'nh' IJOS rasos Olld<' a cobertura, frequênria ou bio­

m<Lssa. de cada esvécie for consid0r<-1da. A composição florfstica das -fito· 

coenoses s~~rá identificada como s0ndo uma fnnçã.o FC de P 110 conjunto 

potf.nci.a P(P)) isto~' o roujunto que umt0m todos os subcOJ\j-untos de 

F 

FC 'P ~ P(F) 

A funçã.-o PC as~>ocw a f(lda. í11mol:'nosc o conjunto de taxa que ocorre 

em det<-•rmina.da área. Denotemos por A o conjunto de m fitocoenoses 

·descritas (um conjmüo de m amostras) que servem como base da síntese 

sint<txonõmica. uuma dada área. Os elementos de A sào simbolizados por 

a 1 , .•. 1 am· É obvio que A C P. Supor1ha que n sintaxas (unidades abs­

tratas de vegetação, simbolizadas por S11 ••• 1 S,) foram djstinguida.s. O 

coujunto de todos os nomes de sintaxa é denotado por Se seus 0lmnentos 
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por 8 1 •••• , S;, ... , Sn (ou simplesmente S); Si 0 o nome do sintaxon S;. 

A ruJJ:lJiuaçã.o de espécies características EsCi U F, para i= 1, ... ,n, 

BN<Í rm1sidcra.do na definição do i--ésimo sintaxon apresentado a.bn.ixo. 

('oHc.id<'TilljÕes adidomtis st~râo ilustrndas através do exemplo seguinte. 

,\.~sumimos que o conjunto A contenha. 20 elementos, isto é, rn = 20. 

Suponha que 10 taxas a, ... J tenham sido Pncontradas r1cstas fitocoeno-

sus. :\ eomposlçâo floristka. dP cada amostra é exibida na tabela 1; Por 

exemplo, PC( ai)= { a,b,f}. Seja. n = 3, E.5C1 ·:::::. { a,b,c}, EsC2 = { 

d.r•.t:g} , EsC3 = { d,e,h,i }. 

lúl>1 la 1. Tabela fitosociológica. estruturada a partir de 20 rclt>vés 

;ntif1riais (a1, ... ,a20)) nos cpr;.Üs 10 taxa. (a, ... ,j) foram encOJitr;ulos 
· · · ·;,T'ii·-:;:3'";,.1""~Tã~-;rãsa9~J-õ--:õll":>T2--.:·i:.r·,.l t -O:fi;-;;Jii--ãl?iTB-:;.·19 .. :;2.0 
·.:·r -·~1--r·l-TI~, --~,-- .. ·--·~-1--~·~·- ···-~-~ 

blll 111 

' ' ' ' ' ' ' • ' ' • 
" ' 
' ' ' 

--------~---- ______ I __ _ 

Variável Linguistica tipo de co·munídadf 

Jntnições reladonadaB a subjetividade da sintaxa e da suscetlhilidade 

dos nomes das comunidades de plantas aos modificadores lingnisticos 

dcv~rn ser formalmente expn'lifiOS a.trav6s da variável1inguistica ref~rente 

a tipologia fltosociolôgica. 

Variáveis linguisticas, conforme vimos anteriormente, são uma quintupla 

(conforme Zadeh 1975) 

(1!, ytc,A,G,M) (2.33) 
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011de v é seu nome~ Ttc é o conjtmto de variáveis lingnistkas 1 A é o 

conjunto de todas a.s amostras, G é a regra sintática nos quais os termos 

1' em Ttc são gerados, e Af é a regra semálltka que atribui um conjunto 

fuzzy a cada termo em 'Itc· 

O conjunto S é o ünico subconjunto próprio de 'Ytc· O último deve 

1ttmbém incluir termos compostos de nome de sintaxa e de certas ex-

pressões, consideradas como modifica,dores li11gnistkos. Os referidos fun-

torcs modificam o S(>ntido dos nomes de sintaxa. Por exemplo, a expressã-o 

"um fragmento empobrecido de" em conexão com o nome Si modifica o 

sentido deste. Pod(•mo::> levar em consideração que o significa-do da ex-

pressão "mn fragmento empobrecido de" como um nmjunto fuzzy resul-

ta.nte de uma opera~;ão realizada. H11111 conjnnto fuzzy que rcpn~senta o 

sentido de 81. O sentido de qualquer termoS; em Sé o siut.axon S;, um 

mnjunto fnzzy de A dt'finido wrno segne: 

S; = nonn((Z;)") (2.:34) 

pz,(aJ) ~ I(EsC;,FC(aJ)) 

onde í = 1, ... , n; j = 1, ... , m, nonn((Zi)") é o umjllJll.o 11orma.lizado 

da a--ésírna potência de Zi Ç A, (a~ 1), e I(EsCi,PC(aj)) é o grau de 

indusào do conjunto nítido EsC; em FC(aJ)2 • 

Vamos defmir o grau de inclusão I como 

IXnYI 
I( X, Y) ~ ,_fX~I 

zPara defini<;âo <los OJWradores fuzzy utílízado5, consulte as scçõc,s an1eríorcs deste capÍtl!lo 

79 



onde 1-1 denota a rardinalida.de, e X e Y são conjuntos fuzzy. 

O grau de pertinência da. fitocof'nose .aj no siutaxon S; cresce de acordo 

·com o número de espécies diagnosticadas (isto é, espécies pertencendo 

a EsCi) encontradas nela. O grau de pcrtini.'nda de aJ- em S; é 1 se, e 

somente se, EsCi Ç FC(aj)- O parâmetro a na definição (2.34) deter­

nüna o grau de subjetividade (s0gundo Kapríczyk 1986) de SF Qua.nto 

maior a, menos fnzzy éS;. Em particular, quando a,_,_ oo, então Si é um 

conjunto nítido. 

As regras sintáticas (G)para a geração de elementos de Ttc e da regra 

semântica corn~spondente (M) é apresentada na tabela 2. 

Tabela 2. RPgra sint.á.tíca c corn'spondelltf' sc-Jllántico da variável 

Jinguística tipo de comunidade. Si e Sj são nomes. d(' sintaxa S; E' SJ; 

i,j o:: 1, .. . ,n. 
R~.ii'j.}i~ili:i~~ar:::·~~=·_::::·.:::::=~·=::::_-:::::::::~-~-~E~..i•>nxntr,~i:I~-·----=~-:=:=:-.=-.:::==:~=~:=---~-----
s, E "!'i c M( S,)=S, 
"um f"gm~nt" •mpohrecido de s, E 'iíc" M("um h~gmcnlo ompohrecido do S;")~~(S,)b,b > l 
"~pro,itnad.unonte S,"E 7 1 ~ M("~pro~im~dunonto S,")=(S,)c,~ < 1 
"ui;.<) s,"E T,c. M(nii.o s,),--,s, 
"f~Jm" llOll>Hion.>l <ntr~ s, e SJ'E 7íc'' ;f. J M("form,, \r"-n>MÍonal onlr~ s, ~ S/')=(S, US;)d,' ;f. ;,d > l 
"ind"'"'"'i""-do" E Tu M( "ind<tr,minad~" )=OI"*, k = ) , , "' 

A variável línguhtíca tipo clc com-unidade possui um míuwro finito de 

t.Pnnos. O conjnnto 'Ttc con,siste em todos os elementos de Se os f.Pnnos 

não primários (compostos) r.ompostos rlf' modiflcadores linguist.kos e um 

número adeqnado de lermos básicos (proposições clPmentares). O termo 

"indeterminado)' completa a 1lsta de Ttc· 

. O significado do nomeS; é o sintaxon S; (conjunto fuzzy) S;. O signifi-

cado do nome composto "uma amostra empobrecida de Si'', é a b-ósima 

potência do conjunto Si: (Si) 0, b > 1. Uma diminuição do gra.u de per-

tinl"t1da de cada fitocoenose Oj (com excessão daqn<~las rujo grau seja. 
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nítido {:::1)) é o refh:xo formal do empobrecido florístico geraL Estf' não 

é o caso <õm que uma fitocoenose é aproximadamente Si: algumas <'~lJH;rii·,~, 

representando outra..~ sintaxas são encontradas nela. Um aumento do gran 

de perti11ência de ra.da. fitocoenose Uj, pela. aproximaçâ.o do,., valor('S da 

função de pertinência de S; à c-ésima. potência (c< 1), equiYale a J"d('· 

rida diferença entre o significado do Itome primáTio Si e Sj é a. d-ésiwa 

potência da união S; U Sj, onde d > 1. O nome "indetenninado" 6 o 

rótulo lingnístico do conjunto vazio. 

O conjunto 1íc drdlnido acima roHtem um mímero finito de ekmculos. 

Em bom ele possa não se referir à uma variedade cmnpleta de nomes de 

comunidade aplicadas TifL prática fitosoc.iológica, ele couti'm as consti­

tuiç.ões mais g('ralmentc Pl'ICOiltrada.s. Este conjunto pode SN fariJmc11te 

csV'ndirlo pPla. adi(;ào de nomes da forma "intermedi<iria (;ntre. S; e Sj 

e ... e Sk" etc. Um conj11nto h1finito de termos da. va-riável llnguí~tlra 

tipo de conwnídade pode ser gnado por nma. gramática livre dç ('OTttexto 

. (Zadeh 1975). As regras semánticas apn'sçnta.Jas na tabela 2 devem ser 

pensadas <"omo sendo uma primeira.. aproximação do significado rcaJ das 

expressões í~xaminn.da.s. 

As regras descritas serào aplic<~dns aos dados da tabela 1. 

Tabela S. Conjuntos F\1zzy construidos a partir dos dados da tabela. 1 e 

suas V<1.riações lit1guísticas. 
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' 
6 ~~--1·----·--,---.---,--

SJ 060 060 1.00 Of·G 1 (j;; ---~ -.c;;---r;··,,_,,--·;-;;" o.zr, o.oo 
.<:2 1'!.18 018 OOú ~lf. 

SJ 0.00 O.HI (),00 0.00 O!~ '' ;,, n L' 
em}'Sl 0.13 0.13 J_QO O.H 1 ü\.' O 1.1 1' l:'· 
~mpS2 0.00 0.00 O.OD 0.00 O 00 (> l'iú <\('(I 
~mpSJ o.oo o.oo o.oo o.oo o DD [• üü ~no 

:fSl 0.17 0.77 1.00 CLT7 l ()(:. O 7! ü 7> 
'fS2 0.42 0.42 0.00 OA2 O 4'J ~ 0(1 D l2 
'f'S3 o.oo 0.42 o.oo o.1m o ~2 o o n 42 
"""Sl 0.-10 0.~0 0_()0 OAO C> D0 ü Vl 0 fc'• 

, .. ~sz o.e2 0.~2 1.oo o a2 o s2 1 oo o h2 
n<><>S3 1.00 0.!12 100 1.00 OWi 081 082 
SJ&$"2 0.36 Q.3G 1.00 O 36 100 D ;;ç O J(< 

Sl&S3 0.36 0.36 J.OO 0.36 1 00 Q . .'!f. ü ;_<f 
S2&S3 0.03 0.03 !HIO 0.03 0.03 O (l.'l O O.'l 
indd (l-00 o.oo o.oo .. .!l.:~S'- •• ~_,o~_"__f:'!l_ ___ !l 00 

------fr----rc--,-,-~ u 1 ~ 10 1' 
-sl--~~u---ó-.oo-o".2~·-o:2-:c.-o:;~-- o oG 

s2 o_7o J.oo o.10 1.oo o 10 o 11 D n 
53 DA2 OA2 0.18 O.fZ l 00 l 00 0 -o 
<n>pSl O 00 0.00 O QO O 00 0.00 O OG ú r'•ü 
"""52 o_u 1 oo o <4 1.00 o~; i' í>:< i• ,---
~'"pS3 O.l!3 O.OS O oO O.O;J. l OD l UO O 71 
'fSl IJ.~O 0.~0 0.00 0.~0 O.>D O ;.o i! !\ll 
'f 52 O.M J 00 O.M J.OO o 8.j o O O ''·'• 
'f~ DIS OU 042 D~ lM 100 OB4 
,,,,sJ o_n; o.n 1 oo D.75 o n o'" 1 co 
n"o52 0.30 O 00 0.30 0.00 0.30 O ~b O ~h 
naoS~ 0.58 0.5B O 32 O'\~ O QQ Q 0[1 
SJ&S2 0.1~ 1.00 0.40 1.00 o 43 0.18 
S!&S'J O 16 O 18 0.03 0.18 1 OG \ UO 
S2l<S3 0.41 1.00 0.49 1.00 1 (JÜ J DO 

_.'.!_~.':!~-~ "'" ---~ l!E ~~Ojl ____ o .g_LJl g_q ___ ~_o __ _ ?_ .. o o 

0.18 
() 4'> 

f} ·~ 
O GQ 

j_{)Q 0.70 
o.u 
0.00 
1.00 
0.0~ 

0.50 
1.00 
0.65 
o.n 
0.00 

0.42 
0.00 
O.H 
0.03 
0.00 
O.M 
0.65 
l.OO 

"" l .00 0.56 O.S!I 
l.OO 1.00 0.4!1 
l 00 o 1B 0.111 
003 l.OD OA9 
0.00 0.00 o.oo 
'iT-~19--------ul­

{~ úb~-0:!10~ 

n ~~ o.?o 0.70 
ü 7D 0.70 1.00 
r ~o o.oo o.oo 
e~~ 021 0.2~ 

(. 20 o 24 1.00 
,; f-D 0.00 0.00 
O!:l O.M OM 
0 &l O.B~ J_OO 
:oo 1.00 1.00 
~ "] o.3o o.:10 
,_., n o.Jo o.oo 
O OJ O.i9 0.~!1 

Assumiremos q1H'. os parámetros (veja fórmula ('2.:H) r: tabela 2) são a 

] .25, b = 4, c = 0.5 e d = 2. O conjnnio fm:z,Y tpw SilO os significados 

dos termos linguisticos 0m Tic SilO <:sdarc-ddos em sPguida. A título de 

ilustração, coHsidercmos o nome "intermediário entre S1 e S3". De acordo 

com as regras Sf'màntiras aprPseJil<u-la.~> na. 1-õ-Jhela 2, o signifkado deste 

Para calcnlar o conjunto fuzzy 51 , o eonjnnto Z 1 Ç A é determinado (veja 

a fórmu1a. (2.34)). O grau de Jlertinência de O.j, (j = 1, _ .. , 20) em Z1 é 

igual à I(EsC1 , PC(a.j))- Por exemplo, 

!(EsC, FC(al)) 
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= !{a,b,c} U {a,b,f}[ 
[{a,b, c}[ 

[{a,b)[ 2 
= [{a,b,c)] = 3 

pz,(a") = I(EsC"FC(a")) = 1 

Cada valor J1 z1 ( aJ ). (j :::::: l 1 ••• , 20), é agora elevado a a--ésima potência 

de modo a. oh ter o cm1junto ( Zt)", Tomando a o::: 1.25, terf'mos: 

) ( 2)1.25 Jlz1"(al ::::::: 3 = 0.6 

fJZ1 "(a3) = 11.25 ::::::1 

Agora, o peso df' (Zt)a é calculado. Corno ,uz1,.(a3) ·- Jlz1u(as) 

pz1n(as):::::: 1, tt'mos que pc~o((_Zl)") = 1. Isto nos dá 

Assim, ltS (aJ) = 0.6 e flS'' (a3):::::: 1. 
' ' ' 

O c-onjunto S:.; é determinado do mesmo modo. O próximo Jl<l.SSO é o 

cákulo de S1 u S3 , romo .~f'gue: 

I'S ,,c (at) =::: max{ps (at)UflS (at)} = max{0.6,0} = 0.6 
~ 1 • d3 1 ' ;} 

. Finalrnent.e, cada valor f1S
1
us

3
(aj) é elevado á d~ésima potêuc.ia. Fa­

ZeJtdo d ::::::: 2, t.~mos: 
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Ps 5 ,(a!)= (0.6)2 = 0.36 
1u J -

Ps· S ,(a,)= (1') = 1 
lU~ 3 

2.4.4 Identificação de comunidades 

À h1z das observações anteriores, apenas os elementos do conjunto A 

p('ftencem ao sintaXOII S; num grau variando no intervalo [0, 1], Con­

- sidt'rcmos agora o seguinte problema: Em qtle pode a identificação dos 

elementos da diferença P- A consistir, qu<mdo nenhum deles pode SN 

dito JWrtcHcente a qualqu<;>r sint.axon? O objetivo da sirrtaxonmnia, em 

concordância {'Olll a opinião de Matuzkicwirz cit(!da anteriormente, é que 

da não é uma dassifica.çiio ex<:mstíva do ronjunto P, mas sim a formação 

de um sistema de referi>ntias <tdequado para. o estabelecimento de uma 

posição sistemática de fito(xwnoses concretas. O wnjnnto ?te é o sis· 

tema de referência em yuec;tão. A ideutifimção de uma fitococnose como 

pertencente à P (em particular, o conj1mto .4 é nm subconjunto de P) 

é verdadeiramente a atrihuiçào a nma comunidade de <'Xata.mente um 

tínico tlome de Ttc· À fm1ção qu~c a,ssoda um' nome a toda fit.ocoerJOse 

pode ser denotada _por D ET: 

D ET : P ---+ 'Tic· 

A definiçã-o da função DET deve ser construida de modo a: estar de 

acordo com a noçã.o intuitiva com a qual o dentista da vegetação associa 

naJura.Jmente com o que vem a ser o pmceclímento de identifiraçãv . O 
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que deseja.mos com esta. definição é encontrar algum procedimmto formaJ 

que escolha de fato o nome de fitocoenose apropriado, dependendo de s11a 

composição :florístíca e cada connmida.de de plantas. Para definir a função 

DET, será necessário introduzir um conjunto fuzzy auxiliar Z Ç A o quaJ 

possa ser calculado para qualquer fitocoenose p de composição florística 

FC(p): 

~.z(a,) ~ SJ(FC(p),FC(aj)), 

onde j = 1,, .. , m, e S.!( PC(p ), PC( a j) denota o CO('fidente de similari­

dade de Jaccard (Goodalll973) entre o conjunto nítido PC(p) e F'C(a;-). 

O conjnnto Z é, intuitivamente falando, um refit-xo da "concord<inda 

florística" (mtre a fit-ocoenose p e cada elemento de A. Se o conjl!lJto Z 

for idéntico a alguns dos conjuutos que representam o significado do termo 

em Tto então podemos acdt;i-lo corno S('1H1o o nome (rótulo lingnístico) 

de p. Ma.s, geralmente nã.o há tal coi11cidênda. Assim gendo, devemos 

buscar o termo em Ttc cujo signiflcalJte possua a menor distáncía em 

norm(Z). Este procedimento é chama~Jo de aproximação lingu{stica. Po­

demos agora definir a função ])1')1' de modo formal, como sendo 

DET(p) = AL«(norm(Z)), Vp E P (2.35) 

onde AL representa a aproximação li.nguística e norm(Z) é a norma­

lização do conjunto Z calculado para a fitocoenose p. Urn modo de ve­

rificar a definíçã.o (2.35) acima é observar como da trabalha. VBillOS 

utilizar um exmnplo previam1~ntc discutido (veja t<1lwla 4). 
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Tabela 4. Notnes atribuídos a fitotocnoses de divf'rsas composições 

-~------~--~----Jlo~-.s.. 
FC(p) DET(p) FC(p) DET(p) 
-{a~, c) s, {!,gf~-~----r;;;;p~;<;, ~ 

{ d, c, j, g) S2 {i} imp.S, 
{ d, c, h, i} 53 {j} indet. 
{a,b,J) 51 {a,c,j,h.,j) ±S, 
{c,d,eJ,g} s'J. {a,b,d,e,f,g,i} ±5'1 
{b,d,e,J,h.,i) s, {b,d,e,f,h,j) ±S, 
{a,b,j) s, {a,b,d,c,J,g,i) s,&s, 
{b,e,j,g,j) s, {b,d,e,h,i) s,&s, 

j_0_:.~ 1.~1.-~.L ___ " ____ _§~-------_{_~_1-~~ f .J!.J!2iL... s z!f.-:.?.:L .. ~ 
A romposiçõcs de espécies presentes a. nma. comunidade EsC, tipicamente 

presentes (como as da tabela 1, por cx0mplo) rccdwm, de acordo com as 

p:xpcctativas, Ttomcs primitivos ("puros"). Comunidades intterHwdiárias 

011 ''empobrecidas" recebem nomes compostos apropriados. Portanto, a. 

definição da fmtção JJ8T parece conseguir raptnrar a idéia de identí-

ficação satisfatoriamente. 

2.4.5 Discussão 

Qmüs são as m<1iores diferenças do ponto de vista. lógico r:ntrc taxa. e sin-

taxa'! Primeiramente) taxa é usualm0nte referida romo SPHdo conjuntos 

nítidos (GrPgg 1954; Buck e H11ll 1966), aonde sintaxa pode ser referida 

como sendo mn conjnnto fuzzy. Isto é reforçado por considerações de or-

dcm litlgnística e oHtológica. Os nomes de sintaxa, são conceitos vagos e 

gcraJmente utilizam-se de modificadores linguísticos, enquanto taxa não. 

Um fitosociologista pode referir-se à "uma amostra empobn:r:ida de Ca-

rici nmotac-F'mxinetum", etr.., mas ('Xpressôes a.nfilogas que contt>nham 

nomes de taxa. nào fazPm Sf'ntido. Est~ts difen'nça.s linguístici1s possuem 
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uma ra.usa mais profnnda. ah1da: O espaço abstrato de "''f';Pf<H/"'" f> mais 

homogêm::o que o espaço de características idiotaxoliÔlllic<l~ (Wllittaker 

1962; Matuszkiewics 1981; Mirkin 1989). O grau d(' nr>h11lnsidadi' da sin­

t.axa depende da. proporção entre cotltinuidadc e de;;runtinuid:vle nbser~ 

va.da na natureza: quanto maJor a descontimlidadc, nwlhor siío sPpilradas 

as unidades de vegetação {Wl1ittaker 1962; Gooda.ll UJG:~: \\'e:;tholf<> van 

der Maa.rel 1973; van der Maarcl1975; Moravec 1989). 

Segundo, taxa sã.o coujunt.os potenciaJmentc infinitos (Hnrk e Hull J:l(Jü), 

l'nqna.,nto siuta.xa são conjnntos finitos. Um taxon é determillado pelas 

espeáficações das caradPrÍstie<Ls que o defin0m. Uw Jado individuo re­

side Pnl nm ta.x011 ou fora dde, depcndPndo da satisf<u;;1o ou faltn das 

características de defiuiçã.o. Assim, a identificaçfi.o dP um organismo não 

passa da atrihnição de uma classe particular (conjuni.o HÍt.ido) a nm or­

ganismo num si8tf'llHt taxonômko. A situaçã.o na r.iêwia rht vPgt'1açfLo 

é mais complicada. De acordo com a. abordagem acima, a cardinali­

dade de um sintaxon S, definida como 'i~j~ 1 J,ts(aj) (Zadel1 HHB), não é 

maior do que o número de J1totoenoses qne possam servir como ba.se da 

síntese sintaxmtômira .. Portanto, toda comunidadf' de plant.;1s lflH' nào 

. pi<rtence ao conjunto A, isto é, toda amostra que não pnder ~er lev;u]a 

em considNação durante a fase sii1tética da pesquisa, não poderá ser 

dita pertencente a. qualquer sintaxon. Embora toda romunirlade de plan­

tas possa SN sintaxonorninllnf:'nte int(crpretada. (Matnszkiewickz 1981), 

da não pode ser subsumida sobre qualquer sintaxon. Podemos observar 

agora que a tipologia. da vegetaçã.o pode ser imaginda como sendo um 
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sistema abstrato bastante çomploxo rom l'uas própria_<; regras semântica.'> 

e sintá.ticas IJas quais a sint<1x<t (' t'C'lb lJOIUeS servem apena._<; como pon­

tos de ref<erência. O f'.Stalwkdnwnto d.a correspondência entre nomes de 

· sinta.xa e sintaxa propr.ianH.'llh' ditas, ;:u.; quais podem ser tratadas como 

conjuntos fuzzy finitos, permite o "dJculo" do nome de fitocoenose em 

P mais apropriado. O priJJripal papel desta maquinaria lógica é repre­

sentado pl'la função DET q1w <"ttJibui a cada elemento de P um nome do 

conjunto de t('rmos da v;niávf'l tipo dr nnmmidade. 

Conjuntos fuzzy os quais sã-o signífirados de proposições sin1ples e comple­

xas sobre r1omes df' comnnid;ldes de plrllltas são de:finida.s neste trabalho 

referentes às coml)iilaÇÕC's d0 r:spérif's c;n<~c.tcrísticas. É irrclcvantP como 

uma E8C particular foi obtida. nma. vez que o estágio indutivo da fito­

sociologia 11ii.o é o objeto dest.r- trahalho. f: obvio que podemos separar a 

sinta:xa mf'lhor ou pior de acordo con1 a st']eção de E8C; a.pcsar disto, a, 

interpretação lógir<l ainda srrá a nwsma,. 

Uma certa discussão foi consri01ltr:nwntc omitida. neste trabalho. Synta­

xons siio llSl!<llmente dPfinidos como :::emlo fitocoenon (unidades fitoso­

ciológicas abstratas sem posição fixnxln) com a categoria fitotaxonomica 

associada a ele (\Ncstlwff c van fkr l'viaarel 197ai Mirkín et aL 1989). 

Mas daraHwntE' tPm sido de diiit.i1lguir dentro dos limites deste tra1la.lho 

estes co!lceitos de modo detalhado e prcdso, desde que explicações so-

1ne a estrutura 16gi'a da hiPrarqlli<l fitotaxonômica fazem-se necessárias. 

·Este assunto comph'XO dPvn Sf'r discutido separadamente. Notemos ape­

nas que a Teoria de Coujuntos Fnzzy nos fornece 11m aparato formal 
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<JrlNpl;Hlo à dcscriçãn da complexid<tdt> da tipologia fitosociológica. Por 

PXcmplu: u fato que "as unidades de vegetação são relacionadas umas às 

outras num reticulado ao invés de sistemas hi<>rárquicos" (van der Maarel 

1989) po(k!H ser expressos de modo preciso através da concepção teórica 

fnnua dos conjuntos fuzzy de graus de inclusão. 

Os rcsu]1 a dos aqui apresenta,dos serão utiliza-dos na construção de siste­

mn,,; f.'''P"cialistas, r-om a traduçã.o da, inclc'rteza do conhecimento fit.oso­

rinlôgíco em liug<la.gens compreensíveis pelo computador (Bud1anan et 

<~L 19R3; I\iohle 1978; Blinder 1993a). A plataforma entre a intttição do 

fitosoriologista e o computador pode ser justamente a Teoria de Conjun­

tos Fuzzy (Zndeh 1978; Zadeh 1983). Se um sistrma cspecla]ista deve 

lidar com q1wlquer conlwómrmto referente a sintaxa de uma área, ele 

dcTe "siLLt!r ., não apenas todo.s os nomes primários e nomes lingnistíca­

llH'llte modifiradns, mas tamh~ru seu significado. Em ontra.s paJavra.s, o 

sistema deve SN capa.z de "compreender" a.s difercnça.s s~:mânti(:as su­

tis Pntre "Ficario-UlmJ>.nturn" e "aproximadamente Ficario-Ulmcntwn" e 

. assim por diante. Tal capacidade de "compreet\são" de conc('itos iTnprcci­

sos através do computa,dor é possível através da. Lógica Fuzzy (Maranca 

1993). Como foi mostrado neste tra1;alho, tanto as regras scrnà11ticas 

quanto sintáticas da fitosodologia pod{'lll ser farilmente represcnlrtdas 

de mn modo formal utiliz;wdo-se o conceito de variável linguístka. Os 

exE'mplos mostrados exibem que a semàntica proposta coincide com nossa 

intuição . Detallws técnicos de como montar bases de conhedmento uti­

lizando variáveis 1inguística.s podem ser encontrados em (Zadeh 1978; 
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Blinder 1993b). 

-As bases conccih1ais propostas neste trabalho aprE'sentam uma perspec~ 

tiva diferente de muitas aborda-gens teóricas em ciência. da vegetação 

1 especialmente àquelas perte-ncentes à generalização e pH'diçâo fitoso­

clológicas. Estes problemas serão considerados nas seções seguíntes.<e 
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Capítulo 3 

Inferência Fuzzy 

3.1 Relação Fuzzy 

Uma rclaç·tio fuzzy <h' um conjuJJto fuzzy X ('Jll IJJJl rm1junto fm~zy Y é 

(}f•finida como um suh<onjnnt.o do prodU\ o un1f'é>iauo X X Y, e é uuac-

teril;ilda p~la função de pcrtiw2n•ia hivaknte flfi(.T.y), expressa por 

R(x,y) ~ f pR(.r,y) I (.r.y) onde .TE X r y E Y 
lxxY 

fv1ais geralnH'nte, uma r0la.çã.o fuzzy 11-á.ria Rn é um subwnjunto 

fuzzy de X 1 X Xz X ... X Xn denotada por 

Exemplo: Sejam X ~-::{Abel,Caim} e Y ::..:::{Paulo,Pedro}. A relação 

binária de scmd!wru;a e11tn.' os membros de X e Y pode ser Pxpressa. por 

S o::: O, 81( Abel, Paulo )+0, 61( Abel, Prdro )+0. :21( C' ai m., Pa:.ulo )+O, 91( Caim, Pedro) 

Alternativamente, podPTnos express;.u <Jma r0lação fuzzy de modo 

· matricial, como: 
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R 
Abel Caün 

Paulo [08 06] 
I\,dro 0.2 0.9 

onde o (i,j)--(~tiÍHIO dPJTH'nto é o valor de JlR(x,y). 

RelRçâo Fuzzy Composta 

Se R é 1Jma rd;HJ:n fnuy de X em Y e Sé uma n<laçào fnzzy de Y 

<.'lll Z, entíio a cm11po.~i~iio clltrc R e S ~erá dC'notada por R oS e dlC'finida 

· romo sendo 

flRas(x.z) ~ j max( B!in. (JlR(x,y),/Is(Y,z))j(x,z) 
XxZ Y .<EX,~EZ 

Se os domínios da~- variáveis .T, y e z dE' R oS for0m finitos, então nma. 

[ 
0.3 
OJ) 

R 

0.8] 
0.9 

o [ 
0 .. 5 
0.4 

Inferência Composicional 

s 
0.9] 
1.0 

R oS 

[ 
0.4 0.8] 
0.5 0.9 

Um C:l,<;o particul<u da.ii1ferência fuzzy é- a Inferência Compo.5icional. 

Esta ocone qua.ndo tomamos um conjunto fuzzy X do domínio U, e uma 

n•hu~i'i.o fnzzy R, definida de U X V, onde X terá o papel de uma rc.laçã.o 

fuzzy mlária .. 

l No ca"o da cardinalidade de R oS for infinita, então a relação é ch<unada d(' composição sup-min. 
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4 
R~ 5 

6 

1 

[ 

0,8 
0,6 
0,2 

2 
0,9 
1,0 
0,8 

3 

0.2] 
0,4 
1, o 

[

0,8 0,9 0,2] 
então Y =X o R= [0~21,0 0,3]o 0,6 1)0 0,4 

0,50,81,0 

portanto Y ~ [0, 6 1, O 0,4] = 0,6[4 + 1,0[5 + 0,4[6 

3.2 Inferência Fuzzy 

3.2.1 Implicação Fuzzy 

O valor numérico da proposição "Se A Pntão B" (implicação f1ll>:Zy) na. 

qnal A e B sã.o conjuntos fuzzy dos conjuntos mlivNso (gcra.lme1lte dis· 

tintos) l1 e V também pode ser definida através da gPnNalização das 

fórmulas wnhecida.s de inferência da Lógica rnnltivakntc (Zadeh, 1988): 

v( A •o> B) ~ (1 ··v( A)) v v(B), 

v(.4 => B) = (1- v( A)) v (·v( A) A v(B)), 

v( A"" B) ~ 1 A (1- v( A)+ ·u(B)) 

(3.1) 

(3.2) 

( 3.3) 

Os conjuntos fuzzy cujas funções (](' pertinência são d.::~snita.s pdas 

fórmulas Iw.st.as Tf'lações são relaçêJes fuzzy binárias Pm U x V que sã.o 

respectivamente ign<tis à 

Rt=(~AxV)u(UxB), (3.4) 
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Rn, ~(>A X V)U (A x B), 

R"~ (>A x V)GJ(U X B) 

onde e é a. soma-limitada. 

(3.5) 

(:l.O) 

Assim,, a proposição "Se A então B" ddine unm relação binária fnzzy no 

produto cartPsiano dos respertivos COlljuntos universais. 

A proposição "x é A'' t.nmbf:m possui um valor verdade Jingufstico (ver-

dadeira, mais ou ml."nos vc-rdadeira, etc.) que é um niÍmero no int.erva.lo 

[0,1]. NestP c<tso, o va]or verdade da proposiçào composta. (que será de­

notada aqui por v( A)) pode ser obtido através dos seguint<:s prindpios 

de generalização : 

/l,(AeBj(t) sup (l's(Aj(X) A /',(Bj(Y)), 
to=x,lly 

(3. 7) 

Jiv(A üll Bj(t) sup (ils(A 1 (X) A i'•IB) ( Y) ), 
t=xVy 

(3.8) 

l'•s(,AJ(t) sup (ttn(A)(x)), (3.9) 
t"'l ~x 

~'•IA * B)(t) sup (l's(AJ(x) A l's(Bj(Y)). (:l.10) 
f:co;J/\(1-x+-y) 

Aqui as variáveis t,:.t: (~ y t.on1am valores no sPgmento [0,1]. 

3.2.2 Regras de Inferência 

O cálculo lógico fnzzy é construido de proposições fuzzy compostas de 

expressões construidas a partir de rPgras de inf0r€ncia. O ronjunto ínícial 

de premissas fuzzy é dE'terminado a partir dos modl'.'los concretos. 

Algum<L.'> das principais regras de inferiô,ncia serào exibidas nesta seção . 
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A n,'gm composirion.al f? uma. da.'> principais rf'gra.<;: da Lôgica Fuzzy. Esta 

lei opl.'ra de acordo com o esquema 

( 3.11) 

onde A ,B e R são conjuntos fuzzy em V, V e V X V, resp'"ctivamente. 

A expressão funciona.l para a lei de composição é dada pela equaç,ão 

I'B•(y)~ VC!'N(x)A!'R(x,y))- (:!.12) 
"EU 

É claro que esta fórmula. é um caso p<trticular da fórmula que define a 

·relação de romposiçào bimiria dte dois conj11ntos fuzzy q11ando temos 

8 1 = A1 o R. (3.13) 

Um caso espPria] da lei de composição provê a regra de illferência cha-

mada de Modus Poncns Generalizado (GMP): 

é 13 
(3.14) 

e, obvinmentE'J no e<L<>o mais p<trtin!la,r em qne A'= A e a proposição "Se 

A entã.o B" defina ;tlgtnna r<'lação fuzzy R ::.-o: Rm = (-.A x V) U (A x B), 

a lei de romposiçào coincide com a própria lei de .Afodw; Poncn8: 

_ j; 6 A ---'-S~~~ é -~-~n tão y -~-!!______ 
yé B 

Devemos notar aqui o spguinte fato: O re·sultado da derivação utilizando 

Modus Ponens Gencmlizodo dcpeude do método que define a rr>la~;ão 
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fuzzy R rorn'spondcnte à implka.çã.o A :::::? H. Ik• mwln ,. tl•fi1;1" rc-

dnzír esta dep<~mhmcia., Zadeh introduziu postPrlorllWI11(' ;il.~~~~~~, •111\J'OS 

esq1wmas de infer$ncia, como a. lei da. inclina(fio : 

I :J.I6) 

onde A e A' sã.o conjuntos fuzzy do mesmo mnjunto nJIÍ\'<'J>:(, r· (' s1JitS 

funções de pertinêiida satisfazem a condição (Vx E U)[!IA(Y} S fly(.r)J 

e a lá da conjunção : 

X é A, X é B 
-----~--~-~--

xéA eB 
(:LJ7) 

e, obviamente, l(4r-B( x) = flAuB( :t) = JlA (;t) A flB· 

Poderno;; ohsNvar na lit0ratura solJr(' coujuntos fuzzy que o cíln!ln k1p;íco 

fnzzy náo é uma Ois<:lplina d~~ ínvestig<t.çâo imkpenden te. Exn'çôr•s a csi a 

regra são feitas r-rn t.Prtos trabalhos qtJe cm1sideram probkmas p<lrticu-

la.res. Geralnwntc, a Lógica Fuzzy é ntllizada í:'m aplicar;{'l0s . A:.:oÍHL 

as leis de lnferêJJcia aqtd mostradas forn.m propostas por Zildeh em co-

Jl(>Xâ.o com o dcseuvolvinwnto de mna teoria de infer0ncia para sistemas 

especialistas. 

3.3 Aplicação 
Fitosociologia 

Generalização e Predi<,;ão em 

Nesta seção trataremos de Tf'alizar urna- an;íJíse das propri('dades da !in-

guagem fitosociológica, as quais são rorrelata.:-; com a vaguidã.o rk alguns 

conceitos mn ciênda da vegetação . A tradução d(' proposições sinsis-

. tPmátlcas ekmcutares Plll distribuições de possibilidade siio propostas. 

Rdaçôes infert>uciais entn' sPntt>Hças mencionadas 11S<-mdo o conceito de 
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ind1Jsão s~mántka são rPfPn'n<"iHrlHC<. Sr>n1.~>nças descritivas de r('quisitos 

d(~ habitat de sinta...xa são (k fa1 <I CUlidírHHl<~.is implkitos; suas paráfrases 

são dadas na mesma forma <.(•miíntir;, qrH' a implíça.ção lógiea. Dt~sde que 

estas sent0nças im.luem vrçdiradtlii fiJ//y, seus significados são relações 

fuzzy. Estas constituem l1ase" varn a predição em termos de regras com­

posidonais de inferônr::ia. 

3.3.1 Introdução ao Problemn. Biológico 

A liHlla romnm que relacloJJa C'O>ta SC\Üf)" as antrTiores é a V<lguidão como 

propriedade ÍJJtrÍtJsPra da linp;n<1gpm fitn;-;odológíca. Nas Geçõcs anterio­

res foi argunwnt.a.do que a tipologia da n',t:';r_'t.ação pode ser representada 

através de uma va.ri;ívd lin~nístita (tipo dt comunidude (te)). De acordo 

com a a.bmdag(-'lll fuzzy proposta. o conjnJJto de vaJores linguístkos da 

variável ('It,J contém como t.Nmos os lJOTll\'s de sintaxa el('mt:nt.ares e 

compostos 1 os quais s~o construídos a partir de nomes hásicos com o 

a-uxílio de modifi1adores lingufsticos, t<-Üs como "nm empobnddo frag­

lJwnto de ... ", "aproximadaJnPJJtP ... ", <>tr. O sig;nificado de ntda termo 

Tem 7!, é nm conjnn1o fm;zy ew A: S(T) Ç A; onde A é o conjunto 

df.' todas as fitocoPnoses d('scritas, as qu<Üs servem como base da sfntese 

fít.ota.xonômica numa dada área. 

O conhecimento sobre a vegetação é dado ern linguagem natural. Sen­

tenças que descrevem a cobertura por plantns contêm dezenas de termos 

vagos. Como s0rá visto em sPguida, nã.o ap('nas os nomes de sintaxa são 

fuzzy, mas também, por exem}Jlo, alguns tC'rmos descritores de fatores 

de lu=thitat. Nosso objetivo a.qui será o de explorar algumas propriedades 
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lúuicac. demeJJ1 ClH'S das proposiçÕE'S fítosodológíeas lmpwcisas. Em par­

tit'ui;d. <J,•-,n•'YPremos a estrutura lógica das sentenças fitotaxonômifas 

Plr'rrl~'!ll ;,r t'c, (' nh!:>ervaremos algumas relações inferE'ndais nela.~ existPnte. 

E::.}H'ci;d a t l'llç<lo Sf'rá dada a gPneraliza.çã.o fitosotiológica relrtricmando os 

rcqui:-:oi!n~, d(' habitat de sintaxa, dado que estas expressões constituem-se 

1•nJ lJaSP~ p;tra a predição, a qual é uma das mais importantes ferramerttas 

da cii>Hric:L 

3.3.2 Scnf r·nças fitosociológicas com predicados fuzzy 

Scntcnçns ntômicas 

Propo:,iç0r•:-:o c1firmativas de qnl" a fitocoEmose p (do nome p) possuem as 

. canctt'rí.~r.lras dn 1ipo T JlOd<•m sempre ser r<'parafrasPadas da forma 

péT 

Como vimos (no capítulo 1), uma sentença desta forma é dita atômica 

ou <'h.'Jnl'ntar. N<l s0mil.nticn, tradicional é <1ssumido que esta proposição 

rcpresf'nte a a:finnaçã.o de que o el<'mento p pertença ao conjunto dos elf'­

lt\CI\Ül:<: qne poss1:1am o pr('(licado T. Se T é um predicado fu1,zy, i·Mo é, 

UIJI rótulo liuguíst.ico de um conjunto fuzzy, então a interpr0tação da ex­

pressào acima poss'li uma forma diferente. Assumimos, d0po!s de (Z<~.deh 

19íSa), qtH' S~'u signiftcado pode ser expresso atravf>s de> mmt eq1.1ação de 

atrihnição relacional: 

R(tc(p)) ·~~ S(T) 
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onde R(tc(p)) é uma restrição fuzzy sobre a variável tc(p). A proposição 

atômica fuzzy induz, em gera], 11ma- distribuição de possibilidach> lftc{p) a 

qual postula-se ser igual a R(tc(p)) (Zadeh 1978): 

ll~c(r) = R(tc(p)) 

Existem algumas relações inferenciais mttTe proposições sinsh;t-lcmátka.s 

elementares, cuja ev-idência empírica é a disposição do fitosociologista <'m 

ace-itar determinadas sentença.<; embasando-se f:JU OlJtras. 

Comidere as seguintes proposições q c r: 

r pé aproximadanHmte S 

Da proposição q afinnando que a Jhoc-oenose p rcpn>senta. o tipoS segue 

a proposição r que afirma que p lembra muito o tipo S. Em outras 

palavras: se p compartilha as ra.r<tctcrist.ic-as qu(~ definem S (assim como 

afirma a propo.siçã.o q ), entâ.o p compartil11a as características (.pW definem 

outros til)OS e-m menor gnm de características represerJt<ttivas de S {assim 

como propõe r). Díagnóst.icos precisos de q cont~m os diagnôticos de r 

em menor gran de acnrácia-. AnaJoganwnte, das proposições "p é nm 

empobrecido fragmento de S'' nós podemos inferir as proposições q e 

r como verdadeiras. As relações entre sentença,~ atômicas podem ser 

descritas de um modo formalutilir,and-o o conceito de inclusão scmi'mtica 

1ntrodnzido por Zndell (1978). 
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·Princípio de mínima especificidade r é semanticamente contida 

por q (o que é denotado por q.......,. 1') se e somer1te se 

IT(q) C ll(c) 

onde TI(q) e Il(T) são distribuiçÕPS de possibilida.des indm:idas pr>las pro­

posições q e r rf'spectivamente. O simbolo C foi utilizado aquí no sPntido 

de inclusão de conjuntos fut:zy. Pela dcfiniç.ão do signifirado de "aproxi­

madrtmeJ!te 5'" e '1um <'mpobreddo fragmento de S" terNnos: 

pé um empobrecido fnlgmento de S ---+ pé S 

péS ---+ pé nproximada.nwnte S. 

Condicionais 

As scntençn.s discutidas rtllteriormcntc têm um.a forrn<J elementar - elas 

nã.o contêm conectivos de m'nhuma espécie. Condicionais sobre pro­

posiç.ões complexas que contêm modiJica.dores linguístícos (também cha­

madas sentenças moleculares) sã.o de grande importância. Elas ronsti­

tnem a fonna lógica de muita;; gf'neraJiza.ções fitosociológicas (PickPtt e 

Kolasa 19Fl9). Consideremos gener<~Jizaçôes descrevendo rcqnisitos de ha­

bitat para. síntaxa. Elas sào llS1t<J.lmente fornmladas em liHg11agem Ila.t.ur:a.l 

c à primeira vista na.o lanbr:a:m qualquer espécie de implicação: 

''Füocoenoses df'sta associação [Polf:ntillo albo('-Quu:etmn] rrcscem 

em solos e 

reh~tJ..Y011lil11.tfL.§E',ÇQ.§ [ ... ] ; o substrato é f~tjl~~?.~!-~_?_E,~rn~~§.~~ e pos­

sui uma rc-...ação .<r!~_!>.!:__EBI!!.!~\ en quan t.o as cau~.!_?_?::-~1_!~~~~-~~.12~-.~ffciais 

si'í.o for~~!!~_!_l_!:!?.J~r:_i_~~:m J!.~rti.~~!~~- (M a.t uszkiewicz). 
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''Ela. [1hfido~Disfichctum] cresce [ ... ] em habitats onilP a 

cobNtura. de neve não persiste E'.l~Iit~tP!!~ e nas qnaJ~ 

ILão ÍOJ:flllL.!l_;.;r_r_;:;_sívQll!f!TI_te úmidas pelo fluxo das águas da chuva 

[ ... ]. Ela requer, E.'?~o __ ~2~~os~;:_s C~!E.<:-_1~~..:~-~_?.rfí~~~~ do s_~l~ UJna 

quantidade de carbonato de cálcio e uma r('açã.o fortemente <kida 

(pH _<!,5.)." (Pawlowski) 

"Em águas fom f_QirerLtrza. !JlQSI~ra.dJJ,_g_nj _ _(;l_vemfllkWrlJm!f: a asso­

ciação Polomo- Ranunculetmn fluitanti$ desenvolvem-se .... ''. { Pa­

w]owski) 

N a.s cita.çÕ('S acima, Ü'nnos difusos (os quais fomm su hlin lnrlos) descrP­

vem de modo aproximado os fatores df' l1ahit.a.t como mistura do solo E' 

fertilidadP, persisténda da cobertura. de neve etc. Estes termos podem 

ser tratados como sendo v;~Jores de variáveis llnguísticas. Expressões 

· romo "áddo","fortementE' ácido'', "neutro", "em torno de ,5", etc. po­

dem então ser valores da v;~,rlávd linguística andez do solo. Portanto, 

podemos tomar seus significados como sendo conjm1tos fuzz;y no universo 

u ~ [0,14]. 

RetornPmos agora às geueralizaçôes q1w descn'vcm prderPncias de ha­

bitat dP sintaxa. Assumiremos quP cada sentença citada~ de fato nm;1 

mnjunçã.o de condicionais implít:itos. Observemos, por Pxemplo, a :w­

guinte paráfrase da primeira das citações acima: 

Se p é Potentillo albac-Quf'rcr:tum então p cresce em solos 

Il:EldQti!Sl3Jl!.i\IlLí.~ fért.~is e, se p é Potentillo albae-Quacctum 

então p otone P.m solos rdativamcnfe sews e, ... 
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Cada condióonal na conjunção adma "~~''"lli'H qtH· '-'t' a variável 

1\ngllÍstka típo de comunidade- assumir o v;;]or [, Fi11iio a va.riável 

li11guística que descreva os fatores de habit;Jt 1om;tr;i 11 valor ll', c11jo 

significado é W Ç V 

Se pé T então 11. {> n· (3.18) 

o11de ]J é o nome de uma fitocoenose, n fi o nom1• de 1!Jl1 c-]n!wnto deU, qne 

·é o universo das variáveis lingnísticas que df'snPwm f<llun~s amh.ienta.ís. 

O termo T envolvido rta fórmula (3.18) é nm nomP ldsírn de .S\ desde 

que as carn.rterísticas de habitat sejam obtidas ajJ('li<<S pm ''tipos puros" 

de sintaxa. Temos port<mt,o 

(3.19) 

Por slmplieidade, denotaremos PXpressôes da forma (3.19) como 

s =} w. ( 3.20) 

A proposjçâo (3.20) índ·uz a distribuição dC' possihilidadP (Zodi~h 1978a, 

l978b) 

11 ~ ~(Sxli)E!,(A X W), ( :!.21) 

onde A é a conjunto de todas as fitocoPllOSPS dPsrritas, Sé o f(ignifkado 

do'nome S; ----,é a negação (ou complementar), X e ffi denotam o produto 
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cartesiano(' <1 ,;nm:1 1imi1adii::. n•spPrtivamente. A dis1ribuição de pos&i-

bilid;uk imhJZída jll)l t>L:ll) (;numericamente ignal a uma relação fuzzy 

em A X U. 

3.3.3 Fito-Indicação : Um caso de predição 

A maior parte das aplif:I\Ôf'S práticas da fitosociologia é hasea.da no fato 

de que toda <J.ssoria(JlO rlc pl:tnta$ corresponde à condições de habitat 

PSJHXÍfira.s. O prtK!'dinJ<-JJI(l d;:: predição de faton:s ambi('ntais bas0ados 

na ocorrência de roJJlllllicL-idi·S dt' plantas é rhamarlo de fito-ind-icação . 

No prática fitoso<iológ;ic<'lns.u<d ns diferenças discutid«.s possuem natureza. 

cntimcmática. Su;t in1erprl'Llçiin lógica s0rá proposta a seguir . 

. O ronhcrinu:Jdo rden'll1(' às rP]açõcs entre vf'gFta.ção e e<tda faJor de 

h;=tbit at. pode ser expresso ll<t forma de uma exprc.%~0 condicional m{iltipla 

(:3.22) 

onde A é o conectivo fuzzy E, S; são os nomes de sintaxon S;, e UJ; 

os valores da vari<í.velliuguística que descreve os parâmetros ambientais 

a.sf'oria-<1os com a rmmJJiidade do sintaxrm Si; o significado de f.V; é \V; Ç 

U;i~.::-1, ... ,n. 

A conjunçã-o (:3.22) 0 a base nomológica das predições em cousideração 

. Suponha. que a conmnidade representativa do sintaxOJl 81 ocorn' numa 

dada área. Se <OJJertivos "Se ... entiío ... " e ".t'" forem .interpretados 

de acordo com a Lógica Clássica biwt-lente, entã.o a infer~11cia pode ser 

efetuada. da sf'gnlnte forma 

2 A ddi11ição dest<:s conn~ltos forma vi~ tos no capítulo ant<>rlor 
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(S1 c> W1 ) 11 ... f, (S, c> W;) A ... A (S" ,_ W") 

---·--·~---~~~~-----
' 

(3.23) 

A fórmula acima é uma sentença tautológka. no cálculo proposicional, 

portanto esü~ raciocínio fc mna dedução . Todavia, inferênda.s com a 

~egunda premissa contendo um termo T e-m 'ltc a qual é lllll nome com-

posto (T f/- S) não satisfaz ao esquema (3.23). Desde que o dia.gnóst.ico 

dct comunidade foT da forma 

péT, (:l.24) 

ondP T é algum termo de Itc, será dada uma "interpnotação fu:r.zy" a ron-

j11nçâo (3.22). Em virtndE' íl_p (3.21) e (3.22) (Haldwin f' Pilsworth 1979) 

11ÓS ohh~H10S a distribuição de possibiJida.dE' H lnduúda pela conjunção 

d0 implicações para um dado fator df' habitat: 

li R 

(3.2.5) 

rmd'~ R Ç A X ll, e W; Ç Ué o significado do termo ~V;. Se o diagnóstico 

da comunidade possui a forma UL25), então a mst.rição fuzzy sobre a 

variável que descreve os paràmf'tros dc habitat ú de-tf'rminada da forma 

W=M(T)oR, (:l.26) 

ondr W Ç U, 1\1(T) Ç A, e o d(>uota. a composição de r~>Jações fuzzy. A 
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f6nmlla, (3.26} é referida como a. regra composidonal d€' inferência (Zadeh 

1975). E' o equivalente fuzzy de (3.23). 

Vamos ilustrar as considerações anterinres através de um exemplo prático. 

Seja a reaçã.o do solo descrita por uma variávellinguística acidez do solo 

(as), o o conjunto Tas da forma 

{ 

"fortoncn.tc ~cido", 
"nfniro'·. 

Ta~ = "algo neutr~", 
''irreBt rito" 

Háddo", 
"alcalino", 

"algo alrnlino", 

"fracamente ácido'', } 
"algo ácido", ... ., . " nuletentHnado , 

O universo de discurso da variável as pode ser der1ot.ado por U. O signi­

ficado de um termo i'fl E Tas é um conjunto fuzzy W Ç U. É convc1Üf'Hte 

PXpiieSSar as funções de pcrt.inêJKia de wnjuntos fuzzy t>m U em termo 

das funções básicas para. as quais os varâ.nwt.ros podem ser ajnsta.dos de 

tal modo que estf>jam de acordo com a intuição usuaJnwnte relacionada 

com o signifirado de mda descrição ·vaga. da reaçito do solo. Uma. função 

padrão pode ser definida. por (Blinder 1993c): 

{ 

P( "ê,' ) 
fiw(x) ~ 1 

P(x~B) 

sex<o: 

seo.-"Sx"Sf3 
S(;'X>íJ 

(3.27) 

ondf:' VV Ç U e a-, (3, 1 são padimf'tros que det<>rmínam a forma da funçào 

e F( x) é dada por 

F(x) = e-u·z. 

Os parâmetros o,j3,/ serão tomados como 
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fortemente ácido: o:= /3 = 4 ,')' = 2 

ácido: o = t3 = 5 .1· = 2 
fraunuente ácido: o: = j3 = 6 ,f = 2 

w?utro: O'= f3 = 7 ,[ = 2 
alcalino: o: = f3 = 7.5 ,') = 2 

algo ácido: o: = 2, f3 = 6 ,} = 3 
algo neutro: o:= 6.5,/1 = 7.5 ,) 3 

algo alcalino: o:= 7.5 1 ;3 = 10 ,J 3 
indeterminado: o:-~ oo,;J ---t oo ,")" = 1 

irrestrito: a= {:J =O ;} --+ oo. 
Tabela 8.1. Conjuutos Fuzzy corrcsponde1ltes às Descrições Unguísticas 

___________ ~-·~·---·---·----dL&(i d!.'J'--_Q_Q._ml.9_~---- ---------------------­
r6tul" 2 2.!; O L'> ~ 4.~ 5 !>.!> ~ 6.5 7 1.0 8 i:\.5 9 9.:, lO 
WJo---o.rr-o-.·,rcõ_·;rr--o-_ry-o-Th--o.s4ll:lõ1f!fro:n-o:&Tõ.37-úilOllo.05ú:'ô2--ó-.íílo~w 

lort ~~ido 0.37 0.57 (l.n 0.~4 1.00 0.94 1).78 0.57 0.37 0.21 O.ll OU~ G.lJ2 O 01 D.OO 11.00 O 00 
lr~c.~<ido o.oz o.o~ 0.11 o 21 0.37 O.bT 0.78 0.94 1 00 o S1 o.n O.S7 0.37 0.21 o 11 o.oc> o.o? 
~iso addo LOO 1.00 1.00 1.00 1 oo 1.00 1.00 1 oo 1.00 0.97 0.89 o 78 ll ~~ 0.50 0.37 o 2G o 17 
"~"''" O 00 0.01 0.02 O,O.> 0.11 O 21 03-7 O 57 O 7~ 0-~~ 1.00 D-~4 O n 0.1>7 O 37 0.21 O.JI 
"-lalino 0.00 0.00 0.01 0.02 O O~ 0.11 0.21 O.:J7 0.:07 OSS 0.91 l.!JO 0.9~ 0.76 0.~7 ()~TO ~l 

"lgQak. 0.0~ (!_(!(; 0.1) 017 026 037 ()!>0 064 078 OBO 0.97 l 00 UJO l 001.001.00 LOO 
o.lgolleut>~ O.ll 017 0~6 0.37 0-~0 OG~ 078 0.8~ 097 1001.00100 O.n O.b9 018 {UH 0~0 
;n<lc<<rm_ O 00 0.00 0.00 0.00 0.\lG ü.OO O 00 O 00 O 00 O (lO O.OU O no 0.00 O OQ O 00 O 00 0.00 

J!.C.".:":!!i..J:.?. ___ _!___l:l_Q__J__il~_!_,_Q_O~I~_l_:_o_~-~~-l_~:_!l.~_ü0 __ ~2-~ __ !...:,2i'~~-':!_~!-12__0 _ _!_2E_~1-·.0.!U_,g_EI __ ~22._ 

Se a::::- [3 >O, entã.o a função de pertin811<ia Jlw(u) f:. rla. uma. curva em 

forma de sino cnjo va.lor central é o- e cuja variação é 1'· Se n < [3 então 

a função de pc<tin~ncia possni um platô em a .'S u $f]. Note que "inde-

tarninado" é o rótulo do conjunto vazio enquanto o significado do t('rmo 

"irrcslr-ilo" é silllplesmente U. É desnecessário frisar que, embora as 

funções de pertinôncia definidas por (3.27) e os parâmdros o, (3, 1 terem 

sido tomados de modo arbitrário, isto 11ào significam que eles pos!:iam ser 

quaisqnPr outros. De fato, na teoria de conjuntos fuzzy, não lHi um modo 

particular de impor n:'strições à ronstnJção de funções de pcrtin('ncla. de 

um nmjunto fm~zy, de modo que a escolha. de tal função é algo subjf'tiva. 

Todavia,(> claro que em toda aplicação os resultados dcpeJ1derão do grau 

·de açurácia da. transição entre valores li ngnístieos para os conjuntos fuzzy. 

Alguns métodos de aquisição de funções de pertinência associa-dos tom 
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termos va-gos foram propostos {Jlor f'Xf'mplo Lahov Hn:~; HPr>-L ~- (':-!1 <1 

ma.zza 1976; Turksen 1988l 1991 ). Assim como não há mw1 H'e:r<l "1111 pl"~­

e ge-nérica. a. este problema, em qualquer aplicação séria da:' f:w(ÚI'~ d~' 

pertiuf.nôa às quais representem significados de a.lguns tt'rJlW:-' de\·cm C>PI 

estima-das com extremo cuidado a. fim dt.> assegurar unHl T<'flJTSf'lil ;\(_J'Hl 

go1UÍ11a. 

Vrunos a.ssumír qu(' lJ é o conjunto discreto de valores 

u::::; {2,2.5,3, ... ,9 . .5,10}. 

Os conjuntos fuzzy corr<>c;pondcntcs a eada termo i:'lll 'T.'I-$' calruhulu,; rk 

acordo com (3.27), são apresentados na tabPla. 3.1. 

Consideremos a ronjm1ção (3.22) para três sintaxas para o CXPlllJllo l.'Uk 

sidPr<Hlo a.nteriornwnte neste trabalho, repa.rafraseado da forma 

(S1 :::} algo akallno) 1\ (S2 =>ácido)/\ (S3 =>fortemente árido). (3.28) 

A relação fuzzy R, ;;quivalPrltE' a distribuição de possibilidade n. induzida. 

pela proposição (3.4) é apresentada na tabela <\ba'Jxo, 

Tabela SI Relação Funy R ('quivalcntf' à distribuição dt: possibillda,de 

II gera.da.1wla proposição (3,!2) 
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~ .. --,- 2 5 J 3-~-~.j~~::;;-T~';;--;;-·- -t;--(o·:-----7-·'""Tf,""-·Tl\:5~"------gT--To 

T---Õ_q o ~6 Q_b(!á_57 u"("0:."""{f7"1c··ii-ri(i--, ,,,, ''<~--")"f:;:-'·, "";'n_1_õ0 o.n "ii:""ii----;)]i!"if:"~"?lO:ii::l 
2 c.~3 I) H, o~u o::; o c,--'"· -J~' O f< o.~J o83 os~ o a~ 
3 O OJ 0.06 0.11 O H O 26 O'' C '•I• I'·\ .. - l 0(.1 1.00 1.00 j_QQ ).00 J_QQ 

o ~3 o.ts o.&o o.~r o~,, o 77 o i•·:i lu-. , c;. 1 no o.n o.s1 o.B4 o_fi.J o.IIJ 
5 O.O~t 0.0~ O.ll 0.17 O;.>(. 0.-37 ü •,ü li •1 ,, c. -,_\O S7 0.84 0.8J 0.83 0.112 0.82 
8 0.0 0.46 O.bú O ~7 0.~> O 77 !) ?J l úD ~ 0ê- 1 ~!\ ~ n O ~7 0.&4 0.83 O.B3 0.82 O 82 
1 O.H (H6 0.50 O ~7 O$!, O 77 O% J H l n:·- I r;. u r.' 0.87 O H 0.83 0.8:l O.S2 O 82 
a O.OJ 0.06 O.U 0.1:7 ~ 26 O )7 O!-(" P ''1 C> 7c C\,.,'' 87 t.OG O n 0.8? O.M O~:) 0.83 
s o,n o.21 0.3? o.o7 o.n o 94 1 or· ü H 0 '' ,, •• , n n 0.21 0.11 o.o~ o.o< o.ot o.oo 
10 o.t1 0.~1 o.11T o 37 t.oo J.\1f! 1 "" 1 r·n e-~·· ;-.c'" ' n o~~ o -11 o.M, o.n o.:11 o.3o 
!l O il ()_.0,) Q_p 0.87 1.00 ].00 1 00 l O;l IJ :;•, ü 7i• ú 67 ú 51 (q] Q_J,'> O.J2 0 .. ~1 0.30 
n O.H 0.21 ~.37 0.57 o.n ü-~~ l Oü (I 91 O 7,, {) 1.7 (],'7 0.21 O.ll 0.0<"> 0.02 0.01 O 00 
13 0.41 0.51 0.&7 0.87 I 00 l 00 l IJD 1 OD r Of· n ,; (• f.7 O.!,J O {l 0.35 0.32 0.31 0.30 
H O.ll 0.21 0.:17 O.H 0.78 O.l!4 l 01) V H ll ;., (• l' .l7 O 21 O.ll O.Ob () 02 0.01 0.00 
JS 0.37 0.51 O.fl7 0.87 1.00 0.91 O. 70 D.S7 0 "J7 !! 2", '-' l 1 O 05 0.0~ 0.01 0.00 0.00 0.00 
16 o.n o.~7 o 78 o.n 1.00 0.94 o ~o o_,,,. il c c :·, co 11 o.os o.o2 o.oJ. o.oo o.oo o.oo 
17 0.67 O.TS 0.@5 1.001.001.00 l 00 o,;; ~(,7 C·'.'''<: 03-5 032 0310.30 0.:!-0 0.30 
18 0.67 0.87 O 95 1.00 J_OQ 1.00 1.00 ü d ü E-' D ·: 4! 0.!.5 0.32 0.31 O.JO 0.30 O 30 
19 0-41 o.G! o.67 J.oo Loo 1 oo 1 <W o r n ~o;')',! u;J n.:<:, (\.32 o.31 o.3o o.3o o.30 

l!;l ___ !l_:!:_~_!_~~~~-7__1~ o.94 _o 76_0 _ _!'_:: _ _()_}_: --~-" • _l.! .. .O"!!I_9:_02_~~.!_Ecoo .E.-oO _ _!J_~ 

Prediçõ<'s da rea-ção do so]o obtidas por liJ<·Í(I •k H'grn.s composiciona.is de 

infn.?ncia. embasando-se em vário:-; diagmístlcu.~ de comunidades de plan-

ta.s e na conjunção (3.4) sã.o compilados na b1Jda scgninte. Os resultados 

aparentam ser bastante intuitivos. 

Tabela 3.3. Prediçã.o da atidE'z do solo por nwio da regra. de inferêuria 

... ::~o u-:.P_?si ~.~~na}_ -~1::_~= --~1 __ ~!~-"J~?T-{] __ ? __ F ) ___ ~--~-~ 
'/'- PrPrnissa W - Conclusão 

algo alcalino 
ácido 
forierncJlte ácido 

um fra,gml'Ilto ewpohreri.do de 82 ácido 
nrn fragrnronto empobrecido de ,'iJ furtementf' ácido 
aproximadamente 82 algo ácido 
aproxhDada.ment.P 83 algo ácido 
uma forma transarional PntrP S 1 e 8 2 algo neutro 
uma forma ti<UJSacíonal l'IItre SI (' s3 irrPst.rito 
lima forma tr;wsadoiJal entre s2 e 83 algo ácido 
in deücrmin a do i nrlrt.erminado 

De-vemos 0nfatizar1 todavia, qm~ o t'-~quPma de prediç.ã.o apresentado 

não clama para sí o direito de exclusividade. Nã.o foi dito que todo o 

prognóstico de l1ahita.t. possui a forma 0.26). Esta. fórmula é apenas a 

entrada da. m<lis simples variante de 1nedíção . 
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3.3.4 DhwussB.o 

S('tdPJI!;<I~ d1'.~\ rvv('ndo relações entre vegetação e habitat são apesenta­

da!:> TiP,,t ,, 1 r;1 ballw sob a forma. de condicionais nào quantificados, embora 

eles ~'''lnpr<' roHtrnham algum quantific-ador fuzzy taJ como: "comparati­

. varo ente mnito frequente", "usualmente", "algumas vezes". A linguagem 

PHTF (Zadelt 1H7R) permite a traduçã.o deste tipo de sentenças; ora­

cidnío aprnxi111<Hlo hasPado em premissas com quantificadores fuzzy foi 

discutido Plll ( z,,(Hi 1983). 

O Rarioríníu Apwximado df' acordo com a regra de inferência composi­

cíonal pod('· s''l <'llÜ'lldido como 11ma "varirv;ão Úlzzy" da forma simples 

d~, d1'duçà.o !iOJllolóp;ica {Hclllpel .1965). 

!v1 ais ainda. (k:O.d(' que o conlwdmento na ci€•ncia da w~getação é impH'ciso 

por n<1tnreza., sistf'nws espf'cialistas fuuy podf'm servir df:' H•positórios de 

conhecimelo iítosociológíco, por serrem cavazes de armazenar premissas 

vagas P ou im~xal<tS e de realizar inferências com as mesmas. A Lógica 

Fuzzy provi' o stJhstrato natnral para o gcnmcianwnto de taJ conheci­

nH•ntn inn•r1.o. A compone11te repTesenta.cíona1 da Lógica Fuzzy, aonde 

a_s vari;lwis lingHístkas são de vital import.iincia, permitindo a trad11Çâo 

d(• conceitos inexatos e lóentenças imprN'Ísas atnwés de conjuntos fHzzy 

(distribuições de possibilidade) sobre os quais as regras aproximadas de 

inferPmia podem s0r aplicadas. A regra da inferência romposicional e 

do priH<Ípio de inclusão Dm sistemas especialistas foi toJISidnada por 

(Zadch 1983). Todavia, sua formalização e avlicação prá.t.ica pode ser 

·encontrada em (Blindcr D Bassanezi 1993) e a discm;Rão detflJhada de 
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suas possíveis aplicações em Erologia Teórica. pod('m ser encontradas em 

(Blindcr 1993a,1993d; Blinder e Paes 1993). a? 

3.4 Agruras da Inferência Fuzzy e outros aza­
res 

"Nrm tudo i J!nfeito, . " 

(Anônimo, porém sábio.) 

O principal e mais conhecido opeTador de implicação na Lógica Fnzzy é 

o da. expressão (3.4 ): 

lm =A' o ((A X B) U (~A X B)) 

Também são bastaJll,(' conl1ecidos e utilizados os operadores an~logos aos 

da Lógica Polivalente, como os de Lnka.sievicz, Gogen, ... 

Injdizmente, "nem tudo são flores". Foi argunwnta.do no fim da seção 

<ulterior que o esquema de itlfcTência (3.4) não é, Graças a Drus, o 1Ínico 

esquema de inferência possível. 

Ora, "lnfdizmenl~!" e "Gfaças a De~J.s" sao expressões de siguificado 

nítido, quaJ o seu significado semântico de sua utilização aqui '! Explica-

se: 

. Embora (3.4) fu11donc em muitos casos, desde 1979 cmlltece SE' a, partir 

de um artigo (Mizmnoto et <>li., 1979 in: Advam:cs of Fmzy Seis) qnE' 

o operador (3.4) apresenta problemas em, pelo menos alguns casos de 

infer(:ncia. 

Consideremos, por exemplo, um conjunto fuzzy A qne é representado por 

um uúmero fuzzy triangular no centro do jntervalo discreto [1,10]. Uma 

.representação para t>ste conjunto fuzzy pode ser: 
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A~ OIJ + 0.2512 +0.513+ 0.7514 + 115 + 0.7.\16 + 0.517 + 0.2518+ 019+ 0110 

e seja, o conjunto fnzzy B o conjunto venladâro no mesmo domínio. B 

será representa-do por 

13 = 0.111+ 0.2I2+0.3I3+0.1IH0.5I5+ 0.6I6+0.7I7+0.SI8+ 0.919+ 1.011 

O significado sexnântico da implicaçào lógica A * B pode ser "Se A 

for aproximadamfnte .5 cntã.o B é verdadáro". Esta podt> ser urua regra 

válida em algum mut(•xt:o. 

Por0m, mc>~mo no caso em que A' for idi',ntko à A (A':::.:: A) a inferf>uda. 

resultante é : 

B' ·~ OIJ + 0.2.112 + 0.513+ 0.7.514 + 115 +0.7516+ 0.0(7 t-0.2518 + 019 + 0110 

que nào é coincidente tom o consequc.rJte (B), de modo que este é um 

exf'mplo de que (:1.4) não respeita, ohrigatórianwnte, Mod11s Ponens 

Clástüco. 

}~ possível mostrar que (:1.4) nií.o respeíta também outras propriedades 

snmãnticas desejá-veis para a implicaçào fuzzy. 

Analisaremos E'lll seguida que propriNlades siio semanticamente de­

sejáveis para a. Implica.ção Fuzzy, quais os principais opcradorcs de im­

. plica~ão alternativos disponíveis na. literatura e faremos uma análise de 

snas propriedades e impropriedades. 

111 



3.4.1 Propriedades semanticamente desejáveis para GA1 P 

É razoável creditar impossível formular predicados nos quais um N;qnema 

de inferência fuzzy devt'riam enquadrar-SI:' pois se fosse possível, ele im-

poria uma rigidez ao esquema; uma vez que a inferência fuzzy deve ter 

suas raizes na subjetivida.de (embora as nutra de clara objetividade). 

Porém, podf'mos formular uma tabela de propriedades desejáveis pant a 

- inferE-ncia fuzzy, colocando as opções majs lÍteís para rada E'nnnciado. 

Uma tabela q11e conteuha tais propriedades desejadas pode ser a segniHte: 

Ta_b_e:!_a d~_:f.!:_?_l!.~.~'::~.~~~~~l.e:~J;iv<;,is para o _E!a~!~?_ucns _(]_~'_!!!:!_'!!_izado 

P_E9Pf~~~ad_~ Pren~~?~------~----pedl~~--D~~ej~la ___ _ 
GMP1 X é A é B 

--·-· --·-------
GMP2a x é muito A y é muito B 

~~--~P_3_~---- :::_~:..!!~~~~-~- A ___________ ~.JC~ .. !~ ____ ---------- --.. ----
GMPaa x é mais-ou-nwJws A y é mais-ou-rnenos B 
G!vlP3b x é mais~ou-uu•nos A é B 
GMP4a. x é n.io A y é di"sconheddo 

_GM_!~~~--- ~ é __E_~-9--~---~~----- _?Lé_ -~!--~_? _ _1! __ ~~------·-~-· 
GMP5 x é JJiío B é nã.o A 

onde a infNência fuzzy represeHtada pela. tabela, acima é deTÍvada, de um 

. enundado de implica~;ão fuzzy do tipo "Se x ri A então y é B", onde A e 

B são conceitos fuzzy, H'I>rPsent<tdos pt:las suas n~spPe1ivas distribuições 

de possibilidade. 

Em geral, todas as proprif.>dades de- rótulo GMPa são intuitivas e de-

sejáveis para proposições cla teoria fnzzy clássica. Indusivc, GMPl é a 

formulação de Modus Ponens Clássico c GMP5 a de Modus Tollen.s. 

É claro que GMP5 só deve ser plausível no caso em que A e B scj;nn con-

jm1tos do nwsmo domínio, já ('araderizaudo assim a primeira f'vídf3nda 

de uma propriedade qne 11ão é possível em todos os casos (e às vezes, 
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inclusive, não desPjável). 

As opções existentes em GMP2, GMP3 e G~lP.-1 11úu :-.l'i thw11dem do 

tipo de inferência dcíwja.do (veremos exemplos nmrrctn,~ (k casos onde 

escolhemos GMP2b como propriedade 11eu:ssária. ao i li V('~' rk GMP2a, 

para a deduçào no capítulo seguinte), mas a car<H'tr'rizaw. 

Claro está, que do ponto de vista pn~cgmá.tico, sP 11111<1 d;,~ <•ltê'Hlativas 

for satisfPita. a ontra. nào será, o qne resulta portanto l'lll pdo nwnos 

du<ts ronsequ6-ndas: Nenhum esqmm1a formal clássico s;t1 í~L·1'/ ( 1 >IJ poderá 

satisfazer) total e genericamente qualquer tipo de inh·r{'!lcia. fuzzy 

geHcralizada. A escolha da" propricda.des (kve SN f(,itn easo a cnso. A 

·outra. consc>quência é q·ue devemos cscolhe1· um sistPn~:-1 fonu;d 4_ue 11os 

satisfaça, e mais que isto, conhecer portanto as proprkdad('s que ele 

t>atisfaz de antt-:mão. 

3.4.2 Outros operadores de im_plieação fuzzy 

Comidcrcmos agora os aspectos sintáticos da im])litação fu~zy. 

Os princip;:ds operadores de implicação fnzzy, juntan1dliC com sua. de­

finiçào na forma reJacional sào: 

R, (AxB)u(~AxY) (:l.29) 

J'Rm(,,y) (Jq(x) A ~B(Y)) V (1- JlA(x)) 

R, - (~,1 X Y)al (X X li) (:uo) 

!'R,(x,y) 1 A (1 -·pA(x) + JlB(Y)) 

R, AxB (3.31) 
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11R,.(x,y) _,, 

H,, 

!'R,(1', y) . 

R, .. 

JlRg(x,y) 

R~> .. 

Jlnl,(s:, v) . 

JlRt>(:r;,y} 

/1.\f:r) 1\ f!H(Y) 

lAl··.,XxB 

{ j '<' I'A(x) ~ ILB(y), 
c.t· JlA(x) > PB(Y) o 

A x Y ---+9 X X B 

{ l sepA(x) ~ ps(y), 
fi H( 11) se I'A(x) > !lB(Y) 

(··A x l'l U (X X B) 

( l ····pA(.,)) V I'B(Y) 

A X}' _ ___,6 X X B 

{ 
l se PA(x) ~ I'B(Y), 

nü~ Sf' I'A(x) > fiB(Y) 
I' 4{.r) 

R*- Ax)·--~~XxB 

PR.(.r.y) 

H o A x Y ____,o X X B 

{
] SPfiA(x)< 1 
O S(C !-lACx):::::: 1 

on JlB(Y) ~-= 1, 
ou Ps(y) <L 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(:1.35) 

(:J.:l6) 

(:J.:J7) 

As leis de inferP11ri<t compo>;idonal utiliza.da,s pa-ra os operadores adma é 

a composiçào max ~- min. 

/\ exemplo dos diversos sis!Pmas f' OfH>ra.dores de irnplíca.ção materiaJ 

presentes i.'m Lógica Poli\'illente, os operadores adtna foram propostos 

visn..ndo a a1.ingir algnma. semâ.ntita p<:trticular. Todavia, podemos listar 

t<nnbém uma 1-(lhela de propriedades de!l.ejáveis para o op0rador de im-

pliração, provcníentr-s da Tn!'sma liü-ratnra, resumindo de alguma forma 

as proprir'dades q110 os aut.{Hes de tais operadores vit->ava.m <tkança.r. 

Tabda 3.4-. 

Axiomas <kscjiÍvPis para a nd;;,ção de implicação I 
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11 Se A ~ A' então l(A, B) 2: l(A', B) [Ballwin, 1978]~~·--~-­

><. cw B 2: B' então l(A,B) 2: l(A',B) [Baldwin, 1978] 
13 J(O,B) = 1 [Baldwin, 1978] 
14 f(I,B) = B [Baldwin, 1978] 
15 l(A,B) 2: B [YagN, 1980/177] 
16 I(A,A) = 1 [Bandler e Kohout, 1980/13] 
17 I(A,I(B,C)) = I(B,I(A,C)) [Trillas e Va1verde, 1985/155] 
18 I(A,B) =I <=* A~ B [Gaines, 1976/77] 
19 J(A,B) = I(c(B),c(A)) [llandler e Kohout, !980/13] 
!10 I f: rontínua 

Tabela 3.5. 
Oi'' radore;; de implicação mais frequentes n<t Lógica Fu~zy com inspiração nas 

f0 pera d ~~-~--1:-~~~!:.:,:!~al~ te~ __ Clissi casP~óp ri {'d ad es 
[proposto por satisfeitas 

l
z~:deh -----~--" Tll aX(T-= X' mJn( X' Y)fT2J:fJfJ10" 
Lnkasiewicz min(l, 1- x + y) 11-110 

~~::~~?- D~~~~-~1_~ x(~--=. x ,_'!!L ____ ~ _ _!}_-I~}~J-~~1 O 

3.4.3 Análise das propriedades satisfeitas pelos operado­
res de irnplicação fuzzy usuais 

Ex.ihimos na tabela abaixo os resultados hoje conhecidos na. literatura a 

l"PSpeito dos OJH-~l'adOfE'S de implicação a-cima, em termos das propriedades 

desejadas para. Modus Poru~ns Genemlizado. O sfmbolo "x" denota que 

a propriedade não é satisfeita. e "v" do:'nota sua satisfabilidade. 
Esqwma de 

lufn0nóa Antecedente Consfqllente Rm R, Rc R., R9 R& R6. R. Ro 

-----~~~-~-{'----~ ....... -~------~-~------~------·--------~-~---·- ---------
GMPI A B X X v v v X X X X 

GMP2a rnuito A muito B X X X ' X X X X X 

GMP2b rnuit.o A B X X ' X ' X X X X 

G~·1P3a ±A ±B X X X v v X X X X 

GMP3b ±A B X X ' X X X X X X 

GMP4a ~A desr.onhecido v ' X ' ' ' v ' X 

GMP4b ~A ~B X X X X X X X X X ... ·----"-·----~----------------~---------- .. ___ , ____ ,, _____ ··---

115 



3.4.4 Discussão 

ll• o' 

Muitas críticas ao controle fuzzy têm sido recentemente feitas, Porém, 

como é que o Metrô jaJlOIH~s funciona a base de trens que utilinm Lógica 

Fuzzy em seus controlador('s se tais métodos são tiio não confiáveis? É 

porque foram utílizados os conectivos apropriados e e:;colhidos niterio-

s<tmente, a. partir da análise de suas propriedades. 

O qnc acontece é que isto torna difícil sna 1.1tiliza~;ã.o r>m larga 0sntla., ao 

nào ini<iado, por não haver algorítmo simples de escoH1a. do cmwctivo 

apropriado. Muitos rt>sultados e roteiros siio disponíveis atna.lmc11te na 

literatura, mas um tanto inacessível a nossos prOJJÓsitos, entre eles a 

popularização da Lógica Fuzzy a aplicações nas Ciêncios Biológicas. 

Buscamos 1 na próxima seção , ao propor o uso da implementação da 

Lógica Fuzzy em Redes Neurais Artificiais, poder contribuir de alguma 

forrna. para simplificar este estado de coisas.<:e 
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Capítulo 4 

Lógica Fuzzy Neural 



A fina.lidadc dJ?ste capítulo é a de mostrar como podemos impkmen­

tar a inferêJtcia fuzzy através de redes lH~urnis artificiais e cxihir exemplos 

de suas a-plicações práticas a problemas biológicos. 

Para tanto, PXibimos inicialmente o modelo 11<'uraJ artificial e_nfo­

cando sua inspirnçào biológica e df'pols concentra.udo-nos nas suas im­

plicações formais. 

Em segnida, rliscutinws as prnprif'dades genéricas dos sistemas 

inteligentes, distingnimos suas formas de aprf'ndizado, e f'Xibimos os 

· prindpios form<lis abstratos do aprendizado através dr rPdes JW1lriÜS ar­

tificíaJs. 

Na.s seções sr:gnínt('S, tratamos do aprendizado supervisionado em re­

des nFurais artificiais, concentrando-se no aJgorítmo de Retro- Propagação 

do erro, exibindo uma. de-monstração para o mesmo e algumas sirnulaçôcs 

numéricas, algébricas e computacionais a título de ilustração . 

Estabcledd<'~s as ha.sc13 do aprendizado supervisionado em redes neu­

rais artificiais, passamos a tratar do assunto da implcnwutaç_iio da in~ 

ferência fuzzy <~través do mesmo. E:xillimos também aqui (:x0mplos de 

. simulaç.Õ('S computacionais a titulo de ilustração c Vf'rifir<tção do fnncio~ 

namento do modelo impkmentado. 

A seguir mostramos como é possível implementar o sistema f~specia" 

lista para flto-indica,ção proposto na seção anterior através da. aTquitetura 

proposta. Exibimos os re;;ultados ohiido.s através da simulação comp1l­

tacional dos dados das seções al!t('riores e comp;n;nnos tieus resultados. 
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Finalmente, realizamos a conclusão do trabalho tombas{' 110s n'i'lll· 

tados obtidos e de suas perspectivas. 
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O obj<>to da Computação Neural ;;ão os He(b !\PlHais Artificiais. Estas 

são estruturas que mimetizarn o prou·c;~<llllt'lllo distrilnüdo e massiva­

mentf' paraJelo1 a exemplo do realizado l.'lll lJoô.sn cér('hro. A toneeit11ação 

exata das redes neurais é todavia. uma tan'fa difíril. posto sua implicaçào 

nas mais diversas àreas: Jntelig€~nda ArtlfídaL Físira, Computação 1 Bi­

ologia c indnsive na Filosofia e em Matf'lll<'itirc; ,\plirada .. 

·Podemos definir Redes NPurais Arüfiria.is CO!ll(l ~('ndo sistemas compu­

tacionais org;miz.a.dos a partir de el<'Ttwnto.s d(' prorcssrtmtmto simples 

(neurônios artificiais) interr.orJectados q1w prorPs<..Cllli informações através 

de uma dinâmica de adaptaçã.o aos est(mulos cx\('rnos, isto é, são siste­

rnas capazes de capturar a dinfunira. q\H' as:>ocía 1llll ronjunto de entradas 

a 111TJ conjunto de saídas 1 sem que se conlH'Ç<un as l0ís que os rd<ldonpm. 

Tais n'd<:s são moddos matelllá'licos, onde os P]\•weutos de processa~ 

mento são unidades simples, com algumas características sernelhantPS 

aos neurônios biológicos. 

DdiJJiremos tais eonceitos ma.\s pr<'fisamcntc do ponto d(' vista ma­

tl,mát.ico mais adiante. 
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4.3 Modelagem Neurofisiologica Simplificada 

4.3.1 'Inspirn.ç~o da Neurofisiologia 

Como o termo '·H>·d{' Neural" implica, seu apelo inicial foi dado peJa 

tentativa dP mo(h•lagem de redes de neurônios reais existentes no 

cérebro. Os mmk·los são extremamente simplificados quando vistos 

do pülJÜ) de vis1;\ l\('UJ'Ofisiológico, embora ah1da possamos acredltá·los 

romo ''rnetMorai,·· dlida.'3 dos princípios da computa.ção "biológica". Da 

mesma forma q1w pentes isoladas de urn navio grau de são irrelevantes no 

comportamento du navio (por exemplo, seus botes ou o compartimento 

de carga). mnítus ddalhes das células nervosas são irrelevante-s para o 

entendinwnto dco comportamento coletivo das redes de co?lulas. 

Neurônios 

O cérebro huuiano é originalmente composto por a.lgo cerca de 1011 

neurônios (células nervosas) de vários tipos distintos. 

A figura 4.1 apresenta um desenho esquemático de 11m nemônio típico. 

RHles d<:' fibras nervosa.s estrcla~hs são chamadas de dendritos que são 

conexos ao corpo da célula ou soma, que é a-Onde está. loca.lir,ado o 

núcleo Cf>hllar. Uma única e longa fibra que estende-se do corpo da célula 

·é chamada de axônio, que é extremamente ramificaila. em sua extremi­

dade. Cada uma destas ramificações termina em uma junção sináptica, 

ou sin.-:ipse, conectada a outros neurônios. Os terminais receptores des­

tas junçõCs a outras células podem encontrar-se nos dendritos ou ainda 

diret anwnte no corpo da célula. Um ilXÔnio típico rea.liza algum; milhares 
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d(' conexões com outros neurônios. 

A transmissão do sinal de uma célula a outra através da sinapse envolve 

um complicado processo químico no qual substâncias transmissoras es­

pecíficas (os neurotransmissores) sã-o enviados de um lado e recebidos 

. do outro lado da sinapse. Seu efeito pode acentuar ou diminuir o poten­

cial elétrico existente no corpo da célula receptora. Qua-ndo seu potencial 

alcança um determinado limiar, um pulso ou potencial de ativação de 

intensidade e duração determillados é enviado através do axônio. Dire­

mos então que a célula foi "ativada". O pulso t'ntão se propaga através 

das ramificações do ax6nio até as junções sinapticas com as outras c6ln1as. 

Após sua ativação , a célula deve esperar 11m Õ(•terminado período cha­

mado período refratário para poder ser ativada novamente. 

4.3.2 Estrutura ''Lógica" do Neurônio 

· Focalizaremos nesta seção a estrutura lógica de um neurônio. Observemos 

as analogias entre o Neurônio e seu esquema lógico, tal como dado na 

figura 4.2 

Existe uma unidade de processamento, o círculo denotado por i, que 

representa o corpo da céhlla, o soma. 

Um mímero de linhas conectadas, loyicamente, ao soma. São repre­

sentadas pelas linhas com Jlexas na figura. 

Cada. canal de entrada é resultante da combinação de um dendrito 

e uma sinapse, e haverão tantos canaJs de eutnodas quanto sinapses 

conectadas aos seus dendritos. 
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Os ca.nais de entrada são ativados pelos sinais recf'bidos das "caixa.'> 

lógicaBro aos quals estão conectados. A 11atureza lógica destas pe~ 

quenas caixas (nossos axónios pré-sinápticos), e é expressa pelo fato 

que elas pode servir tanto para ativar um canal {carregax um pulso) 

ou não ativá-lo (atividade abaixo do limiar de dispaTo no neurônio 

pré-sinaptico ). 

Cada. lit1ha de entrada posstJÍ um parâmetro Ulij a,ssotiado, onde o subs­

crito i especifica o neurônio (pós-sin<tptlco) que estamos descrevendo en­

quaJJto o subscrito j indexa os vários can<tis de e11trada de sinais do 

neurônio. O valor numérico de Wij é a eficácia sinaptica das sínapscs 

que chegam ao neurônio i, as quais são determina.ntcs ao potPucia.l de 

atividade pós--sinaptlca (PAPS) que será ;ulicionado ao soma í se o canal 

j for ativado. Existe apenas uma saída. lógíca por unidade, quo expressa 

a t>aída relevante do 110sso nenrônio- se ele emite um pulso dE' ativação 

ou nã.o. 

A operaçã.o na un1dade pode :-;er resumida como segue: 

·- A todo momento, algumas das entradas lógkas são ativadas. 

·- O soma recebe uma entrada (PAPS) a qual é a soma linear das 

eficácias 1DiJ dos can:ús que estiverem ativados. 

A soma do PAPS é comparada ;w valor limiar do nemôuio i e o canal 

de saída. é atívado se ela excede o limiar, caso contrário, nenhuma, 

sai da é emitida. 

Este processo pode ser formalizado posteriornwnte associando a. cada 

caixinha. llm va.riá.vcl Cj a qual pode tomat· os valores 1 e O, indicando 



quando o cana.l associado à aixa estiver ativo ( f:J = l) on i11at i vn (f, O). 

O PAPS no neurônio i pode ser expresso a.gora <"omo SP!idu 3 t>OllJH dl' 

. todas as efidência.s siná.ptlcas I\OS canais de entrada cmwct.ados ao Hosso 

nPurônio nntltiplicado pela variável e correspondente, o que H-:'ic.Pgur<l qu(' 

apenas canais ativos cml1.ribuPm. Em outras palavras, d('IIota!ldo o PAPS 

no neurônio i por a 1 ,podemos escrever: 

N 

a; = L WijCj 

j=l 

onde N é o nnmero dE' caixínllrt.s, isto~, neurônios pré-·sina]l1.icos. 

14.1 1 

A open.tçiio desta "pcqu('na máquina" pode ser reprcsenLHla atrav(•s da 

funçào verdade lógica 

Sj =f( a;> O;) ( 4 .2) 

onde f é uma funç.ão que vale 1 se ai > f)i e O caso contrário. A variável 

Sj indica, em lii1guagcm neurofisiológica, quando um pulso acontecerá no 

a.xônio de sa.ída. D(~sde que a ÍllllÇão verdade (4.2) é computada a partir 

das vnriá.veis Cj, que por sua vez também aéi.~umern valor<'fl O f' 1, cada 

uma das variáveis pode ser considerada eorno sendo a Í1Jnçiio vçrd;H]e de 

alguma expressào lógica. Isto nos leva dirctanwnte ao modelo d0 nemônío 

formal de Mr Culloch e Pit ts.a.:~-
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"• 

axon 

cell body 

l ..._ __ , dendrites 

Figura 4.1: RC'presenta.ção 1'~qncnJática dP nm llPnrinJio 

F'igllra 4.2: 

A c,;trutnra lógica de um ncurômo. W;j são as eficátia.<J das sinapscs que ch~gam ao neurônio j, 
representado pelo grande círculo. ej são variáveis 0-1 representando a dwgada ou não de algum p11lso 
sobre o axónio pré-sináptico que concrta o Df'Utônio j a outro, tlj é o chamado polennal de atwiiÇiio 

pós-smaptico e f(aj) é a função de ativ11-ção ou decisão do Neurónio. Sf' o neurônio "disparar" (ou 

não), Si tomará o valor I (ou 0), resptcctivamcntc. 
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4.3.3 O Modelo Neural de Me Culloch €' Pitts 

O Neurônio Formal Em 1943, 1v1 r (-:ullorh r Pii t s num artigo bastante 

formal, nwstraram que neurônios simplifir<Ldo:--. podiam ser combinados 

<::m pequenas sequências t(emporais, no fimd das qn;tls haveria um simples 

ll('urônio na saída, cuja atividade seria o valor \'("rdad~; de qualquer conec~ 

tivo lógico binário, representados nos Ht'1HÓ11Í<W dP Pntrada. Argumen­

tavam ('tlião, que com tais rede::; elcmentaf('S, prnl1.'riam ::;er consüuidas 

redes compostas as quais podi(l,m reaJizar qualqu(~r operação elo Cálculo 

Proposióonal. 

·Um elemento novo, essenda] JJPSta <OJlstruçiio, foi a lnüodução do tem.po. 

Se os neurônios são "comput<ldorcs" de expH·.'i~Õcs do Cálculo Proposicí­

onaJ, (~ntão deve·-se kvar em mnsidera.ção o fato de que dos p11lsos que 

th('gllem aos axônios de dois neurônios qur> reprc'sentem o valor verdade 

de duas proposíçôcs , então o neurônio q1H~ computa a operação lógica 

(lcsta.s duas proposições na entrada pode dar sua resposta somente um 

ciclo de tempo posterior ao tempo d(> prO(luç?w das d11as entradas. Este 

ciclo df~ tempo, o qual será escolhido (:orno unida.de de tempo, é o tempo 

mÍllimo entre a emissão do rmlso de eiJtrada e da produção do pulso de 

_ saJda (aproximadamente 1-2 milisegundos nas sinapses reais). 

llaslcamrnte, o Ncur{mio Formal de Me Cnlloch e Pitts é a exttidade 

descrita na seção a11tcrior, usu(l]Il\ente com um número reduzido de canais 

de (mtrada.. Ca.da neurônio possni st>u própri() limiar e os ta.nais possuem 

pesos nmnérico.s. Os peso.~ 4? limiares são escolhidos de modo que a todo 

ddo rle tempo alguma operação lógica é realizõtda. Os arranjos mais 
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simples sã.o exihldn~ d" 1'!('dll ('HJUI'!llático na :figura 4.3. Eles realizam a 

computação da (a) ll!')!;<n;ii(, d1· llJHa proposição (não)) (b) da conjmiçiio 

(e) de duas propw.<içtH·~· P da (r) d\sjuJ.1ção (ou). 

Os diagramas pod('Hl SPr lidos da seguinte maneira: cm (a) o neurônio 

a esquerda emite nm puho uu 1\'!llpo t (e(t,) = 1) se alguma proposição 

A é verdadeir<t. Se o canal!lOS~uir peso -1, como indicado, e o Jl(<urônio 

a dlrcit<t possuir limíar () "" --O.S. fmtã.o no tempo t + 1 este neurônio 

não dispara-rá.. Se A for faha, Plltâo o neurônio a esquerda nã.o dispa-

rará. no t~:mpo t (e(t) ~ O) <> romwquentcmentf' o nPurônio da direita 

disp<trará no tempo t + l. Em outrns palavras, o disparo do nPnrônio 

a direita rcpn'S{'llta a 1€CfJili.,_'Úo da proposição f('})fcscntada através do 

dispaJ'O do nemônio da esquPrda. :\o iliagrama. (b) da fignra 4.3, H~-Sf' 

wmo: o neurônio da esquprda dispnnná em t + 1 se e sonwnte se am-

bos os m~urônios da. esq1wnla dlspararPm no t<:'mpo t, indic:ando que <l$ 

proposiçõe!:l afirmadas através dos ll("urônios da e.~quNda são ambos ver-

dadeiros. Os parám('troc; PIH ( <:) a.s~Pg1H<Hll qtw o ll('Urônio da direita dis-

pararáS<" pelo menos uma da.':' suas entra.das contiverem uma proposição 

verdadeira. 

( r+' 

(-11 
0-<()---

hl lbl 

Figura 4.3: Três opNaçôr~s lógicas Plt>mt>tltares: (a) ]Vegar;iio (h) E (c) OU. Em nula diagrama 
o e;;;tado do n.('tlfônio da f'squerda f: d<tdo no tempo te nos da din>ita. em t + 1. 
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A elegância da Lógira ChL.,síca residf' no fato dP que podemos construir 

qualquer operação boolea.na binária nece;;sitando·í>e somcntC> da negação 

e de apenas uma das d11as OpNaçôes binárias rcpresPntadas na figura 4.a, 

f' então, pela lei assodativa, construir opcrções booleanas com qualquer 

TlÚil1E'TO de proposiçÕ(:S (corno foi observado peJa J>rlrneira V(~Z l\0 capÍtulo 

1 do Principt'a Mathcmaticac dP Russell). O único elemC'llto adicional 

necessário é a ftmção id<'ntidade. que provê um H~tardmnPHto quando 

as f-aldas das opNaçôes prévias, qu<' forem requeridas simultam,amente, 

· M~ja.m produzidas pm kmpos dif('rEmtes. Veja por exemplo, a figura. 4.4. 

Desta forma, uma rede de neurônios formais que computem o on exclusivo 

(xor) de duas proposições , as quMs é verdadeira. se somente um dos 

dois valores forem Vf'rdadeiros, pode ser como na. figura 4.4. Note que 

se o valor verda.d'-' de d11a.s proposições for repn'sentado a Pbquerd<t no 

tempo t, o resultado irá. aparecer apenas no tempo t + 3. Note também 

que temos de ret'OITPT ao uso da ülentida.d(> para rnauter A 1\ B enquanto 

A V B estiver sendo m"!gado. 

t um simples exercício provar que nenhuma escolha de pesos e limiares 

possibilita quf' o rwurôuio formal comp11t<~ o XOR em um único ciclo 

de tempo (Veremos uma d(mJOnstraçã.o destE' fato na. seção seguinte. A 

primeira rlemonstla-ção publicada, e co111 detal11es , foi da.da por Miusky 

e Papert, em 1969}. O esquema da figura 4.4 é mu cxJ?mpJo dP que é 

possível realizar tal comptltaçã.o em poucos passos. Isto dPcorre da su­

ficiência dos conertivos exihídos na figura. 4.3 para a construçã.o de predi~ 

ra.dos arbitrá dos. É necessário, porém, ter em mente que a nniver~aJid;tde 
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formal f('({UPr tt>mpo Tf'<ll, a qual a H menta a complexidadC' <1,<; propo!'içf)p~ 

1bis a.indn, pv}di'ncias n~urológicas. que nec~sita.m-se de JHH1\<1.S. d07f'llit;., 

de PAPS E'Xdtatório:;; para i11fluenciar signiflrativamente a probahilíd<Hk· 

d(' que um pHlso Sf'ja emitido pelo neurônio pós-sinaptiro. 

Faremos na. seçào seguinte unm outra a1wrda.gf'm, a geométrica, Ila tp.w1 

podf.'remos t~o.'r mais claramente a importância do fato citru1o aúma, pos­

sibilitando uma análise clara das possibilidades e re.~tríções da. ncurô11io 

formal de Mr Culloch e Pitts.ze 
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t + 1 <+2 t+ 3 

Figura 4.4: Uma rede construida pan a. computação do OU Exclusivo (xor) via 
([A A B] v HA v 13]]). 
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4.4 Análise Formal do Neurônio de Me Culloch 
e Pitts 

Neurônios de Me Culloch e Pitts 
temática 

Uma abordagem ma-

N0ste item iniciaremos a abordagem mais rna.temática (menos biológica 

porta11to) do moddo de Me Culloch e Pitts, ressaltando quando possível 

sua. capacidadE' 16gira., seus vímulos mm rnod0los hist.óríws em Bioma.-

1Pmi ti c a e continuida.dP C'lll no~·so o bjd.i vo de apru,ultar as redec,· neur ,1í::.· 

do ponto de vista da MatPmát.ica. ahstrata. 

O Neurônio de Me Culloch e Pitts co1no um sistema tipo 
"Caixa Preta" 

P<:>nsa.ndo em termos d0 sistNna, o modelo 11euronal dP McC11Jlorh· 

Pitts (ou neurônio formal) pode ser inFtgínado como se11do um si&tema. 

tipo "rajxa preta", {:aratt.eriza.do por apenas um número 8: o limiar. 

Eiita "caixa preta'' recebe "entradas" e responde com uma "saída". 

Típiranwnte, estas entradas são mímcros em [0, 1] (moHopolares) ou t>m 

[-L 1 J ( bipolares) ou ainda em {0, 1} (discretas); cada uma das entradas 

tem um "peso" associado. Podemos pensa-r na ''dhi<'irnica" do m:urônio 

formaJ tomo sendo uma. função S que simplesmeute reSJ-HmdP ao nitério: 

se a sorna das entradas vezes os S('US pesos for maior qur o limiar, a res-

posta será l (ativa.ção); de outra forma é O (desativa.çã.o). A saídaS do 

neurônio formal é portanto a função descmttínua 
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l o '" 
s~ 

1 se 
(4.3) " 

l:w;c; ~ fJ 
i=l 

onde <'i sã.o as e>ntrtulas do m~urônio forma], tl'i os pesos respC'rtivos, P () 

-é o limiar. Cabe nwncionar, qne a Teoria dos Dois Fatores de Nirhola!-i 

Ra.shcvski (um dos "pais'' da Bionnt..tP11liÍtira), quP f. basC'ada. numa rf'rta 

rontraposiçilo df' forças yingjyang ---é muito similar ao neurônio formaL 

O Neurônio de Me Culloch e Pitts como um Calculador 
Proposicional 

Neste item forneceremos mais algum; f'XC'Hlplos de como o W'tHônio forwal 

ó rapaz dP fP<lJiza.r cálculos do valor verdade de S('llÜ,uças proposiciOI1ais, 

ll)as 11sando a abordagem da.s t<tl)('}as verda.d\~ f' do sistçrna. mixa preta, 

como nm prinwiro passo jlCI.ra uma fonna.lizaçiio mais <Jhstrata. 

·Tambhn aqui, a.s entradas e; serão discretas: prTtCJicerão á {0,1}. O 

zero será a rcpresc:ntaçào do valor verdadl:' FALSO (ou n-inda. o NJUiva.-

lt>nte a desa.tiva.do) e o um (1) o do VERDADEIRO (•, ativado rcs-

W"ctivamente). Exibir<'mos a seguir algumas ta.bela~'> verdad{' do cálculo 

proposidcmal f.' o neurônio formnl qtw n•a.lizn a orwra.ção equivalente; 

i) r1 A c2: 

f1 e2 c1 A e2 , __ , __ , ___ _ 
o o o •• 111 

-

1 o o 
--- ·-·--~~-

0 1 o 
f .. 0.9 s 

'" ••• 
1 1 1 

132 



e1 tz e1 V Cz ---- -~--~-

0 o o 
1 o 1 
o l l 
l l 1 

iii) (--.e1) 1\ ez: 

~l ~) ( •C} L0_~ 
o o o 
1 o 
o 1 

1 1 

o 
l 
o 

Os exemplos anma mostr<~m como f> possín>] l1Hpl!'lii~'Jii<H ta,helas VE'f-

dade df' duas entra-das (vari;íwis lógiras). P<-Hil tab0las de m<tis variáV('is, 

r, *---"-·' -·1 
'• _ __!!!___, 

'• ---~!!.-; 
'{' • 0.9 

Como uma outra aplicação do ueurônio funJJ<J, df'sf'nvolvida. na nwsma 

Me-ada que o trahalJlO de Mr Culloc:h P Pitts - fimhos public-ados nas 

primeiras edições do Bullctin of Mathcuwlir:al Hiolugy, criaxlo e editado 

por N. Rashevshi · ntbe lll('flrionar a rctk {]p discriminação psicofísica 

de Herhert Landahl. O problema é obter os pesofi O'J, a2, /31 e {3 2 e os 



limiarf'o; (h e Oz de modo q1.1E' a rerle: 

'" e' ~---'----; 

rNI.jn da seguintcr forma: 

t:'t < cz PHUio 

entã.o 

SJ :--:: Ü (' $1 = 1 

fi) = 1 (' 82 = o 

·Isto é, a rNle é rapaz dC' dPcidir qlHd da.s ('lltradas é a m<~ior. A solnção 

é simples: 

a1 = o:z = 1 

Observe: Embora. esta sPçào apa.rentP algurna redundància com a 

seção dr modelagem biológica) ela começa a apre::>C'!ÜaJ' uma. das dife­

. n'nça.s cruciais ·· ainda um pouco conflmdidas dos modE'los de redes 

neurais artificíills: o Pnfoque abstrato f' r:omputacíonal atr<1vés dP um 

modelo 0xdusívamente fonnill rom vistas a result<trlos mateuditicos, ao 



invé-::; da utilização de modelos de maior realismo bio1ógico1 qtH' buscam 

auxiliar a esclarN:er o ÍUI\(ÍonamPnt.o nf'nral (como é o caso do sistpma 

Genesis de J. Bowert Calt.ech). 

Note também que este modelo de neurônio. para McCulloch e Pit.ts, 

sNia. uma evidência para se dizer que o cérf'bro (constituído de ueurônios) 

f~ capaz, sem expNiéllrifl P'~'évia, de f('<~]izar cáln1los lógiros. O aprendi­

zado atravús da. experiência. é uma vtonl<td(' i1wgável; o que ainda não foi 

resolvido após ma.is de 24 séculos é a polêmica de Platão e Aristóteles 

:->ohr(' o ronbedmcnto inato, isto é: qual infornJ<1Çào ou conh('cinwnto já 

está "programado" no cér0hro elas pes.soas ao nascerem'! \Varren MfCul­

loch 0 \VaJt.:~r Pitt.s tinham a idéia de que o cálnJ]o de proposições (Lógi<a 

de Boole. e consequentPnH'nte aritmética. hin~ria) é conlwcimento inato, 

para provar esta tese dPs(;HlHnam um moclelo bastante simplificado do 

neurÔ11io, capaz de efetuar cáJculos lógicos. Há várias objeções ha.s1ante 

sérias à proposiçã-o de Me Culloch e Pitts; por exemplo, um neurônio 

isolado dl? uma minhoca, é funcionalmente (a.o que se sabe sobre o fun~ 

tionamE'nto do neurônio) similar a um neurônio isola{lo do cérPbro de 

Boole. Porém, não seria sensato dizer que a minhoca faz rákulos lógifos; 

<lJH'sar de, talwz, ter a. capacidade "inata'' de fazê~ los. 

O modelo do neurônio, como des(;nha.do por !vlc Culloch e Pitts, lll('srno 

que não "fosse a- prova" do que queria-se de!Uonstrar, transformou-se 

num dos paradigmas clássicos dos ekn1cntos básicos do pTorcssamento 

em p<nalclo das rE'des neurais. 



4.5 Análise Geométrica do Neurônio de Me 
Culloch e Pitts 

Nestr item faremos uma anális<' geométrica do neurônio de Me Culloch 

e Pitts , de modo a permitir uma vis-uallzaçã.o d0 suas possihilidades e 

restrições . Por hora nos linlltamos a exibir os JH'SOS com os qu"'is determi­

nados resultados poderiam ser obtido, sem no entanto, discutir em qnai::; 

cPndiçõPs um det1mninada família de conjuntos de w·sos seria solução 

para o mesmo probkma, ou ainda de que forma o "ronlwcimento'' reff'­

rente às tabelas venladr cstã.o armazendos através deste conjunto e do li­

miar da mtidade. Rec-orde-se que no raso hiológico os p0so;-; {'ra.m sin:tpses 

excitatórias ou iHíbitória.s (pPsos +1 e -1 rcspedivanwntc) préviallwnte 

fixadas, e 11a seção anterior foram exibidos pesos fraciomírios. 

Para se t>ntcnder ~~ pos~;ihilitar uma análise g(;ométrica do que faz (ou 

potPnciaJmcnte podP fazer) o ncmÔ11io forma], vamos nos llrnitar a duas 

entradas monopolan's, e1,e2 e [0, 1]. Seja a.gora (}o limi<tr do ncur6nio 

fonmd em consideraçJi.o. A r0ta. a1e1 +a2e2 = O, tom 0:1 e 0' 2 fi.xos, divide 

o "plano de entradas" e1 , e2 em dnas regiões distintas: nma "acima" da 

reta e outra ''ah<:1ixo" da reta. Numa dela.<; vale a 1 t 1 + n 2e2 > e <' tla 

outra. 0:1 e1 + 0:2t'2 < e. Portanto o nenrônio forma], no Qll<ldrado nnitrírio 

[0, 1] X [0, 1], somconte pod1-' dift'f('Jlciar duos rcgiõf.S Sf]>ltrwla.s pot 1/'/fW 
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reta.: a reta a1c1 + nzcz = Bl como por exPmplo na- figura abaixo: 

'• 

D0vido a isto, diz~sc que o nf'urônio formal sonwnÜ' podf' d.ift>n'Jlciar 

nmjuntos lincannrr1it 8t']I{JrfÍtJCÍK 

Voltando a c1,e2 E {0,1}, vari1íveis lóg;icas, e SUJHmdo (jllf' Sf' quPÍn-t 

separar os • dos o, o llPllr&nio formal pode n:solvcr todos os rasos onde 

uout possíveJ reta o1c1 + n 2c2 = 8 {> i1ust.rai!a. 

'• t, 

et'c. 

e, 

O caso do Ou-Exclusivo O Probkwa do Ou-E:rclusivo booleano, 011 

da função XOR, COJisist(' em rompnt.ar um ";.;\m", quando nrna da.s duas 

entradas for verdndeira e um ''não" caso contrário. Sua tahela verdadP é 

a scguit1te: 
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f'J f2 0d 

o o o 
.L .9 !.._Tabela Verdade da fuuçiio xon 
O 1 I 
jlj(j~ 

Fica claro a partir da figura aóma q11e rülo é possível represe11tar l'S1(1 

função a.trv6s de um üniro nPurônio formal 

(0,1) 

(0,0) , 

, 
' 

, , , , 
,/ 

, (1,0) 

lHna vez quf' qu(: os ronj11ntos os quaJs dPsf'jamos di!:wrimi11ar 

({(0,0),(1,1)} e {(0, JL(l,O)}) não são lím•.arnH'liÜ' separáveis. Este rç 

ta.mbé:rn o raso mais simples dafunç·Õ<J poridndr df' N cillradas, discntido 

em detaJhcs no Pnn:plron (Minsky e Papert, 1969). 

Todavia, vamos d('monstrá-lo a.lg~lniramente. DPsej<tmos que a funçi'\.o 

S dt~scrita em (4.3) sa.tisfa.ça simnltaJH'<ll!I('Iltl' as nmdiçõcs d(' ronton1o 

(5'(0,0) = 8(1,1) =O e 5'(0,1) = 8(1,0) = 1). Omit.)ndo-se o ímlirP i. 

tf'Tnos: 

I 4.4) 

I 4.5 J 

( 4 .6) 

l-1.7) 
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nbl1·1Wh tpw 1/'l >O, a$ quais sâo impossíveis dc ser sati,~f('itas. simuJta-

rwanwti1P, PodP-S<:' most.ra.r de modo análogo quf' tamh0m 6 impossível 

. s;Hisfi!l.\'f <t~ n'strições para os outros U.)j's. Dcsia forma, fica d<'momtrado 

qm' lllJJCl \ll:\rlad0 formal não pode realizar tal com}lntaçiio . 

sillliL1r <l <In <nJ-t'xrlusivo; não f. possÍVPl disrrimimu trf8 ou mais entra-

da:-;, ~OlJII'ni'' rom nma camada de nPurônios formais. Estes dois probl('-

mas porkttl ~Pr resolvidos com dua~ i:'<Hnadas d(' rwurônios formais; as 

\'<'11\l;ul<L~ de JI('\HÔnios quP Pstão ('JltrP os neurfmios de entrada(-' os dP 

sctídr1 ~i.in chamadas de mmadas Lscondidas (ou ocultas). Este nome se 

dcn: ao fato dP \jllf' t>s1.as camadas não recehem t'11tradas do meio extNno 

(' Jl<'lll proi.'('C'lll saída;; dirt>tameni.f' a elP, SC'ndo porta.nto, "orulta.s'' a.o 

ll1('~JJ')(). 

Rede para computar o XOR: 

Discrimln<lçã.o de t.ri's €'Htr;-ld<J.H, f()dns difacntcs: 

Objetivo: 
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s, = 1' $2 = O,s3 ~- o se fJ > (2,<1 > C3 

s, -~ o, $2 ~- 11 83 = o se c, > Cr,{'2 > C:~ 

8t ~~~ Ü,$2 "" 0,83 = 1 Sf' ('3 > €1,C3 > c, 

s 
I 

s ' . s, 

"- o 'f- 0.1 

·I ., 
RNl('f> neura.is com, ]1or f'Xf~lll plo, d na.;; ent nt.Kl <ts qnt' possn <tm '111/W cantudo 

<:scondida, Bâo rapazps dt' disn·lminar polígmws ronvexos no quadrado 
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unitário [0,1] x [0, 1] do resto destP lJUadradn Pn1 ''"''111]1!(\: 

'• 

e, 

A área. ha.rhurada adma. pode ser disnímillada do n"·.ill do quadrado 

\llJitArio rorn uma rede nenral que tem SOllH'llÜ' nHPI ( illt~rtd<t (PHtrada.-

saída), ma.s 11as <Írca;; ha.churadas a1Ja.ixo, 

JH'fcssita-st' de uma. rcd<> m~ural com 111aÜ; d(' um o raJIW_.da i'Scondida para 

ser discriminn.da. do resto do quadrado n11ilário, 
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4.6 Aprendizado em Redes Neurais 

PodPmos considerar como uma vroprieda.de dos Sistemas Inteligente•.<:; sua 

capaddade dC' ap1·cndrr. ou ainda, de adaptar-se. Dentre suas rapad" 

dadPs, podemos dPstacar <ts d!C' fazer novas associações , formar novas 

categorias e novas r<'gr<ts além daquelas nele t>xistentPs, a partir da cx­

w~ri8nc.ia. 

Porti!n1o, urna das conscquência.s do aprendiz:<-~do sPna a nmdnnça de 

comportamento diuâmico do sisiuna. Isto equivale dizer que o sistPma tf'­

ria a propriedade de auto-org;wlzar-se, isto é, de alterar sn!H parâmetros. 

Tal mndança interna de p<u<lmetros indu:.: a uma v;:niação q11antitativa 

do romportamf'nto do sistema f\ evPntualmC'ntf', qu<tlita.tiva. 

Ontra boa (' d('.~ejável propriedade dP tal apremliz<~do seria "aprend<'T 

h<'m". AprendE>T bem :;lgnítira qu0 o aprPndizado dPve refl0tir 1lll\il tnP· 

l1wra da IWTformance do siJS.t.{•nn dura.nte sua evolução diiJàrnlca. 

Das consíd<:>raçôes cfd.uadas acima, po<kmos então formular duas pro­

posições a respeito do aprendizado: 

Pr-oposição Al Para haver apn:ndízado é rt('n-~ssáno <JlH' haja a.l· 

lPração de seus parâltl('tfos (forma. na qual o sistema "rodifica." ou 

representa o conlwcinW11to). Corno nas R0des N('nrais Artifidais tal 

representação é efetn<vla através dos pesos da,s COJH'XÔes sináptica.s e 

de se11s limiarPs, em gPral n:pr(!sentada por uma. matriz de adjaci'ncia 

ou conexão M. Então o aprt:'ndizado será. repn:sm1tado por: 

(4.8) 
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Proposição A2 O aprendlr.ado será tanto mdltor quanto mai,; 

próxima for a resposta dinâruica do sistema osaída de uma (kter­

minada. saída esperada para o sistema oesperada. Assim sendo. o 

aprC'ndizado conBistf' ('lll minimizar o erro E{osa.ída,oesperada)· 

Portanto, podemos ronc1nir que 1m-ra quf' haja aprendizado é pn~cí,;o 

minimizar o erro na saída. da rede E" escolher o conjunto de pesos e limian's 

mais arh'quado. Mas wmo fazer isto? 

FortH'n'mos alguns f'X~'ln plos de pesos ('St a.lldecidos a priorí, que podemos 

encontrar wm um pouco dC' habilidade. Eles wdifiram a lnfonnaçào dcse .. 

. jada por nmstruçã.o. Porém é facil notar que tais prubl('tnas constitlH'rn­

;,;c ,,,m exce.ssãu e não f'Hl regra e 6 f'xtreJJ1<:lmente des<'javcl C'UCOlltrar 11m 

proredimPJlto genérico. 

4.6.1 Tipos de Aprendizado 

Podemos sempre "ensinar" a rPdc a. eX('ftltar determinada t.axt'frt. a.tnfw>s 

dP proccdímcnto!:l iterativos de ajuste das conexões Wir Isto pod(' ser 

f('ito basicamente de dois modos, d('{JelHkndo das condições do problNna 

t..plP r]('Sej<mws rcspondPr: 

Aprendizado Supervisionado. Aqui o apH'JHliza.do 6 feito com 

base _na cOB!paraç;io dir('ta 0ntre as saídas da redP eom as rc.spustas 

conNas conht.•rida.s. Algumas vezes tambérn é ckunado de apn.ndi­

zado com prof(:t~Wr. Nesta cat0goria também incluí-se o caso esp('cial 

de reforço do apr·endi;;orlo, onde o único fePd-hMk dado é Sf:' a res­

posta está correta ou 11âo, c não qual a resposta cúrret-a. 



Aprendizado não supervisiorHtdo. AkmG;-; \T/PS <qm:ndizado 

uão é definido ('lll iNmos de respostas a t'XHtq,J;,~ 1 <H r,~; o~ específicos. 

A 1ínica informação disponível é a rorrclnt)1o f'JiliT u~ ditdos de en­

trada ou sin<tis. I~ esp<:'rado que a rPd<' "'i 1w., ('il1<'~oria.'l a partir 

dcsia.s correla.ções, e produza sinais dP .~;trd;l l"lllfl'~poHdenies a ca­

tegoria de entrada. 

Existem sempre v;í.rias possibilidades de treinamento d1• 'lllli:l rede para 

realizar alg,mna. computação . Ao invés de se IPr qtw hj)(·t i fíc<H cada de­

tal h c do cilcnlo, hasta u\Jnpilar um t.onj unto d<• e Xt lll plu" I'I'Jlrescnta ti vos 

para tn•inallH~nto. Isto significa quf' !.1-'Temos ç~peranc<ts df• tratar proble­

ntas mHk a.s regras sãu muito difíc0is df' sen'HJ conlwrldn~ ae ant.0mão, 

como é o raso dos sist!'mas ('Sperialistas ('da robútíc;L bto tcunb0m nos 

alivia de uma boa carga dr- tedioso (e caro) dcscnvoh·imt>nto de softwa.re, 

_inclusive quando 1lOUVCH'JTJ rugra.s Pxplirítas. CilllJO ob~t'rvou Jolm Den­

ker: "Redes Nenra.is sào o s0gundo melhor jeito de fazer alguma cmsa. 

sobre qnaJquer coisa''. Obvianwnt.e, a melhor nHJ.nr;ira. {• 01JCont r ar te usar 

as rngras corrE'tas ("idPa,is'' ou ótimas) ou um algoritmo de otirnização 

para cada problema <:m particular, mas isto pmk Cif'l rar-o, diflcultoso ou 

demorar mnito. Porta.nto, a s<"gunda mf'llwr ;,]J\_ll"dilf.l;prn P baseada em 

aprPndizado atrav('s d(' px;_•mplos. 

Quando o sistf'ma possnir a. capacidade de formar Sf'lJS próprios padrões a 

part.lr dos estím11los de entrada, diremos Pntiio qne t], possni aprcndízado 

náo snpfrvisionado. 
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Se, no entanto, fNP'll f<>JIJ•'rido~ ao sistema os pndrôef:. quf' dPsí'jamm, 

que e]ç reprod117<L <'111~"' t<~l ;q>rC'ndizado st>rá dito :;upcn~üimwdo, Para 

tanto, d<'VPHIOS fm11<'n'1 "'' c;i~1ema um eonj\lnto de entradas e sa.ídas 

desejadas para tjtW f' i<' ";;pr('mla'', Tal fato justifica a CTf'uça de quf' as 

H.Nlcs NPurais A rt dití;,i~ ~:·;,, t ;; pazes de ''aprender a partlr de f~Xemplos''. 

Ohserve qu(' par(j SPil ;qH<'jid\z;;do for11ecemos os padrô('s desejados e não 

as regras explícltas quf• ii''J)( i<-~m o ('Onjunto de entradas <lO conjm1to de 

snídas. 

Este é um outro po11tu Ílllporlimte, pois o apn,mlizado em RNA's é nao 

po-ram/!1·ú:o, isto é. não fi·)fll('n'mos a.o sistema a forma d<1. função que a::;­

socia as eutra.das às saíd<1", .\c. 1-{:'\A's são capazes dP aproximar qualquer 

função não JíHNlr ck H?" X JW''' (pelo TeorE'ma de Kolrnogoro\·), bastando 

para ta.nto ajustar convC"JLi('lltement.e seus pesos e limiares. Apesa.r disto, 

não(_, possivcl obter a funm, <'Xplicita da função assim ÍHterpo'Jada <Jtrav0:o, 

d.-~ t<Jis pa.rárnetros. Todavia o Tem·ema de Kolmogorov f> uma <hu; ga­

rantias de que nossa busca para encontrM t.ais padimetros não deve ser 

uma busca ('!D viio, apesar de nào nos forneu~r como encontrá-los. 

Vamos nos aprofundar um vuuco m;tis nas duas proposições enunciadas 

!lO início desL1 fi('~iiu ,, fumo elas se aplicam às redes 11(\Urais artificiais. 

Em st,guida a.11alisrtremos a dinâmica do apn'IHliza.do rhts redes J1('llra.is li' 

versaremos urn pouco mais iiohre o Teorema de Existência dC' 1\olmogo­

rov. 
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4.(),2 Plasticidade Neural (Proposição Al) 

( '(tid(1ruW a proposiçào Al, para que haja apr('udízado dt>ve hav('f uma 

V<\riaf;âo dos parâmetros do sistema. Porém. como se dá tal va.ria.ção '! 

Qua.l é a regra a ser 11tilizada? 

h·nqndo nestas qucstões 1 Donald J-Iehb, ('nl 1949 no Sf'U livro "The Or-

yrnu.:·ation of thr Bchavior" fez a s0gnJntf' proposta,: 

··Qn<tndo um ilXÔnio J., IHH<> e;>lula A estiver pnhilllo o ~n!icicnt<:> de <::v·itiJ.r \llllil­

,-/]ub B n11 repetidanwn\<c ou p<.>rsistent<nnent ,. ! onFtr pMU· em ativá-lrLwn <T''~ci­
;,wnHJ ou vari-'<t;iic> lll\'tqhr\tica toma p;ntt' eln o.mb;~~ .% <Jl11h< tnl qne a. di<"iiincii~ck 
A, ''1l<JW'I1ltn llnlit da.~ r;élala.s que atÍ>'i<lll B, f.• a!lUWJ1tarli'l (p.62. I rMl,çâo u:üHha)". 

_\ ;·n:-;;io formal simpliflrada da regra d(' llcbb para a vari<lçâ.o do JWSO da 

<HJ nntrêlllÍO B, com nma t<tXil de• ativação (íB, P: 

(4 .9) 

onde ( é uma consta.ntf~ positiva. A Regm de llcbb é também conhecida 

na lit0ratnra como Regra do Ddta. 

A despeito da observ:.tção de Hcbh ser fisiológica, <1 regra de vanaçao 

(Ü' sin<cpse hebbiana foi prC'cmsora d'E' vários algorítmos e inclusive de 

COhstrução dP dispo~itivos físicos. E-la pode sPr cHcoutra!la hojP romo o 

Jn.indpio básico dos algorítmos df! rondiriouanwnto, das rPdPs assoriati-

vns [1\:ohonen, 1984] e das redes de ronH;ão dP erro [Hopfidd. l984].<r· 

4.6.3 Função Erro (Proposição A2) 

O tNmo Função Er-ro provúm e.spccífi.camente da nonwnrlatura de 

ajustP d1.'" parâmetros (p0sos e limiaxes) r1o sPntido dt;> mínimos quadra-
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dos do rrro. Poré-m, .sua mnrC'ituaçâo ~ <Jnáloga ao dC' muitas árC'a.S da 

Matemátira Aplicada. O nome ma.is gt>ral da Função Erro, na t<>oria de 

sistemns di11âmiros, é Funçáo de Lyapunov. Outros termos sfio o Ha-

miltoniano, C'JJ<"OHtrado no Cá.lt:ulo Varia.t:ional f' 11a Física.-Ma\.('llHÍtica, 

Funçã.o Energia na Mecânica Quântica e na Mrcânira Estatística. Na te-

o ria de ot.imizaçã.o enroutrarewos os a11 álogos Funç·âo Objetivo ou Frmção 

Custo eJH}Ua111-o na Biologia Evoh1rionària usa.rPmos o t~'rrno F'tlllÇiio de 

'',4dapl.abilidadr-'" (do ingli's jilntss). 

É ntil pE'ns<tr lia, analogia da função dC' eno romo sPndo uma superfície 

rontímta e não linea.r sohre o f'~paço de paránwtros roiliO a. da figura 4.5. 

Tal ~UJ.H'rfíri(' lPmhra mna r<'gli'io moutanhosa. 

Fígura 4.5: Rc-prcsentaç_ão metafórica da função erro como llltlêl SUfH~rfíc:iP não linear sobre o 
espa.ço df' pa,râmetros. 

De a.cordo com a vroposiç5o A2, pan te-rmos hom aprendizado é ne-

e('.~sário minimizar o C'TTO cometido pdo sistPma p:-na. mdhorar sua per-
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formaHte. Isto equivale dizm q11f' ckvemos "ra,minlJar" a. superfície dt> 

erro no se11tido de.<;cendente at<' encontrar seu mínimo. 

4.6.4 Dinâmica do Aprendizado 

Pockmos portanto imaginar a dinâmica do aprendizado como sendo a 

pas-sagem do estado de nosso sistema para outro localizado mais abaixo 

11a snp0rfície da funçâ.o erro. 

DP.~ta forma, os mínimos locais da função PlTO s<.>rão ponto:-; atraton's, que 

podon ser idC'alizados como os estados que nwlhor rPfletPm as rPlaçÕ{_'S da­

das pdo coujunto de treinamo1to (ou <Linda. como sendo os padrÕ('S arma­

ZC'na.dos pt'la rede, no raso das rede~ ruja dinâmica sejn auto--assodativa). 

Tal clinfi.mica pode ser comparada com a do movimvn to d0 n rna bol<t sohr0 

11ma SlJperfkie montan1wsa, sob a af11aç)i.o da força da. gravidad0 (que a 

puxa Ili1.r<l baixo) e do atrito (que diminui sua Pnergia). Iniciando de um 

ponto q11a.lquer, a bola descerá mm1tan.ha abaixo at~ eneoJJtrar algum dos 

mínimos locais (algum atr<tt-or). Os "vales" da SllJH~rfíci(-~ de erro (Areas 

Ue atração) Pm ton1o de cada mínimo correspnnd('m às bacias de atração 

d<-' um siste-ma dinâmico. 

A figura 4,6 ih1st.ra o func:ímJalll('Jito da dinâmica do aprendiza~h em 

RPdes Nc>urais. A superfície dP Prro encontra-se desenhada. sobre o espaço 

de todos os possíveis esta.dos da rede (o espaço de configuração ). Os 

mínimos locais da superfície de erro (f funcionam como pontos atratores 

neste espaço. A dinâmica do sistema l0va estados inicinis para a.lgurn 

dos atratores, como exibido nas trajetórias desenlH:t.das. Assim, todo o 

('Spaço de çonfig1nação 6 dividido Plll baci;Js dt> ;1traton'~> dos clifcrent-es 
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atratores (mínimos locais da SllJH'rfici(' de (;rro). O d0~0nlro a]ll'í'H'lilado 

P, todavia, uma tn<'táfora.. Em partkular, o ~·spaço pode sPr f('fllirwl!1 ,. 

apenas illll ronjun to disrre.tos de pontos {em um hipenu bo) r> flui tn (<:i 11 d ;1 

quP grande), romo no raso dos neurônios com analogia fisiológica tht :-eç,:i(, 

3.1, e nào rcgiôes contír1ua~. 

m, 

Figura 4.6: Repre.'W1l1açfw mdnfórira C'Tll Ul}l(l, dinH·nsâo da diniimici1 df' itpl'l'l\dlndo. o~ 

pontos lvf1 - M 3 sã.o mínimos locais (pontos atratores), '21 - Q2 siio f'S1ados PS]Hrrios (• 

m 1 , ... , m6 sáo máximos ]orais quP ddimitam as lncil'tS d<• atra.ç~.o . 

Este exemplo roHstitni-M' !r uma d<lS po<>síw•is analogias C'lltre o aprell(li-

zado em n~des npur;ds a.rtlficinis C' a teoria df' sistC'mas dinii.miros. Po· 

<kremos obsNV<tr qnP dP fato o a.pt('tHlizMlo Pm redps twurais f. uma 

sistema dinâmico. 

Um exemplo de aplicação : Memória Associativa 

A dinâmica de aprPndiza.do nos rcmwtf' a um dos problt'mas cPnt ra.i:.. Plll 

f('des nPu.raís, que 6 o de romo a. rPdP pode ;umazemu ínformaçõ0s , dP 

·que forma f'la fa_z isto, c <:omo podt>mos recupNi·los e t'VPntuilJJJH'llt.e 
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gpuerali r.l'i-los. 

A descrição formal d(1 p:oLi< :1:;, <iil memória associativa pode sN a se-

guinte: 

Armaz~nar um mnjn111n <h· ]J padrõe.s r// de modo que quando 

apresentarmos um wwu p;,dr;)u (,a rede responda reproduzindo 

salH'f qual (se hmlvc>r) 1011 ( uJ:jHliU> ,]c• w;/s que faça a redf' fornecer-nos 

·o estado (i- Uma ilustraçán piri(trlrit disto seria a S(~g11inte: suponhamos 

que rodifinulJOs ~"m uma rcd" illf(,!'Jll<tçôes sohre gnmdPs físicos e suas 

equações famosas. A eTJtr;Hla ·'}- ·--= nw'' na rC'de dcvr~rá. S('r su-ficiente 

para recuperar infonnaçêws a H'~peito de Nf'wt.on, enqnanto •·E = mc3" 

deverá associar,se a Einsh'Íll. a 1kspeito do f'TTO de exatidão no padrão 

de f.'ntrada. 

A plkações commH; desü• tipo dl' fato sào a reeonstruçã.o e n'conhedmt~nto 

de imag0ns e a reruperação ÔP infnnnaçôcs hihliográ.ficas a. partir de re~ 

f1-•nh1cias p<~rriais ( romn por PX('mplo o título incompleto df' um artigo 

lmsn1do). 

4.6.5 .E<:xistência de Aproximação de Funções de 11?'' x JRm. 
através de Redes Neurais Artificiais 

O Teorema de Kolmogorov 

Em 1957 o mah•mático A,-1drei Kolmogorov pnblkou nm teorema. rda-

tivo à rcpresenta.çã.o dt> fnnções rontÍlnJa.'l arbitrárias de !Rn ______, 1Ft em 
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1('1'1!11~'- dP f11nçôes dP apcHaS uma variável [148]. E"-te tp.orema intrigou 

u11: ::~<~Jtik 11Úmero de ma1Pmáticos ('nos vinte anos quf' se seglJiram 

\·:ín('~ :t]•Prú•içoamentos deste resultado foram pfct.nador;, notavelmente 

u.~ di·(;,(;. Lorentz [163,21:{]. 

o rl-(l!"f'JHd de Ko1mogorov foi descoberto durante um -amigável duelo" 

\·1:1rç 1-)1· c V.L Arnol'd no qual cada um deles tentava :wr o primPiro a 

r~·~oh,,r- ;1c, qtJestões rf'stantes acerca do 13.o prohh•rna de HilhE'rt (lv1a-

1enw1iro lio\iÍvel, quc anunciou em 1900 nma lista de problemas a. serem 

rr•:-,ohido;, pdos maÜ'máticos do século 20. Alguns d0les. <linda não foram 

n•solvidos ... ). Numa série de papers 11a mcLHlP da dóca.da. dt> 50 eles 

di,,_pn!i\r<lJ!l ~11a bat<t.ll1a, l'f>SlJltando na. "vitória" de Kolmogurov. 

EJnhora o t<'Ort'mn df' Kolmogorov s<da t-~xtn•nulmf'ntc pmlNoso no to­

crt.ntP a. sua genE-ralidad<> (~ difícil acredita-r a priuwira vista que possa 

tal J('.~ultado!), Pk não foi de grande valia pa.ra que outros mat;:>m<i.ticos 

pudessem utilízá.-lo no demonstr<1çã.o de 011tros teore-IJJ<lS importantes. 

Todavia, causou grrtndf' impacto na área de rPdes neurais. 

O Teo.rvma de Kolmogorov pode ser ,-__~nundado como segue: 

Twrnrw _[ Teorema de Existência de Aproximação de 

Funções através de Redes Neurais Durla q1wlque-r função 

continua f: [O,l]n _ _, lR"',f(X) = jj,f pode sa Ín<plonndarla 

o:afamudt atmvé8 de uma redf· nf1.1ml d1· trés camadas com n 

múdadcs de entrada na primeira camada (F), (2n + 1) cl<om.en­

tos de proct'ssanwnfo na carnada intr::rmediária, f m tmidarles de 

proccs,wmu:.nto na camada de salda (fj). 
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A prova d('Ste resultado podt' ser ('llfotltrada em(§. a qual 11ão sPrá 

aprt:>;;E'ntada aquj, por nao apresenta1' nenhum insight t.Pcnológico 1ítil, 

corno será discutido. 

Como ennnciado no teon'ma, a Rede de J{olmngor·or consiste l'nl três 

ramadas de denwntos dP pron;ssamento, or1de a.s funçõE>s de tnmsfer6nda 

entre a camada de entrada e a intermediária são da forma 

" 
Zk occ LÀk<.h(Xj + Â:f) + k 

r=l 

onde À é uma ronsta1Jte n,a.] e 'lj; é uma f1mção !'('al, contínua, l!Jonoto-

namente rrcscentf' e independente de f (embora f'las dependam de n). 

A wmtante e é um número racionA-l ü < e ::; rr ondf' a é uma ronstante 

positiva <trbltrária. 

Os m eleme1ltos da camada de saída possuern a função de transição 

2n+l 

Yi ~ L g;(zk) 
k::o1 

ol)(lc as funções 9i, t 1, 2, ... , 1n sfi-o rea-is e contínuas (e dependentes 

de f e<). 

Isto é tudo o que sa.b(>:mos. Nenhum ex('mplo esperíflto de função 1f'l nem 

de constante c são ronlwridos, rwm alguma fur1ção g. A prova do teoncrua 

não é coastrutíva, de modo que ela não nos diz como obter estas quan­

tidades. É estritamente um teorema de existêutla. Ela nos diz quP uma 

redt' com a topologia dada deve t'Xislir, mas não nos diz como ('nrontrá·l'l .. 

Bem, desde 1958 este resultado é amplamente conhecido, mas até agora. 

111:nbum método para ent.011t.rar tais quantidades foi proposto, e, ao que 
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parece, não o Ü'n'mos tã.o cedo. Assim, o valor destf' rf'su]t;:tdo Puma 

segurança intt:>lettual d" qní' fm1çÕe:> ve1.oriais rontÍllnas no cuho llllitário 

(na vPrdade, este teorema pod0 S<'T extendido para qurt.lqu<'r compacto, 

isto r\ todo conjon1o fecl1Rdo e limitado di.' dinH'nsão finita) podP SN 

implf'mentada utilizando-se uma redf' m•11ral de três cama.das. 

Implicações do Resultado 

O Teorema dC' Exist(>ncia de A proximaçõ{'>S de Fm1çÕe:,; por R('(lcs Neuntis 

d0 Kolmogorov é uma garantia de que nossa busnt (](' <~proximações de 

funções por melo de r0dPs neurais, pelo mrnos em teoria, procede. To~ 

da\·ia, a utllízaçã.o dirf•ta de sr.:11 n'Slllt<Hlo f. duvidosa, posto que não SP 

rn11herem métodos construtivos para. "'ncontrar as funções g;, nPcPssária 

para. a possível aplicação prática do teorC'ma. a? 

4.6.6 Considerações particulares ao trabalho 

f: facil ver quf:', apenas a partir das tonsídf:'rações anteriores, é J10Ssível 

elaborar uma qnantidad(' enorme df' modelos c cmbrica.mentos interes~ 

i'<LJÜ{'S. ]sto f<~.z das redes neur;Üs um campo hasta1Jt0 atrativo. 

Porém, ao nosso modPsto trabalho, :wrá stlfirieuie e Tteet'ssflrio I'Stndar 

o aprendizado sup0r\'ision<1rlo ('tn redes dP retro-propagação . As rcdcs 

d(~ rf'tro·JHopaga,ção são a venáo melhorada das rPd('s dP m1idadcs 1V1r 

Culloch e Pitts para possibilitar algoritmo de trt'Ín<nnc'nto genérico. Tal 

r:>studo será levado a rabo a partir da <wção S('guinle.a? 
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-- {2n•1) 

• • • 

Figura 4.7: Topologia da rede de Kolmogorov. Esta rede pode implemeHta.r exatamente 
q\talquer função cor1tínua. Ela possí três camarlas: A primeira pos>;ui n neurônios; a s('gunda 
possui (2n + 1) neurônios sPmi-lineares (suas funções d(-~ transfpr(>nría sã-o somas ponderadas 
lineares); a terceira. possui m neurônios com fnnções de transferência não lineares. 
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4.7 Aprendizado Supervisionado em Neurônios 
Formais 

As limitações do neurônio formal nao se apliram a redes de unidades 

com camadas intermediárias ou ''ocultas" entre as camadas de entrada 

e saída. De fa.to, como será visto posteriornwrllP. mna rede com apenas 

uma camada oculta pode representar qua.1quN função booleana (incluido 

o caso do XOR). Embora a grande potençialídcl.dc d;l:' redes neurais com 

múltiplas camadas se já conhecida há tempo. a1w n<>s r>gora foram exibidos 

. algorítmos que fa91Tn com que elas "aprendam" uma fnnção particular, 

como o caso de "retro-propagação" e outros. A fal1il de tal algorítmo em 

conjunto com as Jemon:=;trações de MJnsky e Papert Pi:1nptrons, 1969) 

de que apenas funçÕPS lineannente .separáveis pudPsH~m ser representadas 

por nma 1Írdco neurônio formaJ, levon a um aru~fecimento do interesse 

em redes neurais até n~centemcnte. 

Esta seção tem por objetivo exibir, comentar e demonstrar o algoritmo 

de retro-propagação , que será utilizado ao longo deste trahalho como 

regra de aprendizado nas redes neurais aqui tJtili;;:adas. 

4.7.1 Redes Neurais Artificiais como funções não lineares 

Já com uma camada escondida e várias entradas, descobrir he1Jristíca-

ItH'Hte os valores dos pesos e limiares para que 111na rede nenra.l cfl:'tue 

uma dada tarefa pode ser ba.sta1üe complexo. Devido a ísto é importa .. nte 

ter-se um algorítnw para o cálculo destes parâmetros. 

Formularemos, üüciahnente, o problema genérico das redes neurais arti-
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Seja. Qn o hipercubo [O.J]'·, s11pondo que se tem n erJtradas mo-

nopolares; seja. S"'""' {0, l}"'' o universo das possíveis "saídas''. 

Supondo que :-;e df'St'j<t ter ·m saídas, a "tarefa" que se propõe é 

encontrar uma função de cr em sm, F : Qn _ _,. sm; cujo obje-

tivo é construir uma n:'dP IH'ural com n entradas em saídas, de 

modo que ao se dar a CJltl<Hln (r 1, ... ,e11 ) a resposta da rede seja 

Considere, por c>xemplo, tJm prolJJ,ma que possua duas e.ntra.d<JS e uma 

saída., como o caso d<:' discriminar s<' urn ponto de [0, 1] x [0, 1] faz parte 

da drrunferêTtria de centro (3.i) e Taio ~- Tal função F poderia ser 

definida rorno 

F(e 1 ,e 2 )~ { ~ 

circulo de raio • 1/3 

Obsr-rve. que embora a. <kfinição da função P tal como acima descreva 

perfeitanwnte o probh'ma, neJJhnma regra para sua resolução dada. Este 

é o raso geral dos problemas que utilizam redes Heurais. 
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Topologia da rede 

O prímeiro passo para a resoluçã.o do problema é d~cldir quantas camadas 

ontltas serão necessárias p<tra resolver a tarefa e quantos elementos cada 

camada deverá cont0r. Isto é o que se conhece como sendo a .TOPO LO+ 

GJA da rede, e ern geral não há n~gra.s para resolver este problema; o que 

se pode fazer então é experimentar diferentes topologias até se obter a 

mais adeq-uada. Mas, mesmo supondo q'Ie de alguma forma se descobriu 

q11al seja a tovologia adequada, ainda resta o problema de se obter os 

p0sos e limiares que realizem a tarefa. 

Existência A discussào acima somente tem ra.úio de ser se for possível 

garantir que, para \ada. flmção p : Qn ---lo sm de t;uefa.s, f~xista uma 

rede I!eural com uma. topologia e um conjunto de pesos e limiares que 

realizem a tarda F). De fato, pctra o ra.~o que sHá considerado (f<mção 

de ativa,ção sigmoide ), pode-se provar que como consequ0ncia do Teorema 

de Kolmogoron tal rede HeuraJ positiv<mlente existe- no entanto, como 

se podia esperar do "pai da Estatística moderna'' -- 1nfelizmeiJte a. prova 

{> de existência,, e não nos fornece nenhuma b1dicação de como se possa 

construir tal rede. 

l\1étodo de Resolução Para se -descobrir a topologia da rede, como 

já foi dito, uão se conhece nlgoritmo <dgnm; assim, vamos supor que a 

topologia é conbccida, c que queremos obter o valor dos pesos e limiares. 

Para isto, deve-se not;u que para cada conjunto de pesos p (um vetor) e 

para cada cm1junto de limiares 0 (um outro vetor), a n:de é uma função 
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O que se deseja é oh ter fi e ê de forma tal que para todo tE (j" I'\ t) :::: 

N(p,ê)(ê). Isto sugere um problema de otimização: 

Minimi:.:ar um erro do tipo 2..: !F( é)- N{P,ê)(éJ! em fnnç5o de i!<' 0. 
f'EQ" 

Por nm lado, a soma sobre ê E Qn é infinita, por ontro 1 as fun\;Ó"~ de 

saJda são funções de Heaviside, portanto discontínuas. Assím :o,Pndo. a 

minimizaç_fí.o por mínimos qundrados não é possível. 

4.7.2 Conjunto de Treinamento 

Para usarmos o método de mínimos q11adrados é necessário qm• a 80ma 

seja jinita, e que a.s funções de saz'da sejam. diferenciáveis. Forçar nrna 

soma finita quer dizer q1H'- o conjunto infinito Qn deve ser substitnido por 

uma amostragem finita de Qn, isto é, um sub-conjunto finíto d0 Q'': o 

conjunto de treinamento da. rede. Esta amostragem dC' Q" ou fulljnn1 o de 

treinamento deve ser cuidadosanw1lte escolhido de forma- q-ue "r<:presente 

o mais fiel possível a função P". Desta escolha depende a capacidade da 

rede para "generalizar" o S(~U aprendizado a. todo o (J"; já que se deseja. 

que a rede "trt>inada" rf'alize a função F sobre todo Q" com o me11or Prro 

possível. 

. Funções de ativação Contínuas 

Para substituir as funções de Heaviside por funções difer<>ndá\'('is, é útil 

trabaJhar com entrada,~ e saída.~ bipolares, com --1 sendo "apagado" e 

+1 sendo "aceso". Qn então será [-~t 1 1]n 1 e sm;;;:;: {--1, l}m. A escol1la 
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de funções diferenciáveis "semelhantes" a. funçã.o dP Hl"avisidP é variada. 

Por ex('tnplo a Arco-TangE>nte: 

-- ·I 

' 
' 
--· 
Heaviside 

·I 2/n Arctg (t· ~ ) 

ou a sigmoide hipolar S = (~-;~f -t+l;l)) ~ 1 ou a. sigmoide monopolar 

1 5- --~-­
' - I -t e(--t+O) 

L--

-----.-
·I 

Si&moide 
brpolar 

. . ( ) .. d . d . d-'(1) ' 1' . E convemente usar-~ t , Ja que a sua enva, a e ~ = 1 - .s se npo-

lar, ~s(t) = s(l- s) se monopolar. Isto simplifica bastante os cálculos 
dt 

computacionais como verPnws adiante. 

Método de Treinamento: Minimização da FmH;âo Erro 

Com estas simplificações f' mudanças, o problema Se> reduz a minimizar 

a funçã-O erro E (ou custo): 

E(ji,G) ~ 2:;[P(é)- N(;,ê)(ê)]' 
f"ET 

. com 1' C Qn, T finito. Note que o valor <tbsoluto foi sub:;tituido pelo 
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quadrado; assim E(p, ê) é diferenciável com resp0ito a cada componPntP 

de f e de e. 
Exjstem diversas técnicas de otimização não lit1ear que minimizam 

E(P~ 0). Uma das mais usadas em treinamento de redes neura.is é a. 

do decaimento pelo gradiente (Método do Gradiente Descendente); de 

fato, o método dos Gradientes Descendentes Conj11ga.dos é o ql](: dá me­

Hwr resultado. Porém, o objetivo é tentar fornetm ·uma apresentação 

compreensível do método de decaimento pe-Jo gradiente para trelnament.o 

de redes neurajs; este método se conhece como propagação r<;versa (back 

propagatíon), ou simplesmente retro-propagação. 

Simpl.ifiqtwmos iuldaJmcnte a notação 1 escrevendo (j), ê) = u11 isto é, as 

primeiras compoJJ('lltes do vetor u) correspondem a. p, e as 1Íltima.s a e. o 
que se deseja é obter um rníni!no para E(W): Começamos com 11m vetor 

qualquer ul0, e vamos "melhorar'1 a estimativa. ·Wn da seguintP fmma.: 

com k um número entre O e 1 (em geral, usa-se k =O, 1) . 

. Taxa de Aprendizado 

O parilmetro k é t:onhecido como ser1do a taxo de aprendi:.ado; quanto 

menor for k mais lentamente a rede "aprende", porém mais estável é o 

algorítimo. Como se sabe do Cálculo Integrai, paxa d0.scer urna "ladeira" 

(uma hipcr-sup'-'rfície), se deve "caminhar" lia direção oposta ao vetor 

gradiente. Porém se o "passo" dado nessa direção for muíto gra.11de, 
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rorn'-se o risco d(' "subir" a ladeira do outro lh.d~"~ ,l>~ "\;d,:'. L\Pmp]o: 

come' aqui / 

_,..-~--........_ .....-!L acab~ 
· ----- ~ , aqu1 

I l 

/ I 
(· grad - .. ) L. __. ·----

Devido a isto a. taxa de aprt>ndizado deve ser prderivdnwJI\c pequena, 

ai11da que o avrendizado seja lento, evitando·-se assim '';ltl'inT:-;s;u o vale'' 

. Um outro ponto que deve ser levado ('ll'l considcraçào f> q1H' o algorítimo 

11ão g;uante o nH'llor valor possível para o erro B(úi). Isto pnrk ser visto 

na ilustraçã-o abaixo: 

daqui 
) 

. .---/ 
I 

vai se chegar 
neste ponto 

e não neste 

c 
DP fato, o mínimo que será. obtido depende do poHto de paxtida; isto 

é tipico dos algmítmos de minimização de funções não lim~ares. Uma . 

. forma de amenizar esta desvantagem é aplitar o a.lgorítmo ':árias vezes
1 

partindo de pontos ínida.is diferentes. Outro é wmPça,r com passos bem 

longos, e aos poucos dimimtir os passo, com a esperança que as itcnu;ões 
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fiqu~'m 1'presas" num nú11ímo local bem baixo. A seguir, ]lustraremos o 

procn;so de propagação reversa. 
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4.7.3 Ilustração Analítica da Dinâmica do Processo de 
Propagação Inversa do Erro 

Vamos desenvolver nesta seção o processo de treinamento d<'- uma rede 

neural artiftcial quf' resolva um problema de duas entradas e uma saída 

utiliza,ndo-se de duas unidades na camada, intermediária. A título de 

ilustração do processo) desenvolveremos o algoritmo utilizado passagem 

por passagem desde ~mas definições até o processo de atualização de pe-

sos e limiares 1 a fim de podermos observar a matPmátira rnvolvida no 

processo, uma simples aplica.çâo do Cálculo Diferencial. 
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Dc-n'nvolvimento Analítico 

js 

lll 

et ,; 

S, 

~.--ft:~J 
(Z) n, 

Esta é a representação de uma rede que possui duas entradas e1, e2, urna 

fflmada escondida de dois elementos cujas saídas sií.o s1 e .Sz e fiualmente 

uma saída s. Os pesos associados às conexões lJem qua.nto os limiares 

silo mostrados no CS<.Jllema acima. Veja.mos agora as equaçÕ(.':S da fl'de, 

supondo que as ÍUIIÇÕes de ativação das unidades sejttnl sigmoides mono-

polares: 
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1 s = -~~----~--~ 
1 + exp(!.J 1 ,~ 1 + ~hs2 ~ 8) 

Seja agora dado um ronjunto de trf'inam(mto 

( (1) (1) (1)) ( (p) (p) (p)) d -d -e1 ,e2 ~s , ... , e1 ,e2 ,s eppa roes. 

Para "treinar" a n:de, devemos minimizar a função de erro: 

E'( (1) (2) {1) (2) 11 8 a a ") _ 
0:1 ,ai ,0:2 ,a2 ,uh 2d"'l.t-'2,v -· 

p 

2-::(s( ,pl, eV)l - s(j) )' 
j=l 

Como este é um problema de mínimiz<~-<;iio 11ão li11ear, utilizaremos o 

método de decaimento por gradiente. Isto não quer dizer que outros 

métodos não funciow~m; podem ser tamhém usados métodos de p0na.li- ' 

dade, ou resolver o sistema não linear das dcrivada..s parci<t-Ís por método 

tipo Newton. Porém, em redes com um mímcro grande de componentes, 

a taxefa computacional é imensa.; devido a isto o método do gradirmte é 

preferido em ge1·al. 

Simplificando a notação usando 

e começando com um certo ( wio),, .. , w~o)) :;:;; UJ(O) teremos que t~fetuar 

as itcra.ções: 

ü)i<+I) = v:;l<)- k grad E(wl'l) 
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l:'om a taxa de aprendizado O < k < L Para uma componente 'Wi d(' W 

t('m-se quE': 

I. - d {t+l) f d e esta atu<t 1zaça.o e 'Wi deve ser eita para c a a. uma das unidades 

i ::::::: 1 ~'- . ) q. 

Retro~ Propagação Global x Local 

O esquenHi itPratívo ;teima é um esquema de- propagação reversa global, 

já que nsa. todo o conjunto treino para atualizar tÕ;. Na. prátíca, usa-se 

propagação reversa.loca.l, o que é feito da sC'guinte forma: 

Dr:finimos 

( S( c\j)' e VI) - slil )2 

p 

E(w) L,EJ(w) 
j==-1 

Assim, no esquema global 

ou em psendo código, a iteração n é: 

Para-i=1,2, ... ,q 

Faça: 

{raraj = 1,2, ... ,p 

I<aça: 

w~t+1) = w~t} ~ k &EJ( ui) I } 
Ô'Wi ,;.;(•) 
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No esquema local m;a-se um elemE'nto de treino por VPZ. e não 1 odos P]Ps. 

isto €-, a iteração sobre i se faz dentro da iteração sobre j: 

Faça: 

{Parai= 1,2, ... ,q 

Faça: 

wi(t+l) = w!t)- k!!.!EL~J!ll. } 
au,t ,;,t!) 

A idéia é que a correção no valor de ui deve ser feita apresentando >;OnWJile 

uma "situa,ção" (cl<'mento do conjunto de trPino) e corrigindo ú'f dC' <Jcnrdo 

roo1 a resposta da rede a esta situaçã.o específica; logo se 3JlH'SPllta uma 

outra sihraçã.o e se corrige tl1, e a.ssim por diante. No esquema glohal as 

correções de u) são feitas sobre a média das respostas da rr:>(h' a todas as 

situações. Em analog1a com o aprendizado, isto pode ser entt>ndido da 

seguinte forma : Suponha que para um grupo de aluuon se dá um teste 

. de lO perguntas, e a.o final do teste cada ahmo fica com uma rópia do 

teste e das respostas qne ele deu às 10 perguntas. No esqn<>ma global, 

o aluno sornente n~ceb0 a. nota do teAte; isto é, a média das Jl0!<:1s qu(' 

tirou nas 10 perguntas. ,Já no e&quema.local, o aluno recebe as 10 notas, 

e náo somente a mérlla. No segundo esquema fica mais fádl pa.ra o aluno 

s::tbcr onde ele errou, e onde ele acertou. Com isto fic<t mais daro para o 

ahmo saber quais são seus pontos fracos e quais são seus pontos fortes; ele 

pode então estuda-r mn.ís eficirntemellte no esquemrt l~xal que no esquema 

global. 
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Cálculo Analítico dos coe:fici('ntes pnrn Retro~Propagação 

Vamos agora desenvolver analitiramn1it' u ;dgoritrno de aprendizado para 

cada um dos parânwtros 'Uii· Obh('fVf' q\H' o processo fica m<Üs simples 

calculando-se primeiramentc tun = O f' logo para 'tl's = {32, W7 = fJ1 e 

assim até w1. É por isto que o algori1 mo rhama-se propagação inversa 

do crm ou Rctm-Propagaçiio , já q1w as mudanças nos parâmetros são 

feitas na direção saída-----+ entrada. f' n;:io 11a direção entrada -·-f saída. 

Porém, isto não t(~In significado híol6g:iro, I' ri.gorosa.meute falando, nem 

makmático. Í-:"; fdto assim por sPr a forma wais simples e convenknte. 

Uma vez que os parámctros ~ão ahl;tli!.<Hlos por meio da eqn<tção de 

diferença 

(4.10) 

onde calculamos os tP-rn1os 

(4.11) 

Por simplicidade de notação nào escwverPmos o sub-índice j. 

·a(flisi + p,s,- 8) I - -~--~-----·-
08 ,U(t) 
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Vamo,; rhan1nr: 

Assim: 

T1 (üi'i) = 2E(wl'i)S(u1(ti)(J- S(u7<1i)). 

cxp(iJj'i s1 + (3j'i s 2 - oU i) 

H's ~:o /_)2 : 

Jl~~u"ll 
Ou·s W(!J 

Tt ( w\'i).iJi~c~I +IJ_z§.'.=B) I 
8f3z -ú,i(ll 

r 1 ( u7<'i ). 8,( ,;;[ti) 

ai<+ I i _ _,(ti k (-(ti) 'i (-(ti) i"2 - i"2 - 7t w ., 2 w 

da. mesmo forrna. ·w,""' f3t : 

WG = 82: 

g~;~:.~~JI = Tt(új( 1 l).(J~t).'!~IL:!!21 
811.6 ,;r(!) fJfh wt•) 

agora o prott>sso da derivada da sigmoide se repete para 5 2 : 

/)~11 u1) I 
f.J.;, W{•) 

s,(,;;itl)(J _ s,(wl'iJJ. 

8(a~
2

)e.!_t__~f}e2 --~2)1 
&f)z W(t) 
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Vamos definir: 

então 

logo 

8('+1) _ ol1) + k , ( -11)) 
2 - u2 a2 U' 

ws =Ih: 

Da mesma forma a.ntcrior, definindo agora: 

teremos 

assnn, 

{2)(t+l) 

"' 
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e finalmente 

{l)(Hl) 
oz 

Resumo do Processo 

Em resumo, a cada itPração devemos pam ca-da l"lemento do cm1junto 

de tTeimnnento inicialmente calcular as safdas das unidades para cada 

padJ·ão dado 

011de e~j) e e~j) sáo as entradas dadas pdo eh~nH'nto j do conjunto de 

treino. 

Logo, obtemos o erro local 

onde s·i é a sa.ída rlcsejada., isto é, a saída do 0le.mento j do conjunto de 

treino. 
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Com isto, atua.Iizam-sE> os pesos t(i(t) da forma.: 

oi1+1J ~ 0111 + kT,(w'1lJ 

~j 1 +1) ~ ~j 1 1 - kr1 ( ú)(11 )S2( u-:11)) 

J3it+t) ""J)~t)- kT1(u/(I.))S1(u;{1l) 

e1t+IJ = e;tJ + ka2(tU<1l) 

0(1+1) -- ,(1) + k ( -(1)) 
l - 171 °1 'UI 

a~2)(t+1) ·"'"' Q~2)(t) -- k.:r2('ul(t) )c(j) 

a~l){t+l)"" a~l)(t)- kat(úJ(t))e(j) 

(2){1+1) - (2)(1) - ,_ ( J(1)) (j) 
al - Q 1 rccr2 w e 

com as funçõe>s <lllxilaxcs TJ, a1 e 0"2 da forma: 

az( u-rl1l) = r, ( ,;;i'l)~j'i S,( u-rl'l)( I - S,(wUI)) 

OJ(1D(t)) = Tt(úi(t))Bi1)5\(W(tl)(1·- Sl(é1l)) 

até que se atinja a precisão desejada (observando o erro como critério de 

parada). 
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Comentários 

Obviamente, o método descrito resolve o problema de (bniminação da 

circunferência enunciado no ÍJlÍdo desta seç.ã\J . pudm (~ fácil ver que 

ele também resolve a cálculo de qualquer conn:/Ú!O booleano bínário, in­

cluindo o XOR. 

Todavia) é nPcessárío esclarecer que nao mais pr<:>ci,anws d('senvo]ver 

analíticanwntP o algorítmo para toda rede com topolu~ia dif(·n'nk desta. 

V"n~mos na próxima seçã.o o a1gorítmo genérico p;n;; rctkh de unida­

des com uma camada oculta e funçào de ativação sip,111oidaL O estudo 

;wa1ítico particular foi desenvolvido a.pemts a tÍt111o dt' (\\emplo, em hora 

historicamente até a div1llgação do aJgorítmo de retro·propa)!;<tção isto 

fosse fe.Jt.o desta forma .. 

}:: nPtPssário ress<tlt.ar que po<kmws obs.Nvar dan-tnH"lltP através deste 

exemplo de que nào há nada além de Cálculo DiferPHcial elementar no al­

goritmo de treinamento das redes neurais artificiajs por retro-pmpagação 

·'" 
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4.8 O Algoritmo de Retro-Propagação 

Nas seções auteriorPs fonWn'Jilos as idéias básicas, os principais mecaJlis~ 

mos de treinamc11to e ,;obrrt1Hlo exPmplos, inclusive analíticos. Contudo, 

não foi fornecido um algorítwo genérico nem quais a..-, propriedades ma-

temáticas utiEza-das em H'll dçsr-'nvolvlmento. Tal coisa o faremos nesta 

seção . 

Me Clelland et a.Jl (19k0), Plll ;,cn livro Paralel and DiBt.ribuifed Proas-

<>ing (PDP), mna vez Qll(' a primazia do mesmo é, até hoje, objeto de 

cordrovérsias.1 Tudavia, fnt<1 P qnP sua utilizaçã-o em grande escala e 

popularização deu-se npPil<b <I pÓs o advento d<J, publicação do PDP. 

Forneceremos aqni o algorítmo de treinamento para reclo:.>:s com uma ca-

mada on1lta, que- todavia pod0 sH Pstendido sem dificnldade para. redes 

·de mais de uma camada oculta. Não deixaremos, porém, de observar 

outros modelos e comentários relevantes de arquiteturas interessantes 

quando houver possibilidade. Um ('XPmplo disto é que no fim desta seção 

mostramos o surgim~:nto ''natural" da Leí de llebb, a partir do modelo 

m<l1-f'HJ<itico apropriado í' quais as wndiçõcs maiematicas exigidas para 

taL 

Embora os resultados nqni apres0ntados não constituam-se em nenhuma 

novidade, urna vez que podem ser facilmente encontra.dos na literatura, 

embora seja usual apenas referenciar-se à.qnela apresentada por Rume-

1 Aftrma-;;;e que o algoritmo foi dcsutvolvido independentemente diversas vezes IlOJ Bryson e Ho {1969), 
Werbos (1974), 'Parker (1985) e Rumdl!art, Hiniou e Wílliam» (1986) {Kosko,1992). 
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lharL Hinton e William8 no capítulo 8 do PDP; visamos aqui suphwtar 

d11i" ]pves problemas formaJs da.quela: ser maJs wndsos e mais compre­

í'll~Íw)s, se isto for possível. 

Consíderações Formais 

O Algnrítmo de Retro-Propagação é central a gronde parte dos traba­

ll1u.~ rorn'IJtes em redes nemais, O algorítmo perscrcve a atualiza.çã.o dos 

rww~ da;; conexões sinápticas de redes neurais artificiais com camadas 

ornlí.as, cujas unida.des Jlos;;uam funções de ativação contínuas e dife­

H'nciávcis para que aprendam as relações que governem um conjnnto de 

p;tr!'~ de entrada--saída (ft,S). A atualização das conE>xão sinaptica U'ij(t) 

11a t--{>sima iter;ov;ão será Íf~íta at.ra,vés da eq11ação de diferenças de pri­

meira. ordem 

Wi,;(t + 1) = Wij(t) + kf'.w;;(t) (4.12) 

sendo que os neurônios i e j devem ser de camadas contíguas e k é uma 

constante positiva. 

).I ais ainda, tf'mos de observar as condições do problema genérico de 

a.prc_ndizado supervisionado, como enunciado na seç.ão 4.6J. 

Portanto, o objetivo do aprendizado é encontrar 11ma função P : qn -·_, 

sm q1Je realize uma determinada tarefa. Como os conjuntos Qn e 

sm possuem infinitos representa-ntes, devemos tomar uma amostragem 

finita., constituída de, por exemplo, m pontos significativos (ei,dj), 

onde e:::: (e1 , ... ,ei, ... ,e .. ) E Qn s-erá um vetor de entradas e d = 
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( d1, .. . , dj,., , 1 dm) E sm nm vetor de saídas desejadas) que sejam amos­

tras signiikativas dos conjuntos representados. Como na prática o qne 

·temos em geral é este conjunto de rn amostr<ts, podemos tomar eJJtra­

das por amostragem com rcposiç.ão ( tr0ina.mento por padrão) ou sim­

ple;:;mente tomar cidos repetidamente sobre o conjunto (treinamento por 

ciclo). 

O estado da rede neural na iteração t (Rt) é deflllido pela função vetorial 

R1 : Qn ___, sm. Por simplidd;tde de Jtotaçào , omitiremos o _indíte t, 

denotando a função esta.do da rede slmplemente por ll ao invés de R 1• A 

sa.ída corrente da rede R( e) corresponde ao vetor sinal das fóafdas S(y): 

ll( e) S(y) 

(S, (y, ), ... , Sm(Ym )) 

( 4.13) 

(4.14) 

onde abrevianws a funçã.o sinal monótona não decrescente SJ por Sj. 

Como comentamos anteriormente as fuitções de a.tiva.ção para o aJgorítmo 

de Retro-Propagação devem ser funções diferenciáwüs com respeito às 

suas a ti v-ações . 

Comüderemofi o vetor de C1TO·fJ1Wdr·áúco insta.nlánco da amostra ( e1., dt), 

1't: 

d,- R(et) 

d, - S(y,) 

(d,- S1(yi), ... , dm - Sm(Y~,)) 
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o qual é diretamente generalizado pelo método do Minimos Quadrados 

escalar. O algorítmo de Retro-Propagação usa a, soma dos erros ins-

tantâneos Et: 

p 

E,= ~ "ld' - s (y')] 2 = "~TtTT 2L.tJ )•) 2 t (4"18) 
J 

. O err-o total ou cumulativo E 

(4"19) 

soma os primeiros l erros iusta.ntàncos na iter.u;âo L Em geral, 

8E fJEt 
--- '\' "---
âw· · ~L... '1w--

•J t ti 'l) 

(4"20) 

A ativação do j--ésimo neurônio da camada de saída Cs de uma rede 

de neurônios formais com uma camada oculta, cuja topologia pode ser 

representada por CE --.--.)- Co - Cs, é dada por 

(4"21) 

onde a ativ<tção a; é da.da por 

(4"22) 

sendo que o neuró11io q perteuce a camada. oculta Co. 

Lembrando que S(ei)::::;: ei para neurônios da camada de entrai! a em redes 

de Retro--Propagação . 
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· DNiva,remos o algorítmo de Retro-Propagação com repetidas ap]icHJws 

da regra da cadeia do Cálculo Diferencial em várias variáveis. 

4.8.1 Dedução Formal do AJgorítmo de Retro-Propagação 

Enunciart>mos e demonstraremos formalmente agora o algoritmo de 

Retro-Propagação . 

O algorítmo de Retro-Propagação "propaga') o erro quadrá.tiro ins­

tantâneo, Et ;::; ~rf 'rt) desde a çamada de saída Cs, 11da. çamada ornlta 

Co, até n cama.da de ('Hf.rada CE a cada iteração . As CtJtrada.s e1 g,;oram 

erros qm1.dráticos instantâneos. e1 é passada deCEpara Cu. Daí o si11al 

de Co é pa,-;;sado para. Cs. Entáo snhtra,imos o atual vetor de saJda. S( y1 ) 

do vetor desejado dt para, wmputar o vetor erro r1• Repetimos o pro­

cesso até termos u::;a.do todas as amos i r as do conjunto de treino ( Ct, dt) 

e, idealmente, a]ca.nçado um mínimo lOfa! da desconhPcida SUJH'rfíriP de 

mínimos quadrados. 

O Algorit-mo de Retro-Propagação 

O Algorítmo dD Retro-Propa-gação consiste ('tn duas fases: 

1. C'akulam·sP as saídas de eada 11nidadE' da n'"de pda aprCY'JÜaçào dos 

padrões do conjunto d\~ treinamento 

2. Propaga-se cntã.o o erro conwtido a paTtir das unidades da camada 

de saída para as cama.das anteriores, através da regra de atlw.Jizhção 

das conexões sinápticas 
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O cálculo das saídas das 1midadC's SP protPdf'HI d<' fnrnHI usuaL Observe. 

mos agora as regras de atualização da!, ct_<ncxi'•!'" sinápticas. 

Atualização das Conexões Sinápt.icas 

1. Se o j--ésimo neurônio pertence à ramadil flp safda Cs, entã-O atua· 

lizamos os pesos de suas COIWXÕ(-'S a1 r avô~ fk 

(4.2:1) 

2. Se o q-ésimo nfmrônio perteiJte á lÍnio fi\lllitda oculta Co de uma 

rede, então 

t.w;,(t) [ ~' âE, J ., , , - 7 {J'!Jf11rgJ 5q( ng )<-1 (4.24) 

p 

[}:)d}- SJ(y~)]Sj(y~)wq;]S~(a~)ei (4.25) 
J 

Demonstração : Derivaremos o algorítmo de Retro-Propagação pela 

aplícaçã.o suc(~ssiva da regra da uH1eia. 

(4.26) 

Suponhamos qn(~ o j-ésimo ne1n-ônio pt'rt€'nça a camada de saída 

Cs. Então 

t.w,;(t) ( 4.27) 
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_ ôE't _Dy} 
') ' n i Yj u'Wq; 

âEt t 
-

0
-,S,(a,) 
Y, 

'l' 
como i)ir~; = S 9 (a~) (pela dE'rivação de (4.21)), temos que 

(4.2~) 

(4.29) 

( 4.30) 

(4.31) 

ma" corno S.; f. r. função de ativação e Sj ""' dSj dy;, e pela aplieaçào 

da n~gra da cadPia a (4.18} 

tNnos que 

DEt 
as ·' 

o que dPmonstra (4.2:l). 

I , ( ')ji)Sj 
-- dj- SJ YJ &Sj 

-[dj- Sj(Y))j 

( 4.32) 

- S11ponha agora que o o q--ésinw ne-urônio pertence á única camada 

oculta Co de uma rede euja topologia é dada por CE --..; Co --+ Cs, e 

411e tmlos os neurônios da camada CE possuem funções de ativação 

linear (S;(e;) =e;), então 
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t.w;,(t) 
&E, 

(4.33) 
ÔW;q 

âEt Ba~ 
(4.34) ·- a;;t ôw~ q ,, 

BEt t 
( 4.35) ~,--e· 

{)at • 

' 
wmo ,'!!!:i. = e! (pela. derivação de ( 4.22) ), temos que 

<nV1q 

(4.36) 

( 4.37) 

(4.:18) 

( 4.39) 

p 

t.w;,(t) ~ II)dj- Sj(Y}J]Sj(yj)w,JS;(a:Je; (4.40) 

' 
o que demonstra (4.25). c.q.d. / / 

Comentários 

A derivação não requer que as funç.ões de ativação neuronal s<:>jarn 

monótonas-decrescentes. Assumimos apPna,..q Slla diferPndabilidade. To-

davia, na prática, usa-se em geral funções de ativação logistica (S1 = 

S(!- S)). 
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Observe que o aJgorítmo de Retro~ Propagação reduz-se ao Método dos 

Mínimos Quadrados se todas as unidades forem lineares e se utilizarmos 

uma topologia. de Retro-Propagação da forma CE --+ Cs, sem nenhuma 

camada oculta (este procedimento também foi conhecido nos ar1os 60 

por ADAL!NE1 e implementado por Widrow-Hopf). A equação (4.23) 

reduz-se a 

(4.41) 

( 4.42) 

que se reduz a equa.ção de difer('nça. ordimiria (substituindo-se ( 4-.42) em 

(4.12), temos 

( 4.43) 

que é exatamente a Regra de lfebb. Desta forma, a regra de Hebb surge 

naturalmente quando tratamos de con~xões neuronais ]Jneares e sem ca-

mada.s jutermedlárias.a:-
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4.9 Melhoramento da convergência dos al­
goritmos de Treinamento 

O aJgorítmo de treinamento apresentado (Propagaçâo reversa do erro) 

é baseado no d<'caimento simples pelo gnuliente; esta técnica, embora 

frequentemente utillzada, possui uma série de problemas (lUanto a sua 

robustez (exísténda de minimos locais), de demora na convergência do 

_ trehla-ment.o (pelo 1\SO de k baixas, etc). Comentaremos JWsta seção a]-

ternativas e t0cnicas utilizadas para re:finamcnto dos métodos de treina-

mNtto, as quais scrã.o 11tílizadas neste trabalho. 

4.9.1 1\1omentum 

A conwrg(>nda do treinamento melhora se usa.rmos uma forma de gra.di-

entes conjugados. Isto introduz um termo nas iterações que na literatura 

é ch<nnado de '''momcntum ". Generícamente, o esquema iterativo dcscn-

volvido para 11m cNto parâmetro Ç é: 

o termo de rnomentum é da forma 

com isto, o esquema iteraJivo fica; 

com O< m < 1 o cocficimtte de "inércia" (usualmentet usa-sem= 0,9) 

e O < k < l a taxa de aprcnd..izado. Computacionalmente, o termo de 
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t ' "h t " ( I 'I I ) · · · · monwn um e ara o envo ve poucos ca cu os , J''l QtlP a]li'Jia~" n 1ncre-

· mcnto do parâmetro na iteraçã.o prévia, multiplicado ]Wlu fat m (k iu6rcia. 

Deve-se todavia ter o cuida.do de guardar na mPmória o ndnr prcc;('Jitt: e o 

valor prévio de cada parâmetro e não somente o va.Jor pre:-wll1P. O termo 

de momentum evita variações nmito grandes de uma it('t<tÇilil pa-ra ou-

tra, particula-rmente em lugares onde a hipcr-superficie E 2 ( tT) (; ,muito 

enrugada" e o gradit>Ttte for grande. 

4.9.2 Gradiente Unitário 

Outra. forma de se <'Vitar, algmnas vez('S, a. ínstabi!ifl;tdc rlo <dp;oritmo é 

através da normaliza.ção do gntdlente. Isto envolve, tomo JHÍIJH'Íro passo, 

o c-álculo do gradieTJte grad E 2(u1)l,v(t)j o comprinw11io (]{-.<;te vetor: I 

gra.d E 2(ili)lw\tJI vai ser um mímero N não negativo. Se (\Ste Jnínwro 

for ma-ior que 11m, (e somente Pnt.ão) m11da-se temporariaJ1wnt(' a taxa de 

apreHdizado k para ~; após completada a iteração, deve retornar o valor 

de k inicial de outra forma, a taxa de aprendjzado üá diminuir ci'Lda vez 

N for maior que 1, e após algumas iterações será pra.tifamPTllr' Imla. 
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4.10 Exemplo de Simulação Numérica: O Pro­
blema do XOR 

Exibiremos a.qui uma simulaç<lo mnr1f>rica referente ao modelo de rede 

nc:nral com duas entradas c uma saída. 

Usaremos aqui duas unidad('s n<~ ramada oculta, de modo a utihza.rmos 

a topologia discutida em det alhPs na seçào 4.3.3. 

Podemos treinar esta rt:'de para H'J:nud11zir o comportamento de qualquer 

<onectivo hinário, d(~ modo qnf' Pc:wlliclliOS o problema do Ou.~BJ:clusivo 

(XOR) como "taxcfa" a Sl'r realizada p<:êla. nossa rede. 

Ou-Exclusivo Objetivo: 

se (O,O)ou(l,l) 
:-;e (l,O) ou (0,1) 

Tabda Verdade do XOR 
e~ e2 XOR(e1:._~:2) 
o o o 

Hox L O Problema do Ou-exclu~ivo 

O conjunto de treinamento da rede é portanto a tabela verdade do co-

ncdjvo XOR (como dada no Uox 1 ). Cada. padrão p correspo1Jde a uma 

linha da tabela vcrdadP, o11dc as Pntntdas da rede serão e1 e e2 e a saída 

desejada Sd para este padrão será XOR(t'1,c2), 

-As u11idades us<~rão funções de ativaçáo sigmóidal contÚnla monopolar. 
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11sarr•mos cm nossa simulação pesos iniciais aleatórios e a constante de 

npn'!idJnldu será fixa em O,Ei. Adotaremos como critério de parada (do 

pnJcf'dimt'lJto iterativo) que o erro quadrático totaJ da rede seja. inferior 

il O, 0-L Isto é: 

p 

SEQ L:E2(éi) 

onde .~),il ,; IJ saída calculada pela unidade na camada de sai da forneo~ndo­

se as ~en1radas referentes ao i-ésimo padrão a ser treinado e s~i) é o 

i --t;slmo padrão do nosso conjunto de lrein<nnento. 

As seguintes tabelas ilustram as saJda.s da.s unidades de processamento 

das camadas oculta e de saída e o erro total cometido a cada 30 iterações 

A tabela 4.1 mostra evolução dos pesos e lirn.iares das unidades de pro-

rc<;samento a ca,da 30 iterações durante o processo de treinamento. A 

última mluna. apresenta a soma qua.drá.tica do erro cometido na n-ésima. 

i1f'ração. 

O resultado exibido na tabela a.ntcrior va1 apena<J até a iter<lção 289, 

quando a prcdsão desejada foi alcançada. 

Já ét tabela 4.2 nos exibe as saldas computadas pela rede após o trei-

namcnto. Observe que a saída da rede (.5s) é precisa (qualitativamente 

corr('ta) mas não (tp!antitativamente) exata. 
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Ü<Jtra observação interf'ssante é notar- tj1H" a unidade s3 funciona ex0~ 

cuta.ndo o "OU lógico\ bem como a unida.de s4 ex(•cuta o "E lógico". 

AnaJisando-se os pesos e o limiar da. unidade s5 na. tabela 4.1, observ<tmos 

que esta unidade executa a operaçã-o lógica s3 V •s4 , que é o resultado 

qualitativamente esperado, a despeito do processo numérico desconhecer 

tais "operações lógicas". Portanto, num abuso de linguagem, podemos 

dizer que o processo de apnmdizado ''descobriu'' os conedivos apropria­

dos. 

Esta análise é casuística., mna vez q11e em geral não é possível ana]i:-;ar 

semanticamente os pesos e limiares da rede, mas serve perfeitamente para. 

ilustrar o funci<mamento do processo de aprendizado em redes ueurais 

art.ificiais.:::e 
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lil•:;J.,;;_ ,;,;r:::~r;;,l4 --;;;;i[-é!Lwi;--;;;,"L o~L~EQ li 
- o o,43-0,44 -o,~:o,o3 o,o3 -o,1o o,2i o:os oJ1 ü:so1 
30 0,40 0,41 -0,351-0,07 0,00-0,47 0,14 -0,0~ 0,02 1.0024 
60 0,41 0,43-0,32-0,07 0,00-0,48 0,11 -0,03 0,03 1.0001 
90 0,44 0,46 -0,28 -0,07 -0,01 -0,48 0,12 -0,04 0,05 0.9999 

120 0,50 0,52-0,21 ·0,07 -0,01 -0,48 0,17-0,05 -0,07 0.9997 
1.\0 0,62 0,64 -0,1? -0,07-0,01 -0.48 0,28 -0,07-0,1410.9987 
180 0,99 1,00 0,12 -0,06 0,00-0,48 0,60-0,14-0,36 0.9896 
210 2,17 2,17 0,10 0,04 0,08-0,431,71-0,44-1,17 0.9030 
240 4,13 4,14 -0,73 0,89 0,92-0,49 3,79-1,59-2,16 0.6579 

2_70 5,38 5:.:!_~.~-~,53 ?,33__3,33 -~"~~i_2 5_!:!.~ -5,27 -2,,J_7 0.1~05 

~~g ~71_5~7~ -3,J.Q -~LI __ ~-~!_7 -J_,~2 !!.~~-º_:_?_~~(} :3_&~ Q_:.2.~:~_s 

e, e, ,, 
o o o 
o 1 1 
I o 1 
1 1 o 

XOR 
------· -·-----

Talwla 4.1: Pesos e limiares da. rede XOR 

s3 s4 ss 
--------·· 
0,10 0,00 0,09 
0,97 0,16 0,90 
0,97 0,16 0,90 

__ g_!~~-~-'? 2 __ Q,19_ 
"OU" ''E" "XORn 

Tabela. 4.2: Saída numérica da rede XOR 
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4.11 Implementação da Lógica Fuzzy em Redes 
neurais Artilicias 

A implementaçã.o da Lógica :Fnzzy em Redes Neurais ArtifidaJs de Retro-

Propagação é uma tenta.tiva de se explo-rar sua rapa,cida.de de aprendizado 

funcionaL 

4.11.1 O enunciado do problerna teórico 

CoH~iderernos l.nna "espécie" de abordagem fnncionaF na qual deseja-

mos que a tarefa da rede P(ê,jJ) seja aprender a relação de implicação 

composicionaJ 

F(i',fi) ~A' o l(A, B) 

onde A, A' e B são cm1juntos fuzzy que TPpresf'ntam propos_ições da Lógirrt 

Fuzzy. 

Como desejamos que nosso operador I(A,B) satisfaça as propriedades 

semânticas apropriadas a GMP, utillza.n:rnos como t011jm1to de treina-

uwnto pares (A;,B;)j onde Ai e B; sã.o conjuntos fuzzy lingnisticamente 

modificados para. atender a. propriedade G'MPj. 

A representação dos conjtmtos fur.zy acontece de forllla natural, uma. vez 

que para. efeito de infNfinda, prática, ·utilizamos conjuntos fuzzy discrc-

tos. Desta forma hast.a considerar uma rede rujo número de unidades 

na. camada de entrada seja a cardinalidade da discretização do conjunto 

Z[sto é do ponto de vista hígíco, obviameute, uma heresia, ]JOÍs seria equivalente a considerar a possibilid;tde 
de nma tabela verdade com infinitas linhas. Do ponto de vista tCL'irico, isto é possível através de um rdh:ulado 
no e~p;~ço de flutçôes , ma..s o problema seria então, com a notação lógloJ. Üs1lal, algébricamentç intn"ttável. 
Graças a Deus, tal abordagem do problema, como veremos, é d-esnecessária em nosso ca.<>o. 
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fuzzy A qut- repres<'nta a dá.usnla antecPdfm1P d;1 ímplic<l()í.o e o mímero 

de unida.des na camada de saída ignai:; a cardni;did<Hk da d!scretiza.ção 

do conjunto fnzzy B tjue representa a dáusulrt r<'~ll~'"ijli~'Tlte da implicação 

. Desta forma, a cada unidade na camada df• i'Jltrada será associada a 

JlA(x;) e da crunada de saida a JtB(Yj), onde o:; p':; <w os graus de per­

. tinência pardal dos elementos dos respectivos COJ1juntr1~. 

Utilizaremos em uossa arquitetura uma camada int r•nn<'díAria, de modo a 

poder armazenar as relac;ôes fundonajs dest'jndas. O JiÚlllPI'O de unidades 

nesta camada e SU<l-S conscqufindas serã.o objeto dP estudo w~ste trabalho. 

Utilizaremos redes de Re>tro-Propagaçâo usuais. rujas unidades possuem 

funçã.o df-' atlva.ç;'i_o sígmoida] HlOilovalente e o al?,urítrno de treinamento 

dos pesos e limiares será o algorftmo de Retro-Propagação visto no 

capítulo anteTior, com um termo de momentum. Todas a.s unidades de 

uma e<:tmada sNão totalmente conectadas ~s Hllidades da camada se­

guinte. 

4.11.2 O problema teórico na prática 

Considere que desejamos implmnentar em Ri\ A<> rt'gra 

SI:' x é A entã.o y éB ( 4.4S) 

que i!' uma exprc!:isão condicional fnzzy. Por simplicida.de, tonwmos sua 

forma de imp1icaçào A:::;. B. 

Utilizaremos aqui, por exemplo, o esquema clássico d(' GMP, constituido 

por GMP1, GMP2a, GMP3a e GMP4a. 
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Elaboramo~ f'nti'ío n nmjunto de treinamento constituido portanto dos 

j)itTeS d<' C1ltrada c :-aí da 

A B (GMP1) 
lH1Jitn A muito B (GMP2a) 
± A ± B (GMP3a) 
--,A desconhecido (GMP4a) 

e os apresentamos à JTdc vara treinamento. 

Após o treinallH'JJto, ha~1<1 oft'recermos (Orno entrada o conjunto A1 (pre-

missa) e a s<tícla da rdc ser:, o romwqu('nte B 1 desejado. 

ConsideraTt:mos a seguir ''XPmplos mnnéricos e simulações . 

Um prohlPma de exemplo 

Considen>mos dua:' vari~vPis linguísticas ANT e CO l\1 S, cujos conjuntos 

fuzzy qu<' a representam são discretos e seus domínios são o intervalo 

discreto {1,10}. 1\;;uNnos tomo conjunto de t.f~rmos linguístkos básicos 

BAIXO, Ml~'DJO e ALTO. Suas funções de pertinência serão mlmeros 

fuzzy trapczoidai.s idealizados de modo a serem compatíveis com seus 

significa.dos intu.lti\·os. 

Farão partE' do co11junto de modificadores 1i nguístlcos AJ U JTO" e ±r'", 

qne dtmoiam tE'nnos maio; P menos Cf1pedficos, cujas funções de per-

tin(mc:ia são obtidas f'levado·se se11s termos pr.imários à n + 1 e 1/(n+ 1) 

potência,s, reswcctivamente. Podemos ter também termos resultantes da 

sobreposição de rótulos ling11Ístícos, tais como M U JTO MÉDIO. 

Cons.ideremos, a título de exemplo, que desejamos implementar a regra 

de inferência "Se x é BAIXO então y é ALTO", onde os conj11ntos BAJX O 

e A l,TO são como os dados na ta bela L 
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Purtanto, no:;;sos ('onjuntos de treinamento deverão equivaler aos pares 

de f'ntra.da.-saída 

Conjuntos utllizados para treinam('nto 
Entrada Saída 
BAIXO ALTO 
MUITO BAIXO MUITO An'O 
±BAIXO ±ALTO 
NÃO BAIXO DESCONHECIDO 

4.11.3 Simulações Computacionais 

Ambientes, Linguagem e Softwares Utilizados 

As simulações foram efetuada:; em divPrsos ambk'IltPs de tomputa.dor e 

program::t.~; foram utilizados originalml"nte programas portáveis escritos 

f' In lingHagern C e C++, cujas execuções foram efetuadas em equipamen-

to~ PC compatíveis e em uma estação SPARC- SUN 1+, e mm 11m 

programa fornecido por Rumdhart e Me Clelland [22], cujos resultados 

variaram em prcósã.o e em tempo de execução, mas não v;tria.rarn quali-

tat.ivcunente qua.nto a sua resposta. Toda$ as simulações e os resultados 

<l(jlli apres<cnta.dos foram re-executados utilizando um pa.cote computa-

donal por nós implemcnt.<ldo em liugu;~gem M a.thcmatica, o NEURO 

FUZZY 

Arquitetura da Rede 

Tanto a carnada de entrada como a de saida foram toma.das com 10 

neurônios de modo a representar os conjuntos fuzzy amostrados. Para a 

c<tmada intermediária foram efetuados testes wm várias arquiteturas, que 
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utilizaram 1,3,5 e 8 unida-des na camada intermediária, respectivamente. 

Para os pesos iniciais foram utilizados números ao ar::aso, na faixa [-

0.5,0.5]. 

A toleriinria aqn_i desejada foi qtw a soma dos quadrados dos erros come-

tidos estivessem abaixo de 0.001 . 

Resultados e Testes 

·Numerosas simulações foran1 executadas com regras de cláusulas antece-

dentes simples e múltiplas. Os resultados apresentados nesta seção são 

típicos dos obtidos em todos os expPrimentos. 

UtilizaHmJOS aqui um número aproximado de iterações fixado, de modo 

que ('H tendemos aqui por convergência a estabilizaçã-O do comportamento 

do erro, ao invés do simples alcance da primeira aproximação , como o 

comidNado por R.umdhart e McCh,lla.nd [22]. 

Observemos inicia]mente a perfOrmance da rede treinada com GMP 

Clássico segundo a rf'gra ''Se BAIXO então ALTO". 

Performance da rede para os termos b<'isicos 
E;lÍrada ~·-- SaÍda -~-·-·--·---~---------saftla-d~ red·~-~-- ---------;;;;;-;;;: 

Espmada 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 crros 2 

b;;cxo---~·-aTto ___ -·-- .. --ü·--o--o---õ--o-oo-:25- ····ü:·t·-o:75-J"~-~-O":o5_7_ 

muito bajxo muito alto O O O O O O 0.062 0.2.5 0.562 1. -0.086 
±baixo ±alto O O O O O O 0.5 0.707 0.866 1. -0.0713 
nã.o baixo desconhecido 1. 1. L 1. 1. L L 1. 1. 1. 0.150 
·pc-rrO-riilitlC:edaJ~d~:;-trf~JU.(tda-c-om·cM P scgnllJO-·a;egr·a·'·'EXeJrJfiXõ 

então ALTO" 

Podemos observar que a rede realiza a inferência com precisão {que é 

arhitra.riamente fixada) nos casos para o qual ela foi tn,inada. 
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Podemos observar que, como o esperado, as n-'dcs com maior número de 

·neurônios na camada intermediária convergírarn mais ra.pida,mente. 

-min-le~O"d~~~"-u;·bnio;---~numer;;- médio de-.­
na camada intermediária padrões apres<:'nt.ados 

~------ ~,,~--- ·-···· ~······'d""''''a"'"l'te.3.~:eiilar~.::.to 
1000 

5 
3 
1 

1500 
5000 
10000 

Performance da duração-do- irein;:;.nenTo par· a aprcndizad;;"-de uma regra 
símples em diversas arquiteturas 

Parece que para algumas condições iniciais a rede wm um JJeurônio na 

camada intermedi~.ria não consegue aprender algumas das relaçÕ<"S in~ 

tuii.ivas Pntre as entrndas c saídas, não sendo portanto rt>comendada à 

Observemos a performance da rede em relações para as quais ela nào foi 

tn'lna.da, afim de apF•riar sua capacidade de g.-neralízaçiio . A perfor-

rna.nce da rede pode ser vista na tabela abaixo 
--~Jfõ:,,,.d~~--s.,_,d..,.-·-··-·~---~·-~~------~~--,.;;:;;-;;-

E•perad~ 1 2 3 ~ 5 6 7 8 9 10 uru2 
-;;;~g·b~ix--;;~;n .. ií;;T-;.ao o o o o o o 0:00::.9oDO~~~-Ü~3li')-"-:Q_";íU 

(±)2 b~;, 0 (±)2 &I to o O o o o o 0.707 o Ml 0.930 ·0.098 
mfdio deoçonhddo 1- l l l 1. 1. 1. 1. l. l 0.462 

mmt<> mhlio <l<>'<<>~heddo 1 1. L L 1. 1. I. 1. 1- l lA H 
alto d~sco11hocido 1 l- )_ 1- J_ l 1. J, l. I. 1.652 

--Com- 1 ;·;;-;·;;,_·,;;~;;o;;--;G:r;.~cl<P.U a·;-o·"i u -;;;,;:;·-,:f;;\(,{1~, ri·;;:; o-;;} - ~ ·;::-,·;;·;;·;,_;:;.,;~-

Após cada. ciclo de treinamento, a. rede resultante foi testada E'IltraJJdo-se 

tom diversos conjuntos fuzzy. Os resulti-idos exibidos na t<lbcla acima 

foram obtidos utilizando uma rede com oito neurônios na ca-mada. in-

termediária nsando·se nma, amostra de coTJjuntos fuzzy como entra.da. A 

sai da. aq1Ii exibida foi típica. a todos os experimentos r('aliza.dos, a. ex cessão 

daqueles com redes com um neurônio na camada intermediária. Como 
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pode ser visto, a rede é •a paz de realizar extrapolações da~ H'lit\:(1<',~ fm1 

danais existentes CIItre a.TttRcE"dcntes e consequentes. Pod0mo" 11ntar qur> 

quando a entradaS(' afa$ta de BAIXO, por exemplo, MA.IS OU MFSO!·l. 

lv1ÉDIO, a rede produz saída..<; mais próximas de DESCOJ'diE(.'IJ)(). Lm 

todos os casos as respostas podem ser consideradas como i'l\f('J'0ncias a pro­

. priadas com relação à.s suas respectivas entradas. 

Como comparação, 11t.ilizando a regra de lnferêuda composiríunal nmt 

duas de suas traduções mais US1Htis, como visto a.nterionnPnÜ'. o n':-:nl1 ;1rlo 

da entrada da premissa ~'x é BAJXO" foram os conjuntos 

0.3:liJ +0.33I2+0.33IH0.33I4+0.:l:JI5+0.:J3I6+0.:J3I7 +0.518+0. 7 5j!l + 1 j I O 

0.3311 +0.3.ll2+0.33l3+0 .. 13l4+0.33l5+0.33l6+0.58l7 +0.671 R+O. 7519+ 111 O 

para as relações max ~ min e soma - limitada respectivamente, en­

quanto a rede aprendeu o conjunto ALTO exatamente (com a predsão 

arbitrária.ment.c especiiicáve1). Comparações similares podem ser f'ff·'lU­

adas. Em todos os •asas testados, usando a regra composicional de in­

ferúntia original e outrar; <iprcsentadas no capítulo 2 prodlJziram n'.sulta·· 

dos mais nehulosofi que as respectivas redes e fnJham em (:a.pt1nar r0lações 

fnncionais P.Htre as f~ntradas e saídas. 

Exibimos em s0guida o re~nltado do tr0inamento de uma rede de in­

ferêiH'.ia para um número reduzido de padrõPs, isto .>, pena o caso da 

relaçã.o tradicional de Modus Poncns. Neste e<lso, o tnecanismo de in­

ferência reallza n:la.çõcs funcionais entre todas as v;uiaçÕf$ do antece-
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dcnt<' na clausula cons<'qllt?ntf'. Todavia. quando a entrada st> afa.-,ta do 

antecf'dente,a rede rPspondr COJJI a ~aíd;l DESCONHECIDO, como es-

perado. Esta é uma situação para a qn;d a rede foi sub-treinada, mas 

produz ainda assim respmd.as aproprla.das. Outras cláusulas de antece-

de11te simples foram implementadas ('XibiJHlo resultados similares. 

Entrada s~íd_;----~---·-- ------ ----------------~ 

---~--·-·· ~]i:-~'êó.~-----· \_.3_ __ :~ -~--:'--~- ___ 7_,! __ 0_1 O e-rr o2 
mu•to baix<> ah<> D O ~ D G O o 1c, 0.5 o.n 1. •0.113 

""''to2 hixo alto 

"''"'"
3 

baie<o alto 
mu!tc-4 b~ixo alto 
± h,>i>o o.Ho 
{±)2 b•h<J alto 

D o O ('o 

' ' 
,, 

o " " ' ' ' " o 

,, ('n "' o.n. ' -0 l/!4 

'i o)!> "·' 0.75 ' -0.203 

" o 2!. "' o. 7~ ' -0 21-1 
c l1 2,', O.ó o.n. ' -o o~c 
c n "'· 0.~ o.n -O. OH 

(±)3 baixo al1o O 1.' O 2S O~ 0.75 -0.043 ' "' " ' m<'dio de,onhoddo l 1 1 1. l _,!:, __ ).- é'c· ~-"'·~"''' 
--~·- ·----·-----·-·ç~-;~;;·;;-;-;j;;;,:·;~: da ·;;:d·~ 

Cláusulas disJuntivas no antecNlCIIte U'c-1Wlmc'nte r('qnerom que a regra 

seja dividida, em outras duas regras. Um outro conjunto de 0xpcrlmentos 

foram r('a]izarlos para determinar se uma rrde simples de inferência pode 

<~prender mais de mna n~gra, romo clámnla.s disjuntivas no anten:dente. 

Sob a condição de que a.mbas as chwsulas antecedentes (ou consequentcs ), 

não apenas podem ser aprendidas rPgra.s disjunt-ívas, mas também podem 

ser aprendidas rcgm8 difcr('lltes por uma rede de inferência simples. A 

tabela seguinte exibe o resultado dP uma rede simples treinada com as 

. regras 

"Se x é BAIXO Pntâo y é ALTO" 

e 

"Se x é MÉDIO cnt.ã.o y é MUITO MÉDIO"_ 
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·v;;<;;;;;~------ Súda oom~ 

-~~J:o~~ 1 :~- :~ 4 5 11 :!___-~-'-~-...:.::_~ 
,.,._,,,, '''·"''"'"to a-lio O O O O O O 000~ 0.0~25 0.31f. L -0.217 

± "'"" 
~~(~ 

-*--"!t_. 

(±)~ <>llo O O O O O O IL707 OMO 0.930 1.-0.112 

"''"to2 ml'dlo O O 0.00-1 0.0615 O 316 1 0.316 0.0625 0.004 O -0 0~9 
±médio O O 0.5 0.707 0.866 ! 0-&~6 O 107 0.5 O Q,g77 
d~"o"h''ó<lo )_ J_ l L l l. )_ J_ 1- O.lSi 
do,.,-~,.h<-<ido L l. l. I. l 1 I. J_ l. l. 0.153 

---------c,;-;;;;;·t,;;;:;--;"t;;d:;:-;:;;d-;"--'----··-·-·----

Uma r01h• de:o:1f' tipo provê uma forma natural de resolução de conflitos, 

desde cadil regro. seja considerada no treinamento da inferência., A capa-

cidack dP ammzena.mento de mais de uma re.gra através de uma única 

estrutunl 1: nm fwncfíclo adicionaL Em todos os casos testados, íncluindo 

várias ('Titr<l.das Jmra a.s n•gras e-xibidas na tabela aóma. e para outros con-

juntos dv regras, a rede de infer&ncia produziu resultados próximos <:ws 

esper;Hlns. i Jl( Jnindo DESCONHECIDO quando a entrada se desviava de 

todas as rl<íns1das a.ntr-ccdentes, 

4.11.4 Conclusões sobre as simulações 

Neste capítulo, propusemos o uso de redes neurais artifidais de retro~ 

propa.gaçã.o como meio de imp1ementação da inferência fuzzy. Foi exibido 

que tais arquiteturas podem ser treinadas de modo a prender e inclusive 

exf.rapola.r as relações cotnJ)lexil.s entre os conjuntos fnzzy que represen-

tam as dá1Jsulas antt-cedcute e consequente das relações fuzzy. Podem ser 

cusina.da.s diff'rentes regra.<> a. uma mesma estrutura, que mostram serem 

sensitivas a diferentes va.riaçôes da. clammla antecedente. Através desta 

abordagem, podemos de fato diminuir o número de regras presentes em 

. determina-do sistema especialista, sem perda de generalidade, desde que 

ca.da Tegra reprcsrmtc uma relaçíio entre entra-das e saídas. Indusive, as 

redes nemais de retro-propa.gaçãú oferecem um meio de computaçã.o pa-
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ralela simples) de modo a aliviar a carga computa{:.ionaJ extrema.ment(' 

pesada, quando do processamento de Lógica Fuzzy e como método efetivo 

de resolução de conflito entre regras.;:e 

4.12 Aplicação 
Fuzzy Neural 

Fito-Indicação usando Lógica 

Consideremos o mesmo problema da seção antrrior e observemos o fun~ 

cíonamento da Lógica Fuzzy Neural a um problema reaL 

Desejamos treinar a rede para realizar a inferência representada pela regra 

(51 ? algo alcalino) 1\ (52;;;? ácido) 1\ (53·:::> fortenwnte ácido). (4.46) 

onde S1, S2 e 53 e algo alcalino, ácido e jmtemente ácido SÕ.O COJljmltos 

fnzzy como definidos no capítulos 2 e 3. 

Nossa rede possui 20 unidades na camada de entrada, 12 unidades na 

carnada intermediária e 17 unidades na camada de saída . 

. Porta.nto, assumindo qtte escolhemos as propdedades de GIVlP Clássko, 

devemos treinar a rede com os seguinte.s pares 

Predição da a,cidez do solo por meio de lnferi~ncía fuzzy neural 
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T - Entrada W - Saída 

St 
s, 
s, 
m1tito S1 

muito 52 
muito 53 

±S, 
±S, 
±S, 
---.5\ 
~s, 

-.!h 

algo alcalino 
ácido 
fortemente árido 
{algo alcalino )2 

muito á.cido )2 

muito fortemente ácido 
± aJgo alcalino 
±ácido 
± fortemf'nte ácido 
indctermiuado 
irldf'tPrminado 
indeterrninado 

Utllizarcmos uma 1Ít1ica arquitetura para todas as regras, posto que ainda 

que das não sejam conflitantes, a rede rlewrá possuir a capacidade de 

. ge11eralizar a inferência. 

Observamos na tahda seguinte o resultado da aproximação linguística. 

das saJdas, dados os antecedentes descritos como entradas para a. red(~. 

Predição da acidez do ilolo por meio de inferência fllZzy nemal 

--..~~---!11 = AL 0 ,(F'(1°,f!)) 
T - Premissa W - Conclusão 
S

1 
----------~,Tg_o_a_l_ca-1-in_o __ 

52 á.cído 
53 fortemente ácido 
um fragnwnto empolm:,cido de 5 1 n.lgo áddo 
um fragmento empobrecido de 52 árido 
um fra.gm('nto empolJrecído de S3 fortemeni.P á,cido 
itproximadn.IllE'lJte s1 algo neutro 
a.proximad(l.mente 52 ácldo 
aproximadamente 53 fortemente ácido 
uma forma tra.nsadmtal entre sl e s2 fra.camente ácido 
uma forma transacional entre 81 e 53 ácido 
uma forma transacíonal entre ·'h e s3 ácido 

Os resultados parecem algo unÜ; intuitivos, quando diferem que os obtl-

dos no capítulo 3. Faremos uma comparação entre os mesmos na seção 
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seguinte. 

4.12.1 Discussão dos Resultados 

Comparemos os resultados obtidos pelos métodos r:híssiros d<' iHff'rénda 

fuzzy (rapítuJo 3} e utllizando Lógi<::a. F11zzy Nt'ural. 

Comparação da prediç.âo da acidez do solo por meio d0 infNt'Hria fuzzy 

m'nral e de inferência composicümal 
----"~~----~-~--------~~-- -fllfenJnc-ía-N(~l-fi~C-- -~, i'I1 ·r:- ~;:,l·J~:f~--Cornposi('il)nal 
T- Pr<?rnissa Condusão dist Coud1!Sâo dist 
;~----~-------------·--------·-·--·--- :~~

0
aÍC~!~;---f~~-; 

1
:~1~L~-l;:ab~-Õ ---- ~:~~~ 

Ss fortemente ácido u.oo:-1-fvrtcl!JCI!t,e áeido 1.09:~ 

mn fragrw~nto empohrecido de 81 algo ácido 0.6G3 nlgo alrolino 0.015 
um fragnwnto cmpoLn"c.ido de 8'1. ácido 0.7'1~ <ic-ido 0.2:10 
mn fragmeBto empobrecido de S:; fort.ement.e á.rido 0.067 1for!.(Trwntf' átido 0.328 
avroximadament.e .5\ algo 11eutro OAJGI'a.lgo neutro 0.851 
aproximadruncnte s2 ácido 0.492 algo ácido 0.729 
Hproxunadamente 5;, fort~rnentc ácido 0.3Hinlgo ácido 0.729 
não sl indeterminado 0.002 nlgo ácido 0-~\95 

11iio 5'2 ind(et<crminado 0.001 indct.erwinado 0.281 
não Sa indeterminado 0.001 indeterminado 0.781 
uma forma. t-nmsacional entre sl e s2 fracamente ácido 0.289 algo neutro 0.994 
uma forma transacioual entre sl e s3 ácido 0.896 indeterminado 0.742 

uma f~~!!l2J:!.~~~-~~-~!::i?!1_~:~-~~n~t.re s2 e 83 á~~~~---····- ___________ QJ\_!3 -~~~o~§__rido ____ !_.05!? 

onde dist significa a Distância Euclidlana entre o rcsulta.do obtido e o 

conjunto fuzzy que define o rótulo linguístico. 

Ao observar a tabela acima podemos notar algum; fa1os. 

E11quanto a rcrk Jl('ural é precisa nas inferéncias para a qual foi treinada 

(por exemplo em ModtM Ponens), a ínferi>nda rolllposiciona.l cl1ega a 

aprPsentar o curioso resultado de ser mais precisct nas premissas mais 

va.gas (como "um fra.gm0nto empobreôdo de ... ") do qu€ nas pn~missa.s 

. 11ftldas. 
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Algumas diferenças qualitativas otorreram. Vamos analisar um raso 11\Bi~ 

df't.alhadamente. No ra:'lo de usnnnos a premissa "uma forma tnmsacioual 

entre 81 e S3" enqua.nto a rede apresenta a resposta ácido a infN(>ncia 

C(mlposídonaJ apresenta indetermina,do. 

Intuitivamente, dev1"riamos e-sperar uma resposta entre o consequPntl' d;· 

S\ e o de 83 , ou seja, entre algo alc-alino e fortemente átido. 

OhservNnos o gráfico dos conjuntos fortemf'nte ácido, algo akalino (' os 

n•suHa.dos da inferCnria twural e romposkioHal. 

Enquanto a lnft?rÊ'nria. eomposiciona.l funciona. nestC' caso romo nma 

espécie dP r-, pois toma. na dúvida. o coujunto lll('llOS f'specífko de todos. 

o resnlta.do da rech~ neural fica 8cmprc entrE> os dois eonjnntm; corrPc;poH" 

dentes ans consequentes, urna. resposta hast<wte intuitiva, indepeHdcnte, 

mente do tótnlo liugnístíco a qnc foi associada. Ca,be notar que a rede não 

foi trein<~da pa.ra este caso específico, pois estE> anten>dent.e nào faz partP 

do cm1junto de treinanwnto, 1.-Pndo portanto, genPralizado o open:ulor dP 

inferência. 

4.13 Conclusão 

Outros modelos, como o controle de populat;áo dP peixes em grar;dcs 

lagos do nordestE> [B1inder e P<tf's,l993] foram impklH('Jlt.il_dos atrav6s da 

mesma técnica, com i',xito na v<üida.ção da.s hipóteses cmpmgadas. 

Vários trabalhos voltados a. elaboração de sist(>mas fChJwda.listas em ('fO­

logia usando Lógica. Funy Neural têm sido elaborados e te.sta.dos rom 

base no trabalho aqtü exposto [Hlinder e Ba.s>;anczi 1993; Blinder 1 lU!J4; 
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Blindcr e Paes, 1994; Bllnrler1 PaRs, SlH'pp;nd <' !l:l~~:\lll?i. 1994]. 

At.ua.lnwnte traba.11Hunos na validação (lu~ n;<hldo~ lii<J:·oriológicos aqui 

empwgados, com os Pwf(~Ssorcs Eduardo 'L,vi<n's P<l''" (10-USP) e Ge­

mge Sheppard (llnJNICAMP). 

Podemos c.onch1ir que a reprcscut.ação de fHoblcm;,:-. hil!lúgicos, cuja va­

guidiio, incert('za e imprecisão linguísticas 10~0 in,'rcJ:tf•~ aos métodos e 

da-dos, através da Teoria. Fuzzy é poderosa l' ütil. Supn:lurJn .. se as dificul­

dades t6cnicas inere<ntes à. inferência fuzzy at r<Jvf>s <:!(' ~n;1 \mpl~:menta.ção 

em rE'des Ilt•.untis art.ifidais, podemos oht.rr 11ma Ú•rri1111i'Jlta com grande 

poder de SÍHt.ese, possihilitando assim a modPirtg<'m. n'pn'S('llbtção c tes­

tes de validação de teorias e resultados, extn•nJ<lltJi'llte difícPis nos pro­

blemas do dia-a-dia real das Ciências Bioló,!.!;ícas.;:r 
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