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Capitulo 1

Teoria Classica

1.1 Introducdo Conceitual 4 Lagica

Légica ¢ a eiducia do raciueinio, dewonsiragdo |, pen-
samento ou inferéncia, :

(Traduzido de Oxford English Diction arif)

Logica pode ser intuitivamente definida como sendo 0 estudo dos métodos e principios
do raciocinio em todas as suas formas. Pode-se dizer tambéém que a Logica seria o estudo dos
principios formais de uma argnmentacan vilida.

Portanto, a Légica preocupa-se com o aspecto estwtéura} ou formal dos argumentos ao
invés de preocupar-se com ¢ conteido em st |

Vejamos, por exemplo, a seguinte frase;

Nova York ¢ capital da Inglaterra ou Nova York é caf,p.ita] dos EUA.
Nova York ndo é capital da Inglaterra, |

Logo, Nova York € capital dos EUA,

0 argumento acima é considerado logicamente valido, pois a conclusio é deduzida & par-
tir das premissas fornecidas, muito embora qualquer um com um minimo de conhecimento
em Geografia sabe que esta conclusio € incorreta.

Mais formalnente, diremos que a Légica Clissica se oeupa do estudo das proposigdes .
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Proposighes sao sentengas declarativas {em contraposigio as sentengas interrogativas ou as
imperativas). As sentengas acima fornecem-nos exemplos de proposigies logicamente vélidas.
Alguns exemplos de sentengas que ndo sdo proposigBes vélidas podem ser: “Onde fica Nova
York 7" e “Estudards Logica”.

A toda proposicio l6gica podemos atribuir o que chamaremos de velor-verdade da pro-
posicdo , que deve ser ou verdadeiro ou falso {denotados por V ou 1, e F ou 0, respectiva-

mente).

1.2 Introducgao Informal ao Cilculo Proposicional

Com algum “abuso de linguagem” podeimos tragar um paralelo entre a “linguagem das
expressdes aritméticas” da algebra elementar e a “lingnagem das proposicdes ", usada no
Cdleulo Proposicional . Na algebra elementar utilizamos as letras do alfabeto para denotar
quantidades a valores numéricos, nas quais aplicamos operadores aritméticos {+, —, ¥, / etc.)
para formar expressdes a valores numéricos, cujo valor depende da construgdo da expressio.
Por analogia, utilizamos no Calculo Proposicional letras do alfabeto para representar pro-
posiches que sao valorizadas como verdadeiro ou falso e aplicamos a elas operadores logicos
{~, AV, = etc., que representam “115,0”,“9’;,“0u” Jimplicagio 7, respectivamente} para obter
proposigoes mais complexas. Tais operadores s@o ditos conectivas Iogicos.

Seguindo a analogia da linguagem, tomaremos como unidade bésica as proposi¢Ges sim-
ples ou elementares, que sdo aguelas que ndo podem ser decompostas em nenhuma outra
proposicdo mails simples. A elas aplicaremos os conectivos 1égicos, de modo a obter ex-
pressoes cada vez mals complexas, ditas sentengas compostas.

Proposiches bdsicas distintas serio representadas por letras maiusculas distintas A B, C

11



etc. Comeo no Cdlenlo Proposicional nie estaremos preccupados com o conteddo factual de
cada proposigio sendo com o valor-verdade da mesma e com sua distingao de gualguer outra
propusi¢do béﬁi{:&, de modo gue ndo serd nosso objeto de estudo a estrutura interna precisa
de cada proposicio (que é a motivagio bisica do Céleulo de Predicados da Légica Cléssica).
Apesar disto, as proposigdes ldgicas elementares, pelo fato de serem expressbes declarativas

a respeito de determinado sujeito, geralinente possuem a seguinte forma
i 3 ”
ré P 1.1}

Forma Gecal dar Propssigies Légicas Blementares
onde # é 0 sujeito e P & um predicado a respeito do mesmo. O valor-verdade de tal proposicio
serd o julgamento da verdade ou falsidade de tal afirmagho .

Podemos ter operadores Jdgicos de gualquer ordem {unirios, bindrios, etc.) mas cada
operador particnlar deverd ser a\piicado a um namero fixo de operandos. Por exemplo, a
negagio — & um operador undrio, A e V sdo operadores bindrios etc. Convém notar, no en-
tanto, que cada operando de um conéctivo pode ser tanto uma proposigio simples guanto uma
proposicdo composta. Também por uma convengio de linguagem, usaremos letras italicas
maiisculas para denotar proposighes genéricas, as quals ndo estdo fixas em nm contexto on
ainda nao estio associadas em particular a nenhuma proposigdo basica.

 Dadas formulaces distintas para a mesma proposi¢io nsaremos o simbolo = para de-
notar sua equivaléncia. Por exemplo, se em determinado contexto as proposigdes Ae BAC
denotarem uma mesima proposigan , denotaremos esta equivaléncia por 4 = BAC. Note que
= nao & um conectivo proposicional, sendo uma notacio.

Para nossa conveniéncia, formularemos mais rigorosamente nossa linguagem proposici-
onal. Tal definigho deve ter dois éstégies; O primeiro é a sintaxe {ou gramatica), que é o

conjunto de regras que descreve a construgio de todas as proposigdes possiveis. O segundo,
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semantico (ou regras de interpretagdo }, que é o conjunto de regras que atribuem significado
a cada proposi¢io definida por uma sintaxe.
No Célenlo Proposicional , a sintaxe implicita na descricio informal dada anteriormente

é expressa pelas seguintes regras:

1. Os valores-verdade 0 {ou F, denotando falso) e 1 (ou ¥, denotando verdadeiro} sio

expressbes validas no Célculo Proposicional .

2. As proposi¢ies bdsicas A, B, C ete. sdo expressbes validas no Calculo Proposicional .

3. Dadas as proposicdes A, B, cada nma das seguintes proposigoes
-“A,AANBAV BA=B
é uma proposi¢io composta, que representa uma expressao valida no Caleulo Proposi-

cional .

4. Nio k4 nenhuma outra proposicio além das que possam ser determinadas pelas duas

regras anteriores que sejam proposi¢bes validas no Calcule Proposicional .

Observa-se que com respeito a regra 3 anterior, que é possivel definirmos e wsarmos
ontros conjuntos de conectivos 16gicos tais como =, A,V ou =, E possivel mostrar que os
conjuntos de conectivos anteriorss possuem a propriedade de que a composicac dos conec-
tivos contidoé neles podem ser usados de modo a gerar todos os outros conectivos 1ogicos
possiveis. Tals conjunto de conectivos légicos que gozam da propriedade descrita acima sdo
ditos complelos.

Diremos gue toda expressio sintaticamente vilida segundo as regras anteriores, resumi-
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damente falando, serdo chamados de férmules ldgicas,

No tocante A samauniics. aproveitaremos aqui a abordagem informal para deixar sua
defini¢io precisa para a proxima seqao,

Como haviamos dito anteriormente, estaremos apenas preocupados com ¢ valor-verdade
de uma determinada proposicdo . Neste sentido, cada conectivo representa uma operagio
dgica determinando o sentido de cada proposigio composta em termo da relagho entre seus
operandos. Apresentaremos informalmente, a seguir, a interpretagio semintica aproximada
em linguagem npatural dos cinco principais conectivos logicos utilizados aqui:

- Negacdo {“ndo”)
Ezemplo: Meu carro ndo & azul

—~{Meu carro é azul)
A Conjungéo (“e”)
Ezemplo: Eu sou jovem e Eu sou ativo

| {Eu sou jovem) A {Eu sou ative)

v Disjungéo { “ou™)
Eremplo: Ou-Eu vou estudar ou Eu vou passear

{(Eu vou estudar) v (Eu vou passear)
= Implicagio (“implica” *se ... entdo ..."”)
Eremplo: Se Eu ganhar na Loto entdo Eu ficarei rico

{Eu ganhar na Loto} => {Eu ficarei rico)
& Bicondicional {“é equivalente &”,%se e somente se”
Ezemplo: Eu pagarei as contas se e somente se Eu ganhar dinheiro

{Eu pagarei as contas) < (Eu ganhar dinheiro)

Assim como na algebra clementar, podemos usar a precedéncia de parénteses e outras
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regras para simplificar a notagio escrita, e também omitir os parénteses em determinadas
circunstancias, como por exemplo, escrever 4+ bfc + d + e ao invés de {{a + (b/ed)+ d#e)).
Podemos aplicar regras similares e convengdes de modo a simplificar a forma escrita das

formulas ogicas, tals como:

1. Os parénteses externos de gualguer proposigiao podem ser omitidos.

2. A ordem de precedéncia dos conectivos € =, A, ¥, =>, > com — com precedéncia
mais alta. Qualquer par de parénteses implicito nesta ordem de precedéncia
deve ser omitido. Portanto, podemos escrever - A V B ao invés de {~A}VB
mas ndo a0 invés de ~{AVB) desde que - possui uma precedéncia mais alta
gue V.

3. Por convengdo , conectivos bindrios sdo associados sempre ao conectivo da
esquerda. De modo que podemos escrever A V B V C ao invés de (A v B} v
C.

Quando as regras acimas sio aplicadas a gualquer proposi¢io composta em particu-
lar, nao obtemaos uma nova PrOPoOSican )
sendo uma representacio mais simples da proposi¢do original. Desta forma, a proposigio

~AVBY-CAD&{AAC= -B)
gerd considerada logicamente identica a Proposigac
(((AWB)NV((~C)AD)) & ((AAC)=> (~B)))

Desta forma completamos nossa abordagem informal do Célculo Proposicional . Ao
longo deste trabalho e ainda neste capitulo veremos algumas aplicacdes do Cileulo Proposi-
cional .

Existern duas abordagens possivels para representar eii‘em}ver 08 prcblema,f; solivels através

do Célculo Proposicional , que serdo caracterizadas informalmente como®Abordagem do Fan-
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cional Verdade” e*Abordagen Dedutiva”. Na primeira abordagem valorizaremos as questdes
observando todos os valores-verdade que possam assumir todas as proposicbes bdsicas envol-
vidas, enquanio na segunda buscamos definir regras para gue possamos derivar ou “deduzir”
analiticamente os resultados em que estivermos interessados. Embora as duas abordagens
sejam equivalentes, ou seja, tenham o mesmo potencial pava a resolugio de problemas, a se-
gunda delas tem sido utilizada classicamente na Inteligéncia Artificial, e serd nossa principal
abordagem neste estudo,

Apresentamos a seguir a abordagem do funcional verdade e em seguida a abordagem

dedutiva.

1.3 Significado Semantico dos principais conectivos

0 sentido dos conectivos bindrios pode ser deserito através da tabela verdade. Tomemos
por exemplo o conectivo A. Dado gque A é um conectivo bindrio, ele possui dois operandos,
digamos A e B, Como caéa um dos operandos pode assumir dois valores, entao teremos gue
o lado esquerdo da tabela verd#de possui quatro linhas. Observando entio o lado direito da
tabela verdade para A, temos gue ele vale V apenas para o caso em que tanto A guanto B
possuemn valor-verdade V, ou seja, idéntico ao significado de “e” em linguagem natural.

I necessario ter em conta, que apesar de podermos construir todos os conectivos a partir
de wm conjunto de conectivos completo, é necessdrio observar qual é o conectivo correte a
ser empregado. Um exemplo simples € a proposi¢io composta “ OQu eu estou dormindo ou
eu eston acordado” pode ser que interpretada como V, mas os dois evenios acontecerem
simultaneamente é impossivel do ponto de vista formal , dai A e B possuirem ¢ mesmo valor

. simultaneamente deve levar F{A, B} ein F na tabela verdade. Portanto, devemos ter que o

16



conective apropriado para a tradugio seméntica deste exemplo deve ser o *Ou-Exclusive” on
“Nao Equivaléncia”.

J4 o operador => & usado em formas verbais como “Se 4 entio B”, onde 4 é chamado
de aniecedente ¢ B é chamado de conseguenie. Se A é V entdo B determina a veracidade
da expressio ldgica, enguanto no caso em gue A é falso a expressiio é considerada correta.

Expliquemos melhor a afirmagdo anterior, Consideremos a sentenga
“Se as luzes da casa estdo acesas entdo estd havendo consumo de energia”.

Portanto, se as luzes da casa estiverem acesas, a veracidade da afirmagio serd dada pelo
valor-verdade do comsumo de energia. No entanto, nada podemos afirmar a respeite da
sitnagho se as Juzes nio estiverem acesas, pois o fato de estar havendo consumo de energia
nio contribui para a veracidade ou falsidade da sentenca. Por “defeult”, assumiremos que a
sentenca assume o valor verdadeiro se o antecedente for falso.

A definigac funcional de =, conhecido como implicagds material, é perfeitamente vilida,
embora a correspondéncia entre ele e a estrutura “se ... entdo” em linguagem natural é mais
fraca do que se assumissemos a implicagio como se fosse alguns dos outros conectivos 16gicos
bindrios, Falando especificamente, a conexao entre o anteéedente e 0 consequente € muito
wmais fraca na interprétagéo direta do que o uso gue fazemos dele na linguagem natural. Por

Exemplo, consideremos a seguinte frase:
“Se F.Collor naoc é mais presidente entdo Itamar Franco € o presidente”.

E natural esperarmos que se [tamar Franco ndo seja o presidente, entdo Collor seja o presi-
dente, e que as demalis alternativas (que sdo Collor € o presidente ¢ ftamar é o presidente e
que nenhum dos dois seja presidente) sejam falsas. Mas esta nfo € a tabela verdade de =

senfo também a do “Ou-Exclusive”.
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Clonvém notar que o conectivo = tem boas propriedades Iogicas assim como foi definido,

mas ¢ necessario acautelar-se destes possiveis significados semanticos intuitives.
1.4 A Abordagem do Funcional de Veracidade

J4 haviamos estipulado anteriormente gque cada proposigio possui um valor-verdade {V
ou 7). Na abordagem do Fancional de Veracidade assumiremos que toda vez que um conec-
tivo & aplicado a seus respectivos operandos para formar vimna proposicio composta, o valor
verdade de cada proposicio formada é completamente determinado pelo valor verdade de seus
operandos e pela identidade do respectivo conectivo. Ou seja, estipulamos que cada conec-
tivo serd um funcional-verdade. Assim, o significado de gualguer conectivo pode ser definido
através de nma tabela que mostre, para cada um dos valores possivels de seus operandos,
o valor-verdade correspondente ao valor da proposigao composta formada pela aplicagio do
conective aos seus respectivos operandos. Tal tabela ¢ chamada de tabela verdade. Observe

a tabela verdade para o conectivo de negagio -

Al-4
Fl Vv
V| F

Sendo wm conectivo undrio, ele possui apenas wm operando A, podendo assumir apenas
dois valores possiveis, F ou V. Sua tabela verdade possui apenas duas linhas, uma para cada
valor de A4 possivel. Cada entrada no lado direito representa o valor de <A correspondente
ao valor de A 4 sua direita.

0 significado de qualguer outro conectivo logico pode ser descrito por meio de tabelas

verdade.
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1.4.1 Outros conectivos légicos unérios e bindrios

Antes de explicarmos semanticamente os resultados das tabelas verdade definidas para os
conectivos cldssicos, nos preocuparemos em resolver a guestdo de quantos conectivos bindrios
e unérios distintos podem ser definidos. Desde que cada conectivo € completamente descrito
por sua tabela verdade, a questdo € equivalente a reponder gquantas tabelas verdade distintas
podem ser cobstruidas para um dado nimero de operandos.

Se considerarmos qualquer conective légico unaric como sendo uma fungio F(A), cuja
varidvel & o seu operando A, entdo o lado direito da tabela verdade define o valor da fungin
para cada valor de sen operando A. A questdo se reduz portanio a determinagio de gquantos
modeos diferentes pode-se preencher a coluna do lade direito. No caso de conectivos unérios,
desde que temos duas Jinha que podem assumir os valores V ou F, é quatro {4%,). Portanto,
além do operador unario de negagdo , existem cutros tiés {Fy, Fa e F3}, cujas tabelas verdade |

a0

Fy é o operador “identidade”, que deixa seu operando invariante. F; e F3 sdo operadores
constanies, que asséciam os valores ¥V e F a gualgquer valor do operando. Apesar disto, o
tinico operando de interesse € a negagio .

Tal funcio F € usualmente chamada de funcdo ldgico e seus argumentos de varidveis
lggicas. Dado que cada varidvel 16gica pode assumir dois valores distintos, n varidveis 16gicas
podem assumir 2" valores ldgicos possiveis, que correspondem ao ndmero de colunas da ta-
bela verdade. Como para cada linha a funcio F pode ser definida de dois modos distintos,

) " . o o =
teremos entio 2% conectivos n-drios distintos..
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1.4.2 Um exemplo: Conectivos bindrios

Conforme vimos acima, conectivos bindrios podem ser definidos atravds de uma fonglo
F{A4, B}, onde A e B denotam varidveis l6gicas que podem possuir dois valores-verdade cada
nma. Logo, teremos 4 possibilidades possivels de combinagGes entre os operandos. Assim
sendo, a tabela verdade de um conectivo bindrio possui gquatro linhas, de modo que teremos
de escolher quatre valores-verdade no lado direito da tabela verdade para definir uma fungdo
togica. Dado que cada valor-verdade pode ser tomado de duas formas possiveis, teremos
a1 — 16 diferentes tabelas verdade possiveis, e portanto, 16 conectivos ldgicos distintos po-

dem ser definidos.

Tabela 1.1 Coneclivos 1dgicos possiveis em duas varidvels

ATV ¥V F F | Nomede Fungio Simbolo TOutros nomes
Btv F VvV F adotado sdotado utilizados uwtilivadoy
FF OFOF Fungio Nula 0 Falsum Fi
F F F OV N-OR ROR{A, B) Fungio de Pierce Al B AvH
¥ F V F Inibigio A4 5B Desig. Propria A> B
F O F OV OV Negagio - B Complemento B~ B, 3"
F v F F Inibicio AR B Pesig. Prépria A< B
¥ v F V¥ Negagio -4 Complemento A~ A, A°
F OV v F Ou-Exclusivo AR B Nio Equivaléncia AZB A B
Fov o ov v N-AND NAND{A, B} | Conective de Sheffer AAB
ALV OF FF Conjungao AAR FPungao "E” ALB A= B
S vV F OF OV Bicondicional Aae B Equivalencia A=8HB
v F OV F identidade A Afirmacac
v F ¥ ¥ Tmplicagio A< B Sondicional ACBAZ>RB
v v F F ldentidade B Afirmagio
s { VOV OF ¥ Implicagio A= 8 tondicional ADBALRE
viv ¥ v F Fengie "OU" AV E Disjungao A+ B
V ¥V ¥V ¥ Funcdo i 1 Vernm Vv
1.5 Tabela Verdade para Expressoes Complexas

Como havia sido indicado anteriormente, os conectives proposicionais podem ser utili-
zados para construir proposicdes de complexidade arbitriria, considerando-se pelo nimero

de conectivos e pelo niunero de proposigbes basicas gue ela contém, ainda gue os operando{s)
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de qualquer conectivo possam ser eles mesmos proposicies compostas. Para nma proposicio
complexa & dtil poder construir uma tabela verdade que defina para cada possivel combinagiio
dos valores dos operandos, da mesma forma que as tabelas verdade dos conectives hasicos
basicos foram contruidas. Tals tabelas verdade podem ser constrafdas por passos, usando as
tahelas verda-.de bédsicas, O procedimento de construgic pode ser melhor Hustrado por meio
de um exemplo. Suponha gue desejamos construir wma tabela verdade para a propoesigio

complexa P cujs definigio é dada por
P={{AVB)AC)= ((mA)V(BV(CY)) (1.2}

Observemnos primeiramente gque apenas tpés proposicdes bdsicas {A,B e C) foram utilizadas
ra construcio de P e portanto a tabela verdade de P deve ter 2% = 8§ linhas, reprosentando
todas as combinacbes de valores possiveis de snas proposicaes bdsicas. Nosso objetivo é
construir a partit destes valores wma coluna que exiba o valor da proposicio P para cada
uma das oito.combinagbes possivels. Como P é da forma 4y = Az, com Ay = (AV BYAC e
Ay = ~AV{BAC), podemos usar a tabela verdade definida para = para obter os valores da
coluna de P a partir das colunas de Ay e 4;. De modo andlogo, pedemos utilizar a tabela
verdade de A para construir a coluna referente a A; se consbruirmos as colunas para AV B
e (. Podemos continnar este processo de recorréncia até que f:a,&a. operando seja uma das
trés proposicoes basicas A, B e (U, Iniciando com as trés proposicdes basicas e trabathando
na “direcdo oposta”, teremos uma lista das proposigdes que compdem P de modo que cada
proposi¢do seja A, B ou € ou seja formada pela aplicacio de conectivos simples 4s proposigées

operandas que ocorram anteriormente na lista. Assim a tabela verdade construida para P é
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(AVB)[({AVB)A G- A(B A C)[((= A}V (B A CHIIAVBIA C = (= AV (B A )

.

w0 e M M e
ol Y o T W Wi

%ﬂ%%ﬁﬁﬁtm;

M T N W YW W Miles
wew e e
WY oY Y e
WMWY E W Y-
THYWH Y w
holh i R i ol i o4

Tabela 1.2, Tabela verdade para ({AVB)A C = {{- A}v (B A C)).

Como observamos acima, as colunas de 1 a 3 dao os valores-verdade possivels para as pro-

posighes basicas, as colunas de 4 a 8 d3o os valores-verdade para proposicdes complexas que
comphem P, e a coluna 9 nos dd o valor-verdade de P.
0 exemplo acima thustra como podemos utilizar as tabelas verdade hdsicas para obter e

avaliar qualguer proposigio no Caleulo Proposicional |
1.8 Propriedades Légicas Fundamentais das Proposicdes

Podemos usar a defini¢io dos conectivos funcionais por meio de sua deﬁ.ﬂik}ﬁo funcional
associado as téenicas de 1abela verdade de modo a definir e caracterizar aign_m as das principais
propriedades 1dgicas das proposigbes.

Diremos que a proposicao A é wma fantelogia { logicamente vilida) se 4 possulr valor
verdade V para qualguer combinagio de valores das proposigbes basicas envolvidas em sua
construgho . Analogaraente, divemos que A & uma confradigdo {ldgica) se sua avaliagio
verdade for F para gualguer combinagio de valores das proposiches basicas gue a constituem.
E aparente que, pela definigio verdade de =, A é uma tautologia se, e somente se, ~A4 é uma
contradicio .

Diremos que A € iégica.mem.e: eonsistente se ela nido for uma contradicio ,.isto &, 5¢ existir

pelo menos um valor V em sua tabela verdade para A.
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Dadas as proposighes 4 e B, se a proposicio composta A = B for uma tautologia, entio
diremos que A implica logicamente B ou que 8 € consequéneia ldgica de A, De modo anilogo,

se A ¢ B for uma tautologia, diremos que 4 ¢ B sdo logicarmente equivalentes,
1.7 Deducao Loégica

Com os conectivos proposicionals anteriornente deseritos e com as nogbes de tantologia
e contradigio ¢ possivel a inferéncia dedutiva baseada em sentencas em lagnagem natural,
usando tabelas verdade. Segue-se dois exemplos de aplicacho destes conceitos: verdade das

expressoes compostas, dadas premissas e andlise de consisténcia.
1.7.1 Verdade das Expressdes Compostas, dadas premissas

Dado um conjunto de premissas assumidas como verdade, podemos determinar a ver-
dade de expﬂzssées compostas em termos de expressdes simples pela aplicagio direta da
andlise da tabela verdade da express&o. O primeiro passo € a fradugdo da expressdo para a
forma simbdlica e entdo utilizar a técnica da tabela verdade para determinar a veracidade da

expressdo, Consideremos o geguinte conjunto de premissas:

1. A campainha estd tocando.
2. Nao hid ninguem na porta.

3. O botao estd quebrado.

Avaliemos a veracidade da expressio: A campainha estd tocando se e somente se honver
alguém na porta ou o botdo estiver quebrado. Representemos por AB e C as expressoes
A campainha estd tocando, HA alguém a porta e O botdo estd quebrado, respectivamente. A
tabela verdade para a frase acima 6

A B Ci{BVC)A & (BY Q)

VFVI VvV |V
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de onde concluimos que a expressio é verdadeira.

1.7.2  Analise de Consisténcia

Podemos utilizar também a técnica de tabelas verdade para analisar um conjunto
de expressdes compostas em sva consistdneia. Um conjunto de expressGes {proposigbes }
Az, Ag,y .y Ay serao ditas consislentes entre st se, e somente se, a proposi¢io formada pela
conjungae delas Ay A Az AL A A, for uma proposigdo consistente {tautoldgica).

Por exernplo, trés sujeitos sdo acusados de uwm crime: a Amante, o Béhado e o Caseiro.

Sens depoimentos sao os seguintes:

A Amante diz: *0 Hébado o matou; o Caseiro é inocente”,
O Bébado diz: “Se a Amante é culpada entio o Caseiro tamnbdm €7,

O Caselro diz: “Evu nio o matei; Algom dos outros o matou”.

Analisemos a consisténoia Légica das afirmacgbes acima. As afirmagdes acima podem ser

escritas simbolicamente como

Dg=-BAC
Dpg = =A = ~C

De = CA{~BV-4)

onde A, B e ' representam a Amante € inocente, o Bébado € inocente ¢ o Caseiro é inccente,
respectivamente,

A tabela verdade para Dg A Dp A D fica
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ABCIDs D DeiDysADp A De
FFFF OV F F
FFWY F V F
FVFIF V F F
FVVF F ¥ F
VFFIF V F F
VFEVIV V ¥ v
VVFIF V F F
vywvir y F F

Comeo existe pelo menos uma linha com V na coluna final, teremos precisamente que
apenas esta linha (6) é consistente, ou seja, existe pelo menos um conjunto de valorizagao
das afirmagoes que torna todas as afirmacbes consistentes entre si. Quanto ao crime podemos
entdo concluir dai, baseado nos valores de 4, B e (', que a. Amante e o Caseiro sdo inocentes
£ que o Bébaf__lo é culpado.

Convém notlar que a resolugio deste tipo de problema pelo método da tabela verdade
& razoavel a..pm.las para pequenos problemas, pols o tamanhe da tabela verdade cresce expo-
nencialmente com o namero de afirmacdes envolvidas. Para problemas malores, teremos gue

ntilizar outras ferramentas que serio descritas neste trabalho.
1.8 Resultados Gerais do Sistema Funcional de Veracidade

Com base no que fol exposto anteriormente, relacionaremos agora 0s i).ri'll{:i_pa.is resulta-
dos gerais para a formulacdo Fanclonal de Veracidade no Caleule Proposicional . Para tanto,
apresentaremos mais algumas definigbes dteis.

Tntroduziremos a notagdo de tautologia, denotada por [=, Note gue do mesmo modo
que =,k ndo é v conectivo no Cdlculo Proposicional sendo wma notagio convencionada.

Diremos que nma tabela verdade é uma tabela verdade bdsica sé ela for constitnida ape-
nas de proposices bésicas, ou seja, de proposigdes atdmicas e por conectivos. A tabela 1.1 é

am exemplo de tabela verdade bdsica, enquanto a tabela 1.2 ndo o é.



Diremos que duas proposigies A e P possuem a mesma tabela verdade se tomando suas
tabelas verdade hisicas, suas colunas forem idénticas, ou seja, para cada linha suas entradas
forem ambas V ou F.

Para uma determinada afirmagio da forma A4 < B, se a valoragio da afirmagio for V,
entdo concluiinos {a partir da tabela verdade de &) que A e B possuem os mesmos valores
vardade.

Diremos que as proposighes A e B sdo logicamente eguivalenies se elas possuirem a
mesraa tabela verdade. Isto segne da observagio do resultado da linha anterior e da definigio
de equivaléncia légica.

A relaclo de equivalincia tdgica é reflexive, stméirica e transitiva, sendo portanto uma

relacio de equivaléncia no sentido matemdtico cldssico. Formalmente:

a. qualquer proposicdo A é logicamente equivalente a si mesma.
b. Se A é logicamente equivalente 3 B, entdo A é logicamente equivalente a A.
c. Se A ¢ logicamente equivalente & B, e B é logicamente equivalente a (7, entio

A é logicamente equivalente & ¢
1.8.1 Inferéncia na Logica Classica

As tautologias sho utilizadas na Légica Clissica para fazer inferéneias
dedutivas. Neste sentido, também sio chamadas de regras de inferéncia.
0O exemplo de tautologia mais frequentemente utilizado para inferéncia é
denominada Modus Ponens, que € uma regra de inferéncia cujo enunciado
formal & Dadas duas proposigoes verdadeiras A e A = B (premissas), entdo

podemos coneluer daf o velor da proposicie B {(conclusde). Demonsiraremos
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formalmente este resultado a seguir, utilizando as técnicas e os resultados
atteriores,

Teorema 1.1. (Modus Ponens)

Para as proposicies arbitrarias 4 ¢ B, se A é uma tautologia e A logicamente
implica B, entao B também serd tantologia, isto é,se = A e 5 4 = B entio
B B.

Demonstragao : Consideremos wma linha arbitrdria da tabela verdade primitiva
de A = B. Como = A, A possul valor V nesta (e nas outras) linhas. Da tabela
verdade da implicagio , temos que o valor Iogico das proposigies B e A = B
¢ o mesto para esta linha da tabela verdade . Mas por hipdtese &= A = B,
entdo tanto A => B quanto B possuem valor V nesta linha, Estendendo o
resultado para as demais linhas da tabela verdade |, temos que toda entrada

da coluna de B serd V, logo = B. c.q.d.
1.8.2 Q(Outros esqguernas de inferéncia relevantes

Existem muitos outros esquemas de inferéncia possiveis do ponto de vista
logico. Porém, além de Modus Ponens, os mals utilizados na pratica sio o
Modus Tollens e o Principio de Resolugdo de Robinson. Suas conseqnéncias
50 enormes na Inteligéneia Artificial Tradicional nma vez que si0 a base do
esquemna de encadeumento para trds {gue serd discutido em (1.10.3)) ¢ da pro-
gramacio logica e da implementacio da linguagem de quinta geTagan para
Inteligéncia Artificial, o FROLOG (PROgramming LOGic, implementado ori-
ginalmente por Kowalsky}. O enunciado formal deles € o segninte:

Modus Tollens k= A = B,|= =B, entio k= ~A.

Principio de Resolugdo de Robinson = AV Bl AV Centio = BV C
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onde A, B e € sdo proposighes do Cdlculo Proposicienal |
1.9 A Abordagem do Funcional de Veracidade

Ja haviamos estipulado anteriormente gue cada proposi¢io possui nm
valor-verdade (V on F). Na abordagem do Funclonal de Veracidade assumi-
remos que toda vez gque um conectivo € aplicado a seus respectivos operandos
para formar uwma proposi¢do composia, o valor verdade de cada proposigio
formada é completamente determinado pelo valor verdade de seus operandos
e pela identidade do respectivo conectivo. Ou seja, estipulamos que cada co-
nectivo serd wm funcional-verdade. Assim, o significade de gualgier conectivo
pode ser definido atravéds de uma tabela que mostre. para cada wm dos valo-
res possivels de seus operandos, o valor-verdade correspondente ao valor da
proposicio composta formada pela aplicagio do conective 20s seus respectivos
operandos. Tal tabela é chamada de febela verdude, Observe a tabela verdade

para o conectivo de negagio -

Sendo nm conectivo undrio, ele possui apepas v operando 4, podendo
assumir apenas dois valores possiveis, F ou V. Sua tabela verdade possuj
apenas duas linhas, uma para cada valor de A possivel, Cada entrada no lado
direito representa o valor de - A correspondente ac valor de A4 & sua direita.

O significado de qualquer outro conectivo ldgico pode ser descrito por melo

de tabelay verdade.
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1.9.1 Qutros conectivos ldgicos undrios e bindrios

Antes de explicarinos semanticamente os resultados das tabelas verdade
definidas para os conectives classicos, nos preocuparemos em resolver a questio
de quantos conectivos bindrios e unarios distintos podem ser definidos. Desde
gue cada conectivo ¢ completarnente descrito por sua tabela verdade, a questéo
¢ equivalenfe a reponder guantas tabelas verdade distintas podem ser cons-
truidas para um dado nimero de operandos,

Se considerarmos gualquer conectivo 1dgico undrio como sendo uma funcio
F(A), cuja varidvel € o seu operando A, entdo o lado direito da tabela verdade
define o valor da fungho para cada valor de seu operando A. A guestio se
redny portanto & determinacio de quantos modos diferentes pode-se preencher
a coluna do lado direito. No-caso de conectivos undrios, desde que temos duasg
linha gue podew assumir os valores Y ou F, é gnatro (Ag,.z}. Portanto, além do
operador undrio de negacio | existern outros trés (£, Fy e F3), cujas tabelas
verdade 830

AR F Fs -4

FFY FVY
Viv v FF

Fy é o operador *identidade”. gue deixa sen operando invariante. I e

F3 sho operadores constantes, que associam os valores V e F a qualquer valor
do operando. Apesar disto, o iinico eperando de interesse é a negagio .

Tal funcio F & usualmente chamada de fungdo Idgica e seus argumentos de

varidvets Iogicas. Dado que cada variavel légica pode assumir dois valores

distintos, n varidvels légi{:aé podem a.s.s nmir 2" valores logicos possivels, gue

correspondem ao nimere de colunas da tabela verdade. Comeo para cada
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tinha a funglo F pode ser definida de dois modos distintos, teremos entio 227

conectivos n-drios distintos.
1.9,2 Um exemplo: Conectivos bindrios

Conforme vimos acima, conectivos binarios podem ser definidos através
de vma fungio F{A, B), onde A e B denotam varidveis logicas que podem pos-
suir dois valores-verdade cada uma. Logo, teremos 4 possibiidades possiveis
de combinagdes entre os operandos. Assim sendo, a tabela verdade de um
conectivo bindrio possui guatro linhas, de modo que teremos de escolher qua-
tro valores-verdade no lado direito da tabela verdade para definir vma fungio
Yogica. Dado que cada valor-verdade pode ser tomado de duas formas possivels,

teremos 2% = 16 diferentes tabelas verdade possivels, e portanto, 16 conectivos

Idgivos distintos podem ser definidos.
Tabela 1.1 Conectives Idgicos possivels em duas varidveis

A1V VF FiNeme de Funcie] Simbolo Outres nomes Outros simbolos

BIVFVF adotado adotado utilizades utilizados

FFFF] Fungic Nula ] Falsam FoL ]
FFEFYY N-OR NOR{A, B) Frnrgio de Pierce Al B AvE
FFYVF Inmibigio A« B Desig. Prépria A>B
FFYVY Negagio -B Complemento B,~B B
FVYFF Inibigio Al B Desig, Prépria A< B
FVFV Negagio ~ A Complemento A, 4, A"
FV YV F Ou-Exclusive AARB Nio Fgnivaléncia | AZ B, Aa R
Fyvyy N-AND NAND(A, B} Conectivo de Sheffer A AR

AV FFF Conjungao ANE Fangin "E” AkB Ax B

|V F F V| Bicondicional Aw B Fauivalencia A=B
VFVF Identidade A Afirmagie
VFVY VL Dmplicagio A= B Condicional ACBA>B
V¥V FF| ldentidade B Afirmagao

=iV VFV Implicagio A= B Condicional AD B A<B

viv VYV F| Fungde "OUY AV B Disjungio A+ B
vyVyyy Fungio 1 1 Verom ¥
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1.10 Introducio & Algebra Booleana

A Algebra Booleana € a base da andlise ¢ projeto de circuitos eletrénicos
digitals. Estes circnitos compreendem componentes tais como dispositivos de
acumulacio capazes de armazenar representagdes de digitos hindrios tipo 0
e 1,’e elementos ldgicos que podem efetuar operagbes elementares com estes
valores. Como a Computagio incdni uma boa dose de eletrdnica digital, a
Algebra Booleana. constitui-se numa das ferramentas basicas para o projetos
de computadores.

Na Ldgica Cldssica uma expressio é ou verdadeira ou falsa, pedendo ser
matematicamente representada por 1 ou 0, respectivamente. Muitos sistemas
fisicos podem ser representados on modelados por logicas de dois estados.
Por exemplo, num sistema elétrico uma luz estd ACESA ou APAGADA e
uma chave estd ou ABERTA ou FECHADA. O estade em um computador #
descrito por um conjunto de digitos bindrios armazenados em. sua moamoria,

A matemdtica da Idgica de dois estados, atualmente chamada de Légica
Booleana, fol desenvolvida pelo matemdtico George Boole em torno de 1844,
Fai entdo aplicada a circnitos por Claude Shannon, matemético americano,
na década de 30. Fle utilizou a Algebra Booleana de dois elementos pois
estava interessado em redes de chaveadores {reles) que poderiam estar em dois

estados, ABERTO ou FECHADO.
1.10.1 Definicdes

Uma Algebra Booleana é um conjunto de dois elementos, denotados por

0 e 1, juntamente com duas operagoes + e ., chamadas adi¢io e multiplicagio

31



. para as quais valem as seguintes regras:

D48=09
04+1=14+80=1
141 =3

€
0.0 =
0.1 =1.0=D
1i=1

Note que estas regras sdo idénticas aquelas do Cdleulo Propesicional com a
substituicho de A por . e de V por +.

Uma varidvel booleanae & num simbolo tal qual 4,8 on C, representando um
dos valores 0 ou 1. Uma expressdo boeleana & uma expressio contendo varidveis
booleanas, as constantes 0 e 1, e operadores booleancs + 2 .. Assim como na

algebra normal, podemos definir Tungdes | por exemplo:
FIX,Yy=XY

Como cada varidvel booleana pode assumir dols valores, uma funcio booleana
pode ser expressa em termos de uma tabela vérdade onde todes os valores
possiveis das varidvels da funcdo sdo tabelados juntamente com o valor da

fungdo . A tabela verdade da fungio acima fica

Tabela 1.3. Tabela verdade da funcio booleana XY
Computar os valores de expressGes mais complexas nio é dificil, mas é ne-

cessario fazer uso de valores intermedidrios. Por exemplo, para computarmos
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a fungdo

F(X,Y,Z)= XY +Y.Z

usando o expediente das tabelas verdade, teremaos

XY ZIXY Y.Z|F(X, Y, Z)
§00; 0 4@ 0
6010 o 0
610l o 0 0
6110 1 1
io0]e o 0
1610 0 6
11601 0 1
11111 1

Tabela 1.4, Tabela verdade da funcio booleana XY +Y.2Z.

Isto mostra claramente a analogia com o uso de tahelas verdade no (dleulo Pro-
posicional . Duas fungBes booleanas serfo ditas iguais se, para as mesmas
entradas das variaveis boolanas, elas produzirem as mesmas safdas. Na m-
plementacio de circuitos l6gicos é frequentemente necessiria a implementacio
de cirenitos que realizem determinada funcido com o minimo custo. Para fa-
zel Isto, tomamos vma fungdo que seja igual 3 desejada, mas que minimize o

nimero de operadores requeridos. Por exemplo, a funcio légica
G(X, Y, Zy=(X % YI(X +2)
é igual 3 fungdo
FX\) Y, ZYy=X +Y.Z

como pode ser observado através da seguinte tabela verdade
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XIVIZIX + YIX + ZUX + YL + 2V 2N+ V.2
Gie{el 0 | © CE CETTTD
oief1] o | 1 0 6 0
elijo] 1 0 b 6] o
Gi141 i 1 1 1 i
1ia{e] 1 i 1 ol 1
1iof1] 1 1 1 0} 1
1{ije} 1 1 i ol 1
111} 2 1 1 1l

Tabela 1.5. Tabela verdade das Tungdes boolvanas (X 4+ Y1 {V + Z) e X + ¥ 2.

E interessante observar que enguanto a expressio da Taneio G 1ém t1és operadores,

a funcio F 1ém apenas dois, fornecendo o mesmo resultado 16gico,
1.10.2 Propriedades Algébricas Basicas

Na se¢lo anterior, observamos a analogia entre os operadores booleanos +

e . com seus equivalentes no Cdlculo Proposicional A e V. A terceira operagao
booleana, a complementagio , & equivalente ao conectivo ~. Fla é representada
na Algebra Booleana por uma barra sobre a variavel ou sobre a eXDIesSAn,
como utilizaremos neste trabalho (Pex.: A), ou por um apéstrofe (como A%).
Portanto, as Tun¢des booleanas definidas na se¢io anterior podem ser imple-
mentadas por elemento logicos do tipo AV e - Como o mencionado previa-
mente, ndo é usual o caso em que uma dada funcio ¢ implementada como foi
definida, sendo por uma fungdo equivalenie gue utilize menos conectivos, ou
ainda por conectivos diferontes. As propriedades mais importantes da f-i.lg&b'ra-
HBooleana sdo exibidas a seguir {conforme seu equivalente no Cdlculo Propo-

sicional }.
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Distribuigio X{Y+8)=XY¥Y + X7
X+Y¥YZ={(X+Y)(X+7)

Assasiacio X4V +Z=(X+Y}+Z=X+i¥Y+Z)
XY Z={XY)Z=X{V2)

Complemepiagin X X =0

X4 X=1
X=X
Copratagio X4+Y=Y3+ X
Xy=YX
Zero Xo=¢0
X+i=1
Identidads X+0=X
X1=X
Idernpotincia X+X=X
X=X
Absorgdn + XY =X

Lei de De Morgan X + Y + 2.

Algumas destas relages sdo obtidas trivialmente 2 partiv das tabelas verdade dos

operadores bonleanos dadas anteriorinente.a
1.11 Reticulados

Reticnlado é uma estrutura matematica que incorpora a nog¢io de ordem.
Ohservaremos primeiramente o conceite de ordem parcial

Scja R relagio bindria definida como R : L — O C L x L. Portanto os

elementos de R sao pares ordenados (a,b) de elementos de L. R serd dita uma

relagdo de ordern parcial em L se ela satisfizer as seguintes condigdes :
1.{e,a) € R para todo a € L. (reflevividade)
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2. 8e {a,b} € R e {b,a) € R entiio a = b. {Anti-simetria)

3. Se (a,b) € R e {b.c) € R entio {a,c) € R. (transitividade)

A primeira vista, dada sua formmlagio generalizada, a definicio anterior
parece algo “nebulosa”, mas se por exemplo denotarmos por ¢ < b o par

{a.b) € R da relagio , ela se torna mais vistvel:

i.a < a.
2.8 a<Lbeb<aentdoa=b

3 [Jeca<hbedb<centioa <e.

Assim, & relagdo <, a qual & reflexiva, anti-simétrica e transitiva, comporta-se
de modo semelhante A relacio de ordem ariimética usual, ¢ a nogio de ordem

parcial é uma generalizagao da relagdo de ordem. Mais ainda, se < satisfizer
4, Paratodoa, b€ Lona<b oubd<a.

entdo ela serd dita relagdo de ordem totul,

Se < ¢ uma relagio de ordem parcial em L, entdo o par (L, <} serd dito um
conjunte parcialmente ordenado, ou poset. Embora tal propriedade scja uma
conjun¢ia entre L e a relagdo de ordem parcial, é comum dizer que L seja um
poset e que a relagio de ordem parcial envolvida seja dada no contexto.

Quande <€ for wma relagio de ordem total, L é dito folalmenie ordenado.
Um exemplo de conjuntc totalmente ordenade é Z, o conjunto dos inteiros
relativos, com sua relagio de ordem sendo a aritmética usual. O conjunto de
todos 08 subconjuntos do plane € um poset sobre inclusio {C); fodavia, nao é

totalmente ordenado,
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A segwir definiremos o conceito de reticulado, apés realizar as definigdes bisicas
necessarias a tal.

Diefiniglo @ (Limite Superior)

Seja R um subronjunto parciamente ordenado de L e w um elemento de L tal que
r < u para todo r € R, entdo u serd um {irnite superior de K.

Definigio : (Supremo)

Sejam R,L ¢ u definidos como acima. u serd o menor limite superior ou supremo
de R se para tode limite superior v’ de R valer u < o/,

Definigao : {Limite inferior ¢ Infima)

De modo emé]ogp, ! sera o limite inferior de # se I < v, para todo r € R. Sera
chamado de In fime se para todo Hmite inferior de R, »' valer » > o/,

Notagio : {Infimo e Supremo)

Abreviam-se os nomes Infimo e Supremo por Inf e Sup, respectivamente.

Obhservacdo : Se L {1, <) for um conjunto totalimente ordenado, entio todo sub-
conjunto de K possui um Supreme e um Infime.

Definigho @ (Reticulado)

Um conjunto parcialmente ordenado sera win reticulodo se todo subconjunto
bindrio de R possoir um fnf e um Sup.

Notacio : (Inf € Sup de pures ordenados)

Denotaremos por x Vy o Sup de {z,y}, e por 2 Ay o Inf de {z,y}.

Propriedades e Tipos de Reticulados

Um reticulado possul as seguintes propriedades :

Para cada par {z,y} de elementos do reticulade L, valem para o Inf e Sup:

37



1, Comutatividade
2. Associatividade
3. Idempotencia

4. Absorgho

As quairo propriedades acima nio sao todas as propriedades possiveis de um
reticulado, sendo definem o “econceito de reticulado™. Mais especificamente,
se I for um conjunto munido das operaghes bindrias A e V satisfazendo as
guatro propriedades acima, entdo L serd um reticnlado sob a relagio de ordem
< definida por a < b se e somente se b=a Vb,

Nota Importanie: Considere o conjunto LC de todas as sentengas bem formuladas
no calcnlo propoesicional. Se identificarmos sentencas logicamente egquivalentes,
se V denotar ou e se A denolar e, entdo (L, V, A} serd um reticulado. Mais
ainda, se p e g sdo duas sentencas bem formuladas, entao p < g significa
g=pVy.

Definicao @ (Reticulodo Distribuido)

Um reticulado serd dito distribuide se além das guatro propriedades acima ele

satisfizer a lei da distribuitividade
5. Distributividade

O Caleule Proposicional é um exemplo de reticulado distributive. Geral-
mente, todo conjunto totalmente ordenado é um reticulado distributivo,
Definigao ¢ (Reticuludo lmitado) ou (Reticulado com unidades)
Um reticulado limitado que possui dois elementos, ditos § e 1, que sdo seu me-

nor & malor elemento, respectivamente, neste reticulade. Do ponto de vista
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algdbrico, um reticulado em geral & dado pela tripla {L.V.A), enguanto um

reticnlado limitado é dade pela quintupla
(L,V,A,0,1)
onde valem as propriedades acima, acrescidas da seguinte:
6.zA0=0eaxVi=1l

Definigio : {Reticulado Complementado}
Um reticulado I € dite complementado se para todo clemento de
I existir wm elemento z’', chamado complements de 7 tal que

sV =leaxAz =0

Definicio : (Reticulade Completo)
Um reticulado ¢ dito complelo se todo subconjunto R de L possuir um supremo,

ou equivalentemente, possuir win infimo.
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Se

1.11.1 Algebras Booleanas

_Uz.n reticnlado distributivo, Hmitado e complementado 4 chamado de
Algebra Booleana. Pode-se mostyar que wuma Aigebm Booleana o comple-
mento é sempre fnico. Dado que a .ei}gebra. Booleana possui duas operagdes
bindrias {A e V} e uma operagac undria {o complemento "), e duas unidades

(0 e 1), ela é algébricamente tratada como sendo a sextapla

(-Eﬂ. Ay V\.{ . 01 ])

Uima Algebra Booleana de dois pontos 0,1, com 0 < 1, é uma Algebra
Booleana das mais importantes, desde que ela é a base 16gica dos camputadores
digitals atuais, que serve de base para o processamento de informagdes .

Uma A lgebra de Heyting é nma sextupla
(LA, =,0,1)

onde {L,A,V,=,0,1) é um reticulado limitado e distributivo, e = é uma
operagio bindria, chamada fmplicacde , em L satisfazendo as seguintes

condighes :

Hi.z2=a=1

H2 {(z=y)ry=y

H3, zA{z = y)=zAy

H4. e = (yAz)={z =y A {z = 2}

H. (sVy)=>z={z= 2)A(y=> 2)

(L,AV),0,1)
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for uina Algebra Booleana, e se 2 = b for definido como sendo a'vh, entao

(L,V, A, =,0,1)

¢ wma Algebra de Heyting. Note que para transformar uma Algebra

Booleana em numa fi?gebm de Heyting, definimos a operagio =

de mode andlogo a equivaléncia ldgica entre a implicagdo material
Se a entdo b

e a4 sentenga

{nica)oubd

no Caleulo Proposicional,
1.11.2 Sistemas Especialistas Tradicionais

Os si_éte::.n as Especialistas Tradicionais considerados nesta seqio so os siste-
mas de produgde de inferéncias, usualmente referidos na literatura de inte-
lighncia Artificial como Sistemas de Producdo . Seu objetivo é a produgio
de inferducias nio trivias sobre proposigbes que representem nosso estado de

conhecimento da realidade.
Os sistemas de producio produzem inferéncias baseados em:
1. Conhecimento adquirido e representado através de regras e armazenados
e wina base de conhecimento (BC)

2. Um ou mais mecanismos de inferéncia Jogica {Tais como Modus Ponens,

Modus Tollens e o Principio de Resolugdo de Robinson);

3. Conhecimento a respeito dos valores verdade das varidvels de estado re-

presentativas das realidade.
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A aplicabilidade desta classe de sisternas dd-se em problemas aonde:

s Existam relativamente poucas varidvets de estado envolvidas e estas, além

de hem conhecidas devemn ser ohjetivamente mensuridvels:
) 3

e Asrelaches ndmicas entre as varidveis de estado (regras) devem ser nitidas

e conhecidas com exatiddo (conbecimento total da realidade).

Note-gse que a escolha do mecanisimo de inferéncia apropriado dependerd de qual
seja a aplicacio desejada.
1.11.3 Estratégias de deducio classicas dos sistemas de
producao

Entre as estratégias de dedngio {inferéncia ou produgdo ) cldssicas em

sistemas de produgdo , destaguemos aqui as duas mals usuals:

s Incadeamento para frente

e Pncadeamento para tras

No caso do encadeamento para frente, percorre-se o banco de regras sequencial-
mente, instanciando-se o valor da varidvel consequente como verdadeiro se o
antecedente da regra for uma expressio verdadeira naquele estdgio de conhe-
cimento do sistema até que nenhuma regra mais possa ser utilizada.

Isto eqn‘ivaie a aplicacio da regra de inferéncia de Modus Penens, pois se for conhe-
tido, a partir da realidade {ou por dedugiio durante o processo de inferéncia),
que a varidvel A possua valor verdade verdadeiro e que como as regras conti-
das na base de conhecimento sao sempre verdadeiras, entio podemos deduzir

através de
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De medo andlogo, teremos a aplicacio de Modus Tollens na cstratégia de en-
cadeamento para trds, percorrendo-se 0s consequentes das regras da base de

eonhecimento e instanciando-se os valores verdades das cldusulas antecedentes,

Deste modo, podemos considerar os sistemas de producio comoe uma aplicacio

direta do processo dedutivo da Logica Cldssica.

Virias simphificagdes podem {ou foram feitas) na dindmica dedutiva do processo
de inferéncia, através da representacio das proposiches em termos de sunas
expressoes booleanas, redugdo de complexidade e aumento da eficiéneia por
meio da otimizacio das sentengas booleanas resultantes (malores detalkes so-
bre esta abordagem encontram-se em {Cara e Blinder, 1993)) ou ainda por

meig de estratégias de busca em grafos e drvores (Rich,1988; Winston,1988).

Note-se ainda que, apesar destas estratégias representarem uma otimizagio do fer-
ramental dedutivo, elas nfo alteram em absolutamente nada sua esséncia,

on seja, ndo sao alterados os processos formais de dedugio e representagio do

conhecimeanto, apenas obtém-se com isto mathor performance.
1.11.4 Agruras dos Sisternas Especialistas Tradicionais

Fmbora os sistemas especialistas tradicionais tenham uma vasta gama de
aplicagies , eles possnem severas restrigdes ao seu uso na maloria das aplicaches

priticas, por exempio:
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& As varidveis de estade devem ser nitidas, decidiveis entre verdadeiro ou
falso. Isto implica que devemos ter pelo menos uma varidvel para repre-
sentar cada categoria de valores reais que a varidvel de estado possa assu-
mir; além disto, devemos ter uma regra para cada estade que esta varidvel
possa assumir. Isto nos leva a um anmento exponencial das necessidades

de armazenamenio e processamento para a resolucdo de problemas reats.

s O processamento nos sistemas especialistas tradicionais é efetuado de
mode sequencial, onde apenas wna regra é considerada a cada instante.
Isto implica na necessidade da utilizagdo restrita ds varidvels nfo depen-

dentes, 0 que nem sempre € possivel e casos reais.

¢ Impossibilidade de representagdo de conhecimento adguirido de {forma
natural. Isto se d& basicamente por duas razdes: As regras sio inflex{veis.
Huguisticamente, o que implica na necessidade de wma rogra para cada
valor lugnistico possivel de ser assomido pela varidvel (uma restricio
praticamente impossivel de ser cumprida) e do eventnal funcionamento
“ildgica” dos raciocinios naturais {que levam alguns sistemas formals a
deduzirem “logicamente” através de suas regras de inferéncias légicas,
_racioczf nins absolntamente ndo intuitivos e anti naturais, causando assim

discrepincias entre o resultado esperado da inferéncia)...

Podemos ainda continuar nossa rel agdo de restrigdes como o problema da resolucio
de conflitos entre duas regras de conhecimento conflitantes entre si, a nio mo-
notonicidade da Légica Natural, a dificuldade de tratamento de contradigdes
e tantog ontros fendmenos correntes em sitnagée; usuais na pratica. Note qué

estas Testriches ndo inviabilizam a utilizagio de sisteinas especialistas, sendo
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que vestringem a classe de suas potencials aplicagdes |

Mals ainda, existem estratégias para a manipulagdo de incerieza em Sistemas
Especialistas {a segunda geragko ), em sua maloria utilizando os chamados
fatores de certeza ¢ inferéncia bayesiana para derivar o grau de “prebdabilidade

de verdade” de determinada proposicio .

Todavia, suponde que nio precisemos discutiz a questdo clissica da validade e da
aplicabilidade da inferéncia baysiana, a interpretagio de {ais resnltados torna-
se ambigua na maioria dos ¢asos, como por exemplo a ilustragio de Zadeh {em
“Fuzzy Logic in the management of uncertainty” (Zadeh, 1993)):

Jodo possui dlcera duodenal (FC=0.3)

onde a interpretagio do resultado (¥F(=0.3) poderia significar: a) Que Jodo possui
Gleera duodensl com graw 0.3 (7} b) Que a probabilidade (77, pois ter{amos
giie ‘snpm que 0 experimento é repetivel, e ainda por cima infinitas vezes) de
que Jodo possua dlcera duodenal é 0.3; ¢} Que a possibilidade que Jodo tenha

filcera duodenal ¢ 0.3,

Estenderemos agui o exemplo de Zadeh, de modo & torna-lo mais didatico ainda,
realizando a prescrigio de remédio para fleera duodenal de Jodo, dependendo
de gqual interpretacdo acima seja aceita. Se aceitarmos a interpretagio (a)
{derivado do Sistema especialista de Diagndstico médico MYCIN), perscreve-
remos remédio em grau 6.3 (tomar 3/10 da dose usual?); se aceitarmos {b),
diremos & Jedo para fomar a dose normal do remédio 3 a cada 10 dias (1);
Se dceitarmos a nfio aditividade ¢ independéncia dos eventos da vida {e da
ciinica médica) entio obsérvaremos tﬁxé a possibilidade {c} de que Jodo possua

dlcera duodenad é constderdvel, porém baixa, e buscaremos o valor da possidi-



lidade resultante da aplicagio de outras regras, que em sendo mais pessiveis,
serdo o diagndstico mais provduc] para o caso, receltando assim o tratamento
usual para as enfermidade de Jodo {e, talvez, para a felicidade’ de alguma

Maria...).=

P¥elicidade ¢ wma varidvel Tuezy (M) {veja [Ldgica Farzy como fator de sintese],
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Capitulo 2

Representacgao do
Conhecimento através da
Teoria Fuzzy

Neste capitulo apresenfarcmos uwm resumo dos principais resultados e
aplicagbes da Teoria Fuzzy aos sistemas especialistas no periodo de 1965 a

1943.

Nao serd nosso objetivo considerar todos os resultados, senfo apenas os princi-

pais deles relacionados com os processos de inferéncia fuzzy, cujos enunciados

necessarios a este estudo serdo o assunto deste capitulo.

Como exemplo de aplicacio dos conceitos envolvidos neste capitule, faremos uma
representagdo dos conceitos de fitosociologia através da Teoria Fuzzy, a gual

serautilizada como base para os exemplos de inferéncia nos capitulos seguinies.
2.1 Teoria de Conjuntos Fuzzy

A Teoria de Conjuntos Fazzy € nm dos elementos centrals a toda a Teoria

Puzzy. A elegincia de suas operagfes , associada a uma grande simplicidade
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ihe proporcionam o papel de servir como vinculo para diversos pomios distintos

desta Teoria, entre o5 quals a Logica Fuzzy,

Apresentaremos nesta secho nm resumo dos principals elemnenios da Teoria de

Conjuntos Fuzzy?, necessirios aos desenvolvimentos seguintes.
2.1.1 Conjuntos Fuzzy

Um conjunte fuzzy A de vm conjunto universo I/ é definido como o conjunto
de pares ordenados {u, pa{u)}, v € U, no qual pa(u) é o grav de portinéncia
do elemento u ac conjunio A e seu valor jia{u} reside no intervale [0,1]. A
fungdo g : U — [0, 1] é chamada fungdo de 3‘){:"?"2(-1-.?.1{??1{.'5{! do conjunto fuzzy A,

e caracteriza o conjunto fuzzy A4 atravé da notacéo :

A= /{I palu)fu (2.1}

ou, se {7 for finito, U = {uy,up, ..., tin},

n k1
A= Z;.&A('ui)!'d-i = Zﬂr‘-[ui (2'2)
=1 :

1=
O suporte Supp A de um conjunto fuzzy A € o conjunte de pontos em U que

possuern grau de pertinéncia ndo nulo.

A allure de um conjunto fuzzy A é o valor supy ga(u). Um conjunto fuzzy é dite

normal se sna altura for ignal a 1.

YA despeito da observagio feita por Kauflwan, de goe conjuntos sio sempre ordindrios ¢ de gue apenas
podem existir subconjuntos fuszy, serd ntilizado o termo conjurde fuzzy de modo indistinto comoe encontranios
stualmente na Hteratura, em contraposicao acs “subconjuntos fuzzy” da metade da década de 70,
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Denotaremos ¢ conjunto de todos os conjnntos fuzzy no conjunto universo ¥ por

F(U) (ainda encontra-se na literatnra D(7) ou ainda 2P0,
2.1.2 Operacgoes entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B dois subconjuntos fuzzy do conjunto universo U, ¢ assumindo
que eles sejam caracterizados pelas fungdes ua e pg. Apresentaremos primei-

ramente as defini¢des ligadas as relaghes de igualdade e inclusdo:

Igualdade e Inclusao

Iqualdade {A = B) ocorre <& (Yu € U {pua(u) = pg(u)].
Fnclusio (A C B) ocorre & (Vo € [N )[joa{u) < pplu)]
Operagbes basicas usuais

Algumas das mais comuns operacdes usuais entre conjuntos fzzy sfo definidas

COINO SOZUR]

s O Complemento de um conjunto fzzy A, denotado por A4 ou 4/, é

definido pela fungo de pertinéneia

poalu) = 1= pa(u) (2.3)

s A Unido AU B de dois conjuntes fuzzy A ¢ B é definida como sendo o

menor conjunto fuzzy que contenha 4 e B simultaneamente:

aus(n) = max(ua(u), me(w)) = jia V s (2.4)

45



o A Inlorseegdo ANE de dois conjuntos fuzzy A e B & definida como sendo

o maior conjunto fuzzy que contenha 4 e B simultaneamente:

pans(u) = min(pa(u), ps(u)) = a A s (2.5)

» O Produto A.B de dois conjuntos fuzzy 4 e B é definido pela funcio de

pertinéncia

paplu} = paln)pp(e) (2.6)

Qutras operagdes entre conjuntos fuzzy utilizadas

As segnintes operacoes entre conjuntos Tuzzy nio possuent operacdes equi-
“valentes na teoria de conjuntos nitidos. Uma discussao mais detalhada
sobre a semantica de tals operagdes serd efetuada mais adiante, na seqio

referente a Logica Fuzzy prépriamente dita.
— Sema-limitada {®) de dois conjuntos fuzzy A e B & definida pela

funcin de pertinéacia

#aps{z, ¥} = min(1,palz} + pp(y)) (2.7}

— Poténcia de um conjunto fuzzy, Seja A uin conjunto fuzzy 4 C U.
A m--ésima poténcia do conjunte fuzzy A™ ¢ definida pela funcio

de pertinéncia

pam{) = [ )], Vu e U, m e |B* (2.8)



— Normalizagdo , norm(A), de um conjunto fuzzy A é definida pela

fungho de pertinéncia

p‘ﬁ.urm{fl}(u} = f"‘fi(ﬁ)/%}ea‘f(#}i(v)}- (29)

Este operador € ulilizado para tornar conjuntes fuzzy nio-normais
em conjuntos fuzzy normais, assegurando que exista pelo menos wm
elemento u tal que pug(u) = 1.

~ Dilatagdo , dil{ A}, de um conjunto fuzzy A é definida pela fungio de

pertinéncia

paigay(n) = \/;;(;5 {2.10)

{J uso deste operador resulta num aumento do grau de pertinéncia

dos elementos do daminio. Isto significa que quanto menor o grau de

pertinéncia de um objeto 2 ao conjunto A, malor serd sua pertinéncia

noe conjunto modificado, significande uma, relaxagdo das restricbes
com ralagio ao conceito fuzzy A.

— Conlragdo , con{A}, de um conjunto furzy A é definida pela fungao

de pertinéncia

,u'cms{A}(u) =E ,ufq(ﬁ) (21])

Este operador funciona de modo inverso ao operador de dilatacio .
Sua utilizagio resulta num aumento da restrigio dos graus de per-
tindnicias dos elementos do conjunto. A perda de grau de pertinéncia
dos elementos serd tanto menor guanto mais préxime de 1 for a per-

tinéncia do elemento.
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~ Intensificagdo | int(A), de wm conjunto fuzzy A4 ¢ definida pela fungio

de pertinéncia

2% () se 0 < plu) < 0.5

fingay{u} = L2012 ps(u))? se 0.5 < p(u) < 1 {2.12)

O uso deste operador resulta numa diminuigdo do gran de pertinéncia
dos elementos gque forem menores que 0.5 e nun anmento do grau de

pertinéncia daqueles que forem majores.
2.1.3 Operagdes Generalizadas com Conjuntos Fuzzy

Quande Zadeh elaborou a Légica Fuzzy, seus principais operadores
eram ¢ maxime e o minimoe, respectivamente relacionados com os opera-
“dores “OU” e “E7 da Ligica Classica. Desta maneira assegurava-se que
a Légica Fazzy seria uwroa extensio da Logica Classica. Porém os pes-
quisadores em Légica Fuzzy observaram que o Raciocinic Aproximado
poderia utilizar-se de nma série de ontras semanticas relevantes para a
conjuncio e disjun¢do {(Zimmerman e Zysno, 198{); Greco ef ali., 1984;
Gireco et all., 1987).
Como observamos portanto, as operacdes de interseccio , unifio e com-
plementacio podem ser definidas de mais de vm modo, além daqueles
definidos em 2.1.2 [2,111,112,181,189]. Os diferentes métodos sdo resul-
tado de propriedades semanticamente desejdvels para os conjuntos fuzzy
resultantes de tais operagtes .
Em [189], Yager definiu operadores generalizados de intersecg@o ¢ unido

como sendo uma familia de fungdes dependentes de parAmetro;
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fau,s = 1 —min(3,{{1 - pale})? +{1 — pa()PVFY, P2 1203

i

H AR B 1 - min{L, {{pale))? + (up{e)")'/7), P 2.4

Como notado em [189], o tamanho do parfmetre p serve como medida

“de “quaoc rigidas” se requer que sejam as operagles acima.

Normas I e Conormas T

Dubois e Prade [idem, 1982] introduziram o conceito de Norma T
{norma triangular} e Cenorme T (co-norma triangular} na literatura
fuzzy, tomado da estatistica [ e Skliar, 1963], para lidar de uwm ponto
de vista abstrato com estas outras semanticas das operaqdes de con-
juncac e disjuncho , constitnindo-se na abordagem mals geral pos,«;’;ve]
para definir-se as referidas operacoes .

_As normas triangularss sio definidas axiomaticamente como segue

(143,144],

Normas T

Definigio Norma T
Uma Norma T triangular € uma fungio real de dois argumentos cujo

dominio & o reticulado unitdrio [0,1] x [0, 1], e que satisfaz as condigdes :
at 7(6,8) = 0, T(z,1) = T(1,z) ==  {condigdes de contornn)

BYT{z,y) <T{w,z)sez<wey<z (monotonicidade)
c) T{x,y) =T{y,x) § {commtatividade)
&) T{e, Ty, 2)) = T(T(x,y),2) ~ {(associatividade)



Sejam A e B dois conjuntos fuzzy de nm mesmo universe de interesse
1. A funggo de pertinéncia da intersecgio dos dots conjuntos {gang ) pode

ser definida através de uma fungio N, definida por

pans = N{p4, pp) (2.15)

onde N é uma Norma 7. £ ficil ver gue uma Norma T’ satisfaz as
condigoes desmjdvels & operagio de interseecio de conjuntos fuzzy, ou
ainda o “E" logico. Portanto, a operacio de interseecdo de conjuntos
fuzzy pode ser gemeralizada atravéds da Norma 7. Em particular, 0,

“pode ser definida em termos da norma T correspondente.

Exemplo das principais Normas T

operador) norma, wj
minimo min{z,y) E
produto (.9}

T Jwax(@,z+y - 1)

A maior norma T é a norma do maxime e a menor é

a, seb=1,
Twle,by= g b, seaw=l, (2.16)

0 caso contrario.

Desigualdades Importantes das Normas 7' - Para as Normas

T valem as seguintes desigualdades:

To{z,y) S max(bz +y — 1) € vy < min(z, y} {2.17)

Mais ainda, para qualquer Norma T vale
Tz, 3;") < T(&:} ?}) < T}’iiﬂ(ﬂ!, :!'j) ' : (2'18)
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Normas 7T Arguimedisnas - Uma Norma T arquimediana sa-

tisfaz também a sexuinte propriedade
T{(z,2} <z
seguindo dai que T deve ser da forma

Tiz,y) = )+ fly)

(2.19)

(2.20)

onde f:[0,1] ~= {l.ocle f! é a psendo inversa de f. O produte é uma

Norma T arquimediana, e pode ser caleulado se £ for a funcio logartmo
] €]

e f~ for uma funcio poténcia. A fangio f é chamada de gerador aditive

de T\

Conorma T

Definiremos uma Conorma T da seguinte formas:

Defiulcio Uma Conorma T triangular (ou Normae 5) é nma fungio

real § de dois argumentos cujo domfnio é o quadrado unitdrio [0, 1]x[0,1],

e que satisfaga as condigoes :
a) §(1.1) =1, §(r,0) = S{0,z) =2 (condigdes de contorno)

by Sz < Slwsyser Cwey<z {monotonicidade)
¢y Sta,y) = Sy, ) {comutatividade)
dy Sl 5y, 2)) = 5(S(x,9), 2} {associatividade)

E igualmente ficil ver que a Conorma T satisfaz as proprieda-

des desejadas para a unido de conjuntos fuzzy e para o "OU” légico,

generalizando-os portanto,

"Em particular, U, pode ser definida em termos da norma S correspon-

dente.



Correspondéncia entire as Normas T e §

Qualquer Norma § pode ser gerada a partir de uma Norma 7

utilizando-se a seguinte transformagio
Sla,y)=1-T(1—=z,1~y) {2.21)

Deste modo, a transformacio entre as Normas T e suas Normas

associadas ficam da seguinte forma:

min{z,y) -~ max{x,y)
z.y — zty—zy {soma probabilistica)
max{0,z +y — 1} ~ min{l,z + y) {soma limitada)

2.1.4 Niimeros Fuzzy

Nameros Fuzzy sdo conjuntos fuzzy definidos de forma especial no
conjunto universe . A principal caracteristica distintiva dos nimeros
fuzzy ¢ a de gue sua fngao de pertinépcia possni uma forma carac-
teristica, correspondendo d.e alguma forma a propriedades semanticas
desejaveis destas fungbes , e que podem. ser representados de forma Gnica
através do conjunto reduzido de pardmetros utilizados para sua geracio.

- A maioria dos nimeros fuzzy pode ser definida através de uma quadrapla
de nmimeros reais {a,b,c,d), onde a funcio de pertinéneia gy de um
numero fuzzy N deve ser conlinua por partes e satisfazer as seguintes

propriedades:

1. py R — [0,1] ¢ continua em R;
2. (Vo € (—oo, c)lpn(a) = 0]

3. pn- € estritamente crescente no segmento [e, al;
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8. (V2 & [a, B ien(z) = 1
5. pn 6 estritamente decrescente no segmento {b, d);
6. (Vo £ [d, +oo)pn(x) = 0).
A guantidade {a + &)/2 é chamada de valor médio do néimero fuzzy N.
Quando a = b entio o nimero fuzzy N ¢é caracterizado pela propriedade
de ser “aprovimademente g7,
Os nbmeros Tazzy provéem um ferramental basico para a construcio de
modelos nas aplicagbes reais. Devido a isto, tem sido crescente o interesse
e o nimero de publicacdes sobre o assunto.
Veremos adiante gque os tipos de nfimeros fuzzy utilizados nas construghes
de modelos é que permitirdo a garantia de satisfagio de determinadas

propriedades semanticas em modelos de inferéncia fuzzy usual.
2.2 Teoria da Possibildade

Uma fungiio #y(u) : U - [0,1] que associa a cada v € U um nimero,
Possibilidade{z = u}, é chamado de funcio de distribuigdo de possibili-
dade para 0s valores da varidvel z. Sobre o conjunto de todos os subcon-

juntos de U, esta fungio define uvma medida de possibilidade My
(YFCUIIx(F) = sugwx(u}] {2.22)
uf '

Sob a condigho {du € Uxdu) = 1}, a medida de possibilidade Hy
satisfaz os seguintes propriedades:
LI (@) =0, H (N =1,

2. Wo(UierAs) = supiey I (A;) para algum conjunto de fndices 7.
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Porém, podemos citar entre suas principais distingdes das referidas me-

didas as seguintes propriedades:

— A medida de possibilidade n&o é aditiva. Isto significa que sna soma
nao estd restrita a nenhum valor particular. Isto também ndo quer di-
zer que obteremos uma medida de probabilidade normalizada através
da distribuicio de possibilidade. Veremos algumas distingdes adi-

ante.

Procuramos considerar a Teoria da Possibilidade como unidade auténoma
que possul seus préprios principios. Estes principios foram distribuidos
¢ espathados em diversos trabalhos, mas podemos considerar dois deles
como basicos: o de Minima Especificidade e o de Conthinagio / Projecio.
Devemos notar que as medidas de possibilidade sio win caso particular
das medidas fuzzy de Sugeno {Banon, 1977) , entre as guals podemos
'distinguir as medidas de probabilidade, de credibilidade & wm nimero de
outras (para maiores detalhes sobre este assunto, existe extensa ¢ acessivel
bibliografia tal como {Sugeno, 1974, Bavon, 1977; Dubois e Prade, 1980,
Bassanezi, 1987; Gerdnimo, 1988; Barros, 1992).

Facamos, todavia algimas consideragdes a respeito das propriedades mais
importantes desta medida, & de suas distingdes com as medidas cldssicas

de probabilidade e credibilidade.

Teorias da.Prehabilidade, Possibilidade e Medidas de Incertess

‘Nesta seq@o buscaremos fazer algumas comparagies da Légica Fuzzy na

Gptica da Teoria da Possibilidade com a Teoria da Probabilidade, fonte



de constantes confusbes semdnticas. Também procuraremns mostrar que
as medidas fuzzy Incorporam e generalizam algnmas outras medidas de
incerteza. Em particular, as medidas de credibilidade de Shafer e as medi-
dag de credibilidade consonantes de Shackle. Isto prové nma justificativa
clara ao uso de medidas de possibilidade em sistemas especialistas.
Na Teoria de Probabilidade Clissica, a adicdo de probabilidades no raso
continuo depende do desenvolvimmento de wma teoria de j nhegracio cujos
-limites sko livremente intercambidveis com as integrais {somas Infinitas),
e isto é dependente de slguma teoria de medida.
Uma medida de probabilidade é uma funcdo # nnma --dlgebra (geral-
mente considerada como o conjunto-poténcia de algum counjunto} F(X)
em [0,1], satisfazendo as seguintes propriedades:
{(MP1) n{X) =1,
{MP2) Para toda sequéneia disjunta de conjuntos 4; em P{X}
L]
([ Ay= n(A)
H1=¥ & fl
onde IV é o conjunto de wimeros naturais, Claramente, #{f) = (.
Se relaxarmos a condigdo de aditividade, poderemos definir uma medida
fuzzy como uma funcdo que satisfaz as seguintes condigdes
(MF1Y x(§) = 0, 7(X) = 1;
(MF2} VA, B € P(X),se AC B entdo n{A) < n{B)} {menoto-
nicidade)
{MF3) Se vie IV, A € P{X) e {A:} ¢ vma sequéncia Iziﬁ'zuitﬁna

{A1 € A2 C ... C A, C...) entdo
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Hm w{A) = v lim A Y continuidade)

Fadesn e
Uma madida de probabilidade é, portanto, uma caso particular de medida
fuzzy.
Uma medida de credibilidade ¢ uma medida em X para a qual vale
(MC1) ={#) = 0;
(MC2) (X)) =1 A P(Xje0< 2iA) < L

(MC3) VA; € P(X) temos

T

T(AjUAU. . UAL) > 5w Ag)— Y w(AnA)+. . A{=1)" (A nAgn..

(=3 1]

onde r{ A} & interpretado como o grau de credibilidade gue wm elemento
pertenca a dado conjunto A. Desde que w{A4) + #(~A4) < 1, uma falta
de credibilidade em # € 4 ndo hmplica necessariamente numa credibili-
dade mals forte que ¢ € 1A, A medida de probabilidade ¢ uma medida
de eredibilidade, ¢ uma medidade de credibilidade € wma medida fuzzy.
Medidas de credibilidade sio discutidas por Shafer.
Shackle definin um caso especial de medida de credibilidade chamada
funchio de credibilidade consonante onde 7( A) € interpretada como sendo
o grau com o qual algudin se surpreende ao deparar-se com o fato z € A.
As condigbes sdo:

(MCC1) 7,(0) =0, 7{l/) =1,

{(MCC2) m (AN B) = win{7( A} N #{B}).
Uma payti{‘:tﬂarizagéo da f!.mg.ﬁ\o.de c.1'ed.ibi].ida,de consonante sdc as me-

didas de certera, as quals satisfazem
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(MOTIY3C C X tal que n{A} = 1se C C A en(A) = 0 caso
cartTario.
Dempster e Shafer introduziram a medida de plausibilidade a qual é uma
medida que satisfaz
(MPI) {8) = 0,7(X) = 1;
(MPI2) A € P(X)e 0 < n(A) < 1

{MPII) V4; € X temos

r( AN AN 0AR) 2 Y w1 (A=Y w(AUA )+ A1) (A UAU.

i=1 14}

Aplicaghos das medidas de credibilidade em pacotes de Inteligénceia Ar-
tificial sdo encontradas no MYCIN, EMYCIN e no shell ESE da 1BM,
Tadas =30 similores, mas ndo dénlteas hs vistas acima, Em particular,
alas variam no intervalo [-1,1] ao invés de [0,1]. Elas também nio admi-
tem cdleulos de distribuigdes , assim como as apresentadas aqui,
Por dltimo, definimos a medide de possibilidade conforme sua apre-
sentacio original por Zadeh, como medidas nas quais valem

(PSZL im0y =0, m{U) =1,

(PSZ27 para qualquer familia {4;} de subconjuntos de X,

7(U; Ai) = sup; w{A).
A medida de possibilidade pode ser transformada numa medida de credi-
bilidade incluindo-se algumas condigtes . A medida de possibilidade em
X finite é uma medida de plausibilidade, que por sua vez ¢ nma medida
Tuzzy.

As provas das relagfes de inclusdo de medidas podem ser encontradas,
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sem excessio, em {Dubois e Prade, 1980}, de modo gue € desnecessdrio
transcrevé-las agui,

Como consideragfes adicionals, notamos gue Dubois e Prade afirmam,
por analogia & Logica Modal, que podemos interpretar a fungao de credi-
bilidade consonante como sendo a noglo dual de medida de necessidade.
Mais ainda, utilizando-se medidas fuzzy é possivel desenvolver uma teoria
de integragio (desenvolvida pioneiramente por Sugeno em 1974 (Sugeno,
1974}), possibilidades condicionals e obter resultados anglogos fuzzy ao

Teorema de Bayes,
2.2.1  Varidveis Linguisticas

Considere a proposigio :

“esta amostra & levemente deida”

Ela ¢ uma expressio usual em linguagem patural. Mas gual é o seu
significado 7
Se consultarmos, por exemplo, em (Gargantini et ali, 1870) encontrare-

mos a seguinte definicio :

— Se pH < 5,0 entdo a amostra é forlemente drida

|

Se' 5,0 < pH < h 5entio o amostra ¢ deida

Se 5,5 < pH < 6,0 entio a amostra é medignamente deide

Se pH > 6.0 entdo a amostra é levermernde deida

Mas uma amostra cujo pH for 5.995 serd quase tao fevemente Acida

quanto uma amostre de pfl = 6.005, mas sua classificacio incidird na
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categoria dcido. A implicagao desta classificagio para efeito de tomada
de decisio pode ser catastrofica, pois podemos gastar milhoes de ddlares
em fertilizante para prepararmos um solo levemente dcido, proprie para
gma culturs desejada, com um solo quase tao levemente dcido, um mero
problema de linguistica.
Porém, haveria outra possibilidade de representar estes conceitos de modo
mais apropriado ?
Bem, é certo que numa faixa proxima de pH = 6,5 o solo serd levemente
#ecido, sem nenhuma divida, por exemplo, entre 6,25 e 6,75. Mas, nas
fronteiras deste conceito, apenas podemos afirmar que cada elemento
possti uin grau de pertindncia cada vez menor ao conjunto em relagdo ao
senr antecessor , de modo gue ao alecangar determinados extremos {como
abaixo de 5,7h e acima de 7,25) o conceito certamente nao se aplica.
Isto nos remete diretamente a alguns conceitos vistos anteriormente,
como medida fuzzy, distribuigio de possibilidade, ndmero fuzzy, etc. Po-
"demos representar a nogio de conjunto levemente dcido através de uma

distribuicio de possibilidade {uma vez que seus elementos devem possuir
apenas propriedades de mensurabilidade através de medidas fuzay), com
as seguintes caracteristicas:

-— ?TLA{IL'} o 1!(‘0":!:'{5.25 <z < 6.75),

— mpa{r) é nma fangio decrescente entre [5.75,6.25] e entre [6.75,7.25],

— fora dos extremos {abaixo de 5.75 ¢ acima de 7.25) o conceito nao se

aplica.

Observe que esta nogio corresponde eralamente a um nimero fuzzy
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‘F{5.75,6.25,6.?5,7.25), que ¢ gerado pela distribuicao de pussibilidade
4 = pr(z), (Yo € U), onde LA é o conjunto de objetos gue possucm
{ou potencialmente possuem) a propriedade de serem levemente dcidos
(um conjunto fuzzy). Portanto, aos elementos de LA poderemos atribuir
a eles o rétulo linguistico {(nome} levemente 4cido.

Portanto, nma varidvel fuzzy oferece umna restrigdo flexivel dos valores do
dominio gue podem ser assmnidos por wma varidvel # quando seu rdiulo
linguistico for u.

Formalmente, uma varidvel linguistica fol definida originalmente por Za-

- deh da seguinte forma:

Definicdo Uma Veridvel Linguistice é caracterizada por ama quintupla
(X, 7(X),U, G, M) (2.23)

onde X é o nome da varidvel; U é o Universo de Interesse; T(X) é o
conjunte de termos de uma linguagem natural ou artificials possfveis de
serem usados quando da descrichio de X; G é a regra sintdtica usada
para gerar os termos de T{X); e M é uma regra semantica que define
os significados de T{X). Esta semintica associa cada termo z de T(X)
com a varidvel-base u de acordo com a compatibilidade g, (u) com o
conjunto fuzzy T{X}.

Podemos representar oulros eonceitos difuses, como gradaces ¢ outros
nomes possiveis no conjunto de acidez, onde cada nome serd representado
por um conjunto fuzzy 7(X) definide pela restrigdo Rx(X) associada a

cada termo de P{X).
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Neste contexto, o valor real de » sujeito a T €

NGIAEN (2.24)

¥

Se o <1< fentho a; = pps

(314
T = Z ;LR($;)|T(:£;"} (2.25)
T{X)

cnde o e 8 sio valores no dominio da escala de acider [0,14].
Mas o conceito de varidvel linguistica nao seria uma redundancia aos
valores numéricos associados aos conjuntos fuzzy 7  Niao, os valores
lingufsticos sho cxpressdes em linguagem natural ou artificial que des-
crevem de modo abstrato alguma guantidade, que ¢ sutho determinada
por uma restricdo fuzzy num dominio de valores D omiveis, que &, por sua

vez, um conjunto fuzzy.
2.2.2 Moedificadores Linguisticos

Qutra Impertiante propriedade linguistica existentes entre os nomes
{rétulos) assaciados aos ebjetos € a capacidade de modificagdo linguistica.

Por exemplo, consideremos agora o significado da expressio

“osta mmostra tém nma acidez mais ou menox bajxa”

Ora, a aplicagio de mais ou menos ao nome acidez baixa modifica seu
significado. Serd que devemos entdo ter tabelas para toda a modificacio
possivel de nomes 7 Isto €, no minimo, impraticdvel. Porém, podemos
‘ utilizar as operagdes de conjuntos Tuzzy e as éisi‘rib‘uiqﬁes de ﬁo‘ssib.i]ida-de,

provocanda assim uma alteragio de sew significado;



Por exemplo, consideremaos qne o conceito acidez baixa seja um termo
bisico de T(z), definido eny termos do nlmero fuzzy B que o representa.
Entio o modificador maisx ou menes causa wma menor especificidade do
nome, aumentando a possibilidade de gue outros valores do dominio em
que se pode aplicar o nome acidez baixa sejam possiveis; considerando os
operadores de conjuntos fuzzy vistos anteriormente, um dos operadores
possivels de ser aplicado que cause a modificagdo desejada no conjunto

Afuzzy B & o operador de dilatagdo del:

Hyhaixalt) = dd (baixo) = 3“%3&}{0($)

Portanto, através da aplicaciio do operador apropriado, podemes modi-
ficar o significado dos conjuntos que representam os fermos bisicos de
mode a possibilitar a descrigdo de wm espectro muito malor de nomes

ol

+A dil{ Ay peafz) = p%3{2)
nio A | neg{A) pgo AlT) =1~ palz)

“Também é possivel escrever nomes bastante complexos como razoavel-

mente, alge, wm tipe de, atravds da composicio dos operadoras:

nome | operador

razoavelmente Alcon{norm(dil{cond)) e norm{int{con{ A))))

algo A norm{int{dil{ A) e int(dil{nao{ A}}))

£4 a1(4) () = 15%(2)
umn tipo de A norm(int{dil{ A) e neg{ 4)))

Convém lembrar que estas operagdes foram compostas de modo a possni-

rern a mesma intorpretiagio semantica em termos de ganho ou perda de
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pertinéncia dos elementos do conjunto, mantendo a ordem parcial. Ou-
iros operadores podem ser definidos para representar as relagbes acima
doscritas, dependendo da semintica que se estiver utilizando.

Uma das confusdes que ainda podem ser levadas em consideragio & em
relagio aos significados de muilo, mais, meneos, maior, pouce ¢lc.. por
exemplo, mais € menos podem ser representados através de translagdes
dos conjuntes fuzzy, da mesma forma que alto ou bueire, nio devendo
portanto ser confundidos com o modificador suito, que representa nm
aumento da restricio aos objetos pertencerem a categoria. Estas con-
{nsoes, emhora em malor grau de complexidade, lembram a discussao da
semantica apropriada (escolha de conectivos hindrios) na Légica Cléssica
“para a descrigho de frases lingufsticas, ndo sendo portanto, novidade es-

tarem também presentes aqui®
2.2.8 Aproximacfo Linguistica

(0 problema inverso de se atribuir um conjunto fuzzy a um rétulo
Jingufstico € o de se associar um rétulo linguistico dado um conjunto
fuzzy. Este procedimento é chamado de Aproximagde Linguistica (AL} e
foi proposto pela primeira vez em 1977 por Mamdani, para a utilizagio da
translagdo de regras em linguagem natural para aplicagbes em controle,
Usaremeos aqui a definigdo de aproximagio linguistica no sentido de Kac-
przyk (1986). O procedimentoe de aproximagdo lingufstica consiste em

atribuir ao conjunto fuzzy Y C U um r6tulo P* tal que



de(Y,M(P")) = pig de{Y, M(P)) {2.26}

onde de(¥ ,M({P)})} denota a distdncia euclidiana entre os conjuntos fuzzy
Y e Af{P) e o conjunto M(P) é resultante da aplicagio de um modificador
linguistico M sobre o conjunto fuzzy P.

0 termo P” na expressio {2.26) serd denotado por ALL(Y). Se houver
mais de um termo que satisfica {2.26), serd tomado o mais simples (que
contiver menor nimero de proposigoes elementares em sua composigio ).
Convém lembrar que outras medidas de distdncia (principalmente as me-
didas de similaridade e compatibilidade) podem ser utilizadas, conforme

3 CASG.E
2.3 Sintaxe e Semantica da Légica Fuzzy

A Logica Fuzzy ¢ a base da argumentagdo usando conceltos difusos {Za-
"deh,1673). Esta afirmac¢do geral pode ser refinada de vérios modos.
Nés consideraremos aqui o caso no qual os argumentos sdo construidos

atilizando-se como base a Teoria de Conjuntos Fuzzy.
2.3.1 Proposigoes Fuzzy

Por uma proposicdoe fuzzy entenderemos uma afirmacio da forma “x é 4™,
onde z ¢ o nome de um objeto e 4 é um conjunto fuzzy bo universe U7,
o qual & uma “restrigio flexivel” de U de modo a representar o conceito
difuso que caracteriza A. Por defini¢do , o valor-verdade numérico of A)

da proposigdoe “z ¢ A" ¢ igual ao grau de pertinénela pa{z).
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2.3.2 Propriedades das Proposigdes Fuzzy

Como vimos, podemos caleular o valor numérico das proposi¢bes que en-
volvam proposicbes fuzzy “x ¢ A® e “x é B” na qual 4 e B sfo conjuntos
fuzzy dos conjuntos universo {geralmente distintos) I7 e V. Tal valoracio
é definida {também geralmente) pelo generalizagio das férmulas conheci-
das da Légica multivalente (Zadeh,1988). Dal segue que o valor verdade
numérico das proposicdes compostas “2é Ae Bz é Aou B” e “a é
—~ A" sd0 os graus de pertinéncia do objeto 2 aos conjuntos difusos AU B,

ANBe A

v{AeB) = v{A) A w(B) (2.27)
v{AouB) = v(A) V v( B) (2.28)
{4}y =1-—-0(A)} {2.29}

Asgsim, a proposigio “x € A4 e B” define uma relagio bindria fuzzy no
y & Proposig ¥
produto cartesiano dos respectivos conjuntos universos,

A vroposicio ¥z & A” também possui win valor verdade Ungufstico {ver-
prog < p g .
dadeira, mais ou menos verdadeira, etc.) gque € um ndmero no intervalo
0.1}, Neste caso, o valor verdade da proposicio composta (gue serd de-

s > ¥ _
notada agui por »(A4)) pode ser obtido através dos segnintes principios

de generalizacéo

Hoaemy(t) = sup (;L-aa(A)(i)Mf-v(rs}(y)), - (2.30)

ey
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toiaonmy(t) = Sup (i3 (2) A sy {01, {(2.31)
TV Y

iat) = sup (nyay(2) (2.42)
=]
“Aqui as variaveis 1,7 e y tomam valores no intervalo {0.1].

2.4 Representacio da Linguagem
Fitosociolégica através da Teoria Fuzzy

Esta se¢do apresenta uma deserigio Idgica da tipolagia fitosociologien.
A vagnidao das unidades de vegetacio, referenciada por muitos autores,
temn sido explicada por meio de forramentas formals desenvolvidas pela
teoria de conjuntos fazzy.
A tipologia da vegetagio tem sido apresentada como varidveis linguisticas
do tipo de comunidade (1c). Um conjunto de suas varidveis linguisticas
" T;e contém nomes de sintaxas (como termos primdrios) ¢ alguns lermos
Compostos.
De acordo com a abordagem linguistica proposta, a id.{-.!ntiﬁ_e.a.gﬁb de comn-
nidades de plantas {fitocnenoses) € baseada emn sua composigao floristica
o consiste em atribuir o termo mais apropriado em 7y a esta fitocoenose.
Um procedimento denominado aprozimagde linguistica é entio utilisado.
As diferengas ldgicas entre taxa (tipos de plantas) e sintaxa (agrupamento
de taxas), e a aplicagdo da varidvel tc em sistemas especialistas também

sdo discutidas.
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2.4.1 Introdugao ao Problema Biolégico

Este trabalho lida com a usual inflexibilidade dos sistemas fitosociolégicos
gque provém da vagniddo dos neanes de sintaxa. Também é apresen-
tada aqui ama interpretacio ldgica da lipologia da vegetagdo usando
o caleulo da teoria de conjuntos fuzzy (TCF) introduzido originalmente
nas ciéncias da vegetacdo por Roberts (1986, 1988) e Feoli e Zucarelo
{1988),

A escoltha da TCF como base conceitual para a ciéncia da vegetagiao apa-
renta ser bastante apropriada. A TCF é particularmente 441} na descricio
de sistemas complexos {Zadeh, 1673), ¢ portanto para comunidades de

plantas.

Embora o presente trabalho vtilize og conceitos da TCF, referimo-nos (ao
contririo dos artigos citados) a vaguidio como propriedade da linguagem
na gual a vegetaghdo € descrita. Tal abordagem permite andlises dos
problemas associados com a teoria da vegetagio , 05 gquals ndo podem ser
razoavelmente esclarecidos sem que se diga nada sobre a lnguagem. Os
exemplos incluem: a identificacio de comunidades de plantas, predicio ,
a estrutura das generalizagfes fitosocioldgicas e, finalmente, o problema
dos valores verdade das proposi¢hes em fitosociologia. Tdentificacio de
comunidades de plautas consiste na selegio de nomes apropriados para
uma, dada fitocoenose, assume o conhechinento do significado de todos os
nomes de sinfaxa. Predi¢do & senpre algum tipo de inferéncia, ¢ portanto
ela consiste em dertvar vma certa proposigio de algum subconjunto dado

de outras proposicées . O problema da verdade apenas pode ser colocado

71



de modo razodvel quando a relagiio de certas proposighes & realidade
extra-linguistica {orem levadas em consideragio .
Com a reconstrugio formal da linguagem fitosocioldgica podemos iniciar

nossa andlise da tipologia da vegetagdo .
2.4.2 JYdéias Basicas

Na c.api.ni;?\.ca de muitos fitosociologistas, as unidades de vegetagdo nio
s30 classes {cordnutos nitidos} mas tipos, considerados geralmente como
“agrupmmentos” no espago abstrato de vegetagio . Intuigdes consistindo
na natureza dos 1ipos, em particular na sua vaguidio, foram verbalizados
por muitos investigadores, comor

3

— * ... 0 objetivo da sintaxonomia nao é o de proporcionar uma exaus-
tiva divisio em classes distintas, sendo a formagio de wm sistema
de mfe;_ré:‘uﬁia.s adeguado, permitindo a determinagio sistemdtica da
posi.gﬁ.ﬁ (ia. fitocoenose concreta . ... O conhecimento dos tipos e de
Suas (:a,ra..cteris.t:_'zca.s é requisito necessério a jidentificagiio prépria das
formas transacionais ou de casos extremos.” (Matuszkiewicz 1981}

— “...ogrupo de espécies diagnosticadas nem sempre é representado
em sua plenitude por gualquer amosira simples. De fato, podemos
encontrar wma série continwa de amostras com um ndmero decres-
vente de espécies diagnosticadas, daquelas de maior nimero, as quais
representam o nicleo do sintaxon, até amostras pobremente caracte-
rizdvels nas bordas do sintaxon, as quais ndo sio nitidas.” (Moravec

1989).
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N&o existem caracteristicas precisas dos aspectos formais da sintaxonomia
na lteratura, exceto pela afirmagio de Moravec de que o procedimento de
formagao dos sistemas de comunidades de plantas “estd em total acordo
com a tipologia légica generalizada por Hempel e Oppenheim”™ {Moravec
1989). Hempel (1965) escreven: * ...se o termo 7 é um tipo extremo,
‘n_m individuo @ nio pode ser dito T ou ndo-T; ac invés disto, a pode
ser “mais ou menos 7. Mas como podemos definir “malis ou menos”
de um modo objetive 77, Lembrando da solucio proposta por Hempel e
Oppenheim {1936} (veja também Hempel 1965}, Um tipo 7" é definido
especificando-se duas relagées bindrias: “ser mais T que” e ser “tio T
guanto”. Kles devem satisfazer certas condigoes formals: a primeira deve
ser assitnétrica e frausitiva, a dltima deve ser simétrica e transitiva e
as duas juntas devem satisfazer para cada par de objetos 2 ¢ b nma, e

somente wma, das segnintes proposigdes :
1. « é mais T gue b,
2. b4 mais T que a,

3. o é tio T quanto b.

Todavia, este conceito é apenas uma resposta evasiva as guestoes relevan-
tes relativas ao siguificado das expressfes da forma “e € mals ou menos
7. A vaguidao da frase considerada 4, de fato, ignorada por Hempel
e Oppenheim: as relagdes introduzidas por elas sdo nftidas | O coragio
da idéia em questdo £ o de erradicar as alirmagdes vagas do discurso ci-
entifico. Mas a reconstruclo da linguagem fitosodcldgica negligenciando

“a vaguidao de seus termos basicos pode levar a super-simplificacio . Isto
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deve-se ao fato de que frases imprecisas sio fortemente enraizadas no
discurso fitosocioldgico e possuem papel importante nele, como pode-se
inostrar a seguir. A interpretagdo logica da tipologia da vegetagdo gue
obedece mals fielmente ao espirito da fitosociologia mais do gue o conceito

de Hempel ¢ Oppenheim serd discutida a seguir,

Modificagées linguisticas dos nomes da sintaxa

Sera 1itil analisar inicialmente um exemplo ndo fitosocioldgico, Conside-

. remaos duas sentengas atdmicas:

1. Jodo é carcee

Estas proposiches possuem a mesma estrutura {sdo proposi¢des elemen-
tares tipo “x é P”, onde & é um nome prépric e P um predicado). A
palavra vaga “careca” é simplesmente win nome, enguante a expressio
“pals ou menos careca” é wm nome composto. A dltima expressao con-
siste no nome “careca” e na expressio “mais ou menos” gue .do ponto de
vista gramatical & um fantor formador de nomes. Uma expressio é nm
funtor formadeor de nomes guando ela se referir a um ou mais substantivo
simples de modo a formar nm substantive complexo, O funtor “mais on
menos” modifica o significado do nome “careca” tornando-o mais vago.
Retornando aos nomes da lingnagem da ciéncla da vegetagho , considere-
mos as proposiches synsistematicas nas quais fitocoenoses sio atribuidas

a sintaxas particulares:
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1. “a unica comunidade na reserva é Querco-Carpinetum stachyetosum
...” (Ferchmin)

2. “a maosira foi identificada ... como wn fragmento empobrecido de

Carici remotae-Frazinetum ..." {Falinski}

3. “...as comunidades discutida lembram muito Saliceum albo-fragilis”

{Polakowski}

4. “Esta amostra ...¢é uma forma transacional entre Carici-Agrostetum

e Veleriano-Caricetum flavae”. {Grodzinska}

5. “ ..o conjunto de todas as plantas cncontradas [na reserval nig
permite classificar a amostra como sendo Ficario- Ulmetum™. (Fer-
chimin)

6. “A comunidade dificil de classificar de alguma forma desenvolve-se
na declividade de mondanha Zuchowa”. {Trzcinska-Tacik et alli)

Nomes proprios de comupuidades de plantas sdo anctados em destaque;

il

sao as contrapartidas ao nome “Jodo” no exemnplo anterior. Alguns “ele-
mentos adicionais” (mbli'n.hazioé) fazem o mesmo papel semédntico nas
sentencgas b-e do que “mais ou menos” na proposicdo (1) eles modificam
o significado dos nomes de sintaxa. F evidente gue & proposi¢io (1} é uma
proposicio atbmica. Ja as proposigdes 2 — 6 sdo gramaticalmente mals
sofisticadas. Dle modo a tornar possivel a andlise formal destas sentencas,

podemos assumir gue elas possam ser parafraseadas {com a preservacic

“de seu contexto essencial) em sentengas atémicas

FoT
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onde f é um pome proprio da fitocoenose, e T denota ou o nome de um

sintaxon ou wm termo complexo contendo um funtor formiudor de nome e

um ou rmals nomes de sintaxa. As transformagdes sdo da segninte Torma:
7. | ¢ Querco-Carpinefum stachyetosum

8. f é um fragmento empobrecido de Carici remotac-Frasineium

9. f ¢ aproximadamente Saliceum albo-fragilis

10. f estd entre Corici-Agrostctum ¢ Voleriano-Caricetum fluvae
1%, f ndo & Fiario-Ulmelum
12. F ¢ indeternunado

Nas parafrases acima das seniencas 1 6 os nomes préprios foram denota-
dos por f, enquanto os funtores formadores de nome foran sublinhados,
Na sentenga 7 no termo T é simplesmente o nome do sintasxon. Nas pro-
posicoes 8,9 ¢ 11, T é um terme composto de nm modificador Hnguistico
e o nome de um sintaxon. Na sepfenga 10, 7 é um t@rm.i) construido por
am Tuntor formador de nome e dois nomes de sintaxa. O exemplo 11
‘mostra gue existem comunidades para as quais nde podemos atribuir a
uma sintaxa especffica. A tradugio da sentenga i? requer a inirodugdo
do nome adicional “indeterminado”,

Os exemplos apresentados nesta seqdo indicam que wma representagio
logica adequada da tipologia fitosocioldgica deve levar em consideracio
nédo apenas nomes de sintaxa, mas também os termos compostos que o
compbem e os funtores formadores de nome. Na secio seguninte, tanto
nornes simples quanto compostos serdo traduzidos na iingmagem de' con-

juntos fuzzy.
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2.4.3 Pressupostos Formais

Seja F' o conjunte de toda a taxa, isto &, da flora investigada na drea, e
P o conjunto de todas as fitoroenoses gue podem ocorrer na mesma drea.
Seja f a representacio do nome proprio de nma fitocoenose. Assume-se
gue F seja finito e P enumerdvel. Por simplicidade, suponhamos que
cada fitocoenose € caracterizada yvalitativamente (isto é, apenas a pre-
senca ou ausénoia das espdoies ¢ considerada). Podemos citar dois mo-
fivos para a validagao desta hipdtese: o primeiro € que pela escola de
Braun-Blanquet, as comunidades de plantas sfo reconheciveis pela sua
composicio florfstica; ¢ em segundo, as consideragbes abaixo podem ser
generalizados facilmente nos casos onde a cobertura, frequéneia on bio-
massa de cada espécie for considerada. A composigao florfstica das fito-
coenoses serd identificada como sendo uma fanclc FC de P no conjunto
poténcia P(F), isto é, o conjunto que contém todos os subconjuntos de

F
FC P — POF)

A Tuncdo FO associa a eada fitocoenose o conjunto de taxa que ocorre
om determinada Area. Denotemos por 4 o conjunto de m fitocoenoses
“descritas (um conjunto de m amostras) que servem como base da sintese
sintaxonérica nwna dada drea. Os clenmentos de A séo simbolizados por
@1s-. - am. E obvio que 4 C P. Suponha que n sintaxas {unidades abs-
tratas de vegetacio , simbolizadas por 84,...,8,,) foram distinguidas. O

conjunto de todos os nomes de sintaxa € denotado por § e seus elementos
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por S1..., 86 ..., 5, {ou simplesmente §); 5; € o nome do sintaxon §;.
A conmbinagdo de espécies caracteristicas FsCi U F, para i = 1,...,n,
serd ronsiderado na definicio do i-@simo sintaxon apresentado abaixe.

Consideragbes adicionais serdo ilustradas através do exemplo seguinte.
CAssumbmos que o conjunto A contenha 20 elementos, isto &, m = 20.
Suponha que 10 taxas a,...,J tenham sido encontradas nestas fitocoeno-
ses. A composicio Horistica de cada amostra € exibida na tabela 1; Por
exemplo, FC{ay) = { a,b,l}. Sejan =3, EsCy ={ abe}, FsCy = {
defgl, EsCy={ dehi}l.

Tulbcla 1. Tabela fitosociolégica estruturada a partir de 20 relevés

aritficials (al,... a20), nos quais 10 taxa {a,...,}} foram encontrados
59 WE AT RE AR 54 AT aN af aid a1l Al 818 214 a1b alf x17 aiR Al as0

a i 1101 3 011 1 t

b1 311 i it 1 b

5 i 17 1 3% 1 1ok )3

¢ 1 1 i 1 1 1 1 )3 1 i i

e 1 1 i1 1 1 1 1 1 1 1 1 I
i1 1 1 1 1 1 1 1

£ 1 111 11 1 1 1

h i 1 i 1 1 1

H ¥ 1 1 1 i 1
3 1 1 1 1 _

Varidavel Linguistica tipo de comunidnde

Intuicdes relacionadas a subjetividade da sintaxa e da suscetibilidade
dos nomes das comunidades de plantas aos modificadores linguisticos
devern ser formalmente expressos através da variavel linguistica referente
a tipologia fitosociolégica.

Varidveis linguisticas, conforine vimos anteriormente, sio uma guistupla

{conforme Zadeh 1975)

(v, T, A, G, M) (2.33)
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onde v € sen nowe, 7. & o conjunto de varidveis linguisticas, A é o
conjunto de todas as amostras, G € a regra sinfdtica nos quais os termos
T em 7;. 530 gerados, e M & a regra seméntica que atribui um conjunto
fuzzy a cada terino em 7.
O conjunto § é o iinico subconjunto préprio de 7., Q 1ltimo deve
também incluir termos compostos de nome de sintaxa e de certas ex-
pressies, consideradas come modificadores linguisticos. Os referidos fun-
tores modificam o sentido dos nomes de sintaxa. Por exemplo, a expressiao
. fragmento empobrecido de” em conexdo com ¢ nome 5; modifica o
sentido deste. Poedemos levar em consideragio que o significado da ex-
pressio “umn fragmento empobrecido de” como um conjunto fuzzy resul-
tante de uma operagic realizada num conjunto fuzzy que representa o
sentido de 5;. O sentido de qualquer termo 5; em & é o sintaxon 5;, um

conjunto fuzzy de A definido como segue:

Si = norm{(7Z;)") (2.34)
pzaj) = I EsCy, FC(a;))

onde ¢ = 1,...,m; 7 = 1,...,m, norm{{Z;)*} é o conjunte normalizado
da a—d&sima poténcia de Z; C A, {a > 1), e J{EsC;, FCO(05)) 6 o grau de
inclusao do conjunto nitido Es€; em FC(a;)%.

Vamos definir o grau de inclusdo I como

*Para definigio dos operadores Tuzzy utilizados, consnlte as segdes anteriores deste capitulo
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onde |.] denota a cardinalidade, e X e Y sio conjuntos fuzzy.

0 grau de pertinéncia da fitocoenose a; no sintaxon §; cresce de acordo
“com o nimero de espécies diagrosticadas (isto é, espécies pertencendo
a Ks(C;) encontradas nela. O grau de pertinéncia de ¢; em 5; é 1 se, ¢
somente se, EsC; C FC{a;}. O parametro a na definigio {2.34) deter-
mina o grau de subjetividade (segu.ndd Kapriczyk 1986) de $;: Quanto
malor @, menos fuzzy é 8;. Em particular, quande @ — o0, entdo §; é um
conjunto nftido.

As regras sintdticas {(G)para a geragiio de elementos de 7. e da regra

seméntica correspondente (M) é apresentada na tabela 2.

Fabela 2. Regra sintatica e correspondente semantico da variavel
linguistica fipo de comunidade. §; e §; s3o nomes de sintaxa 5; e 5;;

i’jﬁ i?"‘)n'

Regra Siptitica (G) Regrn Semantien (#4) -
S & Tig M{ S )=3;

“ups fragmente empobrecide de $; € 717 M{ “wrmn fiagmente cmpobrecids de 5" }={3; }b, 7
“aproximadamente 57E Ty, M{“aproximadamente S;‘"}=fsi)c: 1

“nde SME T M{nio & =3

Horma transacional entre 5 ¢ 55€ T P ¥ 7 M{ “forma transacional enirs 5 ¢ .5}"}:{3‘- U SJ-)d, i 7,4l
“Todeterminade™ € T M “indeterminade”i=0a; k=1,.. ., m

A varidvel linguistica fipo de comunidade possul mm nidmero finito de
termos. O conjunto 7;. consiste em todos os elementos de S e os termos
nao priméarios {compostos) compostos de modificadores linguisticos e um
nttmero adequade de termos basicos (proposigoes elementares). O termo
“indeterminado” completa a lista de 7y,

O significado do nome §; é o sintaxon 5; (conjunto fuzzy) §;. O signifi-
cado do nome composto “nma amostra empobrecida de 577, é a b—ésima
poténcia do conjunto S;: (5;)%, 8 > 1. Uma diminui¢do do grau de per-

tinfncia de cada fitocoenose a; {com excessdo daguelas cujo grav seja
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nitido {=1}} & o reflexc formal do empobrecida florfstico geral. Este nfn
& o caso em gue uma fitocoenose é aproximadamente §;: algumas espécies
representando outras sintaxas sio encontradas nela. Um avmento do grau
de pertinéncia de cada fitocoenose «;, pela aproximacdo dos valores da
funcdo de pertinéneia de §; & c—dsima poténcia (¢ < 1}, equivale a vefe-
rida diferenca entre o significado do nome priméario §; e 57 € a d—ésima
'poténcia da unido 8; US;, onde d > 1. O nome “indeterminado” ¢ o
ratulo linguistico do conjunto vazio.
G conjunto 7y, definido acima contem um nfunero finito de elementos.
Embora ele possa nao se referir 2 uma variedade completa de nomes de
comunidade aplicadas na pratica fitosocioldgica, ele contém as consti-
tuighes mais gerahmente encontradas. Fste conjunto pode ser facilmente
estendido pela adigho de nomes da forma “intermedidria entre §; e §;
¢ ...e 5;" ete. Um conjunto infinito de termos da varidvel linguistica
tipo de comunidade pode ser gerado por uma gramdtica livre de contexto
{Zadeh 1875). As regras semanticas apresentadas na tabela 2 devem ser
pensadas como sendo uma primeira aproximagio do significado real das
expressbes examinadas,
As regras descritas serio aplicadas aos dados da tabela 1.
Tabele 3. Conjuntos Fuzzy construidos a partir dos dados da tabela 1 e

suas variagOes lingufsticas.
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o] [0 I & S+ TR 1060 070
53 G40 n.t4  0.00  0.04 (A1 28 0,42 D47
smpsl 0.1 013 1.0 033 1.0 .13 G4 .40
empF2 00D o.8s o0l 000 iR Y] [N i1.08 024
empS3 000 800 500 D00 000 G0 083 003
51 B.77 B.77 1.00 077 104 677 B.50 0.00
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FR 6,00 42 B.0d0 0.04 0432 43 585 668
PP 840 G40 000 D40 045 240 BTy 1.60
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Sié& 5% A8 mas 100 038 300 A6 1.00 0 048
E1d 53 038 £.36 1.00 0.26 .00 g 0.1% $.AE
hepLigoe .03 $.02 o400 6.03 £.03 .03 1040 0.44
irdet G060 000 00 606 080 003 0,00 ool
T 11 iz 13 14 b 18 12 20
TE 025 035 046 0825 025 0.2 0.00 0400
oy} 4.70 1400 Q.70 160 0.7 42 D70 0.0
23 .42 042  0.18 Gz .00 1.6 070 1.00
emp¥l 0.040 400 0.0 k.00 [y 0.0 0,00 a.nd
amp®d? 024 106 0.34 1.00 0.4 FER M 024 .24
esmpS3 b3 003 ool D03 1.64 3.0 0.2 1.0
F51 nE 083 oot BB 050 G0 G080 000
FE2 L] 108  DbE4 .00 0 .A4 1365 b.B4 0.a4
F53 NEE 065 042 08% 100 1.0 284 108
nass} 078 @75 100 075 0.FR 07D 100 160
naci2 0.30 pol 0.3l oan .30 0585 Ao .50
naoSd B.58 .55 o.B2 .48 3.48 004 0340 6.00
F18&52 G4 1.60 0.49 1.00 G.43 018 0,49 .43
S5 .38 018 fr.03 4.18 1.8 1.0 048 §.00
sade 23 .49 .00 .48 1.406 j il 1.06 Q.40 .00
_indet cox pop  poh 000 40E  oona 0.00  0.od

Assumiremos que os pardmetros (veja férmula (2.34) ¢ tabela 2) sdo e =

125, b=4. ¢ =05ed =2 O conjunto fuzzy que sio os significados
dos termos Hnguisticos em 7g. 530 esclarecidos em seguida. A titulo de
ilustragiio , consideremos o nome “intermedidrio enire Sy e S3”. De acordo
com as regras serndnticas apresentadas na tabela 2, o significado deste
nome é a d-¢sima poténcia da unido 5y U by
S(“formagao intermedidnia entreSy e 537} = (5, U 5’3)’{

- Para calenlar o conjunto fuzey Sy, o conjunto Zy € A é determinado {veja
a forunda (2.34)). O grag de pertinéncia de a;, {7 = 1,...,20) em Z; é

ignal & J{EsCh, FC{a;)). Por exemplo,

pz{ar) = I EsCy, FC(a1})
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_ Hab,e}ufab,fH
[{a,b,)

_ e} 2

{a,b,0}] ~ 3

i

pz{ag) = IH{EsCy, FClaz)} =

Cada valor g1z, {a;}. (7 = 1,...,20), é agora elevado a a—ésima poténcia

de modo a obter o conjunto {Z1)*. Tomando ¢ = 1.25, teremos:

2
pz () = (“3*)1'25 = 0.6

;U=3‘1“(f1f3) o= 11,25 -1

Agora, o peso de (Z1)% é calculado. Como pza{as) = uge{as) =
iz, #{ag) = 1, temos que peso((Z;)*) = 1. Isto nos d4
51 = norm{{Z:}*} = (Z1)*

Assim, pg, (a1) = 0.6 e pg (as) = 1.
O conjunto 53 é determinade do mesmo modo. O préximo passo & o

calculo de By U Sy, como segue:

#g, 8, (0) = max{pg (a1} U pg (o)} = max{0.6,0} = 0.6

15, 8, (s} = max{ug (a3} U pg (as)} = max{1,0} = 1

Finalmente, cada valor pg g (a;} é elevado & d—ésima poténcia. Fa-

zendo d = 2, temos:
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iy, g, 2(a1) = (0.6)" = 0.36
Ky g,a(me) = (17) =1
2.4.4 Identificacio de comunidades

A Tuz das observagdes anferiorss, apenas os elementos do conjunto A
pertencem ac sintaxon §; num grau variando no intervale [0,1}, Con-
“sideremos agora o seguinte problema: Em que pode a identificagio dos
clementos da diferenca P — A consistir, qu;u'lvdo nenhom deles pode ser
dito pertencente a gualguer sintaxon? O objetivo da sintaxononia, em
concorddncia com a opinido de Matuzkiewicz citada anteriormente, é que
ela ndo é uma dassificatdo exaustiva do conjunto P, mas sim a formagio
de um sistema de referéncias adequado para o estabelecimento de uma
posicdo sistematica de fifocoenoses coneretas. O conjunto 7, é o sis-
tema de referéncia em questdo. A identificagio de uma fitocoencse como
pertencente & F (em particular, o conjunto 4 é um subconjunto de FP)
(¢ verdadeiramente a atribuigdo a wma comunidade de exatamente um
Anico nome de F.. A fung¢io que associa um nome a toda fitocoenose

pode ser denotada por DET:
DET: P — 1T,

A definicdo da fungio DET deve ser construida de modo & estar de
acordeo com a nogdo intuitiva com a qual o clentista da vegetacgio associa

naturalmente com o que vem a ser o procedimento de identificagio . O
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que desejamos com esta definigio é encontrar algum precedimento formal
gue escolha de fato o nome de fitocoenose apropriado, dependendo de sua
composicao floristica e cada comunidade de plantas. Para definir a fungbo
BET, serd necessario introduzir um conjunto fuzzy auxiliar Z € A o qual
possa ser calculado para gualguer fitocoenose p de composicao floristica

FC(p):
pzle;) = SHEC), FC(a,)),

onde j =1,...,m, e §J(FC(p), FC{a;) denota o coeficiente de similari-
dade de Jaccard (Goodall 1973) entre o conjunto nitido FC(p) e FC(a;).
O conjunto Z &, intnitivamente falando, um reflexe da “concordancia
florfstica” entre a fitocoenose p e cada elemento de A. Se o conjunto Z
for 1déntico a alguns dos conjuntos gue representam o sigoificade do termo
em Ty, entdo podemos aceitd-lo como sendo o nome (rédtulo linguistico)
de p. Mas, geralmente ndo hi fal coincidéncia. Assim sendo, devemos
buscar o termo em 73 cujo significantie possua a menor distincia em
norm(Z}. Este procedimento é chamado de aprozimagdo linguistica. Po-

demos agora definir a funcac DET de modo formal, conio sendo

DET(p) = ALi{norm{Z)),¥p ¢ P {2.35)

onde AL represenia a aproximagio lingufstica e norm{Z) ¢ a norma-
lizagio do conjunto Z calculado para a fitocoencse p. Um modo de ve-
rificar a defini¢do (2.35) acima ¢ observar come cola trabalha. Vaiios

utilizar um exemplo previamente discutido {veja tabela 4).



Tabela 4. Nomes atribuidos a fitocoenoses de diversas composighes

floristicas.
FC(p) DET(p) FC(p) DET({p)
{a,b,c} Si {f,9} tmp. S
{d,e, f g} 5 {i} imp.S3
{d,e, h,1} S3 {7} indet,
{ﬁ,?),f} S} {r;z,::, f,h,j} :ES]
{c,d,e, f,9} 52 {a,b.d,e, f,g.i} +5
{b,d,e, f.h,i} 55 {b,d,e, f,h, 5} +83
{G:,b,j} SZ {a,b,d,e,f,g,i} SI&SQ
{.E}}ﬁ,f,g,j} 52 {b,d,ﬁ}h,i} 51&53
{a,d h,i} 53 {d,e, f,g,h,i} §2& 53

A composiches de espécies presentes a uma comunidade EsC, tipicamente
prosentes (como as da tabela 1, por exemplo) recebem, de acordo com as
expectativas, nomes primitives {(“puros”}). Conmmmidades intermedidrias
ou “empobrecidas” recebem nomies compostos apropriados. Portanto, a
definigdo da fungio DET parece conseguir capturar a idéia de identi-

ficagdo satisfatoriamente,
2.4.5 Discussio

Quals 580 as malores diferencas do pc.ﬁto de vista logico entre taxa e sin-
taxa ? Primeiramente, taxa é usnalmente referida como sendo conjuntos
nitidos {Gregg 1954; Buck e Hull 1966), aonde sintaxa pode ser referida
come sendo um. conjunto fuzzy. Isto é reforgado por consideragbes de or-
dem linguistica e ontoldgica. Os nomes de sintaxa sio conceitos vagos e
geralmente ntilizam-se de modificadores linguisticos, enquanto taxa nio.
Um fitosociologista pode referir-se & “uma amostra empobrecida de Ca-
rict remoiaes Frarinetum”, ete,, mas e.x.prz}i%sﬁes anflogas gue contenham

nomes de taxa ndo fazem sentido. Estas diferencas lingufsticas possuem
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uma vausa mais profunda ainda: O espago abstrato de vegetachos & mals
homogéneo que o espago de caracteristicas idiotaxondmicas {Whittaker
1962; Matuszkiewics 1981; Mirkin 1989). O grau de nebulosidade da sin-
taxa depende da propor¢ao entre continuidade e descontinnidade obser-
vada na natureza: quanto maior a descontinuidade, melhor sfio separadas
as unidades de vegetagan {Whittaker 1962; Goodall 1963 Westhofl ¢ van
der Maarel 1973; van der Maarel 1975; Moravee 1989).

Segundo, taxa sdo conjuntos potencialmente infinitos (Buek ¢ Hull 19663,
enquanto sintaxa sio conjuntos finitos. Um laxon é determinado pelas
“especificagbes das caracterfsticas que o definem. Um dado individuo re-
side em um taxon ou fora dele, dependendo da satisfacio ou falta das
caracteristicas de definicdo . Asgm, a identificagio de um organismo nao
passa da atribuigio de nma classe particular (conjunto nitido) a vm or-
ganismo num sistema taxonomico. A situagdo ns ciénca da vegelagio

é mais complicada. De acordo com a abordagem acima, a cardinali-

I

dade de wm sintaxon 5, definida como 375

i itg{e;) {Zadeh 1983), néo é
malor do gque o nimero dé fitocoenoses que possam servir como base da
sintese sintaxondmica, Portanto, toda comunidade de plantas que nio

_pertence ao conjunte A, isto é, toda amostra gue 1do puder ser levada
em considerago durante a fase sintética da pesquisa, nio poderd ser
dita pertencente a gualguer sintaxon. Embora toda comunidade de plan-
tas possa ser sintaxenomicamente interpretada (Matnszkiewicks 1981),

ela ndo pede ser subsumida sobre qualguer sinftaxon, Pedemos observar

agora que a tipologia da vegetacdo pode ser imaginda como sendo um



sistema abstrato bastante complexo com suas prdprias regras seménticas
e sintdticas nas quais a sintaXa ¢ 5005 HOMES SeIVem apenas como pon-
tos de referéncia. Q estabelecimento da correspondéncia entre nomes de
-sintaxa e sintaxa propriamente ditas, as quals podem ser tratadas como

%3

conjuntos Tuzzy finitos, permite o “cdlenlo” do nome de fitocoenose em
P mais apropriado. O principal papel desta maguinaria logica é repre-
sentado pela funcho DET gue atribut a cada elemento de P um nome do
conjunto de termos da varidvel fipe de comunidade,

Conjuntos fuzzy os quals sio significados de proposigbes simples e comple-
xas sobre nomes de comunidades de plantas sio definidas neste trabalho
referentes as combinagbes de espécies caracteristicas, E irrclevante como
nma FsC particular foi oblida, WA VEZ que O estagio indutive da fito-
sociclogia ndo é o objeto deste trahalho. E obvio que podemos separar a
sintaxa melhor ou pior de acordo com a seledo de Fs(; apesar disto, a
interpretagio 1ogica ainda serd a mesma.

Tma certa discussdo fol conscientemente omitida neste trabalho. Synta-
xons s@o nguabmente definidos como sendo fitocoenon {unidades fitoso-
ciologicas abstratas sem posicio fixada) com a categoria fitotaxonomica
associada a ele (Westhoff e van der Maarel 18735 Mirkin et al. 1989).
Mas claramente tem sido de distinguir dentro dos limites deste trabalho
estes conceitos de mode detalhado e preciso, desde que explicagbes so-
bre a estrutura Iégica da hierarguia fitotaxonémica fazem-se necessdriss.
" Este assunte complexo deve ser discutido separadamente. Notemos ape-

nas que a Teoria de Conjuntos Fuzzy nos fornece um aparato formal
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adeguado 3 descrigio da complexidade da tipologia fitosociolégica. Por
exemplo: o fato gue “as unidades de vegetacdo sio relacionadas umas as
outras num reticulado ao invés de sistemas hierdrquicos” {van der Maarel
1984} podem ser expressos de modo preciso através da concepgdo tedrica
forma dos conjuntos fuzzy de graus de inclusio.
Os resultados aqui apresentados serdo utilizados na construgio de siste-
mas especialistas, com a tradugio da incerteza do conhecimento fitoso-
‘c.inh’;gim emn linguagens compreensivels pelo computador (Buchanan et
al. 1083; Noble 1978; Blinder 1893a). A plataforma entre a intuicfio do
fitosociclogista e o computador pode ser justamente a Teoria de Conjun-
tos Fozzy (Zadeh 1978; Zadeh 1983). Se um sistema especialista deve
lidar com gualquer conhecimento referente a sintaxa de uma drea, ele
deve “saber™ nio apenas todos o8 nomes primarios e nomes linguisiica-
mente modificados, mas também seu significado. Em outras palavras, o
sistema deve ser capaz de “compreender” as diferengas semanticas su-
tis entre “Ficerio-Ulmentum” e “aprozimadaments Ficario-Ulmenium™ e
. assim por diante. ‘fal capacidade de “compreensio” de conceitos impreci-
sos através do computador € possivel através da Logica Fuzzy {Maranca
19933, Come foi mostrado neste trabalho, tanto as regras seminticas
quanto sintdticas da fitosociologia podem ser facilmente representadas
de um modo formal utilizando-se o conceito de varidvel linguistica, Os
exemplos mostrados exibem que a semantica proposta coincide com nossa
intuigdo . Detalhes téenicos de como montar bases de conhecimento uti-

lizando varidveis lingufsticas podem ser encontrados em {Zadeh 1978;
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Blinder 1993b).

~ As bases conceituals propostas neste trabatho apresentam uma perspec-
tiva diferente de muitas abordagens tedricas em ciénda da vegetagao
especialmente aquelas pertencentes & generalizagdo ¢ predigio fitoso-

¥

cioldgicas, Estes problemas serdo considerados nas se¢tes seguintes.a
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Capitulo 3

Inferéncia Fuzzy

3.1 Relagao Fuzzy

Uma relagdo fuzzy de v conjunto fuzzy X em nm conjunto fuzzy ¥ é
definida como um subconjunto do produio cartesiano X x Y, ¢ é carac-

terizada pela fangio de pertinéncia bivalente up{z, ¢}, expressa por
B{z,y} 2 / pr{z.y) | {(z.yyonde s e N egye VY
XxY

Mais geralmente, vina relacio fuzzy n-dria B, é um subconjunto

fuzzy de Xy x X3 X ... X X, denetada por
A o .
K= _ pr(Ty, 22, 0 Za) | (oo o) ondex; € Xpi =1, 0,0
.e’{'[ XXQX‘..XXH

Exemplo:  Sejam X =={Abel,Caim } e Y ={Paulo,Pedro}. A relagio

bindria de semelhanga entre os membros de X e Y pode ser expressa por
§ = 0,8{( Abel, Paulo)+0,6[( Abel, Pedro)+0, 2[(Caim, Paulo)+0, 9 Caim, Pedro)

Alternativamente, podemos expressar uma relagio fuzzy de modo

matricial, come:
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R
Abel  Caim
Paulo .8 0.6
Pedro 0.2 0.9

onde o (7, 7 )—ésimo clemento € o valor de pg(z, ¥).

Relagio Fuzzy Compaosta

Se B éuma relacan fnzzy de X em Y e § ¢ uma relacio fuzzy de Y
em 2, ent@n a composicio entre B e 5 serd denotada por Ro % e definida

“comn sendo

prostz.2) 2 | wax(_min (ua(z.v). ps(y. 2, 2)

Se os dominios das variaveis 7,y e z de Ro S forem finitos, entio uma
das relacbes possiveis de serem aplicadas é a composicdo maz-min'das

matrizes de relacdo & & 5.

Exemplo:
R 5 Ro S
0.3 0.8 o 0.5 0.9 0.4 0.8
.6 0.9 0.4 1.0 h 0.5 0.9

Inferéncia Composicional

Umi caso partieular da inferéncia fuzzy é a Inferéncia Composicional.
Esta ocorre quando tomamos um conjunto fuzzy X do dominio U/, e uma
relagio fuzzy R, definida de U x V', onde X terd o papel de uma relagio

fuzzy uniria.

Mo caso da cardinalidade de R o S {or infinita, entdo a relagio é chamada de composigdo sup-min.
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Exemplo: Se X = 0,211+ 1,024+ 0,33 ¢

] 2 3
4 6.8 0.9 0.2
E= 5 lo6 1,0 04
6 102 0.8 1,0

0,80,90,2
entdoY = X o R=1{0,21,00,3]010,6 1,004
0,508 1,0

portanto Y = [0,6 1,0 0,4] = 0,6]4 + 1,0/5+ 0,4{6

3.2 Inferéncia Fuzzy

3.2.1 Implicacdo Fuzzy

() valor nnmérico da proposicdo “Se A entde B” {implicagio fuzzy) na
qual A e B sio conjuntos fuzzy dos conjuntos universo [geralmente dis-
tintos) ¥ e ¥V também pode ser definida através da generalizagio das

férmulas conhecidas de inferéncia da Légica multivalente (Zadeh, 1988}):

o(A = B) = (1 - v(A))V u(B), (3.1)
WA= B) = (1—v(A)V (s(A) A u( B)), (3.2)
o{A = B)=1A{1—-o(A)+ +(B)) (3.3)

Os conjuntos fuzzy cujas fungoes de pertinéncia sdo descritas pelas
formulas nestas relacdes sao relagbes fuzzy bindrias em U X V que sdo

-respectivamente iguais a

Ry = (~A X VYU (U X B), (3.4)
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Ry = (~AX V)U(AxX B), (3.5)

R, = (ﬂ.ﬂi_ X V) & (U X B) {3.6)

onde & ¢ a soma-limitada.
Assim, a proposi¢do “Se A entdo BV define uma relagio bindria fuzzy no
produto cartesiano dos respectivos conjuntos universais.

A proposigao “z é A7 também possui um valor verdade linguistico {ver-
dadeira, mais ou menos verdadeira, ete.} que é um nimero no intervale
[0,1]. Neste caso, o valor verdade da proposi¢io composta (que serd de-
notada agui por v(A)) pode ser obtido através dos seguintes pri.ncfpios

de generalizagdo

toae myit) = ti‘ﬁy(ﬂ-vm)(ﬂ?)/\ﬂro(B)(y})a (3.7}
Hoaou Byil) = iiggy(mm(z)/\un;s)(y))} (3.8)

Po-a){1) = Jup {tuiy ()} (3.9)
Hoia =z y(f) = mmﬁ(‘*:fxm(m\(,q(ﬂ:) Aposy(w)) {3.10)

Aqul as varidvels ¢,x ¢ y tomam valores no segmento [0,1].
3.2.2 Regras de Inferéncia

O calealo ldgico fuzzy € construido de proposiches Tuzzy compostas de
expressoes constroidas a partir de regras de inferéncia. O conjunteo inicial
de premissas fuzzy é determinado a partir dos modelos coneretos,

Algumas das principais regras de inferéucia serio exibidas nesta segiio |
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A megra composicional é uma das principals regras da Légica Fuzzy. Esta

lei opera de acorde com o esquema

zé A, (z,y) 6 R
yé B’

(3.11)

onde 4,8 e R sdo conjuntos fuzzy em U, V e U X V| respectivamente.

A expressdo funcional para alei de composiglo € dada pela equacio

ue(y) =\ (narlz) A pp(z. ). (3.12)
nell

-

¥ claro que esta {ormula € um caso particular da {drmula gue define a

‘relagdo de composi¢ho bindria de dois conjuntos fuzzy quando temos

B =AoR. (3.13)

Um caso especial da lei de composigio prové a regra de inferéncia cha-

mada de Modus Ponens Generalizado (GMP}):

réA, SezéAentinyé B .
[—— S— ” z B’ (3 1 4)

e, obviamente, no caso mais particular em que A’ = A e a proposigic “Se
A entlo B” defina alguma relagio fuzzy R = R = (A X VYU (A x B),
a lei de composicio coincide com a prdpria el de Modus Ponens:

xréA,Serédentioyé B
yé B

(3.15)

Devemos notar aqul o seguinte fator O resultade da derivagio utilizando

Modus Ponens Generalizado depende do método que define a relacio



fuzzy R correspondente & implicacio 4 = H. De modo a tenitar re-
duzir esta dependencia, Zadeh introduziu posteriormente alguns ontros
csquemas de inferéncia, como a lei da inclinegdo :

ré A
ré A4 ACA

(3.16)

onde A e A’ sho conjuntos fuzzy do mesmo conjunto universo I e suas
fungdes de pertinéncia satisfazem a condicio (Vo € U ){palo) =5 pa(2)]
e a let da conjungdo :

A (3.17)

fuzzy nao € uma disciplina de investigacdo independente. Excectos a esta
regra sdo feitas em certos trabalhos que consideram problemas particu-
lares. Geralmente, a Logica Fuzzy é utilizada em aplicagdes . Assim.
‘a,s leis de inferéncia aqud mostradas foram propostas por Zadeh em co-
nexio com o desenvolvimento de uma teoria de inferéncia para sistemas

especialistas.

3.3 Aplicagao : Generalizacio e Predicio em
Fitosociologia

Nesta secao {rataremos de realizar nma andlise das propriedades da lin-
guagem fitosocioldgica, as quais sio correlatas com a vaguiddo de alguns
conceitos em ciéncia da vegetagdo . A tradugho de proposigdes sinsis-
_tematicas eletnentares em distribuicdes de possibilidade si0 propostas.

Relaches inferenciais entre sentengas mencionadas usando o conceito de
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inclusdo semdntica sdo referenciadas. Sentencas descritivas de requisitos
de habitat de sintaxa sdo de fato condicionais implicitos; suas pardfrases
sao dadas na mesma forma semantica que a implicagio 1égica. Desde que
estas sentengas inchiem predicados fuzzy, seus significados sdo relaghes
fuzzy. Estas constituern bases para a predic&o em termos de regras com-

posicionais de inferéncia.
3.3.1 Introdugde ao Problema Bioldgico

- A lirha comum gue relaciona esta se¢ao ¢ as anteriores é a vaguidio como
propriedade intrinseca da Hnguagem fitozocioldgica. Nas segbes anterio-
res Tol argumentado que a tipologia da vegetagdo pode ser representada
através de uma varidvel Hongnistica {(#ipo de comunidade (ic}). De acorde
com a abordagem fuzzy proposta, o conjunto de valores lin guisticos da
variavel {7;.} contém como termos os nomes de sintaxa elementares e
compostos, os quais sdo construidos a partir de nomes bisicos com o
auxilio de modificadores linguisticos, tais como “wm empobrecido frag-
mento de . ..” "aproximadamente .7, ete. O significado de cada termo
T em 7y é um conjunto fuzey em A: S{T') € A; onde 4 é o conjunto

‘r.ie't;oda:s as fitocoenoses descritas, as quals servem como base da sintese
fitotaxondmica numa dada drea.

O conhecitnento sobre a vegetagdo é dado em linguagem natural, Sen-
tengas gue descrevern a cohertura por plantas contém dezenas de termos
vagos. Como serd visto em seguida, nao apenas os nomes de sintaxa sio
fuzzy, mas também, por exmn‘plcﬁ, alguns térmos descritores de fatores

de habitat. Nosso objetivo aqui serd o de explorar algumas propriedades
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lagicas elementares das proposicies fitosociolégieas iniprecisas. Em par-
ticubar, descreveremos a estrutura logica das sentengas fitotaxondmicas
“elementares o ohservaremos algumas relagdes inferenciais nelas existente.
Fspecial atengao serd dada a generalizagio fitosocioldgica relacionandao os
reguisitos de habitat de sintaxa, dado que estas expressdes constituem-se
em bases para o predigdo , a qual é uma das mais importantes ferramentas

da cifncia.
3.3.2 BSentengas fitosocioldgicas com predicados fuzzy
Sentengas atdmicas

Proposicins afirmativas de gue a fitoroenose p (do nonie p) possnem as

caracieristivas do tipo T podem sempre ser reparafraseadas da forma
pél

Como vimos (no capitulo 1), uma sentenca desta forma ¢ dita atdmica
ou elementar, Na semantica tradicional é assumide que esta propesigio
represente a afirmacdo de gue o elemento p pertenca ao conjunto dos ele-
mentos que possuam o predicado 7. Se T é um predicado fuzzy, isto é,
unt rotule linguistico de um conjunto fuzzy, entio a inlerpretagio da ex-
pressio acima possui uma forma diferente. Assumimos, depois de (Zadeh
1675a), que seu significade pode ser expresso através de uma equagio de

atribuicde relacional:

R{te(p)) == S(T)
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onde R{tc{p)) € uma restricdo fuzzy sobre a varidvel te(p). A proposicio
atémica fuzzy induz, em geral, uma distribuigio de possibilidade H,.,) a

qual postula-se ser igual a A(ic{p)) (Zadeh 1978):

Htc{p} = R(fC(P))

Existem algumas relacdes inferencials entre proposigtes sinsistemdticas
elementares, cuja evidéncia emplrica £ a disposigho do fitosociologista em

aceitar determinadas sentengas emhbasando-se em outras.

Considere as seguintes proposiches g e

g = pé&S

r = péaproximadamente §

Da proposicao ¢ afirmando gue a fitocoenose p representa o tipn § segue
a propasicio r que afirma que p lembra muito o tipo 5. Fin ountras
-palavms: se p compartilha as caracteristicas que definem § (assim como
afirma a proposicio ¢), entdo p compartitha as caracteristicas que definem
outros tipos em menor grau de caracteristicas representativas de § {assim
como propde r}. Diagndsticos precisos de ¢ contém os diagndticos de r
em menor gran de acurdcia. Analogamente, das proposicdes “p € um
empuobrecido fragmento de 5" nds podemos inferir as proposicles g ¢
r como verdadeiras. Az relagdes entre sentencas atdmicas podem ser
descritas de um modo formal vtilizando o conceito de inclusio semantica

introduzido por Zadeh {1978).



"Principioc de minima especificidade r ¢ semanticamente contida

por ¢ (o que & denotado por g — 7) se e scmente se

g} C IH(r}

onde T1{q) e II(7) sio distribuicbes de possibilidades induzidas pelas pro-
posiches g e 7 respectivamente. O simbolo C foi ntilizado aqui no sentido
de inclusdo de conjuntos fuzzy. Pela defini¢do do significado de “aproxi-
madamente §” e “um empobrecido fragmento de 57 teremos:

p € um empobrecido fragmento de 5§ — pé §

p ¢85 - péaproximadamente S,

Condicionais

As sentencas discutidas anteriormente tém uma forma elementar - elas
nao contém conectivos de nenhuma espécie. Condicionals sobre pro-
posigdes complexas que contém modificadores linguisticos (também cha-
madas sentengas moleculares) sio de grande importancia. Elas consti-
tuem a forma ¥gica de muitas generalizagdes fitosocioldgicas (Pickett e
Kolasa 1988). Consideremos gen.eraliza{;é}es descrevendo reqguisitos de ha-
bital para sintaxa. Elas sio usualmente formuladas em lingnagem natural
.e & primeira vista nao lembyam gualguer espécie de implicagao :

— “Fitocoenoses desta associagdo [Polentidle alboe-Quecetum] crescem

am solos moderadamente férteis e

redativamente secos [... 15 o substrato é facilmente permedvel e pos-

sao fortemente dcidas em particular. (Matuszkiewicz).
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— “Bla  [Trifido-Distichctum] cresce [...] em habitats onde a

cobertura de neve ndo persiste muifo tempo e nas  guals

[...]. Ela requer, pelo menos nas camadas superficiais do solo uma

qu_a,ntida,de de carbonaio de cdlcic e uma Ieagﬁ.o fortemente acida

{pH _4-3)." (Pawlowski)

ciacdo Potamo-Ranuneuletum fluitantis desenvolvem-se ....". {Pa-

wlowski)}

Nas citaghes acima, termos difusos (os guails foram sublinhados} {E(Q?S('.}‘eh
vem de modo a.p}‘o};jn‘} ado ns Tatores de hahitat comeo mistura do solo e
fertilidade, persisténcia da cobertura de neve ete. Estes termos podem
ser tratados como sendo valores de wvaridveis linguisticas. Expressoes
‘como “dcido”,“fortemente §cido”, “neutro”, “em torno de 57, etc, po-
dem entdo ser valores da varidvel linguistica acider do solo. Portanto,
podemos tomar seus significados como sendo conjuntos fuzzy no universo
U =1[0,14].
Retornemos agora s generalizagdes que descrevem preferéncias de ha-
bitat de sintaxa. Assumiremos gue cada sentenca citada é de fate uma
conjuncio de condicionals implicitos, Observemos, por exemplo, a se-

guinte parifrase da primeira das citaghes acima:

Se p é Potentillo albae-Quercefumn ento p cresce em solos

entio p ocorre em solos relativamente secos e, (..

101



Cada condicional na conjuncdo acima assesurs gue seoa varidvel
linguistica tipo de comunidade assumir o wvalor 7. vutio a varidvel
linguistica gue descreva os Iatores de habitat tomard o valor W, cujo

significado 6 W C UJ

SepéT entdoné W {3.18)

onde p € o nome de wma fitocoenose, ¥ £ o nowe dewn clementode 17 gue
“§ o universe das variaveis lnguisticas gue descrevem fatores amblentais,
O termo T envolvido na férmula (3.18) € wm nomwe bisico de §, desde
gue as caracterfsticas de habitat sejam obtidas apenas por “tipos puros”

de sintaxa. Temos portanto

Se pé 5§ entdou é W. {3.19)

Por simplicidade, denotaremos expressodes da forma (3.19) como

§ =W . | (3.20)

A proposigio {3.20) induz a distribuicdo de possibilidade {Zadeh 1978a,

1978b)

H=={SxUj@{Ax W, (3.21)

onde 4 é a conjunto de todas as fitocoenoses deseritas, § € o significado

do'nopme 5; - € u negacho (ou complementar), X e @ denotam o produto
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cartesiano e a soma limitada, respectivamente. A distribui¢io de possi-
bilidade induozida por {3217 ¢ numericamente igual a uma relagio fuzzy

em A x F.
3.3.3 Fito-Indicagio : Um caso de predigao

A malor parte das aplicagdes préticas da fitosociologia é baseada no fato
de que toda associacho de plantas corresponde 3 condigdes de habitat
especificas. O procedimento da predigiio de fatores ambientals baseados
na ocorréncia de commnidades de plantas & chamado de fito-indicacdo .
No pratica fitosocioldgica nsval as diferencas discutidas possuem natureza
enlirmemdtica. Sua interpretacio ldgica serd proposta a segair.
O conhecimento peforente as relagdes entre vegetagdo e cada fator de

habitat pode ser expresso na forma de uma expressio condicional miltipla

(81 = W) AL A(Si = WAL A (S, s Wy).  (3.22)

onde A € o conectivo fuzzy FJ} S, sAn os nomes de sintaxon S;, o w;
os valores da varidvel Hngulstica que descreve os pardmetros ambientals
associados corn a comunidade do sintaxon 8;; o significado de W; é W, C
Uiee=1,...,n

A conjuncao (3.22) é a base nomoldgica das predigdes emt consideracio
. Suponha gue a comunidade representativa do sintaxon %; ocorre numa
dada drea. Se conectivos “Se ...entZo ...” e “E” {forem interpretados
de acordo com a Ligica Classica bivalente, entdo a inferéncia pode ser

efetuada da segninte forma

%A definigio destes conceitos forma vistos no capfinlo anteriar
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(8 = WA A{S, = WHA.LLA (8n = W)
5; (3.23)
W,

A formula acima é uma sentenga tautoldgica no cdlculo proposicional,
portanto este raciocinio ¢ uma deducido . Todavia, inferéncias com a
segunda premissa contendo um fermo T em 7y & qual € um nome com-
._;msta (T ¢ 8) nio satisfaz ao esquema (3.23). Desde que o diagndstico

da comunidade for da formma

péT, (3.24)

onde T & algum termo de 7, serd dada nma “interpretacio fuzzy” a con-
jungio (3.22). Em virtude de (3.21} e (3.22) (Baldwin ¢ Pilsworth 1979)
nds obtemos a distribuicio de possibilidade I induzida pela conjungio

de implicagdes para um dado fator de habitat:

= U, a8 x U & (A x Wi, (3.25)

onde RC Ax U, e W; C U éosignificado do termo W;. Se o diagnéstico
da comunidade possui a forma {3.25), entdo a restricio fuzzy sobre a

varidvel que descreve os parametros de habitat ¢ determinada da forma

W= M{T)o R, {3.26)
 onde W C U, M{T) C A, ¢ o denota a composicio de relagdes fuzzy. A
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formula (3.26) € referida como a regra composicional de inferéncia {Zadeh
1475). E’ o equivalente fuzzy de (3.23).

Varos lustrar as consideragbes anteriores através de um exemplo pratico.
Seja a reagdo do solo descrifa por nma varidvel Lingunistica acidez do solo

{as}, o o conjunto 7, da forma

“Fortemente acido”, “acido”, ¥ fracamente acido”,
B “neutro”, “alealino”, “algo dcido”,
Zas = “algo neutro”, “algo alcaline™,  “indeterminado”,
“trrestrite”

O universo de discurso da varidvel as pode ser denotado por U. O signi-
ficado de um termo W € 7,5 6 um conjunto fuzzy W C U, I conveniente
expressar as fungdes de pertinénaa de conjuntos fazzy em U em termo
das fungbes basicas para as quals os pardmetros podem ser ajustados de
tal modo que estejam de acordo com a intuicio wsualmente relacionada
com o significado de cada descri¢do vaga da reagdo do solo. Uma fungio

padrio pode ser definida por {Blinder 1993c):

F{&2) sex < a
;”-'W(-”?) = 1 EAE S S .I'<_i ﬁ (327)
F(EZEY sen> 8

onde W C U e o, B, sdo pardmetros que determinam a forma da funcio
e F{x} ¢ dada por

Flz)= e,

Os pardmetros ¢, f,7y serdo tomados como



fortemente dcido: og=fF=4 [y=12

acide: a=fF=58 y=2

fracamente dacido: a=f0=6 H =2
neutro:  e=f3=7 |gy=

alcalino: a=p=95 /=

algo deidor a=2,0=6 =3
algo neutro: e = 6.5, 8 =75 v =

algo alcalino: o = 7.5, =10 y=3
indeterminado: @ — 00,8 — 20 ¥ =

irrestrito: = 8=0 -+ 00.

Tabela 3.1. Conjuntos Fuzzy correspondentes as Descrigbes Lingufsticas

de acidez do solo
rétula 2 2.5 3 3sn 4 ik 5 BB i 8.5 T OTE £ AL LN i1
acitda D% .2F DAY OBV 0L7R B84 1M .94 B8 BT .47 .21 031 005 0.02 0.01 0.090
fort.acide .37 087 O.T6 0.84 1.00 0.54 075 0.57 0037 021 6.11 445 0.02 8401 D.af 4.08 0.00
{ras. acido 002 6.08 G.1F 0.2 037 B.67 4.T6E 0,84 1.00 0.834 G T8 .87 QAT .21 {.1F .05 002
aiga acids  1.00 1,00 .00 1.00 1.00 1.00 100 100 1.00 0,87 GBS &.78 0.684 §.50 0,37 D26 0.17
TeEire GO0 3.0 G682 D05 0.11 0.2F 037 Q.47 (.78 0.04 .40 .84 .TE .Y 0.37 0.2 B.11
alealing .00 B.BD O 002 0.056 B 0021 037 0057 DUTE (L84 100 D84 078 0BT 0LAT 0.2
alga alo. BOF 086 1Y 017 .36 43T .80 0.64 78 DBG GOT B 140 1.99 1.80 1.00 1.00
adgn weulre G.3} DT 026 Q.37 Q.50 64 D.7E DLEY 097 100 .00 140 037 GES 0.7 (.64 0.50
indelerm. .80 G0 0.00 D.00 006G 0.00 D.00 .00 000 006 G.00 0.AE 000G .40 D0 000 o008
irrestrito .80 180 P80 1008 1,00 300 100 100 1.0 1,00 1.60 1.5 1.00 1.00 ;l_".PO 1.00 1.0

Se o == A > 0, entio a fungieo de pertinéncia jry-(w) é da uma curva em
forma de sino enjo valor central é o e cuja variagio € v, Se o < § entao
a funcio de pertinénaia possui um platd em a < u < 3. Note que “inde-
terminada” € o rétulo do conjunto vazio enquanto o significado do termo
“rresirito” é simplesmente . K desnecessério frisar gque, embora as
funcoes de pertinéncia definidas por {3.27} e os pardmetros o, B, terem
sido tomados de modo arbitrério, isto nao significam que eles possaln ser
guaisguer outros. De fato, na teoria de conjuntos fuzzy, néo hd um modo
particular de impor restrigdes & construcao de fungdes de pertinéncia de
um conjunto fuzzy, de modo que & escolha de tal fungdo é algo subjetiva.
Todavia, é claro que em toda aplicagio os resultados dependerio do gran
“de acurdcia da transigio entre valores lingufsticos para os conjuntos fuzay.

Alguns métodos de aquisicio de fungdes de pertinéncia associados tom
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termos vagos foram propostos {por exemplo Labov 1873; Hersh o Cara.
mazza 1976; Turksen 1988, 1991). Assim como ndo hd uma regra simples
e gendrica a este problema, em gualguer aplicagdo séria das funcoes de
pertinéncia as quais representem significados de alguns termos devem ser
estimadas com extremo culdado a fim de assegurar nma represeniagio
genuina.

Vamaos assumir gue I é o conjunto discreto de valores
U ={2,2.53,...,9.510).

(s conjuntos fuzzy correspondentes a cada termo em 7, caleulados de
acords com {3.27), sdo apresentados na tabela 3.1.
Consideremos a conjungio {3.22) para trés sintaxas para o exemplo con-

siderado anteriormente neste trabalho, reparafraseado da forma

(51 = algo alcaline) A (5 = dcido} A (53 = fortemente dcido}, (3.28)

A relagio fuzzy R, cquivalente a distribuicao de possibilidade 1T, induzida

pela proposicio (34) & apresentada na tahea ahaixo.

Tabela 3.2. Relagao Fuzzy R equivalente & distribuicio de possibilidade

11 gerada pela proposigio (3.12)
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aeposiia 2 25 A Eh

4 8.5 8 8.5 18

i D43 045 050 457

2 0,42 048 850 057

3 0.3 0.86 911 .37

4 042 0.4& 0.50 O.07

& 003 0.06 003 437

& 0.43 0.46 050 0.37

¥ GA43 046 0,50 0.57

-] 0.03 0.0¢ .11 D7 Q0 A

] 0.}1 0.21 037 0.37 0.78 0.94

10 0.41 £.51 B&T DET 10400 1.02

il 941 0.5 46T 067 1.00 1.0¢

iz 9.11 0.2) 0.37 0.57 0.T§ 0.94

12 0.41 §.51 {67 O.BT 1.00 1.00

14 (.11 Q.21 037 .57 078 .04

15 G.37 0.51 0.67 0.87 1.OG 0.894

i6 037 0.57 0.78 0.92 1.0¢ 0.94

iy G.AT 0.78 0.95 1.400 1.00 1.60

i# Q.87 087 0.85 1.00 1.08 1.00 0.8
19 0.41 ¢.&) DT LAOD 104 1.00 3.00 O.37
24 0.37 081 0.67 DB 1.00 .94 0.78 387

083 067 DA€ 083 0.81
PG4 0.B3 DGR 087 0.ER
1.0 102 1.00 114 1.00
0.93 QBT 0.84 D.RZ O.BY
0.84 D63 083 062 082
G684 LAY DER 0.R2 D.AZ
O 84 DHI .Y D82 C.HZ
D83 BT G.BL D83 D.A3
811 0.05 D.OZ 0.01 0.60
G.4% 055 D32 031 0.30
T4 G35 §.42 0.1 .30
@1 0.05F 0.02 0.01 0.60
41 0,35 0,32 0.31 0.3
001 0 D03 601 000
463 002 0.00 2.00 0.00
0.62 0.0} 000 G006 0.00
T332 031 030 4.30 0.30
.32 0.3%F 0430 .30 0.a0
{+.32 0.31 D20 0.30 0.30
&0 301 0.00 0.00 0.00

Predi¢des da reagio do solo obtidas por mela de

s regras composicionais de

inferéncia embasando-se em varios diaguosticos de comunidades de plan-

tas e na conjungdo (3.4) sde compilados na tabela segninte. Os resultados

sparentam ser bastante intuitivos.

Tabela 3.3, Predicgao da acider do solo por melo da regra de inferéncia

composicional W = AL, {S5(T)o R}

T - Premissa

W - Conclusio

5

52

53

um fragmento empoebrecide de 55

um fragmento empobrecide de 53
aproximadamente 55
aproximadaments &

uma forma transacional entre 57 e 59
uma forma transacional entre 57 e 55
uma forma transacional entre S; ¢ §3
indeterminado

algo alcaline

deido
fortemente dcido
acido

fortemente acido
algo dcido

algo acido

algo neutre
irrestrito

algo dcido
indeterminade

Devemos enfatizar, todavia, que o osquema
niao elama para si o direito de exclusividade.
progndstico de habitat possui a forma (3.26).

entrada da mais simples variante de predigio .

108

de predigdc apresentado
Nio foi dito que todo o

Esta formula é apenas a



3.2.4 Discussio

Sentencas descrevendo relagbes entre vegetagho e habifat sdo apesenta-
das neste trabathio sob a forma de condicionals ndo quantificados, embora
cles sempre contenham algum quantificador fuzzy tal como: “comparati-
“vamente niuito {requente”, “usnalmente”, “algumas vezes”, A linguagem
PRUF {Zadeh 1978) permite a traducfo deste tipo de sentengas; o ra-
cicimio aproximado baseado em premissas com quantificadores fuzzy foi
discutido em {Zadeh 1983}
O Raciocinio A 'j)i‘t‘i*}éi?ﬁﬂ-éﬂ de acordo com a regra de inferéncia composi-
cional pode ser entendido como wma “variagio fuzzy” da forma simples
de deducio nomoldgica {Hempel 1965),
Mais ainda, dezde que o conhecimento na ciéntia da vegetacio é impreciso
por natureza, sistomas especialistas fuzzy podem servir de repositérios de
conhecimeto fitosociolégico, por serem capazes de armazenar premissas
vagas e ou inexatas ¢ de realizar inferéncias com as mesmas. A Légica
Fuzzy prové o substrato natural para o gerenciamento de tal conheci-
mento incerto. A componente representacional da Ligica Tuzzy, aonde
ag vartaveis linguisticas sao de vital importancia, permitindo a tradugio
de conceitos inexatos e sentengas itnprecisas através de conjuntos fuzzy
(distribuigdes de possibilidade) sobre os guais as regras aproximadas de
inferéncia podem ser aplicadas. A regra da inferéncia composicional e
do principio de inclusio em sistemas especialistas fol considerada por
{Zadeh 1983). Todavia, sua formaliza¢do e aplicagdo pritica pode ser

encontrada em (Blinder e Bassanezi 1993) e a discussio detalhada de
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suas possivels aplicagdes em Ecologia Teérica podem ser encontradas em

(Blinder 19932,1993d; Blinder e Paes 1993). &

3.4 Agruras da Inferéncia Fuzzy e outros aza-
res

“Nem tudo € perfeito, .7

{Andnime, porém sabio.)

O principal e mais conhecido operador de implicacdo na Logica Fuzzy ¢

o da expressio (3.4):
Ly = Ao {({AX B)U(-AX B))

Também sio bastante conhecidos ¢ utilizados os operadores andlogos aos
da Logica Polivalente, como os de Lukasievicz, Gogen, ...

Infelizmente, “nem tudo sio flores”. Foi argumentado no fim da se¢do
anterior que o esquema de inferéncia (3.4) ndo é, Gracas ¢ Deus, o Gnico
esquema de inferéncia possivel.

Ora, “Infelizmente” e “(ragas a Deus” sio expressdes de significado
nitido, gual o seu significado semantico de sua utilizagio aqui 7 Explica-
sel

-Embora (3.4) funcione em muitos casos, desde 1979 conhece-se a partir
de um artigo (Mizumoto et ali., 1879 iy Advances of Fuzzy Sets) que
o operador (3.4) apresenta problemas em, pelo menos alguns casos de
inferéncia.

Consideremos, por exemplo, um conjunto fuzzy A que é representado por
um niimero fuzzy triangular no centro do intervalo discreto [1,10]. Uma

representacio para este conjunto fuzzy pode ser:
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A = 0)14+0.252 4+ 0.5]3+ 0.75[4 + 1]5+ 0.75[6 + 0.5]7 + 0.25|8 + 0]9 + 0/10

e seja o conjunto fuzzy B o conjunte verdadeiro no mesmo dominio. B

serd representado por

B = 0.1]140.2}24+0.3[3+0.4[4+0.5

5+ 0.6{6-+0.77+0.8]8+0.99+1.0]1

O significado semintico da implicagio logica 4 = B pode ser “Se 4
for eprozimademente 5 entdo B é verdadeiro”. Esta pode ser wma regra

vilida em algum contexto.

resultante & :
B = 014025124 0.5]3 4+ 0.7504 + 115+ 0.75/6 4+ 0.5]7 4+ 0.25]8 + 0{84-0]10

que ndo & coincidente com o consequente { ), de modo que este é um
exemplo de que {3.4) nio respeita, obrigatériamente, Modus FPonens
Classico.

E possivel mostrar que (3.4} ndo respeita também outras propriedades
seméanticas desejdvels para a truplicagio fuzzy.

Analisaremos em seguida que propriedades sio semanticamente de-
scjaveis para a Implicagdo Fuzzy, quais os principais vperadores de im-
“plicagio alternativos disponivels na literatura e faremos uma andlise de

suas propriedades e impropriedades.
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3.4.1 Propriedades semanticamente desejdveis para GM P

I+ razodvel creditar impossivel formular predicados nos guais um esquema
de inferéncia fuzzy deveriam enguadrar-se pois se fosse possivel, ele im-
poria huma rigidez ao esguema; wina vez que a inferéncia fuzzy deve ter
suas raizes na subjetividade (embora as nutra de clara objetividade).

Parém, podemos formular uma tabela de propriedades desejaveis para a

“inferéncia fuzzy, colocando as opgbes mals dfels para cada ennnciado.

Uma tabela que contenha tais propriedades desejadas pode ser a seguinte:

Tabela de Propriedades deseidveis para o Modus Ponens Generalizado

Propriedade|Premissa Deducio Desejada
GMPI zé A v 6B

GMP2a & ¢ muito A ¥ ¢ multo B
GMP2b x 6 muito A

[GMP3a = € mais-ou-menos A y é mais-ou-menos B
GMP3b z ¢ mais-ou-menos Ay é B

GMP4a rénin A ¥ é desconhecido
GMP4b z é ndo A y é nao B

GMP3 x é ndp B y é ndo A

onde a inferéncia fuzzy representada pela tabela acima é derivada de um
cenunciado de implicagio fuzzy dé tipo “Sez é Aentdoye B, onde A e
B sio conceitos fuzzy, representados pelas suas respectivas distribuictes
de possibilidade.

Em geral, todas as propriedades de rétulo GMPa sao intuitivas e de-
sejdvels para proposicies da teoria Tuzzy cldssica. Inclusive, GMP1 é a
formulagdo de Modus Ponens Clissico e GMPS a de Modus Tollens.

£ claro que GMP5 s6 deve ser plausivel no caso em que A e B sejam con-
juntos do mesmo dominio, ji caracterizando assim a primeira evidéncia

de uma propriedade gque nio é possivel em todos os casos {e s vezes,
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inclusive, nfo desejivel).

As opgdes existentes ey GMP2, GMP3 e GMP4 nio 56 dependem do
tipo de inferéncia desejado {veremos exemplos coneretos de casos onde
escolhemos GMP2b como propriedade necessdria, ao invés de GMP2a,
para a dedugdo no capitulo seguinte), mas a caracterizam.

Claro estd, gque do ponto de vista pragmatico, se uma das allernativas
for satisfeita a outra ndo serd, o que resulta portante e pelo menos
duas consequéncias: Nenhum esquema formal eldssico satisfar (ov poderd
satisfazer) total e genericamente qualquer tipo de inferéneia fuzey
generalizada. A escolha das propriedades deve ser feita caso a caso. A
“ouira consequéncia é que devemos escolher um sistema formal que nos
satisfaca, e mais gue isto, conhecer portanto as propricdades que ele

satisfaz de antemaio.
3.4.2 Outros speradores de implicagio fuzzy

Consideremos agora os aspectos sintdaticos da implicagiio fuzzy.
Os principals operadores de implicacdo fuzzy, juntamente com sua de-

finigao na forma relacional sdo:

Ry = (AX B)U(=AXY) (3.29)
pra(2y) = (ualz) Aps(y) v (1 - pale))

R, = (~AXY)® (X x B) (3.30)
Cerdy) = LA - pale)+pa(y))

R = AxB ' (3.31)
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prley) = paded A pply)

R, = AxY -, XxB (3-32)

[ 1 sepa(z) < up(y)s
L0 sepale) > pay)

Ry = AxY =, XxB (3.33)
| 1 sepa(e) < pa(y)

}'{RP (:1.-, 'y) =

il gl = .
#ry (9] | welyl se palz) > pply)

Ry = {~AXYJU(X xB) (3.34)
pr e y) = (1 pala)) Vopsly)

Rp = AxY =5 XxB (3.35)
R (ry) = 1 se palz) < psly),
ERrpl%,y) = ii:-{(z% se (e} > uly)

Be = AXY --.XXB (3.36)
prJdz.y) = Ve pale)+ pale)ps(y)

Ro = AxY —n X% B (3.87)

T 1 ose gz} <1 oupg{y) =1,

Hro (0,0) = { 0 sepa(zi=1 ouwus{y)<Ii.

As leis de inferéncia composicional atilizadas pata 0s operadores acima é
& cOomposigao max — min.

A exsmplo dos diversos sistemas e operadores de implicagdo material
presentes em Logica Polivalente, os operadores acima foram propostos
visando a atingir alguma semantica particular. Todavia, podemos listar
também uma tabela de propricdades desejavels para o operador de im-
plicagln , provenientes da mesma literatura, resuminde de alguma forma

as propriedades gue os antores de tais operadores visavawn alcangar.

Tabela 3.4

Axtomas descjivels para a relagio de implicagio J
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11 Se 4 < A entdo I(A, B} > I{A, B} [Baldwin, 1978]

io Se B2 B entdo I{A,B) > {{A, B) [Baldwin, 1978]

13 1{0,B)=1 [Baldwin, 197%]

M {1,B)=8 [{Baldwin, 1978]

5 H{ABY> B [Yager, 1980/177]

6 1{A,A)= [Bandler e Kohout, 1980/13]
7 HAJ(B,CYY= HB,I{(ACY) [Trillas e Valverde, 1985/155]
18 E(A Bi=1«— A<H [Gaines, 1976/77]

19 1A, B)Y=I{cB),e{A)} [Bandler ¢ Kohout, 1880/13]

110 1 é continua

Tabela 3.5

Oz radores de implicacho mals Trequentes na Ligica Fuzzy com inspiracio nas

Légicas Polivalentes Clissicas

Operador Forma Propriedades
proposto por satisfeitas
Zadeh max(1 — x,win{z, y)) 12,13,14,110

Lukasiewicz min{l,1 —z 4+ ¥) 11-11¢
Kleene-Dienes max(1 — z,y) 11-15,17,19-110

3.4.3 Anélise das propriedades satisfeitas pelos operado-
res de implicagio fuzzy usuais

Exibimos na tabela abaixo os resultados hoje conhecidos na literatura a

respeito dos operadores de implicacio acima, em termos das propriedades

deseiadas para Modus Ponens Generalizado. O simbole *x” denota gue
4] . q

-a propriedade ndo é satisfeita e “v” denota sua satisfabilidade.

Esquema de

nferéncia

Antecedente Consequente Ry, Ry R Ry Ry By Ba R, Rg

fozzy _
GMP1 A B X X ¥ VvV V X X % x
GMP2a maito A muito B X X X V X X X X X
GMP2h muito A B X X ¥V X vV X X X X
GMP3a + A + B X X X VvV ¥V X X X X
GMP3b + A B X X vV X X X X X X
GMP4a - A deszonhecide v v X v v v v v X
GMP4b - A - B ¥ X X % X X X x X
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3.4.4 Discussio

@ T Y
v
Y
g AW

Muitas criticas ao controle Tuzzy tém sido recentemente feitas, Porém,
como € gue o Metrd japonés funciona a base de trens que utilizam Légica
Fugzy em seus controladores se tajs métodos sio tio ndo confidveis 7 £
porque foram utilizados os conectivos apropriados e escolhidos eriterio-
samente, a partir da andlise de suas propriedades.

O que acontece & gue isto torna dificil sna utilizacio em larga escala, ao
nao iniclado, por nac haver algoritmo simples de escoltha do eonective
apropriado. Muitos resultados e roteiros sio disponiveis atualmente na
ﬁlitera.tura,, mas umn tanto inacessivel a nossos propdsitos, entre eles a
popularizagiio da Logica Fuzzy a aplicagdes nas Cidncias Bioldgicas,
Buscamos, na préxima secio , ao propor o uso da implementagio da
Légica Fuzzy em Redes Neurals Artificials, poder contribuir de alguma

forma para simplificar este estado de coisas.a
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Capitulo 4

Légica Fuzzy Neural



A finalidade deste capitulo é a de mostrar como podemos impleman-
tar a inferéneia fuzzy através de redes neurais artificiais e exibir exemplos
de suas aplicagdes praticas a problemas biolégicos.

Para tanto, exibimos inicialinente o modelo neural artificial enfo-
cando sua inspiragio biolégica e depols woncentrando-nos nas suas im-
plicagdes formais,

Em seguida, discutimos as propriedades genéricas dos sistemas
intcligentes, distingnimos suas formas de aprendizado, e exibimos os

‘principios formais abstratos do aprendizado através de redes nevrals ar-
tificiais,

Nas seghes seguintes, tratamos do aprendizado supervisionado ery re-
des neurais artificials, concentrando-se no algoritmo de Retro-Propagagao
do erro, exibindo uma demonstragio para 0 mesmo e algumas simulagdes
numéricas, algébricas e computacionals a titulo de ilustragio .

Estabelecidas as bases do aprendizado supervisionado em redes neu-
rais artificials, passa;n'lés a tratar do assunto da implementagio da in-
foréncia fuzzy através do mesmo. FExibimos também agui exemplos de

simunlagbes computacionals a titule de ilustracdo e verificago do funcio-
namento do modelo implemeantade,

A seguir mostramos como ¢ possivel implementar o sistema especia-
tista para fito-indicagio proposto na se¢io anterior através da arquitetura
proposta. Exibimos os resultados obtidos através da simulacio compiu-

tacional dos dados das seqbes anteriores e comparamos seus resultados,
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Finalmente, realizamos a conclusio do trabalho com base nos vesul-

tados obtidos e de suas perspectivas.
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O objeto da Computacdo Neural sao as Redes Neurais Artificiais, Estas
s40 estruturas que mimetizam o processatento distribuido e massiva-
mente paralelo, a exemplo do realizado em nosso cérebro. A conceituacio
exata das redes neurais € todavia uma tarela dificil, posto sua implicagio
nas mals diversas areas: Inteligéncia Artificial, Fisica, Computagio , Bi-
ologia e inclusive na Filosofia e em Matematics Aplicada.

"Podemos definir Redes Neurals Artificials como sendo sistemas compu-
tacionals organizados a partir de elementos de processamento simples
(newrdnios artificlais) interconectados que processawm informagdes através
de wma dindmica de adaptacio aos estimulos externos, isto é, sio siste-
mas capazes de capturar a dindmica que associa um conjunto de entradas
a am conjunto de safdas, sem que se conhegam as lels que os relacionem.
Tais tredes sdo modelos matemitlivos, vnde os elemenios de processa-
mento sho unidades simples, com algumas caracteristicas semelhantes
aos neurdunios bioldgicns.

Definiremos tals conceitos mals precisamente do ponto de vista ma-

tematico mals adiante.
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4.3 Modelagem Neurofisiologica Simplificada

4.3.1 Inspiragao da Neurofisiologia

Como o termo “Rede Neural” implica, seu apelo inicial foi dado pela
tentativa de modelagem de redes de neurdnios reais existentes no
cérehbro. Os modelos sdo extremamente simplificados quando vistos
do ponto de vista neurofisioldgico, embora ainda possamos acreditd-los
corno “metaforas™ vilidas dos principios da computagio “bioldgica”. Da
mesma. forma que partes isoladas de urn navio grande s&o irrelevantes no
comportamento do navio {por exemplo, seus botes on 0 compartimento
de carga), muitos detalbes das células nervosas s8o irrelevantes para o

entendimente do comportamento colefivo das redes de células.

MNeurdnios

0 cérebro humiano é originalmente composto por algo cerca de 101

nenrénios {células nervosas) de varios tipos distintos.

A figura 4.1 apresenta um desenho esquemdtico de um neurdnic tipico.
Redes de fibras nervosas estreladas 530 chamadas de dendritos gue sio
CONeX0s Ao corpo da célula ou soma, que & aonde estd localizado o
nicleo celular. Uma dnica ¢ longa fibra que estende-se do corpo da eélula
& chamada de axénio, que € extremamente ramificada em sua extremi-
dade. Cada uma destas ramificagdes fermina em uma juncio sindptica,
ou sinapse, conectada a outros neurdnios. Os terminais receptores des-
tas juncdes .a outras céhi.lag-podem encontrar-se nos dendritos ou ainda

diretamente 1o corpo da célula. Um axdnio tipico realiza alguns milhares
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de conexdes com outros neurdnios.

A transmissio do sinal de uma célula a outra através da sinapse envolve
um complicado processo quimico no qual substidncias transmissoras es-
pecificas {os neurotransmissores) sio enviados de um lado » recebidos
.do outro lado da sinapse. Seu efeito pode acentuar ou diminuir o poten-
cial elétrico existente no corpo da célula receptora. Quando seu potencial
alcanga um determinado limiar, um pulso ou potencial de ativagio de
intensidade e duragio determinados é enviado atravéds do axduio. Dire-
mos entdo que a célula foi “ativada”. O pulsc entio se propaga através
das ramificagfes do axdnio atd as jungdes sinapticas com as outras c¢élnlas,
Apds sua ativagio , a célula deve esperar um determinado perfodo cha-

mado periodo refratdario para poder ser ativada novamente.
4.3.2 Estrutura “Légica” do Neurénio

"Focalizaremos nesta segao a estrutura ogica de um neuronio. Observemos
as analogias entre o Neurdnio e seu esquema ldgico, tal como dado na
figura 4.2

- Existe uma unidade de processamento, o circulo denotado por 4, gue
representa o corpo da célula, o sema.

— Um nidmero de linhas conectadas, logivamente, ao soma. Sio repre-
seniadas pelas linhas com flexas na figura.

— Cada canal de entrada é resultante da combinag@o de um dendrito
@ uma. sinapse, & haverdo tantos canals de entradas quanto sinapses

conertadas aos seus dendritos.
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~ (s canals de entrada sdo ativados pelos sinals recebidos das “caizas
légicas™ aos quals estio conectados. A natureza logica destas pe-
guenas caixas {nossos axdnios pré-sindpiicos), e é expressa pelo fato
gue elas pode servir tanto para ativar um canal {carregar um pulso)
ou nio ativd-lo {atividade abaixe do limiar de disparc no neuronio
pré-sinaptico).

Cada linha de entrada possul um pardmetro wy; associado, onde o subs-
crito ¢ especifica o neurdnio {pés-sinaptico) que estamos descrevendo en-
quanto o subscrito j indexa os vérios canais de entrada de sinais do
peurimio. O valor numérico de wy; é a eficdeia sinaplica das sinapses
gue chegam ao peurénio 2, as quais séo determinantes ao potencial de
atividade pds-sinaptica (PAPS) que sera adicionado ao soma ¢ se o canal
7 for ativado. Existe apenas uma safda ldgica por unidade, que expressa
a safda relevante do nosso nenrdnio - se ele emite um pulso de ativagdo
oy Dao.

A operagido na unidade pode ser resumida como segue:

— A todo momento, algumas das entradas légicas s@o ativadas,

— O soma recebe uma entrada (PAPS) a gual é a soma linear das
eficdcias wy; dos canals que estiverem ativados.

— A soma do PAPS é comparada ao valor limiar do neurénio 1 e o canal
de safda é ativado se ela excede o Hmiar, caso contririe, nenhuma
saida é emitida.

Este processo pode ser formalizado posteriormente assoriando a cada

caixinha nm varidvel €5 a gual pode tomar os valores 1 e 0, indicando
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quando o canal associado & caixa estiver ativo (¢; = 1) ouinativa (e, = 0}
O PAPS no peurdnio ¢ pode ser expresso agora como sende a soma de
. todas as eficiéncias sindpticas nos capais de entrada coneclados ao nosso

neurénio multiplicado pela varidvel e correspondente, o que a

gUTE Gue
apenas canais ativos contribuem. Em outras palavras, denctande o PAPS

10 Teurdnio ¢ por g, podemos escrevern:

N
gy = Z’[U,‘j(‘.‘j (4.1}
e
onde N & o numero de caixinhas, isto €, peurdnios pré-sinapticos.

A operacio desta “pequena maguina” pode ser representada atravis da

fungdo verdade 1gica

S; = flas > 6) (4.2)

onde f é uma funcio que vale 1 se a; > &; e 0 caso contrario. A varidvel
S; indica, em linguagem neurofisioldgica, quando um pulso acontecerd no
axémio de saida. Desde gue a fungdo verdade (4.2) é computada a partir
dag varidvels €;, que por sua vez também assumem valores 0 ¢ 1, cada
uma dag varidvels pode ser con s‘idera,da como sendo 3 funcho verdade de
alguma expressio 16gica. Isto nos leva diretamente a0 modelo de neurénio

formal de Me Culloch e Pitts.m»
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Figura 4.1: Representagdo esquematica de um nenrdnio
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Figura 4.2
A cstruturs ldgica de um peurdmio. wi; s&o as efichcias das sinapses que chegam ac peurdnio j,
representado pelo grande circulo. e sBo varidveis (-1 representando a chegada ou nio de algum pulso
sobre o axfnio pré-sinaptico que conecta o neuronio j a cutro, ; ¢ o chamado pofencial de ativagdo
pds-sinaptico e fla;) & a fungio de ativagho ow decisio do Neurbnic. Se ¢ neurdnio “disparar” (ou
140}, 5; tomard o valor 1 {ou 0}, respectivamente,



-4.3.3 O Modelo Neural de Mc Culloch ¢ Pitts

O Neurdnio Formal Em 1943, Mc Culloch e Pitts num artigo bastante
formal, mostraram gue neurdnios simplificados podiam ser combinados
emn pequenas sequéncias temporais, no final das quals haveria um simples
neurénio na saida, cuja atividade seria o valor verdade de qualquer conec-
tivo 16gico bindrio, representados nos neurdnios de entrada. Argumen-
tavam entdo, que com tais redes elementares, poderiam ser construidas
redes compostas as guais podiam realizar gqualquer operagao do Cdleulo
Proposicional.

“Um elemento novo, essencial nesta construgio | foi a intredugao do tempo.
Se os neurénios s3o “computadores” de expresstes do Caleulo Proposici-
onal, entdo deve-se levar em consideragho o fato de gque dos pulses que
cheguem aos axdnios de dois neurdnios que representem o valor verdade
de duas proposi¢hes , entdo ¢ neurdmio que. computa a operagao logica
destas duas proposi¢des na entrada podé dar sua resposta somente um
cicle de fempo posterior ao tempo de producio das duas entradas. Esie
ciclo de tempo, o gual serd escothido come unidade de tempo, o tempo
minimo entre a emissio do pulso de entrada ¢ da produgdo do pulso de

_safda {aproximadamente 1-2 milisegundos nas sinapses reais).
Basicamente, o Neurdnio Formeal de Me Culloch e Pitts é a entidade
descrita na seqdo anterior, usnalmente com vm nfimero reduzido de canais
de entrada. Cada neurdnio possui seu proprio limiar e os canals possuem
pesos Imméri;os. s pesos e limjares séio escolbidos de modo que a todo

cicle de tempo alguma operagio 1dgica é realizada. Os arranjos mals

126



simples sdo exibldos de mado esquematico na figura 4.3, Eles realizam a
computagao da (&) negavio de nwa proposicdo (ndo), (b) da conjnugio

(e} de duas propasicies o da {¢) disjungio (ou).

Os diagramas podem ser lidos da seguinte maneira: em (a) o neurdnio
“a& esquerda emite wm pulso no tempo t (e{t) = 1} se alguma proposigio

A é verdadeira. Se o canal possulr peso -1, como indicado, e o neardnio

nao disparard. Se A4 for falsa, entdo o neurdnie a esquerda ndo dispa-
rard no tempo 1 (e{t) = 0} ¢ consequentemente o neurdnio da direita
disparara no tempo £ + 1. Em outras palavras, o disparo do neurdnio
a direita representa a negacdo  da proposicdo representada atraves do
disparo do neurdnio da esguerda, No diagrama (b) da fignra 4.3, 1é-s¢
como: o neurdnio da esquerda disparard em 2 4+ 1 se ¢ somente se am-
bos os neurdnios da esquerda dispararcin no tempo 1, indicando que as
proposicoes afirmadas através dos nenrdmios da esguerda sio ambaos ver-
dadeiros. Os pardmetros erm (¢} asseguram que o neurdnio da direita dis-
parard se pelo menos uma das suas entradas contiverem uma proposicio

verdadeira.

¢ £+ t t+1 t 4
{~1) % O{i
"“'({ }-“-—'*' ' e

59 o o

[ je— *3 =
Te=-z (1 7=3 S TR
{a) {b} fcl

Figura 4.3: Trés operagbes 1dgicas elementares: (a) Negagdo (b) E {¢) OU. Em cada diagrama
o estado do nenrdnio da esquerda ¢ dado no tempo { e nos da direita em ¢ 4 1.



A elegincia da Logica Cldssica reside no fato de que podemos construir
qualquer operagio booleana bindria necessitando-se somente da negagio
e de apenas uma das duas operagbes bindrias representadas na figura 4.3,
e entdo, pela let associativa, construir oper¢oes booleanas com qualquer
mimero de proposigbes {como fol observade pela primeira vez no capitulo
1 do Principia Mathematicae de Russelll. O dnico elemento adicional
necessario € a funcio identidade, que prové um retardamento quando
as safdas das operagbes prévias, que forem requeridas simultancamente,
-sejam produzidas em tempos diferentes. Veja por exemplo, a figura 4.4,
Desta forma, uma rede de neurdnios formais gue computein o ou exclusivo
{xor) de duas proposicoes | as quals é verdadeira se somente um dos
dois valores forem verdadeiros, pode ser como na figura 4.4. Note gue
se o valor verdade de duas proposiches for representado a esquerda no
tempo t, o resultado ird aparecer apenas no tempo ¢ + 3. Note também
que temos de recorver ao uso da identidade para manter AA B enguanto

A v B estiver sendo negado,

E um simples exercicio provar que nenhuma estolha de pesos e limiares
‘ possibilita que o neurdtmio formal compute o XOR em um dnico ciclo
de tempo {Veremos uma demonstragio deste fato na segio seguinte. A
primeira demonstragdo publicada, e com detalhes |, foi dada por Minsky
e Papert, s 1969}, O esquema da figura 4.4 é um exemplo de que é
possivel realizar tal computagio em poucos passos. Iste decorre da su-
ficiéncia dos conectivos exibidos na figura 4.3 para a construgao de predi-

cados arbitrdrios. £ necessdrio, porém, ter em mente que a universalidade
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formal requer tempo real, a qual aumenta a complexidade as proposicoes.
Mais ainda, evidéncias neuroldgicas que necesitam-se de poucas dezenas
de PAPS excitatérios para influenciar significativamente a probabilidade
| de que wm pulso seja emitido pelo neurdnio pds-sinaptico.

Faremos na se¢io segninte uma outra abordagem, a geom#étrica, na qual
poderemaos ter mais claramente a importancia do fate citado acima, pos-
sibilitando uma andlise clara das possibilidades e restrigies da neurdnio

formal de Mc Culloch ¢ Pitts.ee
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Figura 4.4: Uma rede construida para a computagio do OU Exclusivo {xor) via

({AABlv-[4v Bi]).
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4.4 Andlise Formal do Neurénio de Mc Culloch
e Pitts

Neurdnios de Mc Culloch e Pitts : Uma abordagem ma-
temnatica

Neste item iniciaremos a abordagem mais matemdtica {menos bioldgica
portanio) do modelo de Mc Culloch e Pitts | ressaltando quando possivel
sua capacidade logica, seus vinculos com modelos histéricos em Bioma-
temitica e continuidade em nosso objetivo de apresentar as redes neurafs
do ponto de vista da Matemdtica abstrata.

O Neurénio de Mc Culloch e Pitts conio um sistema tipo
“Caixa Preta”

Pensando em termos de sistema, ¢ modelo neuronal de McCuloch-
Pitts {ou neurénio formal) pode ser imaginado como sendo um sistema
tipo “caixa preta”, caracterizade por apenas um nimero 8: o limiar
Esta “calxa preta” recebe “entradas™ ¢ responde com uma “safda’”.
Tipicamente, estas entradas sio nidmeros em [0,1] (monopolares) on em
[—1.1] {bipolares) on ainda em {0, 1} {discretas): cada uma das entradas
tern um “peso” associado. Podemos pensar na “dinfimica” do neurbnio
formal como sendo uma fungio S gue simplesmente responde ao critério:
“se a soma das entradas vezes oy seus pesos for maior que o limiar, a res-
posta serd 1 {ativaglo); de outra forma é 0 {desativagiio). A salda § do

neurdnio formal é portanto a fun¢io descontinua

131



ki3
0 se Zﬁ’iﬁ'i < B
S = = (4.3}

onde £; sdo as eniradas do newrénio formal, wy 08 pesos respectivos, e 8§
“é o limiar. Cabe mencionar, gue a Teoria dos Dois Fatores de Nicholas
Rashevski {um dos “pais” da Biomatemdtica}, que é baseada nuna certa
contraposicdo de for¢as ying/yang - é muito similar ao neurdnio formal,
O Neurénio de Mc Culloch e Pitts como um Calculador
Preposicional

Neste item forneceremos mais alguns exeniplos de como o neurdnio formal
é capaz de realizar caleulos do valor verdade de sentengas proposicionais,
mas usando a abordagem das labelas verdade e do sistema caiza prefa,
como um primeiro passo para uma formalizacao mmals abstrata.
“Tambeém aqui, as entradas e; serao discretas: pertencerio 4 {0,1}. O
zero serd a represcentagdo do valor verdade FALSO (ou ainda o equiva-
lente a desativado) e o um {1) o do VERDADEIRO (e, afivado res-
pectivamente). Exibiremos a seguir algumas tabelas verdade do cilenlo

proposicional e o peurdnio formal que realiza a operagio equivalente:

i} ey A ey
€1zl A ey
00} 0O e By
1i6) o Y ~op e
0{1] 0 - e '
ESFU !
i) ey Voeg:
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1 0 l ‘1““—“—‘"‘“‘"‘-‘*—"} e
01t 1 S
1i1 1
v, m.__“i.w,__; )
o $ wog e
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Os exemplos acima mostram como € possivel imploentar tabelas ver-
dade de duas entradas {varidveis {6gicas). Para tabelas de mais varidvels,
o esquema geral ¢ andlogo; por exemplo:

€1 A &y A £l

r, -wm__J.!"w-‘"w-_»_hﬁ

7]
€ T ¢ w09 )
’ it 3

Como um%a, outra aplicagio do neurdnio formal, desenvolvida na mesma
década que o traballo de Mc Culloch e Pitts - ambos publicados nas
primeiras edigdes do Bulletin of Mathematica! Biology, criado e editado
por N. Rashevshi ~ cabe mencionar a rede de diseriminacio psicofisica

de Herbert Landahl, O problema ¢ obter os pesos aq, a9, e 3, e o8
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limiares & e 62 de modo gue a rede:

Li g t,;
4 bl !
€y . .
K
b, s,
3 z W_--')
e; u: s

reaja da seguinter forma:

I
et

ey < ey  entdo g = e sy s
1> entdao s =less =0

Isto &, a rede € capaz de decidir qual dag entradas € a maior. A solugio

é simples:

31 = 92 = 0
oy =g =1
P o=y = -1

Obszserve: Embora esta secdo aparente alguma redundancia com &
secao de modelagem bioldgica, ela comiega a apresentar uma das dife-
‘rencgas crucials - ainda um pouco confundidas - dos modelos de redes
neurais artificiais: o enfoque abstrato e computacional através de uwm

modelo exclusivaments formal com vistas a resultados maleméticos, ao
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invés da utilizagio de modelos de maior realisme bioldgico, que bugcam
auxiliar a esclarecer o funcionamento neural {(como € o caso do sistema

Genesis de J. Bower, Caltech).

Note também que este modele de neurdnio, para McCulloch e Pitts,
seria uma evidéncia para se dizer que o cérebro {constituido de neurdnios)
¢ capaz, sem experiancia prévia, de realizar caleulos 18gicos. O aprendi-
zado através da experiéncia ¢ uma verdade inegdvel; o que ainda nio fo
resolvido apds mals de 24 séculos é a polémica de Platio e Aristételes
sobre o conhecimento inato, isto & qual informacio ou conhecimento ji
estd “programado” no cérebro das pessoas 2o nascerem? Warren MeCul-
loch e Walter Pitts tinham a idéia de que o caleulo de proposices {Légica
de Boole, e consequentemernte aritmética bindria) ¢ conhecimento inato,
para provar esta tese desenharam um modelo bastante simplificado do
neurdnio, capaz de efetuar cdleulos 18gicos. Ha virias objecbes bastante
sérias & proposigdo de Mc Culloch e Pitts; por exemplo, um neurdnio
“isnlado de uma minkoca, ¢ funcionalmente {ao gue se sabe sobre o fun-
cionamento do neurdnio} similar a um neurbnio isolado do cérebro de
Boole. Porém, nio seria sepsato dizer que a minhoca faz cdlculos 16gicos;
apesar de, talvez, ter a capacidade “inata” de fazé-los,

O modelo do neurdnio, como desenhado por Mc Culloch e Pitts, mesmo
que nio “fosse a prova” do que gueria-se demonstrar, transformou-se
num dos paradigmas cldssicos dos elementos bésicos do processamento

em paralelo das redes neurais.
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4.5 Analise Geométirica do Neurénio de Me
Culloch e Pitts

Neste item faremos wma anélise geométrica do neurdnic de Mc Culloch
e Pitts |, de modo a permitir uma visualizagao de suas possibilidades e
restrigbes . Por hora nos limitamos aexibir os pesos com 0s quals determi-
nados resultados poderiam ser obtido, semn no entanto, discutit em guals
condigdes um determinada familia de conjuntos de pesos seria solugho
para o mesmo problema, ou ainda de que forma o “conliecimento” refe-
rente as tabelas verdade estio armazendas através deste conjunto e do H-
miat da nnidade. Recorde-se que no caso bioldgico os pesos eram sinapses
-excitaidrias ou inibitérias {(pesos 41 e -1 respectivamente) préviamente
fixadas, ¢ na se¢do anterior foram exibidos pesos fraciondrios.

Para se entender o possibilitar uma andlise geométrica do que faz (ou
potencialmente pode fazer) o nenrénio formal, vamos nos limitar a duas
entradas monopolares, €1,¢e3 e [0,1]. Seja agora # o miar do neurdnio
formal em consideragio . A reta aqe)4-aqey = 8, com aq e oy fixos, divide
o “planc de entradas” e1,€5 em duas regides distintas: uma “acima” da
reta e outra “abaixe” da reta. Numa delas vale aye1 + 2oy > # e na
outra aqe; + g€y < 8. Portanto o neurdnio formal, no quadrado unitdrio

[0,1] x [0, 1], somente pode diferenciar duas reqides sepuradas por wma
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reta: & reta ayey + o203 = 8, como por exemplo na figura abaixo:

IR

t

]

Devido a isto, diz-se que o neurdnio formal somente pode diferenciar
conjuntos incarmente separdocis.

Voltando a ey, e € {1}, varidvels ldgicas, e supondo que se queira
separar 0s ¢ dos o, @ neurdnio formal pode resolver todos os casos onde

uma possivel reta ayey + auep = 8 4 Hustrada.

. E )
e €,

N

iy - +> 3,-‘ %
p / ¢ N e

O caso do Ou-Exclusivo 0O Problema do Qu-Ezelusivo boolcano, oun
da fungdo XOR, consiste em compuatar wm “sim”, guando wma das doas
entradas for verdadeira e uny “nio” caso contririo. Sua tabela verdade é

a seguinte:
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1 Tabela Verdade da fungao XOR.

1162184
g0i010
110
01111
1§10

Fica clare a partir da figura acima que nao € possivel representar esta

fungao atrvés de wm inico neurdnio formal I

Hina vez

yue

08

conjuntos  os

©n " ony

(0,0} S o

quals

e

descjames  discriminar

({(0,0),{1,1}} e {{0,1},{1,0}}) ndo sko linearmente separdvels. Este é

também o caso mals simples da fungdo paridade de N entradas, discutide

em detalhes no Perceplron (Minsky e Papert, 1969).

Todavia, vamos demonstra-lo algébricamente, Desejamos que a fungao

S descrita em (4.3) satisfaca simultaneamente as condicdes de contorno

(S(0,0) = S{1,1) = G & S(0,1) = §(1,0) = 1}. Omitindo-se o mdice 1,

Lemos:

+1y + we <L iy

—Hy — Wa < Wy

Dy - wg > Wa

—h g > oy
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Conibinandgose {4.4) e (4.7) temos gque wy < U, enguanto de {4.5) e (4.6)
oblenms gue wy > 0, as quats sdo impossiveis de ser satisfeitas simulta-
neamente, Pode-se mostrar de modo andlogo gue também é impossive)
satisfazer as restrigbes para os outros uy's. Desta forma, fica demonstrado
gue uma usidade formal no pode realizar tal computacho .

Trnbim no problema de discriminagao psicoffsica bd ainda uma sitvacio
similar 2 do ov-exclusivo; nde é possivel discriminar irés ou rmais entra-
das, somenie com uma camada de neuronios formais. Estes dois proble-
mas podetn ser resolvidos com duas camadas de neurdnios formals; as
camadas de neurdnios que estao entre os nenrdnios de entrada e os de
saida sio chamadas de eomadas escondidas (ou ocultas). Este nome se
deve ao fato de gue estas camadas ndo recebem entradas do melo externo

e nem provéem saidas diretamente a ele, sendo portanto, “ocultas” ao

IeHFImno.

Rede para computar o XOR:

Discriminagao de trés entradas, fodas diferentes:

Objetivo:
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Y= 0

1=l = 0,83 =0 50 € > 65,61 > g
$1=0hsr =13 =0 s¢ €3> 05,00 > g

s1=0,8 7 0,83 =1 se e3> 5,603 > 65

s
¥
[£2]

J- 1.5 g=-0 ¢~ 01

-f .
-4 - . o} 1 o .

(e, >e, } 4 4= 0 | tgg) Y O | (25)

. -
: -1 o

Redes neurais com, por exemplo, duas entradas que possuam una camaeda

escondida, 330 capazes de discriminar poligonos convexos no guadrado
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unitério [0,1] x [0,1] do resto deste quadrado. Par exenplo:

—p

A drea hachurada acima pode ser discriminada do revto do quadrado
unitario com uma rede neural que tem somente vmu camada {entrada. -

saida}, mas nas dreas hachuradas abaixo,

b %

F | €

necessita-se de wma rede neural com mals de wma cawada escondida para

ser discriminada do resto do guadrado unitirio,
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4.6 Aprendizado em Redes Neurais

Podemos considerar como uma propriedade dos Sistemas Inteligentes sua
capacidade de aprender, on ainda, de adaptar-se. Dentre suas capaci-
dades, podemos destacar as de fazer novas associagdes , formar novas
categorias e novas regras além daquelas nele existentes, a partir da ex-
- periéncia.
Portanto, wma das cousequéncias do aprendizade seria a mudaenga de
comportamento dindmico do sisterna. Isto equivale dizer que o sistema te-
ria a propriedade de autlo-organizar-se, isto é, de alterar seus pardmeiros.
Tal mudanga interna de pardmetros induz a nme variagio guantitativa
do comportamento do sistema e, eventualmente, qualitativa.
Outra hoa e desejdvel propriedade de tal aprendizado seria “aprender
bem”. Aprender bem significa que o aprendizado deve refletir nma me-
Thora da performance do sistema durante sua evolucio dinfumica.
Das consideragdes efetuadas acima, podemoes entio formular duas pro-
pasi¢hes a respeito do aprendizado:
~ Proposi¢do Al Para haver aprendizado é necessdnio gque haja al-
teragio de seus pardmnetros (forma na qual o sistema “codifica” ou
representa o conhecimento). Como nas Redes Neurals Artificiais tal
representacio é efetuada através dos pesos das conexdes sindpticas e
de sens Hmiares, em geral representada por nma matriz de adjacéncia

ou conexdo M. Entdo o aprendizado serd representado por:

M £ (4.8)
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- Proposi¢go A2 O aprendizado serd tanto melhor guanto mais

proxima for a resposta dindmica do sistema o de uma deter-

saida

minada saida esperada para o sistetha o Assim sendo. o

esperada’
aprendizado consiste em minimizar o erro E{"sa.{daf"es_pe.ra,da)'
Portanto, podemos conclair que para que haja aprendizado é preciso
minimizar o erro na safda da rede e escollier o conjunto de pesos e Hmiaves
mais adequado. Mas como fazer isto?

Fornecemos alguns exemplos de pesos estabelecidos a priord, que podemos
encontrar com um pouco de habilidade. Eles codificam a informacio dese-
.jada por eonstrugio . Porém ¢ facil notar que tais problemas r,r,:-nstiiU O
56 oM eXcessao ¢ ndo em regra e é extremamente desejavel encontrar um

procedimento gendrico.
4.6.1 Tipos de Aprendizado

Podemos sempre “ensinar” a rede a executar determinada tarefa através
de procedimentos iterativos de ajuste das conexdes wy;. Isto pode ser
feito basicamente de dois modos, dependendo das condiches do problema

que desejamos responder:

— Aprendizado Supervisionado. Aqgui o aprendizade é {eito com
hase na comparagio direta entre as safdas da rede com as respostas
corretas conhecidas, Algumas vezes também € chamado de aprendi-
zado com professor. Nesta categoria também inclui-se o caso especial
de reforge do aprendizade, onde o tdnico feerd-back dado é se a res-

posta esta correta ou ndo, e ndo qual a resposta correta.
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— Aprendizado néio supervisionado. Alzumas veees aprendizado
nzo é definido em termos de respostas a exeniplos corretos especificos.
A tnica informagio disponivel € a correlagin rntve os dados de en-
trada ou sinais. b esperado gue a rede “orie” categorias a partir
destas correlagdes , e produza sinais de saida correspondentes a ca-

tegoria de entrada,

Existem sempre varias possibilidades de treinamente de nma rede para
realizar alguma computacdo . Ao invés de se ter que eapecificar cada de-
talhe do edleulo, basta compilar um conjunto de exemplos representativos
para breinanmiento, Isto significa que teremos esperancas de tratar proble-
mas onde as regras s&o muito dificels de serem conbecidas de antemio,
como ¢ o caso dos sistemas especialistas e da robdfica, Isto também nos
alivia de nma boa carga de tedioso (e caro) desenvolvimento de software,
_inclusive quando houverem regras explicitas. Como observou John Den-
ker: “Redes Neurais sio o segundo melhor jeito de fazer alguma coisa
sohre gqualquer coisa”, Obviamente, a melhor maneira é encontrar e usar
as regras corretas (“ideals” ou dtimas) pu wm algoritmo de otimizagio
para cada problema em particular, mas isto pode ser caro, dificultoso ou
demorar muito. Portanto, a segunda melhor abordagem é bascada em
aprendizado atravds de exemplos.

Quando o sistema possuir a capacidade de formar seus proprios padrdes a
partir dos estimulos de entrada, diremos entfo que ele possul aprendizado

ndo superiisionado.
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Se, no entanta, forew foruecides ao sistema os padroes que desejamos
gue ele reproduza, entao 1ul aprendizado serd dito supervisionado, Para
tanto, devemos fornecet an sistomna um eonjunto de entradas ¢ saidas
desejadas para que ele “aprenda”. Tal fato justifica a crenga de gue as
Redes Neurals Artificiais séo vrapazes de “aprender a partir de exemplos”,
Observe gue para seu aprendizado fornecemos os padrées desejados e nido
as regras explicitas que associam o conjunto de entradas ao conjunto de
safdas.

‘Este & um outro ponte importante, pois o aprendizado em RNA’s é ndo
paramnéirico, isto é, ndo fornecemos ao sistema a forma da fungdo que as-
socia as entradas as safdas, As RNAs sho capazes de aproximar gualquer
fungio ndo linear de ™ x K™ {pelo Teorema de Kolmogorov), bastando
para tanto ajuslar convenleniemente seus pesos e limiares. Apesar disto,
néo ¢ possivel obter a forma explicita da fungdo assim interpolada através
de tais pardmetros. Todavia o Teorema de Kolmogorov é uma das ga-
rantias de que nossa busca para enconirar tais pardmetros nao deve ser
uma busca em vio, apesar de nao nos fornecer como encontri-los,

“Vamos nos aprofundar um pouco mais nas duas proposicbes enunciadas
no infcio desta secio ¢ oo elas se aplicam as redes neurais artificials,
Em seguida analisaremos a dindmica do aprendizado das redes neurais e
VETSBTEOs U pouco mals sobre o Teorema de Existéncia de Kolmogo-

TOV.
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4.6.2 Plasticidade Neural (Proposicio Al)

Conforme a proposigao Al, para que haja aprendizado deve haver uma
variagao dos pardmetros do sistema. Porém, como se da tal variagio 7
Qual é a regra a ser ntilizada?
Pensande nestas questdes, Donald Hebb, e 1849 no seu livro “The Or-
ganization of the Behavior™ fez a seguinte proposta:
“Quando wan axdénio de uma ofluls A estiver préxime o suficients de excitar vma
iluls B ou repetidamente ou persistentomente tomar parte em ativd-laum cresci-

wnenio ou variagdo metabdlica toma parte em armbas as offulas tal gue s eficinciade
A, ergquants wima das oflulas que ativam B, ¢ aumentada (p.62, tradugio minhal”.

A wversdo formal simplificada da regra de Hebb para a variagio do peso da
comexan wga entre o peurdnio A, com uma taxa de ativagao o4, projeta

ao neurdnio B, com uma taxa de ativacao og, €

AH.IBA e 408 (4.9)

onde ¢ é uma constante positiva. A Fegra de Hebb é também conhecida,
na literatura como Regra do Delta.

A despeito da observagio de Hebb ser fisicldgica, a regra de variagio
de sinapse hebbiana fol precussora de varios algoritmos e inclusive de
construgdo de dispositivos fisicos. Ela pode ser encontrada hoje como o
principio bdsico dos algoritmos de condicionamento, das redes associati-

vas {Kohonen, 1884) ¢ das redes de correcao de erro [Hopfield, 1084] .
'4.6.3 Funcho Erro (Proposigao A2)

O termo Fungio Erro provém especificamente da nomenclatura de

‘ajuste de pardmetros {pesos e limiares) no sentido de minimos quadra-
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dos do erro. Porém, sua conceitvagio é andloga ao de muitas dreas da
Matemdtica Aplicada. O nome mais geral da Funcio Erro, na teoria de
sistemas dindmicos, ¢ Fungido de Lyapunov. Qutres termos sio o Ha-
miltoniano, encontrado no Calculo Variacional e na Fisica-Matemdtica,
Funcdo Energia na Mecinica Quéntica ¢ na Mecanica Estatistica. Na te-
oria de otimizagio encontraremos os analogos Fungio Objetive on Fungio
- Custo enquanto na Biologia Evoluciondria usaremos o termo Fungdo de
“Adaptabilidade” (do inglés fitness).
I util pensar na analogia da funcio de erro como sendo wina superficie
continna e nao linear sobre o espago de pardimetros como & da figura 4.5.

Tal superficie lembra wma regiio montanhosa,

Figura 4.5: Representagio metafdrica da funco erro como wina superficie nao linear sobre o
espago de pardmetros. '

De acordo com a proposigio A2, para termos bom aprendizado é ne-

cessario minimizar o erro cometido pelo sistema para melhorar sua per-
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farmance. Isto equivale dizer gue devemos “caminhar” a superficie de
P

orre no sentido descendente até encontrar sen minimo.
4.6.4 Dindamica do Aprendizado

Podemos portanto bmaginar a dindmica do aprendizado como sendc a
passagem do estado de nosso sistema para outro localizado mals abaixo
na superficie da fun¢io erro.

Desta forma, os minimos locais da funglo erro sero pontos atratores, que
podem ser idealizados como os estados gue melhor refletens as relaces da-
das pelo conjunto de treinanmento (ou ainda como sendo os padrées arma-
zenados pela rede, no caso das redes cuja dindmica seja auto-associativa),
Tal dinfmica pode ser comparada com a do movimento de wima bola sobre
nma. superficie montanhosa, sob a atunacio da for¢a da gravidade {gue a
puxa para baixe) e do atrito {gue diminui sua energia). Iniclando de um
ponto gualguer, a bola descerd montanha abaixo até encontrar algum dos
minimos locais (algum atrator). Os “vales” da superficie de erro {dreas
de afragio ) em torno de cada minimo correspondem &s bacias de atragio
de wn sistema dindmico.

A figura 4.6 ilustra o fancionamento da dindmica do aprendizado em
Redes Newrals. A superficie de erro encontra-se desenhada sobre o espaco
“de todos os possivels estados da rede (o espago de configuragio Y. Os
minimos locais da superficie de erro ¢ funcionam como pentes alratores
neste espago. A dindmica do sistema leva estados iniciais para algum
dos atratores, como exibide nas trajetérias desenhadas. Azss.imlﬁ todo o

espage de configuraglo ¢ dividido em bacias de atratores dos diferentes

145



atratores {minimos Jocais da superficie de erro). O desenlio apresentade
é, todavia, uma metifora. Em particular, o espace pode ser realmente
apenas um conjunto discretos de pontos {em um hipercubo) e finite {ainda
que grande), como no caso dos neurénios com analogia fisioldgica da se¢ao

3.1, e ndo regides continuas.

X
My

Figura 4.6: Representaghio metafdrica em uma dimensdo da dindmica de aprendizado. Ox
pontos My — Mj sio mintmos locals (pontos atratores), ¢y — ¢ sho cstados espurios e
mi.... Mg a0 maximos locals que delimitam as bacias de atragio .

Lste exemplo constitui-se numa das possivels analogias entre o aprendi-
zado em redes neurais artificiais e a teoria de sistemas dindmivos. Po-
deremos observar gue de fato o aprendizado em redes neurais ¢ uma
aplicagdo direta do Cdlculo Diferencial, na sua forma mais cldssica de

sistema dindmice,

Um exemplo de aplicagio : Memdria Associativa

A dinamica de aprendizado nos remete a um dos problemas centrais em
redes neurals, gue ¢ o de como a rede pode armazenar informagoes | de

gue forma ela faz isto, e como podemos recuperd-los e eventualmente
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generalizd-los.
A descrigio formal do problenis da memodria associativa pode ser a se-
guinte:
Armazenar um conjunta de p padroes 7t de modo que guando
apresentarmos um nove padrdo £, a rede responda reproduzinde

¢ padrio armazenado mais semolhante a ;.

Ou seja, se fornecermos a rede w configuragho proima de (G, desejamos
saber qual {se bouver} win conjunio de wy's que faga a rede fornecer-nos
‘o estado ;. Uma Hustragdo pietdrica disto seria a seguinte: suponhamos
que codificamos em uma rede informagbes sobre grandes fisicos ¢ suas
equagbes famosas. A entrada “F = ma” na rede deverd ser suficiente
para recuperar informagdes 4 respeito de Newton, enquante “E = me?”
devera associar-se a Einstein. a despeito do erro de exatidio no padrio
de entrada.

Aplicacdes comuns deste tipo de fato sho a reconstrugdo e reconhecimento
de imagens e a revuperagao de informagbes bibliogréficas a partir de re-
feréncias parciais {eomv por exemplo o tiiulo incompleto de um artigo
buscado}.

4.6.5 Existéncia de Aproximagio de Fungoes de R* x B™
através de Redes Neurais Artificiais

O Teorema de Kolmogorov
Tm 1957 o matemitico Andrel Kolmogotov publicouw uwm teorema rela-

tivo & representagdo de fungdes continuas arbitrdrias de R™ — R em
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termns de funcbes de apenas wma variavel [148]. Esté teorema intrigou
i wrande ndmero de matemdticos e nos vinte anocs que se seguiram
varios aperfeicoamentos deste resuliado foram efetnados, notavelmente
o< de (LG Lorentz [163,213]

(3 Teoremna de Kolmogorov {oi descoberto durante nm “amigdvel duelo”
suire cle o V.10 Arnol'd no gnal cada um deles tentava ser ¢ primeiro a
resclver as quesides restantes acerca do 13.0 problema de Hilbert {Ma-
terndtico notdvel, gue anunciou em 1900 uma lista de problemas a serem
resolvidos pelos matematicos do séeulo 20, Alguns deles, ainda nao foram
resodvidos ... ). Numa série de papers na metade da década de 50 eles
disputaram sna batalha, resultando na “vitdria” de holmogorov.
Fanbora o teorema de Kolmogorov seja extremamente poderosoe no io-
cante a sua generalidade (é dificil acreditar a primeira vista que possa
tal resultadol), ele nao fol de grande valia para gue outros matemdticos
pudessem u_t..i}izé.—}o no demonstracio de outros tecremias importantes.
Todavia, causon grande impacto na &rea de redes neurals,

) Teorema de Kolmogorov pode ser enunciado como segue:

Teorema | Teorema de Existéncia de Aproximacio de
Fungdes através de Redes Neurais Dada qualguer funcdo
continua [ - [(]_,i]”‘ — IR™, f{£Y = §, f pode ser tmplementada
exatamente alravés de wna rede neural de trés camadas com n
unidades de entrada na primeira camade (£), {20 4 1) clemen-
tos de processamento na camada intermedidria, € m unidades de

processmento na camada de sadda (§).
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A prova deste resultado pode ser encontrada em @ a qual nlo serad
apresentada aqui, por nac apresentar nenhum insight téenoldgivo dtil,
comno serd discutido,
Como enunciado ne teorema, a Rede de f{(}h?%(}gt;-’f'ot? consiste em irés
camadas de elementos de processamento, onde as fungies de transferénda
entre a camada de entrada e a intermedidria sdo da forma
¥
zp = X:/\kﬁ?(&fj + ke) + k
J=1
onde A é uma constante real ¢ ¢ é uma funcio real, continua, monoto-
namente crescente ¢ independente de f {embora elas dependam de n).
A constante € € nm namero racional 0 < ¢ < o onde ¢ é uma constante
positiva arbitrdria.
Os m elementos da camada de safda possuem a fungdo de transigao
Fn41
o .
yi= . gilz)
k=l
onde as fungbes g;, ¢ = 1,2,...,m s&0 reais e continuas (e dependentes
“de fe€)
Isto é tudo o que sabemes. Nenhum exemplo especifica de funcgio ¢ nem
de constante ¢ sao conhecidos, nem alguma fun¢éo g. A prova do teorema
ndo é construtiva, de modo que ela nio nos diz como obler estas quan-
tidades. K estritamente um teorema de existéncia. Ela nos diz que uma
rede com a topologia dada deve existir, mas ndo nos diz como encontra-la.
Bem, desde 1958 este resultado é amplamente conhecido, mas até agora

nenhum método para encontrar tais guantidades fol proposio, e, ao que
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parecs, nac o teremos 130 cedo. Assim, o valer deste resultado ¢ uma
“seguranga intelectual de que fungSes vetoriais continuas no cubo unitdrio
(na verdade, este teorema pode ser extendido para gualquer compacto,
isto é, todo conjunto fechado e limitado de dimensdo finita) pode ser

implementada utilizando-se uma rede neural de trés camadas.

Implicagdes do Resultado

(3 Teorema de Existéncia de Aproximagdes de Fungbes por Redes Neurals
de Kolmogorov é uma garantia de que nossa busca de aproximagdes de
Tungtes por meio de redes neurais, pelo menos em teoria, procede. To-
davia, a utilizagio direta de seu resultado ¢ duvidosa, posto que néo se
conhecem métodos constritivos para encontrar as funcdes g, necessaria

para a possivel aplicagdo pritica do teorema. &
4.6.8 Consideragdes particulares ao trabalho

E facil ver que, apenas a partir das consideragdes anteriores, € possivel
elabarar uma quantidade enorme de modelos & embricamentos interes-
santes. Isto faz das redes nenrais v caopo bastanie atrativo.

Porém, ae nosso modesto trabalho, serd suficiente e necessdrio estu da.-%
¢ aprendizade supervisionado em redes de retro-propagacao . As redes
~de retro-propagagio sao a versio melhorada das redes de unidades Mc
Calloch e Pitts para possibilitar algoritmo de treinamento genérico. Tal

estudo serd levado a cabo a partir da seclo seguinte.=



e {20+ 1}

Figura 4.7: Topologia da rede de Kolmogorov. Esta rede pode implementar exatgmente
gqualquer fungio continua, Fla possf trés camadas: A primeira possui n neurdnios; a segunda
possui {2n + 1) neurdnios semi-lineares {suas fangbes de transferéneia sfo somas ponderadas
lineares); a terceira possui m neurdnios com fungbes de transferéncia ndo lineares.



4.7 Aprendizado Supervisionado em Neurdnios
Formais

As limitagdes do neurdnie formal ndo se aplicam a redes de unidades
com camadas intermedidrias ou “ocultas” entre as camadas de entrada
e safda. De fato, como serd visto posteriorments, uma rede com apenas
uma camnada oculta pode representar gualguer fungao booleana {incluido
o caso do XOR). Embora a grande potencialidade das redes neurais com
miiltiplas camadas seja conhecida ha tempo, apruas agora foram exibidos
‘ algoritmos que fagam com que elas “aprendam” uma fung¢do particular,
como o caso de “retro-propagacio” e cutros. A {alta de tal algoritmo em
copjunto com as demonstracbes de Minsky e Papert Percepirons, 1969)
de gue apenas fungdes linearmente separavels pudessem ser vepresentadas
por uma fnico neurdnio formal, levou a um arrefecimento do interesse
em redes neurals até recentemente.

Esta se¢io tem por objetivo exibir, comentar ¢ demonstrar o algoritmo
de retro-propagacéo , que serd utilizado ao longo Qeste trabalho como

regra de aprendizado nas redes neurais aqu utilizadas,
4.7.1 Redes Neurals Artificials como fung¢des nao lineares

J4 com uma camada escondida e varias entradas, descobrir heuristica-
mente os valores dos pesos e limiares para que uma rede neural efetue
uma dada tarefa pode ser bastante complexo. Devido a isto é tmportante
ter-se um algoritmoe para o cdleulo destes parametros.

Formularemos, inicialmente, o problema genérico das redes neurais arti-
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ficiais, que pode ser ennpeizdn da forma segninte:

Seia 7 o hipercudo [0. 1]", supondo que se tem n entradas mo-
nopolares; seja S = {0,1}" o universo das possiveis “saldas”.
Supondo que se deseja ter mm saldas, a “tarefa” que se propde é
encontrar uma Tuncdo de Q" em S™,F 1 @™ — §™; cujo ohje-
tivo é construir uma rede neural com n entradas e m safdas, de
modo que ao se dar a entrada {ey, ..., 6, ) a resposta da rede seja

Fleq,... e} pata todo (61, ., 65} € Q7.

Considere, por exemplo, utn problema que possua duas entradas e uma
sajda, como o caso de discriminar se um ponto de [0,1] x [0,1] faz parte
da circunferéncia de centro (% %) ¢ Taio .1; Tal funcdo F poderia ser

definida como

— R CEE T R
F(f-lae?) - 0 s ((] — ;i_/}l + (E'Q - _}2 > ij
N
%

clreulo de raio = 1/3

b
g ¥

1
Observe gue embora a defini¢io da fungdo F tal como acima descreva
perfeifamente o problema, nenhuma regra para sua resolugio dada. Este

é o caso geral dos problemas que utilizam redes neurais.
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Topologia da rede

O primeiro passo para a resolugdo do problema é decidir quantas camadas
ocultas serio necessarias para resolver a tarefa ¢ quantos elementos cada
camada deverd conter. Isto ¢ o que se conhece como sendo a2 TOPOLO-
(1A da rede, e em geral ndo ha regras para resolver este problema; o que
se pode fazer entio é experimentar diferentes topologias até se obter a
mais adequada. Mas, mesmo supondoe gue de algama forma se descobrin
hqna& seja a topologia adeguada, ainda resta o problema de se obter os

pesos ¢ limiares que realizem a tarefa.

Existéncia A discussdo acima somente temn razio de ser se for possivel
garantir que, para cada fungdo F' @7 — 87 de tarefas, exista uma
rede neural com uma topologia € um conjunto de pesos e limiares que
realizem a tarefa F7). De fato, para o caso gque serd considerado {fungio
de ativacio sigmoide), pode-se provar que como consequénecia do Teorema
de Kolmogorov tal rede neural positivamente existe — no entanto, como
_se podia esperar do “pai da Estatfstica moderna” - infelizmente & prova
¢ de exisiéncia, e nao nos fornece nenhuma indicagdo de come se possa

construir tal rede,

Meétodo de Resoluge  Para se descobrit a topologia da rede, como
j& foi dito, nao se conhece algoritmo algnm; assim, vamos supor gue a
topologia é conhecida, e que gueremos obter o valor dos pesos e limiares.
Para isto, deve-se notar que para cada conjunto de pesos § (um vetor) e

para cada conjunto de Hmiares @ (um ountro vetor), a rede & uma fungio
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N(7,0): Q" — g™
O gue se deseja é obter pe @ de forma tal que para todo & ¢ (7 : {7 =
N(p,6)(&). Isto sugere um problema de otimizagio:
Minimizar um erro do tipo % [F(&) —~ N{ﬁé){é‘)l em funcio de 7 e 0.
Feln
Por um lado, a soma sobre £ € Q" é infinita, por outro, as funcdes de

saida sho funcdes de Heaviside, portanto discontinuas. Assim sendo, a

minimizagio por minimos quadrados ndo € possivel.
4.7.2 Conjunto de Treinamento

Para nsarmos o método de minimos quadrados ¢ necessario que g semao
seju finila, e gue as fungdes de saida sejam difersnecidveis. Forgar nma
soma finita quer dizer que o conjunto infinito Q" deve ser substitnido peor
wma amostragem finita de @7, iste é, um sub-conjunto finito de Q™ o
conjunto de treinamento da rede. Esta amostragenn de " ou con _jz..un..o de
tre.i;mmento deve ser cuidadosamente escolhido de forma gue “represente
o mais fiel possivel a fun¢io F”. Desta escolha depende a vapacidade da
rede para “generalizar” o seu aprendizado a todo 0 7 J& que se deseja
gue a rede “treinada’ realize a funcio F' sobre todo 7 com o menor erro

possivel.

Fungdes de ativagio Continuas

Para substituir as fungbes de Heaviside por fungbes diferencidveis, é 1itil
trabalhar com entradas e safdas bipolares, com —~1 sendo “apagado”™ e

+1 sendo “aceso”. Q" entdo serd [~1,1]%, e 5™ = {-1,1}"™ A escolha



de fungdes diferencidveis “semelhantes™ a funciio de Heaviside é variada.

Por exemplo a Arco-Tangente:

'
2R -
— o
] -
i e o e} S
) ¥
2
Heaviside 2nArag (-9 )
: igmoide bipolar § = —?— 1 ou a sigmoid onapol
a1 a SJD]I\UI( e Dip T = 1 + e(—f"f"g} . Salgﬁ}(ll € IMonapoiar
1
1 + ef~t+8)
T
h 1 WS;E" :Inﬁidc Sigmoide
olnr
- bipolar monop

=1 — 5% se bipo-

: iy . . ods(t
E conveniente usar s{f}, J& que a sua derivada é w&%—l

ds(t e ,
lar, ,%(E_)_ = ${1 ~ 8} se monopolar. lsto simplifica bastante os cdlculos

computacionais como veremos adiante,

Método de Treinamento: Minimizagio da Funcie Erro

Com estas simplificacdes e mudancas, o problema se reduz a minimizar

a fungio erro E {ou custo}:

E(F.8)= S [F(@) - PRGIE

el

com T C @7, T finito. Note que o valor absoluio fol substituido pelo
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guadrado; assim E{7, 0) é diferencidvel com respeito a cada componente
de Fede O,

Existem diversas técnicas de otimizagdo ndo linear que minimizam
E(7,8). Uma das mais usadas em ireinamento de redes neurais € a
do decaimento pelo gradiente (Método do Gradiente Descendente); de
fato, 0 método dos Gradientes Descendentes Conjugados é o que di me-
thor resnltado. Porém, o objetivo & tentar fornecer uma apresentagio
comnpreensivel do métedo de decaimento pelo gradiente para treinamento
de redes neurais; este método se conhece como propagacio reversa (back
propagation), ou simplesmente refro-propuagacdo .

Simplifiguemos inicialmente a notagio, escrevendo (P, ©) == 1, isto &, as
primeiras componentes do vetor 4 correspondem a 7, e as iltimas 2 ©. O
que se desaja é obter wmn minimo para E(#): Comecamns com um vetor

qualguer 1, e vamos “methorar” a estimativa 4, da seguinte forma:
—of . ;
B = 5k grad E(a?)

com Kk um atrero entre 0 e 1 {em geral, usa-se k = 0,1).

- Taxa de Aprendizado

O pardametro &k é conhecido como sendo a taza de aprendizado; quanto
menor for k mais lentamente a rede “aprende”, porém mais estivel é o
- algoritimo. Como se sabe do Céleulo Integral, para descer uma “ladeira”
(wma hiper-superficie}, se deve “caminhar™ na direcdo oposta ao vetor

gradiente. Porém se o “passo” dado nessa diregdo for muito grande,
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corre-se o risco de “subir” a ladeira do outro lado do “vale™, Fxemplo:
comega RGUI .

\I .

|
|

Devido a isto a taxa de aprendizado deve ser preferivelinente pequena,

- ot

N A
(- grad ) ‘

ainda que o aprendizado seja lento, evitando-se assim “atravessar o vale”
. Um autro pento que deve ser levado em consideragao é yue o algoritimo
néo garante o menor valor possivel para o erro E{#). Isto pode ser visto

na ilustracio abaixo:

daqui

!

{Funglio ero)

& nio nesie

vat se chegar
neste ponto

h Y
7

De fato, o minimo que serd obtido depende do ponto de partida; isto
¢ tipico des algoritmos de minimizagio de fun¢des nao lineares. Uma
forma de amenizar csta desvantagem é aplicar o algorftimo vdrias vezes,

partindo de pontos inicials diferentes. Outro é come¢ar com passos bern

longos, & aos poucos diminuir os passo, com a esperanca que as iteracdes
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figuem “presas” num minimo local bem baixo., A seguir, lustraremos o

processc de propagagao Ireversa.
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4.7.3 Tlustragao Analitica da Dindmica do Processo de
Propagagao Inversa do Erro

Vamos desenvolver nesta se¢do o processo de ireinamento de uma rede
neural artificial que resolva um problema de duas entradas e uma saida
ntilizando-se de duas unidades na camada intermedidria. A titulo de
itustragio do processo, desenvolveremos o algorftmo utilizado passagem
por passagern desde suas definigles até o processo de atualizagio de pe-
sos € limiares, a fim de podermos observar a matematica envolvida no

processo, uma simples aplicagdo do Calculo Diferencial.
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DNrsenvolvimento Analitico

- Fsta é a representagiio de uma rede que possui duas entradas ey, ez, uma
camada escondida de dois elementos cujas saidas s30 5, ¢ 83 ¢ finalmente
uma saida s. Os pesos associados as conexdes bem quanto os limiares
sho mostrados no esquema acima. Vejamos agora as equagoes da rede,
supondo que as Tungdes de ativagio das unidades sejam sigmoides mono-

palares:

1

14+ exp(a&”el + &g)fiz — 61}

i
82 i s

1+ exp(aiz}el + ag}eg - §,)

i

$1
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i
T 1 exp(Fisy + Basz — 6)

Seja agora dado um conjunto de treinamento

(eﬁl}m?}ysm)pu,(eﬁ ?) 62 , 3 ) de p padrdes.

Para “treinar” a rede, devemos minimizar a funcdo de erro:

Ez(a} E¥ Cfg )50'2 91,92}5115235} ==

} (5(el), ey — sDy?

g1

Como este é um problema de minimizagio nde linear, utilizaremos o
método de decaimento por gradiente. Isto nio guer dizer que outros
métodos nio funcionem; podem ser também usados métodos de penali-
dade, ou resolver o sistema nio linear das derivadas parciais por método
tipo Newton. Porédm, em redes com wm nimero grande de componentes,
a tarefa computacional é imensa; devido a isto o método do gradiente é
preferido em geral.

Simplificando a notagao usando

{w1,...,wg} = (ag”}a?ﬁ oy () (2} 014582, P, B, var)

o}

0 -
& comegando com um certe (w) . ,wé )) = @9 teremos que efetuar

as iteragdes:
T = 5Ok grad B
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com a taxa de aprendizado 0 < k < 1. Para uma componente w; de

tem-se que:

u!(-t+}'} = 'w{\” — k?,.g.{m@
E ! Jwy g

. - t4-1 . .
e esta atualizaglo de wg 1) deve ser feita para cada uma das unidades

1= 1,...,4.

Retro-Propagagido Global x Local

0 esquema iterative aclima € um esquema de propagagio reversa global,
iA gue usa todo o conjunto treino para atuabizar ;. Na prdtica, usa-se
propagacio reversa local, o que & feito da seguinte forma:

Definhimos

Ei(d) = (9(e1 &)~ sUy?
E(®) = ZE?('J}')
F=1
Assim, no esquema global

5F2(w]
Jt1) —
w, w -k Z Bun

ou em pseudo cddigo, a iteracdo n é:

o)

Parat=1,2,...,¢

Faca:

{quraj =1,2,...,p
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No esquema local usa-se um elemento de freino por vez. e nio todos elos.
isto é, a iteraglo sobre ¢ se faz dentro da iteragido sobre J:
Paraj=1,...,p

Faca:

{I’arai =1,2,...,¢

Faga:
025D
Jw; Lo

A idéia € que a correcio no valor de o deve ser feita apresentando somente
uma “situsgdo” {elemento do conjunto de treino) e corrigindo of de acorde
com a resposta da rede a esta situacio especifica; logo se apresenta uma
outra sitnagldo e se corrige @, e assim por diante. No esquema global as
correcdes de @ slo feitas sobre a média das respostas da rede a todas as
situagdes, B analogia com o aprendizado, isto pode ser entendido da
seguinte forma : Suponha que para wm grupe de alunos se dd um teste
_de 10 perguntas, ¢ ao final do feste cada aluno fica com uma cdpia do
teste e das respostas gue ele deu as 10 perguntas. No esquema gia'bal._,
o aluno somente recebe a nota do feste; isto ¢, a média das notas que
tiron nas 10 perguntas. J& no esquema Jocal, o aluno recebe as 10 notas,
e nio somente a média. No segundo esquema fica mais faci! para o aluno
saber onde ele erron, e onde ele acertou. Com isto fica mals claro para o
aluno saber guals 830 seus pontos fracos e guals s&o sens pontos fortes; ele
pode entdo estudar mails eficientemente no esquema local que no esquema

global.
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Calculo Analitico dos coeficientes para Retro-Propagagio

Vamos agora desenvolver analiticamente o algoritino de aprendizado para
cada um dos pardmetros wy. Observe que o processo fica mals simples
calculando-se primetramente wy = # ¢ logo para wg = O, wr = fh e
assim até wy. B por isto que o algeritmo chama-se propagugdo nversa
do erro ou Reiro-Propagegdo , ja que as mudangas nos pardmetros sao
feitas na dite¢io safda — entrada. e ndo na diregio entrada — saida.
Porém, isto nio tem significado bioldgico, ¢ rigorosamente falando, nem
matematico. B feito assim por ser a farma mais simples e conveniente.

Uma vez que os pardmetros sdo atualizados por meio da equagdo de

diferemga

w§;+l) = wg) — kﬂ’mg}‘(f) (4]0)

onde caleulamos os termos

(4.11)

Por simplicidade de notagao néo escreveremos o sub-indice 7.

g = @
SEYH @)
witt = wll - S v
P Do
GEZ@N o p(a ). 5(a0)(1 ~ S(a).
g ) i '

:'_“3(15131 + sz ~ 8)
- 98
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Vamos chamar:

@) = 2B S (@) (1 - S(5 1)),

exp(B)"s1 + A5, - 61)

Assim:

BE*w) _ 1)
““ng 20 = —T](’w )

entdo; 0T = @0 4 bry (30EH

wg = iy
512 ' ¢
. (_ji_ifl - Tl(@-{z])'a(ﬂlfsl + 289, — 8)

duws  lgn 3 a0
| = (). 55(M)

| ﬁ t-{-l) ﬁ{i kT] (’tﬁ(i))sz(iﬁ(t})

da mesma forma wy = B ¢

5{3‘“) 3(5) " k?‘}(ﬁ{t)).S},(’fﬁ(t))

Uy = 5}2
d}(-t?,(,w) . (f) (‘L) 652(?5)
______________ o= (W) By dtz  ato

So (@) (1 — Syt

8(a(2)cl 4 o:2 (22 —8y)
b8 O
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Vamos definir:

oo (B0 = 7 ()8 8, () (1 — Sy (5M))

entéo
6E2(u?)
G, St = #it}
Bwe g oz ()
" logo
9§t+1} . 9;{;} + kag(ﬁ(t})
‘ Wy == #y:

Da mesma forma anterior, defininde agora:

Cyi_(ﬁ;{!]) — Tl(ﬂmf{i))ﬁ?},sll('ﬁ}{t})(l _ S](lﬁw))

feremos
B = o0 4 oy (™)
Wy = aéz] :
SE*(1F) o dedes + odPer ~ 8y)|
v P e
4 o day i
= 02{13{1)).62
assim,
ﬂé?}(%i) o 05(22}{?) - kag(ﬁ?m)eg
Wy = a{zl) :
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RGN

&gljit} — ke (H?{t))e;»
{2)

g =y
agz)(tH} == ﬂeg?](t} — ko {5 e,
e finalmente
un = cxgl} :

G‘g.l)(f“) = &?)(i}wkm(?ﬁm)m

Resumo do Processo

Em resumo, a cada itera¢io devemos para cada elemento do conjunto
de treinamento inicialmente calcular as saidas das unidades para cada

padrio dado

i
14 exp(cxgl)“}egjl + &?}[1}6%3'] _ 9?))
1
Sy(@?y = : — :
1 + exp(agz)(f}egj} + ﬂ:,g2}“‘}eg31 _ ggt})
onde egj} e egj) si0o as entradas dadas pelo elemento j do conjunto de

treino.

H
1+ exp(8 5y + 45, — 819

Sty =
Logo, obtemos o erro local
E(@Wy = (S{w®) — §9)
onde &7 & a saida desejada, isto é, a safda do elemento j do aio.ﬁjun_to de

treino.
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Com isto, atualizam-se os pesos @it da forma:

gl+1) = plt) 4 kﬁ({g{f))

(40 2 B9 bery (8,00
B = 8 _ o (a5, ()
oY = 0 4 ko)

B = 60 4 ko)

ng)(m) - aff}(” — ko (@t el®)
aén{wl) _ agi}{f} ~ ko, (_?E(t))e{j}
Q@D L (DO _ o 0,0)

o = 00O g (1))

com as fungdes avxilares 7, 0y e o2 da forma:

() = 2E(@ENS(FYL ~ S(5E (1)

oa() = m(@ L) Sy ) (1 ~ Sy))

o1 (5D = 7y (F)AY Sy (D)1~ ()

até que se atinja a precisdo desejada {observando o erro como critérie de

parada).
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Comentdrios

Obviamente, o método descrito resolve o problema de discriminagio da
circunferéncia enunciado no inicio desta segio . porém ¢ fiacil ver que
ele também resolve a cilculo de gualguer conective booleano bindrio, in-
cluindo o XOR.,

Todavia, € necessdario esclarecer que ndo mals precisamos desenvolver
analiticamente o algoritmo para toda rede com topologia diferente desta.
Veremos na proxima se¢do o algorftmo genérico pars redes de unida-
des com uma camada oculta e fungdo de ativagho sigmoidal. O estudo
analitico particular fol desenvolvido apenas a titulo de exemplo, embora
historicamente até a divulgacdo do algoritino de retro-propagagio isto
fosse feita desta forma.

E necessdrio ressaltar que podemos observar claramente através deste
exemplo de que ndo had nada além de Caleulo Diferencial elementar no al-
goritmo de treinamento das redes neurais artificials por retro-propagagio

LB
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4.8 O Algoritmo de Retro-Propagacao

Nas segoes anteriores fornecemos as idéias basicas, os principais mecanis-
mos de treinamento e sobretudo exemplos, inclusive analiticos. Contudo,
nio foi fornecido wm algoritmo genérico nem quais as propriedades ma-
'teméticas utilizadas em sew desenvolvimento, Tal coisa o faremos nesta
secao .

A divulgacio do algoritmo de Hetro-Propagagho deve-se & Rumelhart,
Mec Clelland et all (1986), em sen livro Paralel and Distribuiled Proces-
sing (PDP), uma vez que a primazia do mesmo é, até hoje, objeto de

conirovérsias.t

Todavia, fato é que sua utilizagio em grande escala e
popularizacio den-se apenas apds o advento da publicacio do PDP.
Forneceremos aqui o algoritino de treinamento para redes com uma ca-
mada oculta, que todavia pode ser estendido sem dificuldade para redes

“de mais de uma camada oculta. Nio deixaremos, porém, de ohservar
outros modelos e comentdrios relevanies de arquiteturas interessantes
quando houver possibilidade. Um exemplo disto é que no fim desta se¢io
mostramos o surgimento “natural” da Let de Hebb, a partir do modelo
matemdtico apropriade e quais as condigdes matematicas exigidas para
tal.

Fmbora os resultados agni apresentados ndo constituan-se em nenhuma
novidade, uma vez gue podem ser facilmente encontrados na literatura,

emmbora seja nsual apenas referenciar-se aquela apresentada por Rume-

Afirma-se que o algoritmo foi desereolvido independentemente diversas vezes por Bryson ¢ Ho (1969),
Werbos (1971}, Parher {1885) ¢ Rumelhart, Hinton & Williams (1586} {Kosko,1992).
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fhart. Hinfon ¢ Williams no capitulo 8 do PDP; visamos agui suplantar
doix jeves problemas formais daquela: ser mals concisos e mais compre-

ensivels, se isto for possivel.

Consideragfes Formais

{3 Algoritmo de Retro-Propagacio é central a grande parte dos traba-
Thos correntes em redes neurais, O algoritmo perscreve a atualizagio dos
praos das conexdes sindpticas de redes neurais artificials com camadas
Irzaatu}{.&s, cujas unidades possuam fungOes de ativagdo continuas ¢ dife-
rencidvels para que aprendam. as relagles que governem um conjunto de
pares de entrada-saida {(£,3). A atualizagio das conexio sinaptica w;;{1)
na f—ésima iteragio serd feita através da equacio de diferencas de pri-

meira ordem

wisl(t 4 1) = wig(t) + kAw(t) (4.12)

sendo que os nenrdnios 1 e j devem ser de camadas contiguas e £ € uma
constante positiva,

-E\-tia.is ainda, temos de observar as condigbes do problema genérico de
aprendizade supervisionado, como enunciado na segio 4.6.1.

Portanto, o objetive do aprent}izadd € encontrar uma fungdo F : Q" —
57 que realize uma determinada tarefa. Como os conjuntos Q" e
5™ possuem infinitos representantes, devemos tomar wma amostragem
finita, cbﬂ&ti_tm’da de, por exemplo, m pontos significativos {e;,d;),

onde e = {e1,.. ., 8. .,6,) € Q" serd um vetor de entradas ¢ d =
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(dy,...,d;,...,dn) € §™ nm vetor de safdas desejadas, que sejam amos-
tras significativas dos conjuntos representados. Como na prética o que
-temos em geral & este conjunto de m amostiras, podemos tomar entra-
das por amostragem com reposigio {ireinamento por padrio} ou sim-
plesmente tomar ciclos repetidamente sobre o conjunto (treinamento por
ciclo}.
O estado da rede neural na iteragio t { Ry} é definido pela fungio vetorial
R, : @™ — 5™. Por simplicidade de notagdo , omitiremos o indice i,

denotando a fungdo estado da rede simplemente por R ao invés de R;. A

safda correnie da rede R{e) corresponde ao vetor sinal das safdas S{y):

Re)

I

S(y) (4.13)

(53(3“]}?' "1*97n{ym)) (414)

Il

onde abreviamos a fungdo sinal mondtona ndo decrescente S}r por §;.
Como comentamos anteriormente as fungdes de ativagio para o algoritmo
de Retro-Propagagdo devem ser fungdes diferencidveis com respeito As
suas ativagdes .

Consideremos o vetor de erre-quadratico instantdneo da amostra (e, d; },

Tl

[ — dt e R(eg) . (415)
= di had S(yi) (4.].6)
= (di— Si(pl),. oo din ~ Sm{l,)) (4.17)
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o qual é diretamente generalizado pelo método do Minimos Quadrados
escalar. O algoritmo de Reiro-Propagagio usa a soma dos erros ins-

tantineos K

B 1
Bu= 2 Y0~ S = ral (4.18)
3
0 erro total ou cumulativo £
E=%"F (4.19)

= i (4.20)
Gwi; o D
A ativagdo do j—-ésimo neuwrdénio da camada de safda Cg de uma rede
de neuronios formais com uma camada oculta, cuja topologia pode ser

representada per Cg — Cp — Cg, é dada por

Coyb =y Selahwy (4.21)
g

onde a ativagho o) & dada por

tz; = Zegwgq (4.22)

[E=)

sendo gque ¢ neurdtnio ¢ pertence a camada oculta Cp.

Lembrando que ${e;} = ¢; para neurbnios da camada de entrada em redes

de Retro-Propagacéo |
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" Derivaremos o algoritmo de Retro-Propagacho com repetidas aplicachos

da regra da cadeia do Cdleunle Diferencial em virias varidveis.
4.8.1 Dedugao Formal do Algoritmo de Retro-Propagacio

Enunciaremos e demonstraremos formalmente agora o algoritime de
Retro-Propagacio .

O algoritmo de Retro-Propagagdo “propaga” ¢ erro quadritico ins-
tantdneo, By = %T??“h desde a camada de saida C'g, pela camada oculia
Co, até a camada de entrada Cg a cada iteragio . As entradas e geram
erros gquadraticos instantineos. e; é passada de Cg para Uy, Dai o sinal
| de C'o é passado para Cg. Entdo subtraimos o atual vetor de saida S{y)
do vetor desejado d; para computar o vetor erro ry. Repetios o pro-
cesso até termos usado todas as amostras do conjunto de treino (f:f?dz_)
e, idealmente, alvangado um minimo local da desconhecida superficie de

minimos gquadrados.

O Algeritmo de R.,etro—PrapagagEio

O Algoritmo de Retro-Propagacio consiste em duas fases:
1. Calculam-se as saidas de cada unidade da rede pela apresentacio dos
padrbes do conjunto de treinamento
2. Propaga-se entio o erro cometido a partir das unidades da camada

de saida para as camadas anteriores, através da regra de atnalizacio

das conexdes sindpticas
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(O calculo das safdas das unidades se procedens de forma usual., Observe-
mos agora as regras de atvalizacdo das cunexdes sindpticas,
Atusalizagdo das Conexdes Sindpticas

1. Se o j—ésimo neurdnio pertence a camada de saida Cg, entfo atua-

lizamos os pesos de suas conexdes através de

Ay (t) = [df — SHY IS Y5, af) (4.23)

2. Se 0 g—ésimo neurdnio pertence & tnica ramada oculta U de uma

rede, entéo

&wgq(t)

I
s
]

Gor valSlad)el (4:24)
= DM~ SISy ey S () (4.25)
3

Demonstragdo ¢ Derivaremos o algorftimo de Retro-Propagagio pela

aplicacdo sucessiva da regra da cadeia

by; 4= De; by, (4.26)

onde f= fleg,...,en} e e = e, . ¥m)

~ Suponhamos gue o j—&simo neurdnio pertenca a camada de saida

g Entao

Bug(t) = -5 o
/%
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= . L 28
dy; ('?ww- (4 ¥ )
. QE,
= =25 5{ab) {4.29)
oy 7
COMO d;ué: = Sylay) (pela derivagio de (4.21)), temos que
8E, 985;(y;)
A, {1 = e 7 ! |.:
dE .
“35;(;{) 5i(y}) Sy ag) (4.31)
7

mas como §; ¢ & fungdo de ativagio e §) = d5; dy;, e pela aplicagdo

da regra da cadeia a (4.18)

. J— t, — A i, P-4
= —[d5 - $;(y))]
temos gue
Awgilt) = [dh - Si(y})185(y5)S(ag) (4.32)

o gue demonstra (4.23).

— Suponha agora gue 0 o g—-ésimo neurdnio pertence & Unica camada
oculta Cp de uma rede cuja topologia é dada por Ug — Cp - Uy, e
gue todos os nenrdnios da camada Cp possuem fungdes de ativagio

Linear {Sie;) = e;), entéo :
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Awig(t)

ﬂl . -
€Omo —;;f; = ¢! (pela derivagio de (4.22)), temos que

Amwig(t)

i

Byt , ‘
mas como %{J— = wy; € por {4.32) até (4.32), temos que

O, 08,(a) ,

T 88,(al) duwy

6Ei of
_Ea.sq(éfg"j'sq(yé)ef
% 3};3 83!;

S eI (al)
[.;_.a 6?1"; 8Sq grrg
Y OE .
D) ,5?:;3%;]%(03)62

j 7

(4.33)
(4.34)

(4.35)

(4.36)
(4.37)

(4.38)

(4.39)

Awig(t) = [ 1d} — Sy 88wy, 155 (al)e: (4.40)

o que demonstra (4.25). c.q.d. / /

Comentarios

A derivagdo ndo requer que as Tuncbes de ativagio neuronal sejam

mondtonas-decrescentes. Assumimos apenas sua diferenciabilidade. To-

davia, na pratica, usa-se em geral fungdes de ativagho logistica (5 =

§(1 - 8)).



Observe que o algoritmo de Retro-Propagagio reduz-se ao Método dos
Minimos Quadrados se todas as unidades forem lineares e se utilizarmos
uma topologia de Retro-Propagacio da forma Cg — Cs, sem nenhuma
camada oculta {este procedimento também fol conhecido nos anos 60
por ADALINE, e implementado por Widrow-Hopf). A equa¢fo {4.23)

reduz-se a

, y;
Awg;(ty = [d}—ﬁj(@fj)ljef (4.41)

2

P rf-eg (4.42)

¥

que se reduz a equagio de diferenca ordindria (substituindo-se (4.42) em

{4.12), temos

wii(t+ 1) = wi;(t) + erlel {4.43)

gue € exatamente a Regra de Hebb. Desta forma, a regra de Hebb surge
naturalmente quando tratamos de conexdes neuronais lineares ¢ sem ca-

madas intermediirias.e

182



4.9 Melhoramento da convergéncia dos al-
goritmos de Treinamento

0 algoritmo de treinamento apresentado (Propagagio reversa do erro)
é baseado no decaimento simples pelo gradiente; esta técnica, embora
frequentemente utilizada, possul wma série de problemas quanto a sua
robustez {existéncia de minimos locais), de demora pa convergéncia do
_treinamento {pelo uso de k bajxas, etc). Comentaremos nesta segiio al-
ternativas e técnicas ntilizadas para refinamento dos métodos de treina-

metito, as quals serao utilizadas nesie trabatho.
4.9.1 Momentum

A convergbngcia do treinamento melhora se usarmos nma forma de gradi-
entes conjugados. Isto introduz um fermo nas iteragbes que na literatura
é chamado de “momentum”. Genericamente, o esquema iterative desen-

volvido para um certo parametro £ é:

{41y _ o) _ R OB (W)
£ 3 TR

o lermo d{-! momenium é d?& f{JIma
1 fe-1

com Ista, o esquema iterativo fica;

_ e )

(t+1) - 20
g = g 5

mle® (M})
PREIGAEY:

com 0 < m < 1 0 coeficiente de “inéreia” {usualmente, usa-se m = 0,9)

e < k < 1 a taxa de aprendizado. Computacionalmente, o termo de
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momentum é “barato” {envolve poucos cilcalos), j4 que apenas é o incre-
“mento do pardmelro na iteragdo prévia, multiplicado pelo fator de inéreia.
Deve-se todavia ter o cuidado de guardar na memdria o valor presente e o
valor prévio de cada pardmetro e ndo somente g valor presente. (J Ltermo
de monientum evita variagoes nwito grandes de wma iteracio para ou-

tra, particularmente em lugares onde a hiper-superficie F2{4) ¢ “muito

enrugada’ e o gradiente for grande.
4.9.2 Gradiente Unitario

Qutra forma de se evitar, algumas vezes, a instabilidade do algoritmo é
através da nonmalizagio do gradiente. Isto envolve, como primeiro passo,
o cilculo do gradiente grad E*(&F)|z0; o comprimento deste vetor: |
grad E*(@)] 40| val ser um nimero N ndo negativo. Se este nimero
for major que um, (e somente entdo) muda-se temporariamente a taxa de
. k . . . -
aprendizado k para i cormpletada a iteragdo, deve retornar o valor
de k inicial de outra forma, a taxa de aprendizado ird diminuir cada vez

N for maior que 1, e apds algnmas iteragbes serd praticaments nula,
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4.10 Exemplo de Simulagao Numérica: O Pro-
blema do XOR

Exibiremos aqui uma simulacao pumérica referente ao modelo de rede
nental com duas entradas e uma saida.
Usaremos aqui dnas unidades na camada oculta, de modo a utilizarmos
a topologia discutida em detalhes na se¢do 4.3.3.

Podemos treinar esta rede para reproduzir o comportamento de gualguer
copectivo bindrio, de modo gue escolhemos o problema do Ou-Frelusivo

{XO0R) como “tarefa” a ser realizada pela nossa rede.

Ou-Exclusive : Objetivo:

g 0 se {0,0)0u{l,1}
11 se {1,8)ou (0,1}

Tabela Verdade do XOR

e11e2] XOR(ey,¢2)
00 0
g 1
0:1 1
EEE A

Lo o '

Box 1. © Problema de Ou-exclusivo

0 conjunto de treinamento da rede € portanto a tabela verdade do co-
nectivo XOR (como dada no Box 1). Cada padrdo p corresponde a uma
finha da tabela verdade, onde as entradas da rede serdo e; e e & a sailda
desejada sy para este padrio serd X O R(e1, €2).

- As unidades usardo funcdes de ativagio sigmdidal continua monopolar.
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Usaremos om nossa simudaciio pesos inicials aleatdrios e a constante de
aprendizado sers fixa em 0,5. Adotaremos como critério de parada {do
procedimento iterativo) que o erro quadrdtico total da rede seja inferior

a (1,04, Isto €

P
SEQ = E*é&)
[
[ . .
= (sl - sPY?
=1

onde s Ef} & o salda calculada pela unidade na camada de saida fornecendo-
se as enfradas referentes ac 1—ésimo padrdo a ser treinado e :3?} o
i-éstie padrde do nosso conjunto de treinamento.

As seguintes tabelas ilustram as saidas das unidades de processamento

das camadas oculta e de safda e o erro total cometido a cada 30 iteragoes

A tabela 4.1 mostra evolugao dos pesos e limiares das unidades de pro-
cessamento a cada 30 iteragbes durante o processo de treinamento. A
wtima coluna apresenta a soma guadritica do erre cometido na n—ésima

ieracao .

O resultado exibido na tabela anterior val apenas até a iteragio 289,
quando a precisio desejada foi alcangada.

34 a tabela 4.2 nos exibe as saidas computadas pela rede apds o irei-
ﬂazﬁento. ()béerve_que a saida da rede {s5) € precisa (gqualitativamente

correta) mas ndo (guantitativamente) exata.
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Outra observacBo interessante é notar que a unidade 53 funcicna exe-
cutando o “QU Idgico”, bem como a unidade s4 executa o “E 14gico”.
Analisando-se os pesos € o limiar da unidade s5 na tahela 4.1, ohservamaos
‘que esta. unidade execnta a operacdo 1égica s3 V a4, que € o resultado
gualitativamente esperado, a despeito do processo numérico desconhecer
tais “operagdes légicas™. Portanto, num abuso de linguagem, podemos
dizer que ¢ processo de aprendizado “descobriv” os conectivos apropria-
dos.

Esta andlise & casufstica, uma vez que em geral ndo é possivel analisar
semanticamente 0s pesos e limiares da rede, mas serve perfeitamente para
ilustrar o funcionamento de processo de aprendizado em redes neurals

artificiais.»
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iiter| s u?g3l 831 g4 fﬁg4| 94| Was w:;a[ 6‘5”” SEQH
00,43 0,441-0,27(-0,03 0,03;-6,4010,27 §,08] 0,27)1.0507

301040 0,411-0,35;-0,07 0,00-0,470,14 -0,02] 0,02{1.0024

6410,41 0,431-0,32:-0,07 0,001-0,48{0,11 -0,03] 0,031.0001

5010,44 0,46]-0,28]-0,07 -0,01}-0,48}0,12 -0,04} 0,0540.9999
120{0,50 0,52i-0,21]-0,07 -0,011-0,4810,17 -0,05]-0,071(.9997
150(0,62 0,64/-0,10)-0,67 -6,01}-0,4810,28 -0,07]-0,14110.9987
180(0,99 1,001 0,12)-0,06 0,00{-0,48,0,80 -0,14]-6,3615.9896
210]2,17 2,17] 0,10] 0,04 0,08-0,43[1,71 -0,44]-1,17{0.9630
24014,13 4,141-0,73] 6,89 4.62{-0,4913,79 -1,59/-2,16{0.6579
275,38 5,391-1,53| 2,32 2,32{-3,42:5,47 -5,27]-2,6710.1605
23015,71 5,722,161 3,17 3,17 m4,§2 6,40 -6 96(-2 82[106.0398

Tahela 4.1: Pesos ¢ limiares da rede XOR

341 Eg«. S 83 5:; 85
00 6 |010 0,00 0,08

1 0,97 0,16 0,90
18] 1 {697 0.16] 090
T 11 6 0,09 0,820 0,10
XORISOU® “E*[“XOR™

—

Tabela 4.2; Saida numeérica da rede XOR
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4.11 Implementacgao da Légica Fuzzy em Redes
neurais Artificias

A implementacio da Lagica Fuzzy em Redes Neurals Artificiais de Retro-
Propagagao & uma tentativa de se explorar sua capacidade de aprendizado

funcional,

4.11.1 O enunciado do problema tedrico

Consideremos uwma “espécie” de abordagem funcional® na gual deseja-
mos que a tarefa da rede F(€ F) seja aprender a relagho de implicagio

composicional

Fle.p) = A'o I{(A,B) (4.44)

onde A, A’ e B sio conjuntos fuzzy que representam proposigdes da Ligica

Fugzy.

Compo desejamos gue nosso operador {4, B} satisfaca as propriedades

semanticas apropriadas a GMP, utilizaremos como conjunto de ireina-

mento pares {A;, B;); onde 4; e B; sdo conjuntos fuzzy linguisticamente
 modificados para atender a propriedade GM P;.

A rvepresentacao dos conjuntos fuzzy acontece de forma natural, nma vez

gite para efeito de inferéncia pratica, utilizamos conjuntos fuzzy discre-
tos. Desta forma basta considerar nma rede cujo nimero de unidades

na camada de entrada seja a cardinalidade da discretizacio do conjunto

*Isto & do ponte de vista ldgico, ohviamente, n ma heresia, pois seria equivalente a considerar a possibilidade
de wma tabela verdade com infinitas linhas. Do ponto de vista tedrico, isto € possivel através de um reticulado
no espago de Tungles | mas o problema seria entio, com a notagie logica wsual, alpébricamente intratdvel,
Gragas e Deus, tal abordagem do problema , como veremos, ¢ desnecessiria em nosso caso. '



fuzzy A que representa a cldusula antecedente da implicacio € o nimero
de nnidades na camada de saida ignais a cardinalidade da discretizacio
do conjunto fuzzy B que representa a cldusula consequente da implicagio
. Desta forma, a cada unidade na camada de entrada serd associada a
palz) e da camada de safda a pply; ), onde os i's sho os grans de per-
_tinéncia parcial dos elementos dos respectivos conjuntos,

Utilizaremos em nossa arquitetura nma camada intermedidria, de modo a
poder armazenar as relagoes funcionals desejadas, O nidmero de nuidades
nesta camada e suas conseguéncias serfo objeto de estudo neste trabalko.
Utilizaremos redes de Retro—}"ropa.ga.-(;;ﬁo usuals, tujas unidades possuem
funcdo de ativacio sigmoidal monovalente e o algoritmo de ireinamento
dos pesos ¢ limiares serd o algoritmio de Retro-Propagagio visto no
capitulo anterior, com um termo de momentum. ’_rmiaﬁ as unidades de
uma camada serho totalmente conectadas s unidades da camada se-

guinte.
4.11.2 O problema tedrico na pratica

Considere que desejamos implementar ey RNA a regra

Sexé AenticyéB (4.45)

gque € nma expressio condicional fuxzy. Por shmplicidade, tomemos sua

forma de implicagio A = B.

Utilizaremos aqui, por exemplo, o esquema cldssico de GMP, constituido

por GMP1, GMP2a, GMP3a ¢ GMP4a.
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Elaboramos entio o comjunto de treinamento constituido portanto dos

pares de enirada ¢ saida

A B {GMP1}
muite A muite B (GMP2a)
+ A + B {GMP3a)

- A desconhecido (GMP4a)
e 05 apresentamos & rede para treipamento.
Apéds o tr&‘.ilw-?fnf.*lzﬂ-fi; basta oferecermos como entrada o conjunto A’ (pre-
tnissa) ¢ a saida da rede serd o consequente B’ desejado.

Consideraremos a seguir exemplos numéricos e simulacdes .

Um problema de exemplo

Consideremos duas variavels linguisticas ANT e CON S, cujos conjuntos
fuzzy que a mpresehtanﬁs sao discretos e seus dominios sio o intervalo
discreto {1,10}. Usaremos como conjunto de termos linguisticos bésicos
BAIXQ, MEDIO ¢ ALTO. Suas fungdes de pertinéncia serio mimeros
fuzzy trapezoidals idealizados de modo a serem compativels com seus
significados intnitivos,

Fardo parte do conjunto de modificadores linguisticos MUITO™ e &7,
gue denotam termos mals e menos especificos, cujas fungbes de per-
- tinéncia sao obtidas elevado-se seus termos primdriosan+1e 1/{(n+ 1)
poténcias, respectivamente. Podemos ter tambérm termos resultantes da
sobreposi¢an -de rétulos lingufsticos, tais como MUITO MEDIO.
Consideremos, a titulo de exemplo, que desejamos implementar a regra
de inferéncia “Se = é BAIXO entdo yé ALTO™, onde os conjuntos BAIXO

e ALTO sio como os dados na tabela L.

191

AN Y. TP L) e e =



Portanto, nossos conjuntos de treinamento deverdo equivaler aos pares

de entrada-salda

Conjuntos utilizados para ireinamento

Entrada Saida

BAIXO ALTO
MUITO BAIXO MUITO ALTO
4 BAIXO + ALTO

NAO BAIXO DESCONHECIDO

4.11.3 Simulagbes Computacionais
Axhientes, Linguagem e Softwares Utilizados

As simulagdes foram efetuadas em diversos ambientes de computador e
programas; foram uiilizados originalmente programas portiveis escritos
em linguagem C e C'+4 +, cujas execugbes foram efetuadas e equipamen-
tos PC compativeis e em uma estacdo SPARC — SUN 14, e com um
programa fornecide por Rumethart e Mc Clelland [22], cujos resultados
variaram em precisio e em tempo de execugdo , mas nio variaram guali-
tativamente gquanto a sua resposta. Todas as simulagGes e o5 resultados
aqui apresentados foram re-executados utilizando um pacote computa-
cional por nds implementado em lingnagem Mathematica, o NEURO

FUZZY

Arquitetura da Rede

Tante a camada de entrada como a de safda foram tomadas com 10
neurénios de modo a representar os conjuntos fuzzy amostrados. Para a

camada intermedidria foram efetuados testes com vérias arquiteturas, que
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utilizaram 1,3,5 e 8 unidades na camada intermedidria, respectivamente.
Para os pesos iniciais foram utilizados nfimeros 30 acaso, na faixa [-
0.5,0.5].

A tolerincia agui desejada foi que a soma dos quadrados dos erros come-

tidos estivessem abaixo de 0.001 .

Resultados e Testes

Numerosas simulacbes foram executadas com regras de cldusulas antece-
dentes simples e miultiplas. Os resultados apresentados nesta segio sio
tipicos dos obtidos em todos os experimentos.

Utilizaremos agui um nimere aproximado de iteragdes fixado, de modo
gue entendemos aqui por convergéncia a estabilizagio do comportamento
do erro, ao invés do simples alcance da primeira aproximagio , como o
congiderado por Rumethart e McClelland [22].

Observemos inicialmente a performance da rtede treinada com GMP

Cléssico segundo a regra “Se BAIXO entio ALTO".

Performance da rede para os termos -basicos
Entrada Saida Salda da rede soma

Esperada 1234586 T 8 910 erros?

baixo alto 000000 025 05 075 1. -0.057

muito baixo muito alte 0 0 0 0 0 §0.062 0.250.562 1. -0.086
H G600

+ baixo + alto 0.5 0.707 (0.866 1.-0.0713
nio baixo desconhecido 1.1, 1.1, L. 1. 1. 1. 1. 1. 0.150

Performance da rede treinada com GMFP segundo a regra “Se BAIXO

o=l

entio ALTO”

Podemos observar que a rede realiza a inferéncia com precisio {que é

arbitrariamente fixada) nos casos para o gual ela foi treinada.
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Podemos observar gue, comao o esperado, as redes com malor ntimers de

-peurdnios na camada intermedidria convergiram mais rapidamente,

ntimers de neurdnios numero médio de

na camada intermedidria padedes apresentados

du.rante_' o treinamento
1008
1509
5000
10000

Performance da duragio do treinamento para aprendizado de uma regra

simples em diversas arquiteturas

Ll - R S e

Parece que para algmnas condigbes inicials a rede com uwm neurénio na
camada intermediiria nfo consegue aprender algumas das relacdes in-
tuitivas entre as entradas e saidas, ndo sendo portanto recomendada 3
“inferéncia,

Observemos a performance da rede em relagbes para as quais ela nao foi
treinada, afim de apreciar sua eapacidade de generalizagido . A perfor-

mance da rede pode ser vista na tabela abaixo

Eutrada Hafda #FG
Boperada 1 2 3 ¢ 5 6 7 8 9 10 arred
muile® Laixe yiuita® alto 0 0 O © O O 0.00290 0.062% 0.318 1. -0.328
{3 baixe (£ alte 6 0 0 8 0 O 0.7OF D841 0530 1. .0.008
médina desconheside oo 1010 10 2 1 i 3. I p.4e2
muite médio desconbecido I, 1. 10 3 1. 1. 1. 1. 1. i. 1418
atte descombecids 31 1. 1 1. 8. 1. oo i, 1, 1682
Compoeriaments da rede para cosjunies distintos do conf. de {roinamenteo.

Apds cada ciclo de treinamento, a rede resultante foi testada entrando-se
com diversps conjuntos fuzzy., Os resuitados exibidos na tabela acima
foram obtidos utilizando uma rede com oito neurénios na camada in-
termedidria usando-se uma amostra de conjuntos fuzzy como entrada. A
safda aqui exibida foi tipica a todos os experimentos realizados, a excessao

dagneles com redes com um neurbnio na camada intermediaria. Como

184



pode ser visto, a rede é capaz de realizar extrapolagbes das relacies fun-
cionals existentes entre antecedentes e cousequentes. Podenmos notar que
gquando a entrada se afasta de BAIXO, por e}cémpla, MAIS QU MENOS,
MEDIO, a rede produz safdas mais préximas de DESCONHECIDO. Em
todos os casos as respostas podem ser consideradas como inferéncias apro-
“priadas com relagio is suas respectivas entradas.
Comeo comparagio , utilizando a regra de inferéncia composicional com
duas de snas tradugdes mals nsuais, como visto anteriormente, o resultado

da entrada da premissa “z ¢ BAIXO” foram os conjuntos

0.33|14-0.33]2+0.33[3+0.33}4-+ 0.33(54 0.33]6+-0.33[7+0.5{8-£0.75]04+1]10

0.331+0.33]1240.33/3+0.33/4+0.33]54+0.33[64-0.58]74-0.67|8-+.0, 75]9+4-1] 10

para as relagbes maX-—min e soma — limitada respectivamente, en-

quanto a rede aprendeu o conjunto ALTO exatamente (com 2 precisio
arhitrdriamente especificavel}. Comparacdes similares podem ser efetu-

adas. Fm todos os casos testados, usando a regra composicional de in-

feréncia original e ontras apresentadas no capitulo 2 produziram resulta-

dos mais nebulosos que as respectivas redes e falham em capturar relagbes

funcionais entre as entradas e saidas.

Exibimos em seguida o resnltado do treinamento de uma rede de in-

feréncia para um ndmerc reduzide de padrdes, isto é, para o caso da

relagio tradicion al de Moadus Pownens. 'Ne.ste CR%0, O 1';'1{3:::3,1&.‘;'111.0 de in-

feréncia realiza relaghes funcionals enire todas as variagbes do antece-
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dente na clausula consequente. Todavia, quando a entrada se afasta do
antecedente,a rede responde com a saida DESCONHECIDO, como es-
perado. FEsta € uma situagdo para a qnal a rede fol sub-treinada, mas
produz ainda assim respostas apropriadas. Qutras cldusulas de antece-

dente simples foram implementadas exibindo resuttados similares.

Entrada Faida AaEE

Euperads P23 4 8B T B 8 10 srro’
muio haixa  alle 06 0 o o00EF 05 075 3 L0133
wiutle® baiza alin 406 000 0835 08 07 1 -0.164
muite® baixn alte 08 9 G 0 #4837k 0.5 675 1 L0205
muite? baixn alie LR TR S N N IR AT S DT S - |
* baixe alin CoB 00 G0 82h 05075 ) -DDEE
(£) buixe  alto U o0 kGG D EF 65 0F T -0.047
{43 baixa  alta G0 oD B G G020 675 1. .0.043
rrédic desconbieside 3.1 1. 1. 3. 1. 1. 1. i, 3. 0332

Comnpartaments da rede

Clausulas disjuntivas no antecedente uswalmente requerem que a regra
seja dividida em outras duas regras. Urn ontro conjunto de experimentos
foram realizados para determinar se wma rede simples de inferéncia pode
aprender mais de uma regra, coma clausulas disjuntivas no antecedente,
Sob a. condigdo de gue ambas as ¢l ausulas antecedentes {ou tonsequentes),
nio apenas podem ser aprendidas regras disjuntivas, mas também podem
ser aprendidas regras diferentes por nma rede de inferéncia simples. A
tabela seguinte exibe o resultado de uma rede slmples treinada com as

 Tegras

“Se z ¢ BAIXO entho y é ALTO”

“Se z 6 MEDIO entao y & MUITO MEDIO”.
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Erntrads Baida LE Y

ecpnrada i 2 3 4 5 4 T B 8 10 errot
suitor atto a0 1] o 0 9 0004 G062 G316 1 02T
(':E).‘: alte [/} [t} o 0 00707 4.840 0930 1, .0.312
musto? médle U 0 0.004 0.0625 0.318 1, 0.316 0.0625 0004 b -0.0%8
* médin o0 05 G.T0T OGS . DBEG O.FGT 0.5 O 0877
desconhecids 1. 1. 1 1. 1.1, 1. 1. 1001 0384
desconberide 1. 1. 1. i, 1.3 i. 1. 1. 1. 0,153

{Compoertamenio da reds

Uma rede deste tipo prové uma forma natural de resolugio de conflitos,
desde cada regra seja constderada no treinamento da inferéncia. A capa-
cidade de armazenamento de mals de uma regra através de uma duica
astrutura ¢ um beneficio adicional. Em todos os casos testados, incluindo
varias entradas para as regras exibidas na tabela acima e para outros con-
juntos de regras, a rede de inferéncia produziu resultados préximos aos
esperados, incduindo DESCONHECIDO quando a entrada se desviava de

todas as cldnsnlas antecedentes,
-4.11.4 Conclusoes sobre as simulagoes

Neste capitulo, propusemos o uso de redes neurais artificiais de retro-
propagacio como meio de implementacio da inferéneia fuzzy. Foi exibido
gue tals arquiteturas podem ser freinadas de modo a prender e inclusive
extrapolar as relages complexas entre os conjuntos fuzzy que represen-
tam as cldusulas antecedente e consequente das relagdes fuzzy. Podem ser
ensinadas diferentes regras a uma mesma estrutura, que mostram serem
sensitivas a diferentes variagbes da clausula antecedente. Através desta
abordagem, podemos de fato diminuir o ndmero de regras presentes em
. determinado sistema especialista, sem perda de generalidade, desde gue
cada ‘regra mpres&ﬁte ama relagho entre entradas e safdas. Inclusive, as

redes nevitais de retro-propagagio oferecem um meio de computagio pa-
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ralela simples, de modo a aliviar a carga computacional extremamente
pesada, quando do processamento de Logica Fuzzy e como método efetivo

de resclugio de conflito entre regras.z

4.12 Aplicagao : Fito-Indicacao usando Légica
Fuzzy Neural

Consideremos o mesmo problema da segdo anterior e observemos o fun-

ciopamento da Logica Fuzzy Neural a um problema real.

Desejamos treinar a rede para realizar a inferéncia representada pela regra

(S; = algo alcalino} A (52 = dcido) A (S5 = fortemente dcido). {4.46)

onde S, 5y e 95 e alge alcaline, devdo e fortemente deido sio conjuntos

fuzzy come definidos no capitulos 2 e 3.

Nossa rede possul 20 unidades na camada de entrada, 12 unidades na

camada intermedidria e 17 unidades na camada de saida.

Portanto, assuminde gue escolhemos as propriedades de GMP Cldssico,

devemos treinar a rede com os seguintes pares

Predicao da acidez do solo por melo de inferfncia fuzzy neural

W = AL (F(T,#)
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7 - Entrada W - Saida

81 algo alcalino

5y dcido

83 fortemente dcido
muito §7  {algo alcaline)?
muito 53 muito 3cido)?
muito 53  muito fortemente dcido
+54 + algo alealino
15, + acido

+53 + fortemente dcido
-5 indeterminado

=5 indeterminado

=95 indeterminado

Itilizaremos nma inica arquitetura para todas as regras, posto que ainda

que clas ndo sejam conflitantes, a rede deverd possuir a capacidade de

generalizar a inferéncia.

Observamos na tabela segninte o resultado da aproximagio linguistica

das safdas, dados os anfecedentes descritos como entradas para a rede.

Predicio da acidez do solo por melo de inferéncia fuzzy neural

W = AL&.S(F‘(T?am)

T - Premissa

W - Conclusio

5y
S2
S

algo alcalino
dcido
fortemente acido

um fragmento empohrecido de 53
wm fragmento empobrecido de 55
um fragmento empobrecido de Si
aproximadamente Sy
aproximadamente 5y
aproximadamente Sz

algo acido

acido

fortemente 4cido
algo neutro
acido

fortemente acido

wma forma transacional entre Sy e §; fracamente dcido
iwma forma transacional entre 5y e 53 dcido

uma forma transacional entre S; e 83 dcido

Os resultados parecem algo mais intuitivos, quando diferem que os obti-

dos no capitulo 3. Paremos uma comparacio entre os mesmos na segao
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segninte.
4.12.1 Discussac dos Resultados

Comparemos os resultados obtidos pelos métodos cldssicos de inferéneia

Tuzzy (capitulo 3} e uiilizando Légica Fuzzy Neural,

Comnparagio da predigio da acidez do solo por meio de inferéncia fuzzy

neural e de inferéncia composicional

[ Inferéncia Neural  [lufersncia Composicional]
T - Prermssa Conclusio dist {Conclusao dist
) algo alcalino 0.001 algo alealine 0.810)
Sq Acido D003 cdo 1.609
S fortemente deido 0003 {ortemente deide  1.003
um fragmento empobrecido de 5y algo dcido (3.603 slgn alealing .015
um fragmenio cmpobrecido de 5 acido 0. 742Hcido (.230
1n fragmenio empobrecido de S3 forfemente dcido 0.967Hortemente dcido  0.828
aproximadanente 5y algo neutro 0.4161slgo neutro 0.851
aproximadamente Sy Acide 0.4921alga dcido 0.749
aproximadamente S foriemente dcido 0.344algo dcido 0.729
nao 8 indeterminado  (.002{alge dcido G.3a95
nao Sy indeterspinado  0.001[indeterminado 0,281
nio Sy indeterminado  G.001}indeterminade 3.781
“loma forma transacional entre Sy e Syffracamente deido 0.289[algo neutra 0.8954
uma forma transacional entre 51 e Sslacido (.896}indeterminado G742
uma forma transacional entre S5 e 8, écidc}wwm..“_,.\._,__d_.___(_)'5I2 algn dcido 1.05%

onde dist significa a Distancia Euclidiana entre o resultado obtido e o
conjunto fuzzy que define o rétulo lingunistico.

Ao observar a tabela acima podemos notar alguns fatlos.

Enguanto a rede nenral é precisa nas inferéncias para a gual foi treinada
(por exemplo em Modus Ponens), a inferéncia composicional chega a
apresentar o curiose resultadeo de ser mals precisa nas premissas mals
vagas (como “um {fragmento empobrecido de...”} do que nas premissas

nitidas.
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Algumas diferengas qualitativas ocorreram. Vamos analisar um caso niais
detalhadamente. No caso de usarmos a premissa “uma forma transacional
entre 5y e 537 enquanic a rade apresenta a resposta dcido a inferéncia
composicional apresenta indeterminado.

Intuitivamente, deveriamos esperar uma resposta entre o consequente do
S: @ o de S, ou seja, entre algo alcalino e fortemente dcido.
Observemos o grafico dos conjuntos fortemente dcido, algo alcalino e os
resultados da inferéncia nevral & composicional.

"Enquanto a inferencia composicional funciona neste c¢aso como wma
espécie de e, pois toma na ddvida o conjunto menos especifico de .t;{}dos,
o resultado da rede neural fica sempre entre os dois tonjuntos correspon-
denies aos consequentes, Uma resposta bastante intnitiva, independente-
mente do rétulo linguistico a que foi associada. Cabe notar que a rede ndo
foi treinada para este caso especifico, pois este antecedente 130 faz parte
do conjunto de treinamento, tendo portanto, generalizado o operador de

inferéncia.
4.13 Conpclusao

Outros modelos, como o controle de populacio de peixes em grandes
lagos do nordeste {Blinder ¢ Paes,1993] foram implerentados atravds da
moesma téepica, com &xito na validagio das hipdteses empregadas.

Viérios trabalhos voltados a elaboracio de sistemas especialistas em eco-
logia usando Logica Fuzzy Neural tém sido elaborados e testados com .

hase no frabalho aqui exposto [Blinder e Bassanezi 1993; Blinder, 1994;
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Blinder ¢ Paes, 1394; Blinder, Paes, Sheppard o Bassanezi, 1994]
Atnalmente trabalhamos na validagio dos modelos fitosorioldgicos aqui
“empregados, com oz Professores Eduardo Tavares Pacs {10-USP) e Ge-
orge Sheppard (IB-UNICAMP}.

Podemos conchuir que a representagdo de problemas hinldgicos, cuja va-
guiddo, incerteza e hmprecisdo linguisticas sio inerentes aos métodos e
dados, através da Teoria Izzy é poderosa e Wi, Superando-se as dificul-
dades téenicas inerentes a inferéncia fuzzy através de sun implementacao
em redes neurais artificiais, podemos obter uma forramenta com grande
poder de sintese, possibilitando assim a modelagem. representacio e tes-
tes de validagio de teorias e resultados, extremamente dificeis nos pro-

blemas do dia-a-dia real das Ciéncias Bloldgicas.e
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