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Resumo.

Este trabalho é dedicado ao estudo de alguns assuntos da teoria de representacoes de
certas algebras que podem ser vistas como generalizacoes do conceito de dlgebras de
Kac-Moody afim. De modo geral, o trabalho é dividido em duas partes: na primeira
delas, abordamos questoes sobre as representagoes de dimensao finita das hiperalgebras
de lagos torcidas e, na outra, abordamos certas propriedades homolbgicas da categoria
de representacoes de uma algebra de Lie multi-graduada, as quais sao extremamente
uteis para obter uma generalizacao do conceito de modulos de Kirillov-Reshetikhin.
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Abstract.

This work is dedicated to the study of some aspects of the representation theory of
certain algebras which can be regarded as generalizations of the concept of affine Kac-
Moody algebras. The work is divided into two parts: the first is concerned with the
finite-dimensional representations of twisted hyper loop algebras and the other focuses
on certain homological properties of the category of representations of a multigraded Lie
algebra which are useful to study a generalization of the concept of Kirillov-Reshetikhin

modules.
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Introducao.

As algebras de Lie e suas representacoes formam um extremamente rico e importante
campo da matemética. Essa area pode ser muitas vezes tecnicamente abstrata, mas
é também conhecida por suas conexoes e aplicacoes a muitas outras areas, tais como
Geometria, Topologia, Fisica-Matematica e Combinatéria Algébrica. Nos tltimos 30
anos tem havido, especialmente, uma interagao muito frutifera entre Fisica e Matema-
tica, resultando no surgimento de vérias areas de pesquisa e na descoberta de diferentes
ferramentas em outras areas ja existentes.

Devido ao grande desenvolvimento da teoria de algebras de Lie semissimples e
suas representacoes, varias tentativas de generalizé-las foram feitas. Uma dessas tenta-
tivas, a qual pode ser vista como uma generalizagao de sucesso, é a teoria das algebras
de Kac-Moody no final dos anos 60. Essencialmente, as algebras de Kac-Moody sao
obtidas da apresentacao das algebras de Lie simples em termos de geradores e relacoes
(Teorema de Serre) por uma generalizagao da matriz de Cartan. Dentre as algebras de
Kac-Moody estao compreendidas as algebras de Lie simples de dimensao finita e as cha-
madas algebras de Kac-Moody afim, as quais podem ser subdivididas em nao torcidas
e torcidas. Essas dlgebras de Kac-Moody, juntamente com a teoria de suas representa-
¢oes, tem sido intensivamente estudadas, devido tanto a riqueza estrutural, como pelas
suas aplicacoes em Fisica-Matematica na teoria de modelos integraveis, equagoes de
Yang-Baxter etc.

No que se segue vamos precisar de algumas notacoes. Dada uma &algebra de Lie
a, denotaremos por U(a) sua &lgebra universal envelopante e por @ = a ® C[t,t7!] e
a[t] = a ® C[t] sua algebra de lagos e de correntes, respectivamente. No caso em que a
é uma algebra de Lie simples de dimensao finita sobre C e de tipo A, D ou E, devido
as simetrias dos diagramas de Dynkin dessas algebras, elas sempre admitem automor-
fismos nao triviais, denominados automorfismos de diagramas. Um tal automorfismo
de diagrama se estende naturalmente para a algebra de lacos a de a e a partir disso
define-se a chamada algebra de lacos torcida como o conjunto de pontos fixos desse
automorfismo em a, a qual denotaremos por a“.

O principal fator que torna as algebras de Kac-Moody afim interessantes é que,
por um lado, elas sao a priori definidas por geradores e relacoes codificadas na matriz de
Cartan generalizada e, por outro, elas admitem uma realizacdo (construgao) concreta
a partir de uma &lgebra de Lie simples de dimensao finita por meio de sua algebra de



lacos. No contexto de representacoes de dimensao finita, a teoria de representacoes das
algebras de Kac-Moody afim se reduz ao estudo de representagoes das algebras de lacos
e das algebras de lacos torcidas.

Muitas questoes sobre a categoria de representagoes de dimensao finita das alge-
bras afim foram tratadas por Chari em [6], Chari e Moura em [17] e Chari e Presley
em [18], entre outros. Em [20], Chari e Pressley definiram os chamados modulos de
Weyl, nome dado devido a uma analogia com a teoria de representacoes modulares de
grupos algébricos. De modo geral, a propriedade universal dos mdédulos de Verma na
consolidada Categoria O de Bernstein-Gelfand-Gelfand (e outras) ¢ em grande parte
substituida pelas propriedades dos entao definidos médulos de Weyl. Os modulos sim-
ples sao moédulos de peso méaximo em um certo sentido — usualmente chamados de
modulos de /-peso méximo. Os modulos de Weyl sao os objetos universais com relacao
a propriedade de serem de dimensao finita e de /-peso maximo no sentido que qualquer
outro médulo satisfazendo essa propriedade é um quociente de algum médulo de Weyl.
O estudo de representacoes de dimensao finita das dlgebras de Kac-Moody afim torci-
das, incluindo a construcao dos moédulos de Weyl e a classificagao dos modulos simples,
foi feito recentemente nos artigos [8|, por Chari, Fourier e Senesi, e [52], por P. Senesi.

A partir dessa discussdo, estamos prontos para passar ao cenario das hiperalge-
bras. Vamos a seguir dar uma ideia mais precisa do que sao essas hiperalgebras e como
elas surgem. Para isso, faremos uma pequena digressao sobre grupos algébricos: seja G
um grupo algébrico conexo e semissimples sobre um corpo algebricamente fechado F.
O espago tangente a G no seu elemento neutro ¢ uma algebra de Lie sobre F, a qual
denotaremos por L(G). Se o corpo F é de caracteristica zero, estudar representagoes
“suaves” de G é equivalente a estudar representacoes de dimensao finita de L(G). Por
sua vez, independentemente do corpo base, estudar representagoes de L(G) é equivalente
a estudar representagoes de sua algebra envelopante U(L(G)), a qual é uma algebra
associativa com unidade, de dimensao infinita, contendo L(G) como subespago vetorial
e gerada por L(G) e IF no contexto de algebras associativas. Em caracteristica positiva, a
primeira equivaléncia mencionada acima nao é verdadeira. Para resolver este problema
é necessario considerar a chamada algebra de distribuigoes de G, a qual denotaremos
por D(G). Essa algebra também contém L(G) como subespago vetorial, mas s6 é gerada
por L(G) se IF for de caracteristica zero, caso no qual as éalgebras U(L(G)) e D(G) se
tornam isomorfas. Portanto, o estudo das hiperalgebras é de fato distinto do estudo de
algebras de Lie apenas em caracteristica positiva. A algebra D(G) age naturalmente em
todo G-moédulo e foi conjecturado por Verma e provado por Sullivan em [54], que toda
representacdo de dimensdo finita de D(G) pode ser “levantada” a uma representagao
racional de G. Atendo-se ao caso em que G é um grupo de Chevalley simplesmente
conexo associado a uma algebra de Lie simples de dimensao finita sobre C, é provado que
a algebra D(G) é isomorfa & algebra construida tomando a forma integral de Kostant
de g := L(G), denotada por Uyz(g), e tensorizando-a com F sobre Z, i.e., Uz(g) ®z T,
que denotaremos por Ur(g). E num contexto puramente algébrico como esse que parte
do presente trabalho esta focado. O contetido extremamente resumido desse paragrafo




pode ser encontrado em |30, 41, 54, 56].

Recentemente Jakeli¢ e Moura em [32] iniciaram o estudo das chamadas hiperél-
gebras de lagos Ug(g), com F sendo um corpo algebricamente fechado e de caracteristica
positiva p, e abordaram varias questoes voltadas as representacoes de dimensao finita
dessas algebras. Dentre essas questoes, foram classificados os moédulos irredutiveis,
construidos os modulos de Weyl e iniciada uma teoria de reducao modulo p. Essas
hiperalgebras de lacos sao construidas de maneira similar as hiperalgebras através de
uma forma integral para U(g), denotada por Uz(g), que vem a ser a forma integral
introduzida por Garland em [30]| (ver também [55]). Foi conjecturado em [32]| certas
propriedades do processo de reducao modulo p dos médulos de Weyl introduzido por
Chari e Pressley. O primeiro resultado desse trabalho versa sobre produtos tensoriais
de modulos de Weyl e era parte dessa conjectura em [32]. Resumidamente, com uma
parte dessa conjectura obtemos uma generalizacao para caracteristica positiva de um
teorema provado por Chari e Pressley em [20] e essa generalizagdo era, também, parte
da conjectura de [32]. Os detalhes sdo apresentados na Se¢ao 2.4.3.

Posteriormente a Garland, Mitzman em [42] construiu formas integrais para as
algebras envelopantes das algebras de lagos torcidas U(g?) associadas a automorfismos
nao triviais do diagrama de Dynkin de g, o que torna natural definir as hiperalgebras
de lagos torcidas Up(g?) analogamente ao que foi feito para as algebras nao torcidas.
O estudo de questoes sobre a categoria de representacoes dimensao finita dessas hiper-
algebras é o assunto da primeira parte principal desta tese. Apds darmos os detalhes
da construcao dessas algebras na Subsecao 2.3.1, sao discutidas propriedades de mo-
dulos de avaliacao na Subsecao 2.3.3, definidos os modulos de Weyl e classificados os
Ur(g7)-modulos irredutiveis em termos de seus (-pesos maximos na Sec¢ao 2.5. Também
mostramos no Teorema 2.3.10 que a algebra Ur(g?) pode ser vista de maneira natural
como subélgebra de Ugp(g). O tultimo resultado dessa parte da tese, apresentado no
Teorema 2.6.7, diz que, se a caracteristica de [ nao ¢é igual a ordem de o, os modulos
simples de Up(g7) sao isomorfos a restricao da acao de Ur(g) a Ur(g“) de certos modulos
simples para Ur(g). Esses resultados estao prestes a serem submetidos para publicacao
13l

Agora, voltando-se para a algebra g[t], observa-se que um grande volume de ar-
tigos foi dedicado ao estudo de suas representagoes de dimensao finita, por exemplo
[9, 14, 15, 24, 28|. E interessante notar que varias propriedades dos modulos de Weyl
para g foram obtidas através do estudo da restri¢ao da agao a g[t]. Outros proeminentes
exemplos de representagoes de dimensao finita das algebras de correntes (presentes nes-
ses mesmos artigos citados) sao os modulos de Demazure e Kirillov-Reshetikhin. Todas
essas representagoes pertencem a categoria de g[t]-modulos Z, -graduados, para os quais
foi desenvolvida por Chari e Greenstein a série de artigos |9, 10, 11] dedicados ao estu-
dos de propriedades homologicas da categoria de suas representagoes. Esses trabalhos
oferecem uma diferente perspectiva para o estudo de representacoes das algebras afim
quantizadas, como por exemplo ver os limites classicos das chamadas afinizacoes mini-
mais como objetos projetivos em certas categorias de g[t]-modulos graduados. Como




consequéncia desses trabalhos, Chari, Khare e Ridenour em [12] estudaram algumas
subcategorias da categoria de representacoes de certas algebras de Lie Z,-graduadas
um pouco mais gerais que g[t] e obtiveram resultados relacionados com é&lgebras de
Koszul e de Hecke.

A contribuicao do nosso trabalho nesse &mbito é a obtencao de parte dos resultados
de [12] para o contexto de uma algebra de Lie a multi-graduada, isto é, graduada por
Zﬂ, cuja parte graduada de grau zero é uma algebra Lie simples g de dimensao finita
sobre C e as demais partes graduadas sao g-modulos de dimensao finita. Claramente
as élgebras de multi-correntes g[ty,--- ,t,] = g ® C[t1,--- ,t,] estdo compreendidas
nesse caso. Esses resultados sdo apresentados ao longo do Capitulo 3. Em particular,
no Teorema 3.6.5 (revisitado no Corolario 3.7.5), obtemos uma formula de caracter
multi-graduada de comportamento recursivo e, no Teorema 3.7.3, uma generalizacao
do conceito de modulos de Kirillov-Reshetikhin em multi-variaveis.




Organizacao do texto.

No Capitulo 1 fixamos a notacao e apresentamos os preliminares béasicos para o desen-
volvimento das duas partes do trabalho proposto. Abordamos nele os rudimentos da
teoria de algebras de Kac-Moody, mddulos de peso e de peso maximo e uma realizagao
das algebras de Kac-Moody afim. Os Capitulo 2 e 3 correspondem aos capitulos que
tratam dos problemas principais, conforme explicado na Introducao.

Optamos também em inserir alguns apéndices com resultados diversos que foram
usados ao longo do texto. Assim, tratamos sobre algebras de Hopf no Apéndice A.3
e a algebra universal envelopante e o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt no Apéndice
A.2. Os Apéndices A.1 e A.8 apresentam uma miscelanea de terminologias sobre mo-
dulos, categorias e funtores. Ja o apéndice A.7 apresenta resultados extremamente
importantes sobre dominios de valoragao discreta, fortemente utilizados no Capitulo 2.
Nesse mesmo sentido, o Apéndice A.4 apresenta resultados que foram necesséarios para
o Capitulo 3, abordando extensbes entre moédulos. Outros dois apéndices, A.6 e A.5,
tratam simplesmente de duas formulas relacionadas com combinatoéria, as quais foram
utilizadas varias vezes ao longo do texto.

Evidentemente que tanto o Capitulo 1, quanto os apéndices, estao longe de serem
suficientes para que o leitor aprenda sobre os assuntos ali contidos. A principio, servem
para o leitor fazer a leitura do trabalho e apresentar referéncias aprofundadas.






Notacoes.

N : conjunto dos niimeros naturais.

7 : conjunto dos nimeros inteiros.

Z. : conjunto dos niimeros inteiros nao negativos.

A* : conjunto dos elementos invertiveis de um anel A.

| X| : cardinalidade de um conjunto X.

A — B : funcao do conjunto A no conjunto B.

A — B : funcao injetora do conjunto A no conjunto B.

A — B : funcao sobrejetora do conjunto A no conjunto B.
ker(f) : nicleo de uma funcao f.

imf : imagem de uma funcao f.

f|a : restricdo da fungdo f ao conjunto A.

a +— b : regra de formagao de uma funcao que associa a a b.
{—}ier : conjunto de elementos indexado num conjunto de indices I.
LI : uniao disjunta.

dim(V) : dimensdo de um espago vetorial V.






Capitulo 1

Preliminares.

Em 1967, V.G. Kac e R. V. Moody iniciaram independentemente o estudo de certas
4lgebras de Lie, as quais hoje sio denominadas Algebras de Kac-Moody. No presente
capitulo, seré feita uma revisao da teoria basica dessas algebras e suas representagoes de
peso maximo, em seguida daremos enfoque para as chamadas Algebras de Kac-Moody
afim. Nao apresentaremos as demonstragoes, que podem ser encontradas em [5, 35].

Ao longo deste capitulo, K indicard um corpo algebricamente fechado e de carac-
teristica zero.

1.1 Algebras de Kac-Moody.

Iniciaremos com as propriedades das matrizes de Cartan generalizadas e depois passa-
remos para as propriedades da algebra de Kac-Moody associada.

Definicao 1.1.1. Seja I um conjunto finito. Uma matriz C' = (¢;5); jer com entradas
em 7 é chamada de matriz de Cartan generalizada, abreviada por MCG, se, para todos
1,7 € I, tem-se

(i) cis = 2, (i1) ¢;j < 0 sempre que i # j e (i17) ¢;j =0 < ¢;; = 0.

Se existir s € Zs, para cada k € I, tal que syci; = s;c;x, para todo j € I, entao
C é dita simetrizavel. Além disso, uma matriz de Cartan generalizada simetrizével C
¢ chamada de matriz de Cartan se a matriz simétrica SC, com S = diag(s; | i € I),
é positiva-definida. Adicionalmente, uma matriz C' = (¢;;); jer € dita indecomponivel
se, para qualquer escolha de subconjuntos nao vazios I, I, C [ tais que I = [, U I5,
existem 7 € I e j € I, satisfazendo ¢;; # 0. Caso contrario, C' é dita decomponivel.

O termo matriz de Cartan generalizada sera abreviado por MCG. Observe que,
no caso em que C' é simetrizavel, pode-se escolher os numeros s; € Z de modo que
mde(s; | i € I) = 1. A partir de agora, vamos supor que C' é uma MCG simetrizdvel e
escolher s; dessa forma.
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Exemplo 1.1.2.

1. Se |I| = 1, entdo a unica MCG possivel é C' = (2), a qual é, particularmente, uma
matriz de Cartan.

2. ( _? _; ) é uma matriz de Cartan.

3. ( g g > ¢ uma matriz de Cartan decomponivel.

-2 2
tan. &

2 =2 . . ) <, .
4. ( ) é uma MCG simétrica indecomponivel e nao é uma matriz de Car-

Proposicao 1.1.3. Apenas uma das seguintes opcoes é valida para cada MCG sime-
trizavel e indecomponivel C:

(a) SC é positiva-definida (todos os menores principais sao positivos);

(b) SC é semi positiva-definida de coposto 1 (todos os menores principais proprios sao
positivos e det(C) = 0);

¢) SC é indefinida. O]
(c)

A partir dessa tricotomia é estabelecido o seguinte:

Definigao 1.1.4. Uma matriz é dita ser de tipo finito se satisfaz (a), de tipo afim se
satisfaz (b) e de tipo indefinido se satisfaz (c).

As entradas de uma MCG podem ser armazenadas num grafo chamado diagrama
de Dynkin generalizado, definido a seguir:

Definicao 1.1.5. Dada uma matriz de Cartan C' = (¢;;); jer, 0 diagrama de Dynkin de
C é um grafo com [ vértices tal que dois vértices 7 e j sao ligados da seguinte forma:

i) Se c¢;ici; < 4, os vértices i e j sao ligados por max(|c;;|, |ci;|) arestas com uma seta
) J 7
> apontando para ¢ se |¢;;| > 1.

(i) Se c;jcj;i > 4, os vértices i e j sdo ligados por uma aresta com o par (|c;;l, |cji|)
sobre ela.

Um subdiagrama de um digrama de Dynkin consiste de um subconjunto de vértices
com todas as arestas do diagrama original que ligam esses vértices.

10
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Nao é dificil notar que (i) e (ii) determinam completamente a matriz C. No caso
de matrizes de tipo finito e afim, que sao os casos relevantes para nossos objetivos,
tem-se c;jc;; < 4 para todos 4, j € I, simplificando a definicao acima.

As tabelas a seguir sumarizam o teorema de classificacao de MCG’s de tipo finito

e afim. Na Tabela 1.1 o nimero de vértices do diagrama de tipo X,, ¢ n. Nas Tabelas

1.2 ¢ 1.3 0 nimero de vértices do diagrama de tipo X\, A;i), A(zi)fl e Dfﬁl én+1.

Tabela 1.1: Diagramas de Dynkin de tipo finito.

A;: O—O——0—0 L o—o—i—o—o
B,: O—O— - —0==0 E:. 00 E o o0
C,: O—O— - —0==0
EgI
i F; 0—0==0—0
D,: O—O—

Gy: =0

11
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Tabela 1.3: Diagramas de Dynkin de tipo afim torcido.

As matrizes associadas com os diagramas de tipo A,,, B,,, C,, e D,, s20o as matrizes
das conhecidas algebras classicas sl,,11,509,11, 5Py, € §02,, respectivamente.

Passaremos agora ao estudo da algebra definida a partir de uma matriz de Cartan
generalizada.

Definigao 1.1.6. Sejam r = posto(C) e J C I tal que |J| =1 e (cij)ijes é invertivel.
Define-se a dlgebra de Kac-Moody g(C') como a algebra de Lie sobre K dada por gera-
dores {xF h;,d; | i € I,j € I\ J} satisfazendo, para todos i,j € I e k,l € I\ J, as
seguintes relacoes:

[hia h]] - 07 [hza xi] = :l:CZ]x;t7 [dku dl] - 07 [hlv dk] - 07

J

[ wi] = £oya5,  [afay] =0k e ad(af) T (a)) = 0 (i # ).
Os geradores xf[ e h;, i € I, sao chamados de geradores de Chevalley-Kac e as relacoes

sao chamadas de relacoes de Chevalley-Serre.

Denote por 9, h’, n™ e n~ as subalgebras de g(C') geradas por {d; | j € I\ J},
{hiliel} {xf|iel}e{x; |i€ I}, respectivamente. Defina h = h’ @ 0 e observe
que

dim(h) = dim(h") + |\ J| =2n —r,
com n = |I|. A dlgebra derivada de g(C), i.e., (g(C)) = [9(C), g(C)], é a subalgebra
de g(C) gerada por {27 | i € I} e, consequentemente, g(C)/g(C)" =9, ou seja,

0—g(C) —g(C) —0—0
é uma sequéncia exata.
Proposicao 1.1.7. Uma algebra de Kac-Moody g admite uma decomposi¢ao em soma
direta de espacgos vetoriais
g=n"@®&hon
O

Para cada subconjunto K de I, considere g, sendo a subalgebra gerada por {x |
k € K} e, similarmente, defina as subalgebras by e n[i(. Note que gy ¢é isomorfa a
lgebra derivada da algebra de Kac-Moody associada & matriz C' = (¢;5); jek-

12
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Exemplo 1.1.8. Seja K = {k} C I, entdo a subdlgebra gerada por xki é isomorfa a

algebra de Lie sl,. Em particular, sly é isomorfa a algebra de Kac-Moody associada a
matriz de Cartan (2) € M,(Z). o

O resultado a seguir garante que o estudo das dlgebras de Kac-Moody pode ser
resumido ao estudo das algebras de Kac-Moody associadas as matrizes indecomponiveis.

Proposicdo 1.1.9. Seja C' = (c¢ij)ijer uma MCG e I, I, C I tais que I, Iy # 0,
I = ]1 L IQ € Gy = 0 para 1 E Il ej S ]2. Se Cl = (Cij)i,jéh e Cg = (Cij)i,jefza entao
9(C) = g(Cy) & g(Cy) com o colchete natural da soma direta. O

Justificado por essa proposicao, a partir de agora serd suposto que C' é uma MCG
simetrizdvel indecomponivel e que g(C), b e n* sio definidos como nessa segdo.

Teorema 1.1.10. Seja C' uma MCG e g = g(C) a algebra de Kac-Moody associada.

(a) C é de tipo finito se, e somente se, g é de dimensao finita. Nesse caso, g é simples.

(b) C é de tipo afim se, e somente se, det(C') = 0 e gx ¢ de dimensao finita para todo
KCI.

(c) C é de tipo indefinido se, e somente se, C' tem um menor principal negativo. [

A partir desse teorema conclui-se que C' é de tipo finito se, e somente se, C' é uma
matriz de Cartan no sentido usual da Teoria de Lie classica.

A dlgebra universal envelopante U(g(C')) de uma algebra de Kac-Moody g(C')
(veja Apéndice A.2) também pode ser vista como uma algebra dada por geradores e
relacoes do seguinte modo:

Proposicao 1.1.11. A algebra U(g(C)) é isomorfa a &lgebra associativa dada por
geradores {z h;,d; | i € 1,7 € I\ J} satisfazendo, para todo 4,5 € I, as relagdes da
Definicao 1.1.6, sendo que a ultima delas é substituida por

1—c;;

> (=1f (1 _,f”') (a) b (o) = 0,

k=0

]

Pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (veja Apéndice A.2) e pela Proposigao
1.1.7, temos

U(g) = U )U (U (n"). (1.1.1)

13
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1.1.1 Reticulado de raizes e pesos.

Nesta secao revisamos a construcao dos reticulados de raizes e de pesos, bem como
sistemas de raizes de algebras de Kac-Moody.

Comecamos com o seguinte resultado sobre funcionais lineares:

Proposigao 1.1.12. Dado i € I, existe unico a; € h* tal que «o;(h;) = ¢, para todo
j €1, e a;(dj) = 9, para todo j € I\ J. Além disso, {a; | i € I} ¢é linearmente
independente e [h, 27| = +a; (k)2 para todosi € I e h € b. O

Por abuso de notacdo, a restricao de o; a §’ continuara sendo denotada por o;.
Note que, quando C' é singular, o conjunto {a; | ¢ € I} é linearmente dependente
quando visto como um subconjunto de (h)*.

Defini¢ao 1.1.13. O reticulado de raizes () de g é o subgrupo de h* gerado por {«; |
i€ 1}, ie, Q@ =3, Za; € b*. O submondide ), ; Z,o; serd denotado por Q.
Dado n = ) .., a;o; € Q, o nmero ht(n) = |n| = Z a; é chamado de altura de 7.

iel
Define-se uma ordem parcial em h* por
< \se, e somente se, A\ — pu € Q.

Definigao 1.1.14. Para cada i € I, o Ginico elemento w; € h* satisfazendo w;(h;) = d;;
e w;(d;) =0, para todo j € I\ J, é chamado de i-ésimo peso fundamental. O Z-moédulo
gerado pelos pesos fundamentais, i.e., P = > ., Zw; C h*, é chamado de reticulado
de pesos de g e os elementos de P sdo chamados pesos integrais. O submonodide P+ =
Ziel Zyw; € P é denominado cone de pesos dominantes e seus elementos sao ditos
pesos dominantes.

Dado « € b*, considere
9, = {z € g [h,z] = a(h)z para todo h € h}.
Segue da identidade de Jacobi que

80+ 98] € 8445 Para todo a, B € b
Além disso, g, ¢ gerado por x;t para todo i € [.

Definicao 1.1.15. Um elemento nao nulo o € h* tal que g, # 0 é chamado de raiz
de g, enquanto que g, é o espaco de raiz associado a raiz o. O conjunto R de todas
as raizes de g é dito um sistema de raizes de g. Os elementos de RT = RN Q™ sdo
chamados de raizes positivas e os de R~ = —R™ sao chamados de raizes negativas de
g. Os elementos «; (i € I) sdo chamados de raizes simples ¢ o conjunto dessas serd
denotado por II.

14
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Proposi¢ao 1.1.16. Para toda algebra de Kac-Moody tem-se RC Qe R = RTU—R™*.

Mais ainda, gy = b, g1q, = K2j', 15 = @pcpr g4, € dim(g,) < oo para toda raiz a € R.
[

Finalmente observamos que a algebra U(g) é Q-graduada com partes graduadas
dadas por

U(g)s = {x € U(g) | [h,z] = B(h)x para todo h € b}, com [h,x] = hx — zh,

para cada 8 € Q. Além disso, definindo U(n*)s = U(n*)NU(g)s, temos U(h) C U(g)o
e U(n*)s # 0 somente se 3 € £Q7.

1.1.2 Grupo de Weyl, raizes reais e imaginarias.

A forma de Killing é uma importante ferramenta para a teoria classica de algebras de
Lie semissimples, mas nao pode ser definida no caso de dlgebras de dimensao infinita.
Entretanto, uma forma bilinear com as mesmas propriedades e importancia também
pode ser associada a g(C'), como segue:

Proposi¢ao 1.1.17. Existe uma tnica forma bilinear simétrica invariante (-,-) sobre
g satisfazendo:

(hoho) =2, @hap) =2 @Eab)=0,  (had) =0,
S Sj
+ 0ij
(dj,dy) =0, (dja7) =0 e (hidj) =
J

para todos i,7' € I e j,j' € I\ J. Mais ainda, (-,-) é ndo degenerada e sua restri¢do a
h também é nao degenerada. O]

Observacao 1.1.18.

1. Note que se J # I, entdo a restri¢ao de (+,-) a g’ é degenerada. De fato, a matriz
da restrigao de (-,-) a b’ com respeito a base {h; | i € I'} é dada por CS™L.
Em particular, a restricao de (-,-) a b’ é nao degenerada se, e somente se, C é
invertivel.

2. No caso em que g é de dimensao finita, (-,-) é um miltiplo escalar da forma de
Killing.

Como (-, -)|pxp ¢ ndo degenerada, existe um tunico isomorfismo linear

b — b

N st (1.1.2)
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com t) sendo o tnico elemento de b satisfazendo (¢, h) = A\(h) para todo h € . Assim,
induz-se uma forma bilinear simétrica (-,-) em h* definindo

(A, 1) = (tr, t) para todos A\, u € h*.

Observe que
(A, 1) = A(t,) = p(ty), para todos A\, u € b*,

e a matriz da restri¢do de (-,) ao subespago gerado por @) com respeito a base {«; |
iel}eésSC, ie.,
(y, ;) = sicij para todos i, j € I.

Dado ¢ € I, considere r; € Endg(h*) definido por

ri\) = A — Ahg)as — A — 229

(i, ;)
Note que 72 =id,r;(A) = A se (A, i) =0, 75() = —a; e o = w; — 13(w;).

Defini¢ao 1.1.19. As transformacoes r; (i € I) sao chamadas de reflexdes simples. O
grupo de Weyl VW de g é o subgrupo de Autg(h*) gerado pela reflexdes simples. Dado
w € W, uma expressao w = 1,7, - 15, ¢ dita uma ezpressao reduzida para w se [
¢ minimo e, nesse caso, [ é dito ser o comprimento de w e denotado por ¢(w). Dois
elementos 4, v € h* na mesma W-orbita sao ditos W-conjugados. Uma raiz a de g é
chamada de raiz real se for conjugada a uma raiz simples. Caso contrério, é dita raiz
magindria.

Exemplo 1.1.20. {(r;) = 1, para cada ¢ € I, e £(id) = 0. A expressdo r;r;r; ¢ uma
expressao nao reduzida para r;. o

Observacao 1.1.21. O grupo de Weyl é um exemplo de grupo de Cozeter, mas pro-
priedades decorrentes disso nao serao utilizadas aqui.

Um importante fato é que a forma (-,-) é invariante pela agao de W, i.e.,
(o, B) = (wa,wP) para todos o, f € h* e w € W.
Teorema 1.1.22. As seguintes condi¢Oes sdo equivalentes:
(a) dim(g) < oo, (b)|R| < o0, (c)W| < oo e (d) Toda raiz é real. [J

Para finalizar essa se¢ao, seguem alguns resultados importantes sobre raizes reais
e seus correspondentes espacos de raizes:

Proposicao 1.1.23. Sejam «, 8 € R raizes reais. Entao,

(a) ka € R se, e somente se, k = £1.
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(b) Se f # +a, entdo existem p,q € Z, tais que f + ka € R para todo k € Z
satisfazendo —p < k < ¢. O]

Proposi¢ao 1.1.24. Para todos @« € R e w € W tem-se dimg, = dimg,,. Em
particular, se o é uma raiz real, entao dim g, = 1. Nesse caso, a subalgebra de g gerada
por g., ¢ isomorfa a slj. [

1.1.3 Resultados particulares para as algebras de tipo finito.

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados sobre uma algebra de Kac-Moody de tipo
finito.

e Existe tinico wg € W de comprimento maximo. Além disso, {(wy) = |RT|, wi = id

e, se wy =1y, - - 15, € uma expressao reduzida para wy, entao

+ _
R™ = {a,, riy iy, TiyTiyQiy, Tiy - Ty Oy b

e Todo elemento de P é W-conjugado a um tnico elemento de PT. Mais ainda,
seja A € PT e defina P(\) = {w(u) | w e W, n € PT < A}. Entao,

(i) w(A) < X para todo w € W. Em particular, v < X para todo v € P(\).
(ii) P(\) é um conjunto finito, wo(\) € —PT e wy(A) < p para todo u € P(X).

(iii) Sei € I e w € W sao tais que £(r;w) = {(w) + 1, entao w™ (o) € RT. Em
particular, w(\) + a; & P(N).

e [xiste uma Unica raiz maximal § em R com respeito a ordem parcial < em b*.
Além disso, 0 é a raiz de altura maxima de g.

e O conjunto {(a, ) | @ € R} possui no méaximo dois elementos. A cardinalidade
é um se, e somente se, g é de tipo ADFE.

Assim, dentre o conjunto das raizes positivas de g, distinguem-se as raizes curtas
e longas do seguinte modo: uma raiz positiva « é dita curta se (o, ) < (6,0).
Caso contrario, « é dita longa. Nos casos ADFE, geralmente é usada a convengao
de que todas as raizes sao curtas e longas.

e Dado a € R, considere h, = (it“ (relembre a defini¢ao de t, em (1.1.2)). Note

}a)
que h,, = h; para todo i € I. Além disso, se @ = ), n;qy, entdo

_ Vi v o (ai7ai) )
ha = Z:nl hz com n, = an. (113)
E possivel escolher vetores 7 € g, para todo a € R*, de modo que [z}, 2] = hy,
e, se ¢ 5 ¢ definido por [:cff,xg] = caﬁxiﬂ, entdo cap = —C_q 8

Uma base {22, h; | « € RY,i € I} satisfazendo essas condigoes é chamada de base
de Chevalley de g. Nesse caso, tem-se:
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(a) [hi, hj] =0,
(b) [hi,2E] = ta(h)rE e
(¢) [zf,x,] = ha € uma Z-combinacao linear de h;, i € I.

e A forma de Killing (+,-) de g é invariante com respeito a automorfismos de g, i.e.,

(ox,0y) = (z,y) para todos z,y € g e 0 € Aut(g). (1.1.4)

1.2 Mobdulos de peso e de peso maximo.

Seja V um g-modulo para uma élgebra de Kac-Moody g. Dado € h*, considere
V,={v eV | hv=pu(h)v para todo h € h}.

V,, € chamado de espago de peso de peso pn de V. Se 'V, # 0, p é dito um peso de V' e
dim V), é denominada a multiplicidade de p como peso de V. O conjunto de pesos de
V' serd denotado por wt(V) = {p € P |V, # 0}. Um modulo V é dito um mddulo de
peso se admite uma decomposicao em espaco de pesos

V=V

neph”
A partir das relagoes

[h, 2] = +a;(h)x;

(2

para todost €l e heb,

temos
27V, C Vira;, paratodoi € I. (1.2.1)

Além disso, para todos u,v € h* tem-se

V@V, C(VeV)u.

Um vetor nao nulo v de V}, & chamado de vetor de peso p e, se ntv = 0, entdo v ¢
chamado de vetor de peso mdximo . Uma representacao gerada por um vetor de peso
maximo é chamada de maddulo de peso mdzimo.

Proposicao 1.2.1. Seja V um g-moédulo de dimensao finita. Entao,

(a) V ¢ a soma direta de seus espagos de pesos.

(b) Se V & irredutivel, entdo V é gerado por um vetor de peso maximo. ]

18



CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Segue de (1.2.1) que a soma dos espagos de peso de uma representa¢do ¢ uma
sub-representacao e que moédulos de peso maximo sao moédulos de peso. Nesse caso, a
decomposicio (1.1.1) de U(g) implica que V = U(n")v e, com isso, se o peso de v é
entao

dimVy =1, dimV, < oo, paratodo p e wt(V), e V = @VM.

H<A
(Isso explica o termo vetor de peso maximo!).

Proposicao 1.2.2. Seja M um modulo de peso maximo com peso maximo .

(a) Todo quociente nao nulo de M é também um modulo de peso maximo com peso
maximo .

(b) Todo submoédulo de M é soma direta de seus subespacgos de pesos.

(¢) M possui um unico submodulo proprio maximal e, portanto, um tnico quociente
irredutivel. Em particular, M é indecomponivel.

(d) Todos os modulos simples de peso maximo com peso maximo A sdo isomorfos. [

Observacao 1.2.3. As nocoes de vetor de peso minimo e mddulo de peso minimo sao
definidas trocando os papéis dos geradores z°. Evidentemente, todos os resultados
provados para moédulos de peso maximo sao naturalmente “traduzidos” para modulos
de peso minimo.

Vamos a seguir construir uma importante familia de modulos de peso méximo.
Dado A € b*, seja M(A) o g-mddulo gerado por um vetor satisfazendo as relagoes de
ser um vetor de peso maximo com peso A. Em outras palavras, M () é o quociente de
U(g) pelo ideal & esquerda I(A) de U(g) gerado pelo conjunto

{zF h—A(h) |i€I,heh}

Decorre que M(\) é um U(n~)-médulo livre de posto 1. Por definigdo, qualquer outro
g-modulo de peso maximo com peso maximo A é um quociente de M (), ou seja, M (\)
é o modulo universal de peso maximo com peso maximo A. Denotaremos seu tnico
quociente irredutivel (conforme o item (c) do teorema anterior) por V().

Definicao 1.2.4. O modulo M(X) é chamado de mddulo de Verma de peso mdzimo \.

Exemplo 1.2.5. Considere g = sl,. Como I = {4} & unitario, denotaremos zi = z*,

h; = h e a; = a. Além disso, os funcionais A € h* podem ser vistos como elementos de
K identificando A = A(h).

Seja A € K. O moédulo de Verma de peso maximo A é dado por

M(\) = @jzoK(xi)jvy
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com v =1 € M(\). Em particular, todos os espacos de pesos de M ()\) sdo unidimensi-
onais. Suponha que N seja um submodulo ndo trivial de M (A). Entao, pelo Teorema
122, N = @, x(M(N), N N) e os pesos de M(A) sao da forma p = A — 2m, com
m € Z,, e, consequentemente, os pesos de N também sao dessa forma. Agora, consi-
dere jo € Z>o minimal tal que (z7)v € N. Se jo = 0, entao N = M()). Se jo > 0,
entao
T (27)v = jo(A — (jo — 1)) (x7 ) tv = 0,

e, pela minimalidade de jy, temos (z7)°1v # 0. Logo, A — (jo — 1) = 0, ou seja,
Jo = AN+ 1 € Z>p. Assim, se A ¢ Z>q, entdo ndo pode ocorrer jo > 0 e, com isso,
N = M()) é o tinico submddulo nao trivial de M (), ou seja, M (X\) = V(A) é irredutivel
e de dimensao infinita. Se A\ € Z>(, entao

N=WMN\.NN)= P K Yv=M-r-2)

neK J>A+1

é o tnico submddulo ndo trivial de M (A). Além disso,

e dim(V (X)) = A+ 1. Observe que h(z~)’v = (A — 2j)(z~)7v. Logo, os pesos de V(\)
A0 A A =2, —(A=2), =\

Agora seja V um sly-modulo irredutivel de dimensao finita n 4+ 1, n € Z>(. Pela
Proposicao 1.2.1, V é gerado por um vetor de peso maximo vy. Suponha que o peso
de vy seja A\. Entao, V é isomorfo ao quociente irredutivel de M(A), i.e., V = V()).
Como V tem dimensao finita n + 1, segue da parte acima que A\ = n € Zxo. Além
disso, se v;11 = x"v;, para i = 0,--+ ,n — 1, entdo {vg, - ,v,} é uma base de V tal
que hv; = (n — 2i)v; e, por inducao em i, tem-se que, z7v; = i(n — i + 1)v;_1. Por
tltimo, seja v € V(\), \ {0}. Se u(h) < 0, entdo (z+)"*My #£ 0 e, se p(h) > 0, entdo
(7 )M My £ 0. o

Lembremos que, dada uma algebra de Lie a (arbitraria) e um a-moédulo V, é dito
que um elemento x € a age localmente nilpotentemente em V se, para qualquer v € V|
existe n € N tal que que z"v = 0.

Definigao 1.2.6. Um g’-modulo é dito integrdvel se xli age localmente nilpotentemente
em V para todo i € I. Um g-mo6dulo é dito integravel se é integravel como g’-moédulo.

Teorema 1.2.7. Seja A € h* e v um vetor de peso maximo de M(N). Entao, V(\)
é integravel se, e somente se, A\ € PT. Nesse caso, V() é o quociente de M (\) pelo
submoédulo gerado por (z; )1y para todo i € I. O

Em vista desse teorema, para cada A € R, V() é o g-modulo simples de peso
méaximo A\ gerado por um vetor v, satisfazendo as relagoes

ntoy =0, hoy=ANh)vy e (z,,)""" oy =0 paratodoshebheiecl. (1.2.2)

20



CAPITULO 1. PRELIMINARES.

No caso de g ser de tipo finito, V' (\) tem dimensao finita e todo g-modulo simples de
dimensao finita é isomorfo a V() para algum \ € PT.

As imagens dos vetores (z; )*")v em V' ()) sdo todas nio nulas, como consequéncia
do estudo de representagoes de sly conforme o Exemplo 1.2.5. Em particular, V(0) é a
representacao trivial de dimensao um.

Concluimos essa se¢ao com dois lemas sobre médulos para uma algebra de Kac-
Moody g de tipo finito que serao relevantes nas demonstracoes de nossos resultados
principais. A parte (ii) do segundo lema pode ser encontrada em [50].

Lema 1.2.8. Seja V um g-moédulo de dimensao finita e suponha [ € N, v, € P e
vi € V,, para k € {1,...,l} tais que V = 22:1 U(n~)vg. Fixe uma decomposicao
V =@, V; para algum m > 1, com Vj = V(u;) para algum p; € PTem;: V — Vja
projecao associada para j = 1,...,m. Entdo, existem distintos ky,...,k, € {1,...,1}
tais que vy, = p; e mi(vy,;) # 0. O

Lema 1.2.9. Sejam V um g-moédulo de dimensao finita e A\, u € P*. Defina
Vti={veV|nfv=0}

(i) dimHomy(V/(A),V) =dim(V* NV,)).

(ii) Como espagos vetoriais,

Homg(V (029 V(M), V()\)) =~ {fU c V)\_# | (xl'i)u(hi)-l-lv _ (J,’;i)A(hi)—HU _ 0} 0

1.3 Realizacao das algebras afim nao torcidas.

O objetivo desta se¢ao é apresentar uma realizagao explicita das dlgebras de Kac-Moody
de tipo afim nao torcidas.

1.3.1 Algebras de lacos.

Fixe uma matriz de Cartan C' = (¢;;); jer € denote g = g(C) a correspondente algebra
de Lie simples de dimensao finita. Sejam R e IT = {ay, -+ ,ay} como na Defini¢do
1.1.15.

Considere dlgebra de lagos de g, i.e., 0 espago vetorial § = g @ K[t, t~!] munido do
colchete dado pela extensao bilinear de

[z @ f(t),y @ g(t)] = [,y] ® f(t)g(t) para todos z,y € ge f,g € K[t,t"].

E facil verificar que isso define uma estrutura de algebra de Lie em g. Note que g® 1 é
uma subalgebra de g isomorfa a g e, sob essa identificacao, um elemento z € g continuara
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sendo denotado por z ao invés de x ® 1. Denotaremos também nt =nt @K[t,t7!] e
h=bHoK[tt'], de modo que

g=n @hon’
Observe que temos uma Z-graduagao natural em g dada por

i=ar com §g=gott
kez

Agora, considere o espago vetorial g’ = g x K e denote ¢ = (0,1) € §'. Entao,
podemos escrever g’ = g @ Ke.
Proposicao 1.3.1. Existe uma tnica estrutura de algebra de Lie sobre g’ tal que
[g,c] =0 (c é central) e
[z @ty @] = [z,y] @t + 10, _s(z,y)c
para todos x,y € ger,s € Z. O

Observe que a Z-graduacgao natural de g se estende para uma graduacao em g’ ao
definir o grau de ¢ como zero. Defina g = g’ x K e denote por d o elemento (0,1) € g
tal que g = g @ Kd. Novamente é possivel estender a Z-graduagao de g para uma
graduacao em g exigindo que o grau de d seja zero.

Proposigao 1.3.2. Existe uma tinica estrutura de algebra de Lie sobre g tal que g’ x {0}
¢ um ideal isomorfo a g’ e d age como uma 0-derivacao sobre g, i.e.,

d,z @ f(t)+ A =2 ® (t%f(t))

para todos z € g, f(t) € K[t,t7'] e A € K. O

Relembre que 6 denota a raiz maximal de g (Se¢do 1.1.3) e suponha que essa se

escreve como 0 = >, _; c;o;. Escolha 7 € g4y tais que [z, 2,] = hg e defina
ot =2f @t e hy=[zf, 1]

Além disso,

2c

ho = [zy @t 25 @71 = [z5,25] @ 1 + (zf, 25 )c = ©.0) — hy,

pois
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Veremos a seguir que é possivel construir uma MCG C de tipo afim nao torcida
adicionando-se uma linha e uma coluna na matriz C. Para isso, considere I = I LI {0}
e defina a matriz C' = (&), jcj por

_2(0@" 0)

Cij = Cij, Coo =2, Coj = —a;(hg) = 0.0 e Co=—0(h;)=

—2(()[2,9>
(Oéi,Oéi)
para todos 7,7 € I.

Defini¢io 1.3.3. A matriz C é chamada de matriz de Cartan estendida de C.

Nao é dificil verificar que

[P, xji] = j:éijxj[ e ad(xf)l_éij(xji) =0 para todosi,j e 1.

Mais ainda, seguindo a nomenclatura das Tabelas 1.1-1.3, tem-se

Proposigao 1.3.4. Se C ¢ de tipo T' € {Ay, By, Cy, Dy, Eg, Er, Eg, Fy, Go}, entdo a
matriz de Cartan estendida C' é uma matriz de Cartan generalizada de tipo afim nao
torcida 7M. O

Segue entdo que a subalgebra de g gerada por d e 2, com i € I, é um quociente
da algebra de Kac-Moody afim associada a C'. De fato, temos o seguinte:

Teorema 1.3.5. A dlgebra g é isomorfa & algebra de Kac-Moody afim associada a C
e toda MCG de tipo afim da Tabela 1.2 é uma matriz estendida de uma matriz de
Cartan. O

Os dois resultados a seguir sao extremamente importantes para justificar porque
somos levados a estudar representacoes de dimensao finita de g ao invés de g’ ou g.

Proposicao 1.3.6.

(a) Se V éum g’-mddulo de dimensao finita, entdo o elemento central ¢ age trivialmente.

(b) Se V' é um g-modulo simples de dimensao finita, entao V' é unidimensional e g’V = 0.
[

1.3.2 Revisitando o sistema de raizes da algebra de lagos.

Considere h = h @ Ke @ Kd e defina § € 6* por §(d) =1 e §(h @ Kc) = 0. Claramente
temos que h é abeliana e, dado u € h*, estendemos p a um elemento de l‘)* de modo
que p(d) = pu(c) = 0. Por abuso de notacdo, continuamos a denotar esse elemento por

. Dado A\ € 6*, considere

gy ={z € g|[h,z] = A(h)z para todo h € 6}
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e defina

R={xeb" g #0}\ {0}
Calculando alguns simples colchetes entre elementos de g, tem-se
@0:67 s = t" e Fagms =g, D™
para todos k,m € Z,k # 0 e « € R. Em particular, obtém-se

R={a+ki|aeRkeZ}U{kd|keZ\{0}} e §=bodPid.

aER

Observe que os auto-espacos correspondentes a ¢ sao de dimensao igual a dim b e,
portanto, maior que 1 em geral. Também é provado que, definindo oy = —60+9, qualquer
elemento de R é escrito unicamente como uma combinacao linear dos elementos de

ﬁ:{()éi‘iEf},

com coeficientes sendo todos ou nao negativos ou nao positivos.

1.4 Realizagao das algebras afim torcidas.

Nesta secao vamos apresentar uma realizacao das algebras de tipo afim torcidas. Para
tal objetivo, primeiramente recordaremos algumas propriedades sobre automorfismos
de diagramas.

1.4.1 Automorfismos de diagrama.

Sejam I um conjunto finito e C' = (¢;;); jer uma matriz de Cartan. Considere g = g(C)
a algebra de Lie simples de dimensao finita sobre C associada & matriz C'. Suponha
que o € Aut(g) é um automorfismo de ordem finita, i.e., ¢ = id para algum m € Z,
e que ¢ ¢ uma m-ésima raiz primitiva da unidade.

Lema 1.4.1. O automorfismo o é diagonalizivel com autovalores (7 para 0 < j < m.
Em particular, g decompoe-se como a soma direta de o-autoespagos dada por

m—1

QZ@gi, com g, ={zegl|o(x)=_a}.

=0

O
Note que a decomposicao do lema acima fornece uma Z,,-graduagao em g, pois

06, 80) € 950 (1.4.1)

24



CAPITULO 1. PRELIMINARES.

com € + ¢/ sendo o resto da divisao de € + ¢ por m. Daqui em diante, abusaremos um
pouco da notacao escrevendo € + ¢ em vez de € + €.

Vamos agora focar no estudo de uma classe especial de automorfismos de g: os
automorfismos de diagrama de g.

Definicao 1.4.2. Uma bijecao 7 : I — I é chamada automorfismo de diagrama se

Cij = Cr(i)r(;) para todos i,j € I.

Se 7 é um automorfismo de diagrama, existe um tnico automorfismo de algebra
de Lie o € Aut(g) satisfazendo
o(zF) = xf(i). (1.4.2)

(]

Definicao 1.4.3. Um automorfismo o de g é chamado de automorfismo de diagrama
de g se o ¢ conjugado a um automorfismo pu satisfazendo (1.4.2), i.e., 0 = ¢u¢ ! para
algum ¢ € Aut(g) e p é induzido por um automorfismo de diagrama de 1.

Um automorfismo de digrama de g induz uma permutacao em R dada por

o (Z niai> = Zniag(i)

iel
e tem-se
J(ga) = ga(a)? U(h) = b e U(ni) = ni'

O termo “automorfismo de diagrama” é usado para bije¢oes da forma (1.4.2),
pois estas oferecem uma simetria do diagrama de Dynkin. Uma inspecao caso-a-caso
nas simetrias desses diagramas permite concluir que os tinicos tipos para os quais um
automorfismo nao trivial ocorre sao A, (n > 2), D,(n > 4) ou Eg. Além disso, o possui
ordem 2 quando g é de tipo A,(n > 2), D,(n > 4) ou Eg, e ordem 2 ou 3 quando g é
de tipo Dy.

A partir de agora, suponha que o é um automorfismo de diagrama.

Segue de (1.4.1) que g, é uma subdlgebra de g e que g, é um g,-modulo para
0 < e < m. Essa algebra g, desempenhara um papel fundamental no que faremos no
capitulo seguinte. Conforme a Defini¢ao 1.1.15, R indicaréd o sistema de raizes g,, Ry
o conjunto das raizes positivas e, adicionalmente, R, e R; indicarao os subconjuntos de
RS“ correspondentes as raizes curtas e longas, respectivamente.

Dada uma subalgebra a de g e 0 < € < m, considere a. = ang,.

Proposigao 1.4.4. (a) A algebra de Lie g, é simples e se escreve como g, = nd &b, ®
ng.

(b) g, € um g,-mddulo irredutivel para 0 < € < m. Em particular, se m = 3, entdo

92 ggo gl'

25



CAPITULO 1. PRELIMINARES.

(c) Se p € wt(g,) e pn # 0, entao dim(g,), = 1 para todo e. Além disso, (g.)o = b

€

(d) A tabela a seguir sumariza algumas informacoes sobre g, de acordo com g e o:

’ g ‘ o] ‘ Tipo de g, ‘ wt(gy) \ {0} ‘
Ay 2 Ay RyU{2a | € Rs}
Agpyn > 2 2 B, RyU{2a | @ € Ry}
Aoy 1,m>2| 2 C, R,
Dyiin>3 | 2 B, R,

FEg 2 Fy R,
Dy 3 Go R,

1.4.2 Algebras de lacos torcidas.

O automorfismo o de g estende-se naturalmente a um automorfismo ¢ da algebra de
lacos g associada a g definindo

Flr@t) =Co(xr)®t paratodosj € Zex € g.

Por sua vez, também podemos estender esse automorfismo para um automorfismo & de
g definindo
Glg=0, o(c)=c e ad(d)=d.

Observe que ¢ continua sendo um automorfismo de ordem m.

Denote o conjunto de pontos fixos de & e ¢ por g7 e g7, respectivamente. Pela
maneira como ¢ foi construido na secao anterior, é facil verificar que

g’ =g o Keae Kd.

Note também que, se m =1, entdo g = ge g° = g.
Observagao 1.4.5. A Proposicao 1.3.6 permanece valida ao substituirmos g por g°.

Definigao 1.4.6. Se m # 1, a édlgebra g? é chamada de dlgebra de lacos torcida asso-
ciadaageo.

A algebra de lacos torcida pode, entao, ser descrita como

m—1

=P com § =g t" K"t

e=0

Note que, se uma subalgebra s de g é o-invariante, entao pode ser definido §7 de maneira

natural. Como o(n*) = n* e o(h) = b, obtém-se a decomposicio triangular

=)o o @)
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e, similarmente, também obtém-se
g/ = (a.)7 b7 & (1))’
Finalmente, um teorema de realizacao:

Teorema 1.4.7. Sejam A uma matriz de tipo afim de tipo XT(Lk), com k = 2,3, a
a algebra de Lie simples de dimensao finita associada & matriz de tipo X, e ¢ um
automorfismo de diagrama de a de ordem £k, entdo a” é isomorfa a algebra de Kac-

- - . ~o AU (A)’
Moody de tipo afim g(A) associada a A. Em particular, a® = %' O
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Capitulo 2

Hiperalgebras.

Neste capitulo trataremos da teoria de representagoes de dimensao finita da hiperalge-
bra de lagos torcida associada a uma algebra de Lie simples de dimensao finita sobre
C de maneira analoga ao trabalho de D. Jakeli¢ e A. Moura [32] para as hiperalgebras
de lagos nao torcidas. Esse ¢ o contetido principal do capitulo e sera feito na Secao
2.5. Na Secao 2.2 comecamos com a construcao de uma base especial para g e g°
de acordo com o trabalho de D. Mitzman [42]. Na Se¢do 2.3 faremos a construgao
das hiperalgebras de lacos torcidas a partir da forma integral construida também por
D. Mitzman e desenvolveremos algumas propriedades importantes para o estudo de
suas representacoes de dimensao finita. Na Secao 2.4 apresentaremos uma revisao
sobre representacoes de dimensao finita de hiperdlgebras e hiperalgebras de lacos nao
torcidas, além de um teorema tensorial para modulos de Weyl para a hiperdlgebra de
lagos nao torcida, o qual é andlogo a um resultado obtido por V. Chari e A. Pressley
em [20] para g. A Secdo 2.6 apresenta uma rela¢ao entre os modulos irredutiveis para
as hiperalgebras nao torcidas e os das torcidas.

2.1 Consideragoes iniciais.

Seja [ o conjunto de vértices de um diagrama de Dynkin de tipo finito e g a alge-
bra de Lie simples de dimensao finita sobre C associada. Lembre-se que temos uma
decomposicao triangular

g=n ohodn'.

Conforme a Defini¢ao 1.1.15, denote por R o sistema de raizes de g e por R™ o conjunto
de raizes positivas. Considere «;, @ € I, as raizes simples e w;, © € I, os pesos funda-
mentais de g. Denote o reticulado de raizes e o reticulado de pesos por () e P, respecti-
vamente, com cones positivos (), e P,. Para cada o € R, seja g, o espago associado a
raiz o e 6 a raiz maximal de g. Fixe uma base de Chevalley C = {z£ h; |a € RT,i € I}
para g e, dado @ € R, defina h, = [z}, x_].
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Fixe também um automorfismo de diagrama nao trivial o de g de ordem |o| =
m € {2,3} e ( uma m-ésima raiz primitiva da unidade. Seja g, a subélgebra de pontos
fixos de o em g, a qual se escreve como

Qozng@ho@na-

No ambito da algebra g, [y indicara seu conjunto de vértices do diagrama de Dynkin e,
conforme a Definigao 1.1.15, Ry o sistema de raizes e Ry o conjunto de raizes positivas.
As raizes simples e os pesos fundamentais continuarao sendo denotadas por a; e w; com
i € Iy (no respectivo contexto, isso nao geraré confusao). O reticulado de raizes e o de
pesos serao denotados por Qg e Py e, similarmente, os seus cones positivos serdo QF e
F,f. Também escreveremos R e R; para indicar os subconjuntos de R correspondentes
as raizes curtas e longas, respectivamente.

Conforme a Segao 1.2, wt(V') indicara o conjunto de pesos de um modulo V' e ficard
claro no respectivo contexto sobre qual algebra esse modulo esta sendo considerado (se
é um g-modulo ou um g-modulo).

Finalmente, § = g ®c C[t,t7!] denotara a algebra de lagos associada a g e g° a
algebra de lacos torcida associada a g e 0. Lembre que
g=a"@haat e F=@G)dH o HY,
e que b é uma subalgebra abeliana de §. Referiremos & base de § formada pelos ele-
mentos do conjunto
C={at@t" bt |aeRiclrel)
como uma base de Chevalley de g.

Observacao 2.1.1. Segundo Mitzman, a definicao de base de Chevalley para dlgebras
de lagos ¢ feita de maneira um pouco mais abstrata, porém a que trabalhamos satisfaz
as condicoes requeridas.

2.2 Bases de Chevalley para algebras torcidas.

A seguir revisaremos a construcao de uma base de (g.),, para cada p € wt(g,.), em
termos da base de Chevalley C e construiremos uma base para g°, a qual serd essencial
para a construcdo da forma integral de U(g”). Esta secdo é baseada em [42, 51].

Primeiramente, note que a inclusao b, C b induz uma fun¢ao natural h* — b
que associa um funcional a sua restricao a h,. Temos o seguinte:

Lema 2.2.1. Se 1 € wt(g.) ¢ ndo nulo, entdo pt = aly, para algum o € R. Em
particular, dados «, 8 € R, tem-se aly, = S|y, se, e somente se, § = 0/(c) para algum
0< 75 <m. O
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Suponha primeiramente que g nao é de tipo As,. Entao, dado o € RT,0 < e < m,
definimos

m—1 m—1
- A
+ 2 ey seo(a) #a, > (hoi), seola) #a,
xa,e = J=0 € ha,e = J=0
50769525, caso contrario, do.eha, caso contrario.

Seja I', o nimero de elementos na o-orbita de a. Decorre que

m—1 m—1
1 1
— ho=—3 lige (2.2.1)
F, 2 " L&

e=0 e=0

Trtaye =6 Taer No@ye = hae, a5 =

Agora, suponha que g é de tipo A,,. Nesse caso, para o € R™, temos
a=oc(0) & alp, €2R, & «a=p+0(f) paraalgum JeR". (2.2.2)

Desta terceira equivaléncia, obtemos 2= € g, e h, € g

Desse modo, definimos

x;l:’e = 51,6‘%;‘: € hoc,e = 5O,eho<-
Se a # o(«), definimos
L rE + (=), se aly, € Ry,
ae V2 <;pai + (—1)€xj(a)> : se alp, € R,
e
. ha + (—1)6h0(a), se Oé|bo € Rl,
e 2 (ha + (—1)6h(,(a)) , se aly, € R,.

Observe que as relagoes (2.2.1) continuam sendo validas nesse caso e, se a+o(«a) € RT,
temos

xaﬂg(a)’l = Z[:L’io,xil] = saF, xi( )] para algum s € {£1}. (2.2.3)

Agora, lembrando que g, ¢ um g,-modulo irredutivel, para 0 < e < m, temos uma
decomposicao em espacos de pesos

9= D (8o

a € b
O proximo lema é consequéncia da Proposi¢ao 1.4.4 (c) e da dltima igualdade de (2.2.1).

Lema 2.2.2. Se aly,, = 1 € wt(g.) N Qg \ {0}, entdo (g.)+, = CzZ . Além disso,
(g.)o = b, € gerado pelos elementos h,, . com i € [. O
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Consequentemente, para fixar uma base para esses espacos, procedemos do se-
guinte modo: seja O um conjunto completo de representantes das o6rbitas da acao de o
sobre R*. Entao, se pn € wt(g,) N Qg \ {0}, defina

vt =ak para  «a € O tal que afy, = p. (2.2.4)

e T Tae

Observe também que existe uma tnica funcao injetiva o : Iy — I tal que a,;) € O para
todo i € [y. Entao, defina

1 . .
Sho(i)e, se g édetipo Ay, e a; € Ry, ,

hie = 27%(0), g ,p. ? para ¢ € [y tal que ho(i),e # 0.
o) e caso contrario,

A partir dessa construcao temos

C7(0) = {zt _ hi |0<e<m,pcwt(g,)NQf\{0},iclp}

ye?

¢ uma base de g. Nos referiremos a C?(O) como base o-torcida de g.

Por conveniéncia notacional, para g de tipo As,, vamos supor O escolhido de modo
que s = 1 em (2.2.3). No caso em que g é de tipo Dy e m = 3, também escolheremos O
de maneira mais especifica, de modo que se j € I é o tnico vértice fixado por o ei € [
é tal que o(i) # 4, entdo O serd um dos conjuntos

O;={a€R"|o(a) =a} U{a,a;+ a,a; +o(a) + (o)}
A razao para essa escolha é o Teorema 2.3.1.
Observacao 2.2.3. A menos que g seja de tipo As,, 0 conjunto
C3(0) = {a 0, hio | 1 € Ry i € I}

é uma base de Chevalley de g, (a qual ndo depende da escolha especifica de O no caso
em que m = 3). Para g de tipo Ay,, uma base de Chevalley de g, é obtida a partir
de CJ(O) ao substituirmos o elemento h;o, com j sendo o tinico elemento de I, tal que
a; € Ry, pelo elemento Ay, = 2h;p.

Seja gg o Z-gerado de C?(0). Utilizando as propriedades de C ser uma base de
Chevalley de g, em [42] foi provado caso-a-caso conforme o tipo de g o seguinte:

Proposicao 2.2.4. Os colchetes dos elementos de C7(O) pertencem a g7. Mais ainda,
dada uma base da forma C?(O), os elementos mie ®t e hj ®1t", com x,, b €
C’(0O),r € Z e € =, —r, formam uma base de g°. O

Definicao 2.2.5. Uma base de g° como nessa proposicao é chamada de base de Che-
valley de g° e o Z-gerado dessa base sera denotado g3.
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Futuramente, alguns desses colchetes em g7 serao necessarios explicitamente e,
por isso, os estabeleceremos a seguir. Para isso, antes obteremos um resultado auxiliar
sobre os ntmeros de Killing, os quais serdo denotados por (o, 5) = 2(3,a)/(«, «) para
todo o, 8 € R. Paran =), nio; € Q, denotaremos supp(n) = {i € I | n; # 0}.

Usaremos repetidamente os seguintes resultados classicos: se o, € R sdo raizes
nao proporcionais e (o, 3) > 0, entdo a — 8 € R (cf. 31, Lema 9.4]). Além disso, se g
¢ de tipo A, D ou E e a, 8 € R, entdo os possiveis valores para («, 5) sdo 0,+1 e £2,
com %2 acontecendo apenas quando « e [ sdo proporcionais (cf. [31, §9.4]).

Lema 2.2.6. Seja a € R tal que a # o(«).

(a) Suponha que ou g ndo é de tipo Ay, ou que é de tipo A, e os dois vértices centrais
do seu diagrama nao pertencem a supp(a). Entdo, a —o(a) ¢ R e (o(a),a) =
(a,0(a)) = 0. Em particular, a + o(a) ¢ R.

(b) Se g éde tipo Ay, e apenas um dos vértices centrais do diagrama pertence a supp(«),
entdo a —o(a) ¢ R e (o(a),a) = —1. Em particular, o + o(a) € R.

(c) Se g é de tipo Dy e m = 3, entdo a — o(a) ¢ R e (o(a),a) = (a,0(a)) =
(0?(a),a) = 0. Em particular, a + o(a) ¢ R.

Demonstragao. Por (1.1.4), se |o] = 2, entdo (o(a),a) = {(a,0(a)) para todo o € R,
Pela mesma razao, se |o| = 3, entao (0?(a),a) = (a,0(a)) para todo a € R. Para
o item (a), devido as propriedades integrais de (-,-), devemos ter (o(a),a) = 0 ou
(o(ar), ) = £1. Entretanto, se (o(a),a) = 1, entdo a —o(a) € R e, consequentemente,
o(a —o(a)) = —(a — o(a)) € R, mas isso é uma contradigao com o(R") = R*. Se
(o(a),a) = —1, entdo o(a) + « € R, mas isso ndo pode acontecer devido as simetrias
dos diagramas em cada caso. Portanto, (o, o(«)) = 0. O item (b) é consequéncia direta
de (aj,a;) =0paraj #i—1,i+1e (;, 1) = (04, a;41) = —1. Finalmente, para o
item (¢), (o(a),a) = 0ou £ 1. Como antes, se (o(a),a) = —1, entdo o(a) + o € R,
de modo que (o(a) + «,0%(a)) = —2 ou, equivalentemente, o(a) + a = —(c%(a)),
contradizendo que o(R") = R*. Do mesmo modo, se (c(a),a) = 1, entdo o(a) —a € R
e, entdo, (o(o(a) — ), 0(a) — a) = —1, mas isso foi mostrado ser impossivel, Portanto,
(o(a),a) = 0 sempre que o(a) # a. O

Com esse lema temos determinadas todas as constantes que precisamos para es-

tabelecer os colchetes acima mencionados.

Lema 2.2.7. Sejam 0 < ¢,¢ < m. Dado pu € Rf, v € wt(g.) N Qf\{0} e n €
wt(g.) N wt(g,) N Qg \{0}, temos:

(a) [P0, xfe} = j:V(hu,O)l’i

v,e*
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2hy eter, sen € Ry, e gédotipo Ay,
(b) [z 2yl = § dcerihno,  sen € 2R, e gédo tipo Ag,,
P ever s caso contrario.

i3$ie+1; se v € Ry e g édotipo Asg,,

¢) Se s # 0, entdo [hy,q, 27 ] =
(c) 17 (o1, @3] {:I:Qa:ifﬁq, caso contrario.

Demonstragao. A prova de (a) sera dividida em dois casos: m = 2 e m = 3. Suponha
que o, 8 € R sao tais que alp, = pp e Blp, = v

Vamos tratar primeiramente do caso m = 2. Se a = o(«a) e § = o(f), entao

huo = he € o, = x§ e o resultado segue claramente. Caso contrario, se 5 # o(f),

entao

05 2] =[has 25, ] = i(ﬁ(ha)%: + (=1)°0(8) (ha) 75 5))
=+ f(ha) (25 + (=1) 0 ) = £8(ha)as, = T (huo)ay,
Por outro lado, se a # o(«), suponha que g nao é de tipo As, ou g é de tipo Ay, e
a+o(a) ¢ R, entao
[hM07 VE} [h +h + (_1)6‘7:(:7‘:(5)]
= i(ﬁ(ha)% + 5(%(@)90? (=10 (B) (hoa) 755 + (1) 0(B) (ha)r4)
= £(Bha)as + Bho()rs + (1) B(ha)ry 5 + (—1)0(8) (ha)ays)
= :E(B(h )(l’?g[ + (_1)61’:(5)) + 5(ha(a))(l’§ + (_1)6 i(ﬁ)))
= +B(ha + ho(a)) (25 + (= 1)65”?(&))
= iﬁ( a,O)J/’,&E
= j:u(hmo)xife
Se g é de tipo Ay, e a + 0(a) € R, entao hag = 2(ha + ho(a)) €, procedendo como
acima, obtemos

[hu,lbxie] = [ha()?xﬁ J==xB(h ao)%e = +v(h, o)xi

O caso m = 3 é tratado de mesma maneira. Para a = o(a) e f = o(f), o
resultado é claramente verdadeiro. Se a = o(«) e 8 # o(f), entdo

[h0, 2 l/e] [haal’g + <€$g(5) + Czexi )]
£ ((8,a)aF + (o (B) (ha)a ) + (0% (B)(ha)asy)
£ (Bl + Gy 4 (o)
=+ B(h )%’ €
= £ v(huo)z zi
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Se a # o(a), entdo

[Pis0, 5] = a0, 5]

5( o( ( o2 a))) :ﬁt

(o) +
)

)+

£ (0(8)(ha) + 0(B) (ho(a)) + (8) (hora)))C T4

£ (0(8)(ha) + 0°(B) (ho()) + a*(B)(h 02(a)))<’2€ i
= £(B(ha) + Blho(a)) + ( 02(2))) 75

i(ﬁ(hﬂ(a))+6( o) + B(he ))C T

£ (B(ho(a)) + Blho2(a)) + ( )0 )
= £B(ha + ho(a) + hoz(w) (TF + (a5 5 + 0 )
= £5(ha, )%,e
= :I:l/(hmo)xf’e.

O item (b) ¢ obtido de maneira totalmente analoga e omitiremos os detalhes. Ja
para o item (c), como h,; # 0, existe & € R tal que o # o(«a) e aly, = v. Entdo,
procedendo como acima em ambos os casos, obtemos

m—1

(s @) = Tha, 03 ] = Falhaa)as oy = £ ) o, o'(@) 2510

=1

Dai basta aplicar o Lema 2.2.6. O

No estudo de representacoes de dimensao finita de uma algebra de Lie simples
de dimensao finita ¢ bem conhecido que as representacoes de sl, desempenham papel
fundamental. Por sua vez, os resultados obtidos para representacoes da &dlgebra de
lacos sl, também fornecem uma importante ferramenta para estudar médulos para g
em geral. No contexto das algebras de lagos torcidas também se faz necessario o uso
de resultados do “menor” modelo de édlgebra torcida. O resultado a seguir foi utilizado
primeiramente em [8] para U(g?), porém nao foi dada uma prova.

Lema 2.2.8. Seja o € Ry .
(a) Suponha que g nao é de tipo Ay,. Se a € Ry, entdo o subespago gerado por

{250 @™ hao@t™ | k € Z}

¢ uma subalgebra de g7 isomorfa a 5:[2. Caso contrario, se a € R,, o subespago
gerado por
(et @ t™ hy @™ | ke Z, 0<e<m)

é uma subalgebra de g isomorfa a sl,.
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(b) Suponha que g é de tipo As,. Se a € Ry, entdo o subespago gerado por
(et @™ o @™ |k €Z, 0<e<m)

é uma subalgebra de g7 isomorfa a slo. Se a € R, entdo o subespago gerado por
{aZ @1t x§+a(a) LR, @t | k € Z, 0 < e < m—1} é uma subalgebra

~ . ~T . ~ o .
de g7 isomorfa a sl;, com 7 sendo o automorfismo de diagrama nao trivial de sls.

Demonstracdo. Seja {x*, h} uma base de Chevalley de sl,. Na parte (a), note que o
Lema 2.2.7 implica que a transformacao linear determinada por

e T h = hagp
¢ um monomorfismo de algebras de Lie. Assim, o primeiro isomorfismo é dado por
TRttt e h@t i hag @t
O segundo isomorfismo também em (a) e o primeiro isomorfismo de (b) sdo dados por
ettt 0t e h@tt e ha @t

Para o segundo isomorfismo em (b), relembre que

+ o E
xa—&-a(a),l - [J]a ’ IO’(O&)L
: : . + 4 ot
devido a (2.2.3) e a escolha de O. Assim, seja {z} ,Z,,, %5, 10, M1, P2} uma base de
Chevalley de sl3, escolhida de modo que 3:‘3[1 oy = [:Efl, xi] E facil checar usando o
Lema 2.2.7 que a transformacao linear determinada por
+ + + +
xahe = xaﬁ xm—i—az,l = xa+o(a),1 € hahe = ha,e

é também um monomorfismo de algebras de Lie e, portanto, concluimos que o tltimo
isomorfismo em (b) é dado por

+ 2k + 2%k + 2k-+1 +
Tt &t +E»—>$a76®t te T tag1 @1 s g

Qi€ oto(a),l

® t2k:+1 e

hal,e ® t2]€+€ H ha,e ® t2k+6

2.3 Hiperalgebras.

Nesta secao revisaremos a construcao das formas integrais para g, g e g° e serao construi-
dos os objetos aos quais chamamos de hiperalgebras de lagos (ndo torcidas e torcidas).
Discutiremos também algumas propriedades tteis para se trabalhar com representagoes
de dimensao finita de hiperalgebras.
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2.3.1 Formas integrais e a construgao das hiperalgebras.

Vamos introduzir um pouco mais de notacao geral: se A é uma algebra associativa sobre
’ . k
um corpo de caracteristica zero, para cada a € A e k € Z,, escreveremos a®) = 47 e

k!
(Ckb) _ afa=1)- ksa k:—i—l)

Nesse processo de construir as hiperdlgebras serd rotineiro o uso de algumas séries
geradoras. Dado o € R™, considere as seguintes séries de poténcias com coeficientes

em U(h):
00 00 ha tis
= Agsu” = exp (— > L’zﬁ) . (2.3.1)
S
r=0

s=1

Similarmente, se g nao é de tipo~A2n e € Ry ou g éde tipo Ay, e u € Ry, considere
as séries com coeficientes em U(h?) dadas por

AerE ZAu:tru = exp( i

ml
k=1 e=0

N Fe ® ti(kare) Umk+e .
mk + €

Se g nao é de tipo A,, e u € Ry, considere

o0

h timk
Azi(u) = exp (— Z %u'ﬁ :

k=1

Seja 7 € End(U(g)) o homomorfismo induzido por ¢ — t* e defina A; 1., € U(g),
para todost € I er,k € Z,, com k > 0, por

Aik ZA’ gt = Tk(Ai( )) = exp <—Z hz®—tﬂk1ﬁ> )
b S

r>0 s>0

Foi provado em [30] que esses elementos A; ., fazem parte de uma Z-base de Uz(g).
Dado i € Iy, ¢ facil ver que as séries AZ" e Afom sao relacionadas do seguinte

modo: se o(i) ndo é fixado por o, entao

m—

AT (u H (€ ). (2.3.2)

=0

Se o(i) ¢é fixado por o, entao

AZF(u) = AL (u). (2.3.3)

Qo(i)1M

Daqui em diante passaremos a escrever NZ = AF (para todoi € 1) e ASE = ATE
(para todo i € I).
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A partir de uma ordem fixada sobre a base de Chevalley de g e um PBW-mono-
mio (veja apéndice A.2) com respeito a essa ordem, construimos um monoémio ordenado
nos elementos do conjunto

> 0

M
= {(z_, @ t")" AT (") | wewt(a_,) NQIN{0}, 7 € Z,i € Io, k € Z, } \{0}

usando a correspondéncia
(:Ei_r Rt (xi_r ® tT’)("z)7 hﬁo (hko) e (hi—r® L= (Agr)k

para todo k£ # 0. Também usando as correspondéncias similares no contexto de U(g),
consideramos os monomios formados pelos elementos de

M= {(z5)® (") |keZi,ae R iel}
e, em U(g), os monomios formados pelos elementos de
M={@tot)W AL, (") |aeRTiel kel ,rel}.

Observe que M pode ser naturalmente visto como um subconjunto de M.

Sejam Uz(g) C U(g) Uz(g) CU(g) e Uz(g”) C U(g°) as Z-subalgebras geradas
respectivamente por {(z5)® |a € R* k€ Z .}, {(z2@t")® |a € R*,r k € Z, k > 0}
e {(a © )0 | € wilg_) N Q; \{0}.r k€ Z.k > 0},

O teorema a seguir foi provado por B. Kostant [40] para U(g), por H. Garland
[30] para U(g) e por D. Mitzman [42] para U(g?). Uma versao revisitada desses dois
altimos trabalhos ¢é feita por S. Prevost em [51].

Teorema 2.3.1. As algebras Uz(g), Uz(g) e Uz(g?) sao Z modulos livres e o conjunto
de monomios ordenados descritos acima a partir de M’ (respect., M e /\/l) ¢ uma
Z-base de Uz(g”) (respect. Uz(g) e Uz(g)) e uma C-base de U(g?) (respect. U(g) e

U(g)) - =

Particularmente, a funcdo natural C ®z Uz(l) — U(l) é um isomorfismo para
[ € {g,9,9°}. Em outras palavras, Uz(l) é o que se denomina uma forma integral de

U(l).

Se a é uma subalgebra de g preservada por o, definimos
Uz(a®) =U(a”) NUz(g%) (2.3.4)

e, similarmente, se a é uma subalgebra de g (ndo necessariamente preservada por o),
definimos
Uz(a) = U(a) N Uz(g) e Uz(a) = U(a) N Uz(g).
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Entao,
ac {907113:7[]57~gv<ﬁi)avni>h;ﬁi76} = C@Z UZ(a) i) U(a) (235)

De fato, Uz(q) ¢ um Z-modulo livre gerado por mondémios formados pelos elementos de
M’ (ou de M) pertencentes a U(a).

Dado um corpo F, definimos a F-hiperalgebra de a por
Urp(a) = Uz(a) @z F

para qualquer um dos subespacos a considerados acima.

Definicao 2.3.2. Ug(g) é chamada de hiperdlgebra de lacos (nao torcida) de g sobre F
e Ur(g?) de hiperdlgebra de lagos torcida de g sobre F.

Claramente, se a caracteristica de F é zero, a algebra Up(g°) é naturalmente
isomorfa a U(gg), com g = g7 ®z F. Para corpos de caracteristica positiva, apenas
temos um homomorfismo de algebras U(ap) — Ug(a) o qual ndo é injetivo e nem
sobrejetivo. Continuaremos denotando por z a imagem de um elemento = € Uz(a) em
Urp(a). A partir da discussao acima e do Teorema PBW temos

Us(8) = Us(8)Us(0)Us(R*) e Us(§%) = Us((R")7)Ur(h7)Us((7)7).

Concluimos essa secao com algumas observagoes pertinentes:

Observacao 2.3.3.

e A Z-algebra Uz(g) = U(g) N Uz(g), i.e., a forma integral definida por Kostant
para g, coincide com sua intersecao com a forma integral definida por Garland
para U(g), o que nos permite ver Uz(g) como uma Z-subalgebra de Uz(g). Se g
nao é de tipo As,, entdao Uz(g,) também coincide com a forma de Kostant para
go- Entretanto, se g é de tipo As, isso nao é verdade pela razao descrita na
Observacao 2.2.3.

e Se g é de tipo As, e a caracteristica de F & 2, entao Ug(g,) nao é isomorfa ao
que é usualmente chamado de hiperalgebra de g, sobre F (a qual é construida
usando a forma de Kostant para U(g,) no lugar de Uz(g)). De fato, se i € Iy é o
tnico elemento tal que a; € Ry, entdo [x7 o, 2, o] = Rogi).e = 2hip = 0 em Ug(g,),
mas isso é nao nulo na hiperalgebra usual de g, sobre F. Por outro lado, se a
caracteristica de F ndo é 2, entdo Up(g,) é isomorfa & hiperalgebra usual de g,
sobre [F. Por essa razao, nao trabalharemos com corpos de caracteristica 2 quando

g é de tipo Ag,.
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2.3.2 Algumas identidades auxiliares.

Os dois lemas a seguir sao cruciais na prova do Teorema 2.3.1 e, também, para o estudo
de representacoes de dimensao finita de hiperalgebras. O Lema 2.3.4 foi originalmente
provado no contexto de U(g) em [30, Lema 7.5], porém a versao anunciada aqui segue a
de [32, Lema 1.3]. Dados o € R" e s € Z, considere a série de poténcias com coeficientes
em U(n™)

oo

Xa;s,:l:(u) = Z([L’; (029 ti(’”“s))ur. (236)

r=1
Lema 2.3.4. Sejam oo € R, k,l € Z e k > 1> 1. Entao,

(o @ t7)(ag @ )W = (1) (X5, 2(w) " VAT (), mod U(g)zU (1),

com o subindice k significando o coeficiente de u* na referida série e Uz(n*)? o ideal de
aumentagao de Uz(nt) conforme a Defini¢do A.3.10. O

Por sua vez, o lema a seguir estabelece a “versao torcida” do Lema 2.3.4. Para
isso, precisamos do anélogo da série em (2.3.6): se g ndo é de tipo Ay, e p € Rgou g é
de tipo Ay, e p € Ry, definimos

oo m—1
+(mk+s+e)\, mk+e
X (1 ZZ Tpg(se) BT Ju 7
k=0 e=0
e, se g nao é de tipo Ay, e u € Ry, definimos
o0
+(m(k+ k
umsi Z u0®t S)))um
k=0

para todo s € Z.
Lema 2.3.5. Sejam [, k € Z tais que 0 <[ < k.

(a) Se g nao é de tipo Ay, e u € Ry ou se g é de tipo As, e u € Ry, entdo

(@40 @) O, Ly @ NG = (1) (X7, 1 (@) V(AT (),

wF(s+1)1
mod Uz(g?)Usz((n+)7)°.
(b) Se g nao é de tipo Ay, e u € Ry, entao
(2o @17 O (a, 0 @ 7T E = (1) (X7 s () VAT ()
mod Uz(g?)Uz((n+)7)°.

(c) Se g é de tipo Ay, e u € R, entado
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(1) (2o ® 7)) (g, @ T = — (X7, 4 (u) AT (),

mod Uz(g°)Uz((7%)?)°, com a = 0, 1.
(ii) (515:,0 ® 1)(%) (555#,1 ® t)(HT) = (‘/EQ_/J,,I ® t)(r)AZ,k + 25;11 XjAz,kfj

mod Uz(g7)Uz((7")7)" com r € Z; e X; uma Z-combinagio linear de ele-
mentos da forma

(f,:; ® t)(sl) R (x;,k R tk)(sk)(IQ—ml ® t)(sﬁ) R (IQ_M,I R tk)(sk’)

satisfazendo Y s, +2) s, =2red. ms, + > ns,=r+j.
(111) (x;_p,,l ® t¥(28+1)))(l) (xQ_,u,,l ® ti(28+3))(k) = (_1)l ((Xg;t;ms,:l: (u))(k*l)Ang(u))k
mod Uyz(g°)Uz((7%)7)°, com

XO'

Sms (W) = 3 @1 ® pE(m(k+s)+1), k

k=1

oo h t:ﬁ:mk
e Agj[(u) = exp (— > %ul‘) :
k=1
: —2s5\(r — S rk-+r k+1 — s+7— r)AO
(IV) ("L‘;_,u,l ® tl 2 )( k)(‘r,u,l ®t )(2 ki) = Zjil (‘I,u,, ®1t * 1>( )ArkJrrfrj + X
mod Uz(§?)Uz((27)?)° com X sendo uma soma de elementos pertencentes a

(H(xgu,_ai ® t‘“)“”) (Hm,_bj ® tbj)“”) Us(H°)

{ J

para a;,b; € Z e r;,s; € Z, satisfazendo 0 < r;, 55 < k.

Demonstragao. Os itens (a) e (b) sao consequéncias diretas dos isomorfismos dados no
Lema 2.2.8 e do Lema 2.3.4. Todas as partes do item (c¢) sao consequéncias particulares
de [42, Lema 4.4.1|, o qual estabelece uma formula geral (de extrema dificuldade para
manused-la) para comutar (z;; ., @ t=m=9)®) (T, 40 ® tFm=e)) (&), O

Uma prova da identidade a seguir pode ser encontrada em [31, Lema 26.2].

min{k,1}
(x;)(l)(a:;)(k): Z (xc:)(k—m)(ha—k%lwm)(xl—)(l—m) (2.3.7)

m=0

para todos k,l > 0 e a« € R*. Reescrevendo essa igualdade para os elementos de g,

obtemos
min{k,1}

(Ii,o)(l)(x;,o)(k) = Z (xa_,(J)(k_m)(ﬁa’O_I:;HQm)(xz,o)(l_m)

m=0

para todos k,l > 0e a € R].
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Observagao 2.3.6. Os Lemas 2.3.4 e 2.3.5 podem ser vistos como versoes de (2.3.7)
para as algebras de lagos.

A formula a seguir ¢ deduzida facilmente:

(") @y @)™ = (af @)W (hethnt) (2.3.8)

para todos k,l > 0,7 € Z,i € I e « € R". Ja no caso torcido, ¢ deduzida (por indugao
finita) do Lema 2.2.7(a):

("o) (g, @)W = (xk @ t")8) (Muohulhio) ) (2.3.9)

para todos k,l > 0,r € Z,i € Iy e z;, _, € C°(O).

Dados z,_, € C”(O) ek >0, deﬁna o grau de (z;; . ®¢")® como k. Para um
mondmio da forma (z, ) ® t”)(kl) (2, @ t1)*) (com a escolha de + fixada),

defina seu grau como k; + -+ + k;. O resultado a seguir foi provado em [42, Lema
4.2.13)].

Lema 2.3.7. Sejam r,s € Z,u € wt(g_,),v € wt(g_,) e k,l € Z,. Entao,
(zf_, @)W (af_ @t

pertence ao Z-gerado de (z;,_, ® t*)D(z}; _, ® t")*) juntamente de monomios de grau
estritamente menor que k + 1. O

Uma identidade trivialmente estabelecida é
( ;4 T®tr>(k)( ®tr)() _ (kl—ci-l)(l,i_r(gtr)(k—&-l)

para todos r € Z e :EH € C"(O). A partir dela, se F tem caracteristica p > 0, entao
(( u,—r ® tr)(k))p =0 em U]F(g )

2.3.3 Dominios de valoracao discreta e funcoes de avaliacao.

Seja F um corpo algebricamente fechado e A um dominio de valoracao discreta Hen-
seliano de caracteristica zero tendo F como seu corpo de residuos (veja apéndice A.7).
Definimos Uy (a) = A ®z Uz(a) sempre que Uz(a) estiver definido. Claramente temos

Lema 2.3.8. Sejam A e I como acima.

(a) Se m # 3 ou a caracteristica de F ndo é 3, entdo ¢ € A.

(b) Se m = 3 e a caracteristica de IF é 3, entdo A[(] é um dominio de valorac¢do discreta
com o mesmo corpo de residuos F.

42



CAPITULO 2. HIPERALGEBRAS.

(c) Se a caracteristica de F ndo é 2, entdo v/2 € A.

Demonstra¢ao. Se m # 3, entdo ( = —1 e a parte (a) segue imediatamente. Se a
caracterfstica de F ndo ¢ 3 e m = 3, entao o polindmio 3-ciclotomico ®3(z) = z*+x+1 €
Alz] possui uma raiz em A, pois sua reducao a F se fatora em fatores simples (F é
algebricamente fechado) e a conclusao da parte (a) segue da propriedade de Hensel de
A (cf. Lema A.7.5). Similarmente, se a caracteritica de F nao é 2, entao ¢(z) = 22 -2 €
Alr] também se fatora em F[z] e concluimos que v/2 € A usando a propriedade de Hensel
mais uma vez. Finalmente, para provar (b), note que ¢(z) := ®3(x + 1) = 22 + 3z + 3
¢ um polinomio de Eisenstein relativo ao ideal maximal de A (pois 3 pertence a esse
ideal). Portanto, considerando o isomorfismo p : A[z] — Alz| definido por x — = + 1,

temos A[(] = (ﬁ[(x})) = (ﬁ([f)) e a afirmagcao segue da Proposi¢ao A.7.3. ]
Devido aos itens (a) e (b) desse lema, podemos supor ( € A e assim o faremos
daqui em diante.

Observacgao 2.3.9. Ao trabalharmos com A em vez de Z e ao supormos que ( € A,
torna-se viavel uma série de construcoes, tal como a construcao das func¢oes de avaliagao
que faremos a seguir. Além disso, a escolha especifica de O no caso m = 3 se torna
desnecesséaria, i.e., a versao com esse A no lugar de Z no Teorema 2.3.1 é verdadeira
mesmo sem a escolha especial de O.

Proposicao 2.3.10. A algebra Ug(g”) é uma A-subélgebra de Ug(g) e a inclusdo
Up(§°) < Ua(g) induz uma inclusao de F-algebras Ur(g”) < Ur(9).

Demonstragao. Dados k € Z e 1 € wt(g,,), seja o € O tal que afy, = p e

T'o

+ —k_ ik —k
T @t =) (ot
7=0

+
oi(a)?
com j = {0,...,m — 1}, é um conjunto de elementos de g que comutam, por (A.5.1)
(usando que ¢ € A) temos (xjk Rt )( € Ux(g). Se a+o() € R, entao g é de tipo
Asy € aly, € R,. Por outro lado, como estamos supondo que F possui caracteristica
diferente de 2 para esse caso, temos 2,v/2 € A%, pelo Lema 2.3.8. Logo,

Suponha primeiramente o + o(«) ¢ R. Entdo, como o conjunto dos elementos x

rE @t =2 (xjs @t + (1)), ® t"“) e Un(g).

Além disso, a subalgebra de n* gerada por z e xf(a) ¢ uma subdlgebra de Heisenberg

com elemento central xa+ . Assim, por (A.6.1), ( T )( ™ pertence ao A-gerado

de elementos da forma

(e @ )" (k) @ N (@l @17 com g4 g+ 2 =n
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e coeficientes em A*. Em particular, (xffk ® t_k)(n) € Ua(g). Isso completa a prova da
primeira afirmacao da proposicao.

Para provar a segunda parte, é suficiente mostrar que todo elemento de uma A-
base de Uy (g7) ¢ escrito como uma combinagao A-linear de elementos de uma A base
de Uy (g) e pelo menos uma das coordenadas pertence a A*. Ja foi observado acima que
isso é verdade para elementos da forma (:cfk, ®tk ™ Vamos entdo deduzir a mesma
propriedade para os elementos dessa base que pertencem a Uy ((n*)?) e sdo da forma
Hj(xijkj ® t=k) (") com p; € wt(gy,) N Qg e p; # i para todo i # j. Cada fator
desse produto pode ser escrito (conforme o paragrafo anterior) como uma combinagao
linear de certos elementos em Uy (g) com coeficientes em A*. Tome em cada uma dessas

combinagoes lineares um termo que possui poténcia méaxima. Por exemplo, numa soma
Zai(xi ® t_k"’)(”i)(xf(ﬁi) ® thi) (i) com a; € A" e 0<n; <n,
i
tome (x?; ®t~%)(") com n; = n, ou (xfwi) ®t~%)(") com n; = n. Entdo, claramente o
produto desses termos tem coeficientes em A* e aparece apenas uma vez na expansao
do produto []; (aji_’kj ® t7k1)(m3). Se esse termo ja estiver na PBW-ordem da base de
Chevalley de g, nao ha mais nada o que fazer. Caso contréario, basta usar o Lema

2.3.7 e produzir um termo na ordem correta e observar que esse termo possui o mesmo
coeficiente da ordem anterior, o qual esta, portanto, em A*.

Resta fazer o mesmo para os elementos de uma A-base de Uy (h?). Para os ele-

mentos da forma (h"kf“ )7 recorde que, para cada ¢ € Iy,

F“o(z‘)fl

hie= D hosotiy-

§=0
Usando (A.5.2) vemos que (hko) pertence ao gerado pelos elementos da forma

F“‘o(i)

H <haj];cf(i))> com Z k; = k.
j=1

j=1 J

F“o(i)

Disso segue que o coeficiente do termo (%”) é 1. Ja para os demais elementos de

Up(h7), note que, se o(i) nao ¢ fixado por o, por (2.3.2) temos

m—1
Agj[ (u) = Aj,- (o)) (" ).
=0

Logo, dado r > 0, segue que A7, ., pertence ao A-gerado pelos elementos da forma

m m
H Agj(ao(i)),j:rj com E ri =71
j=1 j=1
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e, além disso, o coeficiente do termo A%wir é ¢t ¢ A* como queriamos. Finalmente,
se o(i) é fixado por o, segue de (2.3.3) que A, = Ayy) +rm € um elemento de uma

A-base de Uy(h). O

Em [32, Proposigao 3.3|, foi obtido um homomorfismo sobrejetor de A-algebras
ev : UA(g) — UA(Q) Ra A[t,til].

Assim, denotando por ev? a composicao de ev com a inclusao dada pela proposicao
acima, temos um homomorfismo de F-algebras

ev’ : Up(g°) — Up(g) @ F[t, t71]. (2.3.11)

Note que, por abuso de notacao, estamos denotando por ev? a funcao ev’ ® 1. Em
particular, dado a € F*, temos um homomorfismo de F-4lgebras

GVZ : Up(gd) — U]F(g) (2312)

dado pela composigao de ev’ com a fungio de avaliagao Ur(g) ® F[t,t™'] — Ug(g) tal
que z ® f(t) — f(a)z. Similarmente também obtemos ev, : Ur(g) — Ur(g).

Definigao 2.3.11. A fungao ev (ev?) é chamada de funcao de avaliagao formal (torcida)

e ev, (ev?) é chamada de fun¢ao de avaliagao (torcida) em a.

Observe que
Va((2E @ t)P) = ¢ (@H)® e evy(Aa,) = (-@T(’ﬁ). (2.3.13)
Desse modo,
ev”((xi_r @t") ") =™ (zEt_)*®  para todo r € Z.

a H,—T

2.3.4 Estrutura de Algebra de Hopf.

A estrutura de algebra de Hopf (veja Exemplo A.3.12) em U(g) induz uma estrutura
de algebra de Hopf sobre A em Uy(a) com a € {g,ni,b,ﬂ,ﬁi,ﬁ,g", (ﬁi)”,f)”}, pois
preserva Z-formas de Uz(a). Por sua vez, isso induz uma estrutura de algebra de Hopf
em Ur(a). Observe também que, se € a é tal que ) € Uy (a) para todo k > 0, entdo

k
AWy = 3 20 @ =0, (2.3.14)
=0
Além disso, para todo k > 0,
AN (W) = Ay (w) @ AL, () e AATH(w) = AT (u) @ AT5(w).  (2:3.15)
Observe que (2.3.15) é equivalente a
A(Aa,ir) = Z Aa,is & Aa,i(rfs) € A(A;ﬂ:r) = Z AZ;ES &® AZ;‘:(T—S)
s=0

s=0
para todo r > 0.
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2.4 Representacoes de dimensao finita de Uy(g) e Ur(g).

Nesta secao revisaremos alguns resultados sobre representagoes de dimensao finita da
hiperalgebra Ur(g) e da hiperélgebra de lagos (ndo torcida) Ur(g), os quais servirao
de modelo para o restante do capitulo. Para os resultados aqui tratados, ' sempre
denotara um corpo algebricamente fechado.

No caso em que F nao é algebricamente fechado, seja F C K uma extensao de
corpos e considere o funtor extensao de escalares entre a categoria de representacoes de
dimensao finita de Up(g) e a categoria de representacoes de dimenséo finita de Uk(g).
Esse funtor ndo é uma equivaléncia de categorias, mas tem a boa propriedade de ser
plenamente fiel e sobrejetivo quando restrito as classes de isomorfismos de representa-
cOes de peso maximo. Além disso, este funtor preserva caracteres e leva composicoes
em série em composicoes em série. Com isso, parte da teoria depende apenas da carac-
teristica do corpo base. Entretanto, no contexto de hiperalgebras de lacos, a situagao é
diferente e esse funtor nao é bijetivo nas classes de isomorfismos de objetos simples, nem
leva composicoes em série em composicoes em série. Desse modo, o estudo da mudanca
de corpo base se torna interessante e, de fato, em [33] D. Jakeli¢ e A. Moura trataram
questdes semelhantes as de [32] usando o grupo de Galois da extensio F C F, com F
sendo um fecho algébrico de FF, e resultados sobre representacoes de dimensao finita de
algebras polinomiais em infinitas variaveis. Em particular, os autores comparam tanto
os modulos de Weyl, quanto os modulos irredutiveis, para Up(g) e Up(g). Os detalhes
nao serao aqui abordados. A extensao dos resultados de [33| ao contexto das algebras
de lagos torcidas é feita de maneira trivial, por isso trataremos aqui apenas o caso em
que I é algebricamente fechado.

2.4.1 Mébdulos para hiperalgebras.

Todos os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [31] para o contexto
de caracteristica zero. A literatura para caracteristica positiva é mais comumente en-
contrada sob a linguagem de grupos algébricos, tal como em [34]. Um tratamento
relativamente detalhado com a linguagem aqui adotada é feito em [32, Secao 2|.

Seja V um Up(g)-moédulo. Um vetor ndo nulo v € V' é chamado de vetor de peso
se existe pu € Up(h)* tal que hv = p(h)v para todo h € Ur(h). O subespago gerado pelos
vetores de peso com peso p é chamado de espaco associado ao peso e serd denotado
por V,. Se um modulo V' se escreve como

V = e V.
w € Ur(h)*

entao ¢ chamado de mddulo de peso. Se V, # 0, pu & dito um peso de V e denota-se
Wi(V) = {1 € b" | V;, # 0}.
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Por outro lado, como temos uma inclusao P < Ur(h)* determinada por

" ((fg)) — (u(]iu)) e pu(ry) = p(x)u(y) paratodosi € I,k>0ex,y € Up(h),

podemos considerar a ordem parcial < sobre Ur(h)* dada por p < A\, se A\—p € Q. A
partir da formula (2.3.8), prova-se a inclusao

(25) BV, C Vysra paratodos o€ RY k> 0e puc Us(h)".

Se V é um mo6dulo de peso com espacos de peso de dimensao finita, seu cardcter
é a funcdo ch(V) : Up(h)* — Z dada por ch(V)(p) = dimV,. Usualmente, se V é
de dimensao finita, ch(V) pode ser considerado como um elemento do anel de grupo
Z[Ugr(h)*], denotando o elemento de Z[Ugr(h)*] correspondente a u € Ur(h)* por et.
Observe que o anel de grupo Z[P] pode ser naturalmente visto como um subanel de
Z|Ug(h)*] e, mais ainda, a agdo de W sobre P se estende naturalmente para uma a¢ao
de W sobre Z[P] via homomorfismo de anéis.

Se v é um vetor de peso tal que (z})®v = 0 para todos o € RT e k > 0, entdo
v € dito um wetor de peso mdximo e V é dito um mddulo de peso mdrimo se é gerado
por um vetor de peso maximo.

Observe que podem ser definidas similarmente as nogoes de wvetores e maodulos de

peso minimo substituindo (z7)*) por (z;)®).

Teorema 2.4.1. Seja V um Up(g)-modulo.

(a) Se V possui dimensao finita, entdo V' é um moédulo de peso. Além disso, V,, # 0
somente se u € P, e dimV,, = dimV,,, para todo w € WW. Em particular, ch(V) €
Z[P,

(b) Se V' ¢ um moédulo de peso méximo com peso maximo A, entao dim(V)) = 1 e
V., # 0 somente se ; < X. Mais ainda, V' possui um tnico submoédulo proprio
maximal e, portanto, também um tnico quociente irredutivel. Em particular, V' é
indecomponivel.

(c) Para cada A € P*, o Up(g)-modulo Wg(A) gerado por um vetor v satisfazendo as
relacoes
(z5)Fy =0, h=Ahv e (@) V0 =0,

«

para todo o € R* h € Ug(h),i € [ e k > 0,1 > A(h;), é ndo nulo e de dimensao
finita. Além disso, todo médulo de peso méaximo com peso maximo A é um quociente

de W]F()\)

(d) Se V' é de dimensao finita e irredutivel, entao existe um tinico A € P tal que V' é
isomorfo ao quociente irredutivel Vr(\) de Wg(A).

(e) Para todo A € P, o caracter de Wg(\) é dado pela formula do caracter de Weyl.
Particularmente, p € wt(Wgr(\)) se, e somente se, wu < A para todo w € W. E
mais, Wr(\) é um modulo de peso minimo com peso minimo woA. ]
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O moédulo Wg(A) definido no item (c¢) ¢ chamado de mddulo de Weyl de peso
mdzrimo X. A propriedade descrita nesse mesmo item é o que torna o modulo de Weyl
Wg(A) o moédulo universal com respeito a propriedade de ser de dimensao finita e de
peso maximo A. Ja os itens (b) e (d) estabelecem uma bijecao entre o conjunto P+ e o
conjunto das classes de isomorfismos de Up(g)-modulos irredutiveis de dimenséao finita.

Especificamente em caracteristica zero temos o seguinte teorema, o qual seré for-
temente utilizado no Capitulo 3:

Teorema 2.4.2. Suponha que F tenha caracteristica zero. Entdo, cada Ur(g)-modulo
de dimensao finita é completamente redutivel. Em particular, Wr(\) é simples para
todo \ € PT. O

Observagao 2.4.3. O problema de se calcular o caracter de Vp(\), para A € P, esta
completamente resolvido em caracteristica zero, mas ainda nao esta resolvido em geral
para caracteristica positiva. Esse ¢ de fato um problema muito interessante e estudado
na area de representagoes de grupos algébricos.

2.4.2 Mobdulos para hiperalgebras de lagos nao torcidas.

A seguir serao revisados alguns resultados sobre a categoria de Up(g)-modulos de di-
mensao finita, com o mesmo espirito da secao anterior. Os resultados aqui coletados
foram obtidos por D. Jakeli¢ e A. Moura em |32].

Seja P* o monoide multiplicativo das I-uplas da forma w = (w;);c; com cada
w; sendo um polindémio em Flu] com termo constante 1. Denotaremos por P o grupo
multiplicativo associado a P*. Dados € P e a € F*, seja w,, o elemento de P
definido por
(Wpa)i(u) = (1 — au)*) para todo i € I.

Se 1 = w; é um peso fundamental, escreveremos apenas w; , em vez de w,, 4.
) ) (3

Definicao 2.4.4. O monoide Pt é chamado de conjunto de (-pesos dominantes de
Ur(g) e P, de reticulado de (-pesos de Ug(g) sobre F. O elemento w;, ¢ denominado
(-peso fundamental e os elementos de Pt sdo chamados de polinémios de Drinfeld.

Observacgao 2.4.5. O prefixo ¢ é escolhido aqui para indicar que esses conceitos devem

ser pensados para as algebras de lagos como anélogos de seus correspondentes classicos.
Em particular, devido ao corpo F ser algebricamente fechado, temos:

Lema 2.4.6. O grupo P é abeliano livre sobre o conjunto de ¢-pesos fundamentais. []
Seja wt : P — P o tnico homomorfismo de grupo tal que wt(w;,) = w; para

todos ¢ € [ e a € F*. Seja também w — w™ o Gnico automorfismo de grupo de P tal

que w;, — w;,—1 para todos i € I e a € F*. Por conveniéncia notacional, também
escreveremos w' = w.
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O grupo abeliano P pode ser identificado com um subgrupo do monoéide de I-
uplas de séries de poténcias formais com coeficientes em F ao identificarmos a funcao
racional (1 — au)™! com a correspondente série geométrica de poténcias formais. Tsso

nos permite definir uma inclusao P — (Ur(h))* determinada por

w ((IZ)) = (Wt("";)(hi)), w(A;,) =w;,, paratodos i€ lerkeZcomk?>D0,

w(zy) = w(x)w(y), paratodos xz,y € Ugp(h).
Aqui, w; +, denota o coeficiente de u" na i-ésima série de wt,

Com essas consideracoes acima, vamos passar a algumas terminologias no ambito

de mddulos propriamente ditos. Dados um Ur(g)-modulo V' e £ € Ur(h)*, considere
Ve = {v € V| paratodo z € Ug(h), existe k > 0 satisfazendo (z — £(z))*v = 0}.

Definicao 2.4.7. Diremos que V' é um modulo de £-peso se

weP

Um elemento nao nulo de V,,, é dito ser um vetor de (-peso de (-peso w. Adicionalmente,
um vetor de /-peso v ¢ dito ser um vetor de (-peso mdzimo, se Ug(h)v = Fu e (zf,) Mo =
0 para todos « € Rt e r,k € Z com k > 0. Se V & gerado por um vetor de /-peso
méaximo de f-peso w, V é chamado de mddulo de (-peso mdzimo com (-peso mdximo
w.

No caso em que V é um modulo de ¢-peso, tem-se

Vo= & Vw, paratodo pue€P, e V=6 V.

WeP:
wt(W)=pn re P

O teorema a seguir é uma versao do Teorema 2.4.1 para as hiperalgebras de lagos.

Teorema 2.4.8. Seja V' um Up(g)-modulo.

(a) Todo Up(g)-mo6dulo de dimensdo finita é um modulo de ¢-peso.

(b) Todo Ug(g)-mo6dulo irredutivel de dimensao finita ¢ um modulo de ¢-peso maximo
cujo (-peso maximo pertence a P+,

(c) Se V é um modulo de f-peso maximo com f-peso maximo w € P, entao dim Vi =
1 eV, # 0 somente se ;t < wt(w). Além disso, V' tem um tnico submoédulo préprio
maximal e, portanto, também um tnico quociente irredutivel. Em particular, V' é
indecomponivel.
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(d) Para cada w € P, o Ur(g)-moédulo Wr(w) gerado por um vetor v satisfazendo as
relagoes para ser um vetor de /-peso maximo de {-peso w e

(z2) Vv =0, para todos a € R* e | > wt(w)(ha),

é nao nulo e de dimensao finita. Mais ainda, todo médulo de /-peso maximo de
dimensao finita com f-peso maximo w é um quociente de Wr(w).

(e) Se V' & de dimensao finita e irredutivel, entao existe um tnico w € P* tal que V' é
isomorfo ao quociente irredutivel Vp(w) de Wr(w).

(f) Parap € Pew € P, temos p € wt(Wr(w)) se, e somente se, p € wt(Wg(wt(w))).
[

O moédulo Wr(w) definido acima é chamado de mddulo de Weyl de (-peso mdzimo
w. A razao desse nome vem de uma conjectura em caracteristica zero feita por Chari e
Pressley em [20], a qual, de maneira sucinta, estabelecia que os modulos We(w) sao o
limite cléssico de certos modulos de Weyl para algebras afim quanticas. Esse processo de
obter os modulos W (w) é similar ao processo de Weyl para obter os objetos universais
de peso méximo para grupos algébricos através de reducao modulo p dos modulos
Ve(A). Essa conjectura foi provada por Chari e Loktev em [14] para g de tipo A e por
G. Fourier e P. Littelman em [28| para g de tipo ADE. Recentemente, K. Naoi provou
em [47] o caso geral utilizando a Teoria de Cristais. Anteriormente a essa prova, H.
Nakajima ja havia indicado argumentos que deduziriam o caso geral a partir da teoria
de bases globais e cristalinas |2, 36, 37, 45, 46|, entretanto esses argumentos nao foram
publicados em detalhes.

Uma importante classe de Ur(g)-mddulos é a chamada de médulos (ou representa-
¢oes) de avaliagdo, a qual sera discutida a seguir. Dado um Up(g)-modulo V e a € F*,
denote por V' (a) o pull-back de V por ev, (cf. Segao 2.3.3). Os Ur(g)-mddulos construi-
dos dessa maneira sao referidos como mddulos de avaliagdo. No caso em que V = Vi(A),
para algum A € Pt denota-se o correspondente modulo de avaliacao por Vi(\, a).

Utilizando (2.3.13) vemos que, se v ¢ um vetor de peso com peso A, entao
eva(Af (1) v = (wia(u) ) o (2.4.1)

Em particular,
V]F()\, a) = VF(L«J)\ﬂ). (242)

Proposicao 2.4.9. Seja w = H?Zl Wi, € P, com a; # a; para i # j. Entao,

n
Vr(w) = @ Vr()j,aj).
j=1 ]
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2.4.3 Um teorema tensorial.

Em [32], foi conjecturado por D. Jakeli¢c e A. Moura que os modulos de Weyl para
Ur(g) sdo obtidos por um processo de redu¢ido modulo p a partir de certos modulos de
Weyl em caracteristica zero. Esta conjectura é analoga a conjectura de Chari e Pressley
citada na secao anterior e também acredita-se que possa ser demonstrada usando os
argumentos de Nakajima. Nao abordaremos esta conjectura por completo, mas a parte
que estamos interessados é a seguinte:

Conjectura 2.4.10.

(a) Se w, ™ € P* sao relativamente primos, i.e., as coordenadas w; e 7; sao relativa-
mente primas para todos i,j € I, entdo Wr(w) @ Wr(w) = Wr(wm).

(b) dim Wg(w) depende apenas de wt(w) (ndo depende de ).

No caso em que o corpo base ¢ C (ou qualquer corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero), o equivalente do enunciado em (a) é um teorema provado por Chari
e Pressley em |20, Teorema 2|. Nosso objetivo é mostrar que a parte (a) da conjectura
é consequéncia desse Teorema de Chari e Pressley e do item (b) da propria conjectura.
O argumento utilizado é um refinamento de parte do argumento de Chari e Pressley e,
para isso, precisaremos de um preparo prévio.

Fixe w € P e w um vetor de ¢-peso maximo gerando Wy(w). Dado 8 € R™, seja
ws(u) € Flu| tal que
wg(u)w = Aj(u)w.

Foi provado em [20, Lema 3.1] que, se ¢ é a raiz curta mais longa de g e 5 € R', entdo
existe wy 3 € PT tal que
wqgﬁ(.«.Jﬂ = Wy.

Lema 2.4.11. Para todos f € RT,l,k,s € Zcom [ <k e k > A(hg), temos

(W§(U)X&S(U)(kil)> w = 0.

k+d8g(w19”3)
(Relembre a defini¢ao de X_;S(u)(k_l) em (2.3.1).)
Demonstragao. Pelo Lema 2.3.4 e pela definicao de wg, temos

(w/g(u)X@s(u)(k*l)%w = 0 para todos 3 € R, k,l,s € Z com | <k e k > A hg).
(2.4.3)
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Portanto,
_ (mz))

wy(uw) X (u w

( 19( ) B,s( ) k+deg(Wy g)
B _ (kfl))
= (w wwg(u) X, (u v

< 19,9( ) 5( ) /3753( ) k+deg(Wy. g)
deg(Way,g)

- Z (wyp(u)); (wﬂ(u)X@S(u)(k_l» w.

k+deg(W —7
=0 +deg(Wy g)—j

Desse modo, se k > A(hg), temos k + deg(wy g) —j > A(hg) e, por (2.4.3),

C kD) _
(wﬁ(u)Xﬁﬁ(u) )k:ereg(wg i 0.

]

Sejam R = R* X Z x Z, e Z o conjunto de funcoes £ : N — R, dadas por
Jj & = (Bj,s5,k;), tais que k; = 0 para todo j suficientemente grande. Defina o grau

de § como d(§) = >_; k;. Sejam Eg4 o subconjunto de fungoes de grau d e =5 =U Ea.
d'<d
Para cada ¢ € Z, com §; = (05, s;, kj), para todo j € N, e k; = 0 para j > m, defina

& = <I51751)(k1) . (%Wsm)(km) e wt = rfw.

O lema a seguir é uma consequéncia imediata do Lema 2.3.7:
Lema 2.4.12. Sejam o € R™, k,s € Z e & € Z4. Entao, a:g(x;’s)(k) pertence ao Z-gerado
por {(a5,) M2t} U {a* [ € 23, ). —~
Corolario 2.4.13. Sejam € RT, k € Z, d,r,s € Zy, r < s, s > AN hg) e £ € Zq.
Entao, (w,g(u)X@k(u)(r))Sw£ pertence ao Z-gerado por vetores da forma w* com ¢ €

—=<
Srkd

Demonstragao. Se d = 0, por (2.4.3) temos
(w X m) £=0
9Bk sw — Y%

o que prova o lema nesse caso. Procederemos por inducao em d. Seja d > 0 e escreva
w® = (x5 yka) (I@,Sl)(kl)w, com k; # 0. Tome & € = tal que

1,51

¢ = & se j # 1,
’ (B1,51,0), sej=1L1.
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Entao, pelo Lema 2.4.12, temos

(w0057) 0 = (w0X5,7) (5 )™ 0
= (ZB[;LSJ(IQ) <w19X5_;k(r)) w£/ + Xwg”

com X pertencente ao Z-gerado por {z° | ¢ € %, }. Em particular, Xwé pertence
ao Z-gerado pelos vetores da forma desejada. Como d(¢') = d — k; < d, a hipotese

de inducao implica que <w19X /;k(r)> wt pretence ao Z-gerado dos vetores associados
’ s

aos elementos de 5, , . Consequentemente, (5 5, ) <W9ng(r)> wt pertence ao
b b s

<

> como desejavamos. O

Z-gerado de vetores associados aos elementos de =

A proposicao a seguir desempenhara papel fundamental para nosso objetivo pro-
posto no comeco da secao.

Proposi¢ao 2.4.14. Suponha w, 7 € P* relativamente primos. Entao,
Wr(w) @ We(m)

é gerado pelo seu espaco de peso maximo.

Demonstragao. Sejam we e wa vetores de (-peso maximo de Wr(w) e Wg(7r), respec-
tivamente. Considere

W = Ur(9)(ww @ wgr) = Up(n™)(wew ® wrr).

Vamos provar a igualdade W = Wg(w) @ Wg(w). Como os vetores wl, ® wﬂl., com
£, ¢ € =, geram Wr(w) ® Wr(m), é suficiente mostrar que esses vetores estao em W.
Faremos isso usando inducao em d(§) + d({'), que, de maneira clara, inicia quando

d(€) + d(€") = 0, pois nesse caso w, ® w%- = Ww ® Wr.

Seja n > 0 e suponha, por hipotese de inducao,
wi, @ wS € W para todos £, €2 tais que  d(€) + d(&') < n. (2.4.4)
Para completar o passo indutivo, é suficiente mostrar que
wg, ® (35571)(’”%?r eW e ((xg’l)(r)wf‘,) Quw e W (2.4.5)

para todos € RT, r.l € Z,r > 1 e £ € = tais que d(&) +d(&) +r =n+ 1.
Provaremos (2.4.5) com uma inducdo adicional sobre r > 1. A partir daqui fixamos
B € Rt.

Note que a hipo6tese sobre w e 7 implica que wy e Ty sao relativamente primos.
De fato, escrevendo ¥ = )., njoy, de (1.1.3) temos
v Qg ;)
AL (u) = Aiu”i,comnvz<“ln,—.
19( ) H( z( )) % (197,19)

el
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A partir disso,

wy(u)we = A (wwe = [ [(AF () wew = [ J(wi(w)™ we

el i€l

wo(u)wy = NS (u)wr = H(Aii(u))n;/wﬂ- — H(ﬂ'i(u)>n;/wﬂ..
icl icl
Agora fica claro que wy e my sao relativamente primos devido as coordenadas w; e 7;
0 serem.

Consequentemente, podemos escolher R, S € Flu] tais que
Rwy + Smy = 1.
Defina
d = deg(Rwy) = deg(Smy) e m = max{wt(w)(hg), wt(m)(hg)}.
Afirmamos que, para todos £ € = e k € Z, temos que

(RwﬁX/g;k(r))swa, estd no Z-gerado por w, com § € =5, para todo s > m + 4.
(2.4.6)
De fato,

deg R
— (r — ()
(Rwo Xy sy = 3~ Rilws Xz, ")ojuly
0

J
e, como s —j >m+0—j > m+deg(wy) > wt(w)(hg), a afirmacao segue do Corolario
2.4.13. Analogamente, prova-se que

SmyXs. (r) swh estd no Z-gerado por w com ¢ € =5, para todo s > m + 6.
Bk T T d(&)+r (2 A 7)

Agora estamos prontos para provar (2.4.5). Suponha d(&) + d(¢') = n e tome
¢ >m+ 6. Entao,

(Rwo X )e(wly ® wir) = (Rwa X)) ® wir + wly ® (1 5m9) X )iy
= (Rwy X)) euigy) © wir — wiy @ (SpX g )i+
—HUE‘) ® xfg;ﬁ—s—kwg'l"

Segue de (2.4.6), (2.4.7) e (2.4.4) que
((qugXﬁ’;k)gwfd) QuieW e wl,® (Sﬂ'ﬁX@k)gw% e Ww.
Mas, por definicao, (RwﬁX/;k)g(wfu ® wg{-) e W, logo

Wiy ® a:g;€+k_1w§-:- € W para todo k € Z,
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0 que prova a primeira afirmacdo em (2.4.5) com r = 1. A segunda afirmagdo é provada
similarmente olhando para (Sﬂ'gXﬁ_;k,)g(wa) ® whe).

Finalmente, sejam r > 1 e £,& € Z tais que r +d(§) +d(&') =n+1eseja l =rl’
com ¢ tal que £ > m + §. Entao,

(RWﬁXg;k(T))g(wfu ® w%’-) = ((ngX@k(T))gwfa) ® w% + wg.;- ® (RwﬁX@k(T))gw%— + v
((RwﬁXﬂ’;k(”)gwi}) ® w;-—l—
+wfu ® ((1— Sﬂ'g)XB_;k(r))gw% +v
= ((RwﬁX,B_;k(r))fwa)) ® w — Wi, ® (SﬂwX@k(r))ew%Jr
+wfd ® (X_ ™) )4105{- + v
((RwﬁXﬁ & )éwfa) ® w% - wfa ® (Sﬂ'ﬂx@cm)fw%"‘
iy © (5,0.,4) D +wly © Xwg +v,

com v pertencente ao Z-gerado dos vetores da forma

(Y CREEA RN EREE) SRR U8 S
i J

( J

e X pertencente ao Z-gerado dos elementos

(:1:5781)(”)(:1:5782)(’"2) e (.CLE’S”)(T"), com 7144 r,=1, 0<r; <7
Novamente,

(Rwy X5, )e(wly @ i) € W,
por defini¢do, enquanto que (2.4.6), (2.4.7) e (2.4.4), implicam
((RwﬁX@k(T))gwf‘_,) X w%’- eW (& wfd X (Sﬂ'gX/b?k)gw% ew.
Pela hipotese de inducao sobre r, decorre que v € W e wfa ® Xw%- e W, logo
wt, @ (:v/gj%)(”w% € W  para todo k € Z,

completando a prova da primeira afirmagao em (2.4.5). A segunda afirmagao é provada

de maneira parecida olhando para (Sﬂ'gX/g;k(r))g(wa) ® wip). O

Finalmente, estamos prontos para demonstrar a Conjectura 2.4.10(a) como pro-
posto. Primeiramente, note que o elemento wy ® wg satisfaz as relagoes que definem
Wr(wr), pois é claro que satisfaz as relagoes para ser um vetor (-peso maximo de ¢-peso

W7 e, para
1 > wt(mw)(he) = wt(7)(ha) + Wt(w)(ha),

temos

l
(22) D (wew @ wrr) = > (52) Dww @ (1) Dwr =0,
7=0
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devido ao fato que, para todo 0 < j < [, temos j > wt(w)(hy) ou l — 7 > wt(7)(ha)-
Assim, temos um homomorfismo de Ug(g)-modulos

W — W Q War.

Mas, pela Proposi¢ao 2.4.14, wy ® wy gera Wr(w) ® Wg(m) e, portanto, esse homo-
morfismo é um epimorfismo. Por outro lado, pela parte (b) da conjectura temos

dim(Wg(wm)) = dim(We(w)), dim(We(w)) = dim(Wr(w))
e dim(We(mw)) = Wr(m)
e, pelo Teorema de Chari e Pressley citado no inicio da secao,
dim(We(wn)) = dim(We(w)) dim(We(7r)).
Juntando essas igualdades obtemos
dim(Wg(wm)) = dim(Wg(w)) dim(Wg(7)).

Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo. O

2.5 Representacoes de dimensao finita de Ug(g?).

Nessa secao serd iniciado o estudo de Up(g”)-modulos de dimensao finita seguindo o
modelo da secao anterior. Os resultados que serao apresentados a seguir foram obtidos
originalmente para a algebra de lacos torcida g? por V. Chari, G. Fourier e P. Senesi em
[8]. Uma parte crucial dos métodos utilizados por eles ndo funciona em nosso contexto,
assim como os métodos para o estudo de representacoes de U(g) ndo funcionam para
Ur(g), como evidenciado no trabalho de D. Jackelic e A. Moura [32]. Entretanto, os
métodos desenvolvidos por esses tltimos se estendem ao contexto de Ur(g?)-modulos.

Lembre que ¢ é um automorfismo de diagrama de g e m = |o|.

2.5.1 Modbdulos de /-peso maximo.

Recordemos da Secio 2.1 que By denota o reticulado de pesos dominantes de g,. Seja
PJ* o subconjunto de Py~ dado por

- X € Py tal que A(hig) € Z, se g é de tipo Ay, e a; € R,
Pt = ) ) o (2.5.1)
Py, caso contrario.
Cada elemento A de Py" serd visto como um elemento A° de P* definido por
APip), € o([p),
X¢(hy) :{ (hi), s i € of 0? , (2.5.2)
0, caso contrario.
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Observacao 2.5.1. A escolha dessa extensao poderia ser arbitraria a prior:, mas, em
razao do estudo do polinomio de Drinfeld a seguir, ficara claro o seu porque.

Seja P”" o monoide multiplicativo consistindo de todas I;-uplas da forma w =
(wi)ier,, com cada w; sendo um polindmio em F[u] com termo constante 1. Também
denotaremos por P’ o grupo multiplicativo associado a P”". Para i € Iy, a € F* e
A € PyF, definiremos o elemento W, em P77 cuja i-ésima entrada ¢ dada por

(2.5.3)

() (1 —a™u)*h0) | se g ndo é de tipo Ay, e a; € Ry,
W) =
(1 — au)*hi0) caso contrério.

Se it = w; é um peso fundamental, simplificaremos a notagao escrevendo w¢, =

o
w;,a”

Definicao 2.5.2. O conjunto P”" & chamado de conjunto de (-pesos dominantes as-
sociado ao par (g,0) e P° de reticulado de {-pesos sobre F associado ao par (g,0).
O elemento wy, é dito um (-peso fundamental. Os elementos de P7F sdo também
chamados de polindmios de Drinfeld.

Observe que P é o grupo abeliano livre sobre o conjunto de /-pesos fundamentais.
De fato, a funcao F — F tal que a — a*, para k = 1,2, 3, ¢ sobrejetiva devido a F ser
algebricamente fechado e, portanto, um corpo perfeito.

Seja wt : P7 — Py o tinico homomorfismo de grupos tal que

g

2w;, se g éde tipo Ay, e a; € Ry,
wt(w?,) =

w,a/)

w;i,  caso contrario,

para todos ¢t € [y e a € F*.

Repetindo o procedimento feito no contexto de Ugp(g)-modulos, considere w +— w™
o tnico automorfismo de grupos de P? definido por wf, — w? ., para todos i € I e
a € F*. Por conveniéncia notacional, denotaremos w* = w.

O grupo abeliano P? pode ser identificado com um subgrupo do monoéide de Iy-
uplas de séries de poténcias formais com coeficientes em F como anteriormente (Segao

2.4.2). Isso nos permite definir uma inclusdo P? < Ug(h?)* determinada por

w ((hko)) _ (Wt(w]i(hi,o)), w(Aff) = Wi, para todos i € Iy,r,k € Z, k > 0,

e

w(zy) = w(x)w(y), para todos x,y € UF(G"),

sendo w; 4+, o coeficiente de u" na ¢-ésima série de poténcias formais de w*.

Agora, dados um Ug(g?)-modulo V' e £ € Up(h?)*, defina

Ve = {v € V| para todo z € Ug(h?), existe k > 0 satisfazendo (x — &(z))*v = 0}.
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Definicao 2.5.3. Diz-se que V é um mddulo de {-peso se

wePp?

Um elemento nao nulo de Vi, € dito ser um vetor de {-peso de {-peso w. Um vetor de
(-peso v & dito um wvetor de (-peso mdzimo se Up(h7)v = Fv e Up(g”)%v = 0. Se V
é gerado por um vetor de /-peso maximo de f-peso w, entdao V é dito um mddulo de

{-peso mdximo com (-peso mdrimo w.

No caso em que V é um modulo de /-peso,

Vo= @ Vw, paratodopecy, e V= P V,.

P
Wot.’(fd):u neh

Além disso, por (2.3.9), temos

(z_, ® t"Y®V, C V,ip, paratodos zf  €C’(0)ekcZ,.

v,

Proposigao 2.5.4. Todo Ug(g”)-modulo de f-peso maximo possui um tnico submodulo
proprio maximal e, portanto, um tnico quociente irredutivel.

Demonstracao. A demonstracao que segue é padrao para este tipo de resultado. Seja
S a soma de todos os submodulos proprios de W(w?). Entao, S é um submodulo
proprio de W(w?), pois cada submodulo proprio ndo pode conter o vetor de peso
méaximo W(w?). Portando, S é um submoédulo proprio maximal. Consequentemente,
o quociente de W (w?) por S é irredutivel e tnico. ]

O quociente irredutivel de um modulo de /-peso maximo com /-peso maximo
w € P serd sempre denotado por Vr(w) (pois sdo sempre isomorfos).

A proposigao a seguir estabelece um conjunto de relacoes satisfeitas por todos os
modulos de /-peso maximo e dimensao finita.

Proposi¢ao 2.5.5. Sejam V um Ug(g°)-modulo de dimenséo finita, A € P)" e v € V)
tal que Up((n%)7)% = 0 e A7,v = w;,v para todos i € Iy, 7 € Z e certos w;, € F.
Entao,

(a) Ae P

(b) (2,0 @t™)®v =0, para todos z, , @ t™ € C7(0) e k > d,A(h,0) com d, = 2, se
g é de tipo Ay, e € R, e d, = 1, caso contrario.

(c) AYL,v =0 para todos i € Iy e 7 > A(hip).

(d) witam,) # 0.
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Além disso, para cada A € POU’J“, existem polinomios f;, € F[to,t1, - ,txn, )] com
iclyer=1---,\(hio), tais que, para todos V e v como acima, temos
Wi —rU = fz r( i )\(hz o wi,la T 7wi,)\(hi,o))v'

Demonstragao. A parte (a) é imediata quando g nao é de tipo Ay,, conforme (2.5.1).
Para g de tipo Ag, e 1 € Ry, a afirmagao segue do fato que a subélgebra de Ur(g7) gerada
por {h,o, xi}l ® tF1} € isomorfa a Ug(sly), o que particularmente implica A\(h, ) € Z.

Para a parte (b), pelo Lema 2.2.7, se r € Z e u € wt(gy,)NQg \ {0}, os elementos
(21, ® )™, com k € Z,, geram uma subdlgebra Ug(g,,) de Up(g°) isomorfa a
Us(sly). Portanto, a igualdade (x,, ® t™)*v = 0 segue em cada caso do fato que
v gera um modulo de peso maximo de dimensao finita para essa subdalgebra, o qual é
isomorfo a um quociente do médulo de Weyl Wg(d, A(h,0))-

Adicionalmente, se g nao é de tipo A, e a; € R, ou g é de tipo As, e a; € Ry, entao
Af v =0 para r > |A(hio)|, devido ao Lema 2.3.5(a) com a = a;,s =0el =k =r.
Com uma aplica¢do semelhante do Lema 2.3.5(b) obtemos a afirmagdo quando g nao
é de tipo As, e a; € R;. Para o caso em que g é de tipo Ay, e a; € Ry, concluimos
que A7, v =0, para r > |A(hio)| usando o Lema 2.3.5(c)(i) Com a=qo,s=a=0e
k = r, juntamente com o fato da subélgebra gerada por {hq, 0, 23,,; ®tF'} ser isomorfa
a U]F(slg) Isso prova (c).

Para provar (d), seja W = Up(g°)v. Observe que W é um Ug(g,)-modulo de
dimensao finita possuindo Wy = Fv como seu espaco de peso méaximo. Assim, (2.3.9)
implica

A — (Alhio) + k)ay ¢ wt(W) para qualquer k> 0. (2.5.4)

A partir daqui, dividiremos a prova de acordo com as condicoes dadas por cada item do
Lema 2.3.5. Suponha que g nao é de tipo As, e a; € R, ou que g é de tipo Ay, e a; € R;.
Considerando a subalgebra Ug(fq,0) = Us(slz), temos (z;, ® 1)A*0)y £ 0. Assim, de
(2.5.4), temos (z;_; ® t)¥(z;, @ 1)*"i0)y = 0 para todo k > 0. Consequentemente,
(77 ® 1)MP0)y gera uma representagéo de Up(a,1) = Up(sly) de peso minimo e
dimensdo finita. Isso implica que 0 # (z;_; ® t)Mho)) (27 @ 1)Ar0)y = A7 i\ (hs ) V>
sendo que a ultima igualdade é obtida do Lema 2.3.5(a). Suponha agora que g ndo é
de tipo As, e a; € R;. Procedendo similarmente, concluimos que (x;o ® 1)(’\(’”’0))11 #0
e gera uma representacdo de Up(ga,m) de peso minimo e dimensao finita. A conclusdo
segue entao do Lema 2.3.5(b) do mesmo modo que antes. Finalmente, seja g de tipo
Ao € a; € R,. Entdo, (14, ® t)Ahio)y o£ () gera uma representagio de Up(ga, o) de
peso minimo e dimensao finita. Assim, usando o Lema 2.3.5(c)(i) completamos a prova.

A dltima parte do item (d) serd também provada em casos, contemplando as

condigoes do Lema 2.3.5. Suponha primeiramente que g nao é de tipo As, e a; € Ry
ou g é de tipo Ay, e a; € R;. Nesse caso, tomando o = a, s = 0,0 = Ahip) e k =1+7r
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no Lema 2.3.5(a), obtemos, para todo r > 1, que
!
0=(z,® 1)(1)(95;_1 @t) Py = wig(r; 1 ® )My + Zwi,l,jY}v =0, (2.5.5)
j=1
com w;o = 1 e Y; uma Z-combinagao linear de elementos da forma

(7, ® £)k (xi_,—(rﬂ)

® t"""l)(kﬂ—l)’

com )  k, =re), nk,=r+j nao dependente de V' e nem de v. Agora, como
—r < r+4j—2r, nio é dificil ver que (z;,®t7%)"Y; € Up(§°)Us((87)7)°+ H,;, com H,;
uma combinagao linear de monomios da forma Af, ---Af, ~ tais que —r < r;. Mais

ainda, (2, ® 7)) (z;_, @ 1)) = (=1)"A; _, + Us(g)Ur(f")°, novamente pelo Lema
2.3.5(a). Portanto, substituindo isso em (2.5.5), obtemos

I !
0= (x;f2®t_2)(” (wu(x;_l ®t) My + sz‘,l—jyﬂ) = (—1)Twi7_rwi7lv+z wii—;Hy v,
j=1

J=1

o que implica em
s
Wi, —rWy |V = (_1)r Z (JJLZ_J‘HTJU. (256)
j=1

Como H, ; envolve somente os elementos A;,,, com s; > —r, uma simples indugao em
r completa a prova nesse caso. Similarmente, quando g nao é de tipo As, e a; € Ry,
repetimos esse argumento usando o Lema 2.3.5(b). Finalmente, se g é de tipo A, e
a; € R, tomando o = a; e k = A(h;p) no Lema 2.3.5(c)(ii), obtemos, para todo r > 1,

- (2K) (. — (k+r) — (r) kol
0= (74,1 ®1)" (20,1 ®1) U= | Wik(T,1 @)+ 3 wip—; Xj | v, (25.7)
j=1

com w; o = 1 e X, sendo uma Z-combinagao linear de elementos da forma
(2g 1 @) (g @t (2, @) (a5, @8,

com s, <r, Yy S,+2)> s, =2rey. ms,+Y ns,=r+7j,aqual ndo depende de
V e nem de v. Procedendo como acima, como —r < r -+ j — 2r, primeiro concluimos que
(z}, @ )X, € Up(§°)Us((87)7)" + H,;, com H,; sendo uma combinagao linear
de monomios da forma A7, ---A7, . com —r < rj, e, entao, pelo Lema 2.3.5(c)(i),
(zf @t ™)) 2y, @ 1)) = —A7_ + Us(g)Up(a")". Portanto, substituindo isso em
(2.5.7), temos

k
0= (zf , @t (wi,mai,l ®t) v + Zwi,m-ani,jv)

J=1
k
= —W;,_+W; kU + E wik—jHy jv
=1
e a prova termina com uma indugdo sobre r tal como foi feita antes para (2.5.6). O
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Seguindo a estratégia adotada em |20, Proposigao 1.1], dado v como na proposi¢ao
acima, queremos provar que, para todo i € [,

T Ahso) N k0 = AT\ -k Para 0 <k < A(hip). (2.5.8)

1

Em outras palavras, dados v, A e w;, como nessa proposigao e definindo

A(hi0)
i) =14 Y w,
r=1
queremos mostrar que
A (u)v = w; (u)v. (2.5.9)

Como observado em [32], as técnicas de equacoes diferenciais usadas em [20, 8]
para provar (2.5.8) nao funcionam em caracteristica positiva. Entretanto, em vista da
tltima parte da proposicdo, ¢ suficiente exibir para cada Ip-upla w € P um modulo de
(-peso méaximo de dimensao finita com f-peso maximo w para o qual (2.5.9) é satisfeita.
Isso sera feito na proxima secao.

2.5.2 Mobdulos de avaliacao.

Se V & um Up(g?)-modulo irredutivel de dimensao finita, entdo V' é gerado por um
vetor v satisfazendo

Ur((27)7)% =0, (h;f Jo= (’\(}Zv“) Jv e A7, v = wiv

para todos ¢ € Iy, k € Z, e certos A € Pg’+ e w;, € F. De fato, como V' é de dimensao

finita, existe um peso maximal A € Py tal que Vy # 0. Além disso, como Up(h°)
é comutativo, temos AZTV)\ C V), para todos r € Z e © € Iy. Logo, existe v € V)
satisfazendo Ugp(h?)v = Fu. Portanto, pela Proposicio 2.5.5(a), temos A € Pyt eo
Ur(g?)-submoédulo gerado por v deve coincidir com V' devido a irredutibilidade. Em
particular, temos a seguinte consequéncia imediata da Proposigao 2.5.5.

Proposi¢ao 2.5.6. Todo Up(g?)-modulo irredutivel de dimensao finita é um Up(g7)-
modulo de /-peso maximo cujo /-peso maximo pertence a P% ™. O

Seja V(a) o pull-back de um Up(g)-modulo V por ev? (cf. Secao 2.3.3).

Proposicao 2.5.7. Se V é um Up(g)-modulo de peso maximo com peso maximo \¢ €
P* dado pela extensdo de A € Py'™, como em (2.5.2), entdo V(a) é um Ug(g°)-modulo
de (-peso méaximo com polinémio de Drinfeld w$, € P" e a agao de A7~ (u) sobre o
vetor de f-peso maximo ¢é dada por (2.5.9).
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Demonstracao. Seja v um vetor de peso méaximo de V com peso maximo \¢ € PT.
Suponha primeiramente que o(7) nao seja fixado por o. Entdo,

oo A *k
AF(u)v=exp|— 3 —a“ijk(? - uk) v

m oo gtk i R
=exp | = 3 | 3 S €T hoia,)

=exp|— > ?u

]

Agora podemos concluir a demonstracao de (2.5.9). Dado w € P”", podemos
escrever

m—1

T = H H WS, cmcayy COM A € P e ay, € F* tais que af" # af' para i # j.
k=1 e=
(2.5.10)

Uma expressao dessa forma ¢ chamada de decomposicao padrao. Seja V' o submoédulo

de
/{ m-—1

® ® Vr (wik,e,C‘ak)

k=1e=0

gerado pelo produto tensorial dos vetores de peso méximo. Entao, V' é um modulo (nao
nulo) de ¢-peso maximo e de dimensao finita e segue de (2.3.15) e da Proposi¢ao 2.5.7
que o seu f-peso maximo é 7.

2.5.3 Mobdulos de Weyl.

Desenvolveremos agora o estudo dos Up(g”)-modulos universais de ¢-peso méximo de
dimensao finita.
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Definigao 2.5.8. Dado w = (w;(u))ics, € P7", seja Wr(w) o Ur(g°)-modulo gerado
por um vetor v satisfazendo as relacoes para ser um vetor de /-peso maximo de (-peso
we

(0@ t™) Do =0 (2.5.11)

para todos u € Rj e l,r € Z com | > wt(w)(h,0). O médulo Wy(w) sera chamado de
mdodulo de Weyl de (-peso mdzimo w.

Pela demonstragao de (2.5.9) (final da Sec¢ao 2.5.2), temos Wr(w) # 0 para todo
w € P2, Além disso, a Proposicao 2.5.5 implica que todo modulo de ¢-peso méaximo
e dimensdo finita com f-peso méximo w € P7 ¢ um quociente de Wr(w).

Lema 2.5.9. Sejam w € P7" e p € Py. Se Wy(w), # 0, entdo W(w),,, # 0 para todo
w e Wo.

Demonstragao. Segue de (2.5.11) que todo vetor w € Wg(w) pertence a um Ug(g,)-
submoédulo de Wr(w) com dimensao finita. Agora, a afirmagdo é consequéncia do
correspondente resultado para Ur(g,)-modulos de dimensao finita. O

Estamos prontos para provar o proximo teorema cuja consequéncia é que os mo-
dulos de Weyl sao os modulos universais de /-peso méximo de dimensao finita.

Teorema 2.5.10. O médulo Wr(w) possui dimensao finita para todo w € P7.

Demonstragao. Defina A = wt(w) e seja v um vetor de f-peso maximo que gera Wr(w).
E suficiente provar que Wr(w) é gerado pelos elementos

(‘T/:h—a ® tSI)(kl) T (ZL‘_ ® tsn)(kn)va

Hn,—Sn
com n, S,, ky, € Zy e pj € Ry tais que s; < APy, 0) e Zj Eip; < XA —weA. A tltima
condigao é imediata do Lema 2.5.9. Claramente, os elementos

(tsy © )0 (@ £07) 0

Hn,—Sn

sem restrigdes para s; geram Wy(w).

Sejam T = R* XZ X Zy e Z o conjunto de funcoes ¢ : N — T dadas por j — ¢, =
(1,85, k;) tais que k; = 0 para todo j suficientemente grande. Seja =’ o subconjunto de
= consistindo dos elementos ¢ tais que 0 < s; < A(hy,0). Dado ¢ € Z, com k; = 0 para
j > m, associamos o elemento vy = (z;,, _,, ® t*)*) .o (2, @)k € Wi(w?).
Defina o grau de ¢ por d(¢) = . k; e o expoente maximal de ¢ por e(¢) = max{k;}.
Entdo, e(¢) < d(¢) e d(¢) # 0 implica e(¢) # 0. Como ndo ha o que provar quando
d(¢) = 0, suporemos d(¢) > 0. Desse modo, seja =4, 0 subconjunto de = consistindo

dos elementos ¢ satisfazendo d(¢) = d e e(¢) = e. Considere também Z; = | Zge.
1<e<d
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Provaremos, por indu¢ao em d e subinducao em e, que, se ¢ € =, é tal que
existe j com s; < 0 ou s; > A(hy,;,0), entdo v, pertence ao espago gerado pelos vetores
associados a elementos em ='. Mais precisamente, dado 0 < ¢ < d € N, suporemos,
por hipotese de indugao, que essa afirmacao ¢ valida para todo ¢ pertencente ou a Zg
com e < eouaZycomd <d. A prova serd dividida em dois casos de acordo com ou

e=doue<d.

Quando e = d, temos vg = (z,, _s ® t5)(©y para algum p € R{ e s € Z. Suponha
primeiramente e = 1. Aqui dividiremos a prova em casos contemplando as condi¢oes
do Lema 2.3.5.

Se g nao é de tipo As, e u € Rg ou se g é de tipo Ay, e u € R;, definindo
l =X hup) e k=1+1no Lema 2.3.5(a), obtemos

(X (W)ATE (W) 0 =0, Vk,I,r€Z,r <k k>huo)
Equivalentemente,

(.Z‘_ ®tr+1AU

p,—(r+1) M»il+x;,*(r+2)®tr+2AZ,i(l—1)+' et @ty = 0. (2.5.12)

p,—(r+1+1)

Agora, consideramos os casos s > [ e s < 0 separadamente e procedemos com indugoes
adicionais sobre s e |s|, respectivamente. De fato, se s > [, isso é feito tomando (2.5.12)
com 7 = s — [ — 1. De maneira similar, observando que A7 ;v # 0 (Lema 2.5.5(c)), o
caso s < 0 é tratado tomando r = s — 1 também em (2.5.12).

Procedendo similarmente, se g nao é de tipo As, e u; € R;, repetimos esse argu-
mento usando o Lema 2.5.5(b), e, se g é de tipo As, e u € R ou pu € 2R, a conclusao
segue dos itens (i) e (iii) do Lema 2.5.5(c), omitiremos os detalhes. Isso conclui o caso
e=1.

Suponha agora e > 1. Se g nao ¢ de tipo Ay, e u € Rs ou se g é de tipo Ay, e
p € Ry, definindo [ = eA(h, o) e k =1+ e no Lema 2.3.5(a), obtemos

T

outros termos no gerado pelos vetores
gerado P =0. (25.13)

(mu,*(TJerrl) & ,l—ej U + Vg com (;S’GEE’E/ para €' <e

Como antes, consideramos os casos s > A(h,o) e s < 0 separadamente e provamos
a afirmacao com indugoes adicionais sobre s e |s|, respectivamente. Especificamente,
se s > A(hyp), isso é feito usando (2.5.13) com r = s — 1 — A(h,0), pois para tal r
temos 0 < 7+ j+ 1 < s. Para s < 0, como Ay expn,o)v = v # 0, podemos definir
Jo=min{j € Zy | j < A(huo) € Ayi—ejv # 0}. Entdo (2.5.13) pode ser reescrita como

/\(hM,O)
_ r4j+1y(e) ) outros termos no gerado pelos vetores
§ (xH,,(TJerrl) ®t ) Au,lfejv + vy com ¢'€E, ./ para e'<e =0, (2514)
J=jo

COMO Wy i—ej, 7 0, a indugao sobre |s| agora se da usando (2.5.14) com r = s — 1 — jo.
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Do mesmo modo, essas mesmas linhas de argumentos podem ser reescritas usando
o Lema 2.3.5(b) e a parte (iii) do Lema 2.3.5(c), cobrindo os casos em que g nao é de
tipo Ag, e u € Ry, e em que g é de tipo As, e u € 2R,, respectivamente. Agora, resta
apenas considerar g de tipo As, e u € R,. Entretanto, o argumento nesse caso seguira
tomando r = e, k = A(h,0), s =7 e @ = p na parte (iv) do Lema 2.3.5(c), de modo
que

k+1
— r+ji—1y(e) ) outros termos no gerado pelos vetores
E (IL‘#’f(rJrjfl) @t ) Au,ek’-ﬁ-e—e]” + vgr com ¢'€E, s para e’ <e =0. (2515)

J=1

Novamente procedemos por indugao em s e |s| separadamente usando (2.5.15), tal como
fizemos acima usando (2.5.13). Isso agora completa o caso e > 1.

Finalmente, para o caso e < d, podemos supor, como hipétese de inducao, 0 <
sj < A(hy,0) para j > 1 e, portanto, o Lema 2.3.7 completa o argumento. H

2.6 Torcidas versus nao torcidas.

O objetivo desta secao é mostrar que, se a caracteristica de IF nao é m, entao os moédulos
Vi(w), com w € P7F, sao isomorfos a restrigao da agao de Up(§”) a um moédulo
irredutivel de Ug(g) escolhido apropriadamente. Em caracteristica zero esse resultado
foi mostrado em [8]. Nossa demonstracao ¢ baseada naquela de [8], mas parte dos
métodos usados naquele artigo nao sao aplicaveis em caracteristica positiva.

2.6.1 Sobre certos homomorfismos sobrejetivos.

Dado um polinémio g(u) = [[;_,(1 — aju) € K[u], defina g(t) = [;_,(t — a;) € K[t].
Para o € R*,k € Z, defina

Ty = Ta ©°G(1).

Note que se a; € A para todo j, entdo (Iik,g)m € Ux(g) para todos r,k € Z,r > 0.
Além disso, é facil ver que a imagem 1 ® (xikvg)(’”) € Ur(g) € ndo nula. O lema a seguir
é imediato.

Lema 2.6.1. Sejam g(u) = [[_,(1 — aju) e f(u) = [[;_,(1 — bju) € Klu], com
k,r € Z,r > 0. Suponha a;,b; € AX e @; = b; para todo j. Entdo, 1 ® <$§7k7g)(r) =
1@ (a2, )0, .

Assim, podemos definir elementos (z, f)(T)

termo constante 1 .
H 1 —bju) € Flu]

€ Ur(g) para qualquer polinomio com
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como
(wik,f)(r) =1® (xit,k,g)(r)a (2.6.1)

n

com g sendo qualquer polindmio da forma g(u) = [[;_,(1 — aju), com a; € A* satisfa-
zendo @; = b; para todo j. Feito isso, considere o ideal Iy de Ur(g) gerado por

{(zX, )" e R vk € Z,r > 0}
e defina

_ Us(®)
Iy i

Ur(9)s

Agora, denote por ¢y a composicao Ur(g?) — Ur(g) — Ur(g)s, com a ultima
funcao sendo a projecdo candnica. O objetivo desta subsecao é provar a seguinte pro-
posicao:

Proposicdo 2.6.2. Seja f(u) = [[;_,(1 — bju) € Flu]. Suponha que a caracteristica

de F nao ¢ m e que b* # 07" para todo i # j. Entdo, a funcdo ¢y é sobrejetiva.

O corolario a seguir é facilmente deduzido.

Corolario 2.6.3. Sejam V um Up(g)-moédulo e S C V tal que V = Up(g)S. Suponha
I;V =0. Entao, V = Ur(g?)S e, se V é um Up(g)-modulo simples, V' continua simples
quando visto como um Ug(g?)-modulo. O

Fixe g como em (2.6.1), considere o ideal I, de Ux(g) definido similarmente e seja

Ur(9)y = U‘?—iﬁ). Note que a imagem de [, em Ug(g) esta contida em I; e, portanto,

temos um epimorfismo A-linear

Un(8)g = Ur(9) -

Mais ainda, o seguinte diagrama comuta:

Un(87) —= Ua(g) —= Ua(9)y

L

Ur(§7) — Ur(g) — Ur(9);

Portanto, para provar a Proposicao 2.6.2, é suficiente provar que a composicao das
fungoes na primeira linha é sobrejetiva. Denotaremos essa composicao por ¢,. No que
segue, denotaremos por Z a imagem de x € Uy (g) em Ua(g),-

Lema 2.6.4. A algebra Uy(g), ¢ gerada por (zF ® t*)(") para todos o« € RT, r, k, € Z
e0<k<n.

66



CAPITULO 2. HIPERALGEBRAS.

Demonstragao. Sendo Uy (g) gerado por (zE ® ¢%)(") com o € R, r € Z, e nenhuma
restrigdo sobre k, é suficiente mostrar que os elementos (zZ ® %)), com k < 0 ou
k > n, pertencem ao A-gerado por (zf @ t%)(") com 0 < k < n. Fixe « € R, r € Z,
e suponha g(t) = Ag + Ayt + -+ + A t" L+ 1"

Suponha primeiramente k£ > n e observe que

(25,7 = @t et g0 e,
De (A.5.1), obtemos
(aF @t )" = (aF @t + x, (2.6.2)

com x no A-gerado por elementos da forma
(zg @ ") (a7 @ '),

com! >1,r +---+1 =1 e, o mais importante, 0 < k; < k para todo j = 1,...,1.
Logo,

(@ th)(") = (2 @ th)() — (2% ) = —7.

a,k—n,g

Um 6bvia inducao em k£ > n completa a prova nesse caso.

Se k < 0, note que
(zF @t = Al (zt @ ")) + 2, (2.6.3)
com z no A-gerado por elementos da forma
(zg @ ") (a7 @ "),

com!>1,r+--+rm=rek<k; <nparatodoj=1,...,[. Como Ay é o produto
de todas as raizes de g (as quais sdo os inversos das raizes de g), temos Ay € A*. Dai

(ad @ th)) = (22 @ 1)) — (Ao) ™" (25,,)") = —(A0) " .
Novamente uma 6bvia indugdo em |k| completa a prova. O

Estamos agora prontos para provar que ¢, ¢ sobrejetiva, completando a prova da
Proposigao 2.6.2. A hipotese b" # b, para todo ¢ # j, juntamente com o fato que A
¢ um DVR com corpo de residuos F implica

a;" —aj' € A" para todo i # j. (2.6.4)

Fixe « € R™ e k € Z tal que 0 < k < n. Vamos mostrar que (zf ® t¥)(") pertence
a imagem de ¢, e o resultado seguird do Lema 2.6.4.
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Usando (2.2.1) temos

()
(2 @ th)") = (Fimz lxie ® tk> para todo 7 > 0.
ae=0

Como m nao é a caracteristica de IF e A é um anel local com corpo de residuos F, temos
[, € AX. Logo, se a + o(a) ¢ R, segue de (A.5.1) que (v ® t*)(") pertence ao A-
gerado por elementos da forma (2, @t*)) -+« (27, @t") =) comrg, ..., rm_g > 0.
Similarmente, se a + o(a) € RT, a equacdo (A.6.1) implica que (v ® t¥)") pertence
ao A-gerado por elementos da forma

(%f,o ® tk)(m) T (xi & tk)(rm_l)(ﬂfi (@)1 ® tk)(q),

am—1 a+o(a

com 7o, ..., m_1,q > 0. Entretanto, pela maneira como definimos a::w(a) , em (2.2.3),

podemos usar o Lema 2.6.4 para garantir que (xfﬁ

(o)1 @ %)) estd no gerado pelos

elementos (xim(a) L@t com 0 < I < n. Consequentemente, a proposicao estaré

provada ao mostrarmos que (%, @ t*)() e (I§+U(a)71 ® t*)") (quando a + o(a) € R)

pertencem & imagem de ¢, para todos r > 1e 0 < k < n.

Dadoe =0,...,m—1, existe um tnico polinémio W5, € t™“A[t™] tal que V¢ (a;) =
afparai = 1,...,n. Defato, U¢(t) = t™(c, 1tV 4. eit™+cp), com cg, - -+, Cpy
dados pela tnica solucao do sistema linear

a™c aimc ... e Co ak
ayTc admmt .. ahmee c1 ak
am=e gme ... gnmee Cn_1 ak

cuja matriz é uma matriz de Vandermonde (deslocada), a qual possui determinante
igual a
(ay - -a,)" ¢ I1 (aj" —a") € A™.
1<i<j<n

Assim, o polinémio W¢(¢) — t* se anula em a; para todo 1 < i < n. Portanto, como
gt) = (t —ay) - (t — a,) ¢ monico, W& (¢) — t* ¢ um miltiplo de §(t) em A[t]. Como
0 <k <n,entao k < nm — € e, dai,

n(m—1)—e

Vi) —t = Y etg(t)

=0
para certos e; € A,j =0,...,n(m — 1) — e. Logo, para todo € R™,
(w5 ® (Ui(t) — ")) =
Yoo (@ e D @) (@ gy o) ) € g (265)

T0, " ,Tn(m—l)—eEZ‘F
7'0+"'+Tn(m—l)—e:r
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Mais ainda, dado 0 < € < m, de (2.6.5) ¢ (A.5.1) (se 5+ o(B) ¢ R) ou de (2.6.5) e
(A.6.1) (caso contrario) obtemos

(xﬂe ® (U — tk))( ) €l

Afirmamos que, dado 0 < e < m,

(zZ @) = (2%, ® ;) (2.6.6)
e, se a + o(a) € R, entao
<x;t+o(a),l ® k)" = ($:+o'(a)71 ®@ WU, )", (2.6.7)

para todos r,k € Z, com 0 < k <n e r > 0. De fato, como 2, ® t* e 23, @ (t* — Ty)
comutam, obtemos de (A.5.1) que

T

(2 @) = (a5, @ (1" = (" = 0)) =Y (~1Y (x, @) (aF, @ (¢ — )V,

J=0

O tnico somando com imagem nao nula em Uy (g), € 0 que possui j = 0 e dai concluimos
(2.6.6). A afirmacao em (2.6.7) ¢ obtida analogamente.

Agora seja pu € wt(g,) NQg tal que p = afy,. A partir de (2.2.4), se & € O, temos
xie = x Caso Contrarlo se o gé O, temos ¢/(a) € O para algum j = 0,--- ,m — 1

e, entao, xi = (ot T i) = = (Iear (por (2.2.1)). Relembre que, ap6s o Lema 2.3.8,
supomos ( € A*. Portanto a prova esta concluida, pois

(e @ V)" € Un(@”) e (25,0 U))0 = cady((w; @ ¥5)")

para ¢, = 1, 8¢ a € O, e ¢, = (’%, se 0/(a) € O para algum j # 0. Adicionalmente, se
a+o(a) € R, entao

(xétug ® \I'i:)(r) € Un(g?) e (x;t-‘ra(a) ® W) ¢g(($2u1 ® ¥ )( )>

2.6.2 Moddulos simples para algebras torcidas via restricoes.

Seja f(u) = H?Zl(l — bju) € Flu], com b; # b; para i # j. Tendo em vista o lema
a seguir, a estrutura de algebra de Hopf de Ug(g) naturalmente induz esta mesma
estrutura em Ugr(g);. Mais ainda, se V' e W sao Ur(g)-modulos tais que I;V = I;W = 0,

entao V ® W se torna naturalmente um modulo para Ur(g);.

Lema 2.6.5. O conjunto /; é um ideal de Hopf de Ug(g).
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Demonstragao. Para que Iy seja um ideal de Hopf, é necessario que /7 seja um ideal de
Ur(g) como F-élgebra, o qual esta contido no niicleo da counidade, que seja invariante
pela antipoda e satisfaca A(Iy) C I; @ Up(g) + Ur(g) ® Iy (cf. Defini¢do A.3.10).

De fato, Iy é ideal por definicdo. Para verificar que A(/y) satisfaz o escrito acima,
obtemos de (2.3.14) que

T T

A((x(f,k,f)(r)) = Z(xai,k,f)(i) ® (Iik,f)(?ﬂ') = Z(Iik,f)(i) ® (ﬁik,f)(rfi) +1® (@ik,f)“%

i=0 i=1
para todos a € Rt r.k € Z e r > 0, e disso se deduz
A(ly) € I; ® Us(g) + Ur(9) ® .

As outras propriedades sdo imediatas das defini¢oes da counidade e da antipoda (cf.
Exemplo A.3.12). O

Dado w = []}_, wy,q, € P, com a; # a; para i # j, seja

Jw(uw) :H(l—aju) e lw=I,.

j=1
Lema 2.6.6. Para todo w € P, I, Vp(w) = 0.

Demonstragao. Escreva f = f,. Suponha primeiro w = w,, para algum A\ € Pt e
a € F*. Em particular, Vp(w) = Vr(A, a). Entdo, é imediato da definicdo de funcao de
avaliagao que, se g € F[u] é um multiplo de f e possui termo constante igual a 1, entdo

(25 10) " Ve(N, a) = (a*3(a))" (23) " Ve(A, a) = 0, (2.6.8)

a,k,g

para todos € R* k,r € Z,r > 0, pois g(a) = 0.
Para um w € P arbitrario, digamos w = H?:l W, COM a; # a; para i # j,

~Y

temos Vp(w) = % Vi(Aj,a;), pela Proposicao 2.4.9. Entdo, dado v = 11 ® - - ® v,
i1=1

com v; € Vi(Aj,a;), segue de (2.6.8) e (2.3.14) com & = 4, f, que
(xaﬁkﬁf)(r)v =0 paratodos a € RT, k,r € Z,r >0,
o que implica [y Vr(w) = 0. O

Enfim, estamos prontos para provar o principal resultado desta secao.

Teorema 2.6.7. Suponha que m nao seja a caracteristica de IF e seja w € P>, Entao,
existe w € P tal que Vp(w) é isomorfo a Vi(m) quando visto como Ug(g%)-moédulo.
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Demonstracao. Considere a seguinte decomposicao de 7 obtida a partir da decompo-
si¢do padrdo (2.5.10):

T = Hk 1 H HIEIO( wﬂcw—eak)ek’s’i, se g nao é de tlpO AZTL;
Ilk ],II I]@ejo( Qaajwhcnpfak)ek‘”, se g é de tipo A,
com o j na segunda linha sendo o tinico indice tal que o; € R,. Defina

l m—1
— _ €
W = kuk,ak com M = E z :ekvevia (wo(z))
k=1

e=0 i€lp

Pelo Lema 2.6.6 e o Corolario 2.6.3 temos Vp(w) simples quando visto como um
Ur(g7)-modulo. Evidentemente, se v é um vetor de ¢-peso maximo de Vp(w), entdo
Ur((1n7)?)% = 0. Portanto, resta provar a igualdade

AT (u) v=m;(u) v  paratodo i€ I.

Suponha primeiramente que o(7) ndo seja fixado por o. Entdo,

m—1 m—1

AT (e = ] Agio (" u)o = [ @asoan (¢ o
j=0 J=0
{ m—1

Hk(hgj(o 1)))
HH Woi (0(i)).Cm ar)gi(o()) U
=1 5=0

k

1
H (1 =" ag) 0 = m(u)v,

k=1 57=0

~ |

m—

com a tltima igualdade devido a (2.5.3). Similarmente, se o(7) é fixado por o, entao

¢

k=1
m—1
= H (1 _amu)ekez,u
k=1 e=0
m—1
=TT TI - @ ca)mw)eeo = my(up,
k=1 e=0

pois (¢ €)™ =1 para todo 0 < € < m — 1, e a tltima igualdade devido a (2.5.3). O

Mantendo a notagao da demonstracao desse teorema, o proximo resultado é ime-
diato da Proposigao 2.4.9.

Corolario 2.6.8. Vi(m) =y, Gr) @y Vie (1, ar). O
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Capitulo 3

Multi-correntes.

Neste capitulo discutiremos uma teoria semelhante a que foi proposta no artigo [12]
por V. Chari, A. Khare e T. Ridenour, obtido ap6s a teoria desenvolvida inicialmente
por V. Chari e J. Greenstein em [9, 10, 11| para estudar propriedades homologicas de
certas categorias de representacoes de algebras de Lie Z-graduadas.

De maneira geral, se uma categoria possui modulos indecomponiveis que nao
sao simples, torna-se natural perguntar se esses modulos possuem alguma propriedade
homologica relevante. A ideia basica é construir (dentro dessa categoria) subcategorias
que contém uma quantidade finita de objetos simples, suficientes modulos projetivos
e que possam ser relacionadas com a categoria de modulos para uma algebra de Lie
simples de dimensao finita sobre C, as quais sao melhor entendidas em geral. Essa é
a estratégia utilizada, por exemplo, em [22| para estudar a categoria O de Bernstein,
Gelfand e Gelfand e, também, representacoes em caracteristica positiva.

Neste capitulo discutiremos propriedades da categoria de moédulos sobre uma 4l-
gebra de Lie multi-graduada (e de algumas de suas subcategorias). Em especial, na
Secao 3.6 obteremos uma férmula recursiva do caracter graduado de certos moédulos
desta categoria que, como veremos na Secao 3.7, podem se vistos como generalizacoes
dos limites classicos dos mddulos de Kirillov-Reshetikhin.

Por todo esse capitulo manteremos as notagoes estabelecidas no Capitulo 1.

3.1 Consideragoes iniciais.

Para cada ¢ € Z, \ {0}, seja {ey,...,e;} a base canonica de Z° e deg : Z* — Z a
fungao dada por r = (rq,...,ry) — deg(r) = r; + --- + rp. Fixe uma élgebra de Lie
Zﬂ—graduada

a= @ afr

¢
re’ly
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CAPITULO 3. MULTI-CORRENTES.

tal que g := a[0] é uma algebra de Kac-Moody de tipo finito sobre C e a[r] é um
g-modulo de dimensao finita para cada r € Zﬂ. E imediato que

ar= @ afr]
Tezl
deg(7T)#0

é um ideal de a. Considere também a algebra de Lie Z,-graduada a induzida pela
funcao deg, i.e.,

a= & afr], com ajrj= @ afr]
reZ40 ezl
deg(T)=r

A algebra universal envelopante U(a,) (e, portanto, U(a,)) é um g-modulo sob
a agdo x-a = [r,al, com [z,a] = za —ax o comutador em U(a). A &lgebra U(a) possui
uma Zﬂ—graduaqéo natural herdada de a: a saber, o grau de um monémio a; - - - a;, com
a; € a[s;], ¢ s; + -+ + 8. Mais ainda, os ideais U(a;) e U(ay) s@o ideais graduados.
Pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, temos os isomorfismos de espacos vetoriais

U(a) =Ulay) @c U(g) e Ula) = Ulay) @c U(g).

O resultado a seguir descreve as partes graduadas de U(a, ).

Proposigao 3.1.1. Para todo r € Z¢, temos U(a.)[r] =, S (a), com

ST =P ® sym"@as]|,
ko \ s€zi\{0y
E(8)#0

sendo a soma sobre todas as fungoes k : Z£ \ {0} — Z, tais que > k(s)s =r.
sezt\{0}
Em particular, U(a,;)[r] 2, S (a), com

S (@) == @ Sym*a[l] ® - - - ® Sym*afr].
kezr:
Z;:l jkj:T'

Demonstracao. O caso r = 0 é 6bvio, entao suponha r # 0. Para cada s € Z,,
considere o subespago U(a; )<s de U(ay) gerado pelo conjunto

{a1---ar | k <s,a; € a; para todo 1 < j <k}
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e defina

Ulay)[r]<s = Ulay)[r] N U(ay)<s.
Note que U(ay)[r|<s ¢ um g-submodulo de U(ay)[r] e, portanto, temos definida uma
filtragdo de U(ay)[r] por g-submoédulos. Além disso,

Ulay)[r] = Ulay)[r]<dee(r)-
Em particular, U(a, )[r]<s tem dimensao finita para todo s e, pelo Teorema 2.4.2,
Ulay)[r]<s =g Ulayp)[r]<s—1 @ (Ulay)[r]<s/Ulas)[r]<s-1)-
Segue entao do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que
Ulay)[r]<s =5 Ulag)[r]<s—1 & Sym*(ay)[r]

e, portanto,
deg(T

)
Ulas)lr] =, @ Syw’(ay)[r] = Sym(ay)[r].

s=1

Fixe uma ordem total em Z‘. Por uma particdo de € N’ entendemos uma familia
r=(r, <ry <---<7,) de elementos de N* tal que Zj r; = r. O nimero n é o
tamanho da particao r. Dada tal particao, considere o subespaco V' (r) de Sym(a, )[r]
gerado pelos simetrizados de elementos da forma

Qay - Ap,

com a; € a[r;| e observe que V(r) é um g-submoédulo de Sym(a, )[r]. Evidentemente,

Sym(ap)[r] =@ V(r), (3.1.1)
T
sendo que essa soma é sobre todas as particoes de r. Além disso,
Vir)=, ® Sym"¥a[s], (3.1.2)
sezf \{0}
k(8)#0
para k(s) = |{j | 7, = s}]. .

Proposicao 3.1.2. Para todo r € Zﬂ e j € Z,, temos

(Nay)[r] =, P ® A Wals] |,

k \sez\ {0}
com a soma tomada sobre todas as fungoes k : Z% \ {0} — Z tais que

Z k(s)s=r e Z k(s) = j.

sezt\{0} sezt\{0}

Demonstragao. Analoga ao calculo de Sym(a,)[r] na Proposigao 3.1.2 nos restringindo
as particoes de r de comprimento j. O
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3.2 A categoria G e seus objetos simples.

Nesta secao estudaremos uma categoria especial de a-mo6dulos, discutiremos algumas
propriedades de seus objetos e uma, classificacao dos objetos simples.

Lembre-se que, dado A € Pt V()\) & o g-modulo simples de dimenséo finita de
peso maximo A, gerado por um vetor vy satisfazendo as relagoes (1.2.2).

No que se segue, F(g) denotara a categoria de g-mddulos de dimensao finita e G
a categoria de a-modulos Zﬁ—graduados com partes graduadas de dimensao finita, i.e.,
V & um objeto de G se

V= @ Vir], com Vir]eF(g),
r ezl

cujos morfismos sao homomorfismos de a-modulos que preservam partes graduadas, i.e.,
Homg(V, W) = {f € Hom,(V, W) | f(V[r]) C W[r] para todo r € Z' }.

Além disso, consideraremos a categoria G de d-modulos Z, -graduados com partes gra-
duadas de dimensao finita.

Observacao 3.2.1. Note acima que, por simplicidade, estamos usando as expressoes
“A € C’e“Aéum objeto de C” para dizer que um objeto A pertence a categoria C.
Faremos isso no decorrer de todo o capitulo.

Exemplo 3.2.2. A algebra g[t] = g ® C[t] associada a uma algebra de Lie simples g de
dimensao finita sobre C é claramente um exemplo de uma algebra como a para ¢ = 1
e a graduacao é dada pelas poténcias de t. A categoria de representacoes graduadas
de dimensao finita desta algebra g[t] possui muitas familias interessantes de modulos
bastante estudados: os modulos de Demazure e os produtos de fusao de representacoes
de dimenséo finita de g[t] estudados em [28], os modulos de Kirillov-Reshetikhin estu-
dados em [15, 16] e os modulos de Weyl introduzidos em [20] e estudados em [14, 28].
Todas essas representacoes sao em geral redutiveis, mas sempre indecomponiveis. ¢

3 Observe que cada objeto V' de G pode ser naturalmente visto como um objeto de
G ao definir

Vir] = @ Vir].
rezf
deg(T")=r
Consequentemente, isso define um funtor entre as categorias G e G, o qual sera denotado
por

7 :G—G.

Proposigao 3.2.3. Se V € G é tal que (V) = #(V)[r] para algum r € Z,, entdo V
é semissimples.
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Demonstra¢ao. A condigao # (V) = Z(V)[r] implica a;V = 0 e, a partir disso, a
conclusao segue do Teorema 2.4.2. O]

Note que a categoria G se torna uma categoria tensorial definindo-se

Vemr= @ VisleoVs]
(8,8")ezZ X7 :
S+8'=r

Em particular, a categoria G também é uma categoria tensorial e, além disso, o funtor
# & um funtor tensorial.

Para cada V' € G, considere U(a) ®y(g) V' como um a-médulo via multiplicacao a
esquerda. O corolario a seguir é imediato da Proposigao 3.1.1.

Corolario 3.2.4. Temos U(a;) € G e U(ay) € G. Em particular, se V' € G, entao
U(a) ®u V € G e, para todo V € G, U(a) ®u V € G. O

A seguir, para cada r € Zﬂ, seja 7 : G — G o funtor mudanca de grau tal que
7V [s] = V[s + r] para todos s € Z, e V € G.

Por outro lado, considere o funtor ev : F(g) — G que associa a cada modulo V' € F(g)
o a-modulo ev(V') € G, com a agao de g mantida e a,ev(V') = 0, cujas partes graduadas
sa0

ev(V)[0] =V e ev(V)[k]=0 para k#O0.
Compondo esses dois funtores obtemos o funtor evy = 7 o ev : F(g) — G. Analoga-
mente, essa construgao se repete para G e obtém-se o funtor ev, : F(g) — G para todo
r € Z,. Considere entao

VI, ?)=evpV(A) e V(A7) =ev,V()), paratodos A€ P' reZiereclZ,,
e Uy e Uy, sendo a imagem do gerador vy de V(X) em V(A7) e V(A, 1), respectiva-
mente. O funtor .# definido acima relaciona esses dois objetos:

Lema 3.2.5. Para todos A € Pt er € Z, Z(V(\, 7)) = V(A deg(r)).

Demonstracao. Basta comparar as partes graduadas de ambos os médulos. De fato,
em G temos V(A r)[r] = V(A) e V(A,r)[s] = 0 para todo s # r. Assim, aplicando o
funtor ., temos, em G, V(\,r)[degr] = V(\) e V(\,7)[s] = 0, para todo s # deg(r).
Por outro lado, V(X,deg(r)) em G é o modulo tal que V (X, deg(r))[degr] = V()) e
V (A, deg(r))[s] = 0 para todo s # degr. O

Esses moédulos desempenham um papel fundamental em suas respectivas catego-
rias, como veremos a seguir. Defina

A=P"xZ' e A=P"xZ,.
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Proposigao 3.2.6. Se V' ¢ um objeto simples de G, entao V' ¢ isomorfo a V(A,r) para
um tnico par (A,r) € A. Em particular, se V & um objeto simples de G, entdo V é
isomorfo a V(\,r) para um tnico par (A7) € A.

Demonstragao. Suponha que V' é um objeto simples de G tal que V[r] #0e VI[s] #0
para certos r,s € Zﬂ com r # s. Observe que nao ha perda de generalidade em supor
r—s¢ Zi, pois caso contrario teriamos s — r ¢ Zﬂ. Assim, o subespaco

P VK #0

k:k—SEZi

é um a-submodulo proprio de V', contradizendo a simplicidade de V. Portanto, existe
um tnico » € Z% tal que V[r] # 0. Logo, V[r] é um g-modulo simples e, entdo,
V[r] =2 V(\) para um tnico A € PT, dai V =g V(A,r), o que completa a prova da
primeira parte. A dltima parte é consequéncia imediata da primeira. O

Visando trabalhar com multiplicidades de fatores irredutiveis em objetos de G,
precisaremos introduzir mais uma subcategoria de G:

Definicao 3.2.7. Denotaremos por Gy a subcategoria de G cujos objetos sao de dimen-
sao finita. Dado V' € G e (A\,7) € A, denotaremos por [V : V(A,r)] a multiplicidade
de V(A,7) em uma série de composigao de V.

Considere também, para cada r € Zﬁ, a subcategoria Gy de G cujos objetos
satisfazem Vs] = 0 se r — s ¢ Z.. Temos

s CGr C Gy sempreque T —S8E Zﬂ. (3.2.1)
Dados r € Z{ e V € G, defina
Vi= P Vis] e Vp=V/V"
S:r—8¢zZ-
Observe que V" é um a-submodulo de V. Além disso, para f € Homg(V, W), defina
fr € Homg,, (Vp, Wp) de modo que fp(v+ V") = f(v) + W".

Note que essa funcio estd bem definida, pois se v + V7 =o' + V7T entdo v —v' € VT
edai f(v—2') € WT, ouseja, fr(v+ V") = fr(v +VT).

Proposicao 3.2.8. As fungoes V +— Vp e f +— fp definem um funtor % : G — Gp
que é pleno, essencialmente sobrejetivo e exato.
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Demonstracao. Tanto a completude, quanto o fato que Zp é essencialmente sobrejetivo
decorre apenas de Gy ser uma subcategoria de G. Para ver que esse funtor é exato, seja

05ALB%C = 0uma sequéncia exata em G e considere a sequéncia
b g
0—>AT—T>BT‘—T>CT—>O

em Gy induzida pelo funtor Z. Para ver que ker fr = 0, suponha a + A" tal que
fr(a + AT) = 0. Entdo, f(a) € B" e, como f ¢ homomorfismo graduado, temos
a € A" ou f(a) = 0. No primeiro caso, ¢ claro que a + A" = 0, no segundo, temos
a = 0, pois ker f = 0. Ou seja, em ambos os casos a + AT = 0 e daf ker fr =
0. A igualdade imgy = Cp é obtida similarmente. Resta mostrar ker g = imfy e
vamos fazer isso a seguir. Seja b € B tal que b + BT € imfy, entdo existe a € A
tal que b + BT = fr(a + A") = f(a) + B". Logo, b — f(a) € BT e, desse modo,
0= grb— fla) + B") = gr(b+ B"), pois kerg = imf, e assim b+ B" € ker gp.
Portanto, imfr C ker gpr. Por outro lado, seja b € B tal que b+ B" € ker gp \ {0},
entao g(b) € CT. Logo, pelo mesmo argumento da graduagao usado acima, g(b) = 0 e,
como ker g = imf, temos b = f(a), para algum a € A. Assim, b+ B" = f(a) + B" e,
portanto, ker gp C im fp. O]

A proposi¢ao anterior junto com a segunda inclusao em (3.2.1) nos permite for-
mular a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.2.9. Dado V € Ge (\,r) € A, a multiplicidade de V (A, r) em V é definida
por [V : V(A r)] := [V : V(A 7)], com [Vp : V(A 7)] conforme a Defini¢ao 3.2.7.

Observe ainda que, para a algebra a, também pode-se repetir a construgao acima,
cujos correspondentes serdo denotados por G, V", V., 7 e [V : V(A r)], respectiva-
mente. Entretanto, observe que . o I # Jyegery © F, 0 que seria natural de se
indagar.

Finalmente, para V € G e W € G, defina

AV)={\r) e A[[V:VINP)]#0} e AW)={(\r)eA|[W:V(\r)]+#O0L

3.3 Mobdulos projetivos.

Nessa secao serao construidos objetos projetivos e resolugoes projetivas dos objetos
simples de G.

Definicao 3.3.1. Dados (A, 7), (11, 8) € A, diremos que (u, s) cobre (\,7) se s — 7 €
Z5\ {0} e p— X & um peso do g-modulo a[s —r]. Do mesmo modo, se (A7), (i, s) € A,
diremos que (u, s) cobre (A\,r) se s >r e p— A é um peso do g-modulo afs — r].
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Considere a ordem parcial < em A obtida pelo fecho transitivo e reflexivo da
relagao (A, ) < (u,8) se (i,8) cobre (A, 7). Também denotaremos por < a ordem
parcial em A obtida de maneira anéloga.

Dados V € G e W € G, sejam
PV):=U(a)@ugV e  PW):=U@) Qug W (3.3.1)

Pelo Corolario 3.2.4, (V) € G e 2(W) € G. Assim, as funcoes V — Z(V) em G,
e W — gz(W) em C;, podem ser estendidas para funtores denotados respectivamente
por & e . Note que )

PoS=Fo0P. (3.3.2)

Particularmente, definindo
P\ 7)=2(V(\r) e P\r)=2(V(\r), paral€ P recZierci,,

temos

F(P(\, 7)) 2 P(\, deg(r)).

Além disso,

PAr) =, U(a) @ V(IAT) e P r)p =, V(\r). (3.3.3)

A proposicao a seguir mostra, em particular, que as categorias G e Gy possuem
suficientes projetivos. Observamos que, em [12, Lema 2.9], foi provado que a categoria
Gr possui objetos projetivos se, e somente se, a, = 0.

Proposicao 3.3.2. Sejam A € PT.r,s€Z eV €g.
(a) Z(V) é um objeto projetivo de G e projeta-se canonicamente sobre V.

(b) P(A,r) é gerado como a-modulo pelo vetor pyy = 1 @ vy de grau r satisfazendo
as seguintes relacoes:

ntpar =0, hpar = ANR)par, (x;i)k(hi)ﬂpx,r =0 paratodoshebheicl.

(c) Homg(P(\,7),V) = Homy(V(A),Vir]) e [V : V(A r)] =dimHomg(P(\, r),V).

(d) Seja K(A,r) o ntcleo da projecao P(A\,r) — V(A7) tal que pyr — vy . Entao,
Homg(K (A, 7),V(i,s)) # 0 somente se Homg(als — 7] ® V(A),V(n)) # 0. Em
particular, (u, s) cobre (A, 7).

(e) Se #£(V) = #Z(V)[r] para algum r € Z, entdo Z(V) é cobertura projetiva de V
em G. Em particular, P(\,r) é a cobertura projetiva de V (A, 7).

(f) Se s —r € Z%, entdao P(\,7)s € cobertura projetiva de V(X,r) em Gs.
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Demonstragao. (a) Sejam M,N € G, com 7w : M — N en: (V) — N homomor-

(f)

fismos de a-mddulos. Vamos mostrar que existe um homomorfismo de a-modulos
N P(V)— M tal que mon' =n. Como g é semissimples e as partes graduadas de
M e N possuem dimensao finita, pelo Teorema 2.4.2, 7 tem uma cisdo 7’ : N — M
(como g-modulos) e, desse modo, a composicao 7 o n)igy : V. — M é um ho-
momorfismo de g-moédulos e isso induz o desejado homomorfismo de a-modulos
0 P2(V)=U(a) ®u V — U(a)M = M, como gostarfamos.

E claro que par gera P(A 1) como a-mddulo e, como vy satisfaz as relagoes
(1.2.2), pyy também satisfaz as relacoes dadas em (b).

Para a primeira igualdade basta notar que a funcao
Homg(P(A,r),V) — Homy(V (), V[r])
© = Vligv
De fato, para ver a injetividade, seja ¢ € Homg(P(X,7),V) tal que ¢|igvnr) = 0.
Entao, ¢(1 ® vayr) = 0 e, pelo item (b), ¢ = 0. Para a sobrejetividade, se
¢ € Homy(V(A),VIr]), entdo ¢ = @|ligyr), com & € Homg(P(A,7),V) o ho-
momorfismo definido por ®(1 ® vy r) =1 ® ¢(vy).

J& para a segunda parte, segue do mesmo argumento imediatamente acima que o
homomorfismo

Homg(P(A,7),V) — Homg,.(P(A,7)r, Vi)

¢ injetivo e, portanto, um isomorfismo devido & Proposi¢ao 3.2.8. Como [V :
V(A7) = [Ve: V(A r)] = dim Homg,. (V(A,7), V) (veja Definigées 3.2.7 e 3.2.9)
e PO\, r)r 2 V(A r) (veja (3.3.3)), temos [V : V(A r)] = dim Homg(P(\,r), V).

Pela definigdo de V(\,7), a, @ V(A7) € K(\,r) e, de fato, K(\,r) = U(a)(a; ®
V(A,7)). Isso prova que K(\,r) é gerado como um a;-modulo por ay @ V(A, 7).
Portanto, se ¢ € Homg(K (A, 1),V (u,s)) # 0, entao p(a[s —r] @ V(A 7)) # 0.

Seja m: P (V) — V a proje¢ao natural. Suponha M um submodulo de (V) tal
que M + kerm = & (V). Entao, como .# (V) esta concentrado no grau r, devemos
ter S(Z2(V)), =10V ea,P(V)=kerm. Logo, 1@V C M. Como Z(V) ¢
gerado por 1 ® V, entao M = Z(V), i.e., ker w é supérfluo.

Basta notar que P(\,7)s = U(a)s_r ® V(A7) e proceder como em (a) e (e).

Dado j € Z, e V € G, defina
P;(V) = 2(Nay) V) (3.3.4)

e considere P;(\,7) = 22;(V(\,7)). Note que, se V = V|[r| para algum r € Z%, entdo

Z;(V)[s] =0 paratodo se€Z' talque deg(s)< j+ deg(r). (3.3.5)
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Além disso,

[P;(\,7):V(p,8)] #0, com j>0 somentese (1)< (u,s). (3.3.6)

De fato, pela Proposicao 3.3.2(c),
[P;(\,7) 2 V(1,8)] = dim Homy((Aay)[s — 7] @ V(A 7), V().
Assim, pelo Lema 1.2.9(ii), existem s; € Z%,& € wt(ay[s;]),i =1,...,J, tais que
J
(:uv S) - ()\,’I") = Z(fz: Si)
i=1
e agora se deduz (3.3.6) facilmente.

Fixe (\,7) € A. Seja dy : P(A\,r) — V(A7) o homomorfismo determinado
por do(u ® v) = uw, para todos u € a, e v € V(A\,7), e, para cada j > 0, seja
d; : Pj(A\,r) = P;_;(\,r) o homomorfismo de a-mddulos determinado por

dj = D;j @1idvar)
onde D = (D;);>0 ¢ a diferencial de Koszul sobre o complexo de Chevalley-Eilenberg
para a,.

Proposicao 3.3.3. A sequéncia
P T) B PN r) S POLT) S V(A ) = 0

é uma resolucdo projetiva de V(A,7) em G e sua imagem em G pelo funtor .# é uma
resolugao projetiva de V(A, deg(r)).

Demonstracao. Do que ja foi discutido, resta mostrar que as sequéncias sao exatas.
Como o funtor .# é a identidade sobre os objetos de G, é suficiente provar uma das
duas afirmagoes. A segunda delas foi provada em [12, Proposicao 2.7(ii)]. O

3.4 Categorias truncadas.

Nesta secao estudaremos certas subcategorias de Serre de G com uma quantidade finita
de objetos simples que nos darao o contexto correto para definirmos as generalizacoes
dos modulos de Kirillov-Reshetikhin mencionadas anteriormente.

Seja I' um subconjunto de A e defina G[I'| como a subcategoria plena de G con-
sistindo de objetos V' tais que

V. VIAr)]#A0 = (\r)eT.

Evidentemente, G = G[A]. Observe que se (A\,7) € T, entao V(A\,r) € G[I'], o que
mostra:
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Lema 3.4.1. As classes de isomorfismos de objetos simples em G[I'] sao indexadas por
elementos de I'. O

Dados V€ Gel CA, sejam
Vi ={ve V| (\r) el,nfv=0},

Ve=U(@Vd e VI=V/Var.
E claro que Vi e VT sido g-modulos Zﬂ—graduados e, se [' é finito, entao esses modulos sao
de dimensdo finita. Se f € Homg(V, W), entao f(Vi") C Wi e, portanto, a restri¢ao fr
de f a Vi € um elemento de Homgy(Vr, Wr). Mais ainda, como f(Vi\r) C Wa\p, também
temos um homomorfismo de g-modulos f1': VI — W', Em geral, nao é verdade que Vir
e VI estao em G[I']. Entretanto, quando Vi e Wr (respect., VI e W) sdo a-modulos,
fr (respect., f') ¢ um morfismo de G[T'].

Similarmente, dado I' C A, procedendo como acima obtém-se a subcategoria C;[F]
e constroem-se os modulos Vp e VI para V € G.

Defini¢ao 3.4.2. Um modulo V' € G é dito coberto por I' C A se, para todo (A, r) €
A(V), existe (u,s) € T tal que (A\,7) < (i, 8). Por outro lado, diz-se que V' cobre T" se,
para todo (A, r) € A(V), existe (u,s) € I tal que (i, s) < (A, 7). Um subconjunto I'
de A é dito convezo se

A7) s (wp) < (ws) e (Ar)(us)el = (vp)el.
Na categoria G também consideramos essa definicdo de maneira analoga.

O analogo na categoria G do proximo lema foi provado em [12, Proposigoes 3.2 e
3.3].

Lema 3.4.3. Seja ' CAeV €g.

(a) Se (A, 7), (1, 8) € A, entao Extg(V(A,7),V (1, 8)) # 0 somente se (u, s) cobre (A, 7).

(b) Se Vr ndo é um a-submodulo de V', existem (u,s) € A(V)\T'e (A\,r) € A(V)NT
tais que (u, s) cobre (A, 7).

(¢) Suponha que I' é finito e convexo com respeito a <.

(i) Se, para qualquer (A, r) € A(V)\T, existe (i, s) € I' com (A, 1) < (u, 8), entao,
Vi € G[I']. Além disso, se U é um a-submodulo de V', entdo Ur, (V/U)r € G[I']
e (V/U)F = VF/UF.

(ii) Se, para qualquer (A\,7) € A(V)\T', existe (i, s) € I' com (u, s) < (A, ), entéo,
VI e G[I']. Além disso, se U é um a-submodulo de V', entao UT, (V/U)' € G[T
e (V/U) = VT /UT,
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Demonstracao. (a) Utilizando a nota¢do da Proposicao 3.3.2, tome a sequéncia exata

curta
0= K(\r)— P\7r)=V(A\r)—0

e considere a sequéncia exata longa associada

0 — Homg(V (A, 7),V (1, s)) = Homg(P(\, ), V(u,s)) —
— Hom(K (A, 7), V(p, 8)) = Extg(V(A,7),V (i, 8)) = 0, (3.4.1)

a qual termina em 0 devido ao fato de P(\, 7) ser projetivo. Usando a Proposigao
3.3.2(c) temos

EXté(V()U T)? V(:ua S)) = Homg(K()\, T)? V(ﬂ> S))
Agora a afirmagao é consequéncia da Proposi¢ao 3.3.2(d).

Como Vr é um g-mdédulo Zﬁ—graduado gerado por V', podemos supor, sem perda
de generalidade, que existe a € alk] e v € ViF N V[r]y com av &€ Vi para certos
k,r e Zﬂ e A € PT. Seja U um g-moddulo complementar de Vp em V, ie., V =
U & Vr. Entao, a projecao de av em U é nao nula e, desse modo, existe u € P+ tal
que a composicao dos homomorfismos de g-modulos

ak] @ VN, r) >V U > Ulr+k| - V(u,r+k)

é nao nula, sendo que a primeira funcao é definida por a ® vy +— av para todo
a € a[k] (lembre que vy ¢ é o gerador de V (A, 7)). Denote essa composigao por .
Seja vy € V(A, 7). Como a[k] ® Cv, é um U(h@nT)-submodulo de alk] @V (A, r),
temos que ¢ (a[k]®@Cuvy) é um U(hdn™)-submodulo ndo nulo de V(pu, r+k). Devido
a dimensao de 1 (alk] ® Cuvy) ser finita, deve existir um vetor de peso maximo em
V(p, r+k). Em particular, v, € ¥(a[k]®Cuv,), com Cv, = V(p, r+k),. Portanto,
v, € alkluy C Vir + k|, e dai p — X\ € wt(a[k]), logo (u,r + k) cobre (A, 7).

Para o item (i), suponha que Vi nao seja um a-submodulo. Pelo item (b), existem
(A7) e AV)NT e (v,s) € A(V)\T tais que (v,s) cobre (A,7) . Pela hipotese,
podemos escolher (u, k) € I' com (\,7r) < (v, 8) < (i, k), o que contraria o fato de
I' ser convexo. Suponha que temos uma sequéncia exata curta

0O—-U—=V-—-W-=0

de objetos de G. Como A(V) = A(U) UA(W), é claro que U e W satisfazem a
hipotese de (i) e, portanto, Ur, Vi € G[T']. A inclusao de U em V induz um morfismo
Ur — Vr, o qual ¢ injetivo, pois Uf C Vi. Similarmente, Wr é um quociente de
Vi como objeto em G[I'] e o resultado segue ao notarmos que Vr = Ur @ Wr, como
g-modulos. O item (ii) é provado analogamente. 0
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Proposigao 3.4.4. Seja V € G tal que VI € G[T].

(a) VT :V(y,t)] = [V : V(v,t)], para todo (v,t) € T.

(b) Se V é projetivo em G, entao VI & projetivo em G[I].

(¢) Se W € G(I'), entdo Homg(V, W) = Homgr(V', W).

Demonstragao. (a) Dado s € Z, considere a sequéncia exata curta de g-modulos

graduados
0 — Var[s] = V[s] = V[s] — 0.

Como cada g-moédulo de dimensao finita é semissimples, temos
dim Hom,(V (), V[s]) = dim Homy(V (1), V' [s]) 4+ dim Homg (V' (1), Var[s])

e, pela definicao de Vi\r, também temos Homg (V' (1), Va\r[s]) = 0 para todo (p, s) €
. Portanto, [V : V(u,s)] = [V': V(u,s)].

(b) Sejam U, W € G[T]. Tome g : V' — U um homomorfismo de a-modulos e h : W —
U um epimorfismo de a-médulos. Como V' é projetivo, existe um homomorfismo
f:V = WemgGtal que hof =gomy, com 7wy : V — V! sendo a projecao
canonica. Além disso, f(Var) = 0, pois W € G[I'], e isso implica que existe um
tinico homomorfismo f : VI — W em G[I'] tal que f oy = f. Consequentemente,
hfomy = ho f = gomy. Logo, ho f = g devido a sobrejetividade de 7. Portanto,
V1 & projetivo em G[T'].

(c) Seja f € Homg(V,W). Pela hipotese sobre W, temos f(Var) = 0 e, portanto,
existe um tGnico homomorfismo ¢, : V' — W in G[I'] tal que ¢y o my = f. Assim,
considere

¢ : Homg(V, W) — Homgry(V', W)  dado por  f + ;.

Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo linear. De fato, é claro que ¢ é linear.
Dados f,g € Homg(V, W) tais que 95 = 1), temos

f=vromy =y¢yomy =g,
0 que mostra que ¢ é monomorfismo. Tome agora h € Homgry(V", W). Entdo,
homy = 1/1honv oTy.
Logo, pela sobrejetividade de 7y, concluimos que ¢por, = h. =
A seguir construiremos objetos projetivos e resolugoes projetivas de objetos sim-

ples de G[I'] quando I' é finito e convexo. O anélogo para a categoria G da proxima
proposicao foi provado em [12, Proposigao 3.4].
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Proposicao 3.4.5. Se I' C A é finito e convexo e (A7), (u, s) € I, entao

b) [P\ ) : V(i s)] = [PO0+) : V(u, s)] = dim Homgry(P(u, s)T, PO\, 7)F).
Homg(P(/\, r)? P(:uv S)) = HomQ[F](p()‘a T)F’ P(:“? S)F)'

T T T
PO PO D POV )T L V() 5 0
¢ uma resolucdo projetiva finita de V(A7) em G[I'].

Demonstragio. (a) Vamos mostrar que P(\,r)' & projetivo em G[[']. A demonstra-
¢ao que P(A,7)' ¢ uma cobertura projetiva de V(\,r) é semelhante ao feito na
Proposigao 3.3.2(e) e, por isso, a omitiremos. Pelo item (c) da Proposi¢ao 3.3.2,
temos (A, 1) < (v, k) para cada (v, k) € A(P(\, 7)). Pela Proposigao 3.4.3(c)(ii),
P\, 7)' € G[I'] e projeta-se sobre V(A, 7). Seja K = P(A\,7)a\r € G e considere a
sequéncia exata curta

0— K — P(\7r)— P\7)" —0. (3.4.2)
Considere a sequéncia exata longa associada

0 — Homg(P(\, )",V (i, 8)) — Homg(P(\, ),V (1, 8)) —

. r (3.4.3)
— HOIHg(K, V(M? 3)) — Eth(P(/\7 T) ,V(,u, S)) 0= )
sendo o tltimo termo zero devido ao fato de P(\, 7) ser projetivo.
Por outro lado, é claro que
Homg(K, V (1, s)) = Homg(K1s], V(1)
e, pela definicdo de K = P(X\,7)a\r, temos
Homgy(K[s], V(1)) = 0. (3.4.4)

Portanto, de (3.4.3) segue-se que
Extg(P(A\,7)",V(p,s)) =0 para todo (u,s) €T.
Em particular, como P(), 7)l' possui dimensao finita (I' é finito), conclui-se que
Extgry(P(A\,7)", Vi, s)) =0,

e dai P(\, )" ¢ um objeto projetivo de G[I'], devido aos Lemas A.4.1(b)-(c).
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(b)

Novamente considerando a sequéncia exata curta (3.4.2), como F(g) ¢ uma cate-
goria semissimples, temos

dim Homg(V (1), P(X, 7)[s])
= dim Homg (V (1), P(\, 7)"[s8]) + dim Homy (V (), K[s]). (3.4.5)
Mas, devido a (3.4.3) e (3.4.4), segue que
[POLT) : V(p,8)] = [P, r)" 2 V(u, 8)].

A segunda igualdade no enunciado desse item segue de maneira anéloga a prova da
primeira igualdade da Proposigao 3.3.2(c).

Seja f € Homg(P(A,r), P(it,s)) \ {0}. Entao, f(1® V(A 7)) & P(u, 8)a\r €, desse

modo, fU' # 0. Assim, temos um homomorfismo injetivo
HOHIg(P()\, 7‘), P(,ua S)) — Homg[m(P(/\, T)Fa P(:uv S)F)'

Como ambos esses espacos tém a mesma dimensao, devido ao item (b) e & Propo-
sicao 3.3.2(c), esse homomorfismo é um isomorfismo.

Pela Proposi¢ao 3.4.3(c)(ii) e (3.3.6), Pj(A\,7)" € G[I']. Um procedimento anélogo
ao da parte (a) mostra que Pj(\,r)' é projetivo em G[[']. O fato que a resolugao
termina ap6s uma quantidade finita de passos segue de I ser finito e de P;(\, r)[k] =
0 para todo k € Z% tal que deg(k) < j +deg(r). A exatidao da sequéncia também
¢ consequéncia imediata da Proposigao 3.4.3(c)(ii). O

Observacgao 3.4.6. As observacoes a seguir sao de carater puramente informativo e
nao desempenharao papel algum no desenvolvimento do restante do texto.

1. Se I é finito e convexo, entao os resultados dessa se¢ao implicam que G[I'] é uma
categoria de peso maximo no sentido definido por [22].

2. Dado I" C A, defina

PIr)= @ P(\r)

(\T)er
e considere
B(T) =Endg(P[I]) e  B()" = Endg(P[I").
Observe que B(T) (e, portanto, B(I)") tem uma Zf, -graduagao natural dada por

B(I)[s] = @B  Homg(P(\r),P(u,r—s)).
A7), (p,T"—8)el

Pela Proposicao 3.4.5(c), B(I') = B(T)F se I é finito e convexo. Desse modo,
tomando Mgy como a categoria de B(I")-modulos a direita, segue de [1, Teorema
I1.1.3] que

Homg[p](P(F)F, —) : GII'] = My

define uma equivaléncia de categorias entre G[I'] e My (r).
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3.5 Extensoes e algebras restritas de grau um.

A partir de agora faremos uma analise do caso particular em que a[r] = 0 se deg(r) > 1.
Nesse caso, escreveremos V; = ale;], para j = 1,...,(, e V = EB§:1V]». Observe que
a, = gx V e, com essa particularidade, as Proposicoes 3.1.1 e 3.1.2 simplificam-se
consideravelmente:

U(agp)[r] =2, Sym"V} ® --- ® Sym"V} (3.5.1)

ANV @ -+ @ AV, se deg(r) = j,

0, caso contrario.

(Nay)[r] =, {

O principal objetivo da secao é a seguinte proposicao que carateriza o espaco
de extensoes entre objetos simples de G em termos de homomorfismos entre certos
g-modulos.

Proposigao 3.5.1. Sejam (A, 7), (1, s) € A,r = deg(r), s = deg(s) e j > 0. Entao,

; H N — V(N),V =5 —
EXt]g(V()\, ,r,>’ V(M; S)) ~ { Omg(( Cl+)[8 r] ® ( )7 (M))? se j S ’T7'
0, caso contrario.
Mais ainda, se I" é finito e convexo e (A, ), (1, s) € I', entdo

Ext’

cr (VA T), Vg, s)) = Exté(V(A, r),V(u,s)).

Demonstracao. Primeiramente, vamos truncar a resolucao projetiva dada na Proposi-
cao 3.3.3, de modo que obtemos a sequéncia exata

. i) Pj—l()\a ’l“) dJ—71> imdj_l — 0. (352)

Com isso, segue que
Ext}(V(A\,7), V(u, 8)) = Ext§(imd;_1, V(u, s)).
Por outro lado, tomando a sequéncia exata curta
0 —imd; = P,_1(\,r) = imd;_; — 0
temos a seguinte sequéncia exata longa associada

0 — Homg(imd;_, V(u, s)) = Homg(Pj_1(\,7), V(p, 8)) —

3.5.3
— Homg (imd;, V(u, 8)) — Extg(imd;_1, V(11,8)) = 0 — -+, (8.5.3)

sendo o tltimo zero decorrente do fato de P;_1(\, r) ser projetivo.
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Provemos a implicacao
Homg(imd;, V (i, 8)) # 0 = j = deg(s) — deg(r).

Seja f € Homg(imd;,V (i, s)) ndo nulo e escolha v € imd;[s] com f(v) # 0.
Escrevav = ) (u,®@1)d;(10w,), u, € Sym(V)[s—r—mn,], w, € N(a)[n,]|aV (A1),
para algum n, € Z% tal que deg(n,) = j. Portanto,

f(0) =) (4, ®1)f(d;(1®w,)).
p

Como d;(1 ® w,) € imd;[n, + 7| para todo p, temos f(v) € V(u,s)[n, + r|. Logo,
como f(v) # 0, temos n, = s — T ¢, entdo, para todo p, n, = n para algum n € Zﬁ e
j=deg(n)=s—r.

Como N7V ® V(A r) esta concentrado nos graus k + r € Z{ tais que deg(k) =
j—1, temos que P;(\, r) é gerado por vetores de grau total j —1+47. Assim, se j = s—r,
temos j — 1+ r < s e, portanto,

HOIIlg(Pj_1()\, T)’ V(ﬂ? S)) = 0.

Voltando na sequéncia (3.5.3) obtemos
Extg(imds—,—1, V (1, 8)) = Homg((imd,_, ) [s], V (1))
Com isso e (3.5.2), obtemos
Extg "(V(\, 1), V(k, s)) = Extg(imd,_,—1,V (1, 8))
= Homg (imds_,, V(p, 8))
=~ Homg((imd, ) [s], V (1))
= Homy (A V[s —r] @ V(N), V().
Isso completa a prova da primeira parte.
Para a parte final, pelo Lema A.4.1(d), temos
Exty(V(A, 1),V (1, 8)) e Exty (VA7) V(g s))
sao as homologias dos complexos

0 — Homg(P(\,7), V(u, s)) — Homg (P (A7), V(,s)) = ---

0 — Homgr (P (A, )",V (p, 8)) — Homgr) (P (A, )",V (n, 8)) — -
associados as resolucoes projetivas dadas nas Proposigoes 3.3.3 e 3.4.5, respectivamente.
Em particular, a igualdade proposta se da ao mostrarmos que, para todos (u, s), (A, 7) €
L,

Homg(Py(A, 1), V(u, 8)) — Homgry(Po(A,7)", V (1, 8)) (3.5.4)
¢ um isomorfismo, pois nesse caso os dois complexos sao isomorfos e, entao, suas ho-
mologias coincidem. Entretanto, o isomorfismo em (3.5.4) é consequéncia imediata da
Proposigao 3.4.4 (¢) e a prova esta concluida. ]
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3.6 Uma férmula de caracter.

Suporemos a partir de agora wt(V') # {0} e que esta fixado um subconjunto ¥ C wt (V')
satisfazendo

Zmyu— Z nup (my,n, € Zy) = Zmyg Z ny

vevw pewt(V) vevw pewt(V)

e (3.6.1)
Zmy = Z n, somentese mn, =0 paratodo p¢ V.
vev pewt(V)

Observacao 3.6.1. O principal resultado de [38] é que tais subconjuntos sao precisa-
mente aqueles pertencentes a uma face propria do politopo determinado por wt(V).

Considere a relagao bindaria reflexiva e transitiva em P, dada por
1<y A se AN— €LY,
com Z WV sendo o Z,-gerado de ¥. Defina também
dy (i, \) = min {Zmy | A —p= Zmyu,my € Z+} .
vew vew
Foi provado em [12, Proposicdo 5.2| que <y é de fato uma ordem parcial em P e
dy (v, p) + dy(p, A) = dg (v, N) sempre que v<gpu<yg A\ (3.6.2)

Adicionalmente, isso induz um refinamento da ordem parcial < sobre A, denotado por
<y, dado por

A7) <w (1,8) se A<yp, s—reZi e dy(\p)=deg(s—7). (3.6.3)

Novamente, o que foi feito acima se reproduz naturalmente em G e temos uma
ordem parcial também denotada por <y sobre A.

O analogo para G da proposicao a seguir foi provado em [12, Lema 7.5 e a prova
se estende naturalmente ao presente caso.

Proposicao 3.6.2. Seja I' C A finito e convexo com respeito a <y e suponha que
existe (A, 7) € A tal que (A, 7) <y (v,t) para todos (v, t) € T.

(a) Se Homgr)(P(u, 8)", P(i',8')") # 0, entdo (1, 8") <w (1, 8).

(b) Se Ethg[F](V(/j’la Sl)a V(ﬂ’) S)) 7é 07 entao (M? S) St (:ula S/) e j = d\I/(M7 V)‘
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Demonstracao.

(i)

Suponha Homgry(P(u, s)', P(1/,s")") # 0 e escreva s = deg(s) e s’ = deg(s').
Entao, pelas Proposicoes 3.4.5(b), 3.3.2(c) e (3.5.1), temos

s—s €Z, e Homy(V(n), Sym* 1V, ® - - - @ Sym* eV, @ V(i) # 0,
com s = (s1,-+-,8) e s =(s], -+ ,s;). Como
Symslfs’l‘/l Q- ® Symslgfs’gw C SyIIlSiS/‘/,
segue
Homy(V (1), Sym* >V @ V(u')) #0
), temos

e, em particular, pelo Lema 1.2.9(b),

s—s’

w—p = Z & para certos & € wt(V).

i=1
Por outro lado, como (¢/,s") € I, temos (\,7) <y (¢/,s'), e, por hipotese,
(A, 7) <v (i, s). Entao,

s—r s'—r

w— A= Zr]j, po—X\= Zn}c para certos 1;, 7, € ¥ para todo j, k.
=1 k=1

Assim, combinando essas igualdades, temos
A=Y= 36+ ik
j=1 i=1 k=1

Logo, como W satisfaz (3.6.1), obtemos & € ¥ para todo i. Portanto, mostramos
acima que s — s’ € Z, i/ <y p e, de (3.6.2), temos dy(p/, 1) = s — 8’ , ou seja,
(,u/7 Sl) Sv (/Lv 3)‘

Suponha Exté[F](V(u’,s’),V(u, s)) # 0. Pela Proposi¢ao 3.5.1, j = s — &, com
s=degses =degs, e

Homg (AV @ V (), V(') # 0.

Usando o Lema 1.2.9, p/ — p = & + --- + & para certos & € wt(V). Como W

satisfaz (3.6.1), um argumento similar ao da parte (i) nos da & € ¥ para todos i

e p <g p'. Finalmente, como j = dyg(u, i'), por (3.6.3), tem-se (u, s) ¢ (¢, 8).
O

91



CAPITULO 3. MULTI-CORRENTES.

Doravante, suponha que I' C A é finito e convexo com respeito a <y e fixe uma
enumeracao de I' compativel com <y. Por brevidade, para cada r € Zﬂ, t" denotara
o monomio ' ---t;* € Z[ty,...,ts e, como consequéncia, (—t)" = Hﬁzl(—tj)rf =
(_1)deg(’l")t7"'

Definigao 3.6.3. O caracter graduado de V' € G é definido como

gchV = Y Vir] t" = > [V: V(A7) chV(MNE" € Z[P|[[t1,. .., t]].
Trezf (AT)eA

Defina as matrizes

A(t) = (t's*r[P()\ﬂ") V(s Sﬂ)(p,s),()\,’l‘)er

e

E(t) = (t5°7 dim Extos5~")
( ) ( im X g (‘/v()\7 ’I"), V(uy S))) (M’S)V()le)el"

Observe que, se s —r ¢ Z‘, entdo a entrada ((i,s), (A, 7)) de ambas as matrizes se
anulam devido as Pr0p051goes 3.3.2(c) e 3.5.1 e, portanto, dada a escolha da enumeragao
em [' fixada, ambas sdo triangulares inferiores.

Lema 3.6.4. As matrizes acima satisfazem A(t)E(—t) = id.

Demonstragao. Seja (A, 1) < (i, ). Entao,

(E(=t)A([))(,.8),0) =
= Y ()5 PaimBxtga T P (V(v,p), V(p )P [P(N7) : V(v,p)]
(v,P)el

—t5T 3 [P V(v,p)) Y (=1) dim Ext (V(v,p), V(u, 8)),

(v,p)er >0

sendo que a primeira igualdade decorre da definigao das matrizes e a segunda ¢ con-
sequéncia da Proposicao 3.6.2(b), ja que Ext]gm(V(u, p),V(u,s)) =0,sej #deg(s—p).

Pela defini¢do da fung¢do W), em (A.4), temos

(BE(~=t)A®) gyom =t D [P Vv, p)] Yyius)(V(v,p))
(v,p)er
=5~ ”“Z )’ dim Extf (P(A, 7), V (1, 8)),

com a ultima igualdade obtida do Corolario A.4.4. Como P(\,r) é projetivo, entdo
Extg[r](P(A r),V(u,s)) =0, para j > 0, e, portanto,

dlmEXt o (PO T), V(1 8)) = 85,0000),(n,9):

0 que completa demonstragao. O
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O principal resultado desta se¢do é uma formula recursiva para gch P(\, 7)Y, a
qual é dada pelo seguinte teorema. Originalmente ele foi demonstrado para o caso / = 1
em [11, Teorema 2.

Teorema 3.6.5. Para todo A € P* tal que (\,n) € T, temos

(=) ch(V(N) = Y (=1)* T ey gehP(u,r)",

(u,T)er
com
4
2? = dim Ext? c(V(An),V(u,r)) =dimHomy(( @ A" Vi) @ V(A),V(p)),
i=1
r= (7’17..- ’7‘5)7 n = (nl’... ,ng) e j =degr — degn.

Demonstra¢ao. Vimos acima que A(t)E(—t) = Id. Consequentemente,

ST P ) V(8)] ()T AR = Sy om)
(p,7)er

para todos (v, s), (\,n) € T'. Multiplicando ambos os lados por (—t)"™chV (v) e tomando
a soma sobre todos (v, s) € T', obtemos

D (=)™ hV (V) dus)om) =
(v,8)el’
ST (-1l P(u.r)": V(v,s)] chV(v) 5, (3.6.4)
(w,T)er (v,8)eTl
ou seja,
(~t)%hV(N) = 3 (~1)ED AT geh Py, 7).
(p,7)erl

]

Encerramos a secao com um exemplo de como usar a formula do teorema anterior
para calcular gchP(\, 7)L.

Clt1,- ,te]

Exemplo 3.6.6. Suponha que g é do tipo As e que a = g ® (o= ok Note que
b =4y

a™gKx @§:1Vjv com V; sendo a representacao adjunta de g para todo j = 1,--- £,

Tome I' = {(2w1,0), (wa, €1),--- , (w2, &) }. E claro que esse conjunto & finito e convexo.

Usando a féormula do teorema anterior com A = 2wy, obtemos
¢
ch(V(2wy)) = CQW1 0 gch(P(2wy, 0) Z ff;leo gchP(wy, e;)"

7j=1
l

— gch(P(2wy,0)") = ch(V (2wy)) + Z gch(P (w2, €;)h).
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Além disso, para cada i € {1,--- ,(},

L
(—)® ch(V(wp)) = 525 sch(P(2w1,0)") — Z cirel sch(P(wn. €))")
j

= tich(V(wg)) = gch(P(wy, €)").

Consequentemente,

gch(P (2w, 0)") = ch(V(2w)) + th ch(V (ws

&
3.7 Relagoes para médulos projetivos truncados.
Seja ¥ C wt(V) satisfazendo (3.6.1) e, além disso, suponha
VNPT =0 e &+a; ¢V paratodos £ewt(V)NPtiel (3.7.1)

Exemplo 3.7.1. Seja V' a representacao adjunta de g e, portanto, wt(V) = RU {0}.
Dados u € P\ {0}, considere

U(u) ={a € R (a,u) = min(5, p)} € —R"

Foi mostrado em [10, Lema 2.3| que W(u) satisfaz (3.6.1) e, além disso, claramente
satisfaz (3.7.1). A relevancia dos conjuntos do tipo ¥ (u) sera explicada nas conclusoes
finais desta segdo (veja também [11, Section 3.6]). ©

Dado A € PT,r € Z' ,r € Z,, defina

oA r) ={(n,8) € A (A7) Sw (1, 8)}
e Tu(\r)={(ns) €A| (A7) <w (1)}

Daqui em diante, fixe (A\,7) € A e I' = Ty (\,7),I = [y (), deg(r)).
Lema 3.7.2. Seja (u,s) €I

(a) T é finito e convexo com respeito a <y. Em particular, P(u,s)t € G[I'] e sua
dimensao ¢ finita.

(b) Se (u,s’) €T, entao deg(s’) = deg(s).

(c) Se (v,s') € I' & tal que (u,s) <y (v,8'), entdo (v,8 —s) € I'y(u,0).
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Demonstracao. Pela construgao de I'" o temos sendo convexo e, também, que P(u, s)
cobre I'. Segue do Lema 3.4.3 que P(u,s)' € G[I']. Como (\,7) <y (v,t) implica
que A — v € wt(V') e A — v pertence ao gerado linear dos pesos fundamentais, obtemos
que T' ¢é finito, o que prova (b). Como (u,deg(s)), (u,deg(s’)) € T, segue de [11,
Proposicao 2.2(iii)] que deg(s’) = deg(s) e isso prova (c) (de fato, [11, Proposi¢ao
2.2(iii)| é exatamente o item (c) no caso £ = 1). O

Nesse momento estamos prontos para provar o seguinte anélogo de [11, Teorema
1].

Teorema 3.7.3. Para todo (u,s8) € T' o modulo P(u,s)t ¢ isomorfo ao a-modulo
M (p, s) gerado por um elemento w de grau s satisfazendo as relagoes

tw =0, hw = p(h)w e (x;i)“(h")*lw =0, para todos hehiel,

e aw=0, para todo  z €V, com  £ewt(V)\ W

n

Demonstragao. Seja v um gerador de P(u, s), como na Proposi¢ao 3.3.2(b), e continu-
emos denotando por v sua imagem em P(u, s)'', que é nao nula pois (u, s) € I'. Vamos
primeiramente mostrar que v satisfaz as relagoes acima dadas para w.

De fato, é evidente que satisfaz as da primeira linha. Suponhamos que existe
Eewt(V)\Vex e Vg tais que zv # 0 e escolhamos £ maximal (com respeito & ordem
parcial usual em P) satisfazendo essa propriedade. A primeira propriedade em (3.7.1)
e a maximalidade de £ implicam £ € PT. A segunda propriedade em (3.7.1) implica
ntav = 0. De fato, dado i € I, temos

xfav =[x

(&7

+

(o7}

zlv € Veyq,.

Como & + a; ¢ V¥ por (3.7.1), a maximalidade de § implica [z, z]Jv = 0. Entao,
p+& € Pt e, como P(u,s)t € G[T], segue (u+&,s+e;) €le (u,8) <y (u+&, 5+e;).
Pelo Lema 3.7.2, temos (u+¢&,e;) € 'y (1, 0), ou seja, (u,0) Sy (1 +&,e;). Logo, pela
definicao de <y em (3.6.3), temos £ € Z,V e & =), myv,comv € ¥V, m, € Z; e
>, m, = deg(e;) = 1. Isso implica £ € ¥, produzindo a contradicao desejada.

A partir de sua definigao, é claro que M(p,s) € G. Além disso, pelo paragrafo
anterior, temos uma sequéncia exata curta 0 — K — M (u,s) — P(u, s)' — 0. Como
P(u, s)'' é projetivo em G[I'], é suficiente mostrar que essa é uma sequéncia exata em
gl (i.e., que M(u,s) € G[I']) e que M(u,s) é indecomponivel. Segue da defini¢ao
de M(u,s) que V(u,s) é seu tnico quociente irredutivel. Em particular, M(u,s) é
indecomponivel e resta mostrar que M (u,s) € G[I']. Como T7¢M(p,0) é obviamente
isomorfo a M(p, s), a ultima parte do Lema 3.7.2 implica que é suficiente mostrar que
M(1,0) € G[T'y(p,0)]. Desse modo, para o restante da prova, suponha I' = T'(u, 0) e,
para simplificar a notagao, escreva M = M (u,0). Desse modo, mostraremos:

(M :V(v, k)] #0 somente se (1,0) <y (v, k). (3.7.2)
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Escolha uma base de a consistindo de uma base de Chevalley para g e bases para os
espagos de peso de V;,j = 1,..., (. Defina U(¥) sendo o conjunto de PBW-monomios
(com respeito a alguma ordem) formado por elementos de @&,y V,, que estdo nessa base.
Uma aplicacao rotineira do Teorema de PBW implica

M = Un™)U(T)w. (3.7.3)
Isso, juntamente com o Lema 1.2.8, claramente implica (3.7.2). ]

O corolério a seguir ¢ consequéncia imediata desse Teorema e do Lema 3.7.2(c).

Corolario 3.7.4. Sejam (i, 8), (v, 8') € T tais que (u, s) <y (v, s'). Entao,
gchP(v, S’)F = tsgchP(y, s — S)Fw(uao). 0

Aplicando esse corolario ao Teorema 3.6.5, concluimos:

Corolario 3.7.5. Para todo A € P* tal que (\,0) € T, temos

ch(V(N) = Y (~1)tm Cﬁig echP(p1, 0) ¢ (0),
(M,T)GF D

Utilizando esse segundo corolario, o Exemplo 3.6.6 pode ser revisitado da seguinte
maneira:

Exemplo 3.7.6. Suponha ¥ = —R" e note que W satisfaz todas as hipoteses reque-
ridas, i.e. (3.6.1) e (3.7.1). Além disso, I' do Exemplo 3.6.6 ¢ igual a I'y(2wq,0).
Portanto,

¢
geh(P(2w1,0)") = ch(V(2w1)) + > geh(P(ws, e))").
j=1
Por outro lado, usando o Corolério 3.7.4,
gch(P(wy, e;)") = tjgch(P(wy, O)F‘P(W’O)).
Porém, 'y (w2, 0) = {(w2,0)}. Assim, pelo Corolario 3.7.5,
gch(P(wy, 0)7¥ 200 — ch(V (wy)).

Consequentemente,

Y4
gch(P(wy, €;)7) = ch(V (2w1)) + th ch(V (w,)).
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O teorema anterior nos diz que os modulos P(p, 8)' podem ser vistos como gene-
ralizacoes dos médulos de Kirillov-Reshetikhin no seguinte sentido. Considere o caso
particular em que ¢/ = 1 e V é a representacao adjunta de g. Neste caso temos um
isomorfismo de algebras de Lie

a = glt]/(g ® t*C[t]).

Motivados por contextos fisicos, Kirillov e Reshetikhin [39] conjecturaram a exis-
téncia de certas representacoes simples do grupo quantico associado a algebra de Kac-
Moody afim g e que o caracter de seus produtos tensoriais deveriam satisfazer uma certa
formula fermionica. Esses moédulos passaram entao a ser conhecidos como moédulos
de Kirillov-Reshetikhin. Posteriormente foi descoberto que eles nada mais eram que
as afinizagbes minimais (no sentido definido por Chari em [19]|) das representacoes
irredutiveis do grupo quantico associado a g no caso do peso méximo ser um multiplo
de um peso fundamental.

Para g de tipo classico ou de tipo Gg, é conhecido que o limite classico “trans-
ladado” dos modulos de Kirillov-Reshetikhin sdo modulos para a algebra a (veja [43]
e referéncias 14 citadas). Este fato também é verdade para todas as afiniza¢oes mini-
mais quando g é de tipo classico e para varios casos particulares no caso das algebras
excepcionais.

Em [15, 16] foi mostrado que o carécter dos moédulos de Kirillov-Reshetikhin (para
g de tipo classico ou Gs) podem ser calculados trabalhando-se no contexto da categoria
Gll'] com " = T'y(mw;, 0) e ¥ = ¥(w;), com mw; o peso maximal do modulo de Kirillov-
Reshetikhin em questao. O método, em particular, acabava por dar uma apresentagao
do limite classico dos modulos de Kirillov-Reshetikhin em termos de geradores e rela-
coes. Essas relacoes sao exatamente as descritas no Teorema 3.7.3. Por isso dizemos
que os modulos P(\,7)!" podem ser vistos como generalizagoes dos (limites classicos
dos) modulos de Kirillov-Reshetikhin.

O método de [15, 16] produz formulas bastante explicitas para os caracteres gradu-
ados dos modulos P(mw;, r)F, ao contrario da formula dada pelo Teorema 3.6.5. Porém,
esse método se torna impraticavel quando ¢ > 1 e, por isso, obtivemos a formula do
Teorema 3.6.5. No caso ¢ = 1, algumas formulas como as de [15, 16| para afinizacoes
minimais que nao sao modulos de Kirillov-Reshetikhin foram obtidas em [43, 44].
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Perspectivas futuras.

A continuagao natural do assunto tratado no Capitulo 2 é a generalizagao para o con-
texto das hiperalgebras (torcidas e ndo torcidas) em caracteristica positiva dos varios
resultados obtidos recentemente em caracteristica zero, onde a linguagem de hiperélge-
bras se reduz a de algebras de Lie. Dentre alguns desses resultados estao a Teoria de
Modulos de Weyl Globais [7, 29|, a Teoria de Modulos de Demazure |26, 27, 28| etc.
Sob essa perspectiva, um caminho a ser trilhado pode ser:

e Estabelecimento do conceito de modulo de Weyl global para hiperalgebras de
lacos torcidas e nao torcidas e investigar relacoes entre estes;

e Adequacao das ideias da teoria de moédulos de Demazure para o contexto de
hiperalgebras de lacos;

e Desenvolvimento de uma linguagem categoérica e homoldgica para hiperalgebras
de lacos nao torcidas e uma andlise desta linguagem restrita as hiperalgebras de
lacos torcidas;

e Inicio do desenvolvimento de teorias de peso méaximo para algebras de funcoes
equivariantes.

No que tange ao Capitulo 3, muitas frentes podem ser tomadas. Por exemplo:

e Investigar sobre possiveis melhoras das condigoes impostas ao longo das Secoes
3.5, 3.6 e 3.7;

e Explorar resultados relacionados com Koszulidade tal como [12, Teoremas 1.6 e
5.6];

e Identificar possiveis conexoes com modulos de Demazure para uma categoria de
a-mo6dulos mais abrangente do que o caso em que a = g X V', com V sendo a
representacao adjunta de g (cf. [14, 27, 28]);

e Analisar o caso em que a Zﬁ—graduagéo é substituida por uma Z‘-graduacio.
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Apéndice.

Apresentaremos a seguir rudimentos de outras teorias que foram utilizados para desen-
volver essa tese. Os assuntos serao divididos por se¢oes que nao visam cobrir os pontos
mais importantes de suas respectivas teorias, mas tao somente os pontos que foram
utilizados.

A.1 Mobdulos sobre uma algebra de Lie.

Nesta secao vamos rever rapidamente o conceito de g-modulo e algumas nomenclaturas.

Definicao A.1.1. Seja g uma &lgebra de Lie arbitraria. Um g-mo6dulo é um espaco
vetorial V' munido de uma operagao (ou acao) - : g x V' — V| para a qual escrevemos
(z,v) — x - v, tal que

(i) (ax+by) -v=al(x-v)+bly-v),

(i) z-(av+bw) =a(x-v)+blx-w)e

(ili) [z, y]-v=2-(y-v)—y-(z-v)

para todos a,b e F, x,y c gev,w e V.

Naturalmente, dados dois g-mddulos V' e W, uma transformacao linear f : V —
W é um homomorfismo de g-modulos se f(xv) = zf(v) para todos x € gev € V.

Exemplo A.1.2. A algebra de Lie g € um g-moédulo com acao dada pelo seu colchete,
Le., (xvy)ny: [ZL‘,y] ©

Os conceitos de g-modulo e representacao de g sao equivalentes. De fato, se
p:g— gl(V) é uma representacdo de V', entdo V se torna um g-méodulo com a acdo
definida por z - v = p(x)v para todo x € g e v € V. Reciprocamente, se V é um
g-modulo, entdo p : g — gl(V) definida por p(x)(v) = = - v é uma representagao de g
em V. Usaremos mais a linguagem de g-mo6dulos por simplicidade.
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Definicao A.1.3. Um g-submddulo de V' é um subespaco S de V tal que g5 C S, em
outras palavras, S é invariante sob a acao de g. Um submddulo préprio de V é um
submoédulo distinto de V. Um g-moédulo V' é chamado de:

e irredutivel (ou simples), se nao possui submo6dulo proprio diferente de {0};

e indecomponivel, se nao se escreve como soma direta de dois submoédulos préprios
nao nulos;

e completamente redutivel, se pode ser escrito como soma direta de submodulos
irredutiveis.

A.2 A Algebra universal envelopante.

Seja a uma &lgebra de Lie sobre um corpo F. Frequentemente é conveniente trabalhar
com a chamada algebra universal envelopante U(a) de a. Essas algebras constituem
uma ferramenta essencial na construcao e estudo de representacoes. Veremos que a
algebra universal envelopante ¢ uma algebra associativa com unidade e é gerada por a.
Se a # 0, entdo U(a) possui dimensao infinita e, se a é ndo abeliana, entdo U(a) é nao
comutativa.

Dado um espago vetorial V' sobre F, considere a algebra tensorial T'(V') de V| isto
é, a F-algebra associativa (com 1) cujo espago vetorial subjacente ¢ T'(V) = @0V ¥,
com a multiplicacao determinada por

V®k®v®l N V®(k+l)
(M®..0U)Q (W R..0w) —r M.V QW Q... Q0w

para todos 11 ® ... @ v, € VO e w; ® ... @w; € VO, Lembre-se que, se X é uma base
de V, entao T(V') é isomorfa & algebra associativa livre sobre X.

Definicao A.2.1. Dada uma élgebra de Lie a, define-se a dlgebra universal envelopante
de a, e denota-se por U(a), como o quociente da algebra tensorial T'(g) pelo ideal
bilateral gerado por

{[E@y—y@l’— [$7y] |ZL’,y € a}'

Usualmente o simbolo ® é omitido dentro de U(a) e assim o faremos aqui.
Exemplo A.2.2. Seja a uma algebra de Lie abeliana. Entao, U(a) = S(a) — a algebra

simétrica de a. o

Considere i : a — U(a) sendo a fungao linear dada pela composi¢ao das aplicagoes
canbdnicas
a—T(a) = Ula).
Observe que i([z,y]) = i(x)i(y) — i(y)i(z), i.e., i € um homomorfismo de 4lgebras de
Lie.
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Proposicao A.2.3. O par (U(a),i) satisfaz a seguinte propriedade universal: dada
uma [F-algebra associativa A e um homomorfismo de &lgebras de Lie ¢ : a — A, existe
um unico homomorfismo de dlgebras associativas ¢ : U(a) — A tal que ¢ o i = ¢.

a—">Ula)

Além disso, o par (U(a),4) é tnico, a menos de isomorfismo. O

Um fato importante na teoria de representacoes de algebras de Lie é que estudar
representacoes de a é equivalente a estudar representacoes da algebra associativa U(a),
pois dada uma representagao p : U(a) — gl(V'), obtém-se uma representacao p' : a —
gl(V') definindo p' = p o, e, reciprocamente, dada uma representacao ¢' : a — gl(V),
devido a propriedade universal, obtém-se uma representacao p : U(a) — gl(V) tal que
p o1 = p. Em linguagem de categorias, temos:

Corolario A.2.4. A categoria de g-m6dulos é equivalente a categoria de U(g)-modulos.

A seguir temos o resultado central para as dlgebras universais envelopantes:

Teorema A.2.5 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Seja a uma éalgebra de Lie sobre F e {z; |
j € J} uma F-base ordenada por uma ordem em J. Entao, os elementos

k1 ko km

Uph N
comm € Z>o,5; € J,j1 < ... < Jm e k; € Loy parai = 1,...,m, formam uma F-base
de U(a). O

Essa base dada no teorema é chamada de base de Poincaré-Birkhoff- Witt, ou,
simplesmente, PBW-base.

Corolario A.2.6.

1. A funcdo i : a — U(a) é injetiva.

2. Se a; e ay sao subalgebras de a tais que a = a; @ a, como espacos vetoriais, entao a
multiplicagao induz um isomorfismo de espagos vetoriais de U(a) — U(a;)®QU (az).
Em particular, se h é uma subalgebra de a, entao U(h) — Ul(a).

m

Dada uma base ordenada x1, - - - , x,, de a, diz-se que um elemento de U(a) escrito
como

(1) ()

estd escrito em uma PBW-ordem, ou simplesmente, que ¢ um PBW-mondmio.
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A.3 Algebras de Hopf.

Essa secdo se destina a uma introducdo dos conceitos basicos da Teoria de Algebras de
Hopf.

Seja IF um corpo arbitrario.

Definicao A.3.1. Uma F-dlgebra associativa com unidade é um F-espaco vetorial A
munido de duas aplicacdes lineares u : F — A e y: A®Qp A — A, chamadas respectiva-
mente de unidade e multiplicacao, tais que os seguintes diagramas comutam:

Ar A
id®ul lu F ®p A m A @ F
Awed o4 A

A

sendo o isomorfismo ~: A®rF — A dado por a®A — Aa e o isomorfismo ~: ForA — A
dado por A ® a — Aa para todos A € F e a € A. Adicionalmente, A é uma F-dlgebra
comutativa se o diagrama

Axp A Axp A

N

A

comutar ao tomarmos F como a func¢do definida por F(a ® ') = @’ ® a para todos
a,a’ € A.

Observacdo A.3.2. A hipotese de que F é um corpo nio é essencial. E possivel
reescrever grande parte dos resultados supondo que F é um anel com unidade.

Definicao A.3.3. Sejam A e B duas F-algebras. Uma fungao F-linear ¢ : A — B é
chamada de homomorfismo de F-dlgebras, se os seguintes diagramas comutam:

A®]FALW>B®]FB A

A B

Exemplo A.3.4.

1. Seja V um F-espago vetorial. Entao, o F-espago vetorial Endg(V) possui uma
estrutura de F-algebra, com p sendo a composicao de aplicacoes lineares, e u :
F — Endp(V) é dada por u(A\) = A.idy para todo A\ € F.
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2. Sejam (A, pa,uq) e (B, up,up) F-algebras. O F-espacgo vetorial A®p B é também
uma F-algebra com multiplicac¢do e unidades dadas por u((a ® b) ® (¢’ ®V')) =
pala®a)@up(b®b'), para todos a,a’ € Ae b, b’ € B, e u(\) = ua(A) ®ugp(l) =
ua(l) ® ug(A), para todo A € F. o

Definicao A.3.5. Uma codlgebra é um F-espaco vetorial C' munido de duas aplicacoes
lineares A : C — C ® C e ¢ : C' = F, chamadas respectivamente de comultiplicacao e
codlgebra, satisfazendo os seguintes diagramas comutativos

CerC

CopCopC E8L 0opC y w*

id®AT TA F ®p C A C®rF
C®rC <T C

com ~: ' > FepC dadoporc— 1®ce ~y: C = C®pF dado porc — c® 1
para todo ¢ € C. A comutatividade do primeiro diagrama é usualmente chamada de
coassociativade da codlgebra. A coalgebra C' é chamada de cocomutativa se o diagrama

C @p C 4 C @ C

A

C

comutar. Essa comutatividade é chamada de cocomutatividade da codlgebra.

Exemplo A.3.6.

1. O corpo F possui uma estrutura de codlgebra com ep(A\) =X e Ap(A\) =A®1 =
1 ® A para todo A € .

2. Sejam C' e D duas F-coélgebras. Entao, C' ®p D também o é com A = (idc ®
Fep ®idp)o (Ac® Ap) e e =ec ®ep, com Fop(c®d) = (d® c) para todos
ceCedeD. o

Definicao A.3.7. Sejam C' e D duas F-coalgebras. Uma transformacao F-linear
¢ : C — D é chamada de homomorfismo de codlgebras se torna o seguinte diagrama
comutativo

C ‘ D C d D
Aci lAD X /3

Proposicao A.3.8. Sejam (B, u,u) uma F-algebra e (B,A,¢) uma coélgebra. Sao
equivalentes:
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1. u e u sao homomorfismos de codlgebras;
2. A e £ sao homomorfismos de algebras. O]

Definicao A.3.9. Uma bidlgebra é um F-espaco vetorial B munido de uma estru-
tura de F-algebra (B, p,u) e de uma estrutura de coélgebra (B, A, ¢) satisfazendo uma
das condi¢oes (e, portanto, ambas) da Proposicao A.3.8. Um fungao F-linear é um
homomorfismo de bidlgebras se for simultaneamente um homomorfismo de algebras e
codlgebras.

Uma funcao linear S : H — H é chamada de antipoda se o diagrama

HeoH 224 geoH HeoH %% HeH

A] l AT l
H s H H s H
comutar.

Definicao A.3.10. Uma dlgebra de Hopf H é uma bialgebra que admite uma antipoda.
O nucleo da counidade € de uma algebra de Hopf H é chamado de ideal de aumentagao
de H e denotado por H°. Um ideal de Hopf I é um ideal para a estrutura de FF-
algebra que esta contido no nicleo da counidade, é invariante pela antipoda e satisfaz
ANCI®H+H®I.

Observacao A.3.11. Um antipoda pode nao existir, mas é tinica quando existe.

Exemplo A.3.12. Seja g uma algebra de Lie e U(g) sua algebra universal envelopante.
Entao, existem tinicos homomorfismos de algebras associativas

e:Ulg) »F, A:U(g)»U(g)@U(g) e S:U(g) = Ulg)
definidos por
e(r)=0, Sx)=-2 e A(x)=2®1+1®x paratodo z € g.
Isso torna U(g) uma &algebra de Hopf (cocomutativa). o

Passaremos agora ao conceito de representacao de algebras.

Definicao A.3.13. Seja V um F-espaco vetorial e A uma F-algebra. Uma representa-
¢ao (a esquerda) de A & um homomorfismo de F-algebras A — Endp(V).

Usualmente diz-se que V' é um A-modulo, se existe uma representacao p : A —
Endp(V'), omitindo propriamente o simbolo p. A estrutura de coalgebra e a antipoda
desempenham papéis fundamentais que enriquecem a teoria de representacoes de alge-
bras de Hopf.
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A.4 Extensoes.

Neste apéndice relembramos alguns fatos sobre calculos de extensoes em uma categoria
C de moédulos sobre uma &lgebra associativa com unidade sobre um corpo K.

Lembre que, dada uma sequéncia exata curta
0—-A—-B—->C—=0

de objetos de C, a sequéncia exata longa associada pelo funtor Home(—, M) é dada por

0 — Hom¢(C, M) — Home (B, M) — Home(A, M) —
— Exte(C, M) — Exte(B, M) — Exte(A, M) — -+ (A.4.1)

com a sequéncia continuando com Ext etc.

A seguir listamos alguns fatos utilizados para o cilculo de extensoes no Capitulo
3.

Lema A.4.1.

(a) Se P ¢ projetivo em C, entdo Ext}(P, M) =0 para j >0e M € C.
(b) Suponha Ext}(P, M) = 0 para todo M € C. Entdo P ¢é projetivo em C.

(¢) Suponha que todo objeto de C possua composi¢ao em série e Exté(R S) = 0 para
todo objeto simples S € C. Entdo, para todo M € C, tem-se Ext;(P, M) = 0 e,
portanto, P é projetivo em C.

(d) Se --+ = P, — -+ = B — A — 0 & uma resolugao projetiva de A, entdo
Ext}(A, B) ¢ a j-ésima homologia do complexo

0 — Home(Fy, B) — Home (P, B) — - -
]

Dado um complexo finito 0 — V,, — -+ — Vj — 0 de K-espacos vetoriais, sua
caracteristica de Euler é definida por

n

> (1) dim V;.

J=0

Lema A.4.2. Se 0 — V, — --- — Vj — 0 é exata, entao sua caracteristica de Euler é
Zero.
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O
Suponha agora que M € C satisfaca:
paratodo N €C existen >0 tal que BExti(N,M)=0 sej>n. (A.42)
Podemos entao definir uma funcao ¥,; nos objetos de C dada por
Uy (N) =) (~1) dimExt/ (N, M).
Jj=0

Proposicao A.4.3. Se 0 > A — B — (' — 0 é uma sequéncia exata de objetos de C,

Demonstracao. Considere a sequéncia longa associada (A.4.1) que é uma sequéncia
exata de K-espacos vetoriais. Esta sequéncia é finita devido a (A.4.2) e, pelo Lema
A.4.2, sua caracteristica de Euler é zero. Por outro lado, é facil ver que sua caracteristica
de Euler é exatamente Wy (A) — Uy (B) + Wy (C). O

Corolario A.4.4. Se N € C tem comprimento finito, entao
Uy(N)= > [N:S]¥y(S),
SeC simples

com [N : S] sendo a multiplicidade de S numa série de composigao de N.

Demonstracao. Basta proceder por inducao no comprimento de N usando a proposicao
anterior. []

A.5 Formulas binomiais.

Dada uma algebra comutativa finitamente gerada 4 sobre um corpo de caracteristica
zero, o objetivo dessa secao é obter as formulas

NG
(Z%) = > (@)™ (@)™, (A5.1)

(nl,‘..,nr)EZ’Z"O
ni+---ny=n

para ay,...,a, € Aene€Zt e

<a1 nt,aQ) - g (Cbgl) (mai z)’ (A.5.2)

para aj,as € Aem e Z".

A prova dessas formulas para A = Z* requer apenas um argumento combinatorial
indutivo sobre n e m e omitiremos os detalhes. J4 a prova para A sendo uma algebra
comutativa finitamente gerada sobre um corpo de caracteristica zero requer um cuidado
especial.
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Lema A.5.1. Seja P(zy,--- ,x,) € K[zy, -+, x,] tal que P(ky,--- , k,) = 0 para todos
ki,--- .k, € ZT, entao P = 0.

Demonstracao. Procederemos por inducao sobre n. O cason = 1 é 6bvio. No caso geral,
considere P(xy,- -+ ,x,) como um polinébmio em z,, com coeficientes em P|xy, -, T, 1],
de modo que

P(x17"' 7xn) = ZPI($17 7$n—1)x;'

Fixando xy, -+ ,x,_1 e variando z, concluimos que cada polinémio Pj(x1,- -, 2, 1)
satisfaz P;(ky, - ,k,—1) = 0 para todos ki, --k,_1 € ZT e o resultado segue pela
hipotese de inducao. O]

Agora estamos pronto para provar as identidades acima. Considerando os polino-

mios "
Ao = () = T e
Jj=1 (n1,e.mr) €L,
ni+--nyr=n
[§]

ron = (") -2 () ()

segue do comentario acima do Lema A.5.1 que Py (ky,--- ,k.) =0 e Py(ky, ko) = 0 para
todos ki, kg, -+ k. € Z*. Logo, pelo Lema A5.1, P, =0 em Q[xy, -+ ,2,] e P, =0
em Q[zy,z5]. O resultado agora é facilmente deduzido considerando as Q-subalgebras
de A geradas pelos elementos a;’s.

A.6 Algebra de Heisenberg 3-dimensional.

Uma 4algebra de Heisenberg 3-dimensional $ é uma algebra de Lie gerada por elementos
z,y e z tais que [z,y] = z e [z,2] = [z,y] = 0 (i.e., z é central). Mostraremos a seguir
que temos uma espécie de formula binomial ndo comutativa em U($)) dada por

k

(z+y)™ = Z (—z/2)0"2") Z:L‘(T)y(k_T). (A.6.1)

0<k<n r=0
nEzk’

De fato, dada uma algebra associativa A sobre um corpo de caracteristica zero e
elementos z,y € A, existe uma fé6rmula combinatorial devida a Zassenhaus dada por

Haty) gt oty o= Sl 5 Clulegl o) 3 (e wholal+3]lz.g) @l yl+3lllaalvl)

Y
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a qual no caso da algebra de Heinsenberg se reduz a

TR 8 ) (A.6.2)

6(
com o lado esquerdo sendo a funcao geradora para (z + y)" e o lado direito os termos
da forma f(n,m,p)A"B™C?. Assim, (A.6.1) é obtida igualando-se os coeficientes de ¢"
em ambos os lados de (A.6.2).

A.7 Dominios de valoracao discreta.

Os dominios de valoracao discreta possuem uma rica estrutura algébrica e topologica
que, dentre muitas aplicacoes, viabiliza o estudo de corpos algebricamentes fechados de
caracteristica positiva. A referéncia classica para esse assunto ¢ [53] e uma referéncia
mais abrangente e completa é [23].

Definicao A.7.1. Um dominio de valoracao discreta é um dominio local de ideais
principais.

Os exemplos fundamentais de dominios de valoragao discreta sao:

Exemplo A.7.2.

1. O anel de séries de poténcias formais K[[t]] em uma variavel ¢ sobre um corpo K,
cujo ideal maximal é o ideal gerado por ¢ e a valoracao associa a cada série de
poténcias o indice do primeiro coeficiente nao nulo da série.

2. A localizacao Z,) de Z no ideal primo gerado por p ¢ um dominio de valoracao
discreta com ideal maximal dado pela extensao do ideal gerado por p em Z via o
homomorfismo natural Z — Z,). o

Fixemos, entao, A um anel local com ideal maximal m e corpo de residuos K e
f € Alz] um polindmio ménico de grau n. O quociente % ¢ uma A-modulo livre com
base {1,z,--- 2" 1}.

Proposi¢ao A.7.3. [53, Prop. 17, Cap. 1] Seja f(z) = 2" + a;z" ! + - - + a,, tal que

a; Eme a; ¢ m?. Entdo, % ¢ um dominio de valoracao discreta com ideal maximal
gerado pela imagem de x e possui corpo de residuos K. O

Observacao A.7.4. Um polinémio na forma dada acima é chamado de polinémio de
Eisenstein.

O lema a seguir trata do levantamento de fatoracao de polindmios em K para A.

Proposigao A.7.5. [Lema de Hensel| Suponha que f(z) € Alx] seja um polindomio
monico e f(z) € K[z] sua reducdo médulo m. Se f = ¢'h’, com ¢, h' € K[x] ménicos e
relativamente primos, entdo existem g, h € A[x] ambos monicos e relativamente primos
tais que f=gheg=¢ eh=H. ]
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Definicao A.7.6. Um anel Henseliano é um anel local no qual vale o Lema de Hensel.
O proximo teorema nos mostra que corpos algebricamente fechados de caracteris-
tica positiva podem ser diretamente relacionados com dominios de valoracao discreta.

Teorema A.7.7. |23, Teorema 12.4.1] Seja F um corpo perfeito de caracteristica p.

Entdo, existe um dominio de valoragao discreta completo W (F) com corpo de residuos

[F e corpo de fragoes de caracteristica zero. O anel W(IF) é chamado de anel de vetores

de Witt. O]
O resultado a seguir foi provado em [23, Cor. 18.3.2, Ex. 18.3.4(3)].

Proposigao A.7.8. O anel de vetores de Witt W (F) ¢ Henseliano. O

A.8 Minidicionario para categorias.

Vamos aqui coletar os conceitos utilizados ao longo do capitulo 3.

Moédulo projetivo: um modulo P é dito projetivo se satisfaz a seguinte condicao: se
f: X — Y é&um epimorfismo de médulos e existe um homomorfismo g : P — Y, entao
existe um homomorfismo h : P — X tal que foh =g.

X?YHO

Equivalentemente, P é projetivo se o funtor Hom(P, —) é exato.

Observe que nao estamos dizendo que o homomorfismo de levantamento h é Ginico, isso
nao é uma propriedade universal.

Resolucao projetiva: dado um modulo M, uma resolucao projetiva de M é uma
sequéncia exata de modulos

Py =P == F—=M-=0,
com cada P; sendo projetivo.
Cobertura projetiva: um modulo P é dito ser uma cobertura projetiva de X se
P ¢ um modulo projetivo e existe um epimorfismo p : P — X tal que kerp ¢ um

submoédulo supérfluo de P, i.e., se um submoédulo S é tal que kerp + .S = P, entao
S = P. Equivalentemente, P é uma cobertura projetiva de X se P é projetivo e, dado
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outro moédulo projetivo P’ e epimorfismos p : P — X e g : P/ — X, entdo existe um
epimorfismo h : P' — P tal que poh = g.

Suficientes Projetivos: Diz-se que uma categoria abeliana C possui suficientes pro-
jetivos se, para todo objeto A de C, existe um objeto projetivo P de C e uma sequéncia
exata P — A — 0.

Sejam C uma categoria abeliana e C' uma sua subcategoria.

Subcategoria plena: C’' é chamada de subcategoria plena se possui todos os morfismos
entre seus objetos.

Subcategoria de Serre: C’ é chamada de subcategoria de Serre de C se, para toda
sequéncia exata curta em C

0> M —>M-— M —0,

temos que M pertence a C' se, e somente se, M’ e M" pertencem a C'.

Sejam C e D duas categorias abelianas e F' : C — D um funtor. Entao, F' ¢ dito
ser

Pleno se a funcao induzida

Fxy : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) (A.8.1)

é sobrejetiva para todo par de objetos X,Y € C.

Fiel se a funcdo induzida (A.8.1) é injetiva para todo par de objetos X,Y € C.

Essencialmente sobrejetivo se cada objeto de D é isomorfo a um objeto da forma
F(C) para algum objeto C' € C.
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Exato se preserva sequéncias exatas, i.e.,se
0—A—-B—->C—=0

é exata em C, entao

0— F(A) - F(B)— F(C)—0

é exata em D.

113



114



Referéncias Bibliograficas

|1] H. Bass, Algebraic K-Theory, W.A. Benjamin (1968).

[2] J. Beck e H. Nakajima, Crystal bases and two-sided cells of quantum affine algebras,
Duke Math. J. 123 (2004), 335-402.

|3] A. Bianchi e A. Moura, Finite-dimensional representations of hyper loop algebras,
preprint.

[4] A. Bianchi, V. Chari, G. Fourier e A. Moura, Multivariable Kirillov-Reshetikhin
modules, preprint.

[5] R. Carter, Lie algebras of finite and affine type, Cambridge Stud. in Adv. Math.
96, (2005).

|6] V. Chari, Integrable representations of affine Lie algebras, Invent. Math 85 (1986),
no. 2, 317-335.

|7| V. Chari, G. Fourier e T. Khandai, A categorical approach to Weyl modules, Trans-
form. Groups 15 (2010), no. 3, 517-549.

[8] V. Chari, G. Fourier e P. Senesi, Weyl Modules for the twisted loop algebras, J.
Algebra 319 (2008), no. 12, 5016-5038.

[9] V. Chari e J. Greenstein, Current algebras, highest weight categories and quivers,
Adv. in Math. 216 (2007), no. 2, 811-840.

[10] V. Chari e J. Greenstein, A family of Koszul algebras arising from finite-
dimensional representations of simple Lie algebras, Adv. in Math. 220 (2009),
no. 4, 1193-1221.

[11] V. Chari e J. Greenstein, Minimal affinizations as projective objects, J. Geom.
Phys. 61 (2011), no. 3, 594-609.

[12] V. Chari, A. Khare e T. Ridenour, Faces of polytopes and Koszul algebras, ar-
Xiv:1105.2840.

115



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]
22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

V. Chari e M. Kleber, Symmetric Functions and Representations of Quantum Af-
fine Algebras, Contemp. Math. 297 (2002), 27-45.

V. Chari e S. Loktev, Weyl, Demazure and fusion modules for the current algebra
of 51,11, Adv. in Math. 207 (2006), 928-960.

V. Chari e A. Moura, The restricted Kirillov-Reshetikhin modules for the current
and twisted current algebras, Comm. Math. Phys. 266 (2006), 431-454.

_, Kirillov-Reshetikhin modules associated to G, Contemp. Math. 442 (2007),
41-59.

____, Spectral characters of finite-dimensional representations of affine algebras,
J. Algebra 294 (2005), no. 1, 51-72.

V. Chari e A. Pressley, New unitary representations of loop groups, Math. Ann.
275 (1986), 87-104.

, Minimal affinizations of representations of quantum groups: the rank 2 case,
Publ. Res. Inst. Math. Sci. 31 (1995), no. 5, 873-911.

—, Weyl modules for classical and quantum affine algebras, Represent. Theory
5 (2001), 191-223.

C. Chevalley, Sur certain groupes simples, Tohoku Math J. 7 (1955), 14-66.

E. Cline, B. Parshall e L. Scott, Finite-dimensional algebras and highest weight
categories, J. Reine. Angew. Math. 391 (1988), 85-99.

I. Efrat, Valuation, Orderings, and Milnor K-Theory, Math. Surveys Monogr.,
AMS 124 (2006).

B. Feigin e S. Loktev, Multi-dimensional Weyl modules ans symmetric functions,
Comm. Math. Phys. 251 (2004), no 3, 427-445.

G. Fourier, T. Khandai, D. Kus e A. Savage, Local Weyl modules for equivariant
map algebras with free abelian group actions, arXiv:1103.5766.

G. Fourier e D. Kus, Demazure modules and Weyl modules: the twisted current
case, arXiv:1108.5960v1.

G. Fourier e P. Littelmann, Tensor product structure of affine Demazure modules
and limit constructions, Nagoya Math. J. 182 (2006), 171-198.

G. Fourier e P. Littelmann, Weyl modules, Demazure modules, KR-modules, crys-
tals, fusion products and limit constructions, Adv. in Math. 211 (2007), 566—593.

G. Fourier, N. Manning e P. Senesi , Global Weyl modules for the twisted loop
algebra, arXiv:1110.2752v2.

116



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

130]
[31]

32|

33|

[34]

35]
[36]

37]

38

[39]

[40]

[41]

42]

[43]

[44]

[45]

H. Garland, The arithmetic theory of loop algebras, J. Algebra 53 (1978), 480-551.

J. E. Humphreys, Introduction to Lie algebras and representation theory, Springer—
Verlag, GTM 9 (1970).

D. Jakeli¢ e A. Moura, Finite-dimensional representations of hyper loop algebras,
Pacific J. Math. 233 (2007), no. 2, 371-402.

D. Jakeli¢ e A. Moura, finite-dimensional representations of hyper loop algebras
over non-algebraically closed fields, Algebr. Represent. Theory 13 (2010), no. 3,
271-301.

J. Jantzen, Representations of algebraic groups, Pure and Applied Math., Academic
Press-Boston, 131 (1987)

V. Kac, Infinite dimensional Lie algebras, Cambridge University Press (1990).

M. Kashiwara, Crystal bases of modified quantized enveloping algebras, Duke Math.
J. 73 (1994), 383-413.

— ., On level zero representations of quantized affine algebras, Duke Math. J.
112 (2002), 117-195.

A. Khare e T. Ridenour, Faces of weight polytopes and and a generalization of a
Theorem of Vinberg, to appear in “Algebr. Represent. Theory”, arXiv:1005.1114.
DOI: 10.1007,/0468-010-9261-3

A. Kirillov e N. Reshetikhin, Representations of Yangians and multiplicities of
ocurrence of the irreducible components of the tensor product of simple Lie algebras,
J. Sov. Math. 52 (1981).

B. Kostant, Groups over Z, Algebraic Groups and Discontinuous Subgroups, Proc.
Symp. Pure Math. IX, Providence, AMS (1966).

O. Mathieu, On some modular representations of affine Kac-Moody algebras at the
critical level, Compos. Math. 102 (1996), no. 3, 305-312.

D. Mitzman, Integral bases for affine Lie algebras and their universal enveloping
algebras, Cont. Math. 40 (1983).

A. Moura, Restricted limits of minimal affinizations, Pacific J. Math. 244 (2010),
359-397.

A. Moura e F. Pereira, Graded limits of minimal affinizations and beyond: the
multiplicity free case for type Eg, Algebra Discrete Math. 12 (2011), no. 1, 69-115.

H. Nakajima, Quiver varieties and finite-dimensional representations of quantum
affine algebras, J. Amer. Math. Soc. 14 (2001), 145-238.

117



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

|46]

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]
[54]

[55]

[56]

—, Extremal weight modules of quantum affine algebras, Adv. Stud. Pure Math.
40 (2004), 343-369.

K. Naoi, Weyl modules, Demazure modules and finite crystals for non-simply laced
type, Adv. in Math. 229 (2012), no. 2, 875-934.

E. Neher e A. Savage, Eztensions and block decompositions for finite-dimensional
representations of equivariant map algebras, arXiv:1103.4367v1.

E. Neher, A. Savage e P. Senesi, Irreducible finite-dimensional representations of
equivariant map algebras, arXiv:0906.5189v3.

K. R. Parthasarathy, R. Ranga Rao e V. S. Varadarajan, Representations of com-
plex semi-simple Lie groups and Lie algebras, Ann. of Math. 85 (1967), 383—429.

S. Prevost, Vertex Algebras and Integral Bases for the Enveloping Algebras of Affine
Lie Algebras, Mem. Amer. Math Soc. 466 (1992).

P. Senesi, A block decomposition of finite-dimensional representations of twisted
loop algebras, Pacific J. Math. 244 (2010), no. 2, 335-357.

J.-P Serre, Local Fields, GTM 67 (1980).

J. Sullivan, Simply connected groups, the hyperalgebra and Verma’s conjecture,
Amer. J. Math. 100 (1978), 1015-1019.

J. Tits, Résumé de cours, Annuaire du Collége de France, 81e année (1980-1981),
75-86.

J. Tits, Uniqueness and presentation of Kac-Moody groups over fields, J. Algebra
105 (1987), no. 2 , 542-573.

118



Indice Remissivo

F-hiperalgebra, 39
(-peso
dominante, 48, 57
fundamental, 48, 57
algebra
de Hopf, 106
de Kac-Moody, 12
de lagos, 21
de lagos torcida, 26
homomorfismo, 104
universal envelopante, 102

suficientes projetivos, 112

automorfismo
de diagrama, 25

base

o-torcida, 32

de Chevalley de g7, 32
bialgebra, 106

caracter, 47
categoria

F(g), 76

g, 76

Gg[I], 82

gr; 78

gf; 78
coalgebra, 105

homomorfismo, 105
cobertura projetiva, 111
comultiplicacao, 105
conjunto convexo, 83

decomposicao padrao, 62

espaco
de peso, 18
de raiz, 14

espaco associado ao peso, 46

formula de caracter graduado, 92
forma integral, 38
funcao

deg, 73
de avaliacao, 45

funtor

ev, 77

evy, 77

evy, 77

S, 76

2, 80

2,80
essencialmente sobrejetivo, 112
exato, 113

fiel, 112

mudanca de grau, 77
pleno, 112

grupo de Weyl, 16

hiperalgebra de lacos

nao torcida, 39
torcida, 39

modulo

119

de Verma, 19

de (-peso, 49, 58

de (-peso méximo, 49, 58
de avaliacao, 50

de peso, 18, 46

de peso maximo, 18, 47
de peso minimo, 19, 47



INDICE REMISSIVO

de Weyl, 48, 50, 63 subcategoria
integravel, 20 de Serre, 112
projetivo, 111 plena, 112
matriz submodulo, 102
de Cartan generalizada, 9 indecomponivel, 102
de Cartan, 9 irredutivel, 102
de Cartan estendida, 23 proprio, 102
de tipo afim, 10 redutivel, 102
de tipo finito, 10
de tipo indefinido, 10 Teorema
decomponivel, 9 de Poincaré-Birkhoff-Witt, 103
indecomponivel, 9 vetor de /-peso, 49, 58

simetrizavel, 9
multiplicidade, 79
de um peso, 18
em uma série de composicao, 78

maximo, 49, 58
vetor de peso, 18, 46

maximo, 18, 47

minimo, 19, 47

ordem parcial
=, 80

PBW-base, 103
PBW-mono6mio, 103
PBW-ordem, 103
peso de um modulo, 18
pesos
dominantes, 14
fundamentais, 14
integrais, 14
reticulado de, 14
polindémios de Drinfeld, 57
polindmios de Drinfeld., 48

raizes, 14

negativas, 14

positivas, 14

simples, 14

sistema de, 14
reflexoes simples, 16
relagao de cobertura, 79
resolucao projetiva, 111
reticulado

de (-peso, 48

de (-pesos, 57

120



