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Resumo

Os grupos Spin aparecem de vérias formas em Matematica e em Fisica-Matematica, tendo
grande importancia na teoria de fibrados e de operadores diferenciais sobre os mesmos. O
conceito de estrutura spin é deles derivado, sendo ele a base de toda uma teoria, conhecida
como geometria spin. Esta dissertagao introduz os primeiros conceitos necessarios ao estudo
de tais grupos, assim como alguns aspectos importantes relacionados a eles.

Dada a natureza dos grupos Spin e dos problemas aos quais estao relacionados, varios
topicos na interface entre algebra e geometria tiveram de ser abordados. Estudamos em um
primeiro momento as algebras de Clifford, sua representacao adjunta torcida e os grupos
Spin como subgrupos do grupo das unidades de tais algebras. A estes estudos, seguiu-se
uma analise detalhada da teoria de espacos de recobrimento e da classificacao dos mesmos.
Pudemos com isso entender o grupo Spin, via representagao adjunta torcida, como o reco-
brimento universal do grupo especial ortogonal de um espaco quadratico nao-degenerado.
Nos concentramos dai na teoria de fibrados principais e a relacao destes com as proprie-
dades geométricas das variedades sobre as quais eles estao construidos. Para sintetizar o
que foi estudado, construimos algebricamente a fibracao de Hopf ao final desta dissertacao,

explicitando sua relacdo com a estrutura spin da esfera S2.
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Abstract

Spin groups come in many forms in Mathematics and Mathematical Physics, having great
importance in the theory of fiber bundles and differential operators defined on them. The
concept of spin structure is derived from them, being the basis of all a theory, known as spin
geometry. This thesis introduces the first concepts necessary for the study of such groups, as
well as important aspects related to them.

Given the nature of the Spin groups and problems which they’re related to, several topics
at the interface between algebra and geometry had to be addressed. At first, we studied
Clifford algebras, their twisted adjoint representation and Spin groups as subgroups of the
group of units of such algebras. Followed these studies a detailed analysis of the theory of
covering spaces and the classification of them. Done that, we were able to understand the
group Spin, via the twisted adjoint representation, as the universal covering space of the
special orthogonal group of a non-degenerate quadratic space. From there, we focused on the
theory of principal bundles and their relationship with the geometric properties of manifolds
on which they are built. To summarize what was studied, we algebraically construct the
Hopf fibration at the end of this thesis, explaining its relationship with the spin structure of
the sphere S2.
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Introducao

Se (V,q) é um espaco quadratico com forma quadratica ndo-degenerada ¢, podemos consi-
derar o quociente da algebra tensorial 7'(V') pelo seu ideal T,(V) = (v ® v 4 ¢(v)1) e obter
o que denominamos de algebra de Clifford Cl(V,q) = T(V)/T,(V) associada a (V,¢q). Em
termos dela, podemos algebricamente introduzir os grupos Spin, sendo eles o subgrupo dos
elementos pares do grupo das unidades destas algebras. Além de simplificar calculos, esta
formulagao algébrica é conveniente, pois as algebras de Clifford possuem a chamada repre-
sentacao adjunta torcida, que, uma vez restrita aos grupos Spin, fornece aplicacoes entre este
grupo e o grupo ortogonal especial SO(V,q) do espago quadratico (V,q). Pode-se mostrar
que esta aplicacao é de fato um mapa de recobrimento de duas folhas.

Com o objetivo de entender o recobrimento citado, estudamos a teoria geral de espacos de
recobrimento. Dentro deste estudo enfatizamos a classificacao dos espacos de recobrimento
e o conceito de recobrimento universal, que nada mais é do que um recobrimento simples-
mente conexo. Isto serd importante para reconhecermos o fato de que cada grupo Spin, para
dimensao maior ou igual trés, é, de fato, o recobrimento universal do grupo SO(V, q).

Uma vez entendida a formulacao dos grupos Spin em termos algebricos, bem como a sua
relacdo com os grupos especiais ortogonais, procedemos para entender a importancia dos
mesmos em Geometria e Fisica-Matemética. Para esta finalidade, fazemos uma discussao do
conceito de fibrados principais sobre variedades. Este conceito, apesar de ser bastante amplo,

nos permite entender certas propriedades geométricas da variedade base em termos do grupo



2 Introducao

de estrutura do seu fibrado tangente. Tipicamente, a presenca de uma estrutura geométrica
na variedade diferencidvel nos permite simplificar o grupo de estrutura. Por exemplo: em
uma variedade diferencidvel compacta, o grupo de estrutura é, inicialmente, o grupo linear
geral GL(n). Se introduzirmos uma métrica riemaniana na mesma, podemos reduzir este
grupo para o grupo ortogonal O(n). Além disso, se a variedade em questao for orientavel,
podemos reduzi-lo ainda mais, desta vez para o proprio SO(n).

Neste exemplo iniciamos com um grupo nao-conexo e nao-compacto, dai passamos para
um grupo compacto, mas ainda nao-conexo, para, enfim, terminamos com um grupo conexo
e compacto. E um fato elementar mostrarmos que SO(n) nao é simplesmente conexo. Isto
nos leva a perguntar se é possivel simplificar ainda mais tal grupo de estrutura, desta vez
para um grupo simplesmente conexo. E neste ponto que entram os conceitos de recobrimento
universal e de grupo Spin.

A possibilidade de simplificarmos o grupo de estrutura de uma variedade riemanniana
orientavel, de modo a obtermos um grupo compacto, conexo e simplesmente conexo é que nos
leva ao conceito de estrutura spin. Uma estrutura spin pode ser entendida em termos de um
recobrimento de fibrados principais que preserva a aplicagao de recobrimento entre os grupos
Spin e SO. A existéncia ou nao de uma estrutura spin em uma variedade é determinada
pela topologia da variedade em questao. Nao fazemos aqui o estudo da existéncia de tais
estruturas ou de sua classificacdo. Ao invés disso, analisamos um exemplo especifico, que
além de ser pouco conhecido, ilustra bem as dificuldades presentes na construcao e no estudo

destas estruturas. O exemplo a que nos referimos ¢ a chamada fibracao de Hopf.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados importantes para uma boa com-
preensao deste texto. Sempre que possivel, procuramos fornecer exemplos para tais conceitos
e as demonstracoes de tais resultados. Indicamos referéncias para as poucas afirmacoes nao

provadas.

1.1 Variedades e aplicacoes diferenciaveis

O estudo de variedades combina muitas areas importantes da matemaética, generalizando
conceitos como os de curvas e superficies, bem como idéias de algebra linear e topologia.

Para nos, as variedades mais importantes serao aquelas diferenciaveis.

Definicao 1.1.1. Um espago topologico M é localmente euclidiano e de dimensao n se
existe uma vizinhanca aberta U C M de todo ponto p € M e um homeomorfismo ¢ de U
em um aberto de R™. Dizemos que o par (U, ) é uma carta (em p ou de M), o aberto
U ¢ uma vizinhanca coordenada (de p) e a fungdo ¢ = (xy,...,x,) ¢ um sistema de

coordenadas (em U).
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Definicao 1.1.2. Uma variedade topolégica de dimensao n é um espaco localmente

euclidiano de dimensao n, de Hausdortf e que satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade.

Para que o conceito de dimensao pudesse ser bem definido neste momento, nés precisa-
riamos mostrar que um subconjunto aberto de R™ nao é homeomorfo a um aberto de R™,
se n # m. E o que ocorre na realidade, mas nao faremos esta demonstracio. Ao invés
disso, vamos provar posteriormente, no Corolario 1.2.13, o problema anéalogo para o caso de

variedades suaves.

Exemplo 1.1.3. O espaco euclidiano R™ pode ser coberto por uma tnica carta, (R™, idgn),
que faz dele uma variedade topologica. Todo subconjunto aberto U de R™ também é uma
variedade topologica, pois U pode ser coberto pela carta (U, idy) e qualquer subespaco de

R"™ também é de Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade.

Definig¢ao 1.1.4. Duas cartas (U, ) e (V, 1) de um espago topologico sao (C°°-)compativeis

se as funcgoes
o (UNV)—=p(UNV) e dop ™ :pUNV)—=pUNV)
sdo de classe C™ (ou seja, se sdo continuamente diferenciaveis em R™). Estas funcoes sao

chamadas funcgoes de transigao.

Observe que sao trivialmente compativeis duas cartas (U, ¢) e (V, 1) cuja intersecgdo UNV

é vazia.

Defini¢ao 1.1.5. Um (C°°-)atlas de um espago localmente euclidiano M é uma colecao

{(Uq, ¢a)} de cartas compativeis tais que M = U,U,.

A relacao de compatibilidade de cartas é reflexiva e simétrica, mas nao é transitiva. De

fato, pois se (U, ¢) é uma carta compativel com outra carta (V1)) e esta é compativel com
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uma carta (W, o), a funcdo

cop t=(cov ) o(hop™)

é uma funcao de classe C*°, mas que somente pode estar definida na interseccao UNV NW.

O proximo conceito traz uma solugao para este problema.

Definicao 1.1.6. Dizemos que uma carta (V,v) é compativel com um atlas {(U,, va)}

se ela é compativel com todas as cartas (U,, p,) do atlas.

Lema 1.1.7. Seja {(Ua, va)} um atlas de um espago localmente euclidiano. Se duas cartas
(V) e (W o) sao simultaneamente compativeis com o atlas {(Uy,pa)}, entao elas sao

compativeis entre si.

Demonstracao. Seja p € V N W. Precisamos mostrar que o o ¢~ é de classe C* no ponto
Y(p). Como {(U,, ¢a)} € um atlas de M, o ponto p deve pertencer U,, para algum «. Assim,
p é um elemento de U, NV NW. Pelo comentério anterior, a funcao o ot é de classe C*
em (U, NV NW) e, portanto, em ¥ (p). Como p é arbitrario, a fungao o o 1y~ & de classe

C*> em todo o conjunto ¥(V N W). Analogamente, 1) o c~! € C* em o(V NW). ]

Definicao 1.1.8. Um atlas A de um espaco euclidiano ¢ maximal se ele nao estd con-
tido em nenhum outro atlas, ou seja, se A" é um outro atlas contendo A, entao A" = A

obrigatoriamente.

Definigao 1.1.9. Uma (C*°-)variedade, ou variedade suave, ou ainda, variedade, de
dimensao n é uma variedade topologica M equipada com um atlas maximal. Dizemos que
este atlas maximal ¢ uma estrutura diferenciavel para M. As cartas do correspondente
atlas maximal sao chamadas cartas admissiveis de M e cada atlas de M contido neste
atlas maximal é chamado de atlas admissivel. Uma variedade tem dimensao n se todas

as suas componentes conexas tém dimensao n.



6 1. Preliminares

Na pratica vamos tomar como admissiveis todas as cartas e atlas com as quais trabalharmos

daqui em diante.

Proposigao 1.1.10. Todo atlas A = {(Ua, pa)} de um espago localmente euclidiano estd

contido em um unico atlas mazximal.

Demonstracao. De fato, construa uma nova colecao M de cartas a partir do atlas A pela
inclusao de todas as cartas (V;, ;) que sdo compativeis com A. Pelo Lema 1.1.7, as cartas
(Vi, ;) s@o compativeis entre si. Portanto, este novo conjunto de cartas também é um atlas.
Toda carta compativel com ele também é compativel com o atlas original A. Entao, por
construcao, ela deve pertencer ao novo atlas. Isto mostra que M é maximal.

Agora, se M’ & um outro atlas maximal contendo A, entao todas as cartas em M’ sao
compativeis com A e devem pertencer a M, novamente pela propria construcao de M. Isto
mostra que M’ C M. Mas sendo ambos maximais, podemos repetir este mesmo argumento

para M’ e concluir que M C M'. Logo M’ = M e o atlas maximal contendo A é tinico. [

Observe que nao é necessario exibir um atlas maximal para mostrar que uma variedade
topologica é uma variedade suave. E suficiente garantir a existéncia de qualquer atlas para
M.

Empregando a proposicao anterior, podemos facilmente exibir exemplos de variedades.
Assumimos nestes exemplos, entretanto, que os espacos citados sao previamente conhecidos
do curso de topologia basica como sendo espacos de Hausdorff que satisfazem o segundo

axioma da enumerabilidade.

Exemplo 1.1.11. O espaco euclidiano R", além de ser uma variedade topologica, como

comentamos anteriormente, também ¢ uma variedade suave, cujo atlas contém apenas uma

carta: (R",idgn).

Exemplo 1.1.12. Um isomorfismo de espacos vetoriais f : V — R" induz naturalmente

uma topologia em V. Nesta topologia, {(V,idg~ o f)} é claramente um atlas de V.
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Exemplo 1.1.13. Todo subconjunto aberto V' de uma variedade M também é uma varie-

dade, pois se {(Ua, ¢a)} ¢ um atlas de M, entao claramente

(CAE )

é um atlas de V. Dizemos que V é uma subvariedade aberta de M.

Exemplo 1.1.14. O grupo linear geral GL(n,R) é por defini¢cao o conjunto
GL(n,R) = {A € R™" | det A # 0} = det (R \ {0}).

Como a func¢do determinante é continua, por ser um polindémio, GL(n,R) ¢ um subconjunto
2 . , .
aberto de R™*™ ~ R™ e assim é uma variedade. O mesmo argumento assegura que o grupo

linear complexo

GL(n,C) = {A € C™" | det A # 0}

é uma variedade suave.

Exemplo 1.1.15. A esfera S™ é uma variedade. Para ver isso, denote por N = (0,...,0,1) e
S =(0,...,0,—1) seus polos norte e sul e considere os abertos Uy = S"\{N} e Us = S"\{5},

que cobrem-na.

A projecao estereogréafica de S™ a partir de seu po6lo norte é uma funcdo ¢y : Uy — R"
que faz corresponder a cada ponto (xy,...,2,41) de seu dominio o ponto oy (x1,...,Tpi1)
que corresponde a intersec¢ao da reta que passa pelos pontos z e N com o hiperplano {z, =

0} ~ R". Explicitamente,

1

ooy Xy, 0) .
1_In+1<x17 y L )

@N(xlv e axn+1) =
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A projecao esfereografica de S™ a partir do polo sul é definida de maneira similar e é tal que

1

‘PS($1, ce ,l’n+1) = Txl ($17--->5Una0)-
n+

As fungoes inversas das projecoes esfereograficas sao dadas por

1 n
1 2
on Wiy Un) = —=— | 201, -+, 200, y; — 1
o L+ >0 v ( ;

i

1 n
-1 2
@ (yla--wyn):—n 2y17"'72yn7 yz+1 .
> 1+Zi=192< ;

Vemos dai que ¢y e g sao homeomorfismos.
As fungdes de transicio psopy' € pnopy' coincidem na intersecgio UyNUg = S™\{N, S}

e sao determinadas pela expressao

sendo, portanto, funcoes de classe C* em R™ \ {(0,...,0)}.

Logo, {(Un, ¢n), (Us, ps)} € um atlas para S™.

Freqiientemente teremos de trabalhar com variedades resultantes do quociente de outras
variedades por relacoes de equivaléncia. Sabemos que o resultado deste tipo de construgao
nao fornece sempre espacos de Hausdorff ou espagos que satisfazem o segundo axioma da
enumerabilidade. Por isso recordamos aqui dois resultados, também vistos em cursos basicos

de topologia, que tratam de condi¢oes que garantem estas propriedades.

Definicao 1.1.16. Uma relagao de equivaléncia ~ em um espaco topologico S é dita aberta

se a aplicacao de projecao 7 : S —= S/ ~ é aberta.
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Proposicao 1.1.17. Suponha que ~ ¢ uma relacdo de equivaléncia aberta em S. Entdo o

espago quociente S/ ~ é de Hausdorff se, e somente se, o conjunto

{(z,y) € Sx S|z ~y}

é fechado em S x §.

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em |9], p. 67. O

Proposicao 1.1.18. Se ~ ¢ uma relacdo de equivaléncia aberta em um espaco S que satisfaz
o seqgundo axioma da enumerabilidade, entao o espago quociente S/ ~ também satisfaz esta

propriedade.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [9], p. 67. ]

Vejamos um exemplo importante de espaco topolégico em que precisamos implicitamente
utilizar estas proposicoes para garantir que ele seja de Hausdorff e que satisfaca o segundo

axioma da enumerabilidade.

Exemplo 1.1.19. Vamos definir uma relagdo de equivaléncia em R™™ \ {0} da seguinte
forma: dados z, y € R"™\ {0}, dizemos que z ~ y se, e somente se, y = A\x, para algum
A € R. O espago projetivo real RP" corresponde ao espago quociente de R™1\ {0} por esta
relacao de equivaléncia. Fazendo uso das Proposicoes 1.1.17 e 1.1.18, nao ¢é dificil ver que
RP™ é um espaco de Hausdorff que satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade.

Vamos determinar um atlas para este espaco. Para cada ¢ € {0,...,n}, considere os

seguintes abertos de RP™:

U =A{xo:...:x,) € RP" | ; # 0}.
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As fungoes ¢; : U; —R" determinadas pela expressao

Zo Ti—1 Tit+1 Tn
[xoz...::vn]n—>(—,..., , ,...,—>
A ~ . 71
tém fungoes inversas ;
Yty ooy Un) = lyr sy s Ly ooyl

e sao0, portanto, homeomorfismos. Na intersec¢ao de U; com Uj, para i # j, temos que x; # 0

e z; # 0. Por isso

* Y Y

(;Ul Ti—1 1 ZT; Tj—1 Tj4+1 $n>
et ? ? PAR )
Lj Ty Xj Xj A

para i < j, e

1 A Tji1 Tjyl rig 1 @ Tn,
¥j °®; (1’1,...,1'”)— PUEERRE o RAREE) T T Ty ]
SU] QZJ .CEJ Ij .I'] Z'j .CEJ

para ¢ > j, estao bem definidas e sao funcoes de classe C'™°. Uma vez que a cole¢do dos

abertos U; cobre RP™, o conjunto {(U;, p;)} é um atlas para o espago projetivo real.

Exemplo 1.1.20. Definimos o espaco projetivo complexo CP" de maneira similar a RP":
seus pontos sao classes de equivaléncia de vetores ndo-nulos em C"*! obtidas pela identificacdo
de multiplos escalares e sua estrutura diferencidvel é construida como no exemplo anterior.
Isto faz de CP™ uma variedade suave de dimensao 2n.

Como sera util mais adiante, vamos considerar em detalhes a reta projetiva complexa:
CP'. Seus pontos siao classes de equivaléncia de pares de ntmeros complexos nio-nulos
(20, 21), onde a equivaléncia é definida por (29, z1) ~ (Azo, Az1), para todo nimero complexo

nao-nulo A. Considere a fun¢do complexa: wy(2o,21) = 21/20. Esta funcao esta definida
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em C?, exceto pelo ponto (0,1), e também é uma bijecaio em CP!, exceto pela classe de
equivaléncia de (0,1). Definimos wy para que assuma o valor oo neste ponto. Assim, por
meio desta funcao, a reta projetiva complexa fica identificada com o plano complexo estendido
C U {o0}. Mais ainda: vé-se que CP' é homeomorfa a esfera S?. De fato, considere a regido
Uy C CP! que consiste de todas as classes de equivaléncia de pares (zg, 2;) nao-nulos, com

2o # 0. Em Uy, introduza coordenadas (ug, vg) definidas por

Ug + i’UO = ’wo(ZQ, 21> = Zl/Zo.

Analogamente, em uma regido U; C CP! constituida de classes de equivaléncia de pares

(20, 21), com 2, # 0, defina coordenadas (u1,v1) tais que

uy + vy = w20, 21) = 20/21-

Claramente, as regioes Uy e U; cobrem CP!. As fungoes de transigao de (ug,v) para (ug,v;)

na regiao de interseccao de Uy e U; sao dadas por

(u U)_ Uog Vo
1,01) = - .
’ u +vd ud 42

Repare que esta formula coincide com as fungoes de transicao das projecoes estereograficas do

Exemplo 1.1.15, para o caso particular em que n = 2. Portanto CP! e S? sio homeomorfos.

Observe ainda que a cada classe de equivaléncia de vetores de C"!, nos podemos escolher
um vetor representante de modulo unitario, ou seja, que satisfaz a equagao |zg|>+- - - +|2"|* =
1, simplesmente multiplicando qualquer vetor z = (z1,...,2,) da classe considerada pelo
escalar A = (3, 1za]) "%, O vetor resultante ¢ tinico, a menos de multiplicacio de escalares

complexos de modulo 1. A conclusao que tiramos dai é que o espaco projetivo complexo

CP" pode ser obtido da esfera S?"*! pela identificacdo de todos os pontos ez, § € [0, 27,
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da esfera com z. Obtemos assim uma aplicacao
S2n+1 (Cpn,

cuja pré-imagem de cada ponto de CP" é topologicamente equivalente a circunferéncia uni-

taria S'. Em particular, para n = 1, esta aplicacio é

4
S 8% (29, 21) > w = Z—l 120)? + |21]? = 1.
0

Proposigao 1.1.21. Se {(Ua, va)} € {(Vs,%5)} sdo atlas em duas variedades M e N, res-
pectivamente, entao

{(Ua X Vﬁ,@a X wg : Ua X Vg %Rern)}
¢ um atlas para o produto M x N destes espacos, o que faz de M x N uma variedade de
dimensao m + n.

Demonstracao. A unica propriedade nao inteiramente 6bvia que precisa ser averigiiada trata

da suavidade das funcoes de transicao. Elas sao suaves, pois uma funcao de transicao

(0o X 15) © (Par X )™ = (@a 0 ') X (g 0 Par)

tem funcoes componentes suaves. O

Com esta proposicao ganhamos muitos outros exemplos de variedades. Destacamos dois

deles.

Exemplo 1.1.22. O cilindro infinito S* x R e o n-toro 7" = S x --- x S! (n vezes S') sdo

variedades.

Através das cartas admissiveis de uma variedade suave é possivel transferir a nocao de

diferenciabilidade do espaco euclidiano para esta variedade.
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Definicao 1.1.23. Sejam M e N variedades de dimensao m e n respectivamente. Uma funcao
F : N—= M é de classe C>* em um ponto p de N se existe uma carta admissivel (V)

de M contendo F'(p) e uma carta admissivel (U, p) de N contendo p tal que a composigao

YpoFopt:plU)cCR"—y(V)CR™

é uma fungao de classe C* em ¢(p). Dizemos que a fungao F' : N—= M é de classe C* ou
suave se ela é de classe C* em todo ponto de N. Se F' for uma bijecao suave, com inversa

também suave, entao chamamos F' de difeomorfismo.

Podemos ver que esta defini¢ao independe da carta (U, ) considerada, pois se (V,¢') é

uma outra carta em p € M, entao, em ¢ (UNV),

woFo(o) ' =(@oFop ol(po()™),

que é de classe C° em ¢'(p). Em outras palavras: atlas compativeis fornecem a mesma
nocao de diferenciabilidade. E por esta razao que definimos estrutura diferencidvel para uma

variedade como sendo um atlas maximal.

Além disso,

Proposicao 1.1.24. Se F: N—M e G : M — P sdo funcgoes de classe C™ definidas em

variedades, entao a composicao G o F': N — P também ¢ de classe C'°.

Demonstracao. Seja p um ponto de N. Como F' e GG sao funcoes de classe C°, existem cartas

(U,p) de N, (V,4) de M e (W, o) de P, respectivamente em p, F(p) e G(F(p)), tais que

Yo Fou™ i op(U)—=(V) e coGoy:p(V)—=o(W)
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sao funcoes de classes C'*°. Assim,
0 (GoF)op™ =(0oGop™) oo Fop™): p(l)—a(IV)

é uma fungao de classe C* em o(p(p)). Como p é arbitrario, podemos concluir que G o F' é

uma funcao de classe C"° em todo V. O

1.2 Espacos tangentes

O espago tangente a R™ em um ponto p € R" é definido como sendo o conjunto T,R" =
{(p,v) | v € R"}, cujos elementos denominamos vetores tangentes. Este conjunto admite uma
estrutura de espaco vetorial 6bvia, a partir da qual o espago tangente pode ser naturalmente
identificado com R". Podemos também olhar para 7),R" como sendo o conjunto de vetores de
R™ com origem em p. Esta distin¢ao é particularmente til na definicao de espago tangente a
uma hipersuperficie S C R" de dimensao k, em um dado ponto p € S: T,,S é o subespaco de
T,R" constituido de todos os vetores tangentes (p,v) para os quais existe uma curva suave
v :(0,1) — S satisfazendo as condigdes iniciais v(0) = p e v/(0) = v.

Vetores tangentes (p,v) € T,R" atuam em funcées f : U—R definidas em uma vizinhanga
aberta U do ponto p da seguinte forma: dada uma curva « : (0,1) — U tal que v(0) =p e
7' (0) = v, fazemos (p,v)(f) corresponder a derivada direcional de f em p na dire¢do v, isto
e,

d
(p,0)(f) = — (f 0 7)(0).
Esta operacao nao depende da escolha da curva ~, estando, por isso, bem-definida.

Como sabemos do curso de analise, duas fung¢oes que tomam valores reais e que coincidem
em alguma vizinhanca de um ponto p tém as mesmas derivadas direcionais em p. A relacao

que identifica tais funcoes ¢ uma relacao de equivaléncia, cujas classes de equivaléncia sao os
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germes em p. A cada vetor tangente (p,v) em T,R", a derivada direcional em p fornece uma
transformacao linear D, definida na algebra real (jp de todos os germes em p, que satisfaz a

regra de Leibniz:

Dy([f1lg]) = Du([f1)g(p) + f(p)Du(l9]),

para todo [f],[g] € ép. Segundo esta associacdo, pode-se mostrar que os operadores de

derivada parcial no ponto p,

0
3x1

0

p, ce axn

)
p
constituem uma base para 7,R".

Espacos tangentes e derivadas direcionais sao conceitos muito importantes em geometria.
Por isso vamos generaliza-los para uma variedade arbitraria M de dimensao n. Existem
muitas maneiras de se fazer isso, mas apresentamos apenas duas delas, cujas idéias sao

analogas as que acabamos de discutir. Mostra-se em [3], p. 7-9, que elas sdo equivalentes.

DESCRIGAO 1: A primeira descri¢ao que fornecemos é mais geométrica. Considere um ponto

p na variedade M.

Definicao 1.2.1. Uma curva em M que passa pelo ponto p € M é uma funcao suave
v :(0,1) — M tal que v(0) = p. Duas curvas 7; e 72 em M que passam pelo ponto p
determinam a mesma dire¢do tangente em p se, para alguma carta admissivel (U, ¢) de M

em p, tem-se

d d

a(a@ 011)(0) = %(w 0 71)(0)

Observe que a defini¢do de curvas tangentes independe da carta (U, ¢) considerada. Note
também que a relagao de tangéncia entre curvas em M que passam pelo mesmo ponto p é
uma relagdo de equivaléncia. Uma classe de equivaléncia desta relagao é denotada por [7],

onde v é algum representante da classe em questao.
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Defini¢ao 1.2.2. Chamamos a classe [y] de vetor tangente a M no ponto p e o conjunto

T,M dos vetores tangentes a M em p de espago tangente a M no ponto p.

Como no caso real, T,M também possui uma estrutura de espago vetorial real, sendo
isomorfo ao proprio espaco euclidiano R". Desta vez, entretanto, o isomorfismo entre 7,M e

R"™ depende da escolha de um sistema de coordenadas.

DESCRIGAO 2: Esta segunda descrigao é mais vantajosa por nao recorrer a nenhum sistema

de coordenadas. Entretanto, ela é geometricamente menos intuitiva. Novamente, fixe p € M.

Definicao 1.2.3. Sejam f : U—=R e g : V—R duas funcoes suaves definidas em vizinhancas
abertas U C M, V C M de p. Dizemos que f e g definem o mesmo germe em p se existe
uma vizinhanga aberta W C M de p contida na interseccdo U NV, onde as restri¢oes f|w e

glw coincidem.

Claramente, a relacao entre fungoes que definem o mesmo germe em um ponto p de M é
uma relagio de equivaléncia. Denotamos uma classe de equivaléncia desta relacao por [f],

onde f é algum representante da propria classe.
Definigao 1.2.4. Dizemos que [f] é o germe da funcao f no ponto p.

O conjunto dos germes de fungoes no ponto p é representado por ép. Podemos fazer dele

uma algebra real se definirmos soma, produto e multiplicagao por escalar da seguinte maneira:

1+ 19l :=1f+gl, [fllgl:=1fg] e Alfl:= [\,

com A € Re (fg)(q) = f(q)g(q), ¢ € M.

Definicao 1.2.5. Um vetor tangente a M no ponto p é uma derivagao em ép, ou seja,

uma funcao v : ép —R"™ tal que
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1. v(ALf] + plg)) = Mo([f]) + po([g]), para todo A, € Ree [£],[g] € G,

2. v([f]lg]) = v([f])g(p) + f(p)v(g), para todo [f], [g] € Gp.

O espaco tangente 7,M a M no ponto p é o conjunto de todos os vetores tangentes a M

no ponto p.

Naturalmente vé-se que o espago tangente é um espago vetorial real, porque combinacoes
lineares de derivagoes também sao derivagoes. Para determinar a dimensao do espago vetorial

T,M, considere os ideais
Gy ={l/1€G,| f(D) =0} ¢ G =GG,

de QNP.
Proposicao 1.2.6. O espaco tangente T,M ¢é isomorfo ao espago dual do quociente gp/gg.

Demonstragio. Observe que, se [¢] € G, é 0 germe da funcao constante f(x) = ¢ € R, entio
v([c]) = 0 para todo v € T,M. De fato, pois temos que v([c]) = cv([1]) e que v([1]) = 0, ja

que

o que mostra que o vetor tangente v fica completamente determinado pelo ideal G,. Por outro
lado, as derivagoes se anulam nos germes de G2, ja que para [f], [g] € G, temos f(p) = g(p) =0
e v([fllg]) = v[flg(p) + f(p)v([g]). Portanto, todo vetor tangente v € T,M determina uma

transformacao linear v : G, — R que se anula em gf,.
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Agora, dada uma transformacao linear 7' € (G,/G})*, defina v : ép — R por v([f]) =
T([f]) — [f(p)]. Claramente v ¢ uma transformacao linear. Além disso, v também ¢ uma

derivacao em G,, uma vez que

para todo [f],[g] € G,
Obtemos assim aplicagoes de T,M em (G,/G?)* e vice-versa. E facil ver que elas sdo

inversas uma da outra e que, portanto, sao isomorfismos. O

Este resultado e o seguinte nos permite calcular a dimensao do espaco tangente a M em

um ponto p a partir da dimensao da variedade M.

Lema 1.2.7. Se g € uma funcdo de classe C*, k > 2, definida em uma vizinhanca aberta U

de um ponto p € R", entao, para cada q € U, tem-se

+3 (@i(q) — z:i(p)(2;(q) — z;(p)) /0 (1- t)aaing a

(p+t(g—p))

Em particular, se g € uma funcao suave, entao a sequnda soma na expressao acima determina

um elemento de Qg, uma vez que a integral, enquanto funcao de q, € de classe C'°.
Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [6], p. 13. O

Proposicao 1.2.8. As dimensoes dimT,M e dim M sao as mesmas.
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Demonstracao. Seja (U, ¢) = (U, x1,...,x,) uma carta admissivel de M, com p € U. Seja
[f] € G, e denote por (r1,...,7,) o sistema de coordenadas canonico de R". Aplicando o

lema anterior & funcao f o ¢~ e compondo com ¢ obtemos que

f= Zl a(f;—rzpl) (x; — xi(p)) + Z(:UZ — z;(p))(x; — x(p))hy;

»(p)

na vizinhanca U de p, onde h;; sao fungoes suaves. Assim,

=y 2]

=1

[z; — 2:(p)] mod G..
¢(p)

Portanto, o conjunto

gera G,/ Qg. Afirmamos que os elementos deste conjunto também sao linearmente indepen-

dentes. De fato, suponha que

Zai[:vi —x;(p)] € gg.

=1

Como

3
3

entao

Isto implica que
0

" (Zaz‘(ﬂ' —7”2'(@(19)))> =0,

i

para todo 7 =1,...,n. Logo, a; =0 para todo i =1,...,n. O

Observe que este resultado é intrinseco, ou seja, nao depende do uso de coordenadas, muito

embora o uso de coordenadas foi necessario em sua demonstracao.
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Na pratica, nés consideramos que os argumentos de vetores tangentes sao funcoes, ao invés
de germes. Se f é uma funcao suave definida em uma vizinhanca de p € M e v € T,M,
definimos v(f) = v([f]). Assim, v(f) = v(g) sempre que f e g coincidem em uma vizinhanga

de p e, claramente, para A\, u € R,

v(Af + pg) = M(f) +pv(g) e v(fg) = fp)v(g) + g(p)v(f),

na interseccao dos dominios de f e g.

Definicao 1.2.9. Seja (U, ) = (U, x1,...,x,) uma carta de M em p e f uma funcdo suave
definida em uma vizinhanca de p. Para cada ¢ = 1,...,n definimos um vetor tangente

0/0x;|, € T,M por
0
8%

_of

=2 O(feoy™)

87"7;

P P »(p)

Chamamos J0f/0z;|, de derivada direcional de f em p na direcdo de z;.

Pode-se mostrar que as derivadas direcionais df/0x;|, dependem apenas do germe da

fun¢ao f em p e que o conjunto {9/0x,...,0/0z,} de todas elas ¢ uma base de T,,M.

Definicao 1.2.10. Seja F' : N — M uma func¢ao suave entre duas variedades. A cada
ponto p de N, a funcao F' induz uma transformacao linear entre espacos tangentes, chamada

diferencial de F' em p, dada por
dF, : T,N —TrpyM, v dF,(0)(f) :=v(foF),

para toda fungao suave f definida em uma vizinhanga de F(p).

Sejam F': N—=M e G : M — P funcoes suaves entre variedades e p € N. As diferenciais

de F em p e de G em F(p) sao transformacoes lineares:

dG p(p)

dF,
TyN ——=TppM Terp) P
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Proposicao 1.2.11 (Regra da cadeia). Se F': N—= M e G : M — P sao fun¢oes suaves

de variedades e p € N, entao
d(G o F)p = dGF(p) o) de

Demonstracao. Imediata. O

Corolario 1.2.12. Se F' : N — M ¢é um difeomorfismo de variedades e p € N, entao

dFy, - T,N —=Trepy M € um isomorfismo de espagos vetoriais.
Demonstracao. Imediata. O

Corolario 1.2.13 (Invariancia da dimensdo). Se um aberto U de R" é difeomorfo a um

aberto V de R™, entao n = m.

Demonstracao. Imediata. O

Sejam (U, xq,...,x,) e (V,y1,...,ym) cartas em p e o(p), respectivamente. Dada uma

aplicagao suave F': M — N, mostra-se que
9 — d(y; o F)
dF, | — = A~/
(o) -2

J
Definicao 1.2.14. A matriz

9
»0Ys

F(p)

0

é chamada matriz jacobiana da fun¢ao F' em relagao as vizinhangas coordenadas (U, x1, . . ., z;,)

€ (Mylaaym)

Definicao 1.2.15. Um campo vetorial X em uma variedade M é uma funcao que associa

um vetor tangente v € T,M a cada ponto p € M.
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1.3 Fibrados tangentes

Seja M uma variedade suave. Como veremos mais adiante, é interessante considerar a fa-
milia de todos os espagos tangentes a M. No que segue, (r1,...,7,) denota o sistema de

coordenadas canonico de R™.

Definicao 1.3.1. O fibrado tangente 7'M de uma variedade M ¢ a uniao disjunta de todos

os espacos tangentes a M:

™™ = | | T,M = | J{p} x T,M.
peEM peM
Vamos fazer de T'M uma variedade suave. O primeiro passo nesta direcao é fornecer uma
topologia para este conjunto. Seja (U,¢) = (U, x1,...,x,) uma carta admissivel de M. Se
p é um ponto em U, ja argumentamos que uma base para T,M é {0/0x1]p,...,0/0z,p}-

Assim, um vetor tangente v € T, M é uma combinagao linear

onde a; = a;(v) € R depende de v. Note que, por defini¢ao, a algebra de germes de funcoes
f : U—R definidas na vizinhanca aberta U de p é idéntica a algebra de germes de funcoes

g : M —R definidas no mesmo ponto. Por isso, T,U = T,,M e, conseqiientemente,

TU = | |T,U=| | T,M.

peU peU

Como T,M e R" também sao isomorfos, faz sentido entao definir

o= (p,dpy): TU — pU)xR"

(p,v) = (x1(p),...,zn(p),a1(v), ..., a,(v)).
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)

Podemos portanto usar ¢ para equipar 7U com uma topologia induzida pela topologia de

Obviamente, ¢ é uma bijecao, com inversa dada por

~ 0
((P(p),al,-..,an) — <p,;aza_xl

©(U) x R™. Assim, um conjunto A em TU ¢é aberto se, e somente se, (A) é um aberto de
o(U) x R™.
Seja B a cole¢ao de todos os subconjuntos abertos de T(U,), de todos as vizinhangas

coordenadas U, de M.

Lema 1.3.2. Sejam U e V wvizinhancas coordenadas em M. Se A é aberto em TU e B ¢é

aberto em TV, entao AN B € aberto em T(UNYV).
Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [9], p. 120. O]

Segue diretamente deste lema que B é uma base para alguma topologia em T'M. Equipamos
o fibrado tangente T'M com a topologia gerada pela base B, para a qual cada ¢, ¢ um

difeomorfismo.

Lema 1.3.3. Uma variedade M tem uma base enumerdvel constituida de vizinhancas coor-

denadas.
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [9], p. 120. O
Proposicao 1.3.4. O fibrado tangente T M satisfaz o sequndo axioma da enumerabilidade.

Demonstragao. Seja {U;} uma base enumeravel de M constituida de vizinhangas coordena-
das. Uma vez que TU; e U; x R" sao difeomorfos, TU; é um subconjunto aberto de R?".
Logo, todo T'U; satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade. Para cada i, escolha uma
base enumeravel {B, ;} de abertos para T'U;. Entao U; ;{B;;} é uma base enumerével para o

fibrado tangente. O
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Proposicao 1.3.5. O fibrado tangente TM € um espaco de Hausdorff.

Demonstracao. Sejam (p,v) e (p',v") pontos distintos no fibrado tangente TM. Se p # p/, en-
tao estes dois pontos podem ser separados por vizinhancas disjustas U e V', respectivamente.
Isto implica que TU e TV sao subconjuntos disjuntos e abertos de TM com (p,v) € TU e
(p',v") € V. Por outro lado, se p = p/, considere uma vizinhanga coordenada U C M de
p. Entdo, (p,v) e (p/,v’) sdo pontos distintos no aberto TU ~ U x R", que é de Hausdorff.

Assim, (p,v) e (p/,v") podem ser separados por abertos de TU. O

Agora é preciso somente determinar uma estrutura diferencidvel para M para concluir

entao que M é uma variedade.

Proposicao 1.3.6. Considere uma estrutura diferencidvel A = {(Uy, pa)} para M. Entao

{(TUy, ¢a)} € uma estrutura diferencidvel para T M.

Demonstracdo. E claro que TM = U,TU,. Resta entdo apenas verificar que na interseccao
(TU,) N (TUg), ¢ € $p sdo compativeis.
Sejam (U, z1,...,x,), (V,y1,...,y,) duas cartas de M. Entao, parap € U NV, ha duas

bases para o espago tangente 1, M,

{8/8x1|p, . aa/axn|p} e {0/0n ‘pv e va/ayn’p}a

a partir das quais qualquer vetor tangente v € T, M tem duas descrigoes:

n

0
—p:U:Zbia—

= Y

p

Comparando-as, vemos que

—~ 0
a% = (Z Y5
j=1 J

- 0
_ b,
P) o (zzl Oyi

. ka
S oL

i=1
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e, analogamente,

Entao, em U, N Ug, nés temos que

@0 Byt Pa(Us NUs) X R —> g(Uy N Ups) x R™

é dada por

(x,a1,...,a,) — (pgo gpgl(x),bl, ceey b)),

onde b, é como acima. Por construcao, as funcoes ngnggl, cujas funcoes componentes sao os
y;’s, sao suaves. Logo os y;’s sao funcoes suaves nas variaveis z;’s. Isto implica que todas as

derivadas parciais dy;/9z;|, sdo fungGes suaves. Portanto, ¢g o ¢! sdo fungoes suaves. [

Observe que, implicitamente, a estrutura diferencidvel dada a T'M esta sendo definida a

partir das funcoes de transicao da variedade M.

1.4 Imersoes e subvariedades

As propriedades do diferencial de uma aplicacao entre variedades refletem as propriedades
locais da aplicacdao. A seguinte definicdo distingue os principais tipos de aplicagoes suaves

entre variedades:
Definicao 1.4.1. Seja F': M — N uma funcao suave.
1. F' ¢ dita uma imersao se dF}, : T,N —=Tr) M & uma fun¢ao injetora para todop € N.
2. I é dita uma submersao se dF), : T,N —Tp) M é uma funcao sobrejetora para todo
peEN.

As imersoes e submersoes possuem formas canonicas locais. Todas elas sao casos particu-

lares do seguinte resultado geral:
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Teorema 1.4.2 (Teorema do posto). Seja F' : N —= M uma fun¢io suave e p € N. Se a
aplicagao dFy : TyN —= Ty M tem posto costante r para todo ponto q em wma vizinhanca

de p, entao existem cartas (U,p) em p e cartas (V,1) em F(p) tais que

YpoFop Yoy, .. ,2,) = (21,...,2,,0...,0).

Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [9], p. 106. ]

Corolario 1.4.3. Se F : N—= M ¢ uma imersao, entao, para todo ponto p € N, existem

cartas (U, p) em p e cartas (V,v) em F(p) tais que

(YoFop Vwy,...,2n) = (21,...,7,,0,...,0).

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [9], p. 109. O]

Corolario 1.4.4. Se F': N—= M ¢é uma submersao, entao, para todo ponto p € N, existem

cartas (U, p) em p e cartas (V,v¢) em F(p) tais que

(YoFop Nwy,...,zn) = (21,...,7).

Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [9], p. 109. ]

O que o Coroléario 1.4.3 afirma é que uma imersao de uma variedade de dimensao n em
uma variedade de dimensao m é localmente como a inclusao de R™ em R™. O Corolério
1.4.4, por outro lado, nos diz que toda submersao de uma variedade de dimensao n em uma

variedade de dimensao m é como a projecao de R™ em R™.

Definicao 1.4.5. A imagem L de uma imersao F' : N — M é chamada subvariedade

imersa de L.

Existem duas topologias naturais em uma subvariedade imersa L:
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1. A topologia induzida em L pela topologia de M.

2. A topologia induzida em L pela topologia de N. Os abertos nesta topologia sao os

conjuntos A C L tais que F~!(A) sao abertos em M.

Definicao 1.4.6. A topologia induzida em L pela topologia da variedade N é denominada

tolopogia intrinseca.

Como imersao é uma aplicagao continua, todo aberto de L pela topologia induzida por M

é um aberto da topologia intrinseca. No entanto, as duas topologias podem ser diferentes.

Exemplo 1.4.7. Seja N = R e M = T?. No6s podemos representar M como um quadrado
de vértices em (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1), onde os pontos de sua fronteira, cujas coordenadas
diferem por um niimero inteiro, estao identificados, isto é, tomar T2 = R?/Z% Seja F :
N — M dada por F(t) = (t,yt)modZ?, onde vy ¢ um ntimero irracional. Sabemos da teoria
dos niameros que {ym (mod1) | m € Z} ¢ denso em [0, 1]. Isto implica que na representacao de
T? como um quadrado no plano (com a identificagao apropriada de seus lados), a imagem de
F intersecta o intervalo [0, 1] do eixo vertical em um conjunto denso de pontos. Como F'(N)
consiste de segmentos retilineos e paralelos no quadrado, F'(N) é denso em M. Portanto, a

topologia induzida em F(NN) pela topologia de M ndo é a mesma que a topologia original de

N.

Definicao 1.4.8. Uma subvariedade imersa é chamada de subvariedade regular ou sub-
variedade mergulhada se as topologias induzida e intrinseca coincidem. Neste caso a
imersao ¢ chamada de mergulho ou imersao regular. Por sua vez, uma variedade imersa
é dita subvariedade quase-regular se ela satisfaz a seguinte condicao: se K é um espaco
topologico localmente conexo e G : K — M é uma funcao continua que assume valores em

L, entao G : K — L é continua em relagdo a topologia intrinseca.

Segue imediatamente desta definicao, que toda subvariedade mergulhada é quase-regular.
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Exemplo 1.4.9. No exemplo anterior, F'(IN) é quase-regular. Para ver isso tome f : N'—=T"2
continua, com f(N') C F(N) e N’ localmente conexo. Para verificar que f & continua na
topologia intrinseca, pode-se tomar restri¢oes a vizinhangas de N’ e T2 e assumir que f(N')

estd contido em um retangulo aberto do tipo
R={(r —yy,yx+y) |z € L,y € L} = Li(1,7) + L(—7, 1),
com I; e Iy intervalos abertos de R. Se I; e I, sao suficientemente pequenos, a aplicacao
(r,y) € [} x Iy = 2(1,7) +y(—~,1) € T?

é¢ um homeomorfismo. Portanto, a projecdo pry sobre a reta gerada por (—v,1) é bem-
definida em R e é uma aplicacao continua. Dai que pry o f é uma aplicacao continua sobre
o intervalo I(—v,1). Agora, a interseccao de F'(N) com o retangulo R tem no maximo
uma quantidade enumeravel de componentes conexas. Cada componente conexa é da forma
(F(N) N Io(—v,1)) + I(1,7). Isso significa que pry o f assume valores em um conjunto
enumeravel. Como essa aplicagdo é continua, ela deve ser constante. Portanto, f(N') N R
estd contido em um intervalo do tipo I1(1,7)+(—vyo, ¥o). Sendo assim, seja A C R um aberto
na topologia intrinseca. Entdao, f~'(A) = f~!(B), onde B ¢ um aberto de T2, garantindo

que f é continua em relacao & topologia intrinseca.

1.5 Orientacdao de variedades

Toda base ordenada (vy,...,v,) de R™ pode ser vista como uma matriz A € GL(n,R) cuja
1-ésima coluna é v; e vice-versa. Desta forma, o conjunto das bases ordenadas de R™ esta
em correspondéncia biunivoca com os elementos de GL(n,R). Podemos, por isso, particiona-

lo em dois subconjuntos: GL*(n,R), de bases correspondentes a matrizes de determinante
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positivo, e GL™(n,R), de bases correspondentes a matrizes de determinante negativo.

Definicao 1.5.1. Por uma orientagao em R" queremos indicar uma escolha preferencial
de GL*(n,R) ou GL™(n,R) para se tomar uma base para R”. A orientacdo padrao para
R"™ é a determinada pela escolha de GL*(n,R). Os conjuntos GL"(n,R) e GL™ (n,R) sao

chamados classes de orientagao.

Pode-se mostrar que GL*(n,R) e GL™ (n,R), via identificacao de bases com matrizes, sao
as componentes conexas por caminhos do grupo linear GL(n,R). Como conseqiiéncia disso,
temos que duas bases de R™ podem ser continuamente transformadas uma na outra, através
de uma familia de bases, se, e somente se, estas duas bases pertencem a mesma classe de
orientacao.

Nos também podemos definir uma orientagao para um espaco vetorial real V', abstrato e
de dimensao finita n: dizemos que um par de bases de V' sdao equivalentes se suas imagens
em R" pelo isomorfismo f : V —R" pertencem a mesma classe de orientacao. Claramente
isto ¢ uma relacao de equivaléncia que particiona o conjunto das bases ordenadas de V em

dois subconjuntos, denominados classes de orientagao de V.

Definicao 1.5.2. Dizemos que uma variedade suave M ¢ orientavel se podemos orientar
cada espago tangente a M de uma maneira continua, isto é, se podemos escolhar uma classe
de orientacao para cada espaco tangente, que satisfaz a seguinte propriedade: para cada
p € M existe uma vizinhanca aberta U C M e campos de vetores Xi,..., X, linearmente
independentes definidos em U tais que, qualquer que seja g € U, {X1(q), ..., X,(q)} pertenca

a classe de orientacao de T, M.

Sejam M e N duas variedades orientaveis.

Definicao 1.5.3. Um difeomorfismo F' : M — N preserva orientacao se, para todo
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{X1, -+, X, } na classe de orientacdo de T,M,

{dF,(Xy),...,dF,(X,)}

estiver na classe de orientacao de Ty N. Caso contrario, I reverte orientacao.

Lema 1.5.4. Se M ¢ orientdvel, entdo a cada ponto p € M existe uma carta (U, @) tal que

p : U—R" preserva orientacao.

Demonstragao. Seja (U, p) uma carta de M, onde U é suficientemente pequeno para que

exista campos de vetores continuos { X7, ..., X, } tais que {X1(q), ..., X,(¢)} esteja na classe
de orientagdo de M, para todo ponto ¢ € U. Entao, {dp(X1),...,...,dp(X,)} é uma
base continua para R™ e, assim, {dp(X1)(q),...,dp(X,)(¢)} encontra-se na mesma classe de

orientacao de R", para todo ¢ € U. Se necessério for, podemos substituir ¢ pela composicao
de ¢ com uma reflexdo em R" e assim assumir que {dp(X1)(q),...,dp(X,)(¢)} esta na

orientacao padrao de R", qualquer que seja g € U. O

Corolario 1.5.5. Toda variedade conexa e orientdvel admite erxatamente duas orientacoes

diferentes.

Demonstracao. Suponha que tenhamos duas orientacoes para uma variedade conexa M. Seja
A C M o conjunto de pontos p € M nos quais estas duas orientacoes coincidem em 7, M.
Pelo lema anterior, existe uma carta (U, ) por p tal que ¢ : U—=R" preserva orientagao para
cada uma das classes de orientacao de M. Isto implica que A é aberto. De modo analogo,
mostra-se também que M \ A também ¢é aberto. Como M é conexo, necessariamente A = M
ou A = (). Entao, quaisquer duas orientacoes de M devem coincidir em todos os espacos
tangentes, ou serem diferentes em todos os espagos tangentes. Como cada espaco tangente
somente pode ser orientado de dois modos diferentes, M também s6 admite duas classes de

orientagao. O
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Proposicao 1.5.6. M ¢ orientdvel se, e somente se, ele admite um atlas tal que, para todo

par de cartas (U, @) e (V1)) de M, a fungao @ o~ preserva orientagao.

Demonstracao. Suponha que M é orientavel. Entao é possivel cobrir M por uma colecao de
cartas que preservam orientacao. Afirmamos que isto fornece o atlas desejado. Para ver isso,
considere cartas (U, ) e (V1)) pertencentes a este atlas de cartas que preservam orientacao.
Observe que dp = d(p o 1~') o dip. Dai considere uma base {Xi,...,X,} na classe de
orientagao de M no ponto p € UNV. Entao, {dp(X1),...,do(X,)} e {d(Xy),...,dv(X,)}
pertencem a mesma classe de orientacao e, por isso, a expressao anterior implica que o

determinante de d(¢ o v™!) é positivo.

Reciprocamente, suponha que um atlas como no enunciado da proposicao exista. Entao,
a cada ponto de M nés definimos uma orientagao de T, M pelo pull-back da base candnica
de R™ via uma carta em p. Isto fornece uma orientacao a cada ponto. Para ver isto, tome

cartas (U, ) e (V;1) em p € UNV. Precisamos verificar que

{de iy (en), - dogg(en)} e {diyg(er),. . diby g, (en)}

pertencem a mesma classe de orientagao de T,M. Para esta finalidade, nos fazemos um

push-forward desta base via dyp,, obtendo entao

{617"-7671} € {d¢0¢1;(1p)(61)7,d@0¢;(1p)(en)}>

que pertencem a mesma classe de orientacio, uma vez que, por hipotese, @ o1)~! preserva ori-
entacdo. Assim, a orientagao fornecida a cada T, M estd bem-definida. Resta apenas mostrar
que esta orientagao é continua. Isto segue da definigao, porque {dgp;(lp)(el), . ,dgpg(lp)(en)} é
um conjunto de campos de vetores continuos em U, que pertencem a classe de orientagao de

T,M para cada p € U. O]
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Lema 1.5.7. Sejam M e N varidveis conexas e orientdveis e F' : M—=N um difeomorfismo.

Entao, ou f preserva orientacao, ou reverte orientacao.

Demonstragao. Seja p € M e sejam (U, ), (V,1) cartas em p e f(p), respectivamente, que
preservam orientacio. Defina F : ¢ o F o o~ !. Entdao F : R” —=R" ¢ um difeomorfismo, de
modo que o determinante de seu jacobiano é positivo em todos os pontos de R™ ou é negativo
nestes mesmos pontos. Entao, F preserva orientacao em todos os pontos de R™ ou reverte
a orientacao em todos estes pontos. Como ¢ e i) ambas preservam orientacao, entao ou F
preserva orientacao em todo U ou reverte orientacao em todo U. Desta forma, o conjunto de
pontos de M onde F' preserva orientacao e o conjunto de pontos onde F' reverte orientacao
sao ambos abertos. Portanto, como estes conjuntos sao complementos um do outro, eles sao
também fechados. Entdao um destes conjuntos tem de ser o conjunto vazio e o outro tem de

coincidir com M, que é conexo. ]

Corolario 1.5.8. Se M pode ser coberto por somente duas cartas (U,p) e (¥, V) eUNV é

conexo, entao M € orientdvel.

Demonstragdo. Como (UNV') é conexo e oyt : p(UNV)—=p(UNV) é um difeomorfismo,
entao, pelo lema anterior, ou ele preserva orientacao ou reverte orientacao. Se po)~! preserva
orientacao entdo nao nos resta mais nada para fazer. Caso contrario, podemos substituir ¢

pela composicao de p com uma reflexao. O

Exemplo 1.5.9. Como uma aplicacao direta do corolario anterior, vemos que a esfera S™ é

orientével.

Exemplo 1.5.10. Mostramos com este exemplo que o fibrado tangente de uma variedade é
orientavel. Fazemos isto mostrando que o fibrado tangente admite um atlas cujas fungoes de
transigdo preservam, todas elas, orientacdo. Seja {(U,, pq)} um atlas de M. Entdo o atlas

de TM ¢ {(TU,, ¢o)}, onde TU = UpeyT,M e $o(p,v) = (p(p), dp(v)). Assim, se (TV,1)) é
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uma outra tal carta para T'M, entao

()5 o wil(xla e 7x2n) = ((90 o w71>($17 te 7xn)7d(90 © wil)(xn+17 e 7x2n)>'

Isto implica que

d(po 12’1)(331, o) = (d(p o™ Ny, .. ), d@ o0 ) (XTpat, .-, Ton)).

Conseqiientemente os autovetores de d(@ o 1)) séo (0,v;) e (v;,0), onde v; sio autovetores
de d(p o 9p™1). Isto mostra que cada autovalor de d(p o ¢~!) ocorre duas vezes na lista de

autovalores de d(¢ o1~ 1). Entao,

det(d(@ o ™)) = det(d(p o ™))% > 0.

1.6 Grupos de Lie

Grupos de Lie sao grupos com uma determinada estrutura adicional. Eles foram assim
nomeados devido ao matematico M. Sophus Lie, que foi o primeiro a estudar estes grupos
sistematicamente no contexto de simetrias de equacoes diferenciais parciais. A teoria de
grupos de Lie se destaca na descricao de simetrias em Fisica, Geometria, Topologia e Teoria
dos Nimeros. Muito da estrutura de certos grupos de Lie sao “capturadas” por sua algebra
de Lie. Embora a manipulacao destas tultimas seja mais facil do que a dos proprios grupos,

nao tratamos de algebras de Lie neste texto.

Definicao 1.6.1. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferenciavel, cujas

operacoes de grupo,

1. multiplicagao: pu: G x G—G tal que u(g, h) = gh,
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2. inversdo: ¢ : G— G tal que (g) = g !,

sao funcoes suaves.

Exemplo 1.6.2. A circunferéncia unitaria S* é uma variedade e pode ser identificada (por
meio de coordenadas polares) com o grupo dos nimeros complexos unitarios. Isto permite
determinar uma estrutura de grupo em S* a partir da multiplicacio de ntimeros complexos,

que é suave. Portanto, S' é um grupo de Lie.

Exemplo 1.6.3. Ja vimos que o grupo GL(n,R) é uma variedade. Para concluir entao
que esta variedade ¢ um grupo de Lie é preciso apenas mostrar que o produto de matrizes
e a operacao de inversao de matrizes sao funcdes suaves. A primeira delas corresponde a

avaliagao de polindmios nos coeficientes de matrizes A, B € GL(n,R),
(AB)i; = Z @ik,
k=1

sendo entdo uma funcdo suave. Denote por A(i|j) a matriz de ordem n — 1 que se obtém
da matriz A retirando-se dela sua i-ésima linha e j-ésima coluna. Da féormula A - adj(A) =

det(A)I para o calculo de determinantes, vemos que

1
A, = .
( )i det A (

—1)"* det A(j]i),

0 que nos mostra que a operacao de inversao de matrizes desta vez corresponde a avaliacao
de uma funcao racional nos coeficientes da matriz A. Isto garante que a operagao de inversao
de matrizes também é de classe C*°.

De maneira analoga mostra-se que GL(n,C) também é um grupo de Lie.

Definicao 1.6.4. Um homomorfismo de grupos de Lie é uma funcao suave f : G— H

entre dois grupos de Lie, que também é um homomorfismo de grupos. Ja um isomorfismo
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de grupos de Lie é um difeomorfismo f : G — H entre grupos de Lie, que também é um

isomorfismo de grupos.

Definicao 1.6.5. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo abstrato. Entao H é um
subgrupo de Lie de GG se H é uma subvariedade imersa de G tal que o produto H x H—H

é diferencidvel em relacao & estrutura intrinseca de H.

Teorema 1.6.6. Um subgrupo abstrato H de um grupo de Lie G é um subgrupo de Lie

mergulhado se H € fechado em G.

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [11], p. 526. O

Vamos empregar este teorema para fornecer alguns exemplos de grupos de Lie. Observe
que com ele foi possivel deixar de construir estruturas diferenciaveis para os exemplos men-

cionados.

Exemplo 1.6.7. O grupo ortogonal

On,R) = {A € GL(n,R) | AA' = I}

¢ um grupo de Lie compacto. De fato, O(n,R) é um subgrupo de GL(n,R). Se (A,,) = (aj})

é uma seqiiéncia de matrizes ortogonais que convergem para uma matriz A = (a;;), entdo

ajy ——— aj, para todo i,j = 1,...,n. Assim, se (bj}) = Al A, = I, temos que
n n
0ij = lim bij = lim g Uiy = g Qi Ok

o que mostra que A é uma matriz ortogonal. Logo, O(n,R) também é fechado em GL(n,R).
Para ver que o grupo ortogonal ¢ compacto, basta notar que suas colunas sao todas unitarias

e que, portanto, O(n,R) é um subconjunto fechado do compacto S*1 x -+ x S"1 C R™,
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Notando ainda que uma seqiiéncia convergente de matrizes ortogonais de determinante +1
converge para uma matriz ortogonal de determinante +1 (pelo argumento anterior e porque

determinante é uma func¢do continua), concluimos também que o grupo ortogonal especial

SO(n,R) ={A € O(n,R) | det A =1}

é um subgrupo fechado de O(n,R), sendo assim um grupo de Lie compacto.
Como sabemos dos cursos basicos de geometria, O(n,R) é o grupo das isometrias lineares

de R" e SO(n,R) é o subgrupo de todas as rotacoes do grupo ortogonal.
Exemplo 1.6.8. Argumentos similares ao do exemplo anterior mostram que os grupos
1. ortogonal complexo, O(n,C) = {A € GL(n,C) | AA* = I},
2. ortogonal complexo especial, SO(n,C) = {A € O(n,C) | det A = 1},
3. unitario, U(n) = {A € GL(n,C) | AA' =1} e
4. unitario especial, SU(n) = {A € U(n) | det A = 1},
sao grupos de Lie. Observe que U(n) e O(n,C) sao grupos distintos.

Exemplo 1.6.9. A Algebra H dos quatérnios é um espaco vetorial real de dimensao

quatro com base {1,1, j, k} e regras de multiplicagao

ij=k, jk=i, ki=j e #=j=k=-1

estendidas a H por meio das leis associativa e distributivas. Desta forma, todo quatérnio

q € H pode ser expresso na forma

q=t+x1+yj+ zk,
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para t,z,y, z € R tnicos. O conjugado de ¢ =1+ xi + yj + zk é o quatérnio

qg=t—x1—yj — zk.

A norma de g é N(q) = qq € R. Pode-se verificar que

N(q) =t +2° +y* + 2%,

para ¢ =t + xi + yj + zk. Portanto, N(q) > 0 e N(q) = 0 se, e somente se, ¢ = 0. Também
se verifica que N(pq) = N(p)N(q). Segue dai que, se ¢ # 0, entao N(q)~*q é o inverso
multiplicativo de ¢ em R. Assim, o conjunto H* = H \ {0} é um grupo por multiplicagao de
quatérnios e a norma N : H* —RZ, é um homomorfismo de H* no grupo multiplicativo

RZ, de ntimeros reais positivos, cujo nicleo

ker N={qceH* |qg=1}={t+aityj+zkcH|t?+2°+9*+2:2=1}

pode ser identificado com a esfera 3-dimensional S* C R*, que sabemos ser um grupo de Lie.

Existem algumas relagoes entre os grupos de Lie dos exemplos que fornecemos que preci-
samos destacar. A primeira delas é bastante 6bvia e nada nos resta a fazer a seu respeito:
ela simplesmente indica que U(1) e S! sao grupos de Lie isomorfos. A segunda relagio, por
sua vez, trata de exibir um isomorfismo entre os grupos de Lie U(1) e SO(2), o que permite
concluir que SO(2) é difeomorfo a circunferéncia unitaria S'. J& a terceira e tltima relagao
descreve em detalhes um isomorfismo entre SO(3) e SU(2)/{£1}, que é talvez o exemplo
mais simples e relevante da teoria spin. Por hora, esta ultima relacao é explicada apenas do
ponto de vista algébrico, porque ainda nao contamos com as ferramentas necessarias para
uma abordagem topologica.

Vejamos a segunda destas relagoes. Para conseguir encontrar o isomorfismo mencionado, é
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preciso primeiro realizar C como o espago vetorial real R?, porque SO(2, R) ¢ um subespago de
R2. Fazendo isso, cada operador linear inversivel de C se torna um operador linear inversivel
de R2. Os operadores lineares inversiveis de GL(1,C) sao simplesmente as multiplicagoes por
um namero complexo nao-nulo A fixado: z +— Az, z € C. Escrevendo z = x+iy e A = a+1b,

com a® + b? # 0, esta multiplicacao toma a forma

x4+ 1y — (ax — by) +i(bx + ay).

Isto nos mostra que o correspondente operador linear de R? tem forma

a b
. a’+ b2 #0.
-b a

Como nos interessa apenas multiplicacao por niimeros complexos unitarios, necessariamente

A =cosf +isinf, para algum 0 € R. Assim, o operador linear anterior tem de ser da forma

cosf) sinf

—sinf cos®

ou seja, trata-se de uma rotagao em R2. Portanto, todo elemento de U(1) pode ser associado
a uma Unica rotacao, sendo a associacao contraria 6bvia. Logo, a “aplicacao de realiza-
cao” r : U(l) —= SO(2,R) & uma bijecao, além de ser, evidentemente, diferenciavel e um

homomorfismo. Concluimos assim que U(1) (ou S') e SO(2) sao grupos de Lie isomorfos.

Vamos analisar agora a terceira das relacoes citadas, cuja elaboragao é um pouco extensa.
Aqui seguimos [12], p. 15-21. Com um pouco de algebrismo pode-se mostrar que as matrizes

de SU(2) sao da forma

,al*+[bp]? =1
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Se escrevermos a = xg + tx3 e b = w1 + ixs, fica claro que a equacao

la? + b =af + 22 + a5+ a5 =1

é simplesmente a equacao da esfera S3 no espaco R* de coordenadas xg, x1, T2, x3. Isto quer

dizer que SU(2) é homeomorfo a S3.

Considere as seguintes matrizes, ditas matrizes de Pauli:

Pode-se escrever toda matriz complexa de ordem dois e trago zero como uma combinagao

linear de tais matrizes. Assim, se H é uma destas matrizes,

—z x4y
H =20, +yo, + 20, =

T — 1y z
Para simplificar, representamos a matriz H pelo par (r,0), onde r = (z,y, z) e o simplesmente

faz mencao as matrizes de Pauli.

Como ¢ facil constatar, dado A € SU(2), a matriz H = AHA! tem trago nulo. Por
causa disso, H também pode ser escrita como uma combinacdo linear das matrizes de Pauli:

H= (o), comr = (2,y,2), ou ainda,

/

—z x4y a b —z Ty a* —b

' —iy 2! —b* a* T — 1y z b* a

A resolucao deste sistema linear nas variaveis 2/, ¢’ e 2’ determina 2/, v’ e 2’ como funcoes
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de z, y e z, ou também, uma transformacao linear R4 que leva r em 7’:

o = (@ +a -0 =)+ (" —a®+ 0 —V)y+ (ab+ab)z,
y = s(@®—a®+0 =) x+i(a®+a> 4+ +0%) y+i(ab—ab)z,
27 = —(ab+ ab)x +i(ab— ab)y + (aa — bb)z.

Observando que os determinantes de H e H sao os mesmos, isto é, que

(.I/)Q + (y/)Q + (21)2 — 132 +y2 +Z2,

concluimos que R4 é uma transformacao ortogonal complexa e que ' € R3 se r € R3.
No caso em que r € R3, isto quer dizer que a forma matricial de R4 (de agora em diante
identificada com a propria transformacgao Ry4) é real. Tendo ela determinante 41 (porque R, é
continuamente transformada na identidade I € SO(3,R), se A é continuamente transformada
na identidade I € SU(2)), R4 s6 pode ser uma rotagao de R3. Assim, & toda matriz de SU(2)

corresponde uma rotacao de SO(3,R).

Sejam A, B € SU(2) e R4 e Rp rotagoes de R? a ela associadas. Entdo,

(Rapr, o) = (AB)(r,0)(AB)" = AB(r,0)B'A' = A(Rp,0)A"' = (RyRpr,0),

o que quer dizer que a aplicagdo SU(2) —SO(3,R) dada por A — R4 ¢ um homomorfismo

de grupos.

Suponha agora que A seja uma matriz diagonal:

e—ia/2 0
Ai(a) = ‘
0 eza/Z
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Segue das equagoes =’ = 2'(x,y,2), ¥ =y (v,y,2) e 2/ = 2'(x,y, z) que

cosae sina 0
Ra, = | —sina cosa 0 |,

0 0 1

ou seja, que R4, é uma rotagao ao redor do eixo z de R?® por um angulo a. Suponha entdo

que A seja uma matriz real:

CcoS g —sin g
Ay(B) =
sin g Ccos g

Segue das mesmas expressoes de 2/, 3/ e 2/ enquanto fungoes de x, y e z que

cosf 0 —sing
RA2 - 0 1 0 )
sing 0 cospf

os seja, que R4, é uma rotagdao ao redor do eixo y de R? por um angulo 3.

Um produto da forma A;(a)As(5)A1(y) corresponde a uma rotacdo ao redor do eixo z
por um angulo v, seguida de uma rotagdo ao redor do eixo y por um angulo (3, por sua
vez seguida de uma rotacao ao redor do eixo z por um angulo a. Em outras palavras, este
produto é uma rotacao por angulos de Euler «, 3, 7. Portanto, o homomorfismo encontrado
é sobrejetor. Contudo, ele nao é um isomorfismo, porque uma rapida inspecao mostra que
existe mais de uma matriz de A € SU(2) que corresponde a mesma rotagdo de SO(3,R): A
e —A, por exemplo. Vejamos quantas sao elas, contando primeiro quantas sdo as matrizes
A € SU(2) que correspondem a I € SO(3,R), isto é, a transformagdo 2’ =z, y =y, 2/ = z.

Para estas matrizes, a identidade AHA! = H deve ser satisfeita para toda matriz complexa
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H de trago nulo. Isto ocorre somente se A = +1 € SU(2). Estas duas matrizes formam
um sugbrupo invariante de SU(2), e somente os elementos que estdo em uma mesma classe

lateral deste subgrupo, isto é, A e —A, correspondem & mesma rotacao.

1.7 Acao de grupos e grupos de transformacoes

Definicao 1.7.1. Uma acao a esquerda de um grupo G com identidade e sobre um conjunto

M & uma aplicacao G x M —= M, (g, m) — g - m tal que
1. e-p=p, para todo p € M,
2. g-(h-p)=(gh)-p, para todo g,h € Gepe M.

Analogamente define-se agao a direita de GG sobre M. Um conjunto M com uma acao de

um grupo G é chamado um G-conjunto.

Evidentemente, a estrutura de uma acao do grupo GG sobre um conjunto M ¢ equivalente
a um homomorfismo de grupos G— Bij(M), onde Bij(M) é o conjunto de todas as bije¢oes

de M em M.

Exemplo 1.7.2. Todo grupo GG age sobre si mesmo por translagoes a esquerda: a acao

G x G—=G é dada por (g, h) — gh. O homomorfismo
L:G—Bij(G), g¢— L,

associado a ela é tal que Ly(h) = gh, para todo h € G. Analogamente, todo grupo G também
age sobre si mesmo pela esquerda por translagoes a direita: desta vez a acdo G x G—G

¢ dada por (g, h) — hg™!, ou ainda, o homomorfismo

R:G— Bij(G), g~ R,
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associado a ela & tal que Ry(h) = hg™', para todo g, h € G. Estas duas agdes de G comutam,

uma vez que

(Lg o Ry)(x) = gah™ = (Ry o Ly)(),
para todo g, h,z € G.

Exemplo 1.7.3. Outra acao de um grupo G sobre si mesmo ¢ a agao adjunta G x G—G

dada por (g, ) — gzg~'. O homomorfismo

Ad:G— Bij(G), g~ Ad,

associado a ela é tal que Ad,(z) = gzg™!, para qualquer z € G. Esta agdo, diferentemente
das translacoes a esquerda e a direita, respeita a operacao do grupo G, ou seja, ela satisfaz
a relacdo Ad,(zy) = Ady(x) Ady(y) para todo g,z,y € G. Portanto, cada A, é também um
isomorfismo. O conjunto de isomorfismos de G em si proprio é um subgrupo de Bij(G) que

denotamos por Aut(G). Assim, Ad : G— Aut(G).

Por simplicidade, fazer considerar apenas acoes a esquerda de um grupo G sobre um
conjunto M, porque todos os conceitos que envolvem tais acoes podem ser adaptados para
acoes a direita de G sobre M de maneira 6bvia. Neste sentido, sequer mencionamos que se

tratam de agoes a esquerda de GG sobre M, referindo-nos a elas apenas por agoes de G sobre

M.

Definigao 1.7.4. Se G é um grupo de Lie e M é uma variedade, dizemos que a agao do
grupo G sobre M é uma acao diferenciavel se a aplicagdo G x M — M ¢é suave. Neste
caso, cada funcao g := (g,-) : M —= M ¢é um difeomorfismo de M, razao que nos leva a dizer

que G é um subgrupo do grupo Diff (M) de difeomorfismos de M.

Exemplo 1.7.5. Para G = M = S' ~ SU(1), a aplicagio S* x S! — S! dada por

(e, e2) 1 €101+02) & yma acdo diferencidvel da circunferéncia unitaria S sobre ela propria.
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Dado um conjunto M com uma estrutura de acao de grupo por um grupo (G, existem

alguns subgrupos de G e subconjuntos de M que queremos considerar.

Definigao 1.7.6. O estabilizador de p € M ¢é o subgrupo de G dado por G, = {g € G |

g-p=p}. A orbita de p € M é o subconjunto de M dado por G(p) ={g-p| g € G}.

Exemplo 1.7.7. Seja G = SO(2,R) e faca G agir sobre R?* de maneira 6bvia. As orbitas
desta acdo sao simplesmente circunferéncias centradas na origem de R?, incluindo a propria
origem como uma circunferéncia de raio zero. Ja os estabilizadores de pontos de R?\ {0} sdo

subgrupos triviais e o estabilizador da origem é todo o grupo G.

Repare que, no caso em que a acao de GG sobre M é uma acao difenciavel de um grupo de
Lie G sobre uma variedade M, todo estabilizador é um subgrupo de Lie mergulhado, uma vez
que ele é fechado em G. Observe também que podemos definir uma relacao de equivaléncia
~ no conjunto M a partir da acao de G sobre ele: dados p,q € M, p ~ ¢ se, e somente
se, existe g € G tal que ¢ = g - p. As classes de equivaléncia desta relagdo correspondem as
orbitas da acao considerada.

Denotamos o conjunto de orbitas de uma acdo de G sobre M por M/G. Se a agdo G x
M — M é diferenciavel, equipamos M /G com a topologia quociente. Esta é a topologia

mais fina que faz da aplicacdo 7 : M — M /G uma aplicagao continua.

Definigao 1.7.8. Chamamos M /G com a topologia quociente de espago das orbitas da

acao de GG sobre M.

E facil ver que os estabilizadores G, e G, de dois pontos p,q € M sao conjugados se estes
pontos pertencem a uma mesma 6rbita. Além disso, para cada p € M, a aplicacao G — M

dada por g — ¢ - p induz uma bijecao entre G/G, e G(p).

Definicao 1.7.9. Se G age sobre M e, para quaisquer p,q € M, existe g € G tal que g-p = q,
entao a acao G x M — M ¢é dita uma agao transitiva. Dizemos também que M é um

espaco homogéneo.
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Obviamente acOes transitivas somente tém uma orbita. Neste caso, M ~ G/G,,.

Exemplo 1.7.10. No Exemplo 1.7.7 observamos que, pela a¢ao natural de SO(2,R) sobre
R2, as orbitas de todo ponto de R? sdo circunferéncias centradas na origem de R2 Na
realidade, isto vale em geral e a prova para tal fato é um caso particular do que argumentamos
agora. Afirmamos que a agao de SO(n,R) sobre S"~! ¢ transitiva. De fato, considere a base
canonica {ej,...,e,} de R e um vetor u € S"! arbitrario. Entao estenda {u} a uma outra
base ortonormal {u,é,,...,é,} de R". Claramente, a matriz A que transforma a segunda
base na primeira é uma matriz ortogonal. Se det(fl) — 1, faca A = A. Do contrario,
inverta a ordem de quaisquer dois vetores da base que contém u, que sejam diferentes deste,
e recalcule A. Daf faca A = A. A matriz A assim obtida é uma matriz ortogonal de
determinante unitario tal que Ae; = u. Se u/ € S" !, construa uma matriz A’ tal que
A’e; = v’ por este mesmo procedimento. Temos que A/A™! € SO(n,R) e /A7 u = u'. Tsto
mostra que S~ é um espago homogéneo pela a¢ao natural de SO(n, R) (conseqiientemente,

ainda, S"~!' ~ SO(n)/SO(n — 1)).

Definicao 1.7.11. Uma acao de G sobre M é dita livre se nenhum ¢g € G diferente da

identidade fixa elementos de M, isto é, se g € GG é tal que g - p = p para algum p € M, entao
g=ce.
Claramente todos os estabilizadores de uma acao livre sao triviais.

Definicao 1.7.12. Dado um espago topologico X e um grupo GG de homeomorfismos de X,
a acao de G sobre X é dita propriamente descontinua se, para todo z € X, existe uma

vizinhanga U de x tal que g(U) N U = (), qualquer que seja g # e.

Dada uma acao propriamente descontinua de um grupo de homeomorfismos de um espago
topologico X, observe que, para todo go, g1 € G, com gg # g1, 0s conjuntos go(U) e g1(U) sao
disjuntos. De fato, pois se este ndo fosse o caso, U e g; '(g1(U)) também nio seriam conjuntos

disjuntos e isto contrariaria o fato da acao de G sobre X ser propriamente descontinua.
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Um conceito relacionado a agoes propriamente descontinuas de grupos é o seguinte:

Definigao 1.7.13. Uma acao diferencidvel G x M — M ¢é dita uma agao propria se a
aplicacao

GxM—MxM, (g,p) — (p.g-p),

¢ uma aplicagao propria, isto é, se a pré-imagem de todo subconjunto compacto de M x M

por esta aplicacao é compacta em G x M.

Estabelecemos agora uma condicao suficiente para que exista uma estrutura diferenciavel

no espago quociente M/G, para a qual 7 : M — M /G é uma submersao.

Teorema 1.7.14. Suponha que um grupo de Lie G aja diferencialmente, livremente e pro-
priamente sobre uma variedade suave M. Entao o espago das érbitas M/G é uma variedade

topologica de dimensao

dim M/G =dim M — dim G

que admite uma Unica estrutura diferencidvel para a qual a aplica¢do quociente € uma sub-

Mersao.

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [11], p. 220. O

Seja G um grupo de Lie. Consideramos a acao de G em si proprio por translagoes a
esquerda. KEsta acao é propria e livre. Se H C G é um subgrupo fechado, entao H é um
subgrupo de Lie e a acao de H em G por translacoes a esquerda é propria e livre. O espago
quociente para esta acao ¢ o conjunto das classes laterais a direita munido da topologia
quociente: G/H = {Hg | g € G}. Como uma aplicacido imediata do teorema anterior,

concluimos que

Corolario 1.7.15. Se G um grupo de Lie e H C G é um subgrupo fechado, entdo G/H
possui uma estrutura de variedade diferencidvel, compativel com a topologia quociente, tal

que ™ : G—=G/H ¢é uma submersao.



Capitulo 2

Grupos de homotopia e espacos de

recobrimento

Um dos problemas bésicos de topologia é distingiiir entre dois espagos topologicos. A topo-
logia algébrica, ao relacionar espacos topologicos com objetos algébricos, permite que pro-
blemas de natureza topologica como este possam ser traduzidos em problemas algébricos,
geralmente mais simples de serem resolvidos. Fazemos uma breve introducao a ela neste
capitulo, estabelecendo inicialmente alguns conceitos e resultados basicos, para dai tratar do
grupo fundamental de um espacgo topologico, que é uma das ferramentas por meio da qual
tal distincao pode ser realizada.

Intimamente relacionados ao grupo fundamental de um espaco topologico estao os espacos
de recobrimento deste espaco. Tais espacos tém uma estrutura mais simples do que os
espacos por eles cobertos, podendo ser completamente descritos por subgrupos dos grupos
fundamentais destes tultimos, a menos de isomorfismos. Exploramos esta relacao entre eles,
com o objetivo de classificar os espagos de recobrimento.

Tratamos muito brevemente, ainda, dos grupos de homotopia de ordem superior associados

a um espaco topologico, que sao generalizacoes do conceito de grupo fundamental.

47
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2.1 Homotopias e o grupo fundamental

Definicao 2.1.1. Sejam X e Y espacos topologicos e fy, f1 : X —Y funcoes continuas que
coincidem em A C X. Dizemos que f; ¢ homotoépica a f; com relagao a A se existe uma

fungao continua F' x [0,1] —Y tal que

F(z,0) = folz), F(,1) = fi(x)

para todo z € X e
F(a,t) = fola) = fi(a)

para todo a € A e todo t € [0,1]. Se fy e fi sdo homotopicas com relacido a A, escrevemos
fo =~ f1 rel A para denotar isso. No caso em que A = (), escrevemos apenas fy ~ fi e dizemos

simplesmente que f, e f; sao homotoépicas. A funcao F' é uma homotopia entre f; e f.

Podemos pensar em uma homotopia entre fy e f; como uma aplicacao que, durante o
intervalo de tempo [0, 1], transforma a func¢do fy continuamente na funcdo f;, preservando a

todo instante o subconjunto A de X.

Exemplo 2.1.2. Quaisquer duas funcoes continuas fo e f; definidas em um subconjunto

convexo de um espaco vetorial sao homotopicas por

F(s,t) = (1 =1t)fols) + tf1(s).

Esta funcao é chamada de homotopia linear por deslocar com velocidade constante o ponto

fo(s) para o ponto fi(s) ao longo de um caminho retilineo.

Por simplicidade, denotaremos o intervalo [0, 1] por I de agora em diante. Algumas vezes
também indicaremos a homotopia F' através da familia de fungoes f; = F(-,t) : X —Y que

ela representa.
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Definicao 2.1.3. Dizemos que dois espacgos topologicos X e Y sao homotopicamente
equivalentes ou tém mesma homotopia se existem funcoes continuas f : X —Y e
g:Y — X tais que

fog: X—X e gof:Y—Y

sao homotopicas as correspondentes identidades, idx e idy.

Note que a no¢ao de equivaléncia de espacos por homotopias pode ser obtida da definigao de
espacos homeomorfos de maneira bastante natural, bastando para isso trocar igualdades por
homotopias. Observe também que espacos homeomorfos sao homotopicamente equivalentes,
mas que a reciproca desta afirmacao nao é verdadeira. De fato, R™ e qualquer subconjunto de
R™ com um tnico ponto tém claramente a mesma homotopia, mas nao pode haver nenhuma
bijecao entre eles. Fica assim certo que a relagao “ser espacos homotopicamente equivalentes”

¢ mais fraca que a relagao “ser espacos homeomorfos”.

Lema 2.1.4. As relacoes “ser funcoes homotdpicas com relacdo a um dado conjunto” e “ser

espacos homotopicamente equivalentes” sao relacoes de equivaléncia.

Demonstracao. Vejamos se a primeira relacao satisfaz as propriedades de relacao de equiva-
léncia. Dado f, é claro que f ~ f rel A. Basta considerar a funcao F(x,t) = f(z). Também,
se ' ¢ uma homotopia entre f e g com relagdo a A, entdo G(z,t) = F(z,1 —t) é uma
homotopia entre g e f com relacao a A. Agora, se f ~ grel Ae g~ h rel A respectivamente
pelas homotopias F' e GG, a correspondéncia H : X x I —Y assim definida
F(x,2t), setelo,2
) = | T2 0.3

G(z,2t — 1), sete[3,1]
é¢ uma homotopia entre f e g com relacao a A. De fato, H estd bem definida enquanto funcao,

pois F(z,35) = G(x,3), e é continua, por ser continua nos intervalos fechados [O, %} e [%, 1}
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de [0, 1], cuja intersec¢do contém apenas o ponto ¢ = 3, no qual F(z,-) e G(z,-) coincidem.
Além disso,

H(z,0) = f(x), H(z,1)=g(x) e H(at)=f(a)

para todo z € X, a € Aet € I. Portanto, a relacao “ser funcdes homotopicas com relacao a
um dado conjunto” satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva e é, assim, uma
relacao de equivaléncia.

Vamos verificar agora a segunda relacao. A unica propriedade nao trivial que precisa ser
analisada é a transitividade. Pois bem, se X e Y sao espacos homotopicamente equivalentes
e Y e Z também o sdo, entdo existem fungées f : X —VY, g Y —X, [ : Y —=Z e
g :Z—Y taisque go f ~idy, fog~idy, g o f ~idy e f' og ~idy; pelas homotopias

F, G, F' e G, respectivamente. Vemos dai que f'of: X —=Ze gog : Z— X, enquanto

go(gdofYof: X—X e flo(fog)og:Z—27,

o que nos leva a definir as seguintes funcoes:

F'": XxI — Z G": ZxI — X

(1) = goF'(f(x)1) (z,t) = [foG(g(2)1).

Usando a transitividade da primeira relagdo, é imediato ver entdo que as fungoes gog'o f'o f
e f'o fogog sdo respectivamente homotopicas a idx e idy por F” e G”. Assim, “ser espagos

homotopicamente equivalentes” também é uma relacao de equivaléncia. O

Vamos nos referir a classe de equivaléncia de uma funcao f : X — Y pela relacao “ser
funcoes homotopicas com relagao a um dado conjunto” por classe de homotopia e denota-la
por [f]. Estamos particularmente interessados nas classes de homotopia de fun¢oes bastante

simples:
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Defini¢ao 2.1.5. Seja f : I — X uma fungdo continua tal que f(0) = zo e f(1) = .
Dizemos que f é um caminho de 7y a 21 (em X) e que z( e 1 sdo os pontos inicial e
final do caminho f, respectivamente. Quando estes pontos coincidem, também dizemos que
o caminho f é um lago baseado em z(, ou simplesmente lago, nos casos em que o ponto

Zo fica subentendido.

Nos referimos a uma homotopia entre caminhos f, g : I — X que preserva os pontos
iniciais e finais destes, ou seja, a uma homotopia tal que f ~ g rel {0,1}, simplesmente por
homotopia de caminhos. Todas as homotopias entre caminhos serao desta forma daqui

em diante.

Exemplo 2.1.6. Um aspecto bastante intuitivo a respeito de caminhos de mesmos extremos

em espacos convexos ¢ que quaisquer dois deles sao homotdpicos através da homotopia linear.

Podemos facilmente definir uma operacao entre caminhos, uma vez garantido que o ponto

final de um deles seja o ponto inicial do outro.

Definicao 2.1.7. Se f é um caminho em X de x5 a 1 e g € um caminho em X de z; a xo,
definimos a concatenagao f * g destes caminhos como sendo o caminho entre xy e x5 que

se obtém percorrendo primeiro f e depois g com o dobro da velocidade em cada trecho:

f(2s), se s € [O,

]

9(2s—1), sese[i1].

N |—=

(fx9)(s) =

Esta operacao induz um produto bem-definido nas classes de homotopias de caminhos f e g

para os quais f(1) = ¢(0), através da equagao

Para ver isto, considere uma homotopia F' entre os caminhos f e f’ e uma homotopia G entre
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os caminhos g e ¢’. A funcao

F(2s,t), se s € [0, 3]

1]

H(s,t) =
G(2s —1,t), ses€ |

N =

¢ uma homotopia entre f x g e f' % ¢’, 0 que nos mostra que este ultimo produto independe
do representante das classes de homotopias de caminhos.

Vamos denotar por f~! o caminho f percorrido em sentido contrario, f~!(s) = f(1—s), e
definir e, como sendo o lago constante baseado em z, e,(s) = z. Por m (X, zg) queremos
indicar o conjunto de todas as classes de homotopias [f]| de lagos f : I — X baseados em
um ponto zy de X.

Fica facil fazer a demonstracao da préxima proposicao se notarmos que toda reparame-
trizagcao de um caminho f por uma func¢ao continua ¢ : [ — I que fixa os pontos 0 e
1 d& origem a um caminho f o ¢ homotopico a f. A homotopia em questao é a seguinte:
F(s,t) = f((1 —t)p(s) +ts). Observe que a finalidade de uma reparametrizagao ¢ modificar

a velocidade com que uma deformacao ocorre.
Proposicao 2.1.8. m1(X,xg) € um grupo com respeito ao produto x.

Demonstracao. Se f, g e h sao caminhos em X com f(1) = g(0) e g(1) = h(0), entdo fx*(gxh)
e (f % g) * h podem ser calculados, sendo o primeiro destes caminhos uma reparametrizacao

do segundo por

5 seodl],
P) =9 54 selhils
2s—1, se[21].

Portanto, f * (g * h) e (f * g) x h sdo caminhos homotopicos. Em particular, para lagos f, g

e h de mesmo ponto base z,

1 (g * [R]) = [f * (g % )] = [(f * g) * h] = ([f] * [g]) * [A],
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mostrando que o produto em 7 (X, zg) é associativo.
Por sua vez, se f ¢ um caminho qualquer em X e ey = e e e; = ey(1), entao ey * f &

uma reparametrizacao de f por

Desta forma, eg * f e f x e; sao ambos caminhos homotopicos a f. Melhor ainda: para um
lago f baseado em zg, e; = ¢g e, assim, [e,,] é 0 elemento identidade em 71 (X, zo).
Por fim,
F(&),  se[05,
H(s,t) =4 eols), s € [

1—t
2 0 2
FEE) se 5]

Y

5]

¢ uma homotopia entre f * f~1 e ey, cuja simples substituicao de f por f~! e ey por e; em
sua regra também fornece uma homotopia entre f~! * f e e;. Em especial, para um laco f

baseado em zg, isto nos mostra que [f~!] é o elemento inverso de [f] em 71 (X, ), isto &,

17 =171 B

Defini¢ao 2.1.9. O grupo m(X,x9) é o grupo fundamental ou primeiro grupo de

homotopia de X relativo ao ponto base x.

Se identificarmos o intervalo [0, 1] com a circunferéncia S' de maneira natural, através do
quociente /01, e denotarmos por sy € S! a imagem de I por esta identificagdo, poderemos

olhar para uma homotopia entre lacos baseados em x5 € X como uma fun¢ao S' x I — X
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que transforma {sg} x I em z,. Teremos dai que os elementos do grupo fundamental de X
serao as classes de homotopias de fungoes de S' em X que transformam s, em .

E natural se perguntar de que maneira o grupo fundamental depende do ponto base. Mas
ao contrario do que podemos imaginar, esta escolha nao ¢ importante em geral. Para ver
isso, considere um caminho h de z a 2y em X e defina h : m (X, zg) — m (X, z;) por
h([f]) = [h~' % f % h]. Por * ser uma operaciio bem definida e A~ % f  h ser um laco baseado
em x1, a funcao h esta bem definida e faz a mudanca do ponto base z; para z; de uma

maneira muito conveniente.

Proposicao 2.1.10. Se xy e x1 pertencem a mesma componente conexa por caminhos de X,

entao os grupos m (X, xg) e (X, 1) sdo isomorfos.
Demonstracao. A funcao h ¢ um homomorfismo de grupos porque

~ ~

W([f1*[g) = W71 % (f % g) + h] = [B7" % fx b+ [ 5 g% h] = ([ f]) * h([9])

e ¢ uma bijecao, ja que

e, similarmente, (h o A=) ([f]) = [f]- O

Em vista desta proposi¢ao, vamos sempre supor que o espaco X é conexo por caminhos
e por isso omitiremos o ponto base empregado na construcao de seu grupo fundamental,
escrevendo apenas (X)) para ele. Note, entretanto, que os grupos m (X, zg) e m (X, 1)
nao podem ser canonicamente identificados, a menos que o grupo fundamental de X seja
abeliano, pois o isomorfismo h depende da classe de homotopia de h.

Antes de fornecer exemplos de grupos fundamentais, vamos considerar mais um conceito

que se mostrara bastante util mais adiante.
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Definicao 2.1.11. Um espago conexo por caminhos com grupo fundamental trivial é dito

simplesmente conexo.

Um espaco simplesmente conexo é portanto um espaco conexo por caminhos no qual todos
os caminhos entre dois pontos dados podem ser continuamente transformados um no outro.

O resultado seguinte explica esta terminologia.

Proposicao 2.1.12. Seja X um espaco conexo por caminhos. FEntio X € simplesmente
conexo se, e somente se, hd uma unica classe de homotopia de caminhos em X de mesmos

pontos inicial e final.

Demonstracao. Suponha inicialmente que X seja simplesmente conexo. Uma vez que X
é conexo por caminhos, existem caminhos em X ligando quaisquer dois de seus pontos.
Considere, por isso, caminhos f e g de zg a 1 em X. A partir destes dois caminhos podemos

1

escrever um lago baseado em xg, explicitamente, f*¢g~", que sabemos ser homotopico ao lago

constante e,,, uma vez que X é simplesmente conexo. Assim,

f1=1[f g *[g] = [e] * [9] = lg].

Reciprocamente, se h4 uma tnica classe de homotopia de caminhos em X ligando x( a ele
mesmo, entao todos os lagos baseados em ¢ sao homotopicos a e,, e, dai, m1 (X, xg) = {es, }-
Isto é suficiente para garantir que o grupo fundamental de X seja trivial, devido a X ser um

espaco conexo por caminhos e nao depender do ponto base x. O

Exemplo 2.1.13. Todo subconjunto convexo X de um espago vetorial tem grupo funda-
mental trivial, porque todo laco f em X baseado em zy é homotdpico ao caminho constante
ez, pela homotopia linear. Em particular, o disco unitario D" em R" e o proprio R" tém

grupos fundamentais triviais. Assim, estes espacos sao simplesmente conexos.

Suponha agora que p: X —Y seja uma func¢ao continua que transforma um ponto z, de

X em um ponto yy de Y. Indicamos esta situagao pela expressao p : (X, z9) — (Y, vo)-
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Proposicao 2.1.14. A correspondéncia

P+ 7Tl(X>350) - 7r1(Y,y0)
[f] = [pof]

estda bem definida nas classes de homotopias de lagos baseados em xy e é um homomorfismo

de grupos com as sequintes propriedades:
1. Ser: (X,z0) — (Y yo) e s: (Y,yo) —(Z, 20), entao (sor), = s, 07
2. (idx)s = idr (x)-

Demonstracdo. E claro que se f for um laco baseado em g, p o f serda um laco baseado
em yo. Assim p, tem imagem em 7 (Y, y0). A correspondéncia induzida pela funcao p esta
bem-definida, porque se F' é uma homotopia entre os caminhos f e g, entao p o F' é uma
homotopia entre po f e po g. O fato de p, ser um homomorfismo segue diretamente da
equagao (po f)x(pog) =po (f*g). Para checar as propriedades do homomorfismo p,, veja

que, por definicao,

(sor)([fl) =[sor)ofl=[so(rof)l = s(rlf])) = (s« or)([f])

e analogamente

(idx)«([f]) = lidx o f] = [f] = idm,x)([f])

para todo [f] € m1 (X, o). O

Para entender o comportamento do grupo fundamental por equivaléncia de homotopias,
no6s podemos fazer uma mudanca de ponto base no grupo fundamental de um espaco Y e
assim relacionar os homomorfismos induzidos por duas fun¢des homotopicas definidas em

(X, o) que ndo preservam a imagem do ponto base durante a homotopia.
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Proposicao 2.1.15. Se H : X x I —=Y ¢é uma homotopia entre fungoes u e v que transfor-
mam um ponto xo € X nos pontos yo, y1 € Y, respectivamente, entiao h(t) = H(xg,t) € um

caminho em Y, entre yo e y1, tal que v, = hou,.

Demonstracao. Seja f : I — X um laco em X baseado em zy. Ao invés de mostrar que
v, = hou,, vamos argumentar que [h][vo f] = [uo f][h], 0 que é uma afirmacao equivalente.

Para isso, considere os lagos

fo(s) = (f(s),0),  fi(s) = (f(s),1)

e o caminho ¢(t) = (zg,t) no espaco X x I. Temos que

Hofy=uof, Hofi=vof e Hoc=h.

Por sua vez, para a fun¢do F : [ x I — X x I dada por F(s,t) = (f(s),t) e os caminhos

91(s) = (5,0), 92(s) = (5, 1), g3(t) = (0,1) e gu(t) = (1,7)

em [ x [ temos que

Fogi=fy, Fogo=fi e Fogs=Fog,=c.

Como I x I é um conjunto convexo e g, * g4 € g3 * g sao caminhos em [ x [ entre os mesmos
pontos inicial e final, (0,0) e (1,1), deve existir uma homotopia G entre eles. A composi¢ao

de F' e G é uma homotopia entre

Fgixg1) = (Fog)*(Fogs)=foxc e F(gz*ga) = (Fogs)*([og)=cxfi,

enquanto H o (F o G) ¢ um homotopia entre os caminhos (ro f)xhe h*(so f)deY. O
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Segue das duas tltimas proposicoes que o grupo fundamental é um invariante homotépico

e topologico de um espago X.

Corolario 2.1.16. Espacos homotopicamente equivalentes tém mesmo grupo fundamental,

assim como espag¢os homeomorfos.

Demonstracao. Sejam X e Y dois espagos homotopicamente equivalentes. Entao existem

funcoes p: X —Y e q: Y — X tais que gop ~ idx e po g =~ idy. Suponha que

(X, l’o) # (Y, yO) # (prl) A (Y7 yl)'

Tomando o cuidado de distinguir entre os homomorfismos induzidos por p para cada ponto

base, temos:

(P )+ » (P )+
7Tl<X, 33'0) —O> 7T1(Y, yo) q—> 7Tl<X,£C1) —1> 7T1(Y, yl)
Como ¢ o p é homotopica a funcao identidade de X, deve existir um caminho h entre xq e x;
neste mesmo espaco, tal que

~

(gop)s =ho (idx). = h.

Isto implica que (gop). = g« 0 (Ps, )« € um isomorfismo e dai segue que ¢, ¢ um homomorfismo
sobrejetor. Similarmente, (p o q)s = (ps, )« © ¢« € um isomorfismo e ¢, é injetor. Portanto,
¢« também é um isomorfismo. Como composi¢ao de isomorfismos é isomorfismo e (py,)s =
(¢.)"" o h, temos que (ps, )+ ¢ um isomorfismo entre os grupos fundamentais de X ¢ Y.

O caso em que X e Y sao espacos homeomorfos é um caso particular deste, pois ja obser-

vamos que espacos homeomorfos sao homotopicamente equivalentes. O

Logo é possivel dizer quando dois espacos nao sao homeomorfos estudando-se apenas seus
grupos fundamentais, que sao estruturas mateméticas muito bem comportadas por homoto-

pias. Entretanto, ha alguma dificuldade com este novo procedimento, justamente no que diz
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respeito ao calculo do grupo fundamental dos espacos envolvidos: em geral, ndao é uma tarefa
facil encontra-los. Veremos na Secao 2.2 como lidar com este problema, contentando-nos por

ora com o proximo exemplo.

Exemplo 2.1.17. A esfera S™ é simplesmente conexa, se n > 2. De fato, seja f um laco
em S™ baseado em um ponto sy. Se existir um ponto s € S™ que nao se encontra em sua
imagem, entdo f serd homotopica a um laco constante, pois S™ \ {s} é homeomorfo a R"™,
que é simplesmente conexo. Vamos mostrar que todo lago em S™ é homotdpico a um lago
nao-sobrejetor, de onde a assertiva segue.

Seja B C S™ uma vizinhanga aberta de um ponto s # sy de S™. O conjunto f~1(B) é
aberto em (0, 1), sendo, portanto, uma unido de intervalos abertos e disjuntos (a;,b;). Por
construgao, o conjunto compacto f~(s) esta contido na unido destes intervalos, o que implica
que ele também deve estar contido em apenas um ntimero finito deles. Seja (a;, b;) um destes
intervalos. O caminho f; obtido restringindo-se f ao intervalo [a;, b;] tem sua imagem no
fecho de B e seus pontos inicial e final, f(a;) e f(b;), estdo localizados na fronteira deste
conjunto. Como n > 2 por hipdtese, temos que o fecho de B é uma (n — 1)-esfera conexa
por caminhos, o que nos permite encontrar neste fecho um caminho ¢; de f(a;) a f(b;),
necessariamente disjunto de s. Uma vez que o fecho de B também é homeomorfo a um
conjunto convexo de R", que é simplesmente conexo, o caminho f; ¢ homoto6pico ao caminho
g; pela Proposicao 2.1.12. Assim podemos deformar continuamente o trecho f; do lago f no
caminho g; e obter um novo lago baseado em sy que passa uma vez a menos sobre s. Como
ha um namero finito de intervalos (a;, b;) que contém f~!(s), podemos repetir este processo
para cada um deles e obter ao final do procedimento um lago g homotopico a f que nao passa

sobre s. Logo f é um laco homotdpico a um lago nao-sobrejetor.
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2.2 Espacos de recobrimento

Um espaco de recobrimento X de um espaco X €, a grosso modo, um espaco que localmente

se parece com X, mas que, globalmente, pode ser muito diferente.

Definicdo 2.2.1. Seja 7 : X —= X uma aplicacio continua e sobrejetora. Dizemos que
um subconjunto aberto U C X é uma vizinhanga distinguida por 7 se a pré-imagem
7~ 1(U) pode ser escrita como uma unido disjunta de subconjuntos abertos V,, de X, todos

eles homeomorfos a U por 7. Dizemos que cada V,, é uma componente de 7~ 1(U).

Definicdo 2.2.2. Seja 7 : X — X uma aplicacio continua e sobrejetora. Se existir uma
vizinhanca distinguida por 7 para todo ponto x € X, chamamos © de mapa de recobri-
mento ¢ X de espaco de recobrimento de X. Também dizemos que a terna (X, m, X) é

um recobrimento de X.

E facil ver que todo mapa de recobrimento é um homeomorfismo local e uma aplicagao

aberta. Vejamos alguns exemplos de mapas de recobrimento.

Exemplo 2.2.3. Afirmamos que a aplicagao exponencial 7 : R—=S! dada por 7(r) = €2™"
é um mapa de recobrimento. De fato, claramente ela é uma funcao sobrejetora e continua.
Além disso, se s € um ponto de S' e r € R é tal que w(r) = —s, entdo U = S\ {—s} é um
aberto de S' e 771(U) ¢ uma uniao disjunta de intervalos da forma V;, = (r + n,r +n + 1),
com n € Z. A restricao de m a cada V,, é uma aplicacao bijetora e aberta, sendo, portanto,

um homeomorfismo.

Exemplo 2.2.4. No Capitulo 1 vimos que o espaco projetivo real RP™ corresponde ao espago
quociente de todas as retas de R"™! que passam pela origem. Uma vez que toda reta de R+
que passa pela origem também intersecciona a esfera S™, poderiamos ter restringido a relacao
de equivaléncia empregada na construcao de RP™ apenas & S™, de maneira que dois pontos

x,y € S™ seriam equivalentes se, e somente se, y = +x. Facamos isto agora, de modo que
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cada ponto de RP™ fique representado por dois pontos de S™. Seja 7 : S"—RP" a aplicacao
quociente assim obtida. Por construcao, ela é continua e sobrejetora. Além disso, ela também
é uma aplicacao aberta, pois, se a : S"—=S" é o homeomorfismo a(z) = —x e U é um aberto
de S™, entao

7 (m(U)) =UUa(U)

é um aberto de S™. Vejamos com isto que 7 é um mapa de recobrimento.

Dado [I] € RP", tome s € 7 !([l]) e considere um aberto V' de S™ obtido pela intersecgao
de S™ com uma bola aberta de R"™! de raio ¢ < 1 centrada em s. O aberto V nao contém
nenhum par de pontos antipodas, uma vez que a distancia entre quaisquer dois deles é dois.
Como resultado, 7 : V—7(V') é uma aplicagao bijetora. Sendo continua e aberta, é também

um homeomorfismo. De maneira anéloga,

m:a(V)—mn(a(V)) =n(V)

¢ um homeomorfismo. Assim, 7(V') é uma vizinhanca distinguida de [I| por 7. Como [] é

arbitrario, 7 ¢ um mapa de recobrimento.
E possivel construir muitos mapas de recobrimento simplesmente conhecendo alguns deles.

Proposicio 2.2.5. Sem: X —X e’ : X' —= X' sdo mapas de recobrimento, entdo

axa X xX —=XxX

também € um mapa de recobrimento.
Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [14], p. 339. O

Exemplo 2.2.6. Seja m a aplicacao exponencial do Exemplo 2.2.3. Defina II : R* —T™
pela expressao

(ry,...,1m) = (7(r1), ..., 7(rn)).
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Entao II é um mapa de recobrimento para o toro de dimensao n, uma vez que um produto

de mapas de recobrimento também é um mapa de recobrimento.

Proposicao 2.2.7. Se 7 : X — X € um mapa de recobrimento, entdo a cardinalidade de
7 1(x) é a mesma para todo x em wma mesma componente conexa de X. Mais ainda: os

conjuntos 7 1(x) sdo subespacos discretos de X homeomorfos entre si.

Demonstragdo. Para todo x € X existe uma vizinhanga distinguida U, de z tal que 7~ *(U,)
é uma uniao disjunta de abertos V,, , homeomorfos a U, por m. Cada V,, contém exatamente
um ponto do conjunto 7 !(x), caso contrério a restri¢io de m a um tal V,,, nao seria injetora.
Assim a cardinalidade de 7—!(z) ¢ igual ao niimero de componentes de 7! (U,.). Pelo mesmo
motivo, a cardinalidade de 7—!(z’) ¢ igual ao niimero de componentes de 7—'(U,), para todo
x' € U,. Portanto, a cardinalidade de tais conjuntos é constante em U,,.

Seja C' uma componente conexa de X e zy qualquer ponto fixo em C. Defina A como sendo
o conjunto de pontos z € X cujos conjuntos 7! (x) tém a mesma cardinalidade que 7! (zy).
Sabemos que A é um conjunto nao-vazio, pois xg € A. Vamos mostrar que A também é
um subconjunto aberto e fechado em C, o que é suficiente para concluir a primeira parte
do enunciado, ja que A = C neste caso. Pois bem, pelo que ja discutimos, se x € A, entao
U, C A e isto mostra que A é aberto. Por outro lado, se z ¢ A, entdo a interseccao U, N A é
vazia. Assim C'\ A é aberto, ou ainda, A é fechado em C. Logo, A é simultaneamente aberto
e fechado na componente conexa C.

Agora, a conclusao que os conjuntos 7 !(x) sdo subespagos discretos de X homeomorfos
entre si segue imediatamente do fato do aberto V, , interseccionar 7~ !(z) em um tnico ponto

e de que toda bijecao entre espagos discretos ¢ um homeomorfismo. O]

Definicao 2.2.8. Se 7 : X —= X é um mapa de recobrimento e z € X, a cardinalidade dos

conjuntos 7~ 1(x) é chamada de ntimero de folhas do recobrimento.

Exemplo 2.2.9. O recobrimento do toro RP" exibido no Exemplo 2.2.4 é um recobrimento
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de duas folhas, enquanto o recobrimento de S! pela funcio exponencial é um recobrimento

de um nimero enumeravel de folhas.

A proposicao anterior permite estabelecer uma analogia entre recobrimentos de espagos
conexos e fibrados, que é o tema de estudo do proximo capitulo. Vamos explorar esta relacao

mais tarde, por hora apenas informando que é ela quem motiva as proximas definicoes.

Definicdo 2.2.10. Se 7 : X — X é um mapa de recobrimento, dizemos que X é o espaco
total e que X ¢ o espago de base do recobrimento. Os conjuntos 7~!(z) sao as fibras do

recobrimento sobre z € X.

Como a Proposicao 2.2.7 garante que todas as fibras de um recobrimento sao homeomorfas,

vamos nos referir a qualquer uma delas apenas por fibra do recobrimento.

Exemplo 2.2.11. Dos Exemplos 2.2.3 e 2.2.6, vemos que 7 : R—=S! e I : R” —T™ tém

fibra Z e Z", respectivamente.

Para aproveitar a relacao existente entre espacos de recobrimento e fibrados, assumimos
daqui por diante que o espaco X de um recobrimento 7 : X —= X serd sempre conexo. Na
verdade, como o lema seguinte nos mostra, esta é uma condicao que transcorre naturalmente
sobre o espago X, porque faz sentido considera-lo como um espago conexo por caminhos e

conexidade por caminhos implica em conexidade.

Lema 2.2.12. Seja 7 : X —= X wm mapa de recobrimento. Se X, é um subespago de X e
X, = 7 1(Xy), entdo a aplicagio m : Xo—= X, obtida pela restricio de m a Xy € um mapa

de recobrimento.
Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [14], p. 338. ]

No6s vamos assumir também que o espaco de base de um recobrimento é localmente conexo

por caminhos, porque estamos interessados em classificar os espacos de recobrimento desta
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classe de espacos. Uma vez feito isto, ainda é perfeitamente possivel considerar apenas

espacos de recobrimento conexos por caminhos, em vista da proposicao que se segue.

Lema 2.2.13. Seja X um espaco conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos.
Senm: X—=X éum mapa de recobrimento e Xy € uma componente conexa por caminhos de

X, entdo a aplicacio 7 : Xo—=X obtida restringindo-se = a Xo € um mapa de recobrimento.
Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [14], p. 484. O
Daqui em diante consideramos também que X é conexo por caminhos.
Precisaremos do seguinte resultado na proxima secao.
Lema 2.2.14. Recobrimentos sempre admitem secoes locais.

Demonstracio. Seja m : X — X um mapa de recobrimento. Se U C X é uma vizinhanca
distinguida de 2y € X e Z ¢ qualquer elemento da fibra 7—!(z,), entao existe uma segao local
o : U—=X de 7 tal que o(z9) = Z. De fato, seja V a componente de 7~ 1(U) contendo Z.
Como a restricao de m a V' ¢ um homeomorfismo, podemos tomar o = (7|y) ™!, que o seré

uma secao local de 7 satisfazendo a condic¢do o(zg) = 7. ]

2.3 Propriedades de levantamentos

Precisamos determinar alguns resultados iniciais para podermos explorar a relagao entre

recobrimentos e grupos fundamentais. Antes disso, porém, necessitamos de um definigao.

Definicdo 2.3.1. Seja 7 : X — X um mapa de recobrimento e f : ¥ —= X uma funcio
continua. Um levantamento de f é uma funcio f : ¥ —= X, também continua, tal que

mo f = f, ou seja, que faz o diagrama a seguir comutar:

X
/)
—X

Y
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De certo modo, muito pouco pode ser feito com recobrimentos se nao dispusermos das

propriedades abaixo, conhecidas como propriedades de levantamento.

Proposic¢ao 2.3.2 (Unicidade de levantamentos). Seja 7 : X—=X um mapa de recobrimento
e suponha que Y € um espaco conexo, f Y —= X € continua e que fl,fQ Y — X sdo

levantamentos de f que coincidem em algum ponto yo de Y. Entao, fl = fg.

Demonstracao. Seja S = {y € Y | fl(y) = fz(y)} Por hipoétese, S é um subconjunto nao-
vazio de Y. Como Y é conexo, se mostrarmos que S é aberto e fechado em Y, teremos S =Y.
Para mostrar que S é aberto, tome y € Y e uma vizinhanca distinguida U de f(y). Seja V,

a componente de 7~ (U) contendo 77 1(f(y)). Como cada componente de 7=(U) intersecta

7 (f(y)) em somente um ponto e 7(f1(y)) = f(y) = 7(f2(y)), entdo

Na vizinhanca V = f71(V.) N f; 1 (V,) de y, temos que wo f; = f = wo fo. Como 7 é injetora
em V,, isto significa que fi = fy em V e, assim, S é aberto. Por outro lado, se y ¢ SelU
é uma vizinhanca distinguida de f(y), existem componentes disjuntas V,,, Vs de 7= 1(U) que

contém fl(y) e fo(y), respectivamente, e que sdo homeomorfas a U por 7. Se

V= f (V)0 fy H(Va),

entdao f; # fo em V, pois fi(V) C Ve fo(V) C Vs. Isto mostra que o complementar do

conjunto S é aberto em Y, ou ainda, que S é um subconjunto fechado de Y. n
Para a demonstracao da proxima propriedade necessitamos de um lema um pouco técnico.

Lema 2.3.3 (Numero de Lebesgue). Seja A uma cobertura aberta para um espag¢o métrico
X. Se X € compacto, entdo existe um numero 6 > 0 tal que todo subconjunto de X com

didmetro inferior a § estd contido em um aberto de A.
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Demonstracao. A demonstragdo pode ser encontrada em [14], p. 175. O

Proposigdo 2.3.4 (Levantamento de caminhos). Seja 7 : X—=X um mapa de recobrimento.
Se f:1—=X é um caminho com o = f(0) e & € X ¢ um ponto qualquer da fibra 7 (x),

entao existe um unico levantamento f: I—=X de f tal que f(O) = 1.

Demonstracao. Pelo lema do ntimero de Lebesgue podemos encontrar um nimero n sufici-
entemente grande a partir do qual f leva cada subintervalo [, = [k/n, (k + 1)/n] de I em
uma vizinhanca distinguida de X. Vamos definir f indutivamente. Primeiramente faze-
mos f(0) = Z. Dai, para uma vizinhanca distinguida U, contendo f(I;) e uma secio local
oy : Uy —= X tal que o4(f(k/n)) = f(k/n), definimos f = o}, o f em I. Afirmamos que f é
uma func¢ao continua. De fato, I = Uyl;, a restricao fk de f a cada [j é continua e fk e ka

coincidem em (k + 1)/n. Além disso,

para s € I, C I. Portanto, f é realmente um levantamento de f, que é tinico, pela Proposicao

2.3.2. [l

Proposi¢io 2.3.5 (Levantamento de homotopias). Seja 7 : X —= X um mapa de recobri-
mento. Suponha que fo, f1 : I —= X sao caminhos homotopicos por uma homotopia H e que
fo, fi : I —= X sdo levantamentos de fo e fi que coincidem em 0 € I. Entio fi e fo sio

caminhos homotopicos em X. Mais ainda: a homotopia H entre fy e f1 € uinica e moH = H.

Demonstracao. Seja H a homotopia entre os caminhos fy e fi. Pelo lema do nimero de

Lebesgue existe um nimero n grande o suficiente tal que H leva cada retangulo

Ly = [i/n, (i + 1)/n] < [3/n, (5 + 1) /n]

de I x I em uma vizinhanca distinguida de X. Definimos indutivamente um levantamento H
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de H a partir destes quadrados, de maneira similar aquela realizada na proposicao anterior.
Primeiramente fixamos o indice ¢ em zero e percorremos com j o conjunto {0,...,n — 1},
depois incrementamos ¢ em uma unidade e dai percorremos novamente o conjunto anterior
com o indice j, e assim por diante, até que i =n — 1 e 7 =n — 1. Entao, em cada retangulo
I;;, definimos H = o,; o H, para alguma secdo local o;; tal que oy;(i/n,j/n) = H(i/n,j/n).
No segmento de reta onde duas tais defini¢oes se sobrepoem, ambas as defini¢oes sao levan-
tamentos do caminho obtido pela restricao de H ao segmento de reta em questao e tém os
mesmos pontos iniciais. Entao estes levantamentos sao iguais pela propriedade da unicidade
de levantamentos. Por sua vez, as restricdes H(0,-) e H(1, ) de H sio, respectivamente,
levantamentos dos lagos constantes ey e ef(1), sendo, portanto, os lagos constantes €f(0)
e €fq), nesta ordem. Ja a restricao f[(-,O) de H é um levantamento do caminho f, com
ponto inicial em fO(O), e, por isso, igual a f;. Da mesma forma, I:[(-, 1) = f1. Entdo H é
uma homotopia entre fo e fl e ainda ¢ tinica. Por construcio, 7 o H = H também, ja que

WOUij:id[... ]

1,

O seguinte resultado é um corolario da propriedade de levantamento de homotopias.

Corolario 2.3.6. Seja m : X — X wm mapa de recobrimento. Suponha que fo e fi sao
caminhos homotopicos em X e que fy e f1 sao seus levantamentos, com mesmo ponto inicial.

Entao, fo e f1 tém mesmo ponto final e ainda sdo caminhos homotdpicos em X.

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [14], p. 344. O

2.4 Acao do grupo fundamental sobre fibras

Mostramos aqui que existe uma acao natural do grupo fundamental do espago de base de um
recobrimento sobre a fibra do mesmo e com isso calculamos o grupo fundamental do plano

projetivo real RP™ de dimensao n > 2.
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Teorema 2.4.1. Seja 7 : X —= X um mapa de recobrimento e xo € X. Entio m (X, z0) age
transitivamente o direita sobre a fibra 7" (x0), através da regra %o - [f] = f(1), onde f € o

levantamento de f de ponto inicial To € 7 (zy).

Demonstracao. Pela propriedade de levantamento de caminhos, se I ¢ um ponto na fibra
7~ (z0), qualquer caminho f em X de ponto inicial 5 admite um tnico levantamento para
um caminho f de ponto inicial Zy. O Corolario 2.3.6 garante que o ponto final f(l) deste
levantamento depende somente da classe de homotopia do caminho f e, portanto, Zo-[f] esté
bem-definido.

Agora, para ver que esta regra define de fato uma acao de grupo a direita, precisamos

mostrar que

To - [eay] = To e (To-[f]) - [9] = Zo - ([f]* [9])

para todo Ty € 7 '(zg) e [f],[g] € m(X,zp). Para checar a primeira destas igualdades,
observe que o laco constante ez, é o tinico levantamento de e,, de ponto inicial z, e, por isso,
To - [ex,] = €3,(1) = To. Por sua vez, para checar a segunda igualdade, suponha que f e g
sao dois lacos em X baseados em zo. Sejam f o levantamento de f de ponto inicial Zy e § o
levantamento de g de ponto inicial f(1). Por defini¢do, (%o - [f]) - [¢] = §(1). Por outro lado,

~ P

f * g é o levantamento de f % g de ponto inicial zy. Isto quer dizer que

Fo- ([f1%[9) = o - [f 9] = (Fx9)(1) = 5(1).

Finalmente, para mostrar que a agao ¢ transitiva, note que quaisquer dois pontos Zy, T
na fibra 771(x) podem ser ligados por um caminho f em X, porque X é um espaco conexo
por caminhos. Definindo f =mo f, temos que f é o levantamento do laco f de ponto inicial

To e, portanto, T, - [f] = . ]

Corolario 2.4.2. Se ()~(,7T,X) € um recobrimento, onde X ¢ simplesmente conexo, entdo O

numero de folhas do recobrimento € igual a cardinalidade do grupo fundamental de X.
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Demonstragdao. Fixe pontos zg € X e Tg € m1(xg). A aplicagao

m(X, zo) —=7H(wo),  [f] > Fo-[f]

é sobrejetora, uma vez que a agao de (X, o) sobre a fibra 77 !(zg) é transitiva. Esta
aplicacao também é injetiva, porque, se Zo - [f] = To - [g] para [f], [¢] € m1 (X, x0), entdo os
levantamentos f e g de f e g, respectivamente, tém ponto inicial o e mesmo ponto final.

Sendo X um espaco simplesmente conexo, isto implica que f e g sao caminhos homotdpicos

em X e, portanto, [f] = m.([f]) = =.([3]) = [g)- =

Exemplo 2.4.3. J4 vimos nos Exemplos 2.2.4 e 2.1.17 que IT : S"—RP"™ é um recobrimento
de duas folhas e que S™ é um espago simplesmente conexo, sempre que n > 2. Portanto,
pelo dltimo corolario, podemos afirmar que o grupo fundamental de RP™ tem apenas dois
elementos. Uma vez que existe uma tnica estrutura de grupo com dois elementos e Z, é
um tal grupo, concluimos que o grupo fundamental do plano projetivo real é isomorfo a Zs,

qualquer que seja n > 2.

2.5 Recobrimentos e o grupo fundamental

Encerramos a secao anterior calculando o grupo fundamental de RP™, para n > 2. Fizemos
isto a partir de uma informagao obtida do recobrimento 7 : S™ — RP", o que sugere que,
em geral, existe uma relacao entre recobrimentos de um espago X e seu grupo fundamental.
De fato, o teorema abaixo mostre que o grupo fundamental de um espacgo de recobrimento
pode ser identificado com um subgrupo do grupo fundamental do espaco de base pelo homo-

morfismo induzido pelo mapa de recobrimento.

Teorema 2.5.1. Seja 7 : X — X wm mapa de recobrimento e w(io) = xo. Entio o

homomorfismo 7. : m (X, Zo) —=m1 (X, x¢) induzido por m € injetivo.
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Demonstragdo. Suponha que [f] € m (X, %) esteja no nicleo de m,. Entdo, 7, ([f]) = [ea],
ou seja, mo f e e,, sao caminhos homotodpicos em X. Vemos que f é um levantamento de 7o f
com ponto inicial em 7 e ez, é um levantamento de e,, com mesmo ponto inicial. Portanto,
pela propriedade de levantamento de homotopias, f é um caminho homotoépico a ez, em )~(,

o que significa que [f] = [ez,]- O
Definicdo 2.5.2. O subgrupo m,(m (X, %)) de m1(X, z0) é o subgrupo induzido por .

Como veremos mais adiante, o recobrimento 7 : X — X pode ser completamente determi-
nado a partir do subgrupo que ele induz. Isto se deve, em parte, ao fato de com ele podermos
dizer quando uma aplicacao continua f : Y — X admite um levantamento para um espago

de recobrimento do espaco X.

Teorema 2.5.3 (Critério de levantamento). Sejam 7 : X — X wm mapa de recobrimento
e [ Y —X uma fungio continua tais que w(To) = xo € f(yo) = xo. Suponha que Y
seja um espaco conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos. Entao f admite um

levantamento f Y — X satisfazendo a condicdo f(yo) = Ig se, e somente se,

fo(mi(Yiyo)) C me(mi(X, o))

Ainda mais: se um tal levantamento existe, ele € unico.

Demonstracao. O seguinte diagrama comuta se existe um levantamento f de f que satisfaz

as condicoes do enunciado:

7T1(Y;y0) 7T1(X>$0)

f+
Portanto, f,(m1(Y,40)) = 7 (fu(m1(Y,10))) C mu(m (X, Zg)). Para ver que o levantamento f

é tinico, tome um ponto y; € Y e um caminho g em Y de yy a y;. Levante o caminho fog
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—~—

em X para um caminho f o g em X de ponto inicial Zo. Entéo f(y;) deve ser o ponto final

de f o g, porque f o g ¢ um levantamento de f o g de ponto inicial Zy e levantamentos de

caminhos sdo inicos.

Agora, para provar a reciproca, tome, para todo y € Y, um caminho g de yy a y e levante
f o g para um caminho f/vog em X de ponto inicial em &,. Defina f(y) = fgz;(l). Segue

entao da definicao de levantamento que

(mo f)(y) =(mofog)(l)=(fog)l)=f(y)

Podemos concluir dai que f ¢ um levantamento de f, se mostrarmos que f independe da

escolha do caminho g e que f é uma funcao continua.

Para mostrar que f esta bem-definida, considere dois caminhos g e ¢ em Y, de yp a algum

y €Y. Entao ¢’ * g~ ¢ um laco em Y baseado em g, e

fullg' +g7) € fu(m(Y, ) C ma(mi(X, %o)),

por hipotese. Portanto, [f o (¢’ g~ ")] = [ o h] para algum laco h em X baseado em #. Isto

quer dizer que, em X,

moho fo(gxg)=(fog)*(fog)™,

ou ainda, que (mo h)x (fog) ~ (fog) em X. Pelo Corolario 2.3.6, os levantamentos
destes dois caminhos de ponto inicial Zy tém mesmo ponto final. Como o laco h é o proprio

levantamento de 7 o h, temos
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e f' estd bem-definido por causa disso.

Como por hipotese Y é um espaco conexo por caminhos, para garantir que f seja continua,
é suficiente mostrar que, para todo ponto y € Y, existe uma vizinhanca de y na qual f é
continua. Para ver que esse é o caso, considere um ponto y; de Y, uma vizinhanca distinguida
U de f(11) e a componente V, de 77'(U) que contém f(y;). Afirmamos que, se C' é a
componente conexa por caminhos de f~!(U) contendo y;, entao f(C) C V,. De fato, dado
yo € C, considere um caminho A em C' de y; a y, e um caminho g em Y de yy a ;. Como
f estd bem-definida, f(yg) pode ser calculado tomando-se o caminho g *x h de yg a y, e

levantando-se o caminho

folgxh)=(fog)x(foh)

para um caminho em X de ponto inicial Zo. Observe que Zj e f (y1) sdo, respectivamente,
os pontos inicial e final de JTSB. Como f o h é um caminho em U, o caminho 771 o foh de
ponto inicial f(yl) é seu levantamento. Desta forma, ]Tg?] *(m~Yo foh) é o levantamento de
fo(gxh) de ponto inicial Z, e dai segue que f(y2) = (7~ o foh)(1) pertence a V,,. Portanto,
f(C) C V,, pois yo € C é arbitrario. Além disso, C é aberto em Y, porque Y é localmente
conexo por caminhos. Seja o : U —=V,, a secdo local de m que leva f(y) em f(y). A funcio
o o f também leva C' na componente V,. Como em C a igualdade 7o f = f = 71000 f é
verdadeira e 7 é injetora em V,, podemos enfim concluir que f =oco fem C, que é uma

composicao de funcoes continuas. O

Corolario 2.5.4. Se 7 : X —=X ¢ um mapa de recobrimento e Y é um espaco simplesmente
conexo e localmente conexo por caminhos, toda funcao continua f :Y — X admite um
levantamento para X. Dado yo € Y, o levantamento pode ser escolhido de maneira a levar

Yo em qualquer ponto da fibra sobre f(yp).
Demonstracao. Imediata. O

Corolario 2.5.5. Seja 7 : X —= X uwm mapa de recobrimento e X um espaco simplesmente
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conexo. Uma funcdo continua f : Y —=X definida em um espaco conexo e localmente conexo
Y admite um levantamento para X se, e somente se, f, € o homomorfismo trivial para todo
ponto base yy € Y. Se este € o caso, entao o levantamento pode ser escolhido para levar yq

em qualquer ponto da fibra sobre f(yo).

Demonstracao. Imediata. O

E importante ressaltar que o subgrupo induzido por um recobrimento depende da escolha
do ponto base do espaco de recobrimento. Ainda assim, esta dependéncia nao é completa-

mente arbitraria.

Teorema 2.5.6. Seja 7 : X —X um espaco de recobrimento. Para todo xo € X, se Iy

¢ um ponto da fibra (o), entdo os subgrupos m.(m1(X,Zg)) encontram-se em exatamente

uma classe de conjugacao de m (X, xg).

Demonstragdo. Vejamos primeiro que, dados T, Tf, € 7 (), 0s subgrupos . (m (X, 7)) e
m.(m1 (X, #})) sdo conjugados. Seja §j um caminho em X de 7 a i e seja g = 7o § um laco

em X baseado em xy. Como

T (G([) = (wog ) x (mo f)x (mog) =g~ * m([f]) * lg] = §(m([])),

o homomorfismo § leva o subgrupo m,(m(X, %)) no subgrupo m,(m (X, %)) e o seguinte

diagrama comuta:

71'1()]550) 49)71()27%6)
T (7T1(X, i’o)) ? 7T*(7T1(X7 i{)))

Segundo o Teorema 2.5.1, os homomorfismos induzidos pelo mapa de recobrimento 7 sao na

verdade isomorfismos neste diagrama. Ja ¢ é um isomorfismo pela Proposicdo 2.1.10. Assim,
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g necessariamente também é um isomorfismo. Isto mostra que . (m (X, Zo)) e m.(m1 (X, Zy))
sao subgrupos conjugados de (X, zg).

Reciprocamente, se #o € 7~ 1(z0) e H é um subgrupo de 7, (X, zo) conjugado a ,(m (X, Z)),
entao existe [g] € m (X, x0) tal que H = g(m(m(f(,i’g))). Seja ¢ o levantamento de g
de ponto inicial 7y e defina 7, = g(1). Entdo ) € 7 '(x¢) e, pela construgao anterior,

H = (m(X,1})). O

Uma situagdo em que o subgrupo m,(m (f(, %)) induzido por um recobrimento independe
da escolha de &g na fibra m~!(z,) é quando (71 (X, #o)) é um subgrupo normal de 7, (X, zo),
pois o Unico subgrupo conjugado a um subgrupo normal é ele proprio. Isto nos leva a fazer

a seguinte definicao:

Definigao 2.5.7. Dizemos que um mapa de recobrimento 7 : X—=X é normal se m, (m (X, %))

¢ um subgrupo normal de m; (X, (%)), qualquer que seja & € X.

Naturalmente, recobrimentos normais sao casos importantes de recobrimentos. O seguinte

resultado estabelece um critério para determinacao de recobrimentos normais.

Lema 2.5.8. Seja 7 : X—=X um mapa de recobrimento e suponha que o subgrupo induzido

por T seja normal para algum ponto T € X. Entdo 7 é um recobrimento normal.

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [10], p. 245. O

2.6 Transformacoes de recobrimentos

Definigdo 2.6.1. Suponha que 7 : X —= X seja um mapa de recobrimento. Um homeo-

morfismo ¢ : X —= X ¢ chamado de transformacio de deck se ele faz o diagrama abaixo
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comutar

ou seja, se T o Y = T.

Denotamos o conjunto de todas as transformacoes de deck associadas a um recobrimento

7: X — X por G(X).

Exemplo 2.6.2. Seja 7 : R—= 5! a aplicacdo exponencial. Se o : R—=R é um homeomor-

2mih(r) — 2™ entao necessariamente

fismo para o qual vale a igualdade m o h = 7, ou seja, e
h(r)—r € Z. Como h — id uma aplicacao continua e R um conjunto conexo, a imagem deste
ultimo por h — id deve ser um conjunto conexo de Z. Como Z é desconexo, h — i¢d é uma
fungao constante, de modo que h(r) = r+n, para algum n € Z. Portanto, as transformagoes
de deck para este recobrimento de S sdo translacoes de R por ntimeros inteiros, o que implica
que G(R) ~ Z neste caso. Similarmente, as translagoes (r1,...,7,) = (r1 + k1,..., 70 + kn),

com ky,...,k, € Z, sao todas as transformacoes de deck para o recobrimento II : R" —T™
e, assim, G(R) = Z".

G(f() ¢ um grupo por composi¢ao, com as seguintes propriedades:
Proposicio 2.6.3. Seja 7 : X —= X um recobrimento. Verifica-se que

1. Quaisquer duas transformacoes de deck que coincidem em um ponto sao idénticas;

2. O grupo G(X) age pela esquerda, livremente e continuamente sobre X, de maneira

natural: ¢ - & = (i), para p € G(X) e i € X;

3. Toda transformagao de deck permuta os pontos da fibra w1 (z), qualquer que seja o

ponto x € X;
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4. Se U C X € uma vizinhanca distinguida de X, entao toda transformacdo de deck

também permuta as componentes de w1 (U).
Demonstracao. A demonstragdo pode ser encontrada em [10], p. 248. O
Proposicio 2.6.4. Seja m: X — X wm mapa de recobrimento.

1. Se &g, T € X sao dois pontos de uma mesma fibra m'(xy), existe uma transformagao
de deck que leva Ty em T) se, e somente se, 0s subgrupos induzidos m.(m (X, Zo)) e

T (m (X, Zy)) sdo iguais;

2. G(X) age transitivamente em cada fibra de 7 se, e somente se, w é um recobrimento

normal.

Demonstracao. Para provar a primeira afirmacao, suponha que exista uma transformagao de

deck ¢ tal que ©(Zo) = . Entao 7, : m (X, Zo) — m (X, Z}) € um isomorfismo e, por isso,

mo(m(X, o)) = m(u(mi(X, o)) = ma(m (X, ),

j4 que também mop = 7 e (moy), = T, 0p,. Por outro lado, se 7, (1 (X, Zg)) e (71 (X, &)
sd0 iguais, entdo o critério de levantamento garante a existéncia de levantamentos 7 : X—=X,

7 X — X de 7 tais que

o que implica que 7’ o 7 e idg sdo levantamentos de m de mesmo ponto inicial Zo. Assim,
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pela propriedade da unicidade de levantamentos, 7’ o 7 = id ; e, similarmente, 7 o 7' = id .
Portanto, 7 é uma transformacao de deck que leva %y em Zj,.

Agora suponha que 7 seja um recobrimento normal. Entdo, para quaisquer pontos I
e ¥, em uma mesma fibra m,,, os subgrupos m,(m (X, %)) e T, (m1 (X, #})) sdo normais em
(X, 20) e ainda sdo conjugados um do outro, pelo Teorema 2.5.6. Portanto, m, (w1 (X, &o)) =
T (771(5( ,Ty)). Assim, pela parte anterior, existe uma transformacao de deck que leva Zy em
i), Portanto, G(X) age transitivamente na fibra 7 '(z). Reciprocamente, se G(X) age

transitivamente na fibra 7~ (), os subgrupos induzidos 7, (m (X, #y)) coincidem para todo

Ty € m1(xg), 0 que quer dizer que 7 é um recobrimento normal. O

O proximo teorema fornece uma férmula explicita para a determinacao do grupo das trans-
formagoes de deck de um recobrimento em termos do grupo fundamental do espago de reco-
brimento. A partir dele podemos calcular os grupos fundamentais de determinados espacos

aproveitando-se de propriedades especificas de seus recobrimentos.

Teorema 2.6.5. Seja 7 : X —= X wm mapa de recobrimento e iy € X. Se N(m,(m (X, %))

denota o normalizador do subgrupo induzido m.(m1 (X, Zo)), entao o grupo das transformagoes

de deck G(X) ¢ isomorfo ao quociente

N (m(m1 (X, &0))) /(w1 (X, To))-

Demonstragio. Seja H = m(my (X, i) e € : N(H) — G(X) a aplicacdo que transforma [f]
na transformacao de deck ¢ que leva o em Zg - [f], onde &g - [f] é definido como no Teorema
2.4.1. Vamos mostrar que £ é um homomorfismo sobrejetor com niucleo H, o que prova o
teorema.

Observamos primeiramente que, dado [g] € N(H) C m (X, x¢), existe uma tnica transfor-
macio de deck ¢ em G(X) tal que p(Zo) = & = Zo-[g]. De fato, pela Proposicio 2.6.4, existe

uma tal transformacio de deck se 7, (m (X, Zo)) = . (m (X, Z,)). Como #, e &y sio ambos
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elementos da fibra 77!(zg), o Teorema 2.5.6 ja nos diz que eles sao subgrupos conjugados
por [g]. Como [g] é um elemento do normalizador de H, necessariamente ocorre deles serem
iguais. Existe assim uma transformagao de deck ¢ tal que ¢(Z¢) = Zf. Ela é tinica porque co-
nhecemos a imagem de zy por ¢ e transformagoes de deck sao unicamente determinadas pela
imagem de qualquer um dos pontos de seu dominio, de acordo com a primeira propriedade

da Proposi¢ao 2.6.3. Defina entao £([g]) = .

Sejam [g1], [g2] € N(H) tais que £([gi]) = vi € 12 = &([g1 * ¢2]). Para verificar que £ é um
homomorfismo, precisamos concluir que 12 = 1 0ps. Novamente pela primeira propriedade
da Proposicao 2.6.3, ¢ suficiente apenas mostrar que p12(Zg) = (¢1 0 ¢2)(Zo). Pois bem, seja
g2 o levantamento de g de ponto inicial £5. Uma vez que m o ¢; = 7, o caminho ¢; o gy
também é um levantamento de go, 86 que de ponto inicial ¢1(Zg) = §1(1). Podemos considerar
assim a concatenagao g * (@1 0 g2) dos caminhos g1 e ¢ o g2, que claramente corresponde ao

levantamento de g; * go. Por isso,

—~—

©12(Z0) = g1 % 92(1) = (g1 * (P 0 §2))(1) = (w0 G2)(1) = p1(p2(T0))

e £ € um homomorfismo.

Agora, para mostrar que £ é sobrejetor, considere uma transformacao de deck ¢ € G(f( )
arbitraria e denote por I}, a imagem de T, por esta transformacdo. Seja § um caminho
em X ligando &y a #). Entdo g = 7o § é um lago em X. Além disso, 7, (m (X, %)) =
T (1 (X, %)), porque Zg e &, estio em uma mesma fibra de 7. Também, 7, (7 (X, %)) =
G(mo(m (X, %0))). Portanto, §(m,(m(X, %)) = m(m(X, %)) e, dai, [g] € N(H). Logo,
¢([g]) = ¢ por construgao.

Finalmente, vejamos que o nicleo de £ coincide com o subgrupo H. Sejam [g] € N(H) e g

o levantamento de g de ponto inicial . Entdo ¢ = idg; se, e somente se, ¢(Z) = §(1) = o,

o que quer dizer que g ¢ um laco em X. Portanto, ¢ ¢ a identidade se, e somente se,
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lg] = [7 0 §] = m.([g]) para algum [§] € 71 (X, %), isto &, [¢] € H. O

Observe que, para recobrimentos normais, o que esta sendo dito neste teorema é que o grupo
das transformacoes de deck é isomorfo ao quociente do grupo fundamental do espaco de base
pelo subgrupo induzido pelo recobrimento. Por outro lado, se o espago de recobrimento de
um recobrimento é simplesmente conexo, entao o grupo das transformagoes de deck deste

recobrimento é isomorfo ao proprio grupo fundamental de seu espaco de base.

Corolario 2.6.6 (Caso normal). Se 7 : X — X ¢é um recobrimento normal, o € X e
xo = m(Zo), entdo

G(X) ~ m (X, x0) /7 (X, o).

Corolario 2.6.7 (Caso simplesmente conexo). Se 7 : X —= X ¢ wm mapa de recobrimento

e X € simplesmente conexo, entao

G(X) =~ m(X).

Uma aplicacao imediata do Teorema 2.6.5 fornece o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6.8. Como o grupo das transformacoes de deck do recobrimento 7 : R — S é
infinitamente ciclico e R é simplesmente conexo, podemos concluir pelo corolario acima que
o grupo fundamental da circunferéncia unitaria é 7 (S') = Z. Da mesma forma, podemos

determinar que o grupo fundamental do toro de dimensao n é m(T") = Z".

Apesar de nao ser uma aplicacao do Teorema 2.6.5, agora que conhecemos o grupo funda-
mental de S*, também podemos calcular o grupo fundamental de RP!. Este ¢ 7 (RP') = Z,
pois RP! e S! sdo espagos homeomorfos, ja que RP! e S'/Z, sao homeomorfos pela aplicagio
antipoda e S'/Z, é homeomorfo a S* pela fungao [u] — 2u, cuja inversa ¢ v — [v/2]. Com

isso, acabamos de calcular os grupos fundamentais de S™, T" e RP", para todo n € N.
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Ainda aproveitando o grupo fundamental de S', podemos concluir que 7 (SO(2,R)) ~ Z,

pois SO(2,R) ~ S

2.7 Classificacao de recobrimentos

Generalizamos agora o conceito de transformacoes de deck de modo a podermos comparar

dois recobrimentos entre si.

Definicao 2.7.1. Seja X um espaco topologico e sejam m; : X; —= X e my : Xy — X dois
recobrimentos de X. Um homomorfismo de recobrimentos de m; para ms é uma funcao

continua ¢ : Xl %X’g tal que mp 0 = my:

Um homomorfismo de recobrimentos que é também um homeomorfismo é chamado de iso-
morfismo de recobrimentos. Dizemos que dois espagos de recobrimento sao isomorfos se

existe um isomorfismo entre eles.

Claramente, a relagao de isomorfismo entre espacos de recobrimento do espaco X é uma
relacao de equivaléncia no conjunto de todos os recobrimentos de X.
Uma caracteristica interessante de homomorfismos de recobrimentos ¢ que eles também

sao mapas de recobrimento.

Lema 2.7.2. Sejam m; : X—>X emy: Xo—= X recobrimentos de X. Se Q: X, —X, ¢

um homomorfismo de recobrimentos, entao p é um mapa de recobrimento.

Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [10], p. 258. ]
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A questao fundamental para se determinar quando dois espacos de recobrimento sao iso-

morfos é saber quando existe um homomorfismo de recobrimento entre eles.

Teorema 2.7.3. Sejam 7 : Xl — X emy: )~(2 — X dois mapas de recobrimento de um
mesmo espaco X e &1 € X, e Ty € Xo tais que m (%) = m(T2) = x9 € X. FEriste um

homomorfismo de recobrimentos de 7 para wo que leva T, em Iy se, e somente se,

7T1*(7T1(X1,fl)) C 72*(71()22,52»

Demonstracao. Um homomorfismo de recobrimentos de 7 para my também pode ser visto

como um levantamento de my:

X
®
™2
X, ———X
Assim este resultado segue diretamente do critério de levantamento. O]

O teorema a seguir completamente resolve a questao da unicidade para espacos de reco-

brimento, a menos de isomorfismo.

Teorema 2.7.4. Sejam m : )N(l — X emy: )N(Q — X mapas de recobrimento. Entao )2'1
e Xo sdo isomorfos se, e somente se, para algum xo € X e pontos bases ¥, € (g e
Ty € w5 (x0), 08 subgrupos induzidos 7r1*(7r1()~(1,5:1)) e 7T2*<7T1(X2,f2)) sao conjugados em
m1(X, o). Se este € o caso, estes subgrupos sao conjugados para todo xo, T1 € Ty como neste

enunciado.

Demonstracao. Se existe um isomofismo ¢ : Xl %X’Q, tome arbitrariamente I, € f(l e
defina 7o = ©(7;). O teorema anterior, aplicado a ¢ e !, garante que os subgrupos

T(m (X1, #1)) € mou(m1(Xs, Z2)) estdao contidos um no outro e, portanto, sao iguais. Além
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disso, pelo Teorema 2.5.6, os subgrupos associados a outras escolhas de pontos bases nas
mesmas fibras sao conjugados.

Reciprocamente, suponha que dois subgrupos sao conjugados para alguma escolha de xq, 7,
e To. Novamente pelo Teorema 2.5.6, n6s podemos trocar s por outro ponto base 74 € X, tal
que o, (m1 (Xa, %)) = m1.(m1 (X1, #1)). Entdo, pelo Teorema 2.7.3, existem homomorfismos
@, de m para my, e ¥, de mp para m, com p(ZT1) = T e P(Ty) = 1. A composicio Yo p é
entao uma transformacao de deck de m; que fixa z;. Isto implica que ¥ o ¢ é a identidade.

De modo analogo, ¢ o v é a identidade, entao ¢ é o isomorfismo requerido. O

Os resultados que acabamos de ver, aplicados a espacos de recobrimento simplesmente

conexos, fornecem propriedades dos mesmos bastante tteis.

Proposicao 2.7.5. Seja m : X—=X um mapa de recobrimento com X simplesmente conexo.
Se m : X1 —= X € um outro recobrimento qualquer, existe um mapa de recobrimento T :

X —= X, tal que o sequinte diagrama comuta:

1

X

Além disso, quaisquer dois espagos de recobrimento simplesmente conexos de um mesmo

espaco $ao isomorfos.

Demonstracao. Como o subgrupo trivial esta contido em qualquer outro subgrupo, a primeira
afirmacao segue do Teorema 2.7.3 e do fato de que todo homomorfismo de recobrimentos é
um mapa de recobrimento. A segunda afirmacao é ainda mais imediata, sendo implicada

pelo Teorema 2.7.4. O
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O que esta proposicao nos diz é que um espaco de recobrimento simplesmente conexo é
o espaco de recobrimento de qualquer outro espaco de recobrimento de X. Por esta razao

fazemos as seguintes defini¢oes:

Definicdo 2.7.6. Um recobrimento de um espaco X por um espaco simplesmente conexo X ¢

dito um recobrimento universal e X é chamado de espago de recobrimento universal.

Exemplo 2.7.7. Os espacos de recobrimento universal do toro T™ e do espaco projetivo real

RP"™ sao, respectivamente, R™ e S™.

Todo espaco “razoavel” admite um recobrimento universal. Este é o caso, por exemplo, de

variedades. Por “razoavel”, queremos dizer que o espaco satisfaz a seguinte definicao:

Definicao 2.7.8. Dizemos que um espago X é semi-localmente simplesmente conexo
se ele admite uma base de abertos U com a propriedade de que todo laco em U é homotdpico

a um laco constante em X.

Claramente, uma variedade é semi-localmente simplesmente conexa, porque ela tem uma

base de abertos difeomorfos ao espaco euclidiano, que é simplesmente conexo.

Teorema 2.7.9 (Existéncia de um espago de recobrimento universal). Um espago conexo e
localmente conexo por caminhos admite um recobrimento universal se, e somente se, ele é

semi-localmente simplesmente conezo.
Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [14], p. 495. O

Observe que o Teorema 2.7.4 fornece simplesmente um critério para se distinguir espacos de
recobrimento isomorfos. Com o intuito de ainda caracterizar os espacos de recobrimento de
um dado espago X, precisamos desenvolver uma técnica, a partir de um espaco Y, que cons-
trua espacos que tém Y como um espaco de recobrimento. Nosso interesse em definir espaco
de recobrimento universal deve-se ao fato de que a aplicacao de tal técnica ao recobrimento

universal do espaco X permite que deduzamos a classificacao citada.
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Para ter uma motivagao de como construir espagos cobertos por Y, considere o seguinte
caso, que envolve um recobrimento normal 7 : X —= X. Como j& observamos anteriormente,
o grupo das transformacgoes de deck G ()~( ) age a esquerda, continuamente e livremente sobre
X. A Proposicdo 2.6.4 nos diz também que G(f() age transitivamente nas fibras, quando o
recobrimento é normal. Desta forma, as identificagoes feitas por 7 sao exatamente aquelas

determinadas pela relacao de equivaléncia

T €y <= y=(x) para alguma transformacao de deck ¢ € G(X).

Como 7 é uma aplicacao quociente, isto nos diz que X é homeomorfo ao espaco das orbitas
determinado pela acdo a esquerda de G(X) sobre X.

Com este exemplo em mente, suponha que seja dada uma acao a esquerda de um grupo I
sobre Y. Vamos encontrar condigdes para que a aplicagdo quociente 7 : Y —Y/T" seja um
mapa de recobrimento cujo grupo de transformacoes de deck a ela associado seja o grupo I'
(considerado como um grupo de homeomorfismos de Y). E claro que agindo desta forma,
estaremos construindo apenas recobrimentos normais. Contudo, como veremos mais tarde,
isto nao se constituira em nenhuma limitacao.

Como ja era de se esperar, nem toda acao de grupo induz um mapa de recobrimento. Pela
segundo item da Proposi¢ao 2.6.3, a acao deve ao menos ser livre e continua para que isto

ocorra. Outra condicao necessaria é que a acao do grupo seja propriamente descontinua.

Teorema 2.7.10. Seja Y um espaco topoldgico conexo por caminhos e localmente conexo por
caminhos. Seja I' um grupo de homeomorfismos de' Y. A aplicagcdo quociente m: Y —=Y/I" €
um mapa de recobrimento se, e somente se, a acao de I' € propriamente descontinua. Neste
caso, o mapa de recobrimento ™ é normal e I € o grupo das transformacoes de deck associado

a este recobrimento.

Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [14], p. 490. ]
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Teorema 2.7.11 (Classificacdo de recobrimentos). Seja X um espaco topoldgico conezxo,
localmente conexo por caminhos e semi-localmente simplesmente conexo. Se vy € X € um
ponto fixado, entao existe uma bijecao entre classes de isomorfismos de recobrimentos de X e
classes de conjugacao de subgrupos de (X, o). A correspondéncia associa cada @' : X'—=X

com a classe de conjugacao do subgrupo induzido.

Demonstracao. O Teorema 2.7.4 mostra que existe no maximo uma classe de isomorfismo de
recobrimentos correspondendo a qualquer classe de conjugacgao de subgrupos induzidos. Por-
tanto, tudo o que precisamos fazer aqui é garantir a existéncia de tal classe. Fixe uma classe
de conjugacao de subgrupos de 7 (X, o) e tome um subgrupo qualquer H nela. Considere
dai o recobrimento universal 7 : X — X de X. Se Z, € 7 !(xg), entdo o Corolario 2.6.7
implica que 7 (X, o) € isomorfo ao grupo das transformacdes de deck G(X ), pela aplicacao
¢ m(X,20) — G(X) que transforma [f] na tnica transformacio de deck que leva Zy em
o - [f]. Defina H = &(H) C G(X).

Como a acao de G(f( ) sobre X é livre e propriamente descontinua, a acao de H sobre X
também o é. Defina, por isso, X’ como sendo o espaco quociente X/f[ erm : X —=X'a
aplicacao quociente correspondente. Pelo Teorema 2.7.10, sabemos que 7w é um recobrimento
normal. Além disso, vemos que 7 : X —= X é constante nas fibras de 7/, porque as fibras de
7’ estao contidas nas fibras de w. Desta forma, 7 passa ao quociente X', o que fornece uma

aplicacao 7" : X’ — X que faz o seguinte diagrama comutar:

.

T X’

1

X

Precisamos mostrar que 7’ ¢ um mapa de recobrimento. Sejam z; € X um ponto arbitrério,

U uma vizinhanga distinguida de z; por 7 e U” uma componente qualquer de 7#”~1(U”). Para
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mostrar que 7" ¢ um mapa de recobrimento, é suficiente mostrar que U” é homeomorfo a U

por 7.

Como X' é localmente conexo por caminhos, U” ¢ aberto e fechado em 7"~ 1(U). Assim,
7~ 1(U") & aberto e fechado em 7~ 1(7"~}(U)) = n=1(U), o que implica que 7~1(U”) é uma
unido de componentes de 7 (U). Se U é uma destas componentes, entdo o diagrama abaixo

comuta:

Neste diagrama, m = 7" o 7’ ¢ um homeomorfismo, o que implica que 7’ é injetora em U.

Como 7' é sobrejetora em X, temos que
?

U == U") = | 7 (e(0)) = #(0),

peH

de onde concluimos que 7’ é sobrejetora em U também. Assim, 7’ : U — U’ & uma bijecao
, L. . , ;-
e, porque é uma aplicacao aberta, ainda é um homeomorfismo. Uma vez que 7 e 7’ sao

homeomorfismos, 7 também o é.

Falta mostrar que 77 (m (X', z()) = H para algum z[ € X' tal que 7”(z() = 9. Seja

xy = 7' (Zo) e considere o seguinte diagrama:

m (X7, ) ¢ G’1 )
m1(X, 7o) z G(X)

onde G'(X) é o grupo das transformacoes de deck do recobrimento 7/ : X —= X', £ e € sdo
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como no Teorema 2.6.5 e ¢ é a inclusao.

Afirmamos que este diagrama comuta. De fato, seja [f] € m (X', x}) e considere a trans-
formacio de deck ¢ = &([f]) que leva & em & - [f] = f(1), onde f é o levantamento de f
para um caminho em X de ponto inicial Zy. Entdo, (0 &')([f]) = ¢ (visto como um elemento

de G(X)). Por outro lado, (€ o @”)([f]) = &([7" o f]) é a transformacio de deck ¥ € G(X)

que leva Zo em 7 o f(1). Como

WOfIW//OW/Of:W/IOf,

P

segue que f é o levantamento de 7o f de ponto inicial Z. Isto quer dizer que 7 o f(1) = f(l)
Portanto, ¢ = ¥ e o diagrama comuta.

Como o diagrama acima comuta, nos temos que

ml(m (X' 2p)) = € oo (m(X,2p)) = € ol G'(X)) =€ H(H) = H,

0 que encerra a demonstracao. O

2.8 Grupos de homotopia de ordem superior

Grupos de homotopia sao generalizagcoes do grupo fundamental para dimensoes maiores.
Seja X um espaco topologico, I = [0,1] e I =[0,1] x --- x [0, 1] o produto de n copias de

I. Note que a fronteira 0I™ de I™ é o conjunto
OI" = {(s1,...,8,) € 1" | s;=00us; =1paraalgumi € {1,...,n}}.

Assim como no caso do grupo fundamental, nés fixamos um ponto arbitrario zop € X e

nos referimos a ele por ponto base. Denote por €2,(X,zy) o conjunto de todas as fungoes
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continuas f : I" — X tais que f(0I™) = xy. Dados f,g € Q(X, xg), definimos f + g por

f(281,52,...,8n), 81 € [0, } ,

g(2s1 —1,89,...,8,), s € [%, 1} )

N[ =

(f+g)(81,...,sn) =

E facil verificar que f 4 ¢ é uma funcio continua, pois quando s; = 1/2,

f(]-a327"-a8n):xozg(07527"'78n)7

ja que (1,89,...,8,),(0,82,...,8,) € OI". Além disso, se (s1,...,s,) € I", entdo

f(2s1,89,...,8,) ou g(2s1 —1,59,...,5,)

também sao pontos de 91", de modo que (f+g)(s1,...,S,) = xo para qualquer (sq,...,s,) €

OI™. Isto garante que f + g € Q(X, o).

Nos ja sabemos que “ser funcgoes homotodpicas com relagao a um dado conjunto” é uma
relagao de equivaléncia. Denote por [f] a classe de homotopia de f € Q(X, zq) com relacao a
OI™. Seja entao m, (X, xo) = {[f] | f € QUX,z0)}. Equipamos 7,(X,zo) com a operagao [f]+
lg] = [f + g]. Esta operagao esta bem-definida, pois se fi, fo € [f] sdo fun¢oes homotodpicas

por G e g1, g2 € [g] sao fungoes homotdpicas por H, entao

G(281,82,...,8n,1), s € (0,27,
F(s1,...,80,t) = (281, 5 ) ! [ 2}

H(251_17$2a"'75n7t)a s1 € [%a1}7

¢ uma homotopia.

Teorema 2.8.1. O conjunto 7, (X, xo) equipado com a operacio acima é um grupo para todo

n > 1. Sua unidade € a classe de homotopia [e,,] da funcdo constante e, (I"™) = xy € o
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elemento inverso de [f] € m, (X, zo) € a classe de homotopia [—f] da fung¢do

—f(s1,...,8n) = f(1 —81,89,...,8n).

Demonstracao. Obviamente o caso n = 1 trata-se do grupo fundamental de X baseado em z.
Assim como foi feito com o grupo fundamental, precisamos verificar que os trés axiomas de
grupos sao validos nos demais casos, cada um dos quais se reduz a encontrar uma homotopia
com propriedades adequadas. Checamos apenas a existéncia de elementos inversos, visto que
a verificacao dos outros dois axiomas é bastante imediata. Pois bem, com algumas contas

mostra-se que

Zo, 51 € [07 %] ’
Flon . s f) = f(2s1 —t,89,...,5n), s1 € [£,1],
—f(2s1+t—1,89,...,8,), s1€[5,1—%],
[ o, s1€[1-35.1].
é uma homotopia entre f + (—f) e e,, com relagdo a 0I™. O

Definic¢ao 2.8.2. Dizemos que 7, (X, xy) é 0 n-ésimo grupo de homotopia de X baseado

em xg € X.

Excluindo-se o grupo fundamental 7 (X, z¢), todos os demais grupos de homotopia de
ordem superior 7, (X, zg) sdo grupos abelianos. Por causa disso, nos casos em que n > 2,
representamos um grupo de homotopia trivial por {0} e indicamos sua operagao pelo simbolo

de soma.

Proposicao 2.8.3. Paran > 2, o grupo m,(X, zo) € abeliano.

Demonstragao. Dados [f], [g] € m,.(X, o) arbitrarios, a homotopia que mostra que f + g e
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g + f sao funcoes homotopicas relativamente a 9I™ é da forma

F(317527837' . '78n7t) = (G(817527t)7537 s 75n)7

onde G : I? x [ — I? é a homotopia ilustrada na figura a seguir:

N
n g /N

Cada um dos quadrados acima representa I? com a dire¢io horizontal correspondendo
a s1 e a direcao vertical, a so. Se pensarmos no parametro ¢ como sendo o tempo, entao
estes quadrados representam cinco instantes da homotopia G. Enquanto ¢ varia de t = 0 a
t = 1, a homotopia G troca as metades esquerda e direita de I?, primeiramente encolhendo
ambas (segundo instante), depois rotacionando elas entre si (terceiro e quarto instantes), para
finalmente expandi-las a seus tamanhos originais. As regioes preta e branca correspondem as

funcoes f e g, respectivamente, enquanto as areas cinzas sao levadas no ponto base zy. [J

Fungoes (1™, 01™) — (X, xy) sao equivalentes a fun¢des do quociente ["/01™ = S™ em X
que levam o ponto base sg = 9I"/OI"™ em x. Isto quer dizer que m, (X, xq) é constituido de
classes de homotopias de fungoes (S™, so) —= (X, xg), onde as homotopias sdo por fungdes do

mesmo tipo. Nesta interpretacao de m,(X, z¢), a soma f + g é a composi¢ao
Sn—te gy gn Y x

onde ¢ colapsa o equador S"! de S™ em um ponto e (f V g)(s) é igual a f(s), se s é um
ponto da primeira copia de S™ em S™ V S™, ou é igual a g(s), caso contrario. O ponto base
so é tomado em S™1.

Assim como ocorre com grupos fundamentais, pode-se mostrar que, se X é um espaco
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conexo por caminhos, diferentes escolhas de pontos base xy resultam em grupos de homotopia
(X, o) isomorfos. Neste caso escrevemos apenas 7, (X) para tais grupos.
Toda fun¢io continua ¢ : X —Y induz um homomorfismo ¢, : m, (X, z¢) —=m, (Y, p(z0))

pela expressio . ([f]) = [¢ o f].

Proposicao 2.8.4. Ser: X—=Y es:Y—=Z sao aplicagies continuas, entio (sor), = s,or,

€ (de>* = Z.dﬂ-n(X).

Este teorema pode ser provado de maneira similar ao teorema analogo para grupos funda-

mentais. Como um importante corolario dele, temos que

Corolario 2.8.5. Se v : X—=Y é um homeomorfismo, entio v, : m,(X, xo)—=m, (Y, p(x0)) €
um isomorfismo. Em particular, se X e Y sao espagos homeomorfos e conexos por caminhos,

entdo m,(X) ~ m,(Y) para todo n > 1.

Assim, os grupos de homotopia de ordem superior também sdo invariantes topologicos.
Como no caso do grupo fundamental, eles somente dependem do tipo de homotopia de um

espaco:

Proposicao 2.8.6. Se X e¢Y sdo espacos homotopicamente equivalentes e conexos por ca-

minhos, entao 7,(X) ~ m,(Y) para todo n > 1.

A verificacdo da proposicao anterior também é similar a afirmacao analoga para grupos

fundamentais.

Exemplo 2.8.7. Observamos da proposicao anterior que, para n > 1, o grupo de homotopia

(X, 2g) de um espaco topologico contratil é trivial.

Exemplo 2.8.8. 7, (S™) = {0} para todo k& < n. Para ver isso ¢ preciso empregar o teorema

abaixo, cuja demonstracao escapa a finalidade deste texto:
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Teorema 2.8.9. Seja f : I¥—=S™ uma funcdo tal que f(OI") = sy € S™. Entao
existe uma funcdo nao-sobrejetiva g : I¥ —=S™ que é homotdpica a f com relagdo

a OI".

Logo, em toda classe de homotopia [f] € m,(S™) existe um representante f; : I¥—=S™ nao-
sobrejetivo. Seja s; € S™ um ponto qualquer que nao se encontre na imagem de f;. Entao,

S™\ {s1} & homeomorfo ao disco D" e pode ser contraido a so. Segue dai que m4(S™) ~ {0}.

Generalizagdes tteis de grupos de homotopia sdo os grupos de homotopia 7, (X, A, zo)
relativos ao par (X, A), onde zp € A C X é um ponto base para X. Para defini-los pre-
cisamente, denote por 1" ! a face do n-cubo I™ cujos pontos tém coordenada s, = 0. De-
note dai a unido das faces remanescentes de I™ (o fecho de 9™ \ I"™!) por J"~'. Entao,
para n > 1, defina m,(X, A, z9) como sendo o conjunto de classes de homotopia de fun¢oes
(I",0I", J" 1) — (X, A, xg), onde as homotopias sao por fun¢oes desta mesma forma. Ob-
serve que 7, (X, {zo}, x0) = (X, x0), de modo que grupos de homotopia “absolutos” sdo um
caso particular de grupos de homotopia relativos.

Uma operagao de soma é definida em m, (X, A, zy) pelas mesmas expressoes empregadas
para a soma de m,(X, z¢), desde que esta ultima nao tenha sido dada a partir de s,. Neste
caso, m,(X, A, xg) é um grupo para n > 2 e é um grupo abeliano para n > 3.

Assim como elementos de 7, (X, xy) podem ser visualizados como classes de homotopia de
fungées (5™, so)—=(X, zo), (X, A, 2¢) pode ser definido como sendo o conjunto de classes de
homotopia de fungoes (D™, S 1 s0)—=(X, A, 1), uma vez que fazer corresponder um tinico
ponto a todo o conjunto J"~! é equivalente a identificar (1™, 01", J"!) com (D", S™1, s9).
Deste ponto de vista, adi¢ao é feita por meio do mapa ¢ : D" — D"V D", cuja imagem de
D"~! ¢ um tinico ponto.

Funcoes 7 : (X, A, z9) — (Y, B, yo) induzem aplicacoes 7. : m,(X, A, x9) — m,(Y, B, yo)

que sao homomorfismos para n > 2 e tém propriedades analogas aquelas do caso absoluto:
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(sor), =s.ory, id, =id e T, = S, neste tltimo caso, se r e s sdo fun¢des homotopicas por
uma familia de fungoes (X, A, zo) — (Y, B, 4o)-

Sejam i : (A, x0)—= (X, z0) e j: (X, {xo}, o) — (X, A, x¢) inclusdes e 9 0 homomorfismo
que restringe fungoes (1™, 91", J" ') — (X, A, z¢) ao espago "' (ou ainda, que restringe
fungoes (D", S"1, sq)—=(X, A, 79) a S"~1). Provavelmente a propriedade mais 1til de grupos

de homotopia relativos m,(X, A, zg) é a seguinte:

Teorema 2.8.10. Os homomorfismos j, i, O sao tais que
kerj =Imi,, keri, =Imd e kerd=Imj,
ou seja, a segquinte sequéncia
O (A, ) L>7Tk(X, xg) *j>7rk(X, A, z0) L= i1 (A, 7o) — - --

de grupos e homomorfismos € exata.
Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [5], p. 191. ]

Exemplo 2.8.11. Tomando X = D" e A = 9D" = S™ ! nos temos que 7,(D", S" 1, zg) é

trivial para todo k < n. De fato, considere a seqiiéncia exata

(D", 20) *j>77k(Dn> S"Y 30) == w1 (8™, @) — = w1 (D" ).

Como para todo k > 0, D é contratil, nos temos para k > 1 que m,(D", x¢) e m_1 (D" ) sao
ambos grupos triviais, o que implica que Im j = {0} e Imi, = {0}. Uma vez que ker 9 = Im j
e Imd = keri, = m;_1(S™1), nés vemos entao que 9 : m (D™, ") —m,_1(S") & um

isomorfismo. Assim, m;(D", S"1) é o grupo fundamental trivial.
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Capitulo 3

Fibrados

Fibrados sao objetos basicos no estudo de muitas areas da matematica, por codificarem in-
formagoes geométricas e topologicas dos espacos sobre os quais eles estao definidos. Fibrados
generalizam a idéia de espacos de recobrimento, tendo uma funcao analoga a deles para gru-
pos de homotopia de ordem superior. A teoria de fibrados é bastante extensa, razao pela qual
optamos por estudar apenas suas definicoes, construcoes e algumas de suas propriedades que
serdo necessarias aos nossos objetivos. Enfatizamos ai o estudo de referenciais e orientacoes

de variedades.

3.1 Definicoes e exemplos

Defini¢ao 3.1.1. Um fibrado é uma quadrupla (E,w, M, F') constituida de variedades F,

M e F e uma aplicacao sobrejetora diferenciavel 7 : E— M com as seguintes propriedades:
1. Para todo p € M, E, = 7 (p) é difeomorfo a F;

2. Para todo p € M existe uma vizinhanca aberta U C M de p e um difeomorfismo

95
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¢ : 7 YU)—U x F que faz o diagrama

(1) d UxF

U

comutar, ou seja, para o qual ¢, = ¢|g, é tal que ¢,(E,) = {p} x F, qualquer que seja

pelU.

Chamamos F de espago de total, M de espaco de base e F' de fibra (tipica). Dado
p € M, dizemos que E, ¢ a fibra sobre p. A aplicagao m é chamada projecao e os
difeomorfismos ¢ : 71 (U) —= U x F, trivializagdes locais. Cada subconjunto aberto

U C M satisfazendo a segunda condic¢ao acima é um aberto trivializante para o fibrado.

Exemplo 3.1.2. Dada uma variedade M, considere a variedade produto M x F. Se 7 :
M x F—=M é a projecao canonica, entao (M x F', w, M) é claramente um fibrado, denominado

fibrado trivial.

Seja (E,m, M, F) um fibrado. Ha dois casos particulares de fibrados que gostariamos de

destacar:

Definicao 3.1.3. Se F' tem a estrutura de um espaco vetorial de dimensao n e os difeomor-
fismos 7~ 1(U) —=U x F sao transformacoes lineares sobre as fibras, chamamos (F, 7, M, F)

de fibrado vetorial de dimensao n.

Definigao 3.1.4. Dizemos que (F,m, M, F) é um fibrado principal se F' ¢ um grupo de
Lie e se existe uma acao ' X F'— F & direita de F' sobre F, diferenciavel, livre e transitiva

satisfazendo as seguintes condigoes:

1. para todo g € F, w(p- g) = 7(p),
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2. para toda trivializagao local ¢ : 771 (U) —U x F, todo z € 7' (U) e todo g € F,

verifica-se que p(z-g) = p(x)-g, onde F age a direita sobre U X F' por (p,¢’')-g = (p, ¢'g).
Neste caso dizemos que F' é o grupo de estrutura do fibrado.

Segue diretamente desta definicao que a projecao de E sobre M é uma aplicacdao aberta,
que o espaco das 6rbitas £/G é homeomorfo a M, que a acdo de G sobre qualquer fibra E, é
transitiva e que toda fibra sobre um ponto de M é difeomorfa ao grupo estrutural GG, embora
de modo nao candnico.

Para facilitar a distin¢ao entre fibrados vetoriais e fibrados principais, optamos por denotar

o espaco total e a fibra tipica de um fibrado principal por P e GG, respectivamente.

Exemplo 3.1.5. Seja 7 : X —= X um mapa de recobrimento, com X conexo, e U C X
uma vizinhanga distinguida de zq € X tal que 7= }(U) = U,V,, onde 7|y, : Vo —=U é um
homeomorfismo para cada elemento o do espaco discreto F' homeomorfo a 77! (x9). E claro
que

' (U)—Ux F, &€ Vs (r|y,(2),5)
é também um homeomorfismo e, neste caso, (X, 7, X, F) é um fibrado de fibra tipica F.
Exemplo 3.1.6. Fibrados tangentes sao casos particulares de fibrados vetoriais.

Exemplo 3.1.7. A aplicacao de projecao 7 : S?"*1 —=CP" ¢ um fibrado principal de grupo

de estrutura S'.

Freqiientemente denotamos um fibrado (E, 7, M, F) por 7 : E— M, deixando subenten-

dido quem é sua fibra tipica.

Definicao 3.1.8. Uma segao local o de um fibrado 7 : E — M é uma funcao suave
o0 :U C M — FE definida em um subconjunto aberto U de M tal que m o 0 = idy. No caso

em que U = M, dizemos simplesmente que ¢ é uma segao do fibrado.
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Observe que uma secao de um fibrado nada mais é do que uma aplicacao que leva pontos
do espaco base em pontos da fibra correspondente sobre eles. Denotamos o conjunto de todas
as se¢oes de E por I'(E). Pode-se mostrar que I'(F) é um modulo sobre o anel das fungoes

suaves definidas em F que tomam valores em R.

Exemplo 3.1.9. Claramente uma funcao suave o : M — M x F é uma secao do fibrado
trivial m : M x F—= M se, e somente se, o é da forma o(p) = (p, s(p)) para alguma funcao
suave s : M — F. Por esta razao existe uma correspondéncia biunivoca entre secoes do
fibrado trivial e fungoes suaves M — F', que pode ser tomada como uma caracterizagao
alternativa de secoes neste caso. Para fibrados nao-triviais, esta caracterizacao somente é
vélida localmente: se ¢ : 71 (U) —=U x F é uma trivializagao local do fibrado em questao,
entao poo é a descrigdo local de o como uma fungao suave U—=F' (na realidade, U—U x F,
mas desconsideramos a primeira funcao componente de ¢ oo por se tratar da propria funcao

identidade em U).

Fibrados vetoriais m : E— M sempre admitem secoes. De fato, a funcao o : M — F que
leva cada elemento p € M no vetor nulo do espago vetorial 7—!(p) é obviamente uma segao

de 7. Por outro lado, nem sempre existem secoes para fibrados principais.

Proposicao 3.1.10. Um fibrado principal m : P— M admite uma secdao se, e somente se,

ele € trivial.

Demonstracao. Nada nos resta a provar se o fibrado é trivial, pois todo fibrado trivial admite
uma se¢ao. Suponha por isso que o fibrado admite uma secao o : M — P. Entao, para todo
p € M, o(p) € m~(p). Da agao livre e transitiva de G sobre as fibras de P, sabemos que
para todo ¢ € 7 !(p) existe um tunico g € G tal que ¢ = o(p) - g. Seja ¢ : P—= M x G,
com x — p(x) = (m(x),g), onde o(p) - g = x e p=7w(x). Seja 2’ # x. Se 2’ € 7 1(p), entdo
o) = (p,d) # (p,g), e, se ' & 7 1(p), entao p' = 7w(2’) # p. Em qualquer dos casos,

o(x') # p(z). Assim, ¢ ¢ injetiva. Seja (p, g) € M x G. Entao p(o(p)-g) = (7(o(p)-9),9) =
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(p,g), isto &, p & sobrejetora. Logo ¢ uma bijegao, com ¢~ '(p,g) = o(p)-g. A continuidade de
¢! segue da continuidade de o e ¢, enquanto a continuidade de ¢ resulta das continuidades

de 7 e idg. Concluimos dai que P ~ M x G por ¢. O

Definicdo 3.1.11. Se 7 : E— M e 7' : E' — M’ sao dois fibrados, um morfismo de

fibrados é um par de fungoes (f’, f) que fazem o seguinte diagrama comutar:

E—1 g
. /
M——M

Observe que f’ deve levar fibras em fibras por esta definicao.

Para fibrados com estrutura adicional em suas fibras, os morfismos de fibrados que nos
interessam sao aqueles que preservam esta estrutura. Neste sentido, se estivermos conside-
rando fibrados vetoriais, deve-se exigir que a fun¢ao f’ leve a fibra E), linearmente sobre a
fibra E}(p), para cada p € M. Por outro lado, se estivermos trabalhando com fibrados prin-
cipais, a funcao f deve agora estar definida entre os grupos de estrutura, f : G—G’, e ser

um homomorfismo tal que f'(z - g) = f'(z)f(g) para todo x € P e g € G.

3.2 Descricao local de fibrados

Suponha agora que m : E— M seja um fibrado vetorial com p € M e E, seja isomorfo a R".
Para cada p € M, considere um aberto trivializante U, do fibrado que contenha o ponto p.
Evidentemente, a colegao {U,} cobre M. Seja ¢, : 7~ 1(U,) — U, x R™ a trivializagao local

correspondente a U, e suponha que p € U, NUp. Se Gga = ppo @, " entio gs, faz o diagrama
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abaixo comutar:

7T_1(Ua N Ug)
Po ¥B
(Ua NUg) x R"T> (UsNUg) xR
Ba
Observe que gg, ¢ uma transformacgao linear, sendo a composi¢ao de transformacoes lineares,
e também ¢ inversivel, porque ¢, e ¢z 0 sao. Assim, cada gg, induz uma aplicaciao gz, :

U, NUz —= GL(n,R) dada por

9pa(p,v) = (P, gsa(p)(v)).

Temos uma tal fungdo para cada U, N U # 0.

Definicao 3.2.1. As funcoes gg, associadas a cobertura {U,} de M por abertos trivializantes

do fibrado vetorial 7 : E— M sao chamadas de fungoes de transigao.

Calculos simples mostram que as fungoes de transicao satisfazem a relagao

Jor(P) = gas(p) © gs+ (D),

para todo p € U, NUg N U, # (. Esta relacio ¢ chamada de condi¢do de cociclo. Sao

casos particulares dela:

Goa(P) = 9as(P) © 950 (P) = gap(p) © 934(P) © G1a(P) = idGLnrm).-

Reciprocamente,

Teorema 3.2.2. Seja {U,} uma cobertura de M e {gas} uma colegao de fungées suaves
Gap : Us N Uz —= GL(n,R), uma para cada intersec¢io U, N Uz ndo-vazia. Se os elementos

de {gap} satisfazem a condigao de cociclo, entao existe um fibrado vetorial, cuja cole¢ao de
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fungoes de transicao coincide com {gas}-

Demonstracao. A prova é dada por construcao. Considere o conjunto Z = U,U, x R™, que

é uma variedade pela topologia produto. Defina uma relacao de equivaléncia em Z assim:

(P, v)a~ @ V) <= p=p e v =gznpW).

Entdo seja E' o quociente Z/~, equipado com a topologia quociente.

Precisamos mostrar diversas propriedades para concluir a assertiva. Vejamos primeiro
que E é uma variedade suave. Se a dimensao de M é m, podemos assumir, sem perda
de generalidade, que a cobertura {U,} de M consiste de vizinhancas coordenadas de M
associadas a sistemas de coordenadas ¢, : U, — R™. Seja V, = U, x R"/ ~ e 1, :
Vo — 0a(Uy) x R™ dada por [(p,v)a] — (va(p),v). Entdo cada V, é um aberto de E,
pela propria definicao de topologia quociente, e cada v, ¢ um difeomorfismo com inversa

Ut pa(Uy) x R —=V, dada por ¢, (w,v) = [(p5(w),v)s]. Além disso, as fungdes

s ot (palUa) Nps(Us)) X R™ —= (0a(Ua) N p5(Us)) x R™

sao tais que

(s ova)(z,v) = ¥s(((ea' (@), v)a])
= Ys([(5 (), gsala (2))(v))s])

= (50 0a)(@) gsalpa' (2))(v))-

Portanto, ¢ o ¢! sao fungoes suaves, ja que @', ©5 € gg, sao suaves. Logo, E é uma
variedade (ndo checamos aqui que F é um espaco de Hausdorff e que satisfaz o segundo
axioma da enumerabilidade, porque o procedimento ai envolvido é analogo ao que ja foi feito

para fibrados tangentes).
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O restante dos passos nos deixamos apenas indicados. Seja 7w : E— M dada por

[(p, v)a] = p-

Localmente, m = pry o ¢,. Além disso,

U (or ' (p) = {l(p, v)a] v €R"} C 7 (p).

Assim, se [(p,v)s] € 7 (p), entdo [(p,v")s] = [(P, 9sa(P)(V'))a]. Como 771 (p) ~ R", temos
que @q : ™ H(Uy)—=pa(Uy) x R™, dada por [(x,v),] — (x,v), que é tudo de que necessitamos

para encerrar esta demonstracao. O

Podemos repetir a discussao anterior para fibrados principais. De fato, seja 7 : P— M
um fibrado principal com grupo de estrutura G e {U,} uma cobertura de M por abertos
trivializantes do fibrado em questao. A cada U, esta associado uma trivializagao local ¢, :
71 (U,) —=U, X G tal que @, (7 - g) = po(x) - g, para todo x € 7 1(U,) e g € G. Por conta
disso,

Jsa = a0y (UaNUp) x G—=(UsNUp) x G

também satisfaz a igualdade §so((p, ¢')-9) = Gsa(p, ¢')-g para qualquer g € G. Em particular,

95a(p, 9) = Gsa((ps€) - 9) = Gsa(p,e) - 9,

onde e é a identidade do grupo G. Logo, gg, induz uma fungao de transigao gg, : UsNUs—G

dada por gs.(p) = gsa(p, €), onde gga (-, €) é definida implicitamente pela expressao

98a(p,9) = (P, 98a(p, €)) - 9.

Verifica-se facilmente que as funcoes de transicao de um fibrado principal satisfazem a
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condicao de cociclo. Além disso, um resultado andlogo ao Teorema 3.2.2 também existe para

fibrados principais.

Teorema 3.2.3. Sejam {U,} uma cobertura aberta de uma variedade M e {gap} um conjunto
de fungoes suaves gop : Uy N Ug —= G satisfazendo as condigoes de cociclo. Entao existe um
fibrado trivial (P, 7, M,G) e trivializagoes locais o : 7 (Uy) —= U, X G tais que {gas}

coincide com o conjunto das funcoes de transicao deste fibrado.

Demonstracao. Equipe Z = U,U, x G com a topologia produto e nele defina a relacao de
equivaléncia

P:9)a~ 0,0 <= P=p e ¢ =gz -9

Mostra-se com argumentos similares aqueles apresentados na demonstracao do Teorema 3.2.2
que P = Z/~ é o espago total de um fibrado principal com grupo de estrutura G, satisfazendo

as propriedades do enunciado. O

Para explicitar as funcdes de transicao empregadas na contrugao de um fibrado vetorial ou

fibrado principal pelos dois Gltimos teoremas, nds escreveremos

E=| |V xR /{gas} ¢ P=|](UaxG)/{gas}

para os espacos totais destes fibrados, respectivamente.
Observe que, dado um fibrado vetorial 7 : E—M de dimensao n com fungoes de transicao
9ap : UaNUg—=GL(n,R), é possivel construir um fibrado principal com grupo de estrutura

GL(n,R), bastando para isso tomar
P =| |(Ua x GL(n,R))/{gas}

no Teorema 3.2.3. No entanto, para associar um fibrado principal com grupo de estrutura

G a um fibrado vetorial com fibra tipica F' é necessario uma representacao de grupos p :
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G — GL(F). Neste caso, devemos tomar

E=| |Ua x F)/{p(gas)},

onde p(gap) : Us N Usg —=GL(n,R).

3.3 Fibrados de referenciais

Considere um espaco vetorial real V' de dimensao finita n. A partir dele, defina o seguinte
conjunto:

F(V)={z:R"—V | z ¢ um isomorfismo}.

Definigao 3.3.1. Dizemos que um elemento de F'(V') é um referencial para o espago vetorial
V' (esta terminologia se explica porque cada isomorfismo de F'(V') fornece uma base para V'

a partir da base canonica de R™).

Observe que a escolha de uma base para o espaco V' fornece uma identificacao de F(V)
com GL(n,R), que ji observamos ser um grupo de Lie.
Seja agora (E,m, M) um fibrado vetorial de dimensdo finita n. E possivel definir uma

estrutura de variedade na uniao disjunta

F(E)= | | F(B,) = |J{p} x F(E,),

pEM peEM

para a qual a fungao 7 : F(E) — M, dada por 7(p,z) = p, é suave. Para isso, repare que
toda trivializagio local de E, ¢ : 7~ }(U) —= U x R", determina naturalmente uma bije¢ao

¢ : 7 Y(U)—U x GL(n,R), que é dada por ®(p,z) = (p,p, 0 x), onde ¢, : E,—R" é a

restricao de ¢ a L,
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Proposicao 3.3.2. Eziste uma topologia e uma estrutura diferencidvel natural em F(E) para

as quats
1. F(E) ¢ uma variedade suave de dimensdo dim M + n?.
2. As bijegoes p: T H(U)—=U x GL(n,R) sao difeomorfismos.

3. A funcao T € suave e faz o diagrama abaixo comutar:

U x GL(n,R)

4. Eziste uma ag¢ao a direita do grupo de Lie GL(n,R) sobre F(FE),

F(E)x GL(n,R)— F(F), (x,9)—z-g=uzo0g,

que € diferencidvel, livre e transitiva.

Demonstracao. A construgdo para a primeira afirmacao é andloga a apresentada para o
fibrado tangente de uma variedade. Os itens (2) e (3) sdo conseqiiéncias diretas desta cons-
trucao. A ultima afirmacao segue do fato de que existe uma tnica transformacao linear que

leva uma base em outra base. ]

Defini¢ao 3.3.3. A terna (F(F),7, M) é o fibrado de referenciais associado ao fibrado

vetorial 7 : B — M.

Observe que o fibrado de referenciais (F'(F), 7, M) ¢ um fibrado principal com grupo de
estrutura GL(n,R). Note também que uma segdo o de F'(F) ¢ equivalente a um conjunto
{o1,...,0,} de n secoes do fibrado vetorial 7 : E— M tais que {o1(p),...,0n(p)} C E, &

uma base de E, para todo p € M.
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Definicao 3.3.4. Dizemos que uma se¢do de F'(E) é um referencial moével para E.

Como todo fibrado vetorial é localmente trivial, ele sempre admite localmente um referen-
cial movel. De fato, seja ¢ : 771 (U) —=U x GL(n,R) uma trivializagao local de um fibrado
vetorial (B, 7, M) de dimensao n e {vy,...,v,} uma base de R". Para cada i =1,...,n, de-
fina o; : U—7"(U) por o;(p) = ¢ *(p,v;). Entao, {o1,...,0,} é um conjunto de n se¢oes
do fibrado (7~ "(U), 7|z-1(r), U). E um fibrado vetorial admitira globalmente um referencial
movel apenas se ele for trivial.

Equipando-se um fibrado vetorial com uma estrutura adicional adequada, é possivel fazer
com que as funcoes de transicao do fibrado de referenciais a ele associado tomem valores em

um subgrupo de GL(n,R).

Definigao 3.3.5. Considere um fibrado vetorial (E, 7, M). Uma métrica riemaniana em
(E,m, M) é uma cole¢do de produtos internos (-, -), definidos na fibra E, sobre p € M, que
variam suavemente entre si no seguinte sentido: para quaisquer 01,09 € ['°(FE), a funcao
(01,09) dada pela regra

(01,02)(p) = (01(p), 02(P))p
é diferenciavel.
Dados vy, vy € E,, escrevemos (vq,v9) ao invés de (v, ve), para simplificar a notagao.

Exemplo 3.3.6. O fibrado vetorial trivial £ = M x R" estd equipado com uma métrica
riemaniana natural, induzida pelo produto interno canénico de R"™, a saber: para 0,0’ €
I>=(E),

(0,0") () = (0(p), o' () = > _ si(p)si(p),

onde o(p) = (p, s1(p), - --,sa(p)) € d’'(p) = (p, s1(p), ..., s,(p)), como visto no Exemplo 3.1.9.

Proposicao 3.3.7. Todo fibrado vetorial pode ser equipado com uma métrica riemaniana.
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Demonstracao. Variedades sao assumidas para-compactas neste texto. Por esta razao, dado
um fibrado vetorial 7 : E— M de dimensao n, existe localmente uma cobertura finita {U,}
de M por abertos trivializantes U, do fibrado considerado. Sejam ¢, : 771(U,) — U, x R"
as trivializacoes locais associadas e estes abertos. Em U, x R" existe uma métrica riemaniana

obvia: ((p,v), (p,v"))p, = (p,p'). Para cada z,y € 7 !(p), defina

(,9)p = (PalT), a(y))p-

Entao, (-,-)* é uma métrica riemaniana para o fibrado vetorial
Ty o 7 H(Us) —= Uy X R™

Seja {t,} uma parti¢do suave da unidade subordinada a cobertura finita {U,} (mostra-se em

[7], p- 51, que uma tal particao sempre existe). Definimos (-, -) por uma soma finita

(wy) = D tap),v)),
UﬁE{Ua}
onde x, y € 7 '(p) e as fungdes t5(p)(x,y)s sdo consideradas nulas no complementar do
aberto Ug. Pela propria defini¢do, (-,-) ¢ diferenciavel e cada (-,-), ¢ uma forma bilinear
simétrica definida em 7 !(p). O fato de t, > 0 e t, > 0 para ao menos um indice « garante

que (-, -) é positiva-definida em cada p, o que implica que ela é uma métrica riemaniana. []

Em vista da proposicao anterior, considere a partir de agora um fibrado vetorial (F,x, M)

de dimensao n com uma métrica riemaniana (-, -).

Proposicao 3.3.8. Para todo p € M, existe um aberto trivializante U e uma trivializagao
local ¢ : 7Y (U) —= U x R" tais que a restricio de ¢ a fibra E,, p, : E, —R™, é uma

wsometria linear com respeito a métrica riemaniana natural de (7T_1(U)77T|W—1(U), U).



108 3. Fibrados

Demonstra¢ao. Como (E,m, M) é um fibrado vetorial, todo ponto de M esta contido em
um aberto U C M que admite um referencial moével, isto é, para o qual existe um conjunto
de segoes sq,...,5, de mr-1(y) que satisfazem a seguinte condicdo: si(p),...,sn(p) € E,

sao linearmente independentes, qualquer que seja p € U. Pelo processo de ortogonalizacao

de Gram-Schmidt, podemos substituir este conjunto por {o1,...,0,}, onde, para cada p €
U, noés temos que o1(p),...,0,(p) é uma base ortonormal de E,. Claramente, as se¢oes
o1,...,0, sdo todas suaves. Além disso, {o1,...,0,} é equivalente a uma sec¢do o do fibrado

de referenciais

(FE' @), 7w, U)

Considere entdo o isomorfismo f : U x R"—7~}(U) dado pela expressio f(p,v) = a(p)(v).
Para todo p € U, nds temos que a restricdo f, de f a {p} x R" >~ R" leva bases ortonormais
em bases ortonormais. De fato, se {e1,...,e,} é a base canonica de R", entdao f,(e;) =
o(p)(e;) = oi(p). Portanto, f, : R® — E, ¢ uma isometria linear para cada p € U. Logo, a

funcao p = f~1: 771 (U) —=U x R" tem as propriedades desejadas. O

Com este resultado, podemos agora definir um tipo particular de fibrado de referenciais,
que esta associado a fibrados vetoriais equipados com métricas riemanianas.

Seja V um espago vetorial com produto interno (-, -). Denotamos por Fp(V') o subconjunto
de F(V) de todas as isometrias lineares = : R” — V. Observe que, se {ei,...,e,} ¢ a base

canonica de R", entdo z € Fp(V) se, e somente se, os vetores
r1=xz(e1), ..., x,=z(e,)

compoem uma base ortonormal de (V, (-, -)).

Defini¢ao 3.3.9. Dizemos que um elemento = de Fp(V) é um referencial ortonormal

para V.
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Com rela¢do a uma base ortonormal em V| o conjunto Fp(V') pode ser identificado com o

grupo ortogonal O(n,R), que ja vimos ser um grupo de Lie.

Definigao 3.3.10. Se (E, 7, M) é um fibrado vetorial equipado com uma métrica riemaniana,

o fibrado de referenciais ortonormais a ele associado é o subconjunto

Fo(B) = | | Fo(E,)

peEM

do fibrado de referenciais F'(E).
Proposicao 3.3.11. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
1. Fo(E) ¢ uma subvariedade de F(E) e T|p,g) : Fo(E)—= M € suave.

2. Egxiste uma a¢ao & direita de O(n,R) sobre Fo(FE) cujas drbitas coincidem com os

conguntos Fo(E,), p € M.
3. Para todo p € M existe um aberto U C M e um difeomorfismo local

7.7 Y{U)NFo(E)—U x O(n,R)

tal que B, = Y|ry(E,) leva Fo(E,) em {p} x O(n,R) e, para todo v € Fp(E,) e g €

O(n7R)7 @(I ) g) = @(x) g

Demonstracao. Como na Proposicao 3.3.8, considere uma trivializacao local
p:m (U)—UxR"

do fibrado vetorial 7 : E— M de dimensao n ao qual F'(E) esta associado. A trivializacdo

local ¢ : 771(U) — U x GL(n,R) do fibrado de referenciais correspondente a ¢ ¢ dada
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em F(E,) por ¢(x) = (p,pp 0 x), onde ¢, & a restricdo de ¢ a E,. Como por hipdtese

¢p : B, —R™ & uma isometria, segue que @ leva Fp(E,) em {p} x O(n,R), ou melhor, que

@¢: 7 H(U)NFy(E)—=U x O(n,R)

¢ uma bijecdo. Como O(n,R) C GL(n,R) é uma subvariedade, isto implica que Fp(FE) C

F(F) também é uma variedade. As outras afirmagoes do enunciado sao imediatas. ]

Note que a proposicao anterior estd dizendo que o fibrado de referenciais ortonormais
Fo(F) é um fibrado principal com grupo de estrutura O(n, R).
Recorde que GL*(n,R) é o subgrupo de GL(n,R) das matrizes inversiveis de determinante

positivo.

Definicao 3.3.12. Dizemos que um fibrado vetorial = : F — M ¢ orientével se, para
alguma cobertura de abertos trivializantes, as funcoes de transicao do fibrado de referenciais

F(FE) associado a ele tomam valores em GL"(n,R).

Estudando-se as fungoes de transigdo dos fibrados vetorial 7 : E— M (de dimensao n),

de referenciais F'(F) e de referenciais ortogonais Fp(FE), podemos concluir que

1. Existe cobertura trivializante para F'(E) com fungoes de transigdo em O(n) se, e so-

mente se, I/ estd equipado com uma métrica riemaniana.

2. Existe cobertura trivializante para F(E) com fungoes de transigao em GL*(n,R) se, e

somente se, I/ é orientavel.

3. Existe cobertura trivializante para F(E) com funcoes de transicdo em SO(n) se, e

somente se, I/ é orientavel e tem uma métrica riemaniana.

Seja m : E —= M um fibrado vetorial real de dimensao n equipado com uma métrica

riemaniana. Entdo suas fung¢oes de transicao g, tomam valores em O(n, R). Vamos procurar
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agora determinar quando é possivel substituir as trivializagoes locais do fibrado dado, aquelas
que determinam as funcoes g,3, por outras trivializacoes locais, cujas funcoes de transicao
associadas g/, ; assumem valores em SO(n,R). Em outras palavras, queremos um critério para
dizer quando um dado fibrado vetorial é orientavel. Para encontra-lo, precisamos encontrar

fungoes A, : U, — O(n, R) a partir da composigao

(id Ao

7 UL) 2 Uy x R Ry

tais que gh, = Az © gga © A, tomem valores em SO(n,R). Se p € Uy NUs, Yap = YalE,
e Ysp = PslE,, entao o seguinte diagrama mostra que as fungoes g/, 5 sdo de fato as novas

funcgoes de transicao:

R™ R™
Pap
E, 95a(p) Th0 (P)=A5(P)og5a (PO (P)
©8.p
R As(p) R

Por sua vez, se dop : Uy N Ug —=Zy é dada por 6,5(p) = det(gap(p)) € lo : Uy —= Zy é dada

por l,(p) = det(An(p)), entdo as fungdes do conjunto {\,} sdo tais que

1 = det(Gas(p)) = det(Aa(p) © gas(p) 0 A5 (1) = la(P)das(P)l5 (),

para todo ponto p no dominio comum a todas elas. Portanto, a igualdade d,5 = I3/, deve

valer para que as fungoes g;,; tomem valores em SO(n, R).

Reescrevendo 0,5 = €8 e |, = €™ com uyg : UyNUg—>Zs € v, : Uy—>7Zs, a condicio
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que estamos tentando determinar pode ser assim reformulada: dado {uas : Uy N Us —>Zs},
¢ possivel fazer a troca de trivilizagoes locais mencionada se existir {v, : U, —=Zs} tal que
UaB = Vg — Vq.

Na realidade apenas nos interessa os u,s provenientes de fungoes de transi¢cao. Como a

condicao de cociclo implica que

0as (D)0 (P)0ra(p) = 1

para todo p € U, NUz N U, # 0, isto quer dizer que as funcoes u,s também devem satisfazer
a relagao Uag + Ugy + Uy = 0 em Uy, NUg N U, # 0.

Reciprocamente, pode-se mostrar também que, dado um fibrado vetorial 7 : E—=M e uma
cobertura {U,} de M por abertos trivializantes, existem conjuntos de fungoes diferencidveis

{tuap : Uy NUsg—=Zs} e {v, : Uy —=Zs} tais que
Uag + Ugy + Uyq =0

em todo Uy, NUzNU, # 0 e

Uap = Vg — Uy

em toda interseccao U, N Uz # 0.

3.4 Calculo de grupos de homotopias por fibracoes
Existem algumas maneiras de generalizar o conceito de fibrados. Vejamos uma delas.

Definicao 3.4.1. Dizemos que uma aplicacao 7 : E— M tem a propriedade de levanta-
mento de homotopias com respeito a um espaco X se, dada uma homotopia ¢g; : X — M

e uma funcao go : X — F tal que 7o gy = go, existe uma homotopia g, : X — E tal que
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mo g = g;. Dizemos também que gy e g; sao os levantamentos de gy e g;, respectivamente.

Definicao 3.4.2. Uma fibragao ¢ uma aplicacao m : £ —= M que tem a propriedade de

levantamento de homotopias com respeito a todo espaco X.

Observe que uma fibragao ¢ como um fibrado, exceto que as fibras nao precisam ser um

mesmo espaco, sendo suficiente elas terem a mesma homotopia.

Exemplo 3.4.3. A projecao canoénica 7 : M x F—M é uma fibracao, uma vez que podemos

tomar levantamentos da forma g;(x) = (g:(x), h(x)), onde Go(x) = (go(z), h(x)).

Exemplo 3.4.4. Todo fibrado é uma fibracao. De fato, seja 7 : E— M um fibrado de fibra
tipica F'. N6s queremos mostrar que 7 tem a propriedade de levantamento de homotopias para
todo disco D™ (ou cubo I"™), n > 0. Para tanto, suponha que tenhamos fungoes gy : ["—F' e
uma homotopia g; : I"—=M tal que mogy = go (ou G : I" x I—=M tal que mo gy = G|nx0})-
Precisamos construir uma homotopia g; : I" — E tal que 7w o g; = g;.

Como 7 : E—= M ¢é um fibrado, existe uma cobertura de M por abertos trivializantes U,
do fibrado. Por esta razao, I" x I pode ser coberto por subconjuntos abertos G=1(U,). Como
1" x I é um espaco compacto e métrico, existe um namero 6 > 0 tal que toda bola de raio ¢
em I" x I élevada em algum U,. Assim, se I" x [ for dividido em retangulos suficientemente
pequenos, a imagem de cada um destes retangulos por G estara contida em algum U, C M.
Levantamos G a partir de cada um destes retangulos: para cada retangulo R de I™ x [ tal

que G(R) C U,, levantamos a func¢ao G|g : R—= U, para U, x F definindo

R—Uy, X F, (s1,...,8n,t) = (G(s1,...,8n, 1), f(51,.-.,8n,0)),

onde f é a composicao I" x {0} —U, x FF—=F.

Sejam 7w : F — M uma fibracao, pp um ponto de M e xy qualquer ponto da fibra F' =

71 (po). Os grupos de homotopia m(E, zo) e 7i(F,z0) e o grupo de homotopia relativa
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m(E, F,xq) fazem parte da seqiiéncia exata do par (E, F'), a saber:
e o mu(Fo0) 2 me( B, m0) 5 me( B, Fa) 2 w1 (F ) — -+

Como a fibra F' = 7 !(py) ¢ levada no ponto p, pela projegao m : E —= M, n6s temos

naturalmente um homomorfismo 7, : 7y (E, F, xog) — m (M, po)-

Teorema 3.4.5. O homomorfismo mw, € na realidade um isomorfismo. Por isso, a segiiéncia
Tx W*Oj 15)
e — Fk(F, S(Zg) — Wk(E,LUQ) — Wk(M,p()) — 7Tk,1(F, 130) —_—

obtida da seqiiéncia exata longa do par (E, F) pela identificacao do grupo mp(E, F,xq) com

(M, po) também é uma seqiiéncia exata.
Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [5], p. 196. ]

Definicao 3.4.6. A seqiiéncia do enunciado do teorema anterior é denominada seqiiéncia

exata longa da fibracao 7: F— M.

Corolario 3.4.7. Sen: X — X ¢ um mapa de recobrimento, entao

Wk(X,.i'o) ~ Wk(X, l‘o),

para todo k > 2.

Demonstragio. No caso em que 7 : X — X é um mapa de recobrimento, ja foi mostrado
na Proposigao 2.2.7 que a fibra F' = 77 (x¢) ¢é discreta. Por isso, qualquer fungao continua
(D¥,0D*, sg) — (X, F, %), com & € F e k > 2, deve na realidade levar toda a fronteira
de D* no ponto zy. Desta forma, m,(X, F, &) = my(X, ). Como acabamos de ver que

Wk(X,F, To) e m(X,xp) sdo isomorfos, concluimos que (X, Zo) ~ m(X,x0) para todo

k> 2. [l
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Note que nao nos preocupamos em incluir no corolério anterior a relacao entre os grupos

fundamentais (X, Zo) e m (X, xg), porque esta ja foi examinada no Teorema 2.5.1.

Exemplo 3.4.8. Uma aplicacao direta do Corolario 3.4.7 garante que

m(SY) ~ m(R) = {0} e mp(T™) ~ m(R™) = {0},

para k > 2, enquanto

L (RP™) ~ 7, (S™) = {0},

para todo 2 < k < n. Em particular, ficam assim determinados todos os grupos de homotopia

do toro de dimensao n, ja que seu grupo fundamental j& foi calculado no Exemplo 2.6.8.
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Capitulo 4

Algebras de Clifford e a fibracdo de
Hopf

As élgebras de Clifford sao algebras associativas que generalizam sistemas numéricos como o
de ntimeros reais, complexos e quatérnios e que possuem varias e importantes aplicagoes em
diversas areas de pesquisa, como a geometria e a fisica teorica. Oferecemos neste capitulo
uma breve abordagem a elas, explorando algumas de suas caracteristicas (pois sdo muitas) e

fornecendo a completa classificagdo das algebras de Clifford reais e complexas.

Como um subgrupo distinto do grupo dos elementos inversiveis de uma algebra de Clif-
ford associada a um espago quadratico nao-degenerado (V, ¢), nés encontramos o grupo Spin.
Este grupo de Lie é o recobrimento universal duplo do grupo ortogonal especial de V' com
respeito a q. Podemos relaciona-lo com a teoria de fibrados considerando para isso o que de-
nominamos de estrutura spin em um fibrado vetorial orientavel. Concluimos esta dissertacao
explorando esta possibilidade explicitamente para o caso particular da fibragao de Hopf, que
¢ um S'-fibrado principal entre esferas satisfazendo a propriedade (ainda a ser definida) de

levantamento de homotopias.

117
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4.1 Definicoes e exemplos

Seja (V,q) um espaco quadratico arbitrario, definido sobre um corpo F de caracteristica
diferente de dois. Denotamos por T'(V') a algebra tensorial do espaco vetorial V' e por I,(V)

o ideal de T'(V') gerado por todos os elementos da forma v ® v + ¢(v)1, com v € V.

Definigao 4.1.1. A Algebra de Clifford CI(V, q) associada a (V,q) é a algebra associativa
e com unidade determinada pelo quociente T'(V')/I,(V) e equipada com a multiplicacdo

induzida por este.

Assim como ocorre com a algebra tensorial, é possivel considerar F e V' como subespagos
de CI(V, q), porque existem inje¢des naturais de F e V em CI(V, q) pela projecdo candnica de
T (V) em CI(V,q). Nos adotamos esta convengao durante todo o restante desta dissertagao,
para evitar ter de distinguir entre F e V' e suas copias em CI(V,q).

As algebras de Clifford contam com a seguinte propriedade universal:

Proposicao 4.1.2. Seja A uma dlgebra associativa e com unidade, definida sobre o corpo F.

Toda transformagao linear f : V — A satisfazendo a relacao

para todo v € V admite uma dnica extensio a um homomorfismo de dlgebras f Cl(V,q)—=A,
ou seja, existe um dnico homomorfismo f : ClU(V,q)—= A que faz o sequinte diagrama comu-

tar:
Cl(V,q)

l ;

7 A

Demonstracao. A transformacao linear f pode ser unicamente estendida a um homomorfismo

de algebras f : T(V)—= A. Esta extensdo ¢ tal que a restrigao de f a I,(V) é identicamente
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nula, pois os elementos v ® v + ¢(v)1 geram o ideal I,(V) e

flo@v+q(v)l) = f(v) - f(v) +q(v)La,
onde f(v) - f(v) = —q(v)14 por hipétese. Assim, f induz naturalmente um homomorfismo

f:CUV,q)—= A com as propriedades desejadas. O

Por causa desta propriedade universal, existe essencialmente uma tinica algebra de Clifford

associada a cada espaco quadratico (V] q).

Proposicao 4.1.3. A dlgebra Cl(V,q) é, a menos de isomorfismos, a unica dlgebra associa-

tiva e com unidade, que satisfaz a propriedade da proposicao anterior.

Demonstracao. Seja A’ uma algebra associativa e com unidade para a qual existe uma injecao
i : V—=A’. Suponha que, para toda transformacao linear f : V— A satisfazendo a condi¢ao
f(v)- f(v) = —q(v)14, para todo v € V, exista uma tnica extensdo de f a um homomorfismo
de algebras f' : A/ — A. Entdo, o isomorfismo de V c CI(V,q) — i(V) C A’ induz

naturalmente um isomorfismo de algebras Cl(V, q) — A'. m

Em vista desta proposigao, pode-se definir as algebras de Clifford assim:

Definicao 4.1.4. A algebra de Clifford CI(V,q) associada a (V, q) ¢ a algebra associativa
e com unidade de todas as palavras geradas por 1 € F e V, com multiplicacao dada por

justaposicao, satisfazendo a relagao v? = —¢(v) para todo v € V.

Se g denota a forma bilinear simétrica associada a g, observe que a relacao apresentada

nesta definicao é equivalente a

uwv 4+ ovu = —2¢g(u,v), wu,v €V,
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porque a caracteristica do corpo F considerado é diferente de dois. Damos preferéncia a esta
interpretacao das algebras de Clifford ao longo do texto, embora também facamos uso da

primeira definicao. Isto justifica, em parte, a seguinte terminologia:

Definicao 4.1.5. Dizemos que um elemento w € CI(V, q) tem grau zero, se w € I, e grau r,

se ele é da forma w = vy - - - v,.. Denotamos o grau de um elemento w de CI(V, q) por degw.

A mesma Proposi¢ao 4.1.3 nos mostra ainda que, dado uma isometria o : (V, q)—(V’, )

entre espacos quadraticos definidos sobre o corpo F, existe um homomorfismo

:Cl(V,q) —ClLV",q)

—_—

induzido por ela, e que, se o’ : (V',¢') — (V",¢") é uma outra tal isometria, entdo o’ o 0 =
o' o . Em particular, no caso em que os espacos quadraticos envolvidos coincidem e sao de
dimensao finita, é possivel estender canonicamente o grupo ortogonal O(V, ¢) a um subgrupo
dos grupos de automorfismos de CI(V q).

Um elemento de Aut(CI(V, q)) de particular importancia no estudo das algebras de Clifford
é o automorfismo « : Cl(V, q) —= CIl(V, q) que estende o operador linear a(v) = —v definido

em V. Como este automorfismo é uma involugao, existe uma decomposicao

Cl(V,q) = CI°(V,q) & CI'(V,q)

de CI(V,q) em auto-espagos

Cl'(V.q) = {w € CU(V, q) | a(w) = (—1)'w}

de a. Claramente, CI°(V,q) é a subalgebra da algebra de Clifford que contém todas as

combinacoes lineares de palavras de grau par, enquanto Cl1!(V,q) é o subespago de CI(V,q)
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que contém todas as combinagoes lineares de palavras de grau impar. Também,

Cl(V,q)-CU(V,q) C Cl*(V,q), k= (i+j)mod 2,

ja que a(wyws) = a(w;)a(wsy), o que mostra que as algebras de Clifford sdo algebras Zo-

graduadas.

Definigao 4.1.6. Dizemos que CI°(V,q) e CI}(V,q) sao, respectivamente, a parte par e a

parte impar da élgebra de Clifford CI(V,q).

Outra involucao de fundamental importancia no estudo das algebras de Clifford é a trans-
posicao ()' : Cl(V,q) — CI(V,q), definida em elementos de grau par ou grau fmpar de
Cl(V,q) pela regra (vy---v,)" = v,---v;. Diferentemente de «, a transposi¢io é um anti-
automorfismo.

E por meio de a e da transposicao que podemos definir uma fungio norma nas algebras

de Clifford:
N:Cl(V,q)—=Cl(V,q), w— walw).

Vamos assumir a partir de agora que todo espago quadratico (V, ¢) definido sobre o corpo
F serda de dimensao finita. Seja {ei,...,e,} uma base ortogonal para um tal espaco nao-
trivial e I = {1,...,n}. Das relagbes com as quais podemos definir a élgebra de Clifford de
Cl(V,q), vemos que €? = —q(e;)1, para todo i € I, e eje; = —e;e;, para todo i,j € I, com
i # j. Por esta razao, qualquer palavra nestas letras podem ser ordenadas a partir de seus
indices, podendo o resultado desta ordenacao diferir da palavra original apenas por escalares
e nenhuma palavra conter mais do que n letras distintas. Assim, se fizermos o conjunto vazio
() corresponder a 1 € F, poderemos dizer que basicamente existe uma tnica palavra para cada
elemento do conjunto P(I) das partes de I. Se J é uma destas partes e J = {iy,...,.}, onde

1< <...<,<nel<r<n,definae; =e;, - e, caso contrario defina e; = ey = 1.



122 4. Algebras de Clifford e a fibracdo de Hopf

Este argumento e a distributividade do produto sobre a soma de CI(V, q) asseguram que

{e; € Cl(V,q) | J € P(I)}

é um conjunto de geradores para a algebra de Clifford C1(V, q), de onde vemos que a dimensio
de CI(V,q) nao é superior a 2". Na verdade, este conjunto é uma base para a éalgebra de

Clifford. Mostremos isso agora, porém estabelecendo antes alguns resultados técnicos.

Seja AV a algebra exterior do espaco quadratico (V,q) e g a forma bilinear simétrica

associada a ¢. Sabemos do curso de algebra linear que, se

VA Av. e VA AU

sao elementos de AV e N = (n;;) ¢ a matriz de ordem r X s definida pela regra n;; = g(v;, v}),

entao

o A Aol e ) — 4 BN s =
g(vy U, U Ao A ) =
0, ser+#s,

determina uma forma bilinear simétrica em AV. Claramente, se é; é definido de forma similar
a apresentada no paragrafo anterior e nenhum vetor da base ortogonal {eq, ..., e,} de V &
isotropico em V', entao

{e; e NV | JeP)}
¢ uma base ortogonal de AV por esta forma bilinear simétrica.

Dado v € V, considere os endomorfismos €, e ¢, de AV tais que

g(w) = vAw,
T
WV A Ay) = Z<_1)i+1g(v>vi)vl/\"'/\Uz’—l/\vi-i-l/\"'/\Ur
i=1

wA) =0,
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para todo w, vy A--- Av,. € AVe X eF.

Lema 4.1.7. Qualquer que seja v € V, 1, € a transformacao adjunta de €,. Além disso,
=0, 2=0 e eg,01,+1,0e,=qv)idny,

para todo v € V.

Demonstracao. Vejamos a primeira afirmacao. Precisamos mostrar que

9(to(w),w') = g(w, e, (w'))

para quaisquer v € Ve w = vy A---Av,, w' = v]A---Av, € AV. Nao ha nada a fazer quando
r # s+ 1, pois neste caso os dois membros da expressdo anterior sao nulos. Suponhamos por

isso que r = s 4+ 1. Observando-se que
s+1
Z(—l)”lg(v,vi)g(vl Ao A1 A1 A= Ao, w')

i=1

¢ a expansao do determinante da matriz associada a g(v; A -+ Av,., v Aw') pela sua primeira

coluna, temos que

s+1
9(o(w),w') = Z(—l)”lg(v,vi)g(vl A AU A A Ao, ')
=1

= gy A Ao, o Aw') = glw, g, (w')).

Portanto, ¢, = €}, como afirmamos.

Agora, €2 = 0 trivialmente, qualquer que seja o vetor v € V. Portanto,
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Por outro lado,
(epoty)(1 A Av,) = Z(—l)i“g(v, VU AULA - AUy AV A AUy
i=1
enquanto
(1/1,081,)(1}1 /\"'/\Ur) - g(U,U)Ul N ANy
r+1
+ Z(_l)iﬂg(% Vic1)U1 A= ANVig AV A=+ Ay
i=2
— g(U,'U)U1/\"'/\UT
- Z(_l)iﬂg(% Vi)UL A A1 AVigr A Ay
i=1
de modo que
(5UOLU—|—LUO€U)(U1 A "'/\Ur) :g(@)y)vl Ao Aoy
para todo v1 A --- A v, € AV. O

Considere agora as transformagoes lineares

Ev —

to=Ly: A\V—= AV e L:V—=End(AV),

onde L(v) = L, para todo v € V.

Lema 4.1.8. A transformacao linear L pode ser naturalmente estendida a dlgebra de Clifford

Cl(V,q).

Demonstra¢ao. Como End(AV') é uma algebra associativa e com unidade e a transformacao

linear L é tal que

Lw)oL(w) =L} =¢e2+ 12— (g,0 1, + 1,08,) = —q(v)idy,
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para todo v € V, podemos estender L a CI(V, q) pela propriedade universal das algebras de
Clifford. O homomorfismo L : C1(V, q) — End(AV) tal que

L) =idw e L) = L)oo L(v,),

para vy - - - v, € Cl(V, q), coincide com L em V| sendo, portanto, a referida extensao. O

Finalmente estamos em condicao de mostrar que o conjunto
{es € ClU(V,q) | J € P(I)}

é uma base da algebra de Clifford CI(V, q).

Proposicao 4.1.9. As dlgebras de Clifford e exterior de (V,q) sdo isomorfas enquanto espago
vetoriais. Em particular, se q € a forma quadrdtica identicamente nula, entao C1(V,0) e AV

também sao isomorfas enquanto dlgebras.

Demonstracao. Seja f : Cl(V,q) — AV a transformagdo linear definida pela expressao
f(w) = (L(w))(1), onde L é como no lema acima. Entdao f(1) = 1 e, como mostra-se por

inducao em r,

fles) = flei--ei)
— (Ley 00 L )(1)
= e, N---Ae;, + termos de @ ATV,
i>1
qualquer que seja J € P(I) \ {#}. Vé-se ainda que cada um dos termos de @, A"~ *V
esta pré-multiplicado por um namero da forma g(e;, ex), com j # k. Por causa disso, todos
estes termos sdo nulos, ja que tomamos {ej,...,e,} como sendo uma base ortogonal de V.

Segue dai que f é uma sobrejecdo. Como dim Cl(V, q) < 2", entao esta transformacao linear
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também deve ser injetora. Logo, f é um isomorfismo linear.

No caso particular em que ¢ = 0, vale

flor--v)=vy A~ Avp = for) A=+ A fo)

para todo vy - - - v, € Cl(V,0), o que mostra que o isomorfismo linear f também é um homo-

morfismo de algebras. O]

Corolario 4.1.10. A dimensao de Cl(V,q) € 2".

Demonstracao. Imediata. O
Vejamos agora um exemplo concreto de algebra de Clifford.

Exemplo 4.1.11. Se V = R? e q(z1, 72) = 23 + 3, entdo a algebra de Clifford C1(V, q) ¢é iso-
morfa a dlgebra real dos quatérnios H, apresentada no Exemplo 1.6.9. De fato, observando-se
que as dimensoes das algebras envolvidas sao as mesmas, é suficiente construir uma transfor-
magao linear f : R? —H que possa ser estendida a C1(V, q) pela propriedade universal das
algebras de Clifford para justificar este isomorfismo. Pois bem, seja f uma transformacao

linear tal que f(e;) =i e f(ea) = j. Entdo, se v = ae; + bey, temos que

f)? = a®f(er)? +abf(er)f(e2) + baf(ea)f(er) + b f(ea)?
= a%® + abij + abji + b* 5>
= —(a®*+ )1

= —q(v)l.

Logo, a extensdo f : C1(V,q) —=H de f é o isomorfismo procurado.

Podemos aproveitar a Proposicao 4.1.9 e o resultado da préxima proposicao para, daqui

em diante, restringir nosso estudo apenas as algebras de Clifford associadas a espacos qua-
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dréticos (V, q) de dimensao finita e com formas quadraticas ndo-degeneradas. No que segue,
Cl(V1,q1) @ Cl(Va,qz) denota a algebra tensorial Zy-graduada de duas algebras de Clifford,
Cl(Vi,q1) e Cl(Va, g2), cujo produto

(w1 ® wy) - (W) ® wh) = (—1)02400) (1, 0) @ (waw))

esta definido somente para elementos wy e w} de grau par ou impar.

Proposicao 4.1.12. Se V; L V5 € uma decomposi¢cao ortogonal do espaco V' com relagao
a forma quadrdtica q e q;, 1 = 1,2, € a restricao de q ao subespaco V;, entdo existe um

1somorfismo natural de dlgebras de Clifford

Cl(Vi L Va,q1 L qo) = CU(V, q) —= Cl(Vi,q1) ® Cl(Va, go).

Demonstracao. Considere a transformacao linear

[V LVa—=Cl(Vi,q1) @ Cl(Va, qo)

dada por f(v; + v2) = v ® 1 + 1 ® vy. Entao,

flor+v)? =0 ®@1+1®0v; = —(q(v1) + g2(v2))1 ® 1

e, assim, f pode ser unicamente estendida a um homomorfismo de algebras

FiClVi LVa,qi L go) —Cl(Vi,q1) ® Cl(Va, o).

Afirmamos que esta extensao deve ser um isomorfismo. De fato, sejam r e s as dimensoes

dos subespacos Vi e V3, respectivamente, e {e1,... e, €},..., €.} uma base ortogonal de V'
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compativel com a decomposicao V; L V5. Entao

f1) = 1®1,
-f<€i1"'eij) = (eil®1)"'(eij®1):(eil"'eij>®17

f(ezl...e§w> = (]‘®e;€1)”‘(1®6;ﬂ):1®<€;€1...6;€l)7

para indices apropriados e, desta forma,

f(eil...eije;g‘l...e;ﬂ) — (eil.'.ei]‘)®]"1®(€;€1.“€;€l)

— . DY . / DY /
= €, €i; & €k, k>

também para indices apropriados. Portanto, f leva base em base. O

De particular interesse entre as algebras de Clifford reais estdo as algebras Cl, s = CI(V, q)

em que V =R"" e ¢ = ¢, onde

2 2 2 2

qns(zla s >$r+s) =T + +$T — T T T T
pois a partir delas pode-se classificar todas as &lgebras de Clifford associadas a espacos qua-
dréaticos reais e complexas de dimensao finita, munidos de formas quadraticas nao-degeneradas.
Escrevemos C1,, para Cl,, o e Cl; para Cly,,.

Estas algebras tém uma descricao bastante simples:

Lema 4.1.13. Se {e1, ..., e,4s} € uma base g-ortogonal de R™*, entao Cl,s é gerado,
enquanto dlgebra, pelos elementos desta base sujeitos as relagoes
—2(51‘]', 1 <r

62‘6]' + 6]»6@' =
25@‘, 1>T.
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Demonstracao. Imediata. O

Com relagao ao produto tensorial Zy-graduado, as algebras Cl, ; também tém uma decom-

posicao bastante interessante:

Proposicao 4.1.14. Existe um isomorfismo

onde Cly aparece r vezes e Cl} aparece s vezes.

Demonstragdo. Seja R o espago vetorial real unidimensional de forma quadrética g(z) = z?

e, analogamente, R%! o espago vetorial real unidimensional de forma quadratica q(z) = —x°.
Considerando-se os subespagos de R™", spanp{e;} ~ R i =1,... 7 espang{e,,;} ~ RO
1 =1,...,s, vé-se imediatamente que

R ~RW ... RV R | ... 1 R,

¢ uma decomposicao g-ortogonal de R"™* em subespacos de dimensao um. Entéo, aplicando-

se a Proposic¢ao 4.1.12 sucessivamente (exatamente r + s — 1 vezes),

onde Cly aparece r vezes e Cl aparece s vezes. O

Embora interessante, a decomposicao da proposicao anterior nao é apropriada para repre-
sentar Cl, , como uma algebra matricial, o que é algo que por vezes desejamos fazer. Na

secao seguinte lidamos com esta questao.

Exemplo 4.1.15. No Exemplo 4.1.11 nés vimos que Cly ~ H. Assim como foi feito 14,

mostra-se que
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1. Cly ~C, com f: R—C tal que f(e) =1,
2. Cli ~R®R, com f: R—R PR tal que f(er) = (1,—1),

3. Cl3 ~R(2), com f:R*—TR(2) tal que

A observacao a seguir é bésica, mas importante:

Proposicao 4.1.16. A dlgebra de Clifford Cl, s € isomorfa a parte par da dlgebra de Clifford
Cliy1s, para quaisquer inteiros nao-negativos r e s. Em particular, Cl,, ~ C’ZQLH, qualquer

que seja 0 1nteiro nao-neqativo n.

Demonstragdo. Seja {ej, ..., ¢,4s11} uma base g-ortogonal de R™"**! tal que ¢(e;) = 1, para
i=1,...,r+ 1, eqle) = —1,parai =r+2,...,r+s+ 1. Seja R o espago vetorial
gerado pelos vetores e;, com 7 # r + 1, munido de uma forma quadratica induzida pela forma
quadratica de R""*** C Cl 4, e considere a transformagdo linear f : R —C1,,  dada

por f(e;) = e,416;. Para z = Z#Hl x;e; nos temos que
f(z)* = inxje,«ﬂeieﬂrlej = inxjeiej = 2% = —q(2)1.
,J 4,J

Assim, pela propriedade universal das &lgebras de Clifford, f pode ser estendida a um homo-

morfismo de algebras f : Cl,s—=CI),, ,. Para mostrar que este homomorfismo na realidade
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se trata de um isomorfismo é suficiente mostrar que f é sobrejetora, pois

2r+s+1
dim Cl,., = 27 =

= dim CZBJFLS.
E facil fazer isso. Temos que

f() = f(=€) = = f(e1)’ = —erpiererpner = 1

e, dado um outro elemento e;, ---¢e;. ;. - da base de ClEH’S que nao envolva e, 41,

Cijin

f(eil T €€y eij+k) = [f(ell)f(612>] T [f(eij+k—1)f<€ij+k)]

= [_eilei2€$+1] T [_eij+kfleij+ke72"+1]

— eil [N eij 6ij+1 . o eij+k~7

pois j + k deve ser um niimero par neste caso. Agora, se e;, - - - €i,€ry1€i;y """ €ijp ., € um

elemento da base de CZSJrl s que envolve e, 1, entdo f(e; - - - €i;Ciipy " el-kal) é igual a

[]E(eil) T f(eij)}f(eijJrl)[f(eij+2)f~(eij+k—l>] ou [f(ell) T f(eijfl)]f<eij)[f(eij+l) T fv(eijJrkfl)]'

Em qualquer dos casos, f(e; - - €i;Cipy " eiHFI) ¢ igual a e;, ---e;e,1€4,,, €y B

menos de sinal, o que pode ser corrigido convenientemente. O]

4.2 Classificacao das algebras de Clifford

As élgebras de Clifford reais e complexas podem ser facilmente classificadas porque elas apre-
sentam uma certa periodicidade. A observacao fundamental para esta classificacao consiste

dos seguintes isomorfismos:
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Teorema 4.2.1. FEzistem isomorfismos

Clopt2 ~ Clpo®Clys, Clyyog~Cly,, ®Clay e Cliygsi1 ~Cls®@Clyg,

para todo n,r,s > 0.

Demonstracao. Os dois primeiros isomorfismos sao analogos, por isso, vamos justificar so-
mente o primeiro deles. Para tanto, considere a base canonica {ej, ..., e,2} de R"™2, onde

R"*2 esta equipado com a forma quadratica

_ 2 2
Q(xb s 7xn+2) =TT T T Ty
e os conjuntos de geradores {e},...,e,} e {ef,ef} de Cl, o e Clyo, respectivamente. Seja

[ :R"2—Cl,,® Clys uma transformacao linear tal que

ee@eled, i=1,....n
fleg= OO T
1®e!

1—n)

t=n+1,n+2.

Observe que, para 7,7 =1,...,n,

f<€i>f<€j> -+ f(ey)f(ez) = (6269 + 6;6;) ® (—1) = 25231 & 1,
enquanto para ¢,j = 1,2,

flensi) flents) + flenig) flents) = 1@ (efe] +efef) = 2051 @1

e,parat=1,....,nej=1,2,

flei) f(enis) + flenyj) flei) = e; @ efege] + e; ® efefely = 0.
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. 2
Por esta razio, se x = Z?:l x;€;, temos que

o = (L) (o)

= Z zix;f(e)f(e;) + Z zixif(e:) f(e;)

= Y mai(fle)fleg) + fleg)f(er)

1<i<j<n

+ Z zivi(f(ei) fej) + flej) flei))

ij=1 ij=n-+1
= _Q(xh s 7xn+2)1 ® 17

o que garante que f admite uma tnica extensao a um homomorfismo de algebras
f Clonyo —=Cly o @ Clyo.

Este homomorfismo é sobrejetor, pois todos os geradores de Cl,, o ® Cly, sao imagens de

algum elemento de Cly,4o. De fato, f(1) = f(€?) = f(e1)>’ =1® 1 e

f((_l)k+1ei1 e eiken+j1€n+j2) = f(<_1)k+lei1 e elk)(l ® 63/1)(1 ® 63(2)
= [(_1)k+1(_1)k_1ei1 ey ® 1][1 ® 63(169/2]

o "o
= & iy, ®ej1ej2'

Além disso,
dim Cln+270 = 2n+2 =2". 22 = dlm(Clom) : dlm(Cl0’2> = dlm(Clo’n X Cl072).

Portanto, f deve ser um isomorfismo.
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Para verificar o terceiro isomorfismo do enunciado deste teorema, considere bases orto-
: / ! "o n 443 2
normais {e1,..., e 4512}, {€1, ..., €} e {e],es} dos espacos quadraticos (R, ¢, 11 541),

(R™* q,.) e (R?, q1.1), respectivamente, e a transformagao linear f : R™? —Cl, , ® Cly ;

dada por
e; — e ®eley, i=1,...,r
€ry1 2 I1® 6/1,,
Clr1)+i 6/(r+1)+i®6/1/6/2/’ i=1,...,s
Er+l)4(s+1) 1 @€

Calculos analogos aqueles que acabamos de realizar justificam o isomorfismo em questao. [

Para aplicar esta proposi¢cao, vamos precisar ainda de alguns isomorfismos entre algebras

matriciais.
Proposicao 4.2.2. E verdade que
1. R(n) @ R(m) ~ R(nm), para quaisquer n e m,
2. R(n) @g F ~F(n), para F =C ou F =H e todo n,
3. CerC~CoC,
4. Cor H~C(2),
5. Hep H~R(4).
Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [2], p. 26. O

Exemplo 4.2.3. O Teorema 4.2.1 garante que

Cl078 >~ Clgyo ® ClO,Q X Clgyo X Clog.
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Como ja vimos que Cly g ~ H e Clyy ~ H, entdo

Clos ~ HoR(2) @ HO R(2) ~ R(4) ® R(2) @ R(2) ~ R(16),

onde os dois tltimos isomorfismos sao devidos a proposicao anterior.

Finalmente podemos fazer a classificagao das algebras de Clifford reais e complexas. Antes
disso, porém, observe que a complexificagao da algebra de Clifford C1, 5 é, pela propriedade
universal das algebras de Clifford, a algebra de Clifford (sobre C) correspondente a forma

quadratica complexificada, ou seja,

Cl,s g C~ CI(C"* ¢ C).

Como todas as formas quadraticas nao-degeneradas em C" sao equivalentes sobre C1(C", q¢),

podemos supor que

q(c(zl,...,zn):zf—i—---—kzi

e com ela definir Cl,, = CI(C", q¢).

Teorema 4.2.4. Para todo n > 0, valem os isomorfismos

Cln+870 x~ Cln,0®0l8,07
Cl()erg =~ ClO,n®CZO,87

Clpyo ~ Cl, ®c Cly,

onde Clgy ~ Clyg ~ R(16) e Cly = C(2).

Demonstracao. Pelos dois primeiros isomorfismos da Proposicao 4.2.1, n6s vemos que, para
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qualquer inteiro nao-negativo n,

Cln+870 >~ Olmo ® Clo’z ® Clg’o ® Clo,g &® Olg,o.

Usando os Exemplos 4.1.11 e 4.1.15 e a Proposicao 4.2.2, vemos entao que

Cluso =~ Cluo @ HR HOR(2) @ R(2) ~ Ol @ R(4) ® R(4) ~ Cl,, o @ R(16).

Isto garante que Cl,, 159 >~ Cl, ®Clgy. Analogamente mostra-se que Cly,+s5 ~ Cly,, @Clys.

Para verificar o ultimo isomorfismo, note que

(Cln >~ Clmo Qr C~ Cln_l,l Qr C~..o > Clo,n ®RC

e, por isso, que Clyy90 >~ Cl,100 @ C >~ Cl, o ® Clys ® C ~ Cl,, ®c Cls. O

Corolario 4.2.5. Todas as dlgebras Cl, o, Cly,, e Cl,, podem ser deduzidas das tabelas se-

guintes:

Tabela 4.1:
Clao C H HOH H(2)
Clon, R&R R(2) C(2) H(2)
Cln cocC C(2) C(2) ®C(2) C(4)
1 2 3 4
Tabela 4.2:
Cl,o C(4) R(8) R(8) ® R(8) R(16)
Clo.n H(2) @ H(2) H(4) C(8) R(16)
Cln C(4)®C(4) C(8) C(8) ® C(8) C(16)
5 6 7 8

Demonstracao. Basta aplicar os Teoremas 4.2.1 e 4.2.4 e a Proposicao 4.2.2. ]
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Combinando os resultados das tabelas acima com os isomorfismos

Cls@Cliy ~Clyy1611 €

Cll,l ~ R(Z),

obtemos a classificacao completa das algebras de Clifford reais, cujo primeiro periodo resu-

mimos nas tabelas abaixo.

Tabela 4.3:
8 R(16) C(16) H(16) H(16) @ H(16) H(32)
7 C(8) H(8) H(8) & H(8) H(16) C(32)
6 H(4) H(4) & H(4) H(8) C(16) R(32)
5  H(2)@H(2) H(4) C(8) R(16) R(16) @ R(16)
4 H(2) C(4) R(8) R(8) ® R(8) R(16)
3 c(2) R(4) R(4) ® R(4) R(8) C(8)
2 R(2) R(2) & R(2) R(4) C(4) H(4)
1 R &R R(2) C(2) H(2) H(2) @ H(2)
0 R C H HeH H(2)
0 1 2 4
Tabela 4.4:

8 C(64) R(128) R(128)GR(128) R(256)

7 R(64) R(64) & R(64) R(128) C(128)

6 R(32) ®R(32) R(64) C(64) H(64)

5 R(32) C(32) H(32) H(32) ® H(32)

4 C(16) H(16) H(16) & H(16) H(32)

3 H(8) H(8) @ H(8) H(16) C(32)

2 H(4) ®H(4) H(8) C(16) R(32)

1 H(4) C(8) R(16) R(16) ® R(16)

0 C(4) R(8) R(8) B R(8) R(16)

5 6 7 8
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4.3 Os grupos Pin e Spin

Continuamos a considerar apenas espagos quadraticos nao-degenerados e de dimensao finita.

Seja C1*(V,q) o grupo multiplicativo das unidades da algebra de Clifford CI(V q), isto é,
CI*(V,q) = {w € CI(V,q) | existe w™' € CI(V,q) com w™'w = ww ™ = 1}.

Os elementos de C1*(V,q) agem como automorfismos da algebra de Clifford por meio da

representacao adjunta torcida:
Ad : CT(V,q) — Aut(CL(V,q)), Ad(w)(z) = a(w)zw ™.

Seja Ad,(z) := Ad(w)(z)

Proposicao 4.3.1. Sev € V. C Cl(V,q) € tal que q(v) # 0, entdo

Ady(u) = u — g(v,u)v
Ady{u) = u =2 q(v)

qualquer que seja u € V.

Demonstragio. Como q(v) # 0, v é inversivel e v = —v/q(v). Assim,

q(v);lvdv(u) = —q(v)vuv ™! = vuv = v(—vu — 2g(v,u)) = q(v)u — 2g(v, u)v,

para todo u € V. O

Usando a representacao adjunta torcida, defina o subgrupo
P(V,q) = {w € CI*(V,q) | Ady(V) =V}

de C1*(V,q). Tem-se o seguinte:
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Proposigio 4.3.2. O nicleo do homomorfismo Ad : P(V,q)—=GL(V) ¢ exatamente o grupo

F dos elementos nao-nulos do corpo F sobre o qual V estd definido.

Demonstra¢ao. Seja w um elemento de C1*(V, q) e suponha que w € ker(ﬁzl). Entio Ad, =
idy, o que implica que a(w)v = vw para todo v € V. Decomponha w em suas partes par e
impar,

w = wy +wy, Wy € CZO(V, q), w € Cll(vv q).

Segue do fato de a(w)v = vw para todo v € V que
VWy =— WU € — VW = Wy,

qualquer que seja v € V. Ja argumentamos que wy € w; podem ser escritos como combina-
¢oes lineares de palavras nos vetores de uma base ortogonal {ej,...,e,} de V. Aplicacoes
sucessivas da relacao

e;e; = —eje; — 2g(v;, vj),
valida para algebras de Clifford sobre corpos de caracteristica diferente de dois, colocam wy
e w; convenientemente nas formas

/ " " !/
Wy = Wy + 1wy € wp = w; + eqwy,

onde wj, wj, wj e w] nao envolvem e;. Por sua vez, aplicagbes do automorfismo a as

expressoes acima mostram que

wy + eqwy = wy = awy) = a(wy) — eya(wy)

"

"

eqw; = —wy = a(w;) = a(w]) — era(wy).
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Vemos dai que w(, e w| sdo elementos pares, enquanto w( e wj sdo elementos fmpares. Ja

/ 2.1 / " !/ 2 "
e1wy + ejWy = €Wy = Wpe1 = Wye1 + ejwyer = ejwy — ey

" 2 1 " / 1 2 1
—ejw; — €W = —ewW; = Wil = W€y + eqw e = —ejwy + ejw;

implicam que 2w{ = 0 e 2w] = 0, ou seja, que w = 0 e w{ = 0. Portanto, wy e w; nao
dependem de e;. Como V' é um espaco vetorial de dimensao finita, podemos repetir este
procedimento mais algumas vezes e concluir ao final que tanto wy como w; nao dependem
de nenhum dos vetores e, ..., e,. Neste caso, ambos pertencem a F. Assim também temos
que w = wo +wy; € F. S6 que w # 0, pela propria definicao de C1*(V, q), grupo ao qual w

pertence. Desta forma, w € F, como gostariamos de mostrar. O]

Introduzimos na primeira secao deste capitulo a funcao norma. Sua importancia fica agora

evidente.

Proposigao 4.3.3. A restricao da fung¢ao norma N ao grupo IS(V, q) fornece um homomor-

fismo N : P(V,q) —T.

Demonstracao. Dado w € IS(V, q), tem-se pela propria defini¢ao de 15(1/7 q) que a(w)vw ! é

um elemento de V', qualquer que seja v € V. Como

entao, também,
v = w'a(w)w ™ a(w!)) ™t = afalw)wlvla()w] ™ = Adaw (),

para todo v € V. Assim, a(w")w € ker(@). Também, como o anti-automorfismo transposi-
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cao preserva P(V,q), entdao a(wt) € P(V,q). De fato:
1. a((w’)™1) é inversa de a(w?);

2. w € 15(V, q) implica que Z&a(w%)(v) € V para todo v € V, enquanto w™! € 15(\/, q)

implica que
Adgury(v) = ala(w))va(w') ™ = whva(w) ™ = (a(w How)' € V
para todo v € V;

3. Dado qualquer v € V, noés temos que
w v a(w) = ala(w™))va(w') = A\Zia(w_t)v’ ev
e ;l\zla(wt)(w_tv’a(w)t) =

Logo, a(w')w € P(V, q), o que, juntamente com a proposicio anterior, assegura que o(w!)w €
F. Aplicando a, vemos também que w'a(w) = N(w') € F. Mas mais uma vez, como o anti-
automorfismo transposicio preserva P(V, ¢), concluimos que N(w) € F para todo w € P(V,q).

Por fim, dados wy, wy € P(V, q), vemos que
N (wyws) = wiwsa(wh)a(w!h) = wi N(wy)a(w!h) = wia(w!)N(ws) = N(wy)N(ws).
Logo, N é um homomorfismo. m

Corolario 4.3.4. As transformacoes Zlvdw :V—V para w € f’(V7 q) preservam a forma
quadrdtica q de V. Portanto, a restri¢ao :4\2”15(\/,(]) da representacao adjunta torcida toma

valores em O(V, q).
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Demonstragio. Como para w € P(V, ¢) nos temos que

entdo, para v € V tal que g(v) # 0, n6s temos que
N(A\Elw(v)) = N(a(w)vw™) = N(a(w))N@)N(w™") = N(w)N(w )N(v) = N(v).

Como N(w) = ¢q(v) para v € V, vemos que Ad,, preserva o comprimento de todo vetor
nao-nulo. A aplicagao de Eiwa mostra entao que zzlvdw(VX) = V>, o que quer dizer que Zlvdw

preserva o conjunto de vetores de g-norma nao-nula. Portanto, ZZZM é g-ortogonal. O

Agora observe que todo v € V tal que g(v) # 0 é um elemento de C1*(V, q), pois —v/q(v) =
v™1. Seja V* o conjunto de tais elementos e P(V, ¢) o subgrupo de C1*(V, q) gerado por V>,
ou seja,

P(V,q) ={vi---v, € Cl(V,q) | v1,...,0, € V*}.

Definicao 4.3.5. O grupo Pin de um espago quadratico (V,q) é o subgrupo Pin(V,q) de
P(V, q) gerado pelos elementos v € V* tais que ¢(v) = +1. O grupo Spin associado a ele é
definido por

Spin(V;, ¢) = Pin(V, q) N CI°(V, q).

Mais precisamente:

Pin(V,q) = {vi-- v, € P(V,q) | q(v;) = £1 para todoi =1,...,r},

Spin(V,q) = {v;---v. € Pin(V,q) | r € um ntmero par}.

Note que P(‘/a Q) - 15(% q)' Assim ;{\6/1 : P(‘/a Q)%O(Va Q) é tal que ;Qvlww = Pv1© O Py,
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onde

po(w) =w — 2

¢ a reflexdo em vt

. Isto quer dizer que a imagem de P(V,q) pela representagdo adjunta
torcida é exatamente o grupo gerado por reflexdes. Ocorre que o grupo ortogonal O(V, q)
de um espaco quadratico nao-degenerado de dimensao finita também é gerado por reflexdes
(teorema de Cartan-Dieudonné). Entao, esta imagem deve coincidir com o proprio O(V, q).

Analogamente, se

SP(V,q) = P(V,q) N CI’(V,q),

entio Ad : SP(V,q) — SO(V, q) também é uma sobreje¢ao, pois det p, = —1 e SO(V,q) é
gerado por um ntimero par de tais reflexoes.

Na realidade, as restri¢oes da representacao adjunta torcida a Pin(V,q) e Spin(V,q) sao
sobrejetoras sobre O(V,q) e SO(V, q), respectivamente. Este é o caso, porque p;, = p, para
todo escalar ndo-nulo t € I, onde F ¢ um corpo spin, isto é, um corpo de caracteristica
diferente de dois no qual a0 menos uma das equacoes t? = a e t> = —a pode ser resolvida para
cada elemento nao-nulo a € F. O corpo dos niimeros reais e o corpo dos ntimeros complexos

sao exemplos de corpos spin.

Teorema 4.3.6. Seja (V,q) um espago quadrdtico nao-degenerado, de dimensao finita sobre

um corpo spin F. Eristem seqiiéncias exalas curtas

1—F — Spin(V, ) —%~ 50(V,q) — 1,

|~ F—— Pin(V,q) 24~ 0(V,q) —1,

onde
Zy = {1, -1}, se/—1#F,
Zy={£1,+v/—1}, caso contrdrio.

F =
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Demonstra¢ao. Suponha que w = vy - - - v, € Pin(V, q) também seja um elemento de ker(li).

Entao w € F* pela Proposicao 4.3.2. Assim,

e, portanto, w é uma raiz de um dos polinomios 241 de coeficientes em F. Logo, F é como no
enunciado. Verifica-se também que ;lvdw = Zlvdv, qualquer que seja t € fF, de modo que todo
v € V* pode ser normalizado. De fato, para que isto seja possivel basta que 2?2 = +a € F
tenha raizes em F, ja que q(tv) = t?q(v) = +t?, e isto é garantido por hipotese. Por sua
vez, o teorema de Cartan-Dieudonné e o Corolario 4.3.4 garantem que toda transformacao
ortogonal f € O(V,q) é tal que

f=Ady.o,,

para algum vy - -- v, € P(V, q). Pelo que dissemos anteriormente,

= Adg o)) (t0r)

para ty,...,t, € F apropriadamente escolhidos para que ¢(t;v;) = £1. Logo, a restricao da
representacao adjunta torcida a Pin(V,q) é sobrejetora. De maneira analoga, mostra-se a

sobrejetividade da restrigdo da representacao adjunta torcida a Spin(V, q). O

Nos examinamos agora o caso particular em que (V,q) = (R"*, ¢, ). Definimos
O,s:=0(V,q), 80,,:=850(V,q), Pin,,:=Pin(V,q) e Spin, := Spin(V,q)
neste caso. Quando O, s = O, ~ Oy ou SO, s = SO,y ~ SOy, também definimos

Oro:= 0, SO.9:=50,, Pin,g:=Pin, e Spin,,:= Spin,.
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E um fato bastante conhecido que SO,, & conexo e que, parar,s > 1, S O, s tem exatamente
duas componentes conexas. Seja SOU, a componente conexa que contém a identidade de

SO, s. Também ¢ um resultado classico que, para n > 3, m1(50,,) ~ Z e que
WI(SOS,S) ~ WI(SOT) X 7T1(SOS)

para todo r,s. Portanto, m(SOY,) = m(SOY,) = Zy e m(SOY,) = Zy x Zs para todo

r,s > 3. Segue dai que,

Teorema 4.3.7. Eristem seqiiéncias exatas curtas
l—=Zy— Spin,;, — SO, ,—1 e 1—Zy— Pin,;, —0O,,—1

para todo par (r,s) de inteiros nao-negativos. Se (r,s) # (1,1), estes recobrimentos de duas

folhas sao nao-triviats sobre cada componente de O, s. Em particular, no caso

1 —Zy— Spin,, i>50nﬁ\1,

0o mapa & = Ad representa o recobrimento universal de SO,,, para todo n > 3.

Demonstracao. A existéncia de tais seqiiéncias esta garantida pelo Teorema 4.3.6. Obvia-
mente, o ndcleo em cada caso é Z,. Para mostrar que os recobrimentos sao nao-triviais, é
suficiente unir —1 e 1 por um caminho em Spin, . Escolhendo vetores ortogonais e, e; € R",

com ¢(e1) = q(es) = 1 (0 que é possivel, pois (r,s) # (1,1)), considere
v(t) = fcos(2t) + e1ea sin(2t) = (€1 cost + exsint)(exsint — eg cost).

Este caminho tem a propriedade desejada. O
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Podemos definir a parte um grupo Spin, para ser um recobrimento duplo para SOs:
Spiny = {v; - vy € Cly | vy, v € R, |log]| = ||ve]| = 1}
Seja {e1,es} a base candnica de R?. Segue da equagao
((cosB)er + (sinf@)es)((cos p)er + (sinp)es) = — cos(f — @) — sin(0 — ¢)ejeq
que Sping = {a-1+b-ejey | a®>+b* =1} ~ S'. Um recobrimento de duas folhas para SO, é

€ : Spiny, ~ S1 —= S0, ~ S, € 1 %Y.

4.4 Estruturas Spin

Seja m : E — M um fibrado vetorial de dimensao n, orientado e munido de uma métrica

riemaniana. Seja Fgo(FE) o fibrado de referenciais ortonormais orientado a ele associado.

Definigao 4.4.1. Suponha que n > 2. Se & ¢é o recobrimento duplo de SO, (dado pela
representagao adjunta torcida no caso de n > 3), entdo uma estrutura spin no fibrado
vetorial m : ' — M ¢é um fibrado Spin-principal Fg,in, (E), juntamente com um mapa de

recobrimento de duas folhas & : Fgin (£) — Fs0, (E), para os quais o diagrama

/ |A
\

FSpinn (E

Ly
3

/Son(E)

comuta e {(p- g) = &(p) - &(g), para todo p € Fspin (E) e todo g € Spin,.

’ M
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Observe que se 7 e 7’ sdo as projeces dos fibrados Fso, (E) e Fspin (E) sobre M, entdo o

diagrama abaixo comuta:

FSpinn (E)

Note também que as restricoes de £ as fibras correspondem a representacao adjunta torcida.
De fato, pois se fixarmos um de seus pontos, digamos py € 7'~ *(m), para servir de identidade
e fazer da fibra 7/~!(m) um grupo isomorfo a Spin,,, fixamos também uma identidade &(po)

na fibra £(7'~!(m)). Neste caso,

£(g) = &0~ 9) = &(po) - &o(g) = &olg),

para todo g € Spin,,.

Reciprocamente, suponha que £ : Fgyin (E)—=Fs0, (E) € um recobrimento de duas folhas,

que é nao-trivial nas fibras de M, isto é, que faz o diagrama

Spin,, L0 SO,
7 <
FSpinn(E) FSOn(E)

comutar. Tomando 7' = 7 o { fazemos de Fgp, (£) um fibrado sobre M. Para torna-lo um
fibrado principal com grupo de estrutura Spin,,, n6s precisamos levantar a acao de SO,, sobre

Fs0, (E) para uma acao compativel de Spin,, sobre Fgp;, (£). Para isso, observe que

(’id,fo)

FSO" X Spinn Fgon X SOn — FSOn
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fornece uma aplicacao Spin,, LN Fso,,, dada por g — pg, para um ponto p € Fso, fixado.
Como £ é um mapa de recobrimento por hipotese, podemos aplicar o critério de levantamento

visto para espagos de recobrimento e assim obter um levantamento ;. de § para Fgpy, , se

§1+(m1(Spiny,)) C & (1 (Fspin,, ))-

Este é o caso, porque Spin, é simplesmente conexo para n > 3 e Spin, satisfaz o critério de

levantamento mesmo nao sendo um espago simplesmente conexo. Concluimos dai o seguinte:

Teorema 4.4.2. Existe uma correspondéncia biunivoca entre as estruturas spin no fibrado

vetorial E e os recobrimentos de duas folhas de Fso(E) nao-triviais nas fibras de 7.

4.5 A fibracao de Hopf

Vamos concluir esta dissertacao construindo a fibracao de Hopf a partir da algebra real
dos quatérnios. Também poderiamos fazer isso empregando a algebra de Clifford Cl3, mas
optamos pelo primeiro modo por ele ser um pouco mais simples. Em H, identificamos a

esfera S® com os quatérnios unitarios e S? com os quatérnios unitarios imaginarios, isto é,

S? = {a+bitcj+dk e H|a®+b*+c*+d* =1},

S? = {bi+tcj+dkeH|b*+c*+d*=1}.
Calculos simples mostram que, para todo ¢ = a + bi + ¢j + dk € S,
giq = (a®> + b* — & — d%)i + 2(ad + be)j + 2(bd — ac)k € S2.

Portanto, com as identificacoes feitas, temos uma aplicacio entre esferas, S®—=S2, ¢ — qig,

que é diferenciavel, pois estd definida a partir de multiplicacao de polinémios. Nao é dificil
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de ver que, se identificarmos i, j, k com a base canénica de R3, a equacdo acima também

representa uma transformacao ortogonal de R?. Logo ela também é sobrejetiva.

Por meio da ultima identificacao, o que esta aplicacao faz é reposicionar os vetores da base
candnica de R3, preservando a posicio relativa entre eles, de tal maneira que a aplicacdo
acaba fornecendo um referencial no espago tangente a imagem do ponto ¢. Vejamos com que
liberdade isto pode ser feito, encontrando, para isso, a expressao dos elementos gy de S® que
mantém i fixo, isto é, daqueles elementos tais que ¢pigo = i. Dado qo = a + bi + ¢j + dk,

devemos ter entao que

-V -F+dP=1, ab—cd=0, ac+bd=0 e d+V++d=1.

Resolvendo este sistema nao-linear, obtemos

A+d=1, b=0 e ¢=0,

ou ainda, ¢y = a + dk, com a® + d> = 1. Vemos imediatamente dai que a variedade de

elementos de S® que fixa i é difeomorfa & circunferéncia unitaria S*.
Pode-se mostrar que S' < S3 —= S? ¢ uma fibracdo, chamada de fibracao de Hopf.

Observe que, se {j, k} € um referencial ortonormal para o espaco tangente no ponto i, entao
{qjq, ¢kq} é um referencial ortonormal para o espaco tangente no ponto ¢ig. Entendamos

por isso a acao dos elementos ¢o (que fixam ) no referencial {j, k}. Se qo = a + bi, temos que

Q0jdo = (a® —V?)j + 2abk e qokgo = (a® — b*)k — 2abj.

Estas expressoes nos mostram que a acao em consideragao é a acao candnica do grupo or-

togonal especial SOy & direita nos referenciais do plano tangente a i. Portanto, podemos
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escolher qualquer referencial com esta liberdade do problema. Logo, a aplicagao
S — 5% g qiq,

fornece um mapa entre fibrados
£: 5% — Fg0,(5%).

Na verdade, a pré-imagem de um certo referencial é dada exatamente por dois elementos.
Assim a fibracao de Hopf pode ser vista como um recobrimento duplo do fibrado de referen-
ciais de S?. Como Spin, ~ S' ~ SO,, podemos considerar o recobrimento de duas folhas

candnico de SOy, & : Spin, —= SO, para fazer o diagrama abaixo comutar:

st L0 SO,

S8 Fs0,(5?)

SQ
Concluimos dai que S® ¢ um fibrado Spin,-principal. Como também & é Spin,-equivariante,
a fibracao de Hopf é uma estrutura spin para S?. Sabendo-se que S? possui uma tnica
estrutura spin, mostramos que a fibracdo de Hopf é a estrutura spin de S?, entendendo-a

concretamente desta forma.



Apéndice A

Formas quadraticas e o grupo

ortogonal

Durante este capitulo faremos uma introducao a teoria das formas quadraticas, apresentando
alguns resultados que a fundamentam. Nosso objetivo aqui é provar o teorema de Cartan-
Dieudonné, que afirma que o grupo das isometrias lineares de um espaco quadratico de
dimensao n é gerado por um nimero maximo de n reflexoes. Historicamente, uma prova
deste resultado foi fornecida por Cartan para formas quadraticas nao-degeneradas sobre o
corpo dos nimeros reais ou numeros complexos, tendo sido mais tarde generalizada por
Dieudonné para formas quadraticas sobre corpos arbitrarios. Para a demonstracao da versao
que apresentamos deste teorema, necessitamos indiretamente dos teoremas do cancelamento,

da extensao e da decomposicao de Witt, os quais também mencionamos.

A.1 Espacos quadraticos

Seja V um espaco vetorial definido sobre um corpo F de caracteristica diferente de 2. Denota-

remos o conjunto dos vetores nao-nulos de V por Ve, igualmente, por Fo grupo multiplicativo

151
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dos escalares nao-nulos.

Definicao A.1.1. Uma forma bilinear simétrica g definida no espaco vetorial V' é uma

aplicacao g : V x V—T que satisfaz as seguintes propriedades:

glau+ v, w) = ag(u,w) + Bg(v,w) e g(v,u) = g(u,v),

para todo u,v,w € V e a,8 € F. Por sua vez, uma fungcao quadratica ¢ : V —TF
é uma funcao definida a partir de alguma forma bilinear simétrica g através da expressao
q(v) = g(v,v).

As seguintes identidades se verificam:

q(av) = a®q(v) e 2g(u,v) = qu+v) — q(u) — q(v).

A segunda destas propriedades, conhecida como férmula de polarizagao, diz que a forma
bilinear simétrica g associada a g é tnica, ou seja, se a funcao quadratica ¢ também puder
ser obtida a partir de outra forma bilinear simétrica ¢’, entdo ¢’ = ¢g. Existe, assim, uma

correspondéncia biunivoca entre fungoes quadraticas e formas bilineares simétricas.

Definicao A.1.2. Um espago quadratico é um par (V, ¢) que consiste de um espaco vetorial

e uma funcao quadratica nele definida.

Obviamente, todo espago quadratico (V, ¢) também esta equipado com uma forma bilinear
simétrica, que é exatamente aquela associada a ¢ (pela formula de polarizagao). Em geral,
nao faremos mencao a esta associagao, deixando-a na maioria das vezes subentendida.

Suponha que (V, qy) e (W, qw) sejam dois espacos quadraticos com formas bilineares simé-

tricas gy, gw, respectivamente.

Definicao A.1.3. Dizemos que uma transformacao linear f : V—1W preserva as funcoes

quadraticas dos espacos V e W, se qw(f(v)) = qv(v), para todo v € V.
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A existéncia de uma transformacao linear que preserva as funcoes quadréticas de V e W
garante que estes espacos tenham a mesma geometria, uma vez que a geometria de espacos
é determinada a partir destas funcoes.

Segue imediatamente da formula de polarizacao que, se f : V—W é uma transformacao

linear que preserva a forma quadrética dos espacos V e W, entao

gw(f(v), f(V')) = gv(v,0)

para todo v,v" € V. Por isso também dizemos que as formas bilineares simétricas dos espacos

V e W sao preservadas por uma tal transformacao linear.

Definicao A.1.4. Uma isomorfismo linear o : V — W que preserva as funcoes quadraticas
dos espacos V e W é chamado de isometria. Se existe uma isometria entre os espacos V' e

W, entao eles sao ditos espagos isométricos.

Intuitivamente, isto quer dizer que espacos isométricos tém as mesmas estruturas algébrica
e geométrica, constituindo, portanto, uma classe importante de espacos a serem estudados.
Na realidade, isometria entre espacos é uma relacao de equivaléncia e espacos isométricos
encontram-se em uma mesma classe de equivaléncia.

Denotamos o conjunto de todas as isometrias de V' para W por O(V,W). Se W =V
e V é um espaco vetorial de dimensao finita, escrevemos apenas O(V') para este conjunto,
ao invés de O(V, V). Observe que, neste caso, O(V') é um subgrupo do grupo GL(V') das
transformacoes lineares do espaco V', uma vez que ele é fechado por composicao e inversao
de isometrias. Para indicar a dependéncia da funcao quadratica ¢y na definicao do grupo

O(V), podemos também representé-lo por O(V, qy).

Definigao A.1.5. Chamamos o grupo O(V, qy) de grupo ortogonal de V' com respeito a

funcao quadratica qy .



154 A. Formas quadraticas e o grupo ortogonal

Utilizamos esta terminologia, que é a mesma empregada para o grupo matricial de Lie
O(n,R) estudado no Capitulo 2, porque, como veremos mais adiante, os grupos O(V) e
O(n,R) coincidem no caso em que V' é o espaco euclidiano de dimensao n.

Para compreender esta afirmacao precisamos, por hora, entender a relacao existente entre
fungoes quadraticas (ou formas bilineares simétricas) e matrizes simétricas. Considere entao
um espaco vetorial V' de dimensao finita n, com fungao quadratica g e forma bilinear simétrica
g. E possivel associar uma matriz simétrica N a cada base {v1,...,v,} de V, tomando-se

para isso N = (g(v;,v;)).

Definicao A.1.6. Dizemos que N é a matriz da forma bilinear simétrica g em relacao

a base {v1,...,v,} de V.

Reciprocamente, também ¢é possivel associar uma forma bilinear simétrica a uma matriz

simétrica. De fato, dada uma matriz simétrica N = (n;;), defina

g E CYz'”Uz',E 5;‘“;’ :E azﬂj”ij,
4 J ,J

para quaisquer vetores ) . a;v;, Zj Bjv; de V escritos como combinagao linear de uma base
fixada. Fica assim estabelecida uma bijecao entre o conjunto das matrizes simétricas e o
conjunto das formas bilineares simétricas.

Considere agora uma outra base {v{,...,v,,} do espaco vetorial V' e denote por N’ a
matriz de g em relacdo a esta base. Se T = (;;) é a matriz de mudanca de bases, desta para

{v1,...,v,}, entdo,

g(%a”}) =9 Zt)\ivkaztujvu = Zt)\ig(v,\,v“)tm,
A o A

ou seja, N/ = T'NT.

Podemos determinar se dois espagos sao isométricos apenas verificando as matrizes de suas
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formas bilineares simétricas.

Proposicao A.1.7. Sejam (V,q) e (V',q') espacos quadrdticos. Entao, V e V' sao espagos
1sométricos se, e somente se, as matrizes de suas formas bilineares simétricas estio relacio-

nadas pela relacao acima.

Demonstracao. Em vista do que dissemos no paragrafo anterior, apenas precisamos provar a
necessidade. Por isso suponha que N = T*NT, onde T é uma matriz inversivel e N e N’ sao
as matrizes das formas bilineares simétricas g e ¢’ de V e V' com relacao as bases {vy,...,v,}
e {v],..., v}, respectivamente. Seja o : V —= V" tal que o(u) = T'[u], onde [u] denota as
coordenadas do vetor u na base escolhida para V. E claro que T é um isomorfismo. Além
disso,

g(o(u),0(v)) = (0(u))'N'(0(v)) = [u'T'N'T[v] = [u]'N[v] = g(u,v).
Portanto, V e V' sdo espagos isométricos. O

Através desta relacdo podemos encontrar um invariante para espacos quadraticos. De fato,

sejam wq, ..., w,, vetores de um espaco quadratico V.

Definigao A.1.8. O determinante da matriz (g(w;, w;)) é chamado de discriminante dos

vetores wy, . .., wy, e denotado por d(wy, ..., wy,).

Vé-se claramente que o discriminante de uma base de V' é igual ao determinante da matriz
de sua forma bilinear simétrica g nesta base. Como as matrizes de g em bases distintas
{v,..., 0.} e {v],...,v.} de V estao relacionadas pela equagdo N’ = T*NT, entao os dis-

criminantes destas bases também estao relacionados, desta vez pela expressao

onde « é algum escalar nao-nulo. Assim, a classe lateral de um tal discriminante, vista no
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conjunto {0} U (F/FQ), equipado com sua estrutura natural de grupo, independe da base

tomada para V. Por simplicidade, representamos esta classe por um de seus representantes.

Definicdo A.1.9. A imagem de d(vi,...,v,) em {0} U (F/F?) é chamada discriminante

do espago V' e denotada por dV. Definimos dV = 1, nos casos em que V = {0}.

Definicao A.1.10. Uma forma quadratica p, ¢ um polindmio homogéneo de grau 2 em

um nimero finito de varidveis comutantes.

Em corpos de caracteristica diferente de 2, todo termo misto o;;x;x; de uma forma qua-

2

Ly . . g , ~ . . N
dratica pode ser assim reescrito: —'w;x; + S'x;r;. Nestes casos, ¢ entao possivel associar a

forma quadratica p, uma matriz simétrica N = (n;;) de ordem igual ao ntimero de variaveis

Qg
2

do polinémio em questao, tomando-se n;; = —%. Como matrizes simétricas e formas bilinea-

res simétricas sao equivalentes, ndés podemos interpretar esta possibilidade como a associacao

de um espago quadratico V' a p,, que tem uma base {vy,...,v,}, na qual a matriz de g é N e

q (Z aivi> = pyag, ..., o).

Isto fornece uma equivaléncia entre fun¢oes e formas quadraticas. Por razoes 6bvias, nés nao
faremos nenhuma distincao entre funcoes quadraticas e formas quadraticas. Vamos entao

chamaé-las sempre de formas quadraticas.

A.2 Diagonalizaciao de formas quadraticas

Considere um espaco quadratico V, com forma quadratica ¢ e forma bilinear simétrica g.

Definigao A.2.1. Dois vetores u,w € V sdo ortogonais se g(u, w) = 0. Dois subconjuntos

U e W de um espaco vetorial V' sao subconjuntos ortogonais se

g(U W) ={g(u,w) |ueU, we W} =1{0}.
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Dizemos que V' possui uma decomposic¢ao ortogonal V' =V, | --- L V. em subespacos
Vi,..., V. se V & uma soma direta destes subespacos e eles sao dois-a-dois ortogonais. Os
subespacos V; sao chamados de componentes da decomposi¢ao ortogonal de V. Também
dizemos que um subespaco U de VV decompoe ortogonalmente V', se existe um subespago

W de V tal que V possui decomposicao ortogonal em U e W, isto ¢, V =U L W.

Proposicao A.2.2. Se V' é um espaco vetorial, que admite subespacos quadrdticos Vq,...,V,,
cuja soma direta de todos eles coincide com V', entao existe uma unica forma bilinear simé-
trica em V', cujas restricoes a cada V; coincidem com as formas bilineares simétricas dadas

nestes espacos, e ela € tal que V=V, L --- 1L V..

Demonstracao. Sejam gy, ..., g, as formas bilineares simétricas dos espacgos Vi,...,V,, res-

pectivamente. Para quaisquer vetores ZZ Uy, Ej vj € @l V;, defina

g (Zui,Zv]) = Zgi(ui,vi).

Obviamente g é uma forma bilinear simétrica cuja restricao a um subespaco V; coincide com
g;. Para ver que ela também é tinica, considere uma outra forma bilinear simétrica ¢’ definida

em Vtalque V=V, L--- LV, e(dly =g. Entao,

g (Z UuZ%‘) = Zgé(uiavg‘) = Zgi(uivvi> =9 (Z ui,zvj) ’

para todo » ; u;, Y5 v; € B, Vi O

Assim é 6bvio que, dados espacos quadraticos Vi, ..., V,, existe espaco quadratico V tal

que V=V, L...LV.

Proposicao A.2.3. Se Vi L ... L V. € uma decomposi¢cao ortogonal de V em subespacos

quadrdticos cujas matrizes de suas formas bilineares simétricas sao Ny, ..., N,, respectiva-
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mente, entao existe uma base de V na qual

N, 0O - 0
0 Ny --- 0
0 O N,

€ a matriz da forma bilinear simétrica de V.

Demonstragao. Seja {v{,..., v}, } abase de V; na qual a restri¢ao da forma bilinear simétrica

g de V a V; tem matriz N;. Entao, a colecao

%

{ol,...,0, |i=1,...,r}

é uma base de V e, nesta base, a matriz de g tem a forma descrita no enunciado. O

Vé-se claramente desta proposicao que o discriminante de um espago quadratico V' que

admite decomposicao ortogonal em subespagos Vi, ..., V, é tal que
dV=d(V; L--- L V,)=dV;---dV,.

Definigao A.2.4. Uma base {vy,...,v,} para um espaco quadratico V' é chamada de base
ortogonal se g(v;,v;) = 0 sempre que 7 # j.
Corolario A.2.5. Todo espaco quadrdtico de dimensao finita n, nao-trivial, tem uma base

ortogonal.

Demonstracao. Se q(V') = {0}, entdo nao nos resta nada a fazer. Do contrario, existe v € V
tal que g(v) # 0. Estenda {v} a uma base {v,vs,...,v,} de V e considere os vetores
olv.v3) oo v)

vV, Uy — ———20, ..., Up—
q(v) q(vn)
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Estes vetores constituem em conjunto uma outra base de V' e os tltimos n — 1 vetores geram

um subespaco W de V' ortogonal a spang{v}. Por indugdo chegamos na assertiva. O

Definicao A.2.6. Dizemos que uma forma quadratica ¢ diagonalizavel se ela for da forma

>, a;x?, ou, equivalentemente, se a matriz simétrica a ela associada for diagonal.
Corolario A.2.7. Toda forma quadrdtica sobre F é diagonalizdvel.

Definicao A.2.8. Seja U um subespaco do espaco quadratico V. O complemento or-
togonal U' de U em V é o subespago {v € V | g(v,U) = {0}}. O radical de V ¢é o
subespagorad V = {v € V | g(v,V) = {0}}. Dizemos que V' é um espago nao-degenerado

se radV = {0} e degenerado, caso contrario.
Obviamente, rad V = V+. Claramente, se S C T, entao T+ C S+ e S C (S+)*+.

Proposicao A.2.9. Sejam Vi,...,V, subespacos dois-a-dois ortogonais de um espaco qua-

drdatico V' tais que V =V, 4+ ---+V,.. Entao, radV =radV; +--- +radV,.

Demonstracdo. Seja v € radV tal que v = ), v;, com cada v; € V;. Entdo, para cada

1=1,...,7,
g(vi, V; —g<zv], )CgvV) {0}

e, dai, v; € rad V. Portanto, v € rad V; + --- +rad V;. Reciprocamente, se v =) v; e cada
v; € rad V;, entao

g(U, V) - g<vi7 VZ) u---u (UN 7') {0}
de maneira que v € rad V. O

Corolario A.2.10. Nas condicoes da proposicao anterior, V é um espaco nao-degenerado

se, e somente se, todos 0s subespacos V; sao nao-degenerados.

Corolario A.2.11. Ainda nas condigoes da proposicao anterior, se V € um espaco ndao-

degenerado, entao V=V, L --- L V.
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Demonstracao. Precisamos apenas mostrar que a soma é direta. Seja entao vy +---+v, =0,

com cada v; € V;. Temos que

{0} = g(0,V}) = g(v1 + ...+ v, V) = g(v;, V),

o que mostra que v; € rad V;. Contudo, pelo corolario anterior, rad V; = {0}. Assim v; = 0,

parat=1,...,r, e, portanto, a soma Vj + --- 4+ V,. é direta. n

Proposicao A.2.12. Um espaco quadrdtico V de dimensdo finita n € nao-degenerado se, e

somente, dV # Q.

Demonstracao. Se V- = {0}, entdo dV = 1 por defini¢do. Suponha, portanto, que o espago V'
seja nao-trivial. Pela Corolario A.2.5, podemos tomar uma base ortogonal {vy,...,v,} para
ele. Definindo V; = spang{v;} para todoi =1,...,n, temos que V=1, L --- L V,. Entao,
V' é nao-degenerado se, e somente se, cada V; é nao-degenerado. Mas V; é nao-degenerado se,
e somente se, q(v;) # 0. Portanto, V' & ndo-degenerado se, e somente se, q(vy)---q(v,) # 0.

Mas ¢(vy) - - - q(vy,) é precisamente o discriminante de V. O

Proposicao A.2.13. SeV é um espaco quadrdtico, entao existe um subespaco nao-degenerado

W deV tal que V =radV 1L W.

Demonstracao. Como por definicao rad V' é ortogonal a todo o espaco V, necessariamente

todo complemento ortogonal W de rad V' é tal que V =radV L W. Segue do fato de

rad(V e W) =radV @rad W

que tal W é nao-degenerado. O

Proposicao A.2.14. Seja U um subespaco nao-degenerado do espaco quadrdtico V de di-

mensdo finita n. Entao V =U 1L U*.
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Demonstra¢ao. Tome uma base ortogonal {uy,...,u,} de U e defina U; = spany{u;}, para
todoi=1,...,r. Assim U =U; L --- L U,. Como U é nao-degenerado, todo u; é tal que

q(u;) # 0. Obviamente todo v € V' pode ser escrito na forma v = u 4+ w, com

E claro que u € U, enquanto w € U*, pois

g(w,u;) = g(z,u;) — g(y,u;) = 9(2,u;) — g(z,u;) =0,

devida a ortogonalidade dos subespacos U;. Isto mostra que V = U + U+. Por outro lado,

UNU+ =radU = {0}. Portanto, V=U ® Ut e, daf, V=U L U*. ]

Corolario A.2.15. Nas condicoes da proposicao anterior,
dimV =dimU 4+ dim U+ e U =U.

Demonstracao. O primeiro resultado segue imediatamente da construcao da proposicao an-
terior. Quanto ao segundo resultado, U C U+* pela propria definicdo de U*. Pelo primeiro

resultado, dimV = dim U+ + dim U**. Entdo, dimU = dim U+ e U = U+, ]

A.3 lIsotropia

Definicao A.3.1. Seja v um vetor nao-nulo de um espaco quadratico V. Dizemos que v
é isotropico se ¢(v) = 0, do contrario, anisotrépico. Dizemos que um espago quadratico
nao-trivial ¢ um espago isotrépico, se ele possui ao menos um vetor isotropico; espago
anisotropico, se todos os seus vetores sao anisotropicos; espago totalmente isotrépico,

se todos os seus vetores nao-nulos sao isotrépicos.
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Exemplo A.3.2. Um espaco quadratico de dimensao dois que possui uma base na qual a

matriz de sua forma bilinear simétrica é

é claramente um espago nao-degenerado, isotrépico e de discriminante —1. O espago V &

conhecido como plano hiperbélico.

Observe que todos os planos hiperboélicos sao isométricos entre si, nao-degenerados e tem

discriminante —1.

Proposicao A.3.3. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um espaco quadrdtico V

de dimensao dois:

1. 'V é um plano hiperbdlico,
2. V € 1solrdpico e nao-degenerado,

3. dV = —1.

Demonstragao. Uma leitura direta da matriz J mostra que (1) = (2).
Vejamos que (2) = (3). Como V & isotropico, existe v € V tal que g(v) = 0. Estenda

{v} a uma base de V. A matriz de V nesta base tem entao a forma

0 8
, Bvel.
By
Logo, dV = —32. Contudo, V também é um espaco nao-degenerado. Assim, pela Proposicao

A.2.12, devemos ter 8 € F. Entdo dV = —1, pois —(2 e —1 sdo equivalentes em F/F2.
Por fim, vamos mostrar que (3) = (1). Novamente pela Proposicio A.2.12, V' é um

espaco nao-degenerado. Isto implica que g(V, V') # {0}, ou, o que é equivalente, que ¢(V') # 0.
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Existe assim a € Fe v € V tal que ¢(v) = a. Com o mesmo procedimento apresentado na
demonstragao do Corolario A.2.5, nés podemos estender {v} a uma base ortogonal {v,u} de
V. O discriminante de V nesta base é dV = ¢(v)g(u). Como dV = —1 por hipdtese, entao
—q(v)q(u) = (2, para algum S € F. Substituindo u por w = (8/a)u, ainda ficamos com uma
base ortogonal para V', mas com ¢(w) = —a. Agora, se tomarmos

U+ w vV —w

x = e Y=
2 y a

encontramos uma base de V' na qual sua forma bilinear simétrica tem matriz J. Portanto,

V' ¢ um plano hiperbolico. O

Proposicao A.3.4. Todo espaco nao-degenerado isotropico pode ser decomposto ortogonal-

mente por um plano hiperbdlico.

Demonstracao. Seja v um vetor isotropico de V. Como V' é nao-degenerado, existe w € V'
tal que g(v,w) # 0. Assim, U = spang{v,w} é um espago nao-degenerado e isotropico de
dimensao dois e, pela proposicao anterior, um plano hiperboélico. Sendo nao-degenerado, a

Proposicao A.2.14 assegura que ele deve decompor ortogonalmente V. O]

Proposicao A.3.5. Se V € um espaco nao-degenerado e U um subespaco de V' totalmente
isotropico com base {uy,...,u,}, entdo existe um subespagco Hy L --- L H, de V no qual
cada H; € um plano hiperbdlico contendo u;. Além disso, Hy L --- L H, =U LW, onde W

€ outro subespaco totalmente isotropico de V- com a mesma dimensao de U.

Demonstragao. Como V' é um espago nao-degenerado, existe wy; € V' tal que g(uq,w;) # 0.
Se r = 1 definimos H; = spang{u;,w; }, que é entdo um espaco isotropico e nao-degenerado
de dimensao dois. Pela Proposicao A.3.3, H; é um plano hiperbélico. Se r > 1, vamos aplicar

inducao em r. Defina

U,y =spang{uy,...,u,—1} e U,=U.
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Entdao U,_; C U e, assim, U C UL ,. Tome w, € U, \ Ut e defina H, = spang{u,, w,}.
Assim, g(u;, w,) = 0 para todo ¢ =1,...,r — 1, mas g(u,,w,) # 0 (caso contrario, w, € U,).
Logo, H, também ¢ um plano hiperboélico contendo ..

Pelas Proposigoes A.3.4 e A.2.14, é possivel escrever V = H, | H*. Entao H, C U+,
uma vez que u,,w, € Ul ,. Portanto, U,_; C H}:. A aplicacdo da hipotese de inducao a

U,_; (visto como subespago de H:-) fornece

H 1---1H,_,CH-"

com u; € H; paratodoi=1,...,r—1. Entao H; 1. --- L H,_; 1 H, tem as propriedades

desejadas. Tomando-se, enfim, W = spang{wy, ..., w,}, tem-se que =U L W. O]

Corolario A.3.6. Seja W um subespaco de um espaco nao-degenerado V maximal com

relacao a propriedade de ser totalmente isotrépico. Entao 2dim W < dim V.
Demonstracao. Imediata. O
Definicao A.3.7. Dizemos que V' é um espaco hiperbélico se dim V' = 2dim W.

Corolario A.3.8. Todo espaco quadrdtico V admite uma decomposi¢cao ortogonal

V=radV.1lH L ---1H LV,

onde cada H; é um plano hiperbdlico, i = 1,...,r, e V' € subespaco anisotropico.

Demonstracao. Pela Proposicao A.2.13, nés podemos assumir que V' é nao-degenerado. Se
V' & anisotropico, entao nao nos resta nada a fazer. Por outro lado, se V' é isotropico, entao
existe pela Proposicao A.3.4 um plano hiperbolico H C V' que decompoe ortogonalmente V.
Como H é ndo-degenerado, a Proposicao A.2.14 assegura que V = H 1 H*, em que H+
é um subespaco nao-degenerado de V' de dimensao inferior a dimensao de V. O resultado

segue entao por inducao. O]
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Seja v um vetor anisotropico de um espaco vetorial V' de dimensao n. Defina uma aplicacao

29(w, v)
fro(w) = w — ————v
k q(v)
Facilmente verifica-se que u, é uma transformacgao linear que preserva a forma quadratica
de V e também que ela é uma involucao. Como toda involugdo ¢ uma aplicacao injetora,
[, € entao uma isometria. Assim, p, € O(V). Geometricamente, p, inverte o sentido
de todo vetor contido no subespago gerado por v, mantendo fixo os vetores do hiperplano

vt = spang{v}t. Faz sentido a seguinte terminologia, entao:

Definicao A.3.9. Dizemos que p, ¢ uma reflexao com relacao ao vetor v.

Note que toda reflexao tem determinante —1 e, sendo uma involugao, trata-se de sua

propria inversa.

A.4 Teoremas de Witt

Estabelecemos aqui os trés teoremas de Witt.

Teorema A.4.1 (Teorema do cancelamento de Witt). Sejam U, U', W e W' espagos qua-
drdticos, com W e W' isométricos. Se U LW e U L W’ sao espacos isométricos, entao U

e U’ também o sao.

Demonstracao. Como W e W’ sao isométricos e U L W e U’ L W’ também o sdo, entao
U L W éisométrico a U'" L W', que, por sua vez, é isométrico a U L W. Assim, U L W
e U' L W também sdo espagos isométricos, pois a relacao de isometria ¢ uma relagao de
equivaléncia. Logo podemos assumir que W’ = W e procurar simplesmente concluir que U é
isométrico a U’ para provar este teorema. Dividimos a demonstracao em varios casos.

Caso 1: U é um espaco nao-degenerado e W é um espaco totalmente isotropico. Escolhendo

bases para estes espacos, denote respectivamente por N e N’ as matrizes das formas bilineares
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simétricas de U e U’ nestas bases. Entao

. N 0 . N 0
N = e N =

0 0 0 0
sao as matrizes das formas bilineares simétricas dos espagos U @ W e U’ @ W, nesta ordem.

Como U & W e U & W sao espacos isométricos, existe, pela Proposicao A.1.7, uma matriz

inversivel

~a
I

de ordem apropriada, tal que N = T'N'T. Em particular, isto mostra que N = T'N'T.
Como N ¢é inversivel, pois U é nao-degenerado, entao 7" também é inversivel e dai, pela

mesma Proposicao A.1.7, U e U’ sao isométricos.

Caso 2: W é totalmente isotropico. Escolha bases ortogonais para U e U’ e suponha, sem
perda de generalidade, que a matriz da forma bilinear simétrica de U nesta base tem as
r primeiras entradas de sua diagonal principal nulas, enquanto a matriz da forma bilinear
simétrica de U’ na base tomada para U’ tem ao menos r zeros em sua diagonal principal.
Entao podemos substituir W por W L W’ onde W’ é o espago gerado pelos r primeiros
vetores da base tomada para U, e assumir que U é o espaco nao-degenerado gerado pelos

demais vetores desta base. Reduzimos assim este caso ao anterior.

Caso 3: dim W = 1. Suponha que [n] seja a matriz da forma bilinear simétrica de W em
uma de suas bases. Se n = 0, entdo, pelo Caso 2, nao nos resta nada a fazer. Assuma,
por isso, que n # 0. Tome uma base ortogonal {w',us,...,u,} de V.= W’ L U, onde
W' = spang{w'} e qw(w') = n. Tome também uma base ortogonal {w”, u},... ul} de
V' =W" L U, onde W" = spang{w”} e qw (w") = n. Denote por o : W; —= W5 a isometria
que existe por hipdtese entre estes espagos. Defina v = o~} (w”) e U” = ¢~ 1(U’), de modo

que V=W LU =V"1LU" onde V" = spang{v}. Como ja argumentamos, existe uma
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simetria 1 € O(V,q) tal que p(w') = v. Como W’ e V" sdo ndo-degenerados, temos que
U= W")teU” = (V")*, de modo que u(U) = U”. Entdo, U é isométrico a U”, que, por
sua vez, ¢ isométrico a U’. Assim, U e U’ sao espacos isométricos.

Caso 4: Agora basta escrever V' como a soma de espacos unidimensionais e aplicar induti-

vamente o Caso 3. O

Corolario A.4.2. Sejam W e W' subespacos nao-degenerados e isométricos de um mesmo

espaco quadrdtico V. Entio W+ e (W)L também sdo espacos isométricos.

Demonstragio. Defina U = W+ e U’ = (W), Devido a nao-degenerecéncia dos subespagos
W e W’ temos que V. =U L W e, também, V = U’ L. W’. Pelo teorema do cancelamento

de Witt, U e U’ sao isométricos. O

Teorema A.4.3 (Teorema da extensao de Witt). Sejam V' e V' espagos isométricos tais que
V=UsW eV =U W, comW e W’ isométricos por oy : W —=W'. Entdo existe

uma isometria o : V. —=V' tal que a restricio de o a W coincide com ow e o(U) =U".

Demonstracao. Como V e V' sdo isométricos, o teorema do cancelamento de Witt implica que
U e U’ também o sao, digamos por uma isometria oy : U—=U'. Entao, 0 = oy ®oy : V—V"'

¢ uma isometria que satisfaz as condicoes do teorema. O]

Na realidade, estes dois teoremas de Witt sao equivalentes. De fato, ja provamos o teorema
da extensao a partir do teorema do cancelamento. Assuma, portanto, que o segundo resultado
seja verdadeiro e suponha que U, U’, W e W' sejam como no teorema do cancelamento. Defina
V=UsWeV =U &®W e denote por oy a isometria entre W e W’. Pelo teorema da

extensao de Witt, U e U’ sao entao espacos isométricos.

Teorema A.4.4 (Teorema da decomposi¢ao de Witt). Para todo espago quadrdtico V existe

uma decomposicao ortogonal

Ve=radV1H L --LH LV,
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onde cada H; é um plano hiperbolico, i = 1,...,r, e V' € um espaco anisotropico. Mais

ainda: o nimero r e a classe de isometria de V' sao independentes da decomposicao.

Demonstracao. A existéncia de tal decomposicao ja foi garantida pelo Corolario A.3.8. As
demais afirmagoes seguem imediatamente do teorema do cancelamento de Witt e da Propo-

sicao A.3.4. 0

A.5 O teorema de Cartan-Dieudonné

Daqui em diante vamos assumir que o espago quadratico (V, q) é nao-degenerado, ndo-trivial
e de dimensao finita n.

Considere o grupo ortogonal O(V,q) associado a (V,q) e uma base {vy,...,v,} de V e
denote por N a matriz da forma bilinear simétrica g de V nesta base. Considere uma
isometria o de V' e a matriz 7" = (¢;;) correspondente a ela na base fixada. Notando que o é
um isomorfismo, porque V' é de dimensao finita, nés podemos afirmar que {o(vy),...,0(v,)}
também ¢é uma base para V. Neste caso, T corresponde a matriz de mudanca de bases
de V, da segunda para a primeira mencionadas. Também, a matriz de g na segunda base
é a propria matriz N, pois o preserva a forma bilinear simétrica g, sendo uma isometria.
Assim, N = T'NT e, conseqiientemente, (detT)?det N = det N. Sendo o determinante de
N necessariamente nao-nulo, ja que g é diagonalizavel e V' é um espaco nao-degenerado, nos

temos que deto = +1, se 0 € O(V).
Definicao A.5.1. Dizemos que f é uma rotacgao se det f = +1.

Denotamos o conjunto de todas as rotagoes por SO(V,q) e o conjunto de todas as re-
flexdes por O~ (V,q). Claramente, nenhum destes conjuntos é vazio e SO(V,q) é ainda
um subgrupo normal de O(V,q), pois coincide com o niicleo do homomorfismo de grupos

det : O(V, q) —{£1} e tem indice dois em O(V, q).
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Definicao A.5.2. SO(V,q) é o grupo ortogonal especial de V' com relagao a q.

A discussao anterior mostra que a base {v1,...,v,} determina um isomorfismo de grupos
de O(V, q) com o grupo de matrizes que satisfazem a propriedade N = T*NT'. Se V & o espago
euclidiano, entdao O(V,q) e SO(V, q) correspondem aos grupos matriciais de Lie O(n,R") e
SO(n,R™), justificando, enfim, a terminologia empregada.

Como existem tantas reflexdes quanto existem subespacos anisotropicos de V' unidimen-
sionais, o numero de reflexoes é, ao menos, igual ao nimero destes subespacos. Portanto,
como hé ainda tantas rotagoes quanto hé reflexdes, ja que [SO(V,q) : O(V,q)] = 2, o nu-
mero de rotacoes também é ao menos igual ao nimero de subespacgos anisotropicos de V' de

unidimensionais.

Lema A.5.3. Seja V' um espaco hiperbdlico e o € O(V,q) uma isometria cuja restricio a
um subespaco U de V' totalmente isotropico e maximal com esta propriedade € a identidade.

Entao o € SO(V,q).

Demonstracao. Sejar adimensao de U. Entao dim V' = 2r. Como V é um espago hiperbolico,
a Proposicao A.3.5, garante a existéncia de outro subespaco W de V, totalmente isotrépico,

tal que V =U L W. Para todo u € U e w € W, temos que o(u) = u por hipotese e

9(u,0(w) —w) = g(u, o(w)) = g(u,w) = g(o(u),o(w)) = g(u, w) = 0.

Portanto, o(w) —w € U*. Mas U C U™ por construgao e dim U+ = r. Entao, o(w) —w € U
para todo w € W. Dadas bases {uy,...,u.} e {wy,...,w.} de U e W, respectivamente,

vemos que a matriz de o na base {u;} U {w;} de V tem a forma

I, x
0 I,

Portanto, det ¢ = 1 e ¢ é uma rotacao. O]
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Lema A.5.4. Se V é um espa¢o nao-degenerado de dimensio n e o € O(V,q) salisfaz a
condicao

v eV € anisotripico = o(v) — v € isotrdpico em V, (%)
entdo n € par, n > 4 e o € uma rotacao.

Demonstragao. Certamente nés nao podemos ter n = 1, pois neste caso O(V, q) = {+id} e as
isometrias +id obviamente nao satisfazem as hipoteses. Se n = 2, tome v € V' anisotropico.

Entao, v e o(v) sao vetores linearmente independentes, ja que

0= av + Bo(v) = a?q(v) + B%q(c(v)) = (a® + 5%)q(v)

e v é um vetor anisotropico. Também, o(v) — v é isotropico e nao-nulo por hipotese. Assim,

0=q(o(v) —v) =q(o(v)) +q(v) + 2g(0(v), —v) = 29(v — o (v), v),
o que implica que o discriminante dos vetores v e o(v) é

dw,ow) —det | T00 ST g () 0.

g(o(v),v) g(o(v),o(v))
Segundo a Proposicao A.2.12, V seria entao um espago degenerado, o que nao é o caso. Logo,
n > 3.
Afirmamos que ¢(o(v) —v) = 0 para todo v € V', ndo somente para os vetores anisotropicos.
Para ver isso, tome v € V isotrépico. Pela Proposicao A.3.4, existe um plano hiperbélico
que contém v e decompde ortogonalmente V. Portanto, existe w € V tal que g(w) # 0 e

g(v,w) = 0. Assim, q(v + ew) # 0 para todo € > 0. Logo,

go(v+ew)—(v+e2)=0 e g(o(w)—w)=0,
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por hipotese e, dai,

q(o(y) —y) +2eg9(a(y) —y,0(w) —w) =

Em particular, para € = 1, n6s temos que

q(o(y) —y) +29(0(y) —y,0(w) —w) =0,

enquanto para € = —1,

q(o(y) —y) — 29(o(y) — y,o(w) — w) = 0.

Somando estas expressées obtemos ¢(o(v) — v) = 0, conforme afirmado.
Assim o espaco W = (o0 —id)(V') é totalmente isotropico. Além disso, para todo v € V' e

todo w € W+ temos que

9(v,0(w) —w) = g(o(v),o(w) —w) = g(o(v) = v,0(w) - w)
= g(o(v),o(w) —w) = g(a(v),o(w)) - g(o(v),w)

= —g(v—o(v).w) =

Portanto, o(w) —w € rad V. S6 que V é um espaco ndo-degenerado. Entdo, necessaria-
mente, o(w) = w para todo w € W+. Assim nossa hipétese implica que q|y. = 0 e, daf,

W c Wt cWH =W, de modo que W = W+, Portanto,

dimV =dimW + dim W+ = 2dim W

é par e, conseqiientemente, maior ou igual a 4. Ainda mais: V é um espago hiperbdlico e
W & um subespaco de V maximal com relacao a propriedade de ser totalmente isotropico e

onde ¢ é a propria identidade. Logo, o € SO(V, q) pelo lema anterior. O]
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Teorema A.5.5 (Cartan-Dieudonné). Seja V' um espaco quadrdtico nao-degenerado e de
dimensio n. Entdo todo elemento do grupo ortogonal O(V,q) pode ser erpresso como um

produto de no mdximo n reflexoes.

Demonstracao. A prova se da por inducao em n. O caso n = 1 é trivial. Assuma, portanto,
que n > 1 e considere uma isometria o € O(V,q). Como V é um espago nao-degenerado,
existe v € V anisotropico. Suponha que o fixe este vetor. Neste caso, o hiperplano vt é

invariante por o, ja que, se u € v, temos

g(o(u),v) = g(u, 07} (v)) = g(u,v) = 0.

€ €L

Assim, a restri¢do de o a v+ ¢ um elemento de O(vt, q). Como dimv* = n — 1, a hipotese
de inducdo pode ser aplicada. Ela assegura que o|,. é um produto de no méximo n — 1
reflexdes. N6s podemos naturalmente olhar para o|,1 como uma reflexao definida em todo o
espaco V', de maneira que o produto de todas elas, tomadas na ordem original presente em

L e no subespaco gerado por v. Desta forma, o deve ser ela mesma

0,1, coincide com ¢ em v
igual ao produto destas extensoes, ou seja, um produto de no maximo n — 1 reflexoes.

Suponha agora que o(v) —v seja um vetor anisotropico e considere a reflexao fiy(y)—,. Como

29(a(v),0(v) —v) = g(o(v) —v,0(v) —v),

temos que
29(0(v),0(v) —v)
9(o(v) —v,0(v) —v)

oty (0)) = o) - (o(v) = v) =,

isto €, temos que Ly (y)—y © 0 fixa o vetor v. Pelo caso anterior, jis(,)—, 00 € entao um produto
de no maximo n — 1 reflexoes, de onde segue que o é um produto de no maximo n reflexoes.
Logo, qualquer isometria que nao satisfaca a condi¢ao () do Lema A.5.4 é um produto

de no maximo n reflexdes. Vejamos o caso restante, em que o satisfaz esta condicao. Por
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satisfazé-la, este mesmo lema garante que o é uma rotagao e que n é um nimero par. Fixe
uma reflexdo p € O(V, q) qualquer. Entao p o o tem determinante —1 e, assim, também é
uma reflexdo. Por isso, oo nao satisfaz a condigdo () e, pelo que ja argumentamos, tem de
ser um produto de no maximo n reflexoes. Desta forma, o o é um produto de no maximo
n+ 1 reflexoes. S6 que o nao pode ser um produto de n+ 1 reflexoes, porque o é uma rotacao
e n+ 1 é um nimero impar. Portanto, 0 é um produto de no maximo n reflexdes, como

gostarfamos de demonstrar. O
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