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SUMERT®

E ﬁada. z pesigaa de um prohlema de Frogramagio
Linear por Partes e & nmotagic utilizadz. Apre—
sentamas o desenveolvimentes de um método do tiipe
Dual-SimpTex para problemzs cam critérfo Linewm
' par Partes, o a'!gor*"f‘htma carrespandente,, ﬁrrr djia—
grama de bloca simplificado e exemplos de: Apliti--
cacaa, alem de wossa visag sobre .d metody P

maI-anmTex para Programa¢ao Limear por Partess.
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CAPTTULG 1

INTROBUCAD

1.1 - POSICAO DO PROBLEMA

Na sua vis3o mais simples, s Programacia Linear por Par-
tes pode-ser encarada c¢omo uma generalizacao da Programacdo Linear
onde o critério (funcgao objetivo) e Linear por Partes e-as restri-
¢oes sido Lineares como num probiema de Programagao Linear.

Um -problema de Programacao Linear (PL) pode ser apresen-
tado sob a forma:

Minimizar Z = ¢ X

{(PLY ' -
sujeito a: Ax=Db
T 9

|
| =
LW

com A{m,n) , <(1,n) 5, x(n,1) e b(m,T}).

Enquanto“que ym problema de Programac¢do Linear por par-
tes (PLP), apresentado por YOUDINE [2], por nds abordado, pode ser
colocado sob a forma: ' :

"
Minimizar F{x) = § f.{x.)
, RN B B
“(PLP)
) Ax=b
- sujeito a:
) ' as X< B

onde cada fungao fj(xj) 2 convexa Linear por Partes,

Neste trabalho tratamos do desénvolvimento de um método
do tipo Dual-Simplex para problemas com critério Linear por Partes,
que e uma extensao do matodo classico Dual-Simplex para Programa-
cdo Linear, LUENBERGER [3].



. 0 método desenvalvido apresenta sua base matematica fun-
damentada na Teoria da Dualidade de Lagrange, LASDON [1].

Embora, nesie processo, o numero de Solugcdes Basicas se-
ja, geralmente, muite maior do que num problema de Programagaoc Li-
near, o metodo desenvolvido apresenta eficiencia identica a do Sim
plex, SAKAROVITCH [4]. -

0 metodo desenvolvido nos parece de grande aplicacdao na
resolucio de problemas que apresentam um grande nilmero de varia-
veis e com estrutura decomponivel. Como exemplo de uma possivel
aplicagac poderiamos c¢itar a resolucio de alguns preblemas de Pro-
gramagdo Matemitica onde o critBrio (Linear por Partes) e as res-
trigoes (Lineares) se apresentam de forma aditiva separivel, pro-
blema que J.F.R. FERNANDES desenvolve atualmente como extensao
do trabalho publicado por J.F.R. FERNANBES e G. AUTHIE [5], a
nivel de Tese de Doutoramento.

Este método & finito, tendo sua convergéncia assegurada
em ym numero finito de iteracces, alem de n3o possuir intervalo
‘(“gap") de dualidade; determina-se assim os otimos do Dual e do
- Primal. ] ‘

Vale lembrar também que devido o conjunte de solucdes ser .
compacto {fechado e limitado), o problema (PLP) ou apresentarda uma
solugdo finita (solugdo tipo @) ou serd infactivel, estando afasta
da a hipﬁtese'de.termos infinitos otimos {solugdo tipo 8).

1.2 - SEQUENCIA DO TRABALHO -

No capitule 2, apresentamos o desenvolvimento matematico
que-nos levaram 2 resolugdc do (PLP) baseando-nos no método classi
co Dual-Simplex, bem como mostramos que o método propesto n3o apre
senta intervalo ("gap®) de dua]idade'e que sua convergéncia & asse
gurada. Apresentamos tambzm o Algoritmo para-a resolugao do proble
ma proposto. Acreditamos que os resultados deste capitulo sdo ori-
ginais. K

No capTtulo 3, apresentamos os aspectos computacionais,
fornecendo um diagrama de bloco simplificade do método desenvoivi-
do e um exemplo de aplicacdo onde foram testadas diferentes possi-
bilidades de evolugao do método: Solug¢do Tipo o para o Primal, So-



Tugao nio Factivel, Redundancia e ainda uma Solucio Miltipla para
o problema Primal, o que impTlita em uma degenerescéncia para o pro
blema Dual. Todos os resultados obtidos foram compativeis com o me
todo desenvolvida.

No capitulo 4, apresentamos a nossa visde sobre o Método
Primal-Simplex para problemas com critéerio Linear por Partes, apre
sentado por VYOUDINE [2], usando notac¢idoc propria. A apresentagio @
concisa, simples, original, orientada para o uso computacional e
guarda grande apalogia com o cap?iu!p 2.

1.3 - NOTACRO UTILIZADA

As matrizes s€érao representadas por’1etras_1atinas maiﬁg
culas e os vetores, por minusculas grifadas.

A(m,n) : matriz de m linhas e n colunas
b{m,1) : vetor coluna de m elementos: Bys Bys <enn b
c{l,n) : vetor Tinha de n e]emeﬁtos:_ci,‘cz, veny €l

Ag _ : denota-nos o elemento de A situade na j-esima coluna e
na i-esima linha.

Al : sendo A{m,n), Ad indica-nos a j-ésima coluna de A, ou se-
Ja, um vetor coluna de componentes AJ, Az, vany A%

A : denota-nos a i-esima Tinha de A

1 : conjunte de Indices, IC{1,2,3,...,n}, que & dito ser uma
base; x;, iel, & denominada "variavel basica". Trabalhare
mos sempre com I sendo um conjunto ordenadeo de Tndices.

J : conjunte de Tndices, ¢ = {1,2,..., n} - {1}, denominado
conjunto das variaveis nio bisicas. '

indica-nos o vetor coluna de m elementos x., iel, formado

X1
pelas variaveis bEsicas
x5 . : indica-nos o vetor coluna de {n -~ m) elementos xJ. jed
formado pelas var1ave1s nao-basicas.
dk j valor critico do j-esimo argumento da funcgio fj(xj), com
» -

k = 0,‘[,-;-;'2—‘]-‘!_].

gk,d : vetor dos valores criticos cbrhespondentes ap vetor x;.
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Consideraremos tambem aqui os conceitos usualmente empre
gados na resolﬁgﬁo dé- Sistemas lineares como: : '

- Sistema Linear e Programa Linear

~ Incompatibilidade e Redundancia

- Base

- Forma Bisica

- Oper;gaeste1ementares com Tinhas

- Pivoteamento & Matriz. de Pivoteamento

bem como suas propriedades.
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- CARTTULG 2

'METODO DUAL SIMPLEX PARA PROBLEMAS COM CRITERIO LINEAR POR PARTES

2.1 - INTRODUCAQ

Neste cathuTo‘apresentaremos o desenvalvimenta matemati
co de um método do tipe dual-simpTex para resalugio de madelos Ti-
nearas com critéria (funcio objetivo) linear por partes, .que & o
gbjetivo principal deste trabalhe.

Apresentaremas também alquns conceitos especificos para
o métado estudado, com & finalidade de faciTitar seu entendimentoe.

0 método dual-simplex paras resolu¢do de problemas com
critério linear por partes pode ser visto comg uma extensioc dao m&-
todo dual-simpiex para resolucac de problemas cam critéric Tinear.

0 métado estudada tem sua base matematica  fundamentada.
na Teoria de Lagrange tendo eficiencia identfca a do simplex, embo
ra com um nimerc maior de solucces hastcas.

Pravaremas a convergéncia do m&tode em um mimere Fimita
de passos e a ndg existéncia de “"gap" de dualidade.

Apresentaremos detalhadamente todas as situagoes possi-
veis quanto &s solug@es, e a desenvolvimenteo matematico de uma das
situagoes, apresentandc a analagia com as demais. _

2.2 - APRESENTACAG DO PROSLEMA

Seja ¢ Problema:

n . _ '
Minimizar F(x) = } f.{x.}) (2.1}
st §=1 ivTi
CdAax=n - (Z.2)
sujeita a: )
. o <

x<s B . (2.3}

com _ A{m, n), x{(n, 1), b{m, 1), sendo A uma matriz de "rank® m e



fj(xj} convexa, linear por partas,

£f.(x.
3(xJ)

A

. J

C .
: w7
R IR, c i
o !

. i
|
|
|
|

d. .=x. -4, . d 'ﬂ""'dk

. seend, o B.wd .
0, 3 L3 2,5 23 ST A S I 25+1.]

cJ . < :
*j B3 S Ky S 4y
Cj X, + g i d Xx. < d
1.73  71) 1,5 737 72,7 (2.4)
A ' ] .
ERCLRRY E
i )
T !
Cj X, + g‘ d < %, £ B
Ly ijq _ Rj,J' J od
com 2j = nilmero de intervalos - 1
A ' - J
9y 2 Fild ) - o) d | ' (2.5)
P, ¥ j | )
orde Cp = C)+ ig}_oi com q1‘> 0 (2.86)

e S=4{x/Ax=b e asgxgB8} - (2.7)



de inclinagio da fungao 'FJ-(XJ.). Serio os d e k=0"“'2‘j+‘l
- Ay - - - » 3 - »
As inc]_‘inagoes_. a direita e a esquerda de cada valor criti-

co, ¢d ecd

k-1 ko serdo ditas Inclinagoes Adjacentes ao valor cri

~tico,

tre dois valores criticos adjacentes,

Por dualizacgdo em relagao a (2.2) obtemos o seguinte
Lagrangeano: '

CLEx, g).='F(1) +p(b -~ Ax} | (2.8)
- |
=p b+ I (filx5) - p A xy) (2.9)

L{x, p)

onde AY & uma coluna da matriz A e p({1xm) & o vetor das va-
riaveis duais (parametros de Lagrange).

A fungio dual & definida por:

#(p) = Min L{x,p)=pb+ M
- agxsB- as

n .
- - p A
lzé L);1 (f5(x5) - p A xj):' (2.10)

-

cujo valor & dado por:.

n . . _ )
.‘?(R) =pb+ 521 SFICH - B Al dy 4) (2.11)

 ¢com



3
G-t

iy

sp Al 2Tl e | (2.12)

sendo 79 chamado de INCLINAGAO DE REFERENCIA.

Neste trabalho faremos uso de notagOes particulares para
diferentes situag¢oes:

- X = io sar3 o(s) valor{es) assumida(s) por X no processe de

otimizagao descrito por {2.10) e {2.11) , au seja,

a(p) =. Min L(x, p) = L(x°, p) (2.13)
£ ’ )

Evidentemente <x<8

) + - - . .
- X = X denotard um valor bdsico assumido por x ao resolver o

sistema A x = b ; necessariamente ndo satisfaz osx¢g . Chaman

do: -

I = Conjunto de indices das varidveis basicas

J = Conjunto de Tndices das variaveis n3o bisicas
AI = Matriz formada pelas colunas Ai{ iel

AY - Matriz formada pelas -colunas Aj, jed

X1 l ,I
X = e A = [ﬁ‘ : Aé]
2 EJ

x; = Vetor formado pelas varidveis basicas
Xy = Vetor formado pelas varigveis nac basicas
. + ) _ ;
e fixando X; = Ek,J _ | (2.14)
resulta: AL.EI + AJ X] = b
S 3, -
xpo= 2y = (AT - At g )
xF - b - R d (2.15)



Para ReRm e ieRm, fixados, exploraremos a fungao Ag(t) =
= b(g + t 3) - @(B) ; isto corresponde a estudar um corte da fun-
gao @(p) , num processo de Busca Unidirecional,

E facil verificar gue:

a) #(p) & cOncava, linear por partes e definida ¥ peR" ; portan-
to A%{t) & concava e linear por partes em t , '

A A (I)l(t)

- PONTO DE QUEBRA: ponto onde ocorre mudanga de inc1inaq§o ( taxa

de crescimentc ) da funcdao Ad{t) . A cada ponto de quebra cor-
responde um valor para t denominado VALOR DE QUEBRA.

-

b) VR§Rm e VYxes tem-se: &(p) ¢ F(X) pois:
o(p) = Mi
£

o{p) < F(x) + R{E.—'A X), ¥ X, $x£8 _{2.]?)

Em particular, se xe$ temos; b - A x =0
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e d(p) € F(x) : _ (2.18)

c) Em especial se x = ﬁo , que otimiza L{x, p} na obtengao de
¢{p} , também satisfizer A x = b , teremos:

3p) = F(x®) ¢ F(X)  , ¥ xes
e x%es

ou seja, 50 & otimo do problema original.

d) No processo de atimizagio, se tivermos:

¢iq <z} < Gl , SITUAGKD I, temos entdo fixido x; = 'xJ = dy ;

Se tivermos zJ = ¢}, SITUAGAO 1T , teremos entdo que

Q ' , . :
. & X. = X, d . :
dk,J xJ X k+l,j ° com liberdade de variar dentro dests

intervalo,

0 nosso objetivo sera portanto, cbter wum valor x = ia
que tamb&m satisfaga A x = b ; obtenhamos m “SITUAGAD II* defi-
nindo uma base I e forgando, atrav@s da escelha de. p , a igualda-
de: '

p Al =zt -l ' Lo(2.9)

Ao escolhermas, para cada componente x?,'ieI, a inclina
= i . ‘ .
¢do C, que figura em (2.19) , selecionamos consequentemente o

intervalo
o L.
dk,i € Xy s dk+1,i | s el

As demais n-m componentes do’ vetor x® cairdo na SI-

TUAGAD I e serdoc fixadas num valor critico:
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Por outro lado, a esta base I corresponde um vaﬂhﬁ*ﬁf'dgg
finido por (2.14) e {2.15}. '

Mostraremos que L(io, p) = &(p) & uma aproximagior di
F(i+) do tipo Linearizacgdo Externa; deste ponto de vista,, Ef. s
ria uma Solugdo Bisica Otimista. ‘

L(x°, ES = F(x") + p(b - A x%)

. n ) _
L) p) = T fyeg) +pih - AT D) - p Al A (zaD)
=

Mas , X, =

oad o
:E"A iJ

=
|
u
E=x
i
P
&
+

Logo, a expressaoc (2.20) pode ser escrita sobe & Fonma:

"1 + 1
L(x°, p) = jgd Fi(x9) + 1£1 Fi6x3) +p A" x7 - p A X§
0 0 0 I, + 0
L(x°, p} = jzd fi(x3) + iz fi(x3y + 2% - x1)

Lx® p) = I f 09 ¢ ] [fi(x;!) v 2 (x] - x?}} (2.21)

ie
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_ . ' _ N
sendo Ff,&(xi} o valor aFrox1madu da fungaa PR EI I

Bat, L(EF, p) = F {x) e, evidentemente, para todo xe$
temas ques:

Fo(x") < F(x) (2.22)
Entia, Ef & uma Solugac Basica Otimista.

2.3 - ESTRATEGIA DE RESOLUGEQ DO PROBLEMA

Trataremos aqui da resclugas do problema (P) apresenta
da no paragrafo anterior e cuja fungdo dual & apresentada em (2.10)

Minimizar F{x) = E folx.)

(P) -

0 problema dual de (P) &:

Maximizar ¢(p}
(D} _ : (2.23})
peR” - '

Nosso objetivo & desenvolver um m&tado de resolugao para
o probTema (D0} - dual-simpliex - mostranda també&m que nZo ha, nes-
te casa, "gap" de dualidade: entdo (P) também ficard resalvido,

- Es&a]he—se uma-base I e, para todo 1iel , o intervalo

de definigdc da variiavel «x e, consequentemente, a Inclinacdo de

i
Referéncia. :

Inclinagia de Referéncia: Z' = C;
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Intervglo de Definicgio: dk,i £ xi £ dk+1,i

- Calcula-se E‘= E* de modo que:
B oA=L =
* I ,.1,-1
p o= C (A7) . (2.24)

Para melhor entendimenta da represantagao grafica, escre
vamos (2.10} da seguinte forma:

@ *) = Hin p* b+ ) f.(x.) - Z*ix + 7 .f (x.) - Z*jx
E usx<8 ) T del L ! Jeil NI 3

(2.25)

Para cada varidvel basica iel foi escolhida uma Incli-

- - . *§ i R . R
nagag de Referencia < T s Ck , tende sido determinado o intervalo
correspondente, dk,i £ Xy < dk+1,i , como mostra a figura abaixo:

STTUAGAC II
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No caso das variiveis ndo basicas, Jed , o valor da In-
_ N oo : : e !
clinacio de Referéncia 7 obtido, Ci_1 <29 <¢), leva a va-

k
rigdvel n3o basica a um valor critice (no caso do problema nio dege
e d . 'iX =d|- . -
nerado). Ass m. 3 - % o VJ e J
£, (x,
A_J J)

SITUAGAO I

Note que neste processo sempre teremos 'm® varidveis
livres, podendo assumir valores dentro de um determinado interva-

lo, com as quais tentaremos satisfazer A x = b ,

Assim, a expressdo (2,25) passa a ser:

LI - . . ) *3 ' -
¥(p ) =p b+ I 9 i * ng [fj(dk’J) i dk’j_J {2.26)

iegl

-

0 objetivo do problema (D) & maximizar o(p) . Assim,
temos que verificar se Q(R*) ja € o maximo de ¢(p) . Para issc
devemos verificar em um entorno de R* , 0 comportamento da fungdo
o(p). ' _ ‘

Isto corresponde a efetuarmos Buscas Unidirecionais da

tipo:



- 15 -

No nosso processo vamos impor uma variagiac de p que pro-
vaoque a modificacdac de apenas uma componente do vetor ZE_

-gz_l'-EIf:t[o,... 1,0,...:!=t1“._r (2.27)

A variagao de p .e:

ne-

*
p +ty (2.28)

* =1
Rsp’ L (A v

Com isso temos a alteragao de apenas uma campanhente do
vetor 'EI (a r-ésima compenente, que pode ser escalhida como agque-
la que nos proporciona a maior TAXA DE CRESCIMENTO). As demais cam

ponentes permanecem inalteradas,

Para um valor de t nao nulo e suficientemente pequeno
(pequena mudanga na Inclinagdo de Referencia), podemas verificar
que no processa de otimizagao que nos Teva do L(x, p} para a fun
cao dual  ©(p) , ocorre que: '

a) Todas as variaveis x?, jed , continuaraa cam sua In-
clinagdo de Referéncia se enquadrande na SITUAGAQ I ({partinde da
hipdtese do problema n3o sapr dual degenerado)

b} Todas as VariEveﬁs x?, iel e i#r , continuaric com
suas InclinagGes de Referéncia se enquadrande na SITUAGAG II, abti
da por construgao

c) A variavel xg que se enquadrava na SITUAGAC IL pas-

sa a se enquadrar na SITUACAO I:

dk,r _ se t <0

) -

dk'_l_'l ";‘ se t > 0

Temos ent3c que fazer uma avaliagdo do valor da fungae
&(p) para o incremento considerado, verificando se hd wum cresci-
mento da fungdo, '
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Assim:

L{x, "y t = (p +t b + v * J !
X, p V) -.(P_. +ty)b jg} Filx5) - (g + ty) A xjs
(2.29)

Fazendo: 1 21 - {r} e 3" 23U {r} , temos:

e - *
¢{p + t ir) Min L{x,p + ¢t \_{r_)_'

<x<8

* i ;L
Fi(xf) - (p +t lr) A Xy x+

s(p +t v.) = Min l(p +t v ) b 'E
+t v = 1 p +t v +
E —r = -’ = ie_Il

+ 1, .fj(x.jj -t v d "Jﬂ | (2--3'0-5

e para iel , temos que v Al = @

Note que o valor da r-ésima componente que estava defini
do em um intervalo, adara se define em um valtor critica. '

Ba¥:

v ) = (p” b o+ + £.(d “etv )ASq, L
¢{p +tir) = (E.+tlr)- iglrgk’i jéd j( k,j) - (E_*tir)_ k,i£

+ Min fo{x) - AT k. -t v AT x

; rv’r 3 r —r o

CaLsXx €8 : .
r= =Py

L.
Sendo v A = 1.



* ¥ '
¢(p +tv.) = (p *tyv )b + _izl'gk,i ¥ -

k .r sg t<(
+ g -
k,r .

. t dk+1,r se.t>0

DRSPS

* J
- (p +t1r)A dk L F

onde o sinal de t & dado segundg a figura abaixo:

A fr(xr)

- I -
- 7 t v, A d .

k,r

k+1,r

sd )}

se t<0

se t>0
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. ‘ t dk,r se t<0
- * - ~ ]
$(p  *+tv) =e(p) + t(B_ - A de ) -
. t dk+1,r se t»0
De (2.15): X} = b --A': 4.5 . » obtemos:
+ -
t (xr - dp r) se t<0
- b . .
2(p +tyv) = a(p") + (2.31)
t(x: = dk‘l‘] r) 5@ t>0 -. .
»
que também pode ser escrita como:
¢(R* + t lrl.?q?(ﬂf) + t [%: - xg(t)] - (2.32)

’ __ + . ’
Com relagao ao valer de X. » podemos constatar a ocor-
réncia de 3 casos , como mostraremos a seguir: '

' + : - .
19 CASO: X, < dk,r < dk+1,r

-

4 £ (x":)




‘-'[_9.-

8 gqrafice da fumgio @(E*"' t E—r‘) sera:

™
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. - * : -
0 grafico da funcdo &(p + t v sera:

v,)

Y o(p* + tl;)

¢(Ef)

. ; . ‘
39 CASO: xr > dk+l,r >.d

1 fr(xr)
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0 grafico da fungio °IE* + t ir) serd:

“¢Qg*'*tigr)

Q(Bf)

£ evidente*que ndo. & possivel a existéncia de um 4Q CASO
em que a fungao @(p + t ¥ ) cresga para ambos os lados,

S1TUAGAO IMPOSSIVEL

"

: . + R :
Quando o valor obtido para X, nos indicar que. caimos
no 20 CASO, ndo &€ necessario procedermos a uma Busca Unidirecional
D * - *
do tipe p =p + ty , uma vez que a fungdo &(p + t lr), decres
ce para todo valor de 't n3o nulo, ‘
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2.4 - ESTUDO DETALHADO DO 39 CASO

Faremos aqui um estudo detalhado para o 39 CASO apre-

- . + _ .

sentado no paragrafo anfer1or onde, X > dk+1,r > dk,r . e
apresentaremos as equagoes correspondentes ao 19 CASO , onde
+ . . . - - -
X < dk,r < dk+l,r » Cujo desenvolvimento &€ analogo ao que sera

apresentado para o 39 CASQ,

ESTUDOC DO 3¢ CASO

i fr(xr)
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Em relacao a este 39 CASO, um aumento (pequeno) de t pro
porciona um aumento Tinear de 6(p) ; simultaneamente variario as
InclinacBes de Referéncia das variiveis jed

* L S r *r
(E. f t lr) Al =p A + ¢t v, Al =

zr =p Ar = = 7 + t (2.33)
Z? =p AS - (E* +t ir) A% = E.* AS + t Y. AS = Z*s + t E?_ s 5€d
(2.34)

A Inclinagao de Referéncia da variavel x. gira positi-

vamente; da variavel Xg » S€ , positivamente se Ri > 0 , nega-

tivamente se Ai < 0 e nac gira se Ai =0 .

Da¥, podemos concluir que:

a) Z' tende para,“§;+1

b) se Ei >0 , temos que Z° tende para Cz

c) se Ai =0 , temos que Z% & insensivel ao aumento
de t -

d) se Ai < 0 , temos que Z° tende para Ci_]

Temos, portanto, {n - m + 1) po;sfveis Timites de t -é
serem alcagados; a cada um deles corresponderia, em principio, uma
transigao SITUAGAD I - SITUACAD II.

A expressdo:

pa(t) = o(p" + t v ) - o(p") = t(x = ),

deixaria de valer logo que 0 primeiro deles-fosse alcangado, pois
. + o .
mudaria o valer de x. ou de Xo -

A limitagao do crescimento do t pode ser dada pela va-
ridvel r ou por uma variavel nao basica.
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Pevemos tomar: t = min{tr, tj Vjed}

Vamos analisar separadamente os dois casos:

A) A limitagao do crescimento de t & dada pela varidvel r .

S
z. - ck+'l

(p* +t_v.) A" =cl,
B ro-—-r T Tk+1

* oor r r
BOAT v AT = Oy

- _er _ er
tr= Gy - G
- . r : )
tl" = Gk+1 (2.35)

B) A limitagdo do crescimento de t & dada pela variavel j, jed.

Temos aqui dois casos a znalisar:
“ 3 )
B.1) Ar > 0

B.2) Ai <0

B.1) Al>o0 » zJ -

L, = — , ' (2.36)
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-1
A 2 o ed
b oo 4%
T Wi 2 37y
5 g (2.37)
Ad
r

Dado o crescimento de ¢(E), devemos verificar o qué
acontecerd apds um Ponto de Quebra na fungdo 2(p} se continuar-
mos aumentando o valor de t ,

0 que.vai ocorrer apds o Ponto de Quebra, dependera do
tipo de Ponto de Quebra Verificado, '

10 TIPG: O Valor de Quebra & dado pela variavel! r .
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Entao:
3 t] >0 tal que:
r
t-l = Gk"l‘l
i *3i 2J h :
e Ck-} <'Z + t] Ar < ?k s ¥Yied

Devemos .testar o comportamento da’' fungao para um pequeno
acréscimo de ty .
L * . * .
Entao, devemos comparar &{p + t}ir) com &(p +(t1+e)1r),
com e>0- e suficientemente pequeno, '

Assim;

* x T - n [
L ety re)y,) = (R (el Y b ] |F(x))
] JES L

(Ef+(t1+e)1r)ij%]

£

n

* ' o - ' n [ * ad
L(x,p + (tytedy,) : (p + tyy )b+ J_Z] Fi(x5) = (B + 1Y 0|+
+ev, b - e v, AY x,

- : * _ . * b Ai
L{x, p + (t1+§) v} o= L(_X_, R.“ ty v re v b - iZI_e Yy X; -
- g v Aj X
jéa -r 3
* . * - - o |
L{x, p + (ty*e) ir) = L{x, p + b ¥) veb, -ex -e€ AL X,
' * ) B i - =3
L{x, p * (t]+s) !r) = L{x, p + t lr) +‘¢ (br - Ar Zd) - X,



A fungio dual sera:

* . *

(P + (ty+e) lf) = E:;;ﬂ L{x, p + (ty+e) if)

o(p” + (ty+ = Min L - i S

(27 + (tyre)y,) = Win L{x, 2+t x) + Minei(b, - AL x))=x,
* - . +* . - -“J .

PR+ (hyre) o) = tp 4ty v) v el (D ALy g) - g,
* o ox )

op * (yre) v) = elp b y) e (x) - s o) (2.39)

Temos assim determinada, ' a nova Taxa de crescimento da

fungdo e(p) . _ —

-

. ‘ TCN = Taxa de crescimento nova
Chamando: .
: -TCA = Taxa de crescimento antiga ,
+ .
TCN = Xr - dk‘_'_z’r.
— + -
TCA = xT - dyyy
DaT: TCN = TCA = (dy,p = 4y o) (2.40)

- Caso esta TCN ainda seja positiva, isso indica que po-
demos aumentar o valor de t até o proximo limitante que esti ga-
rantido um aumento da fungcaoc &(p) .

- Se esta TCMN for nao positiva, devemos parar com a Bus-
ca Unidirecional, pois nao havera mais crescimento no valor da fun

¢ao &(p) .
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No caso de uma quebra do 10 TIPO, o valor de x: perma-
nece inalterado e a diferenga entre x: e 0 Intervalo de Defini-
¢ao da variavel x?(t) diminui porque a nova diferenga para o no-
vo Intervalo de Definicao sera (x: - dk+2 r) , que & menor que a
diferenga em relagao ao Intervalo de Defin{gﬁo antigo (x:——dk+1 ;).
Com isso, x: esta mais proximo do Intervalo de Def'in‘it;E(; de
xg(t) , ot seja, estd caminhando para a FACTIBILIDADE,

29 TIPO: O Valor de Quebra & dado pela variavel s, sed.

Como vimos anteriormente, quando a limitagdao do cresci-
mento do t & dada por uma variavel s, seJ , temos que levar enm
consideragao o sinal de Ei .

- - s
Tomemos entio o caso Ar >0

" fr(xr)

rel
-
x
| 2
I £_(x))
se€J
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Enti3o:
It; >0 tal que:
r
t.I < Ok4]
s *g
. Cg - 2
1 -5
A
| 3 *3. iccd L
e Ck_]-< 2 +ty AL < Ck . ¥ , jed - {s}

Novamente:

-

L({x, R* iy e[(br - E‘:_ X3} - xr]

L(x, g* + (t] + e) l’—r)

e, usando a definigao de &(p), temos:

* . = =J-{s} 35
R AtV E[(Elr‘“'%r' de,a-1sr " Ar deer,s) -

- dp e ,r]

‘¢(P_*+(t1+e)1r)

¢(E*+(t1+e)_\f_r) q»(P_’htIvr) . e[(ﬁr-ﬁﬂ‘{” e a-ts) RS dy P

. s _ 2SS a4 oy o
. + Ar dk,s Ar dk,s) dkﬂ ,r‘]

‘!’{E*+(t1‘+‘-‘)1r) = Q’(B**t]Xr) + 5(:(Er ) Ei 4 9} - Ri(dkﬂ s - Yks)e
- 4y ,r':|
¢(R*+(t.[+(-:)_\_f_r_) - Q(.P.*+t'llr) + e[(x: - deyr ) - A (dy 4 s - dk,s)]

C(2.4))
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Da expressao {2.41) concluimos que:

s L) -s -
TON = TCA - Alldy,y ¢ = 4 o) (2.42)

Caso a TCN seja positiva, indica que podemos crescer t
até@ o proximo limitante que a fun¢do &{p} continuari crescendo.

Caso contrario devemos parar com a Busca Unidirecional,
pois n3do haverd mais crescimento no valor da fungdo 2(p).

Podemos dar para este caso, a segquinte interpretagdo:
) p s gui P ¢

Seja:
+ o7 . . ;
A X, = Ar(dk+1,s dk,s) (2.43)
* * ' .
e Av(e) = o(p +(t1+e)£r) - o(p +ty lr) (2.44)
Fntio:
+ + )
H Ad(e) = E[(xr -~ﬂxr)m' €k+],r} . (2.45)
Neste caso, xg passa a estar definido em um valor ¢ri-
tico. Entretanto x: se aproxima deste valor critico, uma vez que
foi subiraido de Ax: , Axi>0 , Assim, ha uma tendencia de x: ca

minhar para um intervale em que xg venha a se definir,

Ainda no 29 TIPO, vamos abordar agora o caso em que Ri<o

R
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A o£(x)

s€J

Sl |

Para este caso verificamos que:

Ity >0 tal que:

"
By < o%n
s *5
. S -7
] o~
5
Ar‘
- . * 3 - -
e ) Cﬂ_1 <793+ t) Ai < Cﬂ ¥i , jed-{s}

Novamente:

E(x, Ef + (ty+e) v, = L{x, R* t oty o+ e[kbr - Eﬂ X3} - xg]
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e, usando a definig¢3o da fungdo &(p) , temos:

* - * ho_ad-{s} 7S
o(p +(ty*e}v ) = o(p +tyv ) + E[(br A de,a-1sy ~ Ay 4y s)
- "kﬂ,r]
* ' * = ~J (s ~s |
o(p +{ty*elv,) = o(p +tyyv ) + EI:(_br'Ar }-gk,d-{s} -Aodi g
~5 It
+ AL dk,s - A, dk,s) - dk+1,é]
o(p +(t +c)v ) = o(p +t,v. ) + e|(b.-A 4, ) - AS(d -4, ) -
R R AR R S rt%.-1,s k,s
- dk+1,r~]
* x | + s
o(p +(ty+e}v.) = o(p +tyv.) + (X, - dktl,r) - Ar(dk-T,s - dk,s)
(2.45)
Da expressao (2.45) <concluimos que:
— - -s -
TCN = TCA - AN(dy 4 ¢ - dy () (2.46)

Se TCN for positiva, indica que a fungdo @(p) cresce
nessa direc3o e, portanto, crescemos o t até o seu proxime limi-
tante, ’

Caso contr3rio devemos parar com a Busca Unidirecional,
pois nao haverd mais crescimento do valor da fungao &{p).

Desenvolvimento analogo poderia ser apresentadoe para o
19 CASO citado anteriormente onde, os valores atribufdos a t se
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riam negativos.

As expressdes obtidas s3do idénticas 3s do 30 CASO, a me-
nos de variagoes nos valores criticos correspondentes. Também aqui
sdo validas as mesmas observagoes quanto as TAXAS DE CRESCIMENTO
da fungao ¢{p) , tembrando porém que elas s3do, em principio, NEGA
TIVAS, conforme a figura ilustrativa do 10 CASO, “

- COMO SE PREPARAR PARA UMA NOVA ITERACAQ

Tudo o que foi apresentado, & justificado para uma ite-
racdo . Entretanto, quando ndo & possivel garantir o crescimento
da fungao ¢&(p) , devemos passar para outra iteragdo, com a finali
dade de buscar esse aumento.

Ao final de uma iteragao, existem dois casos possiveis
para a preparagac de uma nova iteragao:

19 CASO: Houve mudanga de solugao basica sem haver mudanga de base,

Neste caso, devemos recalcular o valor das variaveis ba-
sicas através da expressdo (2.15) , recomecando todo o processo
jterativo, L '

29 CASO: Houve mudanga da base,

Neste caso, supondo que a variavel nao basica que entrou
na base seja a variavel s, sed , a variavel § terd sua Inclina-
c3o de Referencia igualada a uma das Inclinagoes da fungao folxg)s
podendo com isso assumir valores dentro do seu Intervale de Defini
gao. _

- A varidvel r, rel , que tornou-se ndo-basica terad sua
Inclinagio de Referéncia situada entre duas Inclinagdes da fung3o
fr(xr) , adjacentes a um valor critico, tendo assim a variavel X,
um valor determinado. Faz-se entdo um pivoteamento no elemento
ii que & n3o nulo, recalcula-se o valor da nova solugdo bdsica e
reinicia-se o processo iterativo, ‘

TEOREMA:

A partir do instante em.que nao for possivel aumentar o
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valor da fungdo ¢(p) de acordo com este processo, temos garanti-
da a existéncia de uma SOLUGAQ BASICA FACTIVEL e OTIMA.

DEMONSTRACAD:

No processo, caminhamos de p em p de modo que sempre
temos garantido que m componentes xj, jel , tenham suas Inclina
goes de Referencia coincidentes com uma Incliinag3o da fungao fj(ij

Calecula-se 5} .

Se #(p) ndo pede mais crescer nas m exploragdes uni-
direcionais do tipo:

- E '3 ’
p=p *ty., , vrel

& porque temos para cada variavel basica o 20 CASO , referente a
formula (2.32). '

o(p” + tv) = ep") + bl - xO(t)) vl

donde ‘. “
d < x+ < d 1
k,r r " %%+1,r + - TE
e consequentemente:
+ oy ")
X b - A" dp s
- x=x =y = -
+
- Xy LI

€ solugdo basica, factivel e, de acordo com o Ttem ¢ da paginald,
tamb&m ftima, '

Em outras palavras:

Max  &{p) = Min F{x)
peRm xe$ =
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isto &, o par de problemas duais (P) e (D)} ndc apresentam "gap® de

dualidade.
ALGORTTMO
PASS0 1: Escolhe-se uma base I inicial,
PASSO 2: Determinem-se os trechos de .localizagao das varidveis X
iel . Determinagao do valor de Eﬁ .
PASSQ 3: Calculam-se os valores de Z7,v j, de modo que gI =_Ei .
PASSO 4: Determinam-se os valores das varidveis Xg jed,
PASSO 5: Calecula-se o valor das varidveis basicas i; .
PASSO 6: Calculam-se as Taxas de Crescimento referentes 3 base 1 e

escolhe-se como varidvel bdsica candidata a sofrer altera
¢oes a de maior TC,

Se TC max < 0 > A solugdo obtida & dtima

Se TC max > 0 continue,™

Identifica-se para onde tende a girar a Inclinagdo de Re-

PASSO 7:
feréncia da varidvel basica escolhida.

PASSD 8: Calculam-se 0% valores limitantes de t para a variavel
basica escolhida e todas as nao basicas.

PASSO 9: Escolhe-se o menor limitante de ¢t .,
Se tmin @ ilimitado = o Problema Primal n3o possui solu-
gao factivel.
Caso contrario continue,

PASSO 10: €Caicula-se a nova TC para a variavel correspondente ao

t .

Sg1gara esta TC A®(t). ainda aumenta, redefine-se o va
lor da variavel, Ealcula-se o seu novo limitante de t e
va para o PASSO 9, :

Caso contrario 1dent1f1ca -se a var1aVe1 escolhida:

Se for basica v3d para o PASSO 5

Se for ndo basica faga mudanga ‘de base, pivoteia no e1e-

mento correspondente e va para o PASSQ 5,
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CAPITULO 3

EXEMPLOS DE APLICACAD E INTERPRETACAO GEOMETRICA

3.1 - INTRODUCAQ

Neste cap"i'tu'lo apresentaremos um diagrama de bleco sim-
plificado para o algoritmo desenvolvido no capftulo 2, um exemplo
de aplicacdo do metodo com todos os testes realizados quanto as S0
Tugoes e uma interpretacao geom@trica para o meétodo estudado.

3.2 - DIAGRAHA DE BLOCO SIMPLIFICADO DO ALGORTITMO

Inicializagao
- (Passos: 1,2,3,4)

Calculo de 3;
{Passo 5)

[y

Escolhe xr,_rel, como
a variavel de maior TC

{Passo 6)
Solugao otima
) £
do Problema
(561ugio tipo o)
_ >

Identifique para onde

. *r
tende a girar 2

(Passo 7)

y TEI




escolhe o menor limitante

in

(Passos: 8 e 9)

para t . t g, = mln{tr, tj’ Vied}

o prohlema Primal

nao possui solucao

Faetivel

Calcule IC para a varizvel
de £, (PASSO 10)

Redefine o valor da

A variave
escolhlda
¢ basical

variavel e ecalcule

ao

seu nove t

Faz

Pivoteamento

0s passos mencionades no diagrama de bToco acima se referem
algorTtmo apresentado ne¢ capitulo anter1or.
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3.3 - EXEMPLO DE APLICAGAO

0 exemplo padrao que abordamos foi inspirado num proble-
ma encontrado no capitulo 7 de YOUDINE [2], resolvido através do
método Primal-Simplex. Tal exemplo apresenta certas particularida-
des conforme mostraremos no desenvolvimento deste paragrafe.

Seja o PLP:

8
Minimizar F(x) = j£] fj(xj)

sujeito a:

1 -2 3 A 5 -3 1 - 10
3 1 -] 2 2 -2 -3 4 8
- L (3.1)
-2 1 1 0 1 1~ 0_ -2 7
5 -4 0 3 -2 0 -1 0 5
T _., '
X = {XI, Kzs_ X3, X4s XS) x6’ x?s XB)
0 < xy 5 4, 0 < x, €5, 0 ¢ x3 <6, 0 < x4 < 50
0< xz < 2, 05 xg< 200, 0<x;57, 0<x5¢5
onde as fungoes fjtxj) sdao definidas como:
f](x1) = . . . ) ) {3.2)
-4 x-l -5 2 £ x’ X 3

fZ Xy = 1M _ | 3

A
»
H.
A
o



fz(xz)

f3(x3)

f4(x4)

fylx

5)

fs(xs)

fy(xy)

fB(xB)

e pt— T e

-11
-10
-8

-4

23

10

= W N

B W Ny -

n

O /N

n

NI

A

‘A

A

A

A

7S

L7 N/ N

a

© A A LY

A

>

(3" ]

noom N A
L B N C

£/

12N A

»®
o
A A

/A

A

A

I7:

17N A

¢
s |
in

50

200

NoE W N

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.5)

(3.7)

(3.8)

{3.9)
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As inequagoes (3.1) foram completadas com variaveis de
folga Xg» X105 X175 %32 as quais atgibuimos os seguintes Timjtes:

0 < X; £ 200 ’ i=29, 10, 11, 12

As contribuicoes dessas variaveis na funcio objetivo nio
influem no seu valor pois estaremos supondo linearidade e com in-
clinagao Cg =0 , para j = 9, 10, 11, 12.

Numa primeira solugdo partimos da seguinte solugao basi- -
ca nio factivel (x = 5]) :
Varidveis Bisicas: x| = (Xqs X Xg1s Xq9)
S | g9* *10* "11* M2
xp = (636, 294, -188, -134)

Variaveis Nio BEsicas:isg(x], Xgs X35 Xgs Xps Xgy Xg, x8)
T
xy = (4, 5, 6, 50, 2, 200, 7, §)
com F(x') = -2076

Chegando a uma solugdo dtima dada por (x = x°) :

= 1 e d . T -
Variaveis Basicas: X; = (Xgs X3g. Xg» X,)

x.= (18, 13.333, 63.333, 5.333)

- i2unie Nin RE R S
Variaveis Nao Basicas: xy = (x],xz,xs,xs,x?,xs,xl],xiz)

X} = (4,5,0,2,7,5,0,0)

cujo valor da fungao objetivo &:

CF(x) = F(x%) = -323
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Numa segunda solugao partimos da seguinte Solugde Basica
Nio Factive! (x = 5?) : ' ' S

= o= R |
var1ave1s Basicas: EI = (x], Xps Xg» x4)
Xy = (292.675, 223.766, 168,584, -252.104)

em e w0 T
Variaveis Nao Basicas: X, © (x5,x6,x7,x8.x9,x10,x11.sz)

5; = (0,-200, 7, 0, 0, 0, 0, 200)

com F(53) = ~1647

" Chegando a uma solugao otima dada por (X = X

<veic Bisicas: xT =
Variaveis Basic§F. Xy = (xs, Xip» Xgs x4)

5} - (16, 11.333, 51.333, 5.333)

R '
Variaveis Nao Basicgs. X3 = (xI,xz,x3,x5,x7,x8,x11,xlz)

ﬁ} = (4; 5, 2, 2, 7, 5, 0, 0)

cujo valor da funcgdo objetivo @
- 4, .
F(x) = F(x") = -323
Note gue ‘52 e 5& » embora sejam solugdes distintas-para
o problema (PLP), fornecem um mesmo valor para a fungao objetivo,
F(x) = -323. Isto caracteriza a existencia de uma solucdo miltipla
para o problema (PLP), o que pode também ser comprovado ao avaliar

mos a Inclinagdo de Referéncia da variavel x,, 73, que coincide

com a Inclinagao Ci da fungao fa(xa): YA Cg = -8,

A constatagdo de uma solugio miltipla para o (PLP}, come
estamos tratando de um metodo dual, implica em uma degenerescencia
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para o problema Dual,

Graficamente teramos ¢ sequinte;

i

‘ fj(xj)

A partir dad, com a'l'tera(;'des em C‘IJ: » podemos chegar a:

N modificagao 1
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Este procedimento foi ‘usado .na resolugcdo do (PLP), par-
tindo das seguintes alteragdes: '

- modificagao 1 - tomar Cg = -7

1
1
LY+

- modificagao 2 - tomar C

Para a modificagdo 1, concluimos que:

- Partindo da Solugao Basica Nio Factivel x = xl- e da

outra ‘x = 53, chegamos & mesma solugdo atima dada
por:

VariﬁveislBisfcas} 5} = {Xgs Xygs Xg» X4)

x] = (18, 13.333, 63,333, 5.333)

X) = (4,5,0,2,7,5,0,0)
com F(x) = -323

Para a modificagao 2, concluimos que:

1

- Partindo da Solug3o Basica Nao Factivel x = x e da
outra X = 53-. chegamos & mesma solugdo otima dada

por:

e e T
Variaveis Basicas: x; = (Xgs> Xygs Xg» Xy}

x; = (16, 11.333, 51.333, 5.333)

e ~ - . .
Yariaveis Nao Ba;*ucas._:sJ = (xl,xz.x3,x5,x7,x8,x1],x12)
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x)=(4,5,2,2,7,5,0,0)

com F(x) = -325
Resolvemos a seguir ¢ seguinte problema:

'1 .
|

: ' 12 -
. Minimizar F(x) = _£1 fj(xj)

sujeito a:

1 -2 3 -] 5 ~3-1 -1 1 0 0 O 10
3 1T -1 2 2 -2 Qs 4 0 1 0 O 8
2 i 6 1 1 o -2 0 0 1 0 |x=| 7
5 -4 0 3 -2 01 0 o0 0 o0 1 5
21 -13 4 15 4 -4 -9 P2 3 s 67

onde cada f, (k ) & dada por (3 2) - (3.9) e para j = 9,10,11,12
como exposto anter1ormente. '

A resolugao deste problema nos levou a uma Redundancia,
o que era de se esperar uma vez que a ultima linha @ uma Combina-
'gao Linear das demais.

Um outro exemplo foi resolvido a partir do anterijor com
uma attera¢dao na Ultima 1inha, onde apenas o elemento corresponden
te ao vetor b nao obedece a combinagao linear proposta no exem-
plo anterior, ' -

Assim, tivemosi

| Minimizar F(x) = f
. | (x) jzl 5(%4)
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sujeito a:

21 =13 4 15 4 -4 -9 1 1 2 3 &

Esta alteracao no problema nos Tevou a uma Solugio Nio-
Factivel para o problema Primal.

Resolvemos ainda um outro exemplo com alteragoes no sis-
tema original (3.1)r

Hinimizar F{x) - ) fj(xj)'

sujeito a: -~

1 -2 3 -1 -5 -3 1 10 ‘
3 1 a1 2 2 -2 -3 8
-2 1 1 0 ! ] 0 < 7 {3.10})
5 -4 0 3 -2 0 - 5 |
-7 4 -3 -4 -6 4 3 -32

onde cada fj(xj) e dada por {3.2) - {3.9}).
As inequacgdes (3.10) foram completadas com variaveis de

fo1ga Xg s x]Of X115 Xyps X33 as quais atribuimos os limites:

0.5 x4 £ 200 y 1 =9,10, 11, 12, 13
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cujas contfibuigﬁes nao influem no valor da fungao obje-
tivo pois supomos que as fungoes destas variaveis sao lineares e
de inclinagdo cg =0, j=9,10,11, 12, 13.

A re$o1ug30 deste problema nos levou a uma Solugao Nao-
FactTvel para o problema Primal. Note que no sistema de inequagoes
(3.10), se tivessemos tomado a ultima linha como a soma dos demais
teriamos: '

entretanto tomamos:

(7 -4 3 4 6 -4 -3 1)x3 32

para termos caracterizada uma Infactibilidade para o problema.

Assim, pudemos testartodos os tipos de solugdes poss¥-

veis para o problema. R

3.4 - INTERPRETACAQO GEOMETRICA

Pelo que foi apresentado no capitulo 2, pudemos observar
- uma Interpretacdo Geométrica interessante para o método desenvolvi
do, ' '

Do desenvolvimento que precede as equagoes (2.31)e (2.32)
verifica-se facilmente que:

et ety - ety ¢ty (b - AT g 5 - AT x0(t))

Da dedugao de {2.15) também pode se escrever:

+

b-atdy = Aty

donde se conclui que:

o(p” + t v = o(p) + ¢ v 3



- 47 -

com g

. _
AT x7 - AT xJ(t)

. - *

sendo g o sub-gradiente da fungao &(p) no ponto p = p , LASDON
[1]., Este vetor pode ser colocado em termos dos vetores colunas de
A® , que constituem uma base para o espago no qual se define p .

Assim:_

2

g = (A" A% AT A X2

+ _ 0
e - Xt

g = ?. A Xt e ATt - x2(t)) I & 0 B D X
£

onde o vetor resultante da somatdoria da equacdo (3.11) pertence ao
espa¢o nulidade de !r,_ﬁf(lr) , sendo, por um teorema c¢lassico da
Algebra Linear, NOBLE [6], ortogonal ao mesmo.

Da¥, concluimos que:

e(p" + ty) =o(p") + ty AT(x} - x0(t))

Assim, um vetor na direcao de A" faz o papel do gradi-
ente de ®{p) , com as seguintes propriedades:

- em cada ponto de quebra que permite uma continuagdo da
busca, havera uma diminuigdo do seu modulo,

- no ponto de quebra que determina o fim de cada Ttera-
¢io, haverd uma inversao no sentido do mesmo.
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- a diregdo conserva-se inalterada dentro de uma mesma
iteragao.

Graficamente, para duas dimensdes, teriamos:

Na figura acima, os pontos 1, 2, 3 s3igc pontos de quebra
intermediarios; o ponto 4 @ o ltimo ponto de quebra da busca na
diregdo v. - :
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CAPTITULOD 4

PROGRAMACED LINEAR POR PARTES

4.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo faremos uma aprésentagio da Programacao
Linear por Partes {PLP), do método de resolusao do tipo PRIMAL-SIM
PLEX. }

Sobre o termo Programagio Linear por Partes entenderemos,
neste capTtulo, o conjunto de métodos para o calculo do minimo de
uma fungao linear por partes convexa, definida sobre um poliedro
convexo. ' “

A Programacao Linear por Partes pode ser vista como um
ramo intermediario entre a Programagio Linear e a Programacao Con-
vexa., Veremos aqu? que a Programacao Linear por Partes tem seu me-
todo de resolugdo como sendo uma generalizagio do método PRIMAL-
SIMPLEX.

4.7 - APRESENTACAO DO PRDBLEMA DE PRCGRAMACAO LINEAR POR PARTES

Um problema geral de Programagao Linear por Partes pode
ser colocado sob a forma: ' ' '

Minimizar F(x) ' (4.1)

, H(x) € 0 (4.2) |
(A) .
- sujeito a:{A x = b (4.3)
- ) x € R . . (4.3)

onde R & um poliedro convexo e H(x) & uma fung¢3o vetorial do tipo:
H(x) = Thy(x)s «nus h (X)) ' (4.5)

e F(x) e hi(i) (i = 1,2,...m) sdo funcdes convexas Tlineares por
partes. ' ' ’ '

Vamos considerar um caso particular do problema (A) do
tipo: ’ . '
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. n | :
Minimi F(x)} =" fe{x (4.6
inimizar F(x sz Ity : . .

(P)
Ax =

o

(4.7}
sujeito a : '
' asxs B (4.8)

com A{m, n) de "rank®” m, x{n, 1), b(m, 1} e fj(xj) linear por
partes, tal que: ' .

— _ ——
%%,5 95 %20 e Ny eng M5 BT,
R »
i | -
Co *3 LT AR I
i, g . |
(G # oy) (x5 - dy ) + Fildy5) 4y 5558da,
] [
WA | (4.9
fj(xj)__ i : )
1 1
: :
L ]
Py, :
5y 3 ol £.(d d, <
(co+i£] o3) (x5=dg )+ 5( :aj,j) 2., 35%558y
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au
Cj-x e, £ X, < d
a j j = j\ lsj
A ' ]
EACLRRS |
C X. + g d £ H. £ B
lj Ej.J . ﬂjo.} J j
jad, & 3 j ' -
com C =C/+ J oy com a3 >0 e k=0,1,..., r (4.11)
i1 . : :
e 86 (d, ) -cdd (4.12)
S%,3 = Ti'%,; k %,J .

4.3 - METODO DE RESOLYGKO DO PROBLEMA (P)

Como este metodo & uma extensao do método Primal-Simplex
para Programag3o Linear, caminhamos sempre de Solugdo Basica Facti
vel para Solucdoc Basica Factivel,

-x = x* denotara um valor b3sico assumido por x ao re-
solver o sistema A x = b

Assim, de A x = b temos:

- 1 J =
-1 1.-1
2= ) b= T A g
‘ + - Td U+ ' .
Xp =% =b - A X, - (4.13)

+
com -)SJ=—k,J
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Uma Solugao Basica:

+ - ~J
X1 b-aA Qk,J _
x = xt = = ' (4.14)
+ d _
2] Zk,4

sera factivel, quando alem de satisfazer A x = b tivermos tamb&m

< %X .< B.

Convém lembrar que a uma base pode corresponder varias
Solugdes Basicas,

A Solucdo Basica Xx sera nao-degenerada se X3 iel, ndo
coincide com nenhum dos seus valores criticos: d < x, <.d .
k,i i k+1,14

Diremos que o problema (P) & n3o-degenerado se cada uma
de suas Solug¢oes Basicas Factiveis for nao-degenerada.

NGs nos limitaremos ao exame de problemas nao-degenera-
des. T~

Uma vez determinado o valor de Xy = i; , dado em (4.14),
e desde que sabemos ser factivel, podemos determinar o Intervalo
de Definigio de cada nx;, iel , e consequentementg a Inclinagao C;
naquele intervalo da funcido fi(gi), ie{.-

Sendo p wum vetor (1, m), para qualquer x factivel, o
problema (P) @ equivalente a:

Minimizar:F{x)-p b = {f.{x;)- Al X}t {f.:{x;)-p Ad x.}
_ 2R 2 121 i{x4)-p i jéa i J)_— i

com p A3 £ 23 | denominado INCLINAGAO DE REFERENCIA.

Temos assim que (P) e (P') ter3o o mesmo conjunto de
Solugdes Factiveis e os valores de F(x) em (P) eem (P') se-
rao os mesmos para um mesmo x factivel. :
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Yamos entdo escolher um vetor p = p* , correspondente 3

Solugdo Basica Factivel X = 5+ s de forma que;

Logo: .. -1
et =g (ah) , s (4.15)

De- (P') . pddemos ainda escrever que:

Fixt) - p* b = igl 91 + jza {fj(x;) AL xg} (4.16)

A expressao (4.16), embora valida apenas para dk,i < Xy
< dk+1,i‘ iel, tem a vantagem de apresentar-se em termo das varia
veis nio basicas X5 jed , permitindo assim uma analise local da
variagao de "F(x) em torno de x = 5&.

Note que podemos proceder esta an%iise examinando separa
damente cada uma das parcelas {fj(xj) -9 xj} ‘
Assim, para um certp jed , quanto acs valores assumidos

por 23 podemos ter 3 situagoes:

a) 23 > Cg

i £,z




- B4 -

k]

Com isso mostraremos que na situaclo (a)}, podemos dimi-

nuir o valor de F(x) , através de um aumento no valor de ﬁj = x}.
Na situacgao {b) diminuiremos F(x) diminuindo o valor de Xy = x}

e na situagio (c) nao podemos diminuir o valor de F{x) com alte-

ragoes em Xje

- Seja x =‘5+ uma Solu¢do Basica Factivel para o pro-
blema (P }. '

Seja x um vetor tal que:

= 7t . :
X3 =X tE) ;om £ suficientemente pequeno,
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De A x =b , temos que:
: ot
Xp =X - A gy
Entido:
ot _ . B P
F(x) ~p b = iéI 9,1 * jgd {fj(xj + sj) z {xj + ej)} {4.17)
. + - + j
ondei fj(xj T Ej) fj(xj) + CY €4 R
K se €y >0
com Y(Ej) = ' (4.18)
. K-1  se e; <0 .
X J
- ' o +J _+ j +§
Fix) -p*"b =% g <+ § (f.x5y -2 xy+ § (€ -7y e,
e - L P I 3 jea Y 3
Portanto: F{x)} = F(g_c_") + ] (ci - z"j) £ (4.19)

Ljed

Como estamos procedendo a uma analise local, e como a
funcdo F(x) & convexa, um ponto de minimo local & ponto de mini-
mo global; esta anklise @ faqiiita@a pela separabilidade apresenta
da em j4.19): cada termo (Ci - 77 €4 pode ser tratado 1indepen
dentemeqte.

+J

Assim, se para qualquer JjeJ , um dos termos (cg-z
for negative teremos:

) ej

- g, > 0 e Cg - Z+j < 0

J
J 2 ¢l
Sendq ej > 0+ CT Ck
EntEo teremosf_cg - Z+j < 0 - Z+‘1 > Ci e caimos entao
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na situagao (a) apresentada anteriormente, onde podemos diminuir
F{x) com o aumento do x;- correspondente

~eg <0 e ci L I

J ool
Sendo ey < 0+ CY = Cpet

Entao: Cg_l -zt 6 » 2% < C£_1 e caimos na situagdo
(b), onde podemos diminuir’ F(x) com a diminuicao do x; corres-
pondente. ' :

Se ocorrer que nenhum dos termos (C% - Z+j) Ej seja ne
gativo, teremos que para todos jeJ , (C% - Z+3) €5 > 0. Nao consi
deraremos o caso de igualdade pois estamos partindo da hipotese de
ndo degenerescencia.

Temos que analisar os casos €5 >0 e €5 < 0.

- Para ej > 0, teremos:

ci A I
3. o4l . 7+] 3
Ck z __>.0 zZ < Ck

Para o caso em que ¢, < 0, cg -7 <

R A A

i
> e k-1°

k-1

DaT tirarmos o critério de otimalidade do problema (P):

cd

+j :
RCET AR NI 3 O (a.20)

k

que & a situagao onde F(x) nao pode ser diminuTda por qualquer

variagao de x} s Jjed,

Assim, partamos de uma Solug3o Basica Factivel de (P). O
método de resolucdo consiste em um numero finito de iteragdes, on-
de cada iteragdo @ constituida de duas etapas:

12 ETAPA: Teste de otimalidade da Solugio Biasica presente.
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Se otima, fim
Se ndo, 22 ETAPA

22 ETAPA: Parte-se para uma nova Soluc3o Bisica que dimi
nua F(x).

4.4 - DESCRICAO EM DETALHE DE UMA ITERACAQ:

+
X1 .
Seja x = xt = uma Solucao Basica Factivel de (P).
Xg+
Primeiramente devemos verificar se x = 5+ e solugao

otima do problema (P) . Para tanto, basta verificarmos se sdo sa-
tisfeitas as condigées de otimalidade dadas em (4.20).

Ate entao estamos tratando com xt - dy » jed, nio nos

' . j »3
preocupando com os casos k = 0 e k = £j+1‘
' Para estes casos podemos dar a sequinte Interpretacao
Grafica: . '
a) k =0
£, (x,
A J(xj)
o > 7t
[+]
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b) k = z1+1

x =B, =d
J ]

2413

Conforme mostramos em {a) & (b), se fizermos:

i i

C = »m e T C.- = ® .
-1 £j+1
podemos representaf o critério de otimalidade apresentado em {4,20)
por uma Unica expressio:

= s + = '
Ci_l s 27 « Ci para k=1,2,...,£j (4.21)

Assim, para vefificarmos a otimalidade de x = 5& & su-
ficiente calcular os z7Y » Jed , e verificar se satisfazem (4.21).

Se todas as desigualdades se verificam, Xx = 5+ € solu-

gao otima de (P).
- . + e - -~ e
Casp contrario, . X = X nao e solugao otima de (P), e
devemos prosseguir no sentide de minimizar F({x).

Neste processo vamos.impor uma variacio de if s de modo
que provoque a modificacao de apenas uma componente do vetor xd=13.

Com isso teremos a alteragao de apenas uma componente
(C; - Zfr) €.+ red, que serd escolhida como aquela que nos propor-
ciona a maior TAXA DE DECRESCIMO,
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Note que as demais componentes (Ci - Z+J) ey jed e jir,
permanecem inalteradas. '

Neste parﬁgfafo'faremos um estudo detalhado para a SITUA
CA0 a apresentada no paragrafo anterior em que: tr s CE > CE_1, e
apresentaremos as_equagﬁes correspondentes 3 SITUACAG b onde :
7t < C;_l < CE , cujo desenvolvimento & anialogo ao que sera apre-

sentado para a SITUAQKO a.

ESTUDO DA SITUACAO a

A £ (x )

H

Nosso objetivo @ encontrar uma nova solugdo basica facti
vel para o problema (P}, que nos forneca um valor de F{x) menor
do que o dado anteriormente, uma vez que o objetivo e minimizar

F(x).
Assim:

Seja x(e} um vetor tal que: .
xj - € AE s  JeT
x(e) = X. + € , jér e jed {4.22)

Xy » Jed-(r}
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que tamb&m pode ser visto sob a forma:

B .
. . -
Xy -A~
x(e) = | X, + e ¥
X9-{r) | ¢

pai podemos concluir que:

a) x{(e) @ uma solucido factivel para £ positivo
pequeng. '

b) x_. tende para d

r kK+l,r

€} se A: > 0, sel, temos gue x,

r

e suficientemente

tende para dk,s

d)-se AL = 0 , sel, temos que x_ & insensivel ao aumento de e,

S 5

e) se Al <o s 5€l, temos que Xe tende para dk+l s

5

Temos, portanto, {m+1) poss?veis Timites de £ a serem al

cangados.

A expressao:

AF(x) = F(x) - F(x") = (€} = Z'") € deixaria de valer Togo que um

deles fosse alcancdado.

- A limitagdo do crescimento de e pode
vel r ou por uma variavel basica.

Devemos tomar € = min {er, €; ¥Yie

VYamos analisar separadamente os dois

A) A limitagio do crescimento de & & dada pela

xrl_(e) = dk+'! r

X + £ = d

r r k+1,r

ser dada pela variz

I}.

Casos:

varidvel r.
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sr = dk+'|.r = X

r - dkﬂ’IT -4 (4.23)

B) A limitagdo do crescimento de € & dada pela variavel s, sel

Temos aqui dois casos a analisar:

B.1) AL > 0

s .5 -
- .
Xg € A; - dk,s
x. - d )
e, = —3— K5 (4.28)
- i .
s
-p .
8.2) AS_< 0+ x.(€) dk+'|.5
- ar _
Xe €s As - dk+'|,s
x - d
- e, = —S o Ktlss (4.25)
- Ar
s

Dada a diminuigao de F{x) , devemos verificar o ~ que
acontecera apos um Ponto Critico na fungiao F(x)} , se continuarmos
aumentando o valor de e, A ideia & continyar o crescimento de ¢ de
forma a concluir a transigao situacac a = situacgio c.

0 que vai ocorrer apos o Ponto Critico dependera do tipo
de Ponto Critico verificado.
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12 TIPO): 0 valor Critico & dado pela varji'évél r.

‘ fr(xr)

reJ

Entao:

. - AT
e dk,'i < X_i EI Ai < dk"l‘],i » ' Viel
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Devemos testar o comportamento da fungao para um pequeno
acrescimo de £y '
E bom lembrar que quando a limitacao de ¢ @& dada pela
variavel r , 27T permanece 1inalterado enquanto o C; passa a

r
valer €, ., uma vez que  x, passa de d, para dest,r °

Assim, chamando: TDN = Taxa de Decrascimo Nova

TDA.= Taxa de Decréscimo Antiga,

+r
oA = Cp - Z°T

TON = Cp,, - 2"

Entio, TON = TDA + of,, _ (4.26)

- Caso esta TDN ainda §eja negativa, isso dndica que
podemos aumentar o valor de € até o proximo limitante que est3
garantido uma diminuicao da fungao F(x).

Se esta TDN for nao negativa, devemos parar com a Bus-
ca Unidimensional, pois nao havera mais diminuigao da Fungao F(x).

No caso de acorréncia do 19 TIPO, o valor de Z'" perma

nece inalterado e a diferenca entre C?- e 27 diminui porque a
nova diferenca sera (CE+‘ - Z+r) » que & menos negativa que a di-
ferenga anterior (CE - Z*Ty | Com isso, " estd mais proxima das
. +InclinacBes Adjacentes a um dado valor critico, caminhando assim

‘para a OTIMALIDADE (SITUAGCAO c¢)

2¢ TIPO): 0 Valor Critico & dado pela variavel s, sel,

Aqui, como ja mostramos anteriormente, temos aque levar
em consideraciaoc o sinal de A:

Tomemos entio o caso A: > 0
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‘ fr(xr)

Entao:




- 6F =
dy ; € X; = gy A< dk+1'1 . iel-{s}

Devemos testar o comportamento da funcgdo para um pequeno
acréescimo de €y -

Aqui, @ bom Tembrar que dada a limitacdo de ¢ pela va-

riavel sel , o C; = CE nao se altera, estando a alteracdo veri-

ficada em 2z pois:

(Z+r)antigo = (Ei)aﬁtigo A"
(z+r)n;vo = (Ei)novo AT
mas, e novo = (gé);ntiéo - (0,0,..., 6}, 0...0)
. Entdo: ("), ove =-(z""1antigo - oS AL (4.27)
De (4.19) temos que:
TDA = CE " (z+r)antigo
TON = C: - (Z+r)no;0'

Assim:

TON.= TOA + (Z°7)

- +r)
antiqgo novo

ou sejai TDN = TDA + o} E: o (s.28)

Casc a TDN seja negativa, indica que podemos crescer ¢
até o proximo limitante que temos garantido uma diminuigao em F{x).

Caso contrario, paramos com a Busca Unidimensional pois

nao havera mais diminuicao no valor de F(x) .

Neste caso C; = € nio se altera, sendo que a alteragdo
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2*" |, que segqundo a expressio (4.27) tera seu valor di-

minuido, aproximando-se das Inclinacoes Adjacentes a um dado va-
Tor critico, havendo com isso uma tendencia de atingir 2 OTIMALI-

DADE (SITUAGAO ¢).

Ainda no 29 TIPO vamas abordar 0 caso E: < 0

e dada em

* fr (xr)

red

A fs(xs)

l+1,s k+2,5 s
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Para esté caso temos que:
381.> 0 tal que:
1 < dealr T dkor

g B dk+] 3§

€
1 -
r

As

-

. - r‘ ’ I
dy g <% ~ep Ay <dyy i 5 ¥ lel-{s}

.i!

Aqui teremos:

I,  _ .l
(€ ) novo = (Ek)antigo ¥

= (' s as, E;

+r .
antigo k+1

e {27 )hovo

e de (4.19) teremos: -~

TOA = ¢ - (Z*7)

antigo
SRS Y
TON = cp - (Z%7)
Logo: : TON = TDA - ¢, A" (4.29)

T+l Ag

Se TDN for negativa, indica que a fungib F{x) decres
ce para esse aumento de e; e, entdo devemos crescer e até o prd
ximo limitante.

Caso contrario paramos com a Busca Unidimensional, pois
F(x) ndo decresce mais com o aumento de = .

Desenvolvimento analogo poderia ser apresentado para a
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SITUACAG b citada no pragrafo anterior onde; 0s valores de ¢ se-
riam negativos. '

As expressoes obtidas s3ao analogas as apresentadas para
a SITUACAD a, exceto pequenas alteracdes nos valores dos cY cor-
respondentes a cada caso. Tambem sao validas as mesmas observacgoes
quanto as TAXAS DE DECRESCIMO da fun¢ie F(x) , lembrando porém
que alas saoc, em princhio) POSITIVAS.
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