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CAPITULO 1 

INTRODUÇAO 

1.1 - POSIÇAO DD PROBLEMA 

Na sua visão mais s1mples, a Programação Linear por Par­
tes pode ser encarada como uma generalizcção da Programação Linear 
onde o critério {função objetivo) é linear por Partes e-as restr)­
ções são Lineares como num problema de Programação Linear. 

Um ·problema de Programação Linear (PL) pode ser apresen~ 
tado sob a forma: 

Minimizar z = c X 

(PLJ A X b sujei_to a: 

X " o -

com A(rn,n) , ~(1··,n) , _::(n,l) e _!:(m,l). 

Enquanto que um problema de Programação Linear por Par­
tes (PLP}, apresenta?o por YOUDJNE [2], por nõs abordado, po~e ser 

colocado sob a forma: 

Neste trabalho tratamos do desênvolvimento de um mêtodo 
do tipo Dual-Simplex para problemas com critério Linear por Partes, 
que é uma extensão do método clãssico Dual-Simplex para Programa­
ção Linear, LUENBERGER [3]. 
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O método desenvolvido apresenta sua base matemãtica fun­

damentada na Teoria da Dualidade de Lagrange, LASDON [1]. 

Embora, neste processo, o nUmero de Soluções Bãsicas se~ 

ja, geralmente, muito maior do que num problema de Programação ll­
near, o mêtodo desenvolvido apresenta eficiência idêntica ã do Sim 
plex, SAKAROVITCH [4]. 

o mêtodo desenvolvido nos parece de grande aplicação na 
resolução âe problemas que apresentam um grande nUmero de variã­
veis e com estrutura decomponlve1. Como exemplo de uma possível 
aplicação poderíamos citar a resolução de alguns problemas de Pro­
gramação Matemitica onde o crit~rio (Linear por Partes) e as res­
trições (Lineares) se apresentam de forma aditiva separivel, pro­
blema que J.F.R. FERNANDES desenvolve atualmente como ~xtensio 

do trabalho publicado p_or J.F.R. FERNANDES e G. AUTHIE [5], a 
nivel de Tese de Doutoramento. 

Este metodo é finito, tendo sua convergência assegurada 
em um nUmero finito de iteraçõe~, alêm de não possuir intervalo 
("gap'') de dualidade; determina-se assim os 6timos do Dual e do 
Primal. 

Vale lembrar tambim que devido o conjunto de soluções ser 
compacto (fechado e limitado), o problema (PLP) ou apresentarâ uma 
solução finita (soluçã_o tipo a)· ou serã infactível, estando afasta 
da a hip5tese de .termos infinitos 6timos {soluçio tipoS). 

1.2- SEQUtNClA DO TRABALHO 

NO capitulo 2, apresentamos o desenvolvimento matemâtico 
que-nos levaram ã resolução do (PLP) baseando-nos no mêtodo clãssl 
co D~al-Simplex, bem ~orno mostramos que o mêtodo proposto não apr! 
senta intervalo ("gap 11

) de dualidade e que sua convergência ê ass! 
gurada. Apresentamos também o Algoritmo para a resolução do probl! 
ma proposto. Acreditamos que os resultados deste capitulo sio ori­
ginais. 

No capitulo 3, apresentamos os aspectos computacionais, 
fornecendo um diagrama de bloco si~plificado do método desenvolvi­
do e um exemplo de aplicação onde foram testadas diferentes po~si­

bilidades de evolução do ·método: Solução Tipo o. para o Primal, So-
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lução nao Factivel, Redundância e a{nda uma Solução ~lÜltipla para 

o problema Primal, o que implita em uma degenerescência para o pr~ 

blema Dual. Todos os resultados obtidos foram compativeis com o me 

todo desenvolvido. 

No capitulo ~~ apresentamos a nossa visão sobre o Mêtodo 
Primal-Simplex para problemas com critério linear por Partes, apr! 
sentado por YOUDINE [2]., usando notação prõpria. A apresentação e 

concisa, simpl~s. original. o·rientac!a par~ o uso computacional e 

guarda grande analogia com o capitulo 2 • . . 

1.3- NOTAÇ~O UTILIZADA 

As matrizes s~rão representadas por letras latinas maiüs 
culas e os vetores, por minúsculas grifadas. 

A(m,n) matriz de.m llnhas e n colunas 

)>_(m,1) 

.<e(1,n) 

A~ 
' 

J 

!'.r 

d •. 
•·J 

.'!k J • 

vetor coluna de m eleme~tos: b1 , b2 , ..• , bm 

vetor - 1 2 n linha de n elementos: c ,·c , ... , c 

denota-nos o elemento de A situado na j-ésima coluna e 

na i-ésima linha. 

sendo A(m,n), Aj i-ndica-nos a j-~sima coluna de 
ja, um vetor coluna de componentes A1, A~, ... , 

ou se-

~ 

denota-nos a ·;-~sima linha de A 

conjunto de indices, IC{l,2,3, ... ,n}, que ê dito ser uma 
base; X;, ici, ê denominada "variãvel bâs1ca". Trabalhare 
mos sempre com I sendo um conjunto ordenado de indices. 

conjunto de indices, J = {1,2, ... , n} 

conjunto das variáveis não básicas. 
{!), denominado 

indica-nos o vetor coluna de m elementoS X;• iei, formado 
pelas variáveis bãsicas 

indica-nos o vetor coluna_de (n ~ m) elementos xj' jcJ , 

formado pelas variáveis nao·bãsicas. 

valor critico do j-ésimo argumento da função f.(x.), com 
J . J 

k = O,l, .• q-ij+l 

vetor dos valores crfticos corr.espondentes ao vetor ~J' 
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Cons1deraremos também aqui os conceitos usualmente emp·r~ 

gados na resolução d~ Sistemas lineares como: 

- Sistema Linear e Programa linear 

- Incompatibilidade e Redundância 

- Base 

- Forma Bãsica 

Operaç5ei elementares com li~has 

- Pivoteamento e Matriz de Pivoteamento 

bem como suas propriedades. 
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CAP!TULO 2': 

fflTODO DUAL SIHPLEX PARA PROBLn1AS COM CRITtRIO liNEAR POR PARTES 

2.1 • INTRODUÇM 

~este capítulo apresentar-emos o desenvolvimenta matemãti 

co de um método do tipcr dua1-s1mpTex para resalu.ção. de made.las: li­

neares com critério (função objetivo) linear pcrr p·art:e.s;, -qu_e ê a 

objetivo principal ~este trabalha. 

Apresenta-remas também alguns conceitos: es:pe.cíf-fco.s: p;u·a 

o método estudada, c.om a finalidade de fadTttar seu. en·tendi.m·err.tOl. 

O mêtodo dual-simplex p-ara resolu·çã·O' de- p-rob·Tem·as: co-m 

critério linear por partes pode s.er visto coma uma ext.e.n·s:ão: dcr mé­

todo dual-simplex para resolução de problemas; c.a.m: c.r'i.têria ltn.e:a.r .. 

O método estudado tem su.a base matemã'ttc-.a fundame-nta.da. 

na Te o ri a de Lagrange tendo e fi ciência i dêntfca ã dcr s:i'mp·lex ,. emho 

ra com um número maior de soluções hãs.icas~ 

Provaremos a converg-ência da· mêtodcr enr um- rrüm-er-o: flrti:to 

de passos e a não existência de "g-ap" de dual i da de: .. 

Apresentaremos detalhadamente todas as situaçõ:e-s passf­
veis quanto ãs soluções~ e a desenvolvimento matemãtic-o: de. uma. das 

situações. apresentando a ·analogta c:am as: de:ma.i's;., 

2.2 - APRESENTAÇ]{.O ~PROBLEMA. 

Seja o Problema: 

Minimizar F(><) : 
n 
I 
j:l 

f. (X.). 
J J 

(~ .. !) 

( ~ .. l) 

com A(m, n), ~(n~ l),_E_(m, 1), se-ndo A uma matriz de, "rank"' m e 
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fj(xj) convexa, linear por partes, 

fj (xj) • " 

com '; " 

onde 

e 

cj 
o 

cj 
1 

cj 

'; 

X. 
J 

xj 

X. 
J 

l­
I 
1-

+ 

+ 

número de 

9kj 

cj cj " + k o 

s " {><_ I 

c;j ~ 
cj /~r ; 
-k / i 1 

-~-~I 
' I I 

d' .•••••• dk . 
,J : .J 

"j ~ '; ~ d1 . ,J 

g1j d1 .. ,J ~ xj ~ d2 . ,J 

g, . 
jJ 

ct, • 
j .J 

-~ xj .,; 8; 

intervalos - 1 

• f.(dk .) cj dk . " -
J .J k ,J 

k 
o~ a1 .I com , o 

1 "' 1 
1 1 

A X " b e ~~ ~ ~ ~} -

( 2. 4) 

(2 • 5) 

( 2. 6) 

( 2 • 7) 
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Apresentaremos aqui as seguintes definições: 

!~gb!~~Ç~Q: chamaremos de inclinação 
correspondentes a cada trecho linear 

aos valores C~, k=O,l , ... &., 
- J 

da funçao fj(xj). 

VALORES CRTTICOS: valores correspondentes aos ------- -------- pontos de mudança 
de inclinaç~o da função fj (xj). 

As inclinações a direita e ã 
Serão os dk,j' k<"O, ••. ,J.j+l . 

esquerda de cada valo~ crfti-

co, cL, e ca . serão ditas Inclinações Adjacentes ao valor 

ti co. 

cri 

!~I~~YJ}bQ: conjunto de valores que uma va.riãvel pode assumir en­

tre dois valores críticos adjacentes. 

Por dualização ~m relação a {2.2) ·obtemos a· seguinte 

Lagrangeano: 

L(_><_, E.) = F(_><_) + ]J_(b 

n 
í 

j = 1 

A _><_) 

(f.(x.) -]J_Aj 
J J 

( 2. 8) 

( 2. 9) 

ond.e Aj e uma coluna da matriz A e p_(lxm) it o vetor das va-

riãveis duais (parãmetr.os de Lagrange). 

A função' dual é definida por: 

• (E.) = .e.. E.+ 

cujo vãlor e dado por: 

(f.(dk .) -E. J ,, 
'(2.11) 

com 
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(2.12) 

sendo Zj chamado de INCLINAÇ~O DE REFERtNCIA. 

Neste trabalho faremos uso de notações particulares para 
diferentes situações: 

x = x 0 serã o(s) valor{es) assumido(s) po:-- x no processo de 

otimização déscrito por {2.10) e {2.11) • ou seja., 

Min 
a::;: X~ B 

L(:<., E.) = L(:<.o' E.) 

Evidentemente 

+ 
X = X 

sistema 

denotarã um valor básico assumido por x 
A x = b _, necessariamente não satisfaz 

do: 

I =Conjunto de índices das variãveis bâsicas 

J = Conjunto de índices das variãveis não bãsi cas: 

AI = H atriz formada pe 1 as colunas Ai 
' it:I 

AJ = t,latriz formada pe 1 as colunas Aj 
' 

je:J 

:<.=[~:] e 

!I = Vetor formado pelas variãveis básicas 

~J = Vetor formado pelas variáveis não bãSicas 

(2.13) 

ao resolver o 

Chaman 

e fixando ~; = ~k.J {2.1~) 

resulta: A1-- ~I+ AJ ~j = ·~ 

!'.r= :<.7 = (Ax)-1 <te- AJ ~k:Jl 

(2.15) 
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• >(R + t 

çao •(R} 

Para E.e:.Rm e ~e:.Rm, fixados, exploraremos a função t.<t>(t) ~ 

-~J - 1>{_2) ; isto corresponde a estudar um corte da fun~ 

num processo de Busca Unidirecional. 

E ficil verificar que: 

a) <I>(E) e côncava, 1 i near por partes e defini da V .E,CRm 

to t.~{t} ê côncava e linear por partes em t • 

!J. <I> (t) 

t2 ••••••• St Í<+ 1 

Aqui levaremos em conta as seguintes de~iniçôes: 

portan-

t 

TAXA DE CRESCH1ENTO: Serão val-or da inclinação d.e cada trec'ho ---- -- --------~--

linear da função t.<I>(t). 

- ~Q~IQ QS Q~Sê~~: ponto onde 
de crescimento J da função 
responde u~ valor para t 

ocorre mudança de inclinação 
à${t) . A cada ponto de quebra 

denominado VALOR DE QUEBRA. 

b) 'Vl?,.;Rm e Vxe:.s tem-s-e: !(J?) < F ( !:} pois : 

taxa 
co r-

• (R} • Min L{~. R) • L{~o' Rl < L(.:_, E)' v "' 
Ct~ X., i3 (2 . 16} ---

~~~~~-

•(R} " F(;:) + R(i?. - A .:. ) ' ~ X ' a~x~e - --- (2. l 7} 

Em particular, se XES temos: b.- A x =O 



c) 

e 

Em especial se ~=~o , 

<P(.E,) , também satisfiz_er 

. - 1 o -

que otimiza L{~, E) 

A x = !! , te remos: 

V ~e:S 

ou seja, x0 e ótimo do p:oblema original. 

na 

d) No processo de otimização, se tivermos: 

, SITUAÇ~O I, temos então fixádo 

Se tivermos zj = cj SlTUAÇM 11 te remos k ' 
dk . 

o 
dk + 1 ,j liberdade de v a ri a r ~ xj = xj_ ~ com ,J 

intervalO. 

(2. 18) 

obtenção de 

então que 

dentro deste 

- o O nosso o~jetivo sera portanto, obter um valor x = x 
que tamb€m satisfaça A~= b ; obtenhamos m ''SITUAÇ~O I lu defi­

nindo uma base I e forçando, atravis da escolha de f , a igualda-· 
de: 

Ao escolhermos, para cada componente 

ção c 1 que figura em (2.19) , selecionamos . k 
interulo 

dk . 
' 1 

icl 

( 2. 19) 

xf, iel, a inclina 

consequentemente ~ 

As demais n-m componentes du"vetor x0 .cairão na SI­
TUAÇ~O I e serão ·fixadas num valor crftico: 

je:J 
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Por outro lado, a esta base I corresponde um vaXo:rr x,+- d~ 
finido por (2.14) e (2.15). 

Mostraremos que L(~
0

, .E) "' H.eJ é uma aprox:ima;ç-ãi:n cl.e:! 

F(~+) do tipo Linearização Externa; deste ponto de vist·a:.., x.t s~~ 

ria uma Solução Bãsica Otimista. 

Mas , 

e 

o 
L(~ • E.) 

L(~o' E.) 

o 
L(! ' E.) 

(:2'..2DJ)) 

b - AJ o "' .:.J 

logo, a 

.l • 
JOJ 

.l • 
JoJ 

• .l 
J cJ. 

f. (x.) 
' ' 

expressao 

f j (X~) 

fj (xj) 

o 
fj(xj) 

.li + 
lO 

.li + 
lo 

+ l 
id 

c' k 

\.,i 

(2.20) 

f;{X~) 

f; (xn 

[f; (x1) 

pode se r e s c r i ta s:oiD a'. fbl'lmr.e.:: 

+ E. AI + I Ol 
.".I - E. A 

""' 
I + o 

+ ~.(.".I - .".I) 

Z i (X: x: )] C2' .. 2'1i ll + -
1 

., 

+ x. 

' 
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sendo a -valor ~prox.imado da função 

Da f~ • F (X+) 
a- e~ evidentemente, para todo XES 

temas que: 

(2.22) 

Então~ x+ e um·a Solução Bãsica Otimista~ 

2.3 - ESTRATEGIA Q_S RESOLUÇ~O Q2_ PROBLEf1A 

Trataremos aqui da resolução do problema (P) apresenta 
do na parágrafo anterior e cuja função dual é apresentada em (2.10) 

Minimizar 

(P) 

s.a 

n 
• .L 

J •1 
f. (x.) 

J J 

' ) 
A X • b 

~~~~[ 

O problema dual de (P) é: 

(D) ) 

Maximizar <I>(pJ 

x€5 

( 2. 2 3) 

Nosso objetivo ê desenvolver um método de resolução para 

o problema (D) - dual-simplex- mostrando também que nio hi, nes-. 
te casa~ "gap" de dualidade: então (P) também ficarã resolvido. 

-Escolhe-se uma·bas.e I e, para todo ü:l , o intervalo 

de de-finição da variável x1 e, consequentemente, a Inclinação de 

Referên cí a. 

Inclinação de Referência: zi 
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Intervalo de Definiçio: dk . ~ x. 
. , 1 1 

• - Calcula-se R= R 

• 
E. 

de modo que: 

(2.24) 

Para ~elhor entendimento da representaçio grifica, ~sere 
vamos (2.10) da seguinte forma: 

• • (E. ) ) 
. 

= f4i n p 
.::;$_:--::~ -

b + ! [f.(x.) 
- i E: I 1 1 

- z*1x.J + ! [f.(x.)-
1 je:J J J 

naçao de 

Para cada 
Referência 

variãvel bãsica ie:I foi escolhida uma Incli­

z*i = c~ ' tendo sido determinado o intervalo 

correspondente, dk,i ~ x1 .::5 dk+l,i , como mostra a figura abaixo: 

SITUAÇÃO II 
I •i z xi 

í -c.\. I 

.k,i T 
~.i '1-+l,i s, "i 

n. 
c 
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No caso das variiveis não básicas, jcJ , o valor da In­
clinação de Referên"cia z~j obtido, cL, < z*j <c~ • leva a va­

riável não básica a um valor crítico {no caso do problema não deg~ 
nerado). Assim 

SITUAÇÃO I 

xj = d, . 
' ,J 

v j c J. 

j 
"k-1 

•• z ] x. 

dk . ,] 
s. 

J 
x. 

J 

. Note que neste processo sempre teremos "m" variáveis 

livres, podendo assumir valores dentro de um determinado interva­
lo, com as quais tentaremos satisfazer A x ~ ~ , 

Assim, a expressão (2,25) passa a ser: 

• • (J'. ) b + I 
icl 

gk . + 
• 1 

problema 
• 

( D) é maximizar O objetivo do 

temos que verificar se • (J'. ) já é o máximo .de 

( 2. 26) 

Assim. 

Para i ssa 

devemos verificar em um entorno de * R , o comportamento da função 

Isto corresponde a efetuarmos Buscas Unidirecionais do 
tipo: 

* E."' E. + t v. 

J 
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No nosso processo vamos impor uma variaçao: de E. que Jli'"O­

voque a modificação de apenas uma componente do veto:~ II~ 

~~ "t[o •... 1, o •.. .J "t !.r 

A variação de R ,e: 

* 1'. = 1'. + t 
I -1 * i (A ) ~ n 

-r "-
+ t v -r 

(2.27) 

(2.28) 

Com isso temos a alteração de apenas uma campanen.te do 

vetor z 1 (a r-~sima componente, que pode ser escolhida coma aque­
la que nos proporciona a maior TAXA DE CRESCH1ENTO)~ As. demais com 

ponentes permanecem inalteradas, 

Para um valor de t nao nulo e suficientemente pequeno 
"(pequena mudança na Inclinação de _Referência), podemos veriffcar 

que no processo de otimização que nos leva do L(~. E) para a fun 
çao dual <I>(E) , ocorre q'.le: 

a) Todas as vanaveis xj, je:J , continuarão com sua In­

clinaçio de Referência se enquadrando na SITUAÇAO I (partindo da 
hipótese do problema não ser dual degenerado) 

b) Todas as var~áveis ,xf. icl e i#r continuarão com 
suas Inclinações de Referencia se enquadrando na SITUAÇ7-Ia II~ oiJti 

da por construção 

c) A v a ri âve1 x~ que se enquadrava na SITUAÇ7\0 II pas­

sa a se enquadrar na SITUAÇAO I: 

se t < O 

se t > o 

Temos então que fazer uma avaliação do valor da função 

c!J(_e) para o incremento considerado, verificando se hã um cresci-

mento da função, 
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• 
L(.><.' E. 

Fazendo: 

e para 
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• + t v ) -r = (E. +tv)b+ -r 

I ~ r - {r} e 

• • (E. + ~ ~r) = 

Min [cE..*+t !r) 
a.$X.SB. ---

b + 

J
1

~JU{r} • 

+ t v )' 
-r 

L )f.(x.) -
. I • 1 1 
1E 

+ L , j·f.(x.j -(E.*+ t !r) Aj x
3
./] 

jcJ J J I 

. ' 
lE:I ? temos que v A i = O 

-r 

+ t v ) -r 

temos:: 

Aj X. I 
' I 

( z .. Z9) 

(Z .. 30) 

Note que o valor da r-isima componente que estava defint 
do em um intervalo~ agora se define em um valor crítico .. 

O aí: 

+ 

Sendo ~r Ar = 1. 

+ I , gk · . I '1 1E 

xr - t !r A xr· _ r· I • 
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- ) tt + gk ,r 

se t<O 

se t:>G 

onde o sinal de t e dado segunda a figura abaixo: 

• (J?. 
* 

* • (J?. 

f (x ) 
r r 

. . 

+ t v ) -r 

+ t v ) -r 

. -
____,....-- .. 

-----
.. 

__.----::::::: .. 
_,--

'\:,r 

• r r ) r.(d' .) = E. b + gk . + 
h: I • 1 j~J J ,_J 

) : dk r 
Aj • r t v dk . -

j~J 
-r .J 

dk+ T. r 

* r Aj dk . = • (E. ) • t v b - t v -r -r jcJ ,J 

t > o 
*r 

Z X 

X 
r 

t < o 

*j ! z dk . + t 
.J 

se t<O 

se t>O 

- ) : dk r • 

dk + 1 , r 

r 

v b-
-r-

se t<O 

se t>O 



• • • (E. + t v ) = • (E. ) -r 

De (2.15): x; = br 

+ t v ) 
-r 

• = • (E. ) 

' 
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- -J + t (o Ar E.k,J) r 

que ta.mbém pode ser escrita como: 

- ~: 
dk. • r se t<O 

dk+l.r se t>O 

obtemos: 

se t<O 

(2.31) 
se t>O 

( 2. 32) 

. - + 
Com relaçao ao valor de x,. podemos constatar a ocor-

rência de 3 casos , como mostraremos a segui r: 

f (x ) 
r r 

-

• 'r 

- <{ 
- -

'\,r 

~. ,__ z" --- ' < o 

~+l,r 'r 
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O !Jri"f'f ca cfa fun:çãa 

• O(p + tz) 

se rã: 

z*r 

t 

X 
r 



O grâfico da função 

• •<.e. ) 

f (X ) 
r r 
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-.- --

+ 
'r 

z*r 

se rã: 

t 

t > o 

X 
r 

-



O gráfico da função 

• ~(.E, + t v ) -
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• •(R + t v ) . -r se rã: 

t 

( evidente que não. ê possível a existência de um 4~ CASO 
• em que a função ~(R + t !r) cresça para ambos os lados • 

• 

• ~(.E, + t..!:J 

SITUAÇÀO IMPOSSÍVEL 

t 

Quando o valor obtido para x; 
no 2Q CASO, não é necessário procedermos 

nos indicar que. cai mos 

• do tipo .E. = E. + t v 
-r 

ce para todo valor de t 

a uma 
uma vez que a função 

não nulo. 

Busca Un.idirecional 
• li>(E, + t .!r). decres 
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2.4 - ESTUDO DETALHADO 00 3Q CASO 

senta do 

Faremos aqui 

no parãgrafo 
um estudo detalhado para o 3Q CASO 

anterior onde, x+ > dk+l > dk , r • r • r 
apresentaremos as equações correspondentes ao lQ CASO 
x; < dk,r < dk+l,r , cujo desenvolvimento é anãlogo ao que 
apresentado para o 30 CASO. 

ESTUDO DO 39 CASO 

f (x ) 
r r 

f (x ) 
s s 

- _,.--

".,r 

s 
"k-1 

r 
c r "k+l - t >o· 
·k r-- ~+1 r< z*r 

'1-+l,r 
+ 

X X r r 

s € J 

z*' 

".,s x, 

I 

apr! 

•• 
onde 

se rã 
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Em relação a este 39 CASO, um aumento (pequeno) de t pr~ 

porciona um aumento linear de ~(!) ; simultaneamente variarão as 
Inclinações de Referência das variáveis j€J' 

vamente; 

tivamente 

* = (J!. + t v } A5 
-r 

A Inclinação de 

* = 1!. 

* • 1'. 

Referência da 

.. "' z + t 

variável xr_ gira 
da v a ri ãvel x, • SEJ • positivamente se A5 > O r 
se Ã' r < o e nao gira se 

Daf, podemos concluir que: 

b) se 

c) se 
de t 

d) se 

r tende pa-ra __ ~k+l_ 

·s 
Ar > o temos que 

Ã' = 
r 

o temos que 

A' < 
r 

o temos que 

Ã' r = o . 

z' tende para c' k 

z' é i nsens fve 1 ao 

z s tende para. s 
ck-1 

(2.33} 

(2.34} 

positi-

• nega-
' 

aumento 

Temos, portanto, (n - m + 1) possfveis limit~s de t a 
serem alcaçados; a cada um deles corresponderia, em princfpio, uma 
transição SITUAÇ~O I+ SITUAÇÃO II. 

A expressão: 

à•(t) 

deixaria de valer logo 

mudaria o valor de x; 

A limitação 

* * + o) <~~{E, + t .!.r) - <ll(.E. ) = t(xr "" xr , 

que o primeiro deles ·fosse alcançado. pois 
o ou de xr • 

do crescimento do t pode ser dada pelava-
riãvel r ou por uma variãvel não bãsica. 
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Devemos tomar: t = min{t • t. VjcJ} 
• ·J 

Vamos analisar separadamente os dois casos: 

A) A limitação do crescimento de t é dada pela variãvel • . 

z• = cr+l 

(J?. * + t,. .!r) A' = c~+·l 

* A' A' cr+l E. + t "-• = 
• • 
c• • + t = ck+1 k • 

t· • = c~+l c r 
k 

t~ = • 
(J k+ 1 (2.35) 

----
• 

B) A limitação do crescimento de t ê dada pela variável j, jEJ. 

B. 1 ) 

Temos aqui dois casos a analisar: 

•. 1 ) 

•• 2) 

p;j 
• > o 

Aj < o • 

+ zJ = 

z*j + t. 
J 

tj 

cJ 
k 

ft) • = cJ 
k 

cJ - z*j 
= k 

-j 
A, 

(2.36) 
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B, 2) iiJ 

r < o + zJ : c L 
z*j + tj Ãj : cL1 r 

cL1 - z*J 
t. : 

J iiJ 
r 

Dado o çrescimento de ill(e), devemos verificar 

acontecerá apõs um Ponto de Quebra na funçã? C:O(.e_) se 
mos aumentando o valor de t • 

(2.37) 

o que 

continuar-

O que. vai ocorrer dpÕs o Pont_o de Quebra, dependerã do 

tipo de Ponto de Quebra Verificado. 

10 TIPO: O Valor de Quebra € dado pela variivel r • 

t (x ) 
r r 

' . 

". • r '\+t,r 

zr 

' . 

~+2 0 r 

x, 
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Então: 

tal que: 

e • VjeJ 

Devemos .testar o comportamento da'funçio para um pequeno 

acréscimo de t 1 . 

• • Então, devemos comparar 41{.f!. + t 1!r.l com <fi(E. +(t1+e).!r>• 
com e>Q- e suficientemente pequeno. 

• 
L{=. • E. + 

• 
L(.",. E. + 

• 
L(~ • E. + 

Assim: 

= (n*+(~l-+c)V )b-+ r [f.(x.) - (n*+(t1+<)V )Ajx.J 
r.. -r - j =J J J ~ -r J 

(tl+c) :!:r) 

(t1+c) .!r) 

(t1+c) !.r> 

+ < v -r 

= L(!, 

-

n 
b - r 

j =1 

• 
E. + tl 

v r < 
jeJ -r 

• = L(~. E. + tl 

• = L(,~ • E. + tl 

!r) 

Aj xj 

!r} 

:!:rl 

• 
- (J?. 

+ < v -r b -
i~! e !r Ai 

X i -

+ < br - < xr 
-J - < Ar~ 

[<br -
-J 

xr] + < Ar !.,] } -

(2.38) 



• • (J?. 

• • (J?. + 

• • (E. + 

A funçã.o dual serã: 

(tl+e)!_r) = Min L.(!, 
~~~~! 

( t 1 +e) • 
!.r).= •<E. + tl 

- 27 -

• 
E. 

!.r) 

+ (t
1

+e) v ) 
-r 

+ tl !r} + Min 
xr e[<br • 

+ e[(br -
"J 
Ar .!!.k,J) 

"J 
.!:.) ) -xr] A 

r 

dk+2 >] 

( 2. 39) 

Temos assim determinada, 'a nova Taxa de crescimento da 
função •<E.l 

• 

rCN 
= Taxa de cresci menta nova 

Chamando: 
TCA Taxa de cresci menta antiga 

TCN 

TCA 

Daf: TCN : TCA - (dk+Z r - dk+l r) 
• • 

( 2. 40) 

- Caso esta TCN ainda seja positiva, isso indica que po­

demos aumentar o valor de t até o prõximo limitante que estã ga­
rantido um aumento da função $(R) . 

-Se esta TCN for não p-ositiva, devemos parar com a Bus­

ca Unidirecional, pois não haverã mais crescimento no valor da fun 

çao •<E.l • 
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No caso de uma quebra do lQ JIPO, o valor de x; perma­
nece inalterado e a diferença entre x; e o Intervalo de Defini­

ção da variável x~(t) diminui porque a nova diferença para o no­

vo Intervalo de Definição seri (x; - dk+ 2 r) , que i menor que a 
diferença em relação ao Intervalo de Definição antigo (x;-dk+l,r>· 
Com isso, x; estã mais próximo do Intervalo de Definição de 
x~(t) , ou seja, esti caminhando para a FACTIBILIDADE. 

29 TIPO: O Valor ·cte Quebra i dado pela variável s, SEJ. 

Como vimos anteriormente, quando a limitação do cresci­
mento do t e dada por uma variável s, scJ , temos que levar em 

-s consideração o sinal de Ar . 

Tomemos então o ~aso 

f (x ) 
r r 

f (x ) . ' 

\.,r.· 

d k,. 

~+l,r 

~+l,s 

• X 
r 

z' 

z*' 

r E I 

X 

' 

'< J 
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Então: 

3 tl > o tal que: 

tl < r 
O"k+l 

c• z*s 
tl 

k 
= 

Ãs 
r 

cj . •• ·j cj e < z J + tl Ar < Vj j€J k-1 k 

Novamente: 

e, usando a definição de 4>(.2_), temos: 

* = •<E. +tl v~) 

-. dk+l ,r] 

+ E [(b -ÃJ-{s} 
-r r 

* [- -J-{5} •(E_ +t 1 v ) +E (b -A dk J { } r rr -,-s 

+ Ã~ dk,s- Ã~ 'ctk,s)- dk+l,r] 

* = •<E. +t 1-,:r) 

·dk+l ,r] 

- {s} 
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Da expressão {2.41) concluimos que: 

TCN • TCA - (2.42) 

Caso a TCN seja positiva, indica que podemos crescer t 

até o prôximo limitante que a função ~(R} continuará crescendo. 

Caso contrário devemos parar com a Busca Unidirecional, 

pois não haverá mais crescimento no valor da função ~(R). 

Podemos dar par~ este caso. a seguinte interpretação: 

Seja: 

A X+ -, 
dk ,s) • Ar(dk+l,s -r (2.43) 

• • e A~(<) • o(_e. +(tl+<l:!rl •<.e. +tl !r) (2.44) 

Então: 

A~(<) • •[<x; -11x;J - ~k+l,r] (2. 45) 

Neste caso, x~ passa a 
tico. Entretanto x+ se aproxima 

r+ + 

estar definido em um valor cri­
deste valor cri' ti co. uma vez que 

foi subtraído de àxr , axr>O , 
minhar para um intervalo em que 

Assim, hã uma tendência de 
x~ ven~a a se definir. 

c a 

Ainda no 29 TIPO, vamos abordar agora o caso em que Â5<0 
r 

zr 

r< I 

'\,r ~+l 0 r 



e 
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• "k-1 ~ 

z' 

'\-1·s • ""·· 

Para este caso Verificamos que: 

3 t_, >-- o tal que: 

•s z c~-T 
tl = ----'=---

Ã' r 

. *. 
c~_ 1 < z J + t 

1 

Novamente: 

• 
= L(~, ~ + tl !r) + 

• • J 

•• z 

X • 
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e. usando a definição da função <li(E.} , temos: 

+ 

• • +;·Ã~ 
-, •<E. +(tl+<).'!.r) = •<E. +tl.'!.r) + .!!k ,J) - Ar(dk-1 s - dk ,s) -

• 

dk+l,r] 

~-

-

• • + o[(x;-
-, 

dk ,s >] •<E. +(tl+E).'!.r) = •<E. +tl.'!.r) dk.f:l ,r> - Ar{dk-1 ,s 

(2.45) 

Da expressão ( 2. 45) concluímos Que: 

(2.46) 

Se TCN for positiva, indica que a função <!!(E) cresce 

nessa direção e. portanto, crescemos o t até o seu próximo limi­
tante. 

Caso contririo devemos parar com a Busca Uni direcional, 
pois não haverã mais crescimento do valor da função <li{~). 

Desenvolvimento análogo poderia ser apresentado para o 

lQ CASO citado anteriormente onde, os valores atribuídos a t se 
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riam negativos. 

As expressões obtidas são idênticas ãs do 3Q CASO, a me­
nos de variações nos valores críticos correspondentes. Também aqui 
são vãlidas as mesmas observações quanto ãs TAXAS DE CRESCIMENTO 
da função ~(E) lembrando porém que elas são, em princípio, NEGA 
TIVAS, conforme a figura ilustrativa do lQ CASO. 

- COMO ~ PREPARAR~ UMA NOVA ITERAÇAO 

Tudo o que foi apresentado, é justificado para uma ite­

ração Entretanto, quando não é possível garantir o crescimento 
da função ill(.~.) • devemos passar para outra iteração. com a finali 
dade de buscar esse aumento. 

Ao final de uma iteração, existem dois casos 
para a preparação de uma nova iteração: 

possíveis 

19 CASO: Houve mudança de 5olução bisica sem haver mudança de base. 

Nesté caso, dévémos recalcular o valor das variiveis bi­
sicas através da expressão (2.15) • recomeçando todo o processO 
iterativo. 

20 CASO: Houve mudança ·de base. 

Neste caso. supondo que a variivel não bisica que entrou 
na base seja a variável s, sE:J • a variável s terã sua Inclina­
ção de Referência igualada a uma das Inclinações da função f 5 (xs}• 
podendo com isso issumir valores dentro do seu Intervalo de Defini 
Ção. _ 

A variivel r, rd , que tornou-se não-bisica 
Inclinação de Referência situada entre duas Inclinações 

terã sua 
da função 

fr(xr) , adjacentes a um valor crítico, tendo assim a variável xr 
um valor determinado. Faz-se então um ptvoteamento no elemento 
Ã~ que é não nulo, recalcula-se o valor da nova solução bâsica e 

reinicia-se o processo iterativo. 

TEOREMA: 

A partir do instãnte em. que não fõr possfvel aumentar o 
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valor da função ~{R) de acordo com este processo, temos garanti­
da.a existência de uma SOLUÇ~O B~SICA FACT!VEL e 0TIMA. 

DEMDNSTRAÇJ\0: 

temos 
No processo, caminhamos de ~ em .2. de modo que sempre 

garantido que m componentes x., jEI tenham suas Inclina 
J -

ções de Referência 

Calcula-se !i. 
coincidentes com uma Inclinação da funçio fj(xj). 

Se· 4>(E.} não pode mais crescer nas m exploraçõ~s uni­
direcionais do tipo: 

• E. • E. + t v -r rei 

é porque temos para cada var1 ãvel bãsi c a o 2Q CASO , referente a 

fórmula (2.32) . 

donde 

•• 
• (J'. + t v ) -r 

d < X + < d 
k. ,r r k+l ,r 

e consequentemente: 

r <I 

• r <I 

i solução básica, factfvel e, de acordo com o ftem c da pig~nalO, 
também ótima. 

Em outras palavras: 

Min F(.!!_) 
xES 
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isto i, o par de problemas duais (P) e .{D) n~o apresentam "gap• de 
dualidade. 

ALGORrTMO 

PASSO 1: Escolhe-se uma base I inicial. 

PASSO 2: Determinam-se os t-rechos de -localização 
icl . Determinação do v·alor de c 1 

das variáveis x i • 

-k 

PASSO 3: Calculam-Se os valores de Zj, v j, de modo que 

. . 
PASSO 4:· Determinam-se os valores das variáveis 

PASSO 5: Calcula-se o valor das variiveis bisi.cas + 
!x . 

c I 
-k 

PASSO 6: Calculam-se as Taxas. de Crescimento referentes i base I e 
escolhe-se como variável bãsica candidata a so·frer altera 

çoes a de maior TC. 

Se TC max ~ b + A solução obtida i õtima 

Se TC max > O continue, .. 

PASSO 7: Identifica-se para onde tende a girar a Inclinação de Re­
fer~ncja da variável básica escolhida. 

PASSO 8: Calculam-se oS valores limitantes de t para a variável 
bãsica escolhidã e todas as não básicas. 

PASSO 9: Escolhe-se o menor limitante de t • 

Se tmin é ilimitado~ o Problema Primal não possui solu­
ção factível. 
Caso contrário continue, 

PASSO 10: Calcula-se a nova TC para a variável correspondente ao 

tmi n · 
Se para esta TG à~(t) ainda. aumenta, redefine-se 
lor da variável, calcula-se o seu novo limitante de 
vã para o PASSO 9, 
Caso contrário identifica-se a variável escolhida: 
Se for bãsi c a vã para o PASSO 5 

o va 
t e 

Se for não básica faça mudança de base, pivoteia no ele­
mento correspondente e vã para o PASSO 5, 
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CAPITULO 3 

EXEMPLOS DE APLICAÇ~O E INTERPRETAÇ~D GEOMrTR!CA 

3.1 - INTRODUÇM 

Neste capitulo apresentaremos u~ diagrama de bloco sim­
plificado para o a1goritmo desenvolvido no capítulo 2, um exemplo 
de aplicação do método com todos os testes realizados quant~ ãs so 
luções e uma interpretação geOmêtrica para o mêtodo estudado. 

3.2 - DIAGRAMA DE BLOCO SIMPLIFICADO DO ALGOR!TMO 

Inicialização 
. (Passos: 1,2,3,4) 

. -. 

-, + Ca culo de ~I 

(Passo 5) 

.Escolhe x 
r' 

n;I, como 

a variável de maior TC 

(Passo 6) 
1 

Solução ótima 

do Problema ~ 
TC 

(S;lução tipo Cl) . 
> 

Identifique para on4e 

tende a girar *r z • r< I 

(Passo 7) 

t > o t < o 
<!> ( 
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" 
escolhe o ~enor linitante 

r ------~-1 para t. t ... min{t, t., V j €: J} 
ml.n r J 

(Passos: 8 e 9) 

o prohlentt Primai 
Não -

,cco~nao possui soluçao 
finito? FactÍvel 

Sim 

Calcule TC para a variável 

(PASSO 10) 

----

lld>(t) aunenta? 

SÍI't 

Redefine o· valor da 

variável e calcule 

seu noyo t 

Não A variâve 
>----( escolhida 

- bâsica? 

Não 

Faz 

Pivoteamento 

Sim 

1 

Os passos mencionados no diagrama de bloco acima se referem 
ao algorltmo apresentad~ nd capitulo anterior. 
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3.3" EXEMPLO DE APLICAÇ~O 

O exemplo padrão que abordamos foi inspirado num proble­
ma encontrado no cap1tulo 7 de YOUDINE [2], resolvido atravis do 
método Primal-Simplex. Tal exemplo apresenta certas particularida­
des conforme mostraremos no desenvolvimento deste parãgrafo. 

Seja o PLP: 

8 
Mini·mizar F(.'!) = .l fj(xj) 

J =1 

sujeito a: 

1 "2 3 "1 5 "3 1 "1 TO 

3 1 "1 2 2 "2 -3 4 8 

!~ ( 3. 1 ) 
-2 1 1 o 1 1 . . o -2 7 

' 5 -4 o 3 -2 o -1 o 5 

XT = (xl' x2 '- x3' x4' xs• x6' x7' x8J 

o • XT .;; 4. o .;; x2 .;; 5, o • x3 ~ 6. o .;; x4 .;; 50 

o • xs • 2, o. x6 ~ 200, o • x7 .!: 7. o .;; x8 • 5 

onde as funções fj(xj) sao definidas como: 

-8 x1 o • x, ~ 1 

-5 xl - 3 1 • x1 • 2 

fr(x1) = ( 3. 2) 
-4 xr - 5 2 • xr • 3 

-2 XT - 11 3. XT • 4 



-9 x2 

-7 x2 -2 

f2(x2) = -6 x2 - 4 

-5 x2 - 7 

-3 x2 - 15 

! 

-a. x3 

f3(x3) = -4 x3 - 8. 

-x3 - 23. 

f4(x4) = -6 x4 

I 
-a x5 

f5(x5) = 
-5 xs - 3 

= 

I 

-a x7 

f7(x7) = -7 x7 - 2 

-5 x7 - 10 

-11 X a 

-10 xa - 1 

fa<xal = -a xa - 5 

-5 xa - 14 

-4 xa - 1a 

39 -
o~ xz .:s 1 

1 ~ xz ~ 2 

2 $ xz .:$ 3 

3 ~ xz :s 4 

4 $ xz -!: 5 

o ~ x3 .:$ 2 

2 ~ x3 ~ .s 

5 ~ x3 ~ 6 

O $ x
4 

~ 50 

o $ x5 $ 1 

1 $ xs :s 2 

0 :S X~ ~ 2 

2~x 6 ~200 

o $ x7 $ 2 

2 $ x7 :S 4 

4 $ x7 :S 7 

o$ x·a :s 1 

1 $ Xg ..:$ 2 

2 $ Xg ,S 3 

3 $ Xg ..:$ 4 

4 ~ Xg ~ 5 

(3 .3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3. 6) 

(3.7) 

(3.a) 

(3.9) 
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As inequações {3.1) foram completadas com variáveis de 
folga x9 , x10 • x11 • x12 ãs quais atribuimos os seguintes limites: 

1=9,10,11,12 

As contribuições dessas variãveis na função objetivo não 
influem no seu valor pois estaremos supor.do linearidade e com in­
clinação c~"' o • para j = 9, 10, 11, 12. 

Numa primeira solução partimos da seguinte soluçao bãsi- · 
ca não factlvel (~ = ~ 1 ) 

Variãveis Básicas: 

T 
~I = (636, 294, -188, -134) 

T .!,) = {4, 5, 6. 50, 2, 200, 7, 5) 

com F(~ 1 ) = -2076 

Chegando a uma solução ôtima dada por (~ = ~ 2 } 

Variãveis Básicas: 

T 
~I= (18, 13.333, 63.333, 5.333) 

T 
~J = (4, 5, O, 2, 7, 5, O, O) 

cujo valor da função objetivo é: 
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Numa segunda solução partimos da seguinte Solução aãsica 
Não Factivel C,~ = .~_3) 

~I= (292.675, 223.766, 168.584, -252.104) 

~'"" (0.·200. 7, O, O, O, O, 200) 

Com f(~ 3 ) • ·1647 

Chegando a uma solução Õtima dada por (! = x4) 

Variâveis Bãsicas: 

~r= (16. 11.333, 51.333 •• 5.333) 

~ = (4, ~· 2, 2, 7, 5, 0_,_0) 

cujo valor da função objetivo e 

Note que ~ 2 e ~ 4 embora sejam soluções distintas para 
o problema (PLP), fornecem um mesmo valor para a função objetivo, 
F{x) = -323. Isto caracteriza a existincia de uma solução mGltipla 
para o problema (PLP}, o que pode também ser comprovado ao avalia~ 
mos a Inclinação de Referência da Yariãvel x3 , z 3 , que coincide 
com a Inclinação C~ da função f 3(x 3}: z3 = c: = -8. 

A constatação de uma solução múltipla para o (PLP}, como 

estamos tratando de um método dual 9 implica em uma degenerescência 

' 
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para o problema Dual. 

Graficamente terlamos o seguinte; 

j f; J 

I . 

-, 

A partir dai, com alterações em ct . podemos chegar a: 

f. (x,) 
J J 

'\,; 

/ 

---(/ 

~ modificação 1 

original 

~ I'!Odífi.cação 2 

I 

j E: J 
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Este procedimento foi usado -na resolução do (PLP), par­
tindo das seguintes alterações: 

-

- modificação 1 - tomar 

- modificaÇão 2 - tomar 

c3 = -1 o 

Para a IJIOdificação 1, ·concluimos que: 
I 

- Partindo da Solução Bãsica 
outra ·x = ! 3 • chegamos a 
por:. 

Variiveis Bãsícas: 

Não Factfvel x = x1 

mesma solUção õtima 

T -"-! = (18, 13.333, 63.333, 5.333j 

T 
~"' (.4, 5, O, 2, 7, 5, O, O) 

com F(~) = ·323 

Para a modificação 2, concluímos que: 

e da 

dada 

Partindo da Solução Bãsica Não Factivel x = x1 e da 
outra _x = x3 , chegamos ã mesma solução õtima dada 
por: 

Variáveis Básicas: 

T -"-1 = (16, 11.333, 51.333, 5.333) 
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T 
~J = (4, 5, 2, 2, 7, 5, O, O) 

com F(.!!_) = -325 

Resolvemos a seguir o seguinte problema: 

Minimizar F(.!!_) 

sujeito á: 

1 -2 3 -1 5 •3 1 -1 1 o o o 10 

3 1 -1 2 2 -2 ·-3 4 o 1 o o ·8 

-2 1 1 o 1 .1 o -2 o o 1 o X = 7 

5 -4 o 3 -2 o -r 1l o o. o 1 5 
• 

21 -13 4 15 4 -4 -9 1 1 2 3 4 67 

onde cada f.(x.) e dada por (3.2) 
J J 

(3.9) e para j = 9,10,11,12 

como exposto anteriormente. 

A resolução deste problema nos levou a uma Redundância, 
o que era de se esperar uma vez que a Gltima linha e uma Combina-
çao Linear das demais. 

Um outro •xemplo foi resolvido a partir do anterior com 
uma alteração na Ultima linha, onde apenas o elemento cOrresponde.!!_ 
te ao vetor b não obedece a combinação linear proposta no exem­
plo anterior. 

Assim, tivemos: 

Minimizar F(.!!_) = 
12 
l: 

j = 1 



' 
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sujeito a: 

1 -2 3 -1 5 -3 1 -1 1 o o o 10 

3 1 -1 2 2 -2 -3 4 o 1 o o 8 

-2 1 1 o 1 1 o -2 o o 1 o X • 7 

5 -4 o 3 -2 .o -1 o u o o 1 5 

21 -13 4 15 4 -4 -9 1 1 2 3 4 -68 

Esta alteração no problema nos levou a uma Solução Não-
Factlvel para o problema Primal. 

Resolvemos a inda um outro exemplo com alterações no sis~ 

tema original (3.1): 

11 
Minimizar F(~) = r fj(xj) 

J=1 

sujeito a: 

1 -2 3 -1 5 -3 1 -1 10 

3 1 -1 2 2 -2 -3 4 8 

-2 1 1 o 1 1 o -2 X ~ 7 (3.10) 

5 -4 o 3 -2 o -1 o 5 

-7 4 -3 -4 -6 4 3 -1 -32 

onde cada fj(xj) é dada pOr t3.2) - (3,9}. 

As inequações (3.10} foram completadas com variâveis de 
folga x9 • x10 , x11 • x12 , x13 as quais atribuimos os limites: 

i"' 9, 10, 11, 12, 13 



' 
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cujas contribuições não influem no valor da função obje-
tive pois supomos 
de inclinação cJ 

o 

que as ~unções destas variãveis 
=o. j = 9, 10, 11, 12. 13. 

são 1 ineares e 

A resolução deste problema nos levou a uma Solução Não­
Factível para o problema Primal. Note que no sistema de inequações 
(3.10), se tivéssemos tomado a Ultima linha como a soma dos demais 
te riamos: 

(7 -4 3 4 6 -4 -3 1)]!.~30 

entretanto tomamos: 

(7 -4 3 4 6 -4 -3 1) X ~ 32 

para termos caracterizada uma Infactibilidade para o problema. 

Assim, pudemos testartodos os tipos de soluções possl-
Veis para o problema~ 

3.4 - INTERPRETAÇÃO GEOMtTRICA 

Pelo que foi apresentado no capitulo 2, pudemos observar 
uma Interpretação Geométrica interessante.para o mêtodo desenvolvi 
do. 

Do desenvolvlmento que Precede as equaçoes (2.31)e (2.32) 
verlfica-se facilmente que: 

Da dedução· de (2.15) tambêm pode se escrever: 

J 1 + 
b - A .Qk • J "' A . ~I 

donde se conclui que: 

• • o (.J?. + t :!,J = • (.J?. ) + t :!r J1 
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sendo .2. 
[1]. Este 
A 1 • que 
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o sub-gradient~ da função ~(E) * no ponto ~ = ~ , LASDDN 
vetor pode ser colocado em termos dos vetores colunas de 

constituem urna base para o espaço no qual se define E 

Ass fm: 

J! = 

2 r. m) A •... A ... A 

m 

x• 
m 

< Ai + r + o '. 't +A (xr - •r(t)) 
i= 1 
i~r 

onde o vetor resultante da somatõria da equaçao (3.11} pertence ao 
espaço nulidade de ~r.J({.!r} , sendo, por um teorema clássico da 
}ilgebra Linear, NOBLE [6], ortogonal ao mesmo. 

Dai, conclulmos que: 

* •(~ + t v ) = •("*) + t v Ar(x+ - x0r(t)) -r ~ -r r 

Assim, um vetor na direção de -Ar faz o p_apel do gradi· 
ente de cf.l(.E.) , com as seguintes propriedades.: 

- em cada ponto de quebra que permite uma continuação da 
busca, haverã uma diminuição do seu mõdulo. 

- no ponto de quebra que determina o fim· de cada itera~ 

ção, haverá uma inversâo no sentido do mesmo. 
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- a direção conserva-se inalterada dentro de uma 
iteração. 

Graficamente, para duas dimensões, teriamos: 

4 

3 

... 

mesma 

Na figura acima, os pontos 1, 2, 3 são pontos de quebra 
intermediãrios; o ponto 4 e o Ültimo ponto de quebra da busca na 
di re.ção v -r 
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CAPITULO 4 

PROGRAMAÇ~O LINEAR POR PARTES 

4.1 - INTRODUÇ~O 

Neste capitulo faremos uma 
Linear por Partes (PLP), do método de 
PLEX. 

apresentaç-ão da Programação 

resolu~ão do tipo PRIMAL-SIM 

Sobre o termo Programação Linear por Partes entenderemos, 
neste capltulo, o conjunto de métodos para o cãlculo do mínimo de 
uma função linear por partes convexa, definida _sobre um poliedro 

convexo. 

A Programação Linear por Partes pode ser vista como um 
ramo intermediãrio entre a Programação Linear e a Programação Con­
vexa. Veremos aqui que a Programação Linear por Partes tem seu me­
todo de resolução como sendo uma _generalização do mêtodo PRIMAL-. 
SIMPLEX. 

4.2 - APRESENTAÇ~O DO PROBLEMA QI PROGRAMAÇ~O LINEAR POR PARTES 

Um problema geral de Programação linear por Partes pode 
ser colocado sob a fnrma: 

Minimizar F(_><_) ( 4. 1 ) 

H(_><_) $ o (4.2) 
(A) 

sujei to a: A X = b ( 4. 3) 

X < R ( 4. 4) 

onde R e um poliedro convexo e H(!) e uma função vetorial do tipo: 

... ' h (X)} m - (4.5) 

e F(~) e h 1 (~) (i = 1,2, •.. m) são funções convexas lineares por 
partes. 

Vamos considerar um caso particular do ~roblema (A) do 
tipo: 



(P) 
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Minimizar F(x} = 

sujeito a 

n 
r 

j·l 
(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

com A(m, n) de "rank" m, 2!{n~ 1), .!?_(.m, 1) e fj{xj) linear por 

partes, tal que: . 

a.ad . dl • 
J o ,J ,J 

cJ x 
o j 

I 

d2 • ,, . ... 

crj
1
.) (x.-d. ,·l+fj(d, jl 

J ... j. ...j • 

. ---' 

a.~x-~dl J J J • 

( 4. 9) 
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ou 

cJ 
o 'J "J ~ xj ~ dl ,j 

fj(xj) 

com 

e 

• • 

cJ • 
k 

gk . .J 

cJ 
I 'J + 91,j dl • j " • ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

CJ xj + 91. ,j d,_ • ~ 
'J J 

j .J 

cJ + 
k 

O"~ ·i í com > o e o i= 1 1 

• • f.(dk .) -
J .J 

Cj d 
k k,j 

4.3 - MrTOOO ~ RESOLUÇ~O 00 PROBLEMA lfl 

xj ..$ d2,j 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

·Xj " aJ 

k • o • 1 ••••• 

(4. lO) 

'J (4.11) 

(4. 12) 

Como este mêtodo ê uma extensão do mêtodo Primal-Simplex 
para Programação Linear._ caminhamos sempre de Solução Bâsica Fac-ti 
vel para Solução Bãsica Factivel. 

-x ::: x+ denotarã um valor bâsico assumido po·r x ao re­

solver o sistema A x = b 

Ass~m. de A x ~ b temos: 

I -1 J 
- (A ) A x -J 

(4.13) 

com 
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Uma Solução Bãsica: 

(4.14) 

serã factlvel, quando alim de satisfazer A x: b tivermos tambim 

Convêm lembrar que a uma base pode corresponder vãrias 
Sol~ções Bâsicas. 

A Solução Bãsica x serã não-degenerada se x., iel, não 
. 1 

coincide com nenhum dos seus valores crlticos: dk,i < x1 < .dk+l,i' 

Diremos que o problema (P) ê não-degenerado se cada uma 
de suas Soluções Bãsicas Factiveis for não-degenerada. 

NÕs nos l)mitar~mos ao exame de problemas não-degenera-
dr1s. 

+ Uma vez determinado o valor de ~I =!.r • dado em (4.14), 
e desde que sabemos Ser factivel, podemos determinar o Intervalo 
de Definição de cada x;, ie:I , e consequentemente a Inclinação ci 
naq~ele intervalo da função f;(~ 1 ), iei. 

Sendo .2.. um Vetor (1, ·m), para qualquer x factlvel." o 
problema (P) e equivalente a: 

( p' ) 

Minimizar:.F(,~)-.E. ~ 

-"1 +- AJ 
s.a 

a ~ .!~ 

-"J • 

.ê. 

b 

Ai x.)+ E {f.(x.)-p Aj 
, jE:J J J -

denominado INCLINAÇKO DE R~FERtNCIA. 

Temos assim que (P) e (P') terão o mesmo conjunto de 
Soluções Factiveis e os valores de F(_!) em (P) e em (P') se­
rao os mesmos para um mesmo x factivel. 
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Vamos então escolher um vetor R: R+ , correspondente ã 
Solução Bãsica Factlve1 x = ~+ , de forma que: 

+ z+ I • .2. AI I 
• fk 

Logo: 
I -1 .2.+ • c I 

-k (A ) 

' De (P ) , podemos ainda escrever que: 

.r 
ld 

gk • + 
' 1 

r 
jeJ 

- z+J 

A expressao (4.16}, embora vãlida apenas para 

< dk+l,i' ie:I, tem a 
veis não bâsicas 
variação de ·F(~} 

-xj' 
em 

vantagem de apresentar-se em termo 
je:J , permitindo assim uma anãlise 
torno de x = x+. 

(4.15) 

(4.16) 

dk,i < xi 
das variã 

local da 

Note que podemos proceder esta anâlise examinando separ! 
damente cada uma das parcelas {fj(xj) - z+j ~j} 

por 

Assim. para um certo je:J , quanto aos valores assumfdos 
podemos ter 3 situações: 

f.(x.) 
J J . 

xj 



f. (x.) 
J J 

f .(x.) 
J J 

j 
"k-1 
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+ •. -"" . J ' .J 

•; 

X 
J 

Com isso mostraremos que na situaçio (a), podemos dimi­
nuir o valor de F(~) • atravês de um aumento no valor de x. = x:. 

. J J+ 
Na situação (b) diminuiremos F(x) diminuindo o valor de xj = xj 
e na situaçã~ (c) não podemos diminuir o valor de F(~) com alte­
rações em xj. 

- Seja x = x+ uma Solução Bâs1ca Factlvel para o pro-
' blema (P ). 

Seja x um vetor tal que: 

com E..) suficientemente pequeno. 
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De A X = b • temos que: 

+ -J 
2!.1 = 2!.1 - A !,] 

Então: 

F(!!_) + .r .r + 
ej) z+jlx~ e j) l (4.17) - R .!! = 9k,i + {fj (xj + - + 

ld Jd 
. J 

onde: 

l K: 1 

se ej > o 
com Y (e j) = (4.18) 

se ej < D 
. 

. ----

F(!!_) - R+ b .r r + z+j + .r (Cj - z+J) = gk . + {f.(x.) - xj} + ej 
ld • 1 jE:J J J JcJ y 

Portanto: F(x} (4.19) 

e como a 
função F(!) e convexa, um ponto de minimo local é ponto de mlni­
mo global; est.a anãlise e facilitada pela separabilidade apresent!_ 

da em (4.19): cada termo (Cj- z+j) ej 

Como estamos procedendo a uma anil i se local, 

- y 
pode ser tratado indepe.!!. 

dentemente. 

Assim, se para qualquer jcJ , um dos termos (C~-z+j) e:j 

for negativo teremos: 

-e:.> o 
J 

e 

Sendo ~ > o -+ cJ "" cJ 
'j y k 

Então teremos: C~ e caimos então 
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na situação (a) apresentada anteriormente~ onde podemos diminuir 
F(~) com o aumento. do x+. correspondente j 

(b), onde 

pendente. 

e 

Sendo 

cJ · z+J > o 
y 

Então: c~-l - z+j > o + z+j < 

podemos diminuir" F~) com a 
C~-l e caimus na situação 

+ diminuição do xj corres-

j +. 
Se ocorrer qae nenhum dos termos (C - Z J) e. seja ne 

. ·+1 J 
gativo, teremos que para todos jeJ , (C~ - Z l) Ej > O. Não consi 
deraremos o caso de igualdade pois estamos partindo da hipõtese de 
nao degenerescência. 

+ c~-1 

Temos que analisar os casos ej >O e ej < O. 

Para Ej > O~ teremos: 

cJ z+i > o 
y 

Para o caso em que ej 

Z+J < o ~ z+l cl 
~ > k-1' 

< o ' 
j . 

C
1 

- z+J < O 

Dal tirarmos o critério de otimalidade do problema {P): 

(4.20) 

que ê a situação onde F(~} nao pode ser diminuida por qualquer 
variação de xj , jcJ. 

Assim, partamos de uma Solução Bãsica Factivel de {P). O 
mêtodo de resolução consiste em um nUmero finito de iterações, on-
de cada iteração ê constitulda de duas etap·as: 

1ª ETAPA: Teste de otimalidade da Solução Bãsica presente. 
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Se Õtima, fim 

Se não, 2~·ETAPA 

2ª ETAPA: Parte-se para uma nova Solução Bãsica que dimt 
nua f(.'!_)· 

4.4 - DESCRIÇ~D EM DETALHE~ UMA ITERAÇ~D: 

[ ~; ] . 
Seja x = ~+ "' .uma Solução Bãsica Fac"tivel de {P). 

~· 

Primeiramente devemos verificar se x = x+ e solução 
Õtima do problema (P) . Para tanto, basta verificarmos se são sa­
tisfeitas as condições de otimalidade dadas em (4.20), 

Atê então estamos tratando com + 
xj = 

preocupando com os casos k = o ~· k = tj+l. 

dk . , j€J, não nos 
.J 

Para estes casos podemos dar a seguinte Interpretação 
Grâfi c a:' 

a) k • O 

-\ 
\ 

\ 

\ 
\I 

I 

+ x, .• •,· .. d • O,J 

+' z J 

C
j . +j 

> z 
o 
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b) k • 'J+l 

f.(x.) 
J J 

I I ,, 
' I 

r 
' 

- d • i.+l,J 
J 

Conforme mostramos em {a) e (b), se fizermos: 

e 

podemos representar o critêrio de otimalidade apresentado em (4.20) 
por uma Ünica expressãÕ: 

Cj 
:; k para k.=l ,Z , •.. ,f.j (4.21) 

Assim, para 

ficiente calcular os 
verificarmos a otimalidade de x = x+ e su-
Z+j . J "f" . f (4 21) , JE , e ver1 1car se sat1s azem . . 

Se todas as desigualdades se verificam, x = x+ é solu­
çao Õtima de (P). 

Casp contrãrio, x = x+ nao ê solução Õtima de {P), e 
devemos prosseguir no sentido de minimiz~r F(~). 

Neste processo vamos.impor uma 
que provoque a modificação de apenas uma 

variação de x+ , de modo 
- + 

componente do vetor ~J=~J' 

Com isso teremos a alteração 
z+r) er• reJ, que serã escolhida 

a maior TAXA DE DECR!SCIMO. 

de apenas uma componente 
(Cr -

y 
cio na 

como aquela que nos propor-
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Note que as demais componentes 
permanecem inalteradas. 

j +j 
{Cy- Z ) "j' joJ e j/r, 

Neste parãgrafo faremos um estudo detalhado para a SITU~ 
Ç~O a apresentada no parigrafo anterior em que: z+r > c~ > C~-l, e 
apresentaremos as equações correspondentes ã SIT1/AÇ;!:O b onde 
z+r < cr < cr , cujo desenvolvimento e anilogo ao que seri apre-k-1 k 
sentado para a SITUAÇ~O a. 

ESTUDO DA S!TUAÇ~O a 

'\,r X 
r 

Nosso objetivo ê encontrar uma nova solução bãsica facti 
vel para o problema (P}, que nos forneça um valor de F(~} menor 
do que o dado anteriormente. uma vez que o objetivo ê 
F (><J • 

Assim: 

Seja ~{e:) um vetor tal que:. 

xj • Ar 
j • j~ r 

.!!. (.) = X. + 
J • j=r e joJ 

xj jE:J-{r} 

minimizar 

'(4.22) 
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que também pode ser visto sob a fo~ma: 

~I 
-r -A 

~(<) • X -r + < 1 

~J-{r) o 

Dai podemos concluir que: 

a) ~-(e) ê uma solução factivel para e positivo e suficientemente 

pequeno. 

b) xr tende para dk+l.r 

c)seÃr>O s 

-r 
d)·se A,= O 

se!, temos que x5 tende para dk.s 

s€I, temos que x5 ~ insénsivel ao aumento de E. 

-r 
e) se A5 < O , se: I, temos que x5 tende para dk+l,s 

Temos, portanto, {m+l) possiveis limites de e a serem al 
cançados. 

A expressão: 

AF(~) = F(~} - F(~+} = {C~ - z+r} e deixaria de valer logo que um 
deles fosse alcanÇado. 

A limitação do crescimento de e pode ser dada pela variã 

vel r ou por uma variãvel bãsica. 

Devemos tomar e = min {!;:r' e:; V i E 1}. 

Vamos analisar separadamente o.s dois casos: 

A) A limitação do crescimento de e ê dada pela variãvel r. 

xr{e::) = dk+l.r 
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"r = dk+l,r •r 

"r = dk.+l, r - d k,r (4o23) 

B) A limitação do crescimento de e é dada pela variãvel s~ SEI 

Temos aqui dois casos a analisar: 

B 1) Ãr >O 
o s 

·r 
B o 2) As < O 

B o 1 ) p;r 
s > o + x

5
(o) = dk,s 

•• - "s 
p;r = dk ,s s 

•• - dk,s 
< = s ·r 

As 

( 4 o 24) 

(4o25) 

Dada a diminuição de F(~) • devemos verificar o que 
acontecerã apõs um Ponto Critico na função F(~) , se continuarmos 

aumentando o valor de e. A idéia e continuar o crescimento de e de 
forma a concluir a transição situação a + situação c. 

O que vai ocorrer apõs o Ponto Critico dependerã do tipo 
de Ponto Critico verificado·. 
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lQ TIPO)~ O valo~ Crítico ê dado pela variãvel r. 

f (x ) 
r r 

f (x ) 
' ' 

se AF ::> O 
' 

Então: 

3 e: 1 > o tal que: 

0 1 = dk 1 - dk + , r • r 

e 

~+1 0 s 

c r 
k+ 

d . 
k+2,r 

., z 

V h: I 

r e J 

X 
r 

_.I 

x, 
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Devemos 
de 

testar o comportamento da função para um pequeno 
acrêscimo 

t bom lembrar que quando a limitação de 
variãvel r 

r 
valer ck+l 

Z+r 
~ permanece inalterado enquanto 

passa de d para k,r 

e e dada pela 

o cr passa a 

dk.+l:r uma vez que 

Assim, chamando: TDN = Taxa de Decréscimo Nova 

TOA = Taxa de Decrêscimo Antiga, 

TOA. r , ck·- z+r 

TDN r z+r = ck+ 1 -

Então, TDN = TOA + r 
0 k+l (4.26) 

-Caso esta TON ainda seja negativa, isso indica que 

podemos aumentar o valor de E: ate o prõximo limitante que estã 

garantido uma diminuição da função F(;). 

Se esta TDN for não negativa, devemos parar com a Bus­
ca Unidimensio~a1. pois nao haverã mais diminuição da Função F{~). 

No caso de ocorrência do lQ TIPO. o valor de z+r perm! 
nece inalterado e a diferença entre c~- e z+r diminui porque a 
nova diferença seri (C~+l - z+r) , que i menos negativa que a di­
ferença anterior (C~ - z+r) . Com isso, z+r estã mais prõxima das 

.Inclinações Adjacentes a um dado valor critico, caminhando assim 
para a OTIMALJOAOE (SJTUAÇAO c) 

2Q TIPO): O Valor Critico é dado pela variãvel s, sei. 

Aqui. como jã 
em consideraçio o sinal 

mostramos 
de Ãr 

s 

Tomemos então o caso 

anteriormente, ternos que levar 



Então: 

f (x ) ' . 

~-l,s 

r c,;_, 

/ 
/ 

3 e: 1 > O tal que: 
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'\,r 

- -~----

' z' 

d 
k+l,s 

z•• 

'r 

X 

' 
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• • iE:I-{s} 

Devemos testa~ o comportamento da função para um pequeno 
acréscimo de E] • 

Aqui, - bom lembrar dada limitação de pela va-e que • E 

riãvel sd • o c r = c r 
k nao se altera. estando a alteração ver i-

fi cada em 

mas, 

Assim: 

ou seja: 

z+r y 
pois: 

+r 
(Z >antigo = (C!) . 

-k antigo 

(z+r) (C!) Ãr 
novo = -k novo 

I · s 
= (fk)antigo- (0,0, ..• , crk' 0 .•• 0) 

- +r -- +r\ s -r 
Entao: {Z >novo = (Z Lantigo - O'k As 

o~ (4.19) temos que: 

TDN 

TDN 

TOA 

TDN 

(z+r) 
antigo 

= cr cz•r) 
k. novo 

. +r 
= TOA + (Z >antigo (z+r) 

novo 

( 4. 27) 

(4.28) 

Caso a TDN seja negativa, in.dica que podemos crescer e 
até o prõximo limitante que temos garantido uma diminuição em F(~}. 

Caso contrãrio, paramos com a Busca Unidimensional pois 
nao haverã mais diminuição no valor de F(~) . 

Neste caso nao se altera, sendo que a alteraÇ"ão 
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e dada em z+r • que segundo a expressao (4.27) terã seu valor di­
minuldo, aproximando-se das Inclinações Adjacentes a um dado va­
lor critico, havendo com isso uma tendência de atingir a OT!MALI­
DADE (SITUAÇÃO c). 

Ainda no 2Q TIPO vamos abordar o caso 

f (x ) 
r r 

f (x ) 
' ' 

Cr 
k-1 

/ 

d 

d 
k-•r 

k ·' 

• 

zr 

c' 
k+l 

d k+l,s d 

/ 
/ 

k+2 ,s 

r < J 

z' 

' < I 

x,. 
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Para este caso temos que: 

3e 1 >O tal que: 

id-{S) 

Aqui teremos: 

<dlnovo (f_[lantigo + (O ,O, ••• , s O,. •. O) : 0 k+1' 

---~ ---

(Z+r) +r e = (Z >antigo novo 
s jir + (Jk+l s 

e de (4.19) teremos: 

TOA = c r 
k 

+r 
(Z >antigo 

TON = c r (z+r) 
k novo 

Logo: TON TOA s Ãr : - 0 k+l s (4.29) 

Se TDN for negativa, indica que a função F(~) decres 
ce para esse aumento de e1 e, então devemos crescer E atê o pr[ 
ximo limitante. 

Caso contrãrio paramos cqm a Busca Unidimensional, pois 
F(~) nao decresce mais com o aumento de E • 

Desenvolvimento anãlogo poderia ser apresentado para a 
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SITUAÇ~O b citada no prãgrafo anterior onde, os valores de e se­
riam negativos. 

As expressões obtidas são anãlogas as apresentadas para 
a SITUAÇÃO a, exceto pequenas alterações nos valores dos aj cor-

y -respondentes a cada caso. Também são vãlidas as mesmas observaçoes 
quanto ãs TAXAS DE DECRtSCIMO da função F(~) , lembrando porem 
que elas são, em principio, POSITIVAS. 
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