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Resumo

Dada uma superficie imersa em [R", n > 4, podemos associar a cada ponto
p € M uma elipse, chamada a elipse de curvatura de M em p, definida como sendo
o local geomeétrico de todos os pontos finais dos vetores curvatura das se¢des normais
a0 longo de todas as direcoes tangentes a M em p. O conceito de elipse de curva-
tura ja é incluido em [36] de Moore ¢ Wilson e amplamente utilizado por Little em
[24] para caracterizagio de propriedades geométricas de superficies em R*. Neste
trabalho estendemos o conceito para superficies imersas em IR™, n > 5, estabele-
cemos novas expressoes que podem ser obtidas para parametrizacOes quaisquer da
imersdo. Em certos pontos de M esta elipse pode se degenerar em um segmento
(pontos semiumbilicos de M), ou se degenerar em wm ponto (pontos umbilicos de
M). Através desta classificacao dos pontos de M estudamos os pontos singulares
de segunda ordem no sentido de Feldman da imersdo [11]. Analisamos casos lo-
cais considerando a parametrizacao da imersdo na forma de Monge, apresentamos
as possiveis elipses de curvatura através do paraboléide osculador associado & su-
perficie em um dado ponto. Alguns casos globais sdo analisados através da aplicagéo
de Veronese de ordem e dimensfo 2. Ainda por meio da classificagdo dos pontos
da superficie em termos da elipse de curvatura {degenerada ou nao) estabelecemos
condigbes para que uma superficie imersa em [R", n > 5, tenha contato de or-
dem > 2 com k-planos ou k-esferas, 2 < k < 4, em cada ponto. Estendemos as
nocdes de umbilicidade, linhas de curvatura e configuragdes principais relativamente
a direcdes normais em cada ponto da superficie, relacionando estes conceitos com
diregbes no subespaco normal determinado pela elipse de curvatura e o respectivo
subespago normal complemento ortogonal. Caracterizamos semiumbilicidade total
em termos de umbilicidade e configuractes principais. Definimos directes binormais,
assintOticas e convexidade local, fazendo um estudo andloge ao ja conhecido para
superficies em R* Introduzimos o conceito de direcio normal essencial, obtendo
uma caracterizacdo de convexidade local especial que nos possibilita determinar o
nimero de direcdes binormais (essenciais) e assint6ticas (essenciais) em cada ponto
da superficie. Finalmente, obtemos algumas conclusdes relacionando a existéncia de
imersoes regulares de superficies de ordem 2 (no sentide de Feldman) e a existéncia
campos normais essenciais globalmente definidos sobre superficies em R™, n > 5.
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Abstract

Given a surface M immersed in IR", n > 4, we can associate at each point
p € M one ellipse, called the curvature ellipse of M at p, defined as the locus of all
the end points of the curvature vectors of the normal sections along all the tangent
directions to M at p. The curvature ellipse has been included in [36] by Moore and
Wilson and used by Little in [24] to characterize geometric properties of surfaces in
IR*. Qur purpose here is to extend this concept to the case of surfaces immersed
in R™, n > 5. We establish new expressions for the curvature ellipse, which are
suitable for arbitrary parametrizations of the surface. At certain points of M this
ellipse may degenerate becoming a segment {semiumbilic points of M) or even into
a point {umbilic points of M). A classification of points of M is used to discuss
singular points of order two of the immersion in the sense of Feldman. Local cases
are studied through the Monge form parametrization of the immersion. The possi-
bilities for curvature ellipses are presented by considering the osculating paraboloid
- associated to the surface. Some global cases are analvzed through the Veronese map
of order and dimension two. Yet by means of the classification of the points of the
surface by its curvature ellipse (degenerated or not) we establish conditions that an
immersed surface must satisfy in order to have contact of order at least two con-
tact with k-planes and k-spheres, & < 4, at each point. The concepts of umbilicity,
curvature lines and principal configurations relatively to the normal directions at
each point of the surface are extend and related to normal directions lying on the
normal subspace determined by the curvature ellipse and the corresponding ortho-
gonal complement. Total semiumbilicity is characterized in terms of umbilicity and
principal configurations. The concepts of binormal and asymptotic directions and
local convexity are introduced and studied by analogy with to the well know case of
surfaces in IR*. We introduced the notion of essential normal direction and see that
this concept provides a criterion for determining the number of binormal (essential)
and asymptotic {essential) directions at each point of surface. Some conclusions
relating the existence of regular immersions of order two of surfaces in R*, n > 5,
in the sense Feldman to the existence that of essential normal fields globally defined
over the surfaces in [R™, n > 5, are then obtained.
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Introducao

Dada uma superficie M imersa em IR", n > 4, para cada p € M podemos definir
uma elipse associada a p no subespaco normal a M em p, denominada elipse de
curvatura, que denotaremos por n{f). Esta elipse é definida como sendo ¢ lugar
geométrico de todos os extremos dos vetores curvatura de secgdes normais ao longo
de todas as directes tangentes a M em p.

A elipse de curvatura foi incluida por Moore e Wilson em [36] onde fazem um
estudo da geometria de superficies em hiperespagos. Little em [24] utiliza as elipses
de curvatura para estudar a geometria das superficies em R*. Em [14], Garcia,
Mochida, Romero-Fuster e Ruas, retomam esta abordagem, consideram campos de
direcdes assintdticas e obtém resultados de natureza global, como a existéncia de ao
menos 4 pontos de inflexio para esferas genericamente mergulhada como superficies
localmente convexas de JR®. Little também mostra, em [24], que em imersdes de
subvariedades de dimens0es superiores, a elipse de curvatura é sempre uma variedade
de Veronese. J& para uma superficie M imersa em JR® ndo é dificil verificar que a
elipse de curvatura em p € M é um segmento radial ou um ponto em N, M.

Neste trabalho utilizamos a elipse de curvatura para estudar alguns aspectos da
geometria de superficies imersas em R® n > 5. Veremos que a elipse de curvatura
em um ponto p € M é completamente determinada pela segunda forma fundamental
da superficie em p. Assim, definimos a segunda forma fundamental de M em R"
segundo uma direcdo normal e estabelecemos o0s coeficientes desta forma quadratica.

Em seguida mostramos que de fato a elipse de curvatura definida como vetor
curvatura normal € uma elipse. Fornecemos algumas de suas expressdes, dentre
as quais destacamos a obtida pela parametrizacéo local da superficie na forma de
Monge.

Observamos que a elipse de curvatura depende apenas do 2-jato da imersdo da
superficie no ponto considerado; assim, definimos, localmente para cada p € M o
paraboldide osculador associado a M em p. Através deste paraboldide estudamos
a natureza da elipse, determinamos o cone que a contém e quais informacoes este
cone fornece.

Sabemos, pela construgao da elipse de curvatura, que n(f) em p estd contida no
subespaco normal, NyM, a M em p. Quando M é uma superficie imersa em ",
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n > 5, o (n—~ 2)-subespago N, M contém um r-subespaco E,, v < 2, determinado
pela elipse de curvatura. Além disso, esta elipse pode se degenerar em um segmento
(radial ou nfo) ou em um ponto (origem ou ndo origem) e aqul seguimos a nomen-
clatura introduzida por Montaldi em [33] e dizemos que p é ponto semiumbilico se
n(8) se degenera em um segmento. Se este segmento for radial, denominameos p de
ponto semiumbilico radial. J4 os pontos em que a elipse se degenera em um ponto
denominamos por ponto umbilico, sendo que se este ponto coincide com a origem de
N, M dizemos que p é ponto umbilico planar.

Definimos superficies totalmente semiumbilicas, aquelas em gue todos os pon-
tos a elipse se degenera, e apresentamos como exemplo a superficie de translagao,
que sob certas condigdes fornece exemplos de superficies totalmente semiumbilicas
substancialmente imersas em K™, n > 5.

Verificamos que, genericamente superficies imersas em R® nao admitem pon-
tos umbilicos, nem semiumbilicos radiais e os semiumbilicos ocorrem iscladamente.
Além disso, genericamente em superficies imersas em R, n > 6, a elipse de curva-
tura é sempre ndo degenerada.

No Teorema 1.9 utilizamos a decomposicao de M em subconjuntos de tipo
M, i = 0,1,2,3, estabelecida em {32}, para caracterizar os pontos semiumbilicos,
umbilicos e nao degenerados.

Neste primeiro capitulo também estudamos alguns exemplos globais obtidos por
imersoes dadas pela aplicagdo de Veronese de ordem 2. Aqui verificamos que a
superficie de Veronese de ordem 2 classica, £(.5%), é uma superficie homogénea, no
sentido que a elipse de curvatura coincide, a menos de um movimento rigido, em
todos os pontos, e mais, que esta elipse é um circulo contido em um plano que néo
passa pela origem.

Neste paradgrafo introduzimos o conceito de ponto 2-singular e imerséo 2-regular
no sentido de Feldman. Como verificade em [32], uma superficie imersa em IR°
¢ 2-regular se, e somente se, todos os pontos de M sdo de tipo M;. Facilmente
verificamos que este resultado se estende para imersdes de superficies em ™, n > 6.
Também mostramos que os pontos semiumbilicos sfo um caso particular de pontos
2-singulares.

Ainda, utilizando imersdes pela aplicacdo de Veronese e um resultado estabele-
cido por Costa em [11], descrevemos uma variedade grande de imersdes 2-regulares
de superficies compactas em R® e IR°, e detectamos degeneracdes da elipse de cur-
vatura nestas superficies.

No Capitulo 2 encontramos condigdes para que uma superficie imersa em R",
n > 5, tenha contato com k-planocs ou k-esferas, 2 < & < 4, determinando para
qual &k maximo ocorre tal contato. Estabelecemos estes contatos analisando em cada
ponto qual é sua classificaciio em termos da elipse de curvatura. Como estes contatos
serao avaliados através da elipse de curvatura, que por sua vez é determinada pelos
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2-iatos da imersdo, entdo estaremos considerando contatos de ordem > 2.

Na primeira se¢io definimos a aplica¢do de contato utilizando o trabalhos de
Montaldi {[33]) como referéncia bésica. Analisamos as singularidades de fungodes
altura e fungdes distdncia a0 quadrado para discutir contatos de superficies e hiper-
planos e superficies e hiperesferas. Em seguida estudamos os contatos de M com
k-planos e k-esferas determinando o k minimo para cada um dos casos em fungao
da classificacdo M; do ponto e do fato da elipse se degenerar ou nao.

No final do capitulo apresentamos uma tabela descrevendo em cada tipo de ponto
M; quals s8o as possibilidades de contatos com k-planos e k-esferas.

O Capitulo 3 é destinado ao estudo da extenséo de alguns conceitos cldssicos da
seometria de superficies em IR* {dire¢des principais, direcOes assintéticas, linhas de
curvatura, umbilicidade) para superficies imersas em JR", n > 5, relativamente a
uma dire¢do normal & superficie.

Verificamos que no espago das direcdes normais, N,M, as v-diregdes principais e
as v-direcdes assintdticas {raso existam) podem ser. determinadas através da elipse
de curvatura. Na verdade estas dependem da projegéo de v no subespaco £, no caso
de v-dire¢ao principal e da projecdo ¥ no cone determinado pela elipse no caso de v-
diregéo assintdtica. Também estabelecemos condigoes que determinam a existéncia
de v-direcbes assintdticas. Verificamos que no caso em que a elipse de curvatura é
um circulo as v-direcbes principais séo invariantes em £,

Mostramos que uma condi¢ao necesséaria e suficiente para a v-umbilicidade é que
a diregio v pertenga ao subespago normal E;. Observamos também que, embora
este resultado seja obtido aqui pela expressao da elipse de curvatura, ele também
segue diretamente da equagao das v-linhas de curvatura, estabelecidas por Ramirez-
Galarza e Sanchez-Bringas em[41], em termos dos coeficientes da segunda forma
fundamental segundo v.

Como conseqliéncia deste resultado ternos que foda superficie imersa em IR",
n > 5, admite um campo normal de umbilicidade. Além disso, p € semiumbilico se.
e somente se, M admite n—3 campos normais, linearmente independentes, definidos
localmente em p tais que M € umbilica em cada um destes campos em p.

Na segunda secac introduzimos a definicio de p-configurages principais de M,
que pode ser encontrada, para superficies imersas em JR?, em trabalhos cléssicos de
Cayley [7], Darboux [12], entre outros autores; e mais recentemente, para imersdes
de superficies em espacos euclidianos de dimenséo 3, no trabalbho de Sotomayor
e Gutierrez [19], e para imersées de superficies em IR* nos trabalhos de Gutierrez,
Guadalupe, Tribuzy e Guifiez |21}, de Ramirez-Galarza e Sénchez-Bringas [41], entre
OUIT0Ss.

Estudamos as v-configuracoes principais de M imersa em [R", n > 5. Verifica-
mos, através dos desenvolvimentos para determinar v-direcbes principais, v-diregoes
assintéticas e v-umbilicidade, que as dnicas dire¢bes normais que contribuem nas
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configuragdes principais de M em um ponto p sko aquelas gque determinadas pela
elipse de curvatura.

Verificamos que p ¢ semiumbilico se, e somente se, M admite uma Unica con-
figurag@o principal em p.

Um dos principais feitos deste capitulo é que caracterizamos os semiurmbilicos
de uma maneira alternativa, Definimos uma classe especial de campos normais,
que denominamos campos normais essenciais, que sao especlais no sentido de que
aportam todas as informacdes importantes com respeito ao conjunte de todas as
configuragdes principais possivels da superficie no ponto considerado. Mostramos
que semiumbilicos (e umbilicos) podem ser vistos como pontos criticos (v-umbilico)
das diferentes v-configuragdes principais essenciais.

Notemos que ¢ conceito de configuragao principal essencial aqui estabelecido,
estd relacionado com o fate de ter espage “ extra” em imersbes de superficie em
dimenstes superiores.

Finalizamos o terceiro capitulo apresentando alguns resultados relativos a semi-
umbilicidade total em superficies imersas em IR", n > 5, mostrados no arsigo [37],

gue aqul aparecem como conseguéncia dos resultados teoremas 3.13 e 3.17, tais
COMO:

M € totalmente semiumbilica se, e somente se, M admite n— 3 campos normais

localmente definidos para todos os pontos de M tais que M € umbilica relativamente
a cada um destes campos.

M é totalmente semiumbilica se, e somente se, M admite uma tnica configuragdo
principal

No trabalho de Chen [8], encontramos um resultado que diz que superficies em S5°
sdo totalmente semiumbilicas. Vemos, através da superficie de Veronese classica que,
em geral, este resultado néo é verdadeiro para superficies em S*. Apresentamos uma
hipétese adicional & este caso de maneira que o resultado se estende para superficies
em 4.

No Capitule 4 definimos diregdes binormais e direcoes tangentes assintéticas.
A diregao binormal é definida através do hessiano da funcfo altura em um ponto
p € M, mals precisamente dizemos que b € N,M é uma direcdo binormal se, e
somente se, a forma quadrética Hess{¢y(p)) é degenerada. Uma direcdo binormal
b determina um hiperplano H, = b~, denominado b-hiperplano osculador, que tem
contato com a superficie M em p maior do que os outros hiperplanos tangentes.

As diregdes tangentes em ker(Hess(d,(p))) sdo chamadas diregdes assintdticas.
Mostramos que se b é direcdo binormal, entdo a direcdo assintética associada a
b ¢ uma b-direcdo assintdtica, ou seja, que as direcOes assintéticas associadas a
uma diregao binormal sdc um caso particular das direcoes assintéticas definidas no
Capitulo 3, onde a diregdo assintética também é direc@o principal .
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Aqui procuramos uma analogia ac caso de superficies imersas em IR*, onde
o nimero de diregoes binormais e assintdticas pode ser determinado através de
condigbes de convexidade. Neste caso, de maneira geral, podemos ter infinitas tais
diregbes. Assim seguimos a defini¢do de campo essencial e definimos direcdo bi-
normal essencial, cuja direcio assintética associada é chamada direcdo assintdtica
essencial.  Verificamos que para cada ponto p € M existern no méximo duas
direcGes binormais essenciais em /N, M, e conseqlientemente no maximo duas direcdes
assintéticas essenclais.

Em superficies imersas em R* existe uma relacio entre a existéncia de direcdes
assintéticas e convexidade local. Como superficies genericamente imersas em IR".
n > 5, sdo localmente convexas em quase todos 0s pontos, isto nos sugere uma
exigéncia adicional para caracterizar uma convexidade malis estrita. Assim definimos
convexidade essencial e mostramos que esta convexidade é equivalente & existéncia
de direcoes assintdticas essenciais.

Finalmente utilizando o fato de que semiumbilicos 8o um caso particular de
pontos 2-singulares no sentido de Feldman. relacionamos a existéncia de imersoes
2-regulares com a existeéncia de campos normais essenciais globalmente definidos.



Capitulo 1

Segunda Forma Fundamental e
Elipse de Curvatura

Neste trabalho estaremos considerando superficies imersas em K", n > 5. Ini-
ciamos o capitulo relembrando a definigdc de segunda forma fundamental em uma
superficie A/ munida da conexdo riemanniana V induzida da conexdo euclidiana V
de IR*, n > 5, como podemos encontrar em [5]. Em seguida introduzimos o con-
ceito de coeficientes da segunda forma fundamental de uma superficie M imersa em
R*, com n > 4, relativamente a v campo normal a M, seguindo a defini¢ho ante-
rior. Estes coeficientes serfo utilizados praticamente em todos os capitulos desta
monografla e procuramos dar-thes expressoes que facilitern o trabalho posterior.

A nocgéo de elipse de curvatura em um ponto de uma superficie imersa em "
pode ser encontrada, por exemplo, em [36] ¢ é definida como sendo o lugar geométrico
de todos os extremos dos vetores de curvatura das secgdes normais ao longo das
direcoes tangentes a M no ponto em questdo. Na secio 2 introduzimos a definicao
da elipse de curvatura e algumas de suas expressdes. Neste trabalho a expresséo
da elipse de curvatura que predomina é a estabelecida por Little em [24] para su-
perficies imersas em JR?, que estendemos para superficies imersas em J2*, n > 5, em
geral. Virias das expressoes sao apresentadas em termos da conexao de M, com pos-
sibilidades de potencial extensdo para superficies imersas em n-variedades, porém
focalizamos os resultados para superficies imersas em IR*, n > 4, com a conexéo
induzida da conexao euclidiana de IRH™.

Na secdo 3 definimos paraboléides osculadores de superficies imersas em IR™,
n > 4: observamos que a elipse de curvatura de uma superficie e de seu paraboldide
osculador em um ponto coincidem e assim apresentamos os protétipes de elipses de
curvatura através dos paraboldides osculadores das imergdes.

Na se¢ao 4 definimos pontos semiumbilicos seguindo a nomenclatura introduzida
por Montaldi em [33]; fornecemos, no Teorema 1.9, uma equivaléncia dos pontos de
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M através da classifica¢@o em tipo M;, semiumbilicidade {ou nédo) e de posigao do
ponto relativamente ao espago afim gerado pela elipse de curvatura no ponto.

Mostramos, no Teorema 1.17, que, genericamente, superficies imersas em R®
nao admitem pontos umbilicos, nem pontos semiumbilicos radials, e que, os pontos
semiumbilicos ocorrem isoladamente. Além disso, mostramos que em superficies
genéricas imersas em [R", n > 6, a elipse de curvatura é sempre ndo degenerada.

Finalizamos o capitulo estudando aiguns exemplos globais de superficies imersas
em IR® ou IR®, dados pela imagem da aplicacdo de Veronese de ordem 2 de imersoes
de IR? em IR®. tais como a esfera, o cilindro. o elipséide, etc. Analisamos estes casos
mostrando suas particularidades, como por exemplo que 2 imagem da aplicacéo de
Veronese pela esfera unitaria centrada na origem é uma superficie em que a elipse de
curvatura coincide ern todos os pontos e, além disso. é uma circunferéncia. Também
utilizamos a definigdo de imersdo 2-regular dada por Feldman ([13]) para analisar
elipse de curvatura de algumas superficies imersas substancialmente em /R®,

Notacgao:
As notagoes utilizadas neste capitulo serfo as seguintes:

e
<]

T _
( XY) . a componente tangencial a M da conexio V em R™;

_ N _
(V XY) . & componente normal a M da conexdo V em R™;

]

o £ = ¢p 0z, ' = ¢p - &y, G = &y - &y, os coeficientes da primeira forma
fundamental da superficie riemanniana parametrizada localmente por ¢{x, y);

® ¢, f,, g os coeficientes da segunda forma fundamental relativamente ao
campo normal v;

» 7(0) elipse de curvatura;
e H, espaco afim de N, M gerado pela elipse de curvatura n(f) em p;

e £, subespago vetorial de N,M paralelo a Hj.

1.1 Segunda Forma Fundamental

Consideremos M wma superficie imersa em R", n > 5. Vamos introduzir a
segunda forma fundamental considerando-a relativamente & um campo v normal a
M. Para isso também introduzimos a definicao cldssica de uma superficie M munida
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da conexdo riemanniana V induzida da conexdo riemanniana euclidiana V de R™,
que estende a definicio de superficies em R®.

Podemos considerar para cada ponto p em M a imersdo de M em R” dada
localmente como a imagem de um mergulho ¢ : R? — R", ¢(R?) = M NV,
onde V, é uma vizinnhanca de p em IR®. Consideremos ainda a decomposicio
R = T,R* = T,M & N,M. onde T,M denota o plano tangente a M em p e
Np,M o seu complemento ortogonal em IR", que é o subespago normal a M em p,
N M = (Tle)"l“

Seja V a conexdo riemanniana euclidiana de JR™. Dados campos de vetores X. Y
localmente definidos ao longo de M, podemos escolher extensdes locais X,Y em
IR", e definir 2 conexfio Riemanniana V de M como Vx¥ = (V¥) " que denota a
componente tangencial a M da conexfio V em R™.

Sejam X{M) e N (M) os espacos dos campos tangentes e normais em M, res-
pectivamente. A aplicacio segunda fundamental em M é definida como segue:

o X(M)x X(M) — N(M) *
(X.Y) — a(X,Y) =TV - VY = (V)Y

« é uma aplicagdo bem definida, simétrica e bilinear (vide [5] pginas 126 e 127).

Da bilinearidade de o podemos concluir, exprimindo o em um sistema de coor-
denadas, que o valor a(X,Y ) (p} depende apenas de X(p) e Y(p).

Logo dados p € M e v € N, M, podemos considerar a aplicacdo dada pela forma
bilinear simétrica: S

H,: T,MxT,M — IR
(X(p)Y(p) — Hy=a(X.Y)) v

Definigao 1.1 Seja M superficie imersa em IR*, n > 5, dados wm ponto p em M

e v um vetor normal em N M. Definimos a segunda forma fundamental de M
em p segundo o vetor normal v como sendo a forma quadrdtica 11, dada por:

i, 7,M — R
X{p) v IL(X(p))=H, =X X)p) v

Observemos, pars facilitar os calculos, que se {e;}7; é um referencial ortonormal
em IR™, entdo podemos escrever

XzZ)Z’i(:Ei,-'-,a:n)ei e ?:i?}(mly---,zn)ejy
=1 =1
(&
VeV = (grad{X;)Y)e; = Z [ (%(% zn) Y5 () In))] €
i=1 =1 g=1 7
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Notemos também que M imersa em R™ pode ser parametrizada localmente por
&z, ), assim podemos tomar
S2y) o, = &Yy~ Flzy)ddzy)

ZER VE@ B 9)C . g) - Fz.07)

%l(xy) =

campos de vetores que determinam um referencial ortonormal em A'(M).
Além disso, dado w(z,y} € A(M), temos que wiz,y) = \wi{z,v) + Aewa{z, y),
portanto, para determinarmos uma forma local de & em M basta calcular:

alw;(z. y), wi{z,y)) com 1<4,7<,2

que obteremos a seguir {embora ndo explicitemos nos cdlculos abaixo estaremos
supondo que estes sdo efetuados em um ponto (z,y) arbitrario de ).

N

cwwn) = (Vo) = (V0)()" = 5 (FVutet () = dol

N . N
] 2 fraviued H == E{D “FQz fronwd mj‘_._ —MM_.'E—..-W : f —
o) = (Vo) = (Vi (BEE)) = P (G Vet

RS AV v S gg) Sy QRS S— P _S_(W_i_n))m =

E(EG-F?) @ #=7% T PVax\ TEpa_Fo) oz JEEG-F?)
s (Bol, — Foil) = olws,wi)

N N
al{ws, ws) = (vw %2) s ( Boy=rPoy 3 (—roealE Fos ) =
(s ’ \—f;{#ﬁ)(\/swc 2L N
1 ¢ Ee¢y—Fo, E¢y—Fg: ) _

JE(EG-F?) (Ev%(q/E(EGmFg)) %(\/ E(EG— Fzs)

sy (B2l — 2BF o), + F6l),

onde E. F, G séo os coeficientes da primeira forma fundamental de M em (z,y).
Agora, com os cdlculos desenvolvidos acima, podemos definir os coeficientes da
segunda forma fundamental em um ponto p € M segundo ¢ vetor normal v.

Definicao 1.2 Seja M imersa em IR", n > 4, dados p € M e v vetor normal em
N, M, definimos os coeficientes da segunda forma fundamental segundo v

por:

ey =alwy,wy) - v= 565, v
fo=alw,w) v = “W(Eﬂﬁh — Fopz) v (1.1)
90 = alws, wy) - v = prpa—p (EP0f, ~ 2EF ¢, + F?o)) - v
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Seja M imersa em JR™, n > 4, para cada p € M podemos escrever, a menos de
um movimento rigido, a imersao de M em /R, em uma vizinhanga de p,.na Forma
de Monge, como descrevernos a seguir.

A imersdo de ¢ : (M, p) — (R", &(p)) escrita localmente na forma de Monge é
dada por:

z,y) = wwihyw (T y)ws o Una{Z y)wn

—

onde o ponto p € M € identificado com (0,0) € IR?, com %{0,0) = (0,0,---,0).
Além disso a aplicagio ¢ tem componentes ¥y, 1 <1 < n— 2, que sio fungdes reais
diferencidveis satisfazezg.@o %(07(}) = %"5(8, 0) =0, paratodo i € {1,---,n—2}.

Notemos que e = 22(0,0) e e; = 22(0,0) e E(0,0) = G{0,0) = L e F(0,0) = 0,
e portanto, para p = (0, 0) teremos,

&(wl: wl)p:(\ﬂ.@) = @i\;: (p) = w:z::z: (p)
(w1, wa) = ¢L(p) = Uuip)

QW1 W2 peio0 Doy \ B LEVY

a{wy, wE)pg{(}!o} = @gy (p) = @Jyy(p)

Desta forma os coeficientes da segunda forma fundamental em p = {0, 0) segundo

os vetores de um referencial normal {es,- -, e,} sdo dados por:
: a2y Ry,
2D} = 52(P) &2 = FE(p)
824 a2 b
f8i+2 (p) = 3‘;‘%(?) *Ey = axgy(p)
_ 8245 . az’di-;
9%@(?} = W(P) TCipa T s (p),

os quais denotaremos por a;, b; e ¢; respectivamente. Portanto a matriz {c%’x da
segunda forma fundamental em p segundo este referencial é dada por:

ai b i

lay](p) =
Qp—2 bn——.‘z Cn-2
A matriz da segunda forma fundamental é uma matriz de ordem 3 x {n — 2),
portanto no case de uma imerséo de M em IR® a matriz a,, é uma matriz quadrada.
Em geral, como estamos considerando 7 > 5, temos que posto{ay(p)) < 3, logo faz
sentido a seguinte defini¢do, que encontramos em [32] para imersdes de superficies
ermn IR® e que pode ser estendida naturalmente para o caso de n > 6.
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Definicao 1.3 Seja M superficie imersa em IR*, n > 5. Dizemos que um ponto

p € M é de tipo M; ou pertence ao conjunto M;, se e somente se, posto{cy(p)) = i,
i=0,1,2, 3.

A definicdo acima fol introduzida em [32] para o caso de superficies em JR®, neste
trabalho estabelecem que M = My U M, U My U M, relaco que também se estende
ao caso de superficies imersas em IR, n > 6.

1.2 Elipse de Curvatura

Come ja comentamos na introducdio deste capitulo a nogao de elipse de curva-
tura em um ponto de uma superficie imersa em R", n > 4, pode ser encontrada,
por exemplo, em ([36]) e em [24]. Introduzimos aqui esta definicio e em seguida

mostramos que a curva dada pela a elipse de curvatura é, de fato, uma elipse no
espago normal & M.

Definicao 1.4 Dadop € M consideremos o circulo unitdrio em T, M parametrizado
pelo dangulo 8 € [0,27]. Denotemos por v, a curva obtida pela interseccdo do hiper-
plano e p composto pela soma direta do subespago normal Ny M e a reta no direcdo
tangente representada por 8. A curva v € chamade secdo normal de M na diregdo
6. Variando 6 entre 0 e 27, temos que o vetor curvatura normal n(0) descreve uma
curva fechada n(8) em N M, esta curva € chamada elipse de curvatura de M em
D.

Nosso objetivo agora é dar uma expressao & aplicaggo n(f) de maneira a justificar
o nome elipse de curvatura. Para isso consideremos:

1.2.1  Vetor Curvatura Normal

Seia M uma superficie imersa em R"®, n > 4, com a conexao euclidiana V. Seja
~ I — M uma curva C°° parametrizada pelo comprimento de arco. O vetor
curvatura de v vem dado por V.yv' : [ — TIR™.

Sejam T'M o fibrado tangente a M em IR" e NM o fibrado normal a M em
IR™ cujas fibras s&o os complementos ortogonais aos planos tangentes a M em [R™.
Através da decomposigéo IR" = TIR" = T,M &N, M, podemos considerar a proje¢éo
ortogonal 7 : T]R”E — N, M sobre o fibrado normal de M.

M
Observemos que dados p € M e {w;, w2} um referencial ortonormal tangente de
M definido em uma vizinhanca de p, para cada u € T,R" = IR™, temos que

7 {u) = u — (u- wi(p))wi(p) — (u-ws(p))wa(p).
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Agora consideremos v uma curva em M, parametrizada pelo comprimento de
arco; temos que o vetor curvatura normal de v em g € 1 é dado por 77 (V.4 ) (tg).

Além disso, este vetor depende apenas da diregéo tangente ' {to}. De fato, para
verificar isto consideremos a imersdo da curva v em K"

7 M 2, R"
t o (z(t),y(t)) —— olz(t), y(t)),

ou seja, a imersac de v em R" pela ¢ tem a expressao v(t) = ¢(x(t), y(t)). Logo

70 =T OFE0.u0)+ y’it%(x(zx y(t)).

e, portanto,

(Vo )E) = 2"()%0) + " () 2()+ |
(@ @) L5() + ( () £3(1) + 20 ()Y () ().

Logo

2 d%o

(V)0 = @O EOT + W)

2
ToO + 2 O (o). (12)

, 26
¥

Portanto para cada curva ~ passando por p em tg podemos descrever o vetor
curvatura normal através de uma aplicago que associa cada vetor unitério do plano
tangente T, M um vetor do espago normal correspondente. Isto significa dizer que,

para cada p € M, podemos definir uma aplicagéo do espago projetive P{T, M} em
Ny M,

kg: PILM) — N M
] e k;\’([ug} = 7V (Vv (to) =+ - N,

onde v, : I — M é qualquer curva diferencidavel tal que v, (to) = p, [v,(to)] = [ul.

1.2.2 Vetor Curvatura Média

Fixado p € M, consideremos {ws,ws} referencial ortonormal tangente de M,
definido localmente em p. Podemos interpretar a aplicacao

u € SHTM) = kY (fu]) = 7 (V) o)
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que associa pontos da circunferéncia unitéria S*{7,M) a uma forma quadrética com
valores em N, M, cuja matriz é:

{ (‘vwlu’l)(tg)f\i (lewQ)(tO}N :{
(Vouw){to) (V)]

O valor médio desta forma quadrética é dado pelo trago da matriz acima e recebe
o nome de vetor curvatura média que denotaremos por H, ou seja.

8 = 5 (K (fwn]) + Y (wa])) = 2{((Vas )™ + (Vuw)™).

Como o vetor curvatura média é obtido pelo trago da matriz de uma forma
quadrética, segue que este nao depende do referencial considerado.

1.2.3 Elipse de Curvatura Normal

Seja {wi, w2} um referencial como acima. Vimos na secde 1.2.1 que o vetor
curvatura normal de uma curva qualquer em M depende apenas da direcio tan-
gente considerada. Portanto para a curva vy da definicdo 1.3, com diregdo tan-
gente unitaria t(d) = wy cosf + wysind, o vetor curvatura normal de vy é dado por
n(6) = kJ'(t(8)). Variando @ de 0 a 27 temos a equagao de uma curvan : St — N M,
que expressaremos a seguir {estaremos supondo que todos os calculos serao realiza-
dos em p € M, embora n&o denotemos explicitamente}.

1) = KY(HO) == (Viet(6)
= ( cos? OV, wy + sin @ cos O(V o, we + Vw1 ) + sin® vaszg)

c0s2( Vo, wy)™ + 5018 08 0 (Vowy102) + (Vagon)¥) + sin?(Toa) ¥

(Vi w)™ + (Vag02) V] + 3 €05 260[( Vo, w1) Y — (Viywp) V] +
sin 20[(V y, wo )™ + (Vw1 )]

E anmnas |

[N Bt ] P Wk Fo

Assim escreveremos
{#) = H + cos 208 + sin 26C,
onde, H é vetor curvatura média definido acima,
1 r T H AT
B = §E(vw1w1)‘A . (vwsz)A] e (U= (vwlw2>;\‘»

pois (Vo wo ™ = (Vy,w)Y.

Logo, das consideragdes acima e da expressao (1.1} temos o seguinte teorema:
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Tecrema 1.5 Seja M superficie imersa em IR*, n > 5. Dadop € M, a elipse de
curvatura associada o p definide em 1.4 € uma elipse dade na forma paramétricae e
contida no plano gerado pelos vetores B e O deslocade da origem por H. Além disso
tal elipse estd contida no cone do espage normal dade por

N N
28as(B) v 2 8w(P)
clu,vy=u 5 UV, ( )+ 5 -

Observagdo: Observemos supondo que a 1mersdo de M em IR™ ¢ parametrizada
localmente por ¢(x.y), entdo podemos tomar {wy,ws} dados por

ey = S@Y - Eyolay) —Fayozy)
o VEy) VE@ »)(E@ y)C.y) - Floy)?)
iz gy = 2@y Eeydiey) - Faysey)
| E(z,y) VE(z, ) (E(z, v)G(z,y) — Flz,y)?)

e como vimos nos cdlculos da sequnda forma fundamental

(7m) -
(Vo) = o (Bt — P
(Vaswn) ' = e (B2 — 2BF6Y, + FP6l).

LN
T

tgf

Portanto a elipse de curvatura pode ser expressa por:

n(0) = 500 + g (E¢), — 2EF¢h, + F2ol) |+
5E @i\;“,&:a Fz(E2 N ‘?‘EF@" + F2¢N ) cos 20+ (1.3)

,\

Assim dada quolquer superficie M imersa IR", n > 5 podemos caleular a ex-
pressdo do elipse de curvatura em gualgquer ponto de M.

Agora considerando M dada localmente na forma de Monge em uma vizinhanca

de p = ¢(0,0), com referenciais ortonormais {wy, w:} tangente e {ws,- -, w,} nor-
mal nesta vizinhanga temos que:

60 (p) = ¥aa(0.0) 9,(p) = vy (0,0) ¢,(0) =¥y, (0,0), E=G=1 e F=0.
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Portanto a expressao da elipse de curvatura é

|

A 1 ! [ : 1 ! : i 3 ii
N(0) = =z (Wur +Uy,) + 5 (2(0,0) = ¥y (0, 0)) €08 20 + Uy (0, 0) sin 26 (1.4) |
E

E

2
Ou ainda,
—2
= [170%; &%y 1r0% 9%y * o]
77({9) == ; ['2' (“552‘ + 5’@’2 )’U;wz -+ ‘5 (-53-35- - @é‘)’w«ﬁg cos 26 -+ %U}HQ S 29_[ .

Logo em p = (0, 0) temos:

-2 1 1
?’2(9} &= [—2—(&1 -+ Ci)ei.;.z -+ '“2"‘(033‘ —_ Ci)ei+2 cos 20 + bie;.n8in 29},

d=]

onde a;, by, ¢; 880 coeficientes da segunda forma fundamental segundo {e;.o}77 re-
ferencial normal de M em p.

Esta definicdo coincide com aquela introduzida em ([24]) por Little, onde estuda
a elipse de curvatura para superficies em R*, que aqui estendemos de modo geral
para superficies imersas em R™, com n > 5.

Neste caso podemos descrever a aplicagio 7 da elipse de curvatura em p € M do
seguinte modo:

7 SECTP_M — N, M
4 _ E:z;f%:CQSQ sin ¢ j.l % biJ .[ cos & } '6g+2.

by ¢ sind

n—3 , T -2
onde, H = 3 7 (a; + ¢)e;p0, vetor de curvatura média, B = L3 (4~ c)ege
n—2
e C =) beir.

Observagoes:

1. Seja M uma superficie imersa em IR® sabemos que dado p € M o espaco
normal a M em p, N,M, é uma reta. Logo a elipse de curvatura em um ponto
p é um segmento radial se as curvaturas principais sio distintas (se a curvatura
gaussiana € negativa este segmento contém a origem), ou um ponto distinto da

origem 0 de N, M (para curvatura constante}, ou a prépria origem 0 de N, M
{curvatura zero).
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2. Ja no caso de superficies imersas em JR* a dnica distingéo do caso IR™, n > 5,
é que se p ¢ um ponto em que a elipse é ndo degenerada, entdo o plano da
elipse em tal ponto sempre coincide com o plano normal N,M, pois o espago
normal tem dimensio 2.

3. A elipse de curvatura €, naturalmente, invariante por isometrias de ™ em
IR™, (pois as conexdes sao preservadas), portanto a elipse de curvatura nio se
altera pelos mergulhos candnicos de IR™ em ™.

Exemplo Padrao:

Consideremos a seguinte imersiao de M em IR°, dada localmente na forma de
Monge em p por:

¢ (R (0,0) — (B(0,---,0))
(.',C, y) — (E>y:$2=ygv$y) -
Através de calculos simples verificamos que a elipse de curvatura em {0, 0} é dada
por.
n{#) = (1,1,0) + (1, —1,0) cos 28 + (0,0, 1) sin 26,
e estd contida no plano {1,1.0) + (I, ~1,0)X + (0,0, 1}u, que nio passa pela origem

(estamos considerando R® ~ IR®/R?). A figura (1.5) abaixo ilustra claramente esta
elipse, o cone e o plano que a contém.

(1.5)
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1.3 Paraboldides Osculadores de Superficies Imer-
sas em R", n > 5.

Consideremos M uma superficie imersa em IR™, n > 5; vamos definir ¢ paraboldide
osculador de M em p € M.

Definicao 1.6 Seja M superficie imersa em IR°, dada localmente em p € M pela
imersdo, na forma de Monge,

o (M=R\p=0(0,0)) — (B(0,-.0)
(z, ) — zwy + ywe + 01 (z, y)ws + dalz, yjws + dalz, y)ws '
" onde {wy, Ws, ws, Wy, Wy} € um referencial ortonormal definido localmente em p, com
{wy, wy} referencial local tangente e {ws, wy, ws} referencial local normal. Dizemos
que a aplicagdo
PO,: R — R°
(z,y) — zwi +yws +pilz, yjws + palz, y)wy + palz, y)ws
onde p;(x, v} = a;z? + 2bzy + ¢y, descreve o paraboléide osculador de M

em p = ¢(0,0) se, e somente se, as expansoes de Taylor de ¢ e PO, até ordem 2
coincidem em p, ou seja, se, e somente Se,
_ &0,

0= §3(0.0). b=£5(0.0). =500

T T ayQ

Observacoes:
Como veremos no Capitulo 2, M e PO, tém contato de ordem > 2 em p.

Pelas expressdes ja deduzidas acima concluimos que as elipses de curvatura de
M e de PO, em p coincidem.

Consideragoes Geométricas

Notemos que a definicdo de paraboléides osculadores pode ser estendida para
imersoes de superficies imersas em /R®, n > 5. Seja ¢ a imersdo de M em IR™ escrita
na forma de Monge; podemos considerar o paraboldide osculador como sende
2 wyy (D~ G)

wx${07 O ‘
2"""“"“\2"_‘“)' + ir'y%y(fho) +Y “—""2"""“‘_‘

Assim vemnos também que o paraboléide osculador depende apenas dos vetores
W2 (0, 0}, U2y (0,0) e ¥y, (0,0). Além disso, se estes vetores so linearmente indepen-
dentes, entdo o cone detrminado pela elipse de curvatura é exatamente o cone de
projecao do paraboléide osculador dado por

2 ¥22(0,0)
=1

o
Clu, v) = m(PO,(u,v)) = w2 = + uvdy (0, 0) +Uzw ?

PO,(z,y) = 2wy + ywy +
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onde 7 1 IR™ — IR™? é a projegdo candnica nas (n — 2)-iltimas componentes de
{:r}.? e :In)z ou Seja't 7‘-(:51: e 7'7;71) = ($3: T xn)

Na verdade a elipse € a intersecio deste cone com o plano H + Bt + Cu que estéd
contido no espaco tridimensional gerado pelos vetores ¥,,(0, 0}, ¥4, (0,0} e 2,0, 0).

Logo a menos de uma transformac&o linear, o exemplo padrao, descrito acima, € a
configuracio da elipse de curvatura quando os vetores ., (0, 0}, ¥4, (0, 0} e ¢, {0, 0}
sao linearmente independentes.

Notemos que localmente podemos descrever todas as possibilidades da elipse de
curvatura através dos paraboldides osculadores. Nos préoximos exemplos veremos o
que pode acontecer com a elipse de curvatura utilizando-os.

Exemplos:

1‘ -

¢ (IRE,(G,O)) — (R, (0,---,0))
(z.y)  +~— (2.3.0,0,0)

Neste caso todas as derivadas de segunda ordem da imersao sdo nulas. por-

tanto, o paraboldide osculador é o plano zy e a elipse de curvatura se degenera
na origem (0,0,0) de N, M.

o (RE(OO)) — (ﬂ%f’,(ﬂ,'--,(}))
(z,y) — (29,27 +%%0,0)°

Aqui temos H = (2,0,0) e B = C = {0,0,0), portanto a elipse de curvatura

se degenera no ponto (2, 0,0} que é distinto da origem de N,M.

¢: ('ZRQ(GOD — {IRE’({)O))
(z.y) = (2,4.2%0.0)

Agora temos H = B = {1,0,0) e C = {0,0,0). Logo a elipse de curvatura é
dada por n(8) = (1,0,0) + (1,0,0) cos 26 um segmento radial.

¢ : (-ERQ? (O* 0)) - (‘y{57 (0 B O))
(z,y)  — (z,9,2%4%0)

Entéo H = (1,1,0), B={1,-1,0) e C = (0,0,0). portanto n(f) = (1,1,0) +
(1, ~1,0) cos 26 que é um segmento ndo radial.
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(W3]

¢ (Rzﬁ (OG)} - (RS(&O))
(z,y)  — (z,9.2%2y,0)

Aqui os vetores B = (1.0,0) e C = (0,1,0) s@o linearmente independentes,
conseqlientemente a elipse de curvatura é nao degenerada. Como H = £ a
elipse é dada por n(6) = (1,0,0)+(1,0,0) cos 26+(0,1,0) sin 28, que é o circulo
de centro em (1,0,0), raio 1 e que passa pela origem.

¢: (R (0,0)) — (R (0,---,0))
(z,y) — (2,92 —9%2y,0) "

Logo temos B = (2,0,0) e C' = (0,1,0) e a elipse de curvatura é nao degene-
rada, centrada na origem, pois H = (0,0,0).

7. Se no exemplo padrio colocamos como coeficiente de Ty o valor v/2, entdo a
elipse passa a ser um circulo cujo plane nao passa pela origem.

1.4 Pontos Semiumbilicos e Umbilicos.

Os exemplos dados através dos paraboléides osculadores nos sugerem uma clas-
sificacéo dos pontos de M de acordo com a elipse de curvatura se degenerar ou nao
em segmento ou em um ponto. Na seqiiéncia definiremos tais pontos para superficies
imersas em JR™, n > 3, utilizando a nomenclatura introduzida em [33], por Montaldi,
para o caso de superficies imersas em R*:

Definicao 1.7 Seja M uma superficie imersa em IR®, n > 5. Dizemos que um
ponto p € M € semiumbilico se a elipse de curvatura se degenera em um segmento
neste ponto. Se este segmento € de tipo radial, dizemos que p € semiumbilico
radial ou ponto de inflexao. Se a elipse de curvatura em p se degenera em um
ponto entdo dizemos que p € um semiumbilico degenerado ou umbilico; no caso
em que a elipse coincide com a origem de N,M o ponto p € difo ser semiumbilico
degenerado planar ou umbilico planar.

Exemplos:

1. As superficies imersas em IR® sdo exemplos de superficies em que os pontos
sao semiumbilicos radiais ou umbilicos.

2. Veremos mais adiante que a superficie de Veronese, (5%}, é um exemplo de
superficie em que todos os pontos s&o nao semiumbilicos.
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3. Um caso especial de Superficie de Translacac

Dadas duas curvas parametrizadas pelo comprimento de arco em JR", n > 4,
digamos 7y, : S — R™, i = 1,2, n > 4. Definimos a superficie de translagio
associada a v e 72 como a imagem da aplicacio

Ty + St x 8 — R"
(s, 1) — (i (s) + n{t))

Podemos, verificar que, genericamente, para pares de curvas (v;,v;), a super-
ficie correspondente é um toro imerso com pontos duplos isolados, se 7 == 4,5,
ou mergulhado, se n > 6.

Através da expressac (1.3) da elipse de curvatura podemos estabelecer condi-

¢bes sobre as curvas v, e v de modo que todos os pontos da superficie de
translacao associada 3 elas sejam semiumbilicos.

Por exemplo, se considerarmos as curvas y; e 73 contidas em subespacos or-
togonais de IR, entdo a elipse de curvatura da superficie 7., », se degenera
em um segmento ou ponto, em fodos os pontos. Logo, nestas superficies de
translacdo, todos 08 pontos sdo semiumbilicos.

Uma superficie com a propriedade de que todos seus pontos sao semiumbilicos é
denominada de superficie totalmente semiumbilica.

Notemos que através do exemplo acima, de superficies de translacio, podemos
construir uma variedade de superficies totalmente semiumbilicas substancialmente

imersas em JR™, n > 5. No préximo capitulo vamos estudar alguns aspectos desta
classe de superficies.

Notagao:

No que segue H, denota o espago afim de menor dimensdo que contém o elipse
de curvatura N0} em p, que € um subespago afim de N,M e

E, denota o subespago vetorial de N,M paralelo o Hy,.

Claramente E, é um plano em qualquer ponto em que a elipse ndo se degenera,
uma reta em um ponto semiumbilico e exatamente a origem em um ponto umbilico.

Além disso da construcio da elipse de curvatura sabemos que se n{#) é nao
degenerada, entao o plano E, é gerado pelos vetores B e C; se n{#) se degenera em
um segmento, entao B e C sdo linearmente dependentes e £, é gerado por B (se
B #0) ou E, é gerado por B (se C' # 0).

Agora forneceremos um lema que relaciona a nogéo de semiumbilicidade com o
posto da matriz da segunda forma fundamental o, para em seguida mostrarmos
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um dos resuitados principais desta segio que caracteriza os pontos de M (tipos M)
através da semiumbilicidade {ou ndo) e da posigéo relativa de H, em N,

Lema 1.8 Dada uma superficie M em IR", n > 5,

(1) Sep e M ¢é semiumbilico, entio posto(en(p)) < 3.

(i1) p € My se, e somente se, p € semiumbilico tipo radial ou p € umbilico (ndo
planar).

{(i4d) p € umbilico planar se, e somente se, p € M.

Demonstragao: Consideremos a imersdo de M em [R™ na forma de Monge.
(7) Se p é um semiumbilico, entdo n(8) = H + cos 268 + sin 20 se degenera em
712

; -2
um segmenzzo, logo os vetores H = $ 37 a4+ ¢) - €40, B =230 “{as— ) - €142
e C'= 3 7 "bi e, sho linearmente dependentes. J4 que

as by 3]

s &2 Cq
ry(p) =

On—2 bn—? Crp-2

isto implica que o, {p) ndo tem posto maximo.

(i7) Observemos que p € M; se, e somente se, posto(ay(p)) = 1, mas isto é
equivalente a dizer que os vetores H, B, C séo dois a dois linearmente dependentes:
isto significa que a elipse de curvatura é um segmento radial (no caso em que B # 0
ou C # 0) ou se reduz a um ponto (no caso em que B=0eC = 0).

Como posto{ay (p)) = 1 segue que neste Ultimo caso H # 0 e portanto este ponto
é um umbilico (ndo planar).

Finalmente notemos que a elipse de curvatura em p se reduz & origem de N, M
se, e somente se, os vetores 4, B e C sdo identicamente nulos, que é equivalente a
dizer que posto(ay(p)) = 0, ou seja se, e somente se, p € M,.

J

Observagao: Dada M superficie imersa em IR® temos que se p € M € um ponto
gue tem elipse de curvature ndo degenerada, entdo Hy, € o plano cuja equagdo € dada
por

Arx 4+ Aoy + Azz+ Ay =0,

onde AQ = —det (aw(p)) ‘-41 = (CLQ - Cg)bg — (a3 *"“83)6’27 Ag = (ag - Cg)bl - (Cll - Cl)bg
e As = (a1 — c1)by — (az — )by, donde concluimos que:

H, passa pela origem se, e somente se, p € My U M, U My,

H, ndo passa pela origem se, e somente se, p € My,
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No caso de uma superficie imersa em R’ em um ponto p em que a elipse de
curvatura ¢ ndo degenerada a equacdo do plano dada acima nos dé informacoes
sobre a posicéo relativa do espaco afim H, em N,M. No entanto, podemos dar uma
caracterizacgio, em termos da posicho relativa do espago afim H, em N, M, mais
geral para superficies imersas em R"®, n > 5, independentemente da elipse no ponto
ser ou ndo degenerada como podemos ver no seguinte resultado:

Teorema 1.9 Dada uma superficie M em R", n > 5 temos:
(i) p € Ms se, e somente se, H, € um plano e p ¢ H, (H # 0.

(i1) p € My em que a elipse de curvetura ndo se degenera se, e somente se, H,
€ um plano e p € Hy, = E,. '

(itd) p € My e € um ponto semiumbilico se, ¢ somente se, H, é uma reta ¢
p ¢ Hy.

(iv) p € My € um ponto de inflexdo se, e somente se, H, € uma reta e p € H,.
(v) p € M; € um ponto umbilico se, e somente se, H, é um ponto distinto de p.

(vi) p € My € wm ponto umbilico planar se, e somente se, H,=p.

Demonstragao: Primeiramente observemos que na expressio da elipse de curva-
tura n{f) = H+ B cos 20 - sin 260, o vetor curvatura média H é um vetor da origem
p de Ny M ao centro da elipse.

Suponhamos agora que p é um ponto nao semiwmbilico; temos que os vetores B
e C sdo linearmente independentes e H,, o espago afim da elipse de curvatura em p,
¢ um plano gerado por eles. Mais ainda, segue da Lema 1.8 que p € M3y U M.

(i) Temos que p € M; se, e somente se, o,(p) tem posto méximo, que é equiva-
lente a dizer que os vetores H, B e C s#o linearmente independentes. Isto por sua
vez implica gue o vetor H nao estd no plano H,, portanto p € f,.

Reciprocamente, se H, é um plano e p ¢ H, entdo, os vetores B e C sho linear-
mente independentes e H néo pertence ao plano H,. Logo os vetores A, B e C séo
linearmente indenpendentes e conseqiientemente p € Ms.
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oy

(1.6)

(i1} Se p € um ponto nao semiumbilico em M., entéo os vetores devem ser line-
armente dependentes, portanto o vetor H estd no plano H,, logo p € H,,.

A reciproca segue do fato que se H, é um plano e p € H,, entdo a elipse de
curvatura € nao degenerada e por i) p € M. Portanto p é um ndo semiumbilico em
M.

No caso em que p € um ponto semiumbilico temos que os vetores B e C sdo
linearmente dependentes e H, ¢ uma reta gerada por eles. Além disso segue do
Lema 1.8 acima que, neste caso, p € M; U M.

(1i7) Se p € M, é um ponto semiumbilico, segue do Lema 1.8 acima que n(f) é
um segmento nao radial; logo H nao estd sobre a reta H, e portanto p ¢ H,,.

A reciproca segue facilmente do fato que se Hy, é uma reta e p € H,, entdo p é
um ponte semiumbilico ndo radial. Logo segue do Lema 1.8 que p € Ms.

(1v) Sabemos que se p € M, é um ponto de inflexdo, entdo a elipse de curvatura
é um segmento radial. Mals ainda, os vetores H. B e C s40 dois a dois linearmente
dependentes. Mas isto implica que o vetor H estd sobre a reta H, e portanto p € H,,.

Reciprocamente, se H, é um reta e p € H,, entdo n(#) é um segmento radial,
logo segue do lema 1.4 que p € M.

Observemos que se a elipse de curvatura se reduz a um ponto, entdo temos B = [
e C' =0, e neste caso H, é o ponto final do vetor .

(v} Se p € M; é um ponto umbilico temos claramente que H # 0 e portanto
p & Hp
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Reciprocamente, se p ¢ um ponto umbilico e p ¢ H,, entdo H # 0; logo, pelo
Lema 1.8, segue que p € M.

(vi) Finalmente p € M, se, e somente se, H, B e C se anulam em p, que por sua
vez é equivalente a dizer que 7(f) coincide com a origem p of N,M, ou seja, se, ¢
somente se, H = 0, e conseqiientemente p € H,.

|

Observacgoes:

1. Notemos que se os vetores H, B e C sao linearmente dependentes a andlise da
elipse de curvatura ¢ andloga ao caso de superficies em IR*.

2. De acordo com o trabalho de Rodriguez e Tribuzi, [42], uma superficie imersa
em IR, n > 4, tal que em todos os pontos a elipse de curvatura se degenera
em ur ponto ou em segmento radial pode ser irnersa em wm 3-espago.

1.4.1 Superficies Genéricas e Semiumbilicos.

[

Agora introduzimos o conceito de superficie imersa genericamente em R™, n >

Mostramos 0 que pode ocorrer com superficies imersas genericamente em IR™, n >
quanto & umbilicidade e & semiumbilicidade .

(11

- NaTeoria de Singularidades se chamam genéricos as propriedades ou fendmenos

que apresentados pela a “ maioria” dos objetos de interesse, os quais também sio
chamados de genéricos. De maneira formal, isto significa que com a topologia C*
de Whitney {ver [17]) sobre o espago Im{M, R"). n > 5, das imersdes de M em R™
os objetos que satisfazem tal propriedade formam um subespaco residual {aberto e
densc) em Im(M, R™).

Fm Golubitsky ([17]) encontramos uma definicdo mais precisa de propriedade
senérica, que reproduzimos abaixo:

Defini¢ao 1.10 Sejam X e Y wvariedades diferencidveis. Dizemos que uma pro-

priedade P de aplicacdes diferencidveis de X — Y € genérica se satisfaz as duas
sequintes condigdes:

/1) O conjunto
We={f € C®X,Y); f satisfaz a propriedade P}

contém um subconjunto residual de C°(X,|Y"). (Preferivel Wp aberto e denso.)

(1i) Se f € Wp, entdo qualguer aplicacdo equivalente a f estd em Wp, ou seja,
se f'e C®{X.Y) € tal que existem difeomorfismos g: X — X eh Y — Y fais
que ho f = f'og, entdo f' ¢ Wp.
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A defini¢do que temos em mente quando utilizamos o termo genérico, € a seguinte:

Definicdo 1.11 Seja¢: M — R™ wma imersdo do superficie M em IR™, n > 5, sa-
tisfazendo uma propriedade P. Dizemos que M é uma superficie genericamente
imersa em R", n > 5, se, e somente se, 0 conjunio de todas superficies tmersas
em IR™ que satisfazem a mesma propriedade P ¢ residual (ou aberto e denso) em
Im{M,IR™), o conjunto de todas as imersies de M em IR"™, na topologia C* de
Whitney. Em outras palavras, M ¢ uma superficie genérica em relagio a P se, e
somente se, 0 conjunto das imersées de M em IR™ que nao satisfazem o propriedade
P é um congunto fechado e tem interior vazio pela topologia C de Whitney.

Quando estudamos o que ocorre genericamente com a geometria da variedade
obtemos conclustes de tipo genérico; este é o motivo pelo qual este estudo recebe
o nome de Geometria Genérica. Observemos que a condigédo de “ densidade”
que estabelece a genericidade nos diz também que qualquer outro objeto pode ser
aproximado por uma seqiencia de objetos genéricos, ou seja, podemos considerar
todos os objetos como limites de objetos genéricos. Portanto, embora em principio a
geometria genérica nos dé respostas genéricas, no limite é possivel obter conclusGes
de carater geral.

A genericidade é um fendmeno geométrico que pode ser traduzido em termos de
condicoes de tranversalidade sobre espacos de jatos ou multijatos adequados; estas
condigbes sdo manipuldveis através das técnicas classicas da Topologia Diferencial.

Nesta monografia vamos estudar genericidade utilizando basicamente o Teorema
de Tranversalidade de Thom para k-jatos. Assim, introduzimos a seguir as nogdes

de germes de uma aplicacdo diferenciavel, k-jatos, transversalidade e o Teorema de
Tranversalidade de Thom para k-jatos.

Definicao 1.12 Sejam X e Y wvariedades diferencidvers, e p € X. Consideremos
o germe {X,p) — (Y, q), ou seja, o conjunto aplicacdes diferencidveis X — Y tais
que em uma vizinhanca de p coincidem e gque levam p em g.

Definimos uma relagdo de k-equivaléncia do sequinte modo, dados f e g no germe
acima dizemos que f e g sdo k-equivalentes se, e somente se, D7f, = Dig, para
todo j = 1,---, k. Uma classe de equivaléncia segundo esta relacdo em um germe
(X,p) — (Y.q) € denominade um k-jato do germe (X, p) — (Y,q), denotado por
j¥f. O espago de todos os k-jatos é denotado por JE(X, V).

Observacao: Observemos que se f e g estdo no mesmo k-jato em p, entao a ex-
pansdo de Taylor de f e g em p até ordem k coincidem.
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Definicdo 1.13 Sejam X eY variedades diferencidveis ¢ f : X — Y umae aplicagdo
diferencidvel. Dados W uma subvariedade de Y e x um ponto em X, dizemos que
f intercepta W tranversalmente em x, e denotamos por f MW em x, se:

(2} flz) €W, ou

(i) flx) € W e TunV = TpnW + (df).(T2X). Dado A subconjunto de X,
dizemos gue f intercepta W tranversalmente em A, e denotamos por f MW em A,

se fMW para todo z € A, E claro que f intercepta W tranversalmente, e denctamos
por fAW, se fRW em X.

Antes de apresentarmos o Teorema de Transversalidade de Thom vejamos algu-
mas conseqiiéncias da propriedade que uma aplicagfo é transversal.

Proposicaoe 1.14 (Golubitsky p.51, [17])

Sejam X e Y waridades diferencidveis, W C Y wma subvariedade. Suponha que
dimW + dimX < dimY (isto € dimX < codimY ). Se f: X — Y € uma aplicacdo
diferencidvel tal que f MW, entdo fF(X)NW = 0.

Proposi¢do 1.15 {Golubitsky p.52, [17])

Sejarn X e Y varidades diferencidveis, W uma subvariedade de Y. Se f: X — Y
¢ uma aplicacdo diferencidvel tal que f MW, entdo f~*(W) € uma subvariedade de
X, e codimf (W) = codimW. Em particular, se dimX = codimW, entdo f~*{W)
comsiste somente de pontos isolados.

Teorema 1.16 (Teorema de Transversalidade de Thom)
Sejam X e Y wvaridades diferencidveis e W wma subvariedade de J*(X,Y). Seja

Tw ={f e C®(X,Y); ;" f mW}.
Entdo Tw € um subconjunto residual de C™(X.Y) na topologia C* de Whitney.

Agora podemos aplicar o teorema acima para mOStIarmos COmMO OCOrTem 08 sermi-
umbilicos em superficies genéricas imersas em IR™, n > 5.

Teorema 1.17 (i) Genericamente as imersées de superficies em IR® ndo admitem
pontos umbilicos, nem semiumbilicos radiais. Além disso, os pontos semiumbilicos
ordindrios sdo isolados.

(12} Genericamente as umersbes de superficies em IR™, n > 6, ndo admitem
pontos semiumbilicos, nem umbilicos.

Demonstracac: (i) Pela definicao de elipse de curvatura, sabemos que n{#) se de-

genera em segmento se, € somente se, os vetores B e (' séo linearmente dependentes
(B e C ndo simultaneamente nulos).
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Suponhamos sem perda de generalidade que C # 0, isto implica que

{ {al — Cl}bg - ({12 - Cg)bl = 0
(a1 —ci)bs— (az —c3)by = 0

As duas equagdes acima sdo independentes e definem uma variedade algébrica
fechada T, de codimensdo 2 no espaco, J2(M, R®), de 2-jatos das aplicacbes de M
em IR,

Logo se ¢ : M — IR® é uma imersao de M em IR® sem pontos semiumbilicos,
entdao ji¢(x) € [, para todo z € M, ou seja, 7% M I

Portanto como dimM = codim[" = 2 segue da Proposigio 1.15 que o subconjunto
M’ = (j%¢)~*(I') consiste de pontos isolados em M.

Agora utilizando ¢ Teorema de Transversalidade de Thom temos que

Tr = {¢ € C*(M, R%); * T I'}

é um subconjunto residual de C™(M, R") na topologia C* de Whitney.

Portanto para imersdes genéricas de M em IR® os pontos semiumbilicos ocorrem
isoladamente.

Agora se além disso sdo radiais, temos que H, B e C sao dois a dois linearmente
albg — agbl = ()
216z — as€; = 0 . estas equagdes definem uma
albg - &351 = ()
aicy —agcy =0
subvariedade algébrica fechada T, de codimensdo 4 em J?(M, R®).

Logo, se ¢ : M — JR® é uma imersao de M em /R’ sem pontos semiumbilicos
radiais, entdo 7°¢(x) € I, para todo z € M, ou seja, 720 M I

Pela Proposicao 1.14 de transversalidade acima segue que o subconjunto
M = (526} (I') = 0, e pelo T. T. Thom que T} é residual.

Portanto genericamente imersdes de superficies em JR®° ndo possuem pontos sermi-
umbilicos radiais.

Analogamente verificamos que genericamente imersdes de superficies em JR° nio
admitem pontos umbilicos.

dependentes, que é equivalente a:

(#4) No caso em que M?* é uma superficie imersa em R", n > 6, a condicdo B e
¢ linearmente dependentes determina ao menos trés equagdes independentes, logo
a subvariedade I" terd codimensdo > 3 em J?(M.IR")}, n > 6, portanto, aplicando
a Proposicédo 1.14 e o Teorema de Tranversalidade de Thom come no item anterior
concluimos que genericamente M nio admite semiumbilicos.

De maneira andloga verificamos também que M nao admite pontos semiumbilicos.

O
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1.5 Exemplos Globais: Imersces dadas pela
Aplicacao de Veronese de ordem 2.

Nesta secdo vamos analisar a elipse de curvatura em alguns casos globais,
mais precisamente vamos considerar a imagem da aplicacdo de Veronese atraves
de imersdes de JR? em JR®. Antes porém vamos apresentar o conceito de imersdo
2-regular, no sentido de Feldman; agui nossa referéncia bésica é Costa ([{11]}. Para
o caso de uma imersdo em IR"™* o espaco tangente de ordem 2, ToM = UpeMTPQAM}
é o espago gerado por todas as derivadas até segunda ordem em todos os pontos de
M. Uma imersio serd 2-singular em um ponto p se a dimensdo de T7M néo for a
méxima possivel, isto &

Definico 1.18 Seja¢ : R™ — R™ uma imersdo, dizemos que um pontop € IR™
¢ 2-singular se, e somente se, a eplicacdo linear T ¢ : TZR™ — Tg(pjﬂ%m” ndo €
njetiva.

Dizemos que uma imersdo ¢ : IR™ — IR™™* ¢ 2-regular se, e somente se, ndo
existern pontos 2-singulares em IR™.

Consideremos ¢ : M — IR™, uma imersao de uma superficie M em R", n > 5,
podemos escolher coordenadas locais {z,y} em p € M tais que o subespaco T;M é

5 86, \ 8% a° 8¢
gerado por {-B—I(pL %E(p), 5% (p); axgby (p), g,jzz(p)}

Logo, dizer que p é um ponto 2-singular é equivalente a dizer que

o do &% 8¢ P
5, ) 5,;(10), 507 ) 5700 (), o (p)}

é um conjunto linearmente dependente.
E claro que para qualquer imersdo ¢ : M - JR* todos os pontos sdo 2-singulares.
Portanto s6 faz sentido falar em imerséo 2-regular de superficies em IR, paran > 5.
Em [32] encontramos o seguinte resultado para uma superficie M imersa em [R°.

Um ponto p € M € 2-singular se, e somente se, p € My U My U M, (Equivalen-
temente p € 2-regular se, e somente se, p € Ms).

Na verdade este resultado vale para imersdes de superficies em [R*, n > 5. E
podemos dizer que:

p € 2-regular se, e somente se, a elipse de curvature associade o p € nao dege-
nerada e o plano determinado por ela ndo passa pela origem.
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A Aplicacido de Veronese de Ordem 2:
A aplicacdo de Veronese foi estudada em [24], [25] e [11]; aqui nossa referéncia é
111], onde Costa define a aplicaciio de Veronese de ordem 2 como sendo a aplicagéo,

£ R — R o R

z — Io0Z,

que associa a cada T € IR™ o produto tensorial simétrico, denotado por o, de &
por Z. A aplicacao ¢ é chamada aplicagdo de Veronese.
Além disso, em {11}, foi demonstrado que existe um isomorfismo isométrico entre

R lo R™ = O?R™!, o 2-produto tensorial simétrico, e JR™2"* onde 7(2, n+1)
_ € o nimero de mondmios de grau 2 em n + 1 varidveis e a aplicagio de Veronese
através deste isomorfismo isométrico € dada por
5 : Rn—:»l Rﬂ+1 o E{ﬂ+1
= \ , 2 2 )
= (:Ej_;"",fﬂ_;_l}l e ($}_:'"1$n+1:\/§x1$2}“':\/ﬁxnxn+l):
e chamada aplicacdo de Veronese padrao.

A imagem £(S™) é chamada variedade de Veronese padrao de ordem 2 e dimensio
mn.

Nosso interesse € estudar a aplicacio de Veronese padrao de ordem 2 e dimensao
2, ou seja, considerar:

' R® —s IR}cR*= RS
(Il:$2:$3) L — (m:f:xg:xga \/ixlxgz \/§$}$3,‘\/§$2$3)—
A imagem £(S?) é chamada superficie de Veronese de ordem 2 e dimensao

2 ¢ é uma superficie esférica em IRS.
De fato,

£: 52 — IR®
(z,y,2(z,y)) — (2% 9% (z(a, v))% V2zy, V2xz(2,y), V2y2(x, 1)),
onde z(z,y) = /1 — 2% — 42

Logo £(5?) estd contida no hiperplano H. onde
H = {{u1, ua, us, s, us, ug) € R us +uy +uz = 1},
e mais £(5?) C S°, onde S° é a esfera unitéria de JR®. Portanto £($%) ¢ HNn 5$° =
S%(a, 7} C RS
A expressdo da superficie de Veronese em R é:
£ 8 — (%)
() — (FH6y ~1). H0 - 2" - 42), Iy, VBez(sy), Vg (z.)).
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onde z{z,y) = +/1—1z%—y? [11l. A aplicacio £ : $? — IR® é uma aplicagdo
substancial, ou seja, £(5%) nio estd contida em nenhum hiperplano de IR®, e mais,
que £ : S? — IR® é uma imersdo 2-regular [11]. Portanto, a elipse de curvatura
em qualguer ponto p € 5% é uma elipse niio degenerada, cujo plano nao passa pela
origem.

A seguir vamos determinar a elipse de curvatura de imersdes pela aplicagéo de
Veronese de ordem 2. Para isso consideremos o seguinte lema:

Lema 1.19 Uma isometria linear de 1 @ JR" — IR® induz uma 1sometria em JR™ o
IR™, o produto simétrico de IR™.

Demonstracao: Consideremos R*® R"™, o produto tensorial de IR" por R*. Dados

%.7 € IR™ temos que ¥ @ 7§ pode ser identificado com T ; portanto basta considerar
a aplicagaoc

i R R — R'® R
TRy — W{Z) )= {T)Y)) = izghi

Como 1 é isometria linear, entéo ¢* também o é; além disso, as matrizes 7 e 7° séo
ortogonais, e portanto 7 é uma isometria.

.
Exemplos:

1. Superficie de Veronese Classica de ordem 2 e dimensao 2

Agora vamos obter a elipse de curvatura em pontos da superficie de Veronese
classica, £(5?). Antes observemos que

para quaisquer dois pontos p,g € S?, distintos, existe uma isometria linear
que leva p em ¢, entdo aplicando ¢ Lema 1.19 e a observacdo 3 da pdgina 19
concluimos que na superficie de Veronese a elipse de curvatura coincide em

todos os pontos. Portanto basta calculéd-la em um ponto conveniente para
sabermos qual é sua natureza.

Assim determinaremos a elipse de curvatura em (0,0,1) € §2. Notemos que

£:(0,0,1) = {0,0,0,v2,0), £,(0,0.1) = (0,0,0,0,v/2),

portanto B =G =2e F = 0.
Além disso podemos tomar o referencial ortonormal normal e 1,0.0.0.0),
=1(0,1,0,0,0) e e5 = (0,0,1,0,0). %?é%ﬁg?g??
BIBLIOTECA CENTRAL
s AQ CIRCULANTF
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[SN]

Com calctlos simples vermos que

£:2(0.0) (0,—2v/2,0,0,0),
£,(0,0) = (0,0,v2,0,0),
£, (0,0) (\/5:“'\/5, 0,0,0).

N

i

Portanto,

£1(0,0) = ~2v2es,  €1(0,0)=Vies.  £1(0,0) = Ves — VZes,
conseglientemente a elipse de curvatura é dada por
58

n(8) = ~3v/2,0,0,0)+3 L (B, —/2,0,0,0) cos 20+ o,o,\/ie,O)sng}.

[\.:)H—i

L
2

J4 que os vetores %(\/é, —/2,0, 0,0) e %({)%05 v/2,0,0) sdo ortogonais e tém o
mesmo comprimento segue que n(#) em (0,0,1} é a circunferéncia de centro
= (w‘g w%?ﬂ, 0, O) e raio r = /2.

Como existe uma isometria linear que leva qualquer ponto de §% em (0,0, 1),

pelo Lema 1.19, todo ponto na superficie de Veronese £(5%) C § “( ) a elipse
de curvatura £ a circuferéncia descrita acima.

Observacao: Sabemos que S* C JR® é uma superficie em que todos seus
pontos sdo umbilicos e pelos cdlculos acima a imagerm da aplicacdo de Veronese
por S? produz uma superficie em IR> tal que a elipse de curvatura é um circulo
em todos 0s pontos; uma pergunta que surge naturalmente é: Se p ¢ um ponto
umbilico em uma superficie M em IR® entdo a elipse de curvatura em & o i(p)
é um circulo?

A resposta é negativa. Por exemplo o elipséide {(z,y,2) € R* 22+ 4 +2 = 1}

tem quatro pontos umbilicos, um deles é (\/g, 0. 3\/§ ) e a elipse de curvatura

da aplicacao de Veronese restrita ao elipséide no ponto correspondente € uma
elipse. Para verificar basta utilizar a férmula (1.3).

. A imagem da aplicacao de Veronese de ordem 2 pelo cilindro S* x R

Notemos que dados dois pontos p = (z1,%:1.81), ¢ = {(x2,¥, %) no cilindro
St x IR, existe uma isometria linear que leva p em g, portanto basta calcular
a elipse de curvatura em um ponto do tipo (0, 1, ¢}.
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A aplicacao de Veronese restrita ao cilindro é dada por:

v S*x R s IR
(z,1) (zQ, 1— 2% ¢% V22T — 22,V 2zt V201 — x?>.

Logo,
Eo = ( v’"m )
&= (0,0; 2t, 0.; \/93:, \/"1/1 - xQ),
portanto

£:(0,1,8) = (0,0,0,v/2,4/2¢,0) e £(0,1,%) = (0,0,2t.0,0,v2)
e conseqientemente,

E=2%4+2 F=0e¢ G=2+4"

Além disso, como &, € & sao ortogonais, podemos tomar o referencial ortonor-
mal tangente em (0, 1,7) dado pelos vetores:

1 1
wy = (0.0,0,1,2,0) e wy = ——=—x(0,0,v2¢,0,0,1).
=T OO0 e we = e (0.0.V210,0.1)
Como
£2(0,1,8) = (2,-2,0,0,0, —v/2),
étt(e?l?t) = (0:07250: 0, 0)
621(0: 1> t) = (0 G: 01 O: ‘\/§1 0),
segue que:
gﬁ;\x(ﬁ Lt) = &az = oo Wiy — oy oy = (2,2, * T f}tza 0,0, -12\@23):
E7(0,1,1) = & —tu-wiwg — & wawy = (0,0, T 212 0.0, ;zgéﬂ
gg;\t(o 1;t) = &g — &gt - wywy ‘gzct CIWntg = G O 0 Wi\i—; fz 0)
Conseqilentemente,

4# 2.,. 4W 42
. t-1 opto1 ;
S 1,— 1”15,%2 ,0,0, \/-t@tgtz}z)ceszé
—==10,0,0, =% O) sin 26.

1-+9t t‘ 1+£2
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Logo, como os vetores

— 1 g _2th-1 e
B = Fe b h [FESEE 0.0 \/_tr1~s~2t2)2>
- 1 3
C= 77000, e 1+22’G)’

sao ortogonais e ndo nulos, para qualquer ¢ € JR, segue que a elipse de curva-
tura é nao degenerada em todos os pontos de & (S Lx R).

Por exerplo, nos pontos do cilindro em que ¢ = 0 a elipse de curvatura é a

elipse de centro ¢ = %(L ~1,1,0,0,0) e semi-eixos r = 1, R = \/%'

Observemos que pelo Lemal.19 as elipses de curvatura em £(5% x R) serao
congruentes nos pontos correspondentes a cada circulo ¢ constante.

Observagao: No caso do cilindro S* x IR temos uma superficie ndo compacta
em JR®. Olhando para a expressio de S* x JR pela aplicacio de Veronese, dada
acima, vemos que quando ¢ tende para infinito a elipse de curvatura converge

para a origem, ou seja, a medida que f cresce a elipse de curvatura diminui até
convergir a um ponto.

Agora introduziremos o conceito de imersdo radialmente transversal.

Defini¢do 1.20 Seja ¢ : R™ — IR™* uma imersdo. Dizemos que ¢ ¢ radial-
mente transversal se, e somente se, ¢, 5‘%, e ;3%‘9— sao sempre linearmente inde-
pendentes em todos pontos de IR™.

Utilizando o conceito acima temos que a proposicdo 3.8.2 de [11] traduzida ao
nosso caso diz:

Sejam f @ R* ~ IR, uma imersio de R* em R®, e ¢ . IR® — IR*, n > 6, a
aplicagao de Veronese de ordem 2. Entao, f € radialmente transversal se, e somente
se, ¢ o f € 2-regular,

Esta proposigao fornece uma variedade grande de imerstes 2-regulares de su-
perficies compactas em /R°. Algumas delas poderdo estar, na verdade, e hiper-
planos afins e portanto serdo superficies regulares em IR*, como é o caso das imersdes
da esfera e do cilindro que consideramos acima.

Podemos verificar que se [ : IR®> — IR® é a imersdo de uma quadrica nio centrada
na origem e ¢ : IR® — IR® ¢ a aplicacdo de Veronese de ordem 2, entdo ¢ o f é uma
aplicagdo substancial em IR®, isto é, ¢(f(/R?)) nao estd contida em um subespago
afim de dimensdo < 5. Se existe p € R? tal que o(p), 2(p) e g—ﬁ(}?) sa0 linearmente
dependentes teremos uma imerséo em RS com p ponto 2-singular.
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Assim, se tomarmos a imagem da aplicacac de Vercnese de ordem 2 pela esfera
unitéria .5’{20‘@!_1}; centrada em (0,0, —1), esta serd uma superficie imersa substan-
cialmente em IR® e vemos que (0,0,0) é um ponto 2-singular da imersdo, onde a
elipse de curvatura se degenera.

J4 a imagem da aplicagdo de Veronese de ordem 2 pela esfera unitdria § E?{},@.wz)e
centrada em (0.0, -2}, é também uma superficie imersa substancialmente em RS e

os pontos que estao no circulo cujo plano tangente correspondente passa pela origem
sao pontos 2-singulares.



Capitulo 2

Classificacao de Contatos com
k-planos e k-esferas

O objetivo principal deste capitulo € estabelecer condigdes para que uma su-
perficie M imersa em [R", n > 5 tenha contato de ordem > 2 com k-planos ou
k-esferas, 2 < k < 4, em cada ponto. Desta forma, iniciamos o capitulo intro-
duzindo a definicdo de contato de ordem > 2 entre subvariedades. Em seguida
particularizamos para o caso de contatos de superficies imersas em JR" com hiper-

planos, determinado pelas fungdes altura e com hiperesferas, determinado pelas
fungoes distancia ao quadrado.

Observamos que, dado p € M, estaremos interessados em determinar os possiveis
contatos de M em p com hiperplanos ou hiperesferas em termos da classificacdo
do ponto por sua elipse de curvatura associada. Como esta depende apenas das
derivadas parciais de segunda ordem da imerséo, entio o contato que nos interessa
aqui é o contato de ordem > 2. Assim diremos simplesmente contatos com k-planos
ou k-esferas. Veremos que dependendo do tipo de ponto a superficie poderd ter
contato com um 4-plano, ou um 3-plano, ou um 2-plano. O mesmo se aplica aos
contatos com k-esferas.

Assim na segao 2 mostramos como ocorrem os contatos com k-planos através da
funcéo altura associada a imersao e na terceira segao utilizamos a funcao distancia
ao quadrado para analisar os contatos com k-esferas.

No final do capitulo fornecemos uma tabela que relaciona o tipo de singularidade
da imersao no ponto, ¢ tipo de ponto em termos da elipse de curvatura e o tipo de
contato que a superficie tem com o k-plano ou k-esfera neste ponto.



Capitulo 2. Classificacdo de Contatos com k-planos e k-esferas 40

2.1 Contato entre Subvariedades

Nesta secio introduzimos o conceito de contato entre subvariedades através de
técnicas baseadas na teoria de singularidades. Utilizamos o trabalho de J. Montaldi
([33]), como base.

A nocao de contato pode ser pensada de maneira intuitiva como o malor grau
de tangencia entre duas subvariedades.

Sejam X e ¥ duas subvariedades em IR", localmente definidas através da imerséo
¢ JR™ — IR™ e da submersiio ¥ : B* — R*, X = ¢(R™ e Y = v 1{0),
respectivamente, com p € X NY, ou seja, p = d(z), ¢ € R™, e ¥ o ¢z} = 0.
Supondo m > k, consideramos que existe contato entre X e Y em p se as duas
subvariedades nao sao transversais neste ponto. Isto € equivalente a dizer que a
diferencial d,(¢ o @) néo é sobrejetiva ([17]); portanto a aplicagdo ¢ © ¢ tem uma
singularidade ou um ponto critico em z.

Assim, temos a relacdo entre contato e singularidades: o tipo de contato entre
as subvariedades X e Y serd determinado pelo tipo de singularidade que a aplicacac
Yog tem no ponto z. Este é o motivo que a denominamos de aplicagao de contato.

Vejamos agora a defini¢ao de K-equivaléncia que nos permitird falar em tipo de
contato e compreender o conceito acima de maneira mais rigorosa.

Definicao 2.1 (/33/) Dados dois germes f,g : (IR™, 0) ~— (IR",0) dizemos que f
e g siGo K-equivalentes e denotamos por f L g, se existem difeomorfismos de
germes b {IR™.0) — (R™,0) e H: (R™x R", (0,0)) — (IR" x R™,(0,0)) tais gue
o seguinte diagrama comula

(B™,0) "2 (e < R (0,0)
ool ! H
(R™,0) "2 (R™ x R*,(0,0))

ou seja, H{z,0) = (h(z),0) e H(z, f(z}) = (h(z), g o h(z)) para todo z € R™.

Definicao 2.2 Sejam X; e Y}, 1 = 1,2, subvariedades diferencidveis de IR™ tais que
dmX; = dimX, e dimY] = dimY5. Dizemos que as subvariedades X;,Y| no ponto
y € X1NY;, tém o mesmo tipo de contato gue as subvariedades X5, Y5 no ponto
ys € Xo MYy e denotamos por K( X7, Y1;y1) = K(Xo, Yo;90), s€ existe um germe de
difeornorfismo H : (IR* y;) — (IR™, yq}, tal que H{X;) = Xo e H(Y1) =Y,

Agora enunciaremos resultados obtidos por Montaldi ({33]) que mostram que é
possivel analisar o tipo de contato existente entre duas variedades X,Y C [R* em
um ponte p € X N Y utilizando a classe de K-equivaléncia do germe da aplicacdo
de contato ¥ o ¢ no ponte x € ¢~ H{p).
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(O primeiro resultado mostra que a K-classe de equivaléncia nac depende da
imersao ou da submersao que definem as subvariedades localmente.

Lema 2.3 (Lema de Simetric [33]) Sejam X e Y duas subvariedade em R™, local-
mente definidas através da tmersao ¢ 1 K™ — IR" e da submersio ¢ : R" — IR*
como X = ¢(IR™) e Y = y~'(0), respectivamente. Se ¢ € uma imersdo tal que

X = ¢UR™), e é uma submersio tal que Y = ~Y(0), entdo os germes das
aplicacbes de contato associados sdo K-equivalentes, ou seja, 1 o ¢ L ¥ o .

J4 o préximo resuitado nos diz que a K-classe de equivaléncia também néo de-
pende do germe da aplicagao de contato considerado.

Proposicdo 2.4 (/35]) Sejam X, e X, subvariedades diferencidveis de IR™ tais que
dimX, > dimX,. Se podemos defini-las localmente através das imersdes ¢&;, 1 = 1,2,
por X; = ¢;(IR™) e também através das submersdes vy, i = 1,2, por X; = ¥ {0),
entao o germe da aplicacdo de contato o, € K-equivalente ao germe da suspensdo
de 1 o &g, definida pela aplicacdo:

Uiod,: Xyx R" — R x R"
(z,u) — (Y1 0 ¢olz), u),

onde vy = dimX; — dimX, e ro = n — dimX;.

Finalmente chegamos no teorema que justifica a utilizacio da K-equivaléncia
para estudar e interpretar geometricamente o tipo de contato entre subvariedades
em IR™.

Teorema 2.5 (/33]) Sejam X; e Y; subvariedades diferencidveis de JR™ localmente
definidas através de germes de imersées ¢, © (IR™,z;) — (IR", 1) e de submersées
W (B y) — (IRF,0) por X; = ¢:(R™) e Y; = 470, para ¢ = 1,2, tal que
dimX; = dimX; e dimY; = dimY>. Entdo o K-classe de equivaléncia dos germes

das aplicacGes de contato ¥ o by em 1 e Uy © ¢y em Ty $G0 1guais se, e somente se,
K(Xiayléyi) = K(X%Yz;yz)»

Neste trabalho estamos interessados no caso em que a subvariedade X é uma
superficie M imersa em R", n > 4, localmente definida por M = ¢(IR?), onde
¢« R? — R" é uma imersao. Os contatos de M com hiperplanos e hiperesferas
sao determinados pelo subconjunto ¥~H0) ¢ R® n > 4, onde ¢y : R* — IR é uma
submersac.

Se a subvariedade é um hiperplano de vetor normal unitdrio v € 577! e distancia
4 origem p € IR, a submersio serd dada por

W(Ty, - Tn) = TV A T Tl
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Enguanto gue se a subvariedade é uma hiperesfera de centro a € H" e raio
r € IRT, a submerséo serd dada por

Q:L'(‘Il:'k'}mn) = (Z} _Q1>2+“'+($n‘—an)2w{r2'

Portanto, os contatos de M com a familia de hiperplanos sdo dados pelas
singularidades da familia de funcdes altura:

AMe): Rx S — R
(z,y)yv) = AD) (2, y),v) = &(z,y) - v

onde - denota o produto escalar usual de R™.

Os contatos de M com a familia de hiperesferas sfo dados pelas singula-
ridades da familia de funcoes distidncia ao guadrado:

&(¢): R'x R ~— IR
((z.y),a) = ©(o)((z,y),0) = |z, y) ~ al*.

Agora vamos definir contato de ordem > 2 entre duas subvariedades, pois serd
este tipo de contato que estaremos analisando nas se¢bes subseqiientes.

Definicdo 2.6 Sejam ¢ : R™ — IR™ imersdo ¢ v : IR® — IR submersdo que
definem localmente as subvariedades X = ¢{IR™) ¢ Y = v~ 1(0). Dizernos que X e
Y tem contato de ordem > 2Zem p € X N'Y se, e somente se, todas as derivadas
parciais de o ¢ de ordem < 2 se anulam em p, ou seja se, e somente se,

vy o

T = =2 =0
Blyos (8o 52 4p0d S24pod '
Szo?a(p)*u-—— 83?: (p):am%;;( )225%%(13)20

Observacao: E importante ressaltar que a definicdo acima é geométrica, no sentido

que nao depende da imersdo ¢, nem da submersio ¢ consideradas, mas apenas das
subvariedades.

Exemplo:

No Capitulo 1 definimos paraboléide osculador PO, associado a M em p. Agora
mostrames que FU, e M tém contato contato de ordem > 2 em p.

Para verificar isto basta considerar a imersao ¢ : M — IR" e a submersio
¢ IR — IR"? obtida da seguinte maneira:

’l./ . Rn —_ Rﬂ—Q

(Ty, " Tp) 77($1:“'=$n)—$2%§{p}—fyqﬁm() yz@ (p)
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onde 7 : IR™ — IR"? é a projegéo candnica nas (n — 2)-dltimas componentes de
(zy,---,%n), Ou seja, (T, -, Tn) = (Ta.o o, Zn).

¥ claro que o paraboléide osculador PO, é dado por ¢~1{0). Além disso, com
célculos simples concluimos que as derivadas parciais de 2 o ¢ de ordem > 2 se
anulam em p.

2.2 Funcao Altura e Contato com k-planos

Consideremos a faomilia de funcdes altura associada a uma imersao de uma su-
perficie M em IR". n > 4, localmente dada por ¢ : R* — [R", como acima. A
imersdo ¢ define para cada v € S~ uma funcio altura

¢y IR — R
(z,y) — &z, y)=0lz.y) v’

Notemos que p € M é um ponto singular de ¢, se, e somente se,

Lep) = 0 Lp) v =0
5 =
Selp) = 0 Swyv =0

se, € somente se, v é ortogonal ao plano T,M, que é equivalente a dizer que
v € N,M. Além disso a superficie M tem contato de ordem > 2 com H, em p,
onde H, é o hiperplano em IR" que passa por p e ¢é ortogonal a v, se. e somente se,
posto{Hess(¢,(p))) = 0.

Observemos que para cada v € S*7! a fungdo altura ¢, tem uma singularidade
em p € M se, e somente se, v é normal a M em p.

Do teorema de genericidade de Looijenga ([26]) temos que existe um conjunto
residual de imersoes em C*(M, R™) com a topologia O™ de Whitneyv, para o qual
a familia A{¢) € localmente estdvel. Neste caso, para & “ maioria” (exceto para um
conjunto fechado de interior vazio) das dire¢des normais v € S°! em p, o germe
da funcéo altura ¢, em p é estdvel (e, de tipo Morse), mas também podemos
encontrar certas diregdes que déo origem a germes nao estaveis da funcao altura, ou
seja, direcdes cuja funco altura associada tem singularidade mais degenerada que
Morse em p.

Logo temos a seguinte definicéo:
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Definicao 2.7 Sejo M superficie imersa em IR™, n > 5. Dado um ponto p € M,
dizemos que uma direcdo v em NyM ¢ uma direcdo degenerada em p se, ¢
somente se, &, tem singularidede mais degenerada que Morse em p. Neste caso
chamamos ¢, de funcgao altura direcio degenerada em p.

O coposto da funcdo altura direcdo degenerada, ¢, em p € igual ¢ dimensdo do
nicleo da forma quadrdtica Hess{¢,(p)), ou seja,
coposto(é,(p)) = dim ker (Hess(d,(p))).

Temos também que para uma imersao de uma superficie M em IR™, as direcoes
em S™~! para as quais a fungio altura tem singularidade de coposto 2 em M formam
um conjunto algébrico de codimensdc 2 em S™™!. Portanto, existem direcdes v em
57! normais a M tais que M e H, tem contato de ordem > 2 em algum ponto de
M {vide [33})

Nosso objetivo nesta secéo é determinar sob quais condigbes um ponto p € M
admite diregtes normais tals que os hiperplanos ortogonais tém contato de ordem
> 2 com M em algum ponto.

Observacao: Sejo M wmersa em IR, n > 5, consideremos que a imersdo ¥
de M em IR™ € dada localmente na forma de Monge para cada p € M. Duado
v € NpyM, sabemos que M tem contato de ordem > 2 com H, em p se, € somente se,
Hess(ty){(p) tem coposto 2, ou seja, se e somente se, v € (¥3(D), Yuy (D), Yru(p))~

Portanto no caso em gque n = 5 temos que M tem contato de ordem > 2 com H,
em p se, € somente se, ¥ € singular de segunda ordem em p

A préoxima proposigdo nos serd util em alguns desenvolvimentos envolvendo
funcdo altura.

Proposicao 2.8 Seja M uma superficie imersa em IR™, n > 4. Dados p um ponto

em M e v um vetor ndo nulo em NpM, as formas quadrdticas IT,(p) e Hess(¢,)(p)
cowncidemn.

Demonstragado: Dado p € M tomemos um referencial ortonormal em p = (0,0),
com {wy,wy} para TM e {ws, -+, w,} para NM, suponhamos que a imerséo ¥ de
M em R™ & dada na forma de Monge, ou seja,
v: (R:0) — (IR",0)
(z,y) = 2w +yws + U1z, y)jws + -+ Unoo(z, Y)wn

8'&1 —_ 51}*’2 — Y —
com 52(0,0) = a—y(O?O) =0, parai=1---.,n—2
Para qualquer vetor normal v € N, M, podemnos escrever v = viwg+- - -+ Up-2ln,

e logo a funcéo altura na direcio de v ¢ dada por
’Qﬁr‘v : M? — IR
(Z,y) = ¢z, y) =udi(z,y) +  + VnaPno(z,y)
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Temos entéao

-2 n—32

5% c = O
8;:p~ E o f)x@y Zb% .,,....JE:__ A

g=1 i==1 i=1

n-2
. , aiv; biv;
conseqilentemente Hess(¢,(p)) = ang ' Zn L,
Doy v D000 e
Agora observemos que os coeficientes da segunda forma fundamental segundo v
direcao normal a M em p séo dados por:

eu(p) = V(D) - v, fo(p) = Yay(p) - v, g(p) = vylw) - v .

-2 -2 e
Logo eu(p) = > i1 oy, =3 * b, e Gu(p) = > i) eywy, portanto

(p) = | Zim, B Zzi‘zbﬂ = Hess(¥,(p)).

72

.

Agora vamos relacionar o coposto da funcéo altura degenerada com as diregdes
normais que estdo no subespago linear gerado pela elipse de curvatura no ponto
considerado.

Proposicao 2.9 Dados p um ponto em uma superficie M imersa em R™, n > 4, ¢
uma diregdo degenerada v € E, C N,M, o ponto p € uma singularidade de coposto
1 de ¢y

Demonstragao: Dado v € N, M, temos que p é uma singularidade degenerada de
T2 n—2
. , gy . by
coposto 2 se, e somente se, a matriz Hess{y,(p)) = { Z“n—_lz B Z;";lg P tem
PR D P
todas as entradas nulas.

Agora, ja que E, = <Z” Hai—ci)-eisn, S, ez+2> segue que se Hess(¢,(p))
é matriz nula implica que v deve ser ortogonal a Ey.

Logo se v € £, é uma direcdo degenerada ndo trivial temos que ¢, tem singu-
laridade de coposto 1 em p. -

—

Corolario 2,10 Sejam M superficie tmersa em IR™ e p um ponto em M. Se M e
H, tem contato de ordem > 2 em p, entdo v € E,™.
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A familia A(f) para superficies em IR? fol estudada em [30], onde encontramos
o seguinte resultado:

(i} Um ponto p € singularidade de coposto 2 de alguma fungdo oltura se, e so-
mente se, p € um semiumbilico de tipo radial.

(11) Os pontos semiumbilicos s@o um caso particular de pontos singulares de
ordem 2 para superficies em ', n > 4.

J4 para superficies em /R® em [32] encontramos os seguintes resultados:

(1) Os pontos de tipo Ms sdo singularidades de coposto 1 para as fungdes altura
em gualguer das diregdes degeneradas.

(i1) Um ponto p € M ¢ de tipo M,y se, e somente se, eviste uma unica direcdo
normal pare a qual a fungdo altura correspondente tem uma singularidade de coposto
2 em p.

(iii) Um ponto p € M € de tipo My se, € somente se, € uma singularidade de
coposto 2 pare uma familia o l-parametro de fungdes altura em M [isto €, aqueles
que correspondem a todas as dire¢bes degeneradas em p.)

{iv) Os pontos de M, U M, U My coincidem com os pontos de inflexdo, no sentido
de Feldman (ou pontos singulares de ordem 2) de M {13].

Nosso objetivo agora ¢é estender os resultados acima para superficies em IR™,
n > o.

Observemos que os resultados estabelecidos em [32] para superficies em JR® foram
obtidos analisando cada ponto p € M a aplicacéo linear A,
Esta é a aplicagéo do espago normal a M em p, N,M, no espago Q(2) das formas

quadraticas nas varidveis x e y. Se representamos um vetor v em coordenadas
(v- 3, vy com respeito & base {ws, -, w,}, temos:

A5, -+, 0n) = 05(d%6 - w) + -+~ + va(d26 - wy).

Utilizando as identidades naturais (através da base induzida pelo referencial
ortonormal acima) de NpM com R"? e de Q(2) com IR®, podemos escrever esta
aplicacdo linear do seguinte modo:

Ap : B2 — JRB
Uz
T
(U3>"':@n> L *A}J(U&“':Un) = (Qgﬁ-(p))
Un
ou seja, a aplicacdo linear cuja matriz é a transposta da matriz a,(p).
Notemos que ¢, tem singularidade degenerada de coposto 2 em p se, e somente

se, Hess(¢,(p)) € forma quadratica nula, gue por sua vez € equivalente a dizer que
v € ker Ap.
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De modo geral podemos observar que dada uma superficie imersa em R™, n > 5,
termos:

e p & M; se, e somente se, postod, = 3 se, e somente se, dimker 4, =n - 5,
e p € M, se, e somente se, postoAd, = 2 se, e somente se, dimker 4, = n — 4,
s p € M se, e somente se, postod, = 1 se, e somente se, dimker A, = n — 3,
e p € My se, e somente se, postod, = 0 se, e somente se, ker A, = N, M.

Desta forma, de acordo com o tipe M; do ponto considerado sabemos qual a
dimensao do subespago que nos fornece dire¢des normais degeneradas cujos hiper-
planos ortogonals tem maior contato com M neste ponto.

Agora vamos precisar estas direcdes em termos dos subespacgos E, e EI}L.

Do coroldric 2.10 sabemos que dado um ponto p € M as diregoes degeneradas
cujas fungdes altura associadas tém singularidades de coposto 2 em p estéo em £
Assim basta analisar o que ocorre em E; . Portanto consideremos o seguinte lema:

Lema 2.11 Seja M superficie imersa em IR", n > 5. Dado p € M eziste uma
aplicagdo linear A, - Ex — IR tal que

Hess(w, (7)) = { Alv) 0 } .

0 Ap(V)
Esta aplicagdo € dada por Ay{v) = Z?;f a;v; = E;:f c;vy, onde v; denota as compo-
nentes de v com respeito & base ortonormal {wy, wa, w3, -, Wy} em p como acima
B¥lig _ Puyag - s
eaimw(a,ﬁ)— p) (O,G)mcz-, 1= §.¢---;TL—~2 .

Demonstracao: O subespaco linear E, é gerado pelos vetores B e C, logo dado
v e E;* temos que v- B = v - C =0, mas isto é equivalente a dizer que

{ E?;é(az' —ai=0 ZZ; av; = 31 v
ZT; biv; =0 o =

Pela Proposicao 2.8 temos que:

n-—-2 -2 -
: ; ~ll)"Uq‘

Hess(7,(p)} = }i Zt“——_‘_l @ity Zm_1 iV J
i) Z?zf biv; 22;12 Cil;

e, portanto
o Ap (v 0
Hes(up) = | 57 0 |
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-2
onde A, (v) = ), aus o
No préximo lema vamos determinar o posto e ¢ coposto da aplicagdo lnear A,
de acordo com a classificagao M;.

Lema 2.12 Sejam M uma superficie imersa em IR, n > 5, e p um ponto em M,
entao temos:

(i) Se p € M3 (& coposto(A,) = n —5), entdo posto(A,) = 1.

(i1) Se p € My (& coposto(r,) = n —4) € um ponto ndo semiumbilico, entéo
posto(Ap) = 0.

(it1) Se p € My (& coposto(X,) = n — 4) € um ponto semiumbilico, entio
posto(Ay) =

{iv) Se p € My (& coposto(A,) = n —3) € um ponto semiumbilico, entdo
posto(Ay) = 0.

{(v) Sep € My (¢ coposto(A,) = n—3) € um ponto umbilico, entdo posto{A,) = 1.

(vi) p € My se, e somente se, posto(N,) =0 e coposto(A,) =n — 2.

Demonstracao: Observemos inicialmente que:
p € nao semiumbilico < dimE> = n — 4 (pois E, é um 2-plano);
p é semiumbilico < dimE;- = n — 3 (pois £, é uma reta);
p ¢ umbilico & dimE;- = n — 2 (pois B, ¢ um ponto).
Notemos também que
v € Ex ¢ tal que A,(v) = 0, se. e somente se. Hess(¢,(p)) = 0, ou seja, se, e
somente se, v € ker A, (pois ker A, C E).
Portanto coposto), = dim ker 4.
Logo temos:
(i) p € My & coposto(),) = dimker A, = n — 5, como p é ndo semiumbilico
segue que dimE;- = n — 4, portanto posto(},) = 1.

(i1) e (i2i) p € My < coposto(Ay) = dimker A, = n—4. Se p é ndo semiumbilico,
entdo posto(A,) = 0 (pois dimE; = n — 4); enquanto que se p é semiumbilico temos
posto(Ay) = 1 {pois dimE =n — 3).

(iv) e {v}) p € My < coposto(r,) = dimker 4, = n — 3. Se p é semiumbilico,
entdo posto(A,} = 0 (pois dimE,; = n — 3); se p é umbilico entdo posto(A,) = 1
(pois dimE; =n — 2).

Finalmente {vi) segue do fato que p € My & ker A, = Np,M, que é equivalente
dizer que coposto(A,) = n — 2 e posto(A,) = 0. .

Agora estamos em condigbes de fornecer um resultado que nos permite genera-
lizar o resultado de {32] para superficies imersas em IR™, n > 5, como segue:
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Proposicao 2.13 Seja M superficie imersa em IR™, n > 5.

(i) Se p € um ponto de tipo Mj, entdo existe um (n — 5)-subespago de
EZ;’“ C NpM., tal que as fungdes altura correspondende ds diregbes neste subespago
tem singularidade de coposto 2 em p.

(41) Um ponto p € de tipo My se, e somente se, existe um {n — 4)-subespacgo de
E}; C NpM tal que todas direcoes neste subespaco ddo origem a fungdes altura com
singularidade de coposto 2 em p.

(i41) Um ponto p € de tipo M, se, e somente se, existe um (n — 3}-subespaco em

E; C Np,M tal que todas diregGes neste subespago dao origem a fungdes altura com
singularidade de coposto 2 em p.

(iv) Um ponto p € de tipo My se, e somente se, todas fun¢des altura corres-

pondendo as diregies normais em p sao degenercdas e tém umae singuloridade de
coposto 2 em p.

Demonstragao: Segue diretamente dos lemas 2.11 e 2.12.

Observacao:

A proposicio acima pode ser traduzida da seguinte maneira:

Se p € M3, M imersa em /R, nao existe 4-plano H, tal que M e H, tenham
contato de ordem > 2 em p.

Se M esta imersa em IR™, n > 5, e p € Ms, entdo M tem contato de ordem > 2
em p com um S-plano, mas nao com um 4-plano.

Suponhamos M imersa em R, n > 5. Temos que:

Se p € Mo, existe um 4-plano H, tal que M e H, tém contato de ordem > 2
em p. Se p € um ponto ndo semiumbilico, este 4-plano é dado por H, = T,M & E,;
enquanto que se p ¢ semiumbilico, entdo [, = T,M & E, & (E; \ ker Ay). ou seja,
H, = T,M & (ker A,)~.

Se p € My, existem H, , H,, 4-planocs, onde vy, v; sdo dire¢des normais degene-
radas, tais que M tem contato de ordem > 2 com H,, e FH,, em p. Como as direcdes
v1 e vp podem ser tomadas de modo que sejam ortogonais, entdo M tem contato de
ordem > 2 com o 3-plano H, = H,, NH,, em p.

Além disso, H, = T,M @ E, se p é semiumbilico; j& se p é umbilico temos entéo
M, =T,M&E, & (Ej \ker A,) = T,M & (ker A,)~.

Notemos finalmente que p € My se, e somente se, M tem contato de ordem > 2
com o plano tangente T, M em p.
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2.3 Funcao Distancia ao Quadrado e Contato com
k-esferas

Agora vamos analisar os contatos de ordem > 2 entre superficies imersas em
IE™, n > 5. e k-esferas em R", seguindo o mesmo caminho da secdo anterior.

Antes porém faremos algumas consideracdes quanto a familia de fungées distdncia
ao quadrado. Seja M imersa em IR™, n > 4, dada localmente na forma de Monge
por ¢ : IR* — IR™; a imersdo ¢ define para cada a € IR™ uma funcéo disténcia ao
quadradoe

da . Bg — ,ZR
(2.y) — dlz,y)=|o(z.y) —al?

Como vimos na primeira secéo deste capitulo a familia ® nos fornece uma des-
cricdo dos diferentes contatos de M com hiperesferas do espago ambiente. Quando o
ponto e varia em [R”, as singularidades das funcdes d, nos diz que classe de contato
M tem com qualquer hiperesfera tangente a M e centrada em a.

Observemos que d, tem uma singularidade em um ponto p € M se, e somente

h 2a(p) = 0 %(p) - (6(p) —a) = 0
<> .
sap) = 0 () (6p) —a) = O

se, e somente se, 0 ponto a pertence ao subespaco normal a 3 em p.

Os teoremas de genericidade de Looijenga [26] e Montaldi [34] nos dizem que
existe um subconjunto residual de imersdes em C* (M, IR") com a topologia C* de
Whitney para o qual a familia ® € localmente estével. Logo para este caso, temos
que para a maioria das dire¢bes normais as singularidades de d, sdo estdvels {27).

Definicac 2.14 Seja M superficie imersa em R™, n > 5. Dizemos gue um ponto
a € IR € um centro focal em p € M se, e somente se, a funcdo distancia ao
quadrado d,, associada a a, tem singularidade degenerada em p.

O subcongunto de IR constituido de centro focais para pontos em M € denomi-
nado conjunto focal de M em R".

As hiperesferas centradas em centros focais sdo chamadas hiperesferas focais.

Notemos que os contatos de M com hiperesferas focais se dao ac longo de direcoes
que estdo no nicleo da forma quadrética Hess(d,). Distinguiremos estas direcoes
entre aquelas que as fungbes distancia ao quadrade associadas tém singularidade de
coposto 2, correspondendo aos contatos de ordem > 2 das hiperesferas focal e M, e
os contatos ocorrem ao longo de todas as diregdes no plano tangente, pois a forma
quadratica Hess(d,) é identicamente nula.
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Definicdo 2.15 Sejo M superficie imersa em IR". Dado p € M o centro de uma
hiperesfera focal em p € chamado foco umbilico de M em p se, ¢ somente se, a
funcdo disténcia ae quadrado associada tem singularidade de coposto 2 em p.

Segue da defini¢do acima que M tem contato de ordem > 2 com uma hiperesfera
focal em p se, e somente se, esta hiperesfera estd centrada em um foco umbilico para
M em p.

Agora vamos analisar sob quais condigdes um ponto p € M admite focos umbilicos.

O caso de superficies imersas em R? foi analisado por Montaldl em sua tese [35]
onde estuda contatos genéricos de superficies com hiperesferas em R* e conclhui que:

Um ponto p € M € semiumbilico (nGo radial) se, e somente se, € um ponto de
contato de M com uma hiperesfera focal centrada em um foco umbilico.

Observacao: Como apontado na introduggo os semiumbilicos radiais s&o conheci-
dos como pontos de inflexo no caso de superficies em IR*. Para estes pontos o centro
umbf{lico vai para infinito e a hiperesfera focal torna-se um hiperplano osculador cujo
contato é determinado por uma fungéo altura apropriada [30!.

Analisamos aqui a situacédo andloga para superficies imersas em espagos euclidi-
anos de dimensao superior; vamos assoclar a existéncia {(ou néo) de focos umbilicos
com o tipo de ponto, usando a classificacdo através da elipse de curvatura.

Veremos que neste caso, em geral, a andlise das singularidades das fungtes
distancia ao quadrado resulfa ser uma ferramenta para distinguir entre pontos semi-
umbilicos e nao semiumbilicos.

Proposicao 2.16 Sejam M imerse em IR™, n > 5, p um ponto emm M e v uma
dirego degenerada em E;. q(v) = ¢(p) + pv € um foco umbilico para M em p se,

2
e somente Se, (L = = 12 = ek e, mats, y o biv; = 0.
=1 [P IE =1 £5U4

Demonstracgao: Seja g(v) um centro focal para M em p, temos que

Pd,, ’ "
S (2, 4) = 2[6ra(z.4) - (8(2.3) — 42)) + Sela.1) - Bulz.y)],

82[:54(@} _ i ; : . : : :
m(at?y) =2 _(.D:cy(-:t;y) Az y) ~ q(v)) + oz, 9) - @y(ﬂlgy}_ ;
52d - _

a;\ (z.y) = 2| dyy(z.9) - (&2, 9) = q(v)) + &y (7. y) - &y (2. 9) |-

Portanto

""';U‘Z 16’4'&1 _,U,Zn zb@

"",(,L anzb (U; _#Z Cily _3__ 1

Hess(dy)(0)) = 2
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Conseqlientemente g{v) é foco umbilico para M em p se, e somente se,

[

Como conseqiiéncia desta proposigho temos o seguinte corolério:

Corolario 2.17 Sejam M superficie em IR*, n > 5, e p € M. Dada uma direcdo

degenerada v € E;“, o centro focal g(v) é um foco umbilico para M em p se, e
somente se,

-

|

Hess(60(1)) = [

ey S T
= L e

- 1 — 1 / ] .
onde i = S S St 7 0ed by =0

g1 PV

Demonstragao: Basta observar que

Hess(csv(p)):[ oo 2 .

n-2 2
byv mz Cils
]

Observemos que o coroldrio acima relaciona as formas quadraticas Hess(d ) (p))
e Hess(¢.(p)), quando g(v) é um foco umbilico, pois temos:

Hess(6o(p)) = [

O
I O
(I

se, € somente se,

Hess(dy (7)) = | § |-

Proposicao 2.18 Dada uma superficie M em IR*, n > 5, localmente por uma
imersio ¢ @ IRZ ~ IR“ Seja p um ponto em M, se v € El € tal que A (v) # 0,
entdo q(v) =p+ 5 ( Tt € um foco umbilico para M em p.

Demonstracao: Segue do Lema 2.11 que Hess(d,(p)) = { Ap(g?)) N ?b) ] .
7

Agora dado v € Ej tal que A (v) # 0 segue do Coroldric 2.18 acima que
Hess(dy(p)) = 8 g J . logo p é singularidade de coposto 2 de dy, e segue

que g{v) é um foco umbilico para M em p. 0
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Utilizando o Corolério 2.17 acima e o Lema 2.11 podemos agora dizer, para
cada tipo de ponto da imersao, se este admite ou nao foco umbilico. Mostraremos
primeiro o resultado para M em R® e em seguida generalizamos.

Tecorema 2.19 Seja M superficie imersa em IR®. Entdo,
(1) Dado p € M3 existe um dnico foco umbilico para M em p e este estd na unica
direcdo contida em E;.

{it) Para um ponto semiumbilico p € My os focos umbilicos formam uma reta
contida no plano E- C NyM.

Demonstragao:

(i) Dado p € M3, dimE; = 1 e posto(},) = 1, logo existe uma tnica direcéo
v e Ey e dpv) #0.

Portanto, ¢(v) = ¢{p) + yjﬁt é o unico foco umbilico para M em p.

(i1) Se p € My, dimE; = 2 e posto(A,) = 1, logo existe algum v € E; tal que
Mp(v) # 0 e q(v) = é(p) + -A—;l@- é um foco umbilico para M em p.

Agora observemos que como posto{A,) = 1, existe u vetor unitrio ortogonal a
v com ker(A;) = {u). Dado w um vetor qualquer em E; \ ker(),) podemos escrever
w=1vcosf +usind, onde b % (0 e # varia de 0 a 27.

Logo Ap{w) # 0, assim temos que g(w) =p+ ——-{1—;&—)& & um foco umbilico para M

AP
em p. Mostremos que variando € de 0 a 27 os focos umbilicos

glw) = (vcosf + usinf)

1
Ap(w)

descrevem uma reta.
Notemos que

Ope * W = Ppyp - VCOSH + pp - usind;
como ker(A,) = {(u), segue que a igualdade acima pode se simplificar em:
Grp - W = Oy - VCOSH.
Portanto,

9=' Yoo ) ta 9:
osf = 28 e ) = (v +utand)

variando 6 temos uma reta de focos umbilicos no plano gerado por v e w. -
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Observacao: Dado p € M, existe um foco umbilico, ¢,(v), em p se, e somente se,
v € BX\ker(A;). As diregbes v € By tais que Ay(v) = 0 séo diregdes em que o foco
umbilico vai para infinito, que dizemos ser um foco infinito; portanto, o contato de
ordem > 2 de M se dard com um hiperplano H, passando por p e ortogonal a v.

Assim temos:

Se p € Ms, nao semiumbilico, entdo p tem foco infinito e M tem contato de
ordem = 2 em p com um 4-plano.

Se p € M;, semiumbilico, tem um dnico foco umbilico (dado pelo Teorema 2.19)
e um foco infinito, entao M tem contato de ordem > 2 em p com uma 4-esfera focal
S% e com um 4-plano Hy. Como estes sdo determinados por diregbes ortogonais
segue que M tem contato de ordem > 2 com $° = S* M H, em p.

Se p € M, semiumbilico entdo as diregbes v & E;* ddo origem a focos infinitos
e M terd contato de ordem > 2 em p com 4-planos, que serdo detectados apenas
através de funcoes altura apropriadas, como vimos na secdo anterior; porém, se p é
umbilico ent&o posto(A,) = 1, logo p um tnico foco umbilico.

Os pontos de tipo My ndo admitem focos umbilicos.

O teorema acima se generaliza da seguinte maneira:

Teorema 2.20 Seja M superficie imersa em IR™, n > 5. Entdo.

i) Dado p € My existe uma subvariedade afim de codimensdo {n—5) contida em
E};,?, completamente composta de focos umbilicos de M em p.

it) Para qualquer semiumbilico ndo radial (p € M) os focos umbilicos formam
um (n — 4)-semiespago contido no (n — 3)-subespago E; C NyM.

Observagao:
Concluimos entao que dada M superficie imersa em R" n > 5, temos:

Se p € M3 existe uma dnica 4-esfera focal S¢ tal que M e S% tém contato de
ordem > 2 em p.

Se p € M, é ponto nido semiumbilico, entao M nio admite 4-esferas focais em p.

Se p € M, ¢ ponto semiumbilico, entdo existe uma unica 4-esfera focal S tal
que M e S tém contato de ordem > 2 em p, o foco umbilico dé origem a um 4-plano
H,, que tem contato de ordem > 2 comn M em p. Como v; e vp sd0 ortogonais segue

que M tem contato de ordem > 2 com S2 . = Si NH,, em p.

Se p € M; € ponte semiumbilico radial, entdo M nao admite 4-esferas focais
em p; no entanto se p € umbilico, entéo posto(A,) = 1. Logo existe v € E tal
que g(v) é foco umbilico para M em p, portanto Si é uma 4-esfera focal, as outras

direcoes degeneradas, vy, vy, de M em p déo origem a um 3-plano Hfj.l , Que tem
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contato de ordem > 2 com M em p. Logo M tem contato de ordem > 2 em p com
S2 oy = Sa MHG

=y, ue Suvg t

Os pontos de tipo My ndo admitem focos umbilicos.
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Através dos resultados desta secdo e da anterior temos a seguinte tabela que
nos fornece informacgdes quanto aos contatos de ordem > 2 de M com k-planos e

k-esferas.
Posto Ap Singularidade Contatos Contatos Tipo da
de com com Elipse de
22 ordem k-planos k-esferas Curvatura
H* S4 n&o
3 nao nae centrada degenerada
em E
2 sim H*=T,M % E, 54 néo
BeCLI nao degenerada
2 S¥=H*NS*| degenera
BeCL.D. sim H* L ker 4, centrada em segmento
em ker 4, nao radial
1 sim B =T,M&E, S? degenerada
BeCLD. nao em segmento
B#0oulC#0 radial
1 sim Heikerd, |S8*=H"NS| degenerada
B=C=20 em ponto
e H+#0 # da origem
0 sim H? = T,M se degenera

na origem



Capitulo 3

Umbilicidade e Configuracoes
Principais

Neste capitulo, baseando-nos em trabalhos de Ramirez-Galarza e Sénchez-
Bringas ([41]), Romero-Fuster e Sdnchez-Bringas {[45]), estendemos alguns conceitos
cldssicos da geometria de superficies em JR® para imersdes de superficies em R",
n > 5.

Assim, considerando M superficie em IR", n > 5, p um ponto em M e v uma
direcio normal a M em p, definimos v-diregdes principais, v-direcoes assintdticas, v-
curvaturas principais e v-linhas de curvatura, a partir destas definigdes encontramos
condigdes para determinar quando uma dire¢do v, normal a M em p, é umbilica.

Finalmente introduzimos a definicdo de v-configuracbes principais de M, que
pode ser encontrada, para superficies imersas em IR°, em trabalhos clssicos de Cay-
ley [7], Darboux [12], entre cutros autores; e mais recentemente, para imersdes de
superficies em espacos euclidianos de dimensdo maior que 3, nos trabalhos de So-
tomayor e Gutierrez [19], Ramirez-Galarza e Sdnchez-Bringas [41], entre outros.

Na primeira segao, consideramos um ponto p € M e uma dire¢do normal, v,
a M em p e definimos v-diregBes principais, v-direcdes assintéticas. Utilizamos a
elipse de curvatura associada a p para obter expressées destas direcbes em termos
dos vetores que determinam a elipse e do vetor curvatura média.

Analisando as expressoes das v-diregbes principais e v-directes assintéticas obti-
das através da elipse de curvatura estabelecemos uma condico necesséria e suficiente
para que M seja umbfilica relativamente a um campo normal v. Observamos que esta
condigio também pode ser obtida através das equagtes das v-linhas de curvatura
estabelecidas em [41] por Ramirez-Galarza e Sanchez-Bringas.

Como conseqiiéncia mostramos que toda superficie M imersa em [R", n > 5,
admite um campo normal de umbilicidade.

Ainda nesta secao estabelecemos alguns resultados que relacionam diregac nor-

A

-3
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mal de umbilicidade e pontos semiumbilicos.

Na secao 2 estudamos as v-configuractes principais de M imersa em R", n > 5.
Verificamos que as Unicas dire¢les normalis que contribuem nas configuragtes prin-
cipais de M em um ponto p sao aquelas que determinadas pela elipse de curvatura.

Baseando-nos nesse fato, definimos dire¢Bo normal essencial e & configuracao
principal associada a este campo, chamamos de configuracdo principal essencial.
Através desta configuracao obtemos uma condi¢do necessiria e suficiente gue rela-
ciona v-umbilicidade com semiumbilicidade.

Na 1ltima secao utilizamos os desenvolvimentos anteriores para estabelecer re-
sultados relativos & superficies totalmente semiumbilicas.

3.1 v-umbilicidade e Linhas de Curvatura

Seja M uma superficie imersa em K" n > 4. De acordo com o que vimos no

Capitulo 1, paracadap € M e v € N,M, v # 0, temos a forma bilinear definida no
espago tangente 1, M dada por

H, + TMxT,M — R
(ww)  — (aluw)v),
e através desta, temos a forma quadratica
11, « T,M — R
v o I (u)= H(u,u) = {alu,u),v).

que é denominada segunda forma fundamental segundo a direcGo v, onde u = X(p)
ew =Y(p), X eY campos tangentes em X{M).

Dadosp € M e v € N,M, v # (0, podemos considerar o operador de forma .S,
associado a v que é uma aplicagdo linear auto-adjunta que satisfaz:

Su)-w = H,(u, w).
Em [5] (vide pg.128) a Proposicao 2.3 estabelece a seguinte igualdade:
Su(u) = ~(Va)

onde 7 e % sho extensOes de v e u, respectivamente, sobre uma vizinhaca de p em
RTL

A partir disso podemos avaliar a segunda forma fundamental em u € N,M na
direcdo de v do seguinte modo:
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Do fato que S, é operador auto-adjunto e da relagio acima temos que para cada
p € M existe uma base ortonormal em T, de autovetores de S, na qual a segunda
forma fundamental atinge os valores méximo e minimo. Assim temos a seguinte
definicao:

Definicao 3.1 Sejam M superficie imersa em IR™, n > 4, p um ponto em M ¢
v e NyM, v#0. As diregdes em T, M nas quais a aplicagdo I, : T,M — IR atinge
sew mATimo £ seu minwmo sio chamadas v-diregoes principais.

Os correspondentes autovalores ki mdximo e ko minimo sdo chamados, respecti-
vamente, v-curvatura principal méxima e v-curvatura principal minima.

Segue diretamente da defini¢ao acima que:

Definicdo 3.2 Um ponte p € M é chamado v-umbilico se, e somente se, a v-
curvatura mdrima comncide com a v-curvatura minima. Além disso, neste caso v €
yma diregao de umbilicidade para M em p.

Notemos que através da segunda forma fundamental segundo v também podemos
definir:

Definicao 3.3 Sejam M superficie imersa em IR™, n > 4, p um ponto em M ¢
ve NyM, v# 0. As diregdes em T,M nas quats a aplicagéo I1, : T,M — R se
anula sao denominadas v-direcoes assintdticas.

Definicao 3.4 Sejam M superficie imersa em IR™, n > 4, p um ponto em M ¢
v € NJM, v # 0. A v-curvatura média € o valor H - v, onde H é ¢ vetor
curvetura média. Dizemos que a superficie M € v-minima se, e somente se. a
v-curvatura média € nula.

3.1.1 Direcoes v-Principais ¢ v-Assintéticas

Agora utilizaremos a expressdo da elipse de curvatura para analisar as v-diregdes
principais e a existéncia de v-direcbes assintéticas.

Suponhamos entdo que a imersao ¢ : M — JR", n > 4, é dada localmente em
p € M na forma de Monge.

Para qualquer w € S* C T, M temos que u = wy cosf + wysin #, onde 6 varia de
0 a 2r. Dado v € N,M temos também que:

11 {u)

) =oluu) v
= cos? fa(wy, wy) - v + 2cosBsin folwy, we) - v + sin® falwy, wy) - v

= cos®fe,(p) + 2cosBsin 81, (p) + sin® 8g,(p),
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onde e,(p), fu(p), g.(p) sBo os coeficientes de /1, em p.
Comeo vimos no Capitulo 1 os coeficientes da segunda forma fundamental segundo
v em p, com ¢ dada na forma de Monge, sdo:

ezz(p) = @mx(p) Y fv(p) = @:cy(p) . Qu(p) = @yy(p) s

portanto:

|

IT,(p) = cos® 6o (p) - v+ 2cos @ sin b, (p) - v+ sin’ o, (p) - v

= (3(02(0) + 04 (P)) + §(622(0) = 1y (p)) 0520 + 6, (p) sin 26) - (3.) |

= n(f) - v.

Logo podemos determinar as v-diregdes principais e v-diregdes assintdticas através
da expressao acima.

Lembremos que 5(f) = H + Bcos26 + Csin 26 é ndo degenerada se, e somente
se, B e C sao linearmente independentes. -

Caso 1: Elipse de Curvatura Nao Degenerada
Neste caso para todo v € N,M temos que
V= Vg, + VgL,
onde vg, € a projecdo de v na elipse n(d) e Vps é a projecac de v no subespaco

normal ortogonal & elipse.
Assim podemos escrever

ve, = Mcos 2008 + sin 26,C).

Portanto

II{p) = H-v+
A[ cos 20 cos 2651 B|? + sin 28 sin 8,[|C 11 + sin(28 + 26,)8 - C).

Assim concluimos que as v-direcoes direcoes principais sao as solucoes da seguinte
equagao:



61 3.1, v-umbilicidade e Linhas de Curvatura

— sin 26 cos 26,]| Bil? + cos 26 sin 6| C{|? + cos(26 + 28,)B - C = 0. (3.3)

Agora observemos que se § é solugio da equagao acima, entdo f + £ também o

Portanto, para todo v € N, M as v-diregbes principais sio ortogonais.
Além disso, se dividimos a equaggo (3.3) por cos 26 cos 26, temos:

- tan 260|| B|P® + tan 26o||Cl> + (1 —tan 20 tan 26)B - C = 0,
uma equacao linear em tan 26 gue nos fornece as v-diregtes principais.

Ja as v-diregOes assintdticas, se existem, sdo obtidas pela equagdo I1,{p) == 0,
ou seja,

IL,(p) = H-v+ (3.4
A( cos 26 cos 26,]| B||? + sin 28 sin G |Cl|* + sin(26 + 26,)B - C) = 0.\~

Esta equagao permite estabelecer condicbes necessdrias para a existéncia de v-
diregbes assintéticas. Por exemplo se M é v-minima (H - v = 0) as v-diregdes
assintdticas sao obtidas através da solugio da equacdo:

| B|* + tan 26 tan 260 ||C'||* + (tan 20 + tan 26,)B - C = 0,

portanto se M € v-minima sempre existem as v-diregdes assintéticas e além disso.
neste cago sao ortogonais.

Notemos que se 7{f) é uma circunferéncia, entao os vetores B e C sao ortogonais
e tém O mesmo comprimento:

@) -v=H- v+ A|B| cos(26 — 26,).

‘ o . - Gy =6 .
Portanto as v-direcOes principais se dao em { ) ® . consegilentemente

92299-%-?2’*
ki = H- v+ A|B]|
k’g s HV"}\HBH
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J4 a existéncia de v-direcdes assintdticas fica condicionada a solucéo da equagao:

H- v
cos(28 — 20p) = —
Al Bl
N . . - . . - 93=9{)+2—T
Neste caso, se M é v-minima, entédo as v-diregGes assintéticas sdo b, = g 4 o
4 =VUg+

Para este caso temos que M é v-umbilica se, e somente se, A = 0, 0 que significa
dizer que v € Ep"l“. Na proxima secdlo veremos que esta equivaléncia ocorre em geral.

Caso 2: Elipse de Curvatura se Degenera em Segmento

Consideremos entdo que 7(f) se degenera em um segmento. Logo podemos supor
sem perda de generalidade que

n(6) = H + B(cos 26 -+ Asin 28).

Logo.
11,(p)=H v+ B-vg,(cos 20 + Asin26).

Portanto, as v-diregoes principals sdo as solugdes de
B -vg, (—2sin20 + 2A cos26) = 0,

ou seja, ocorrem quando tan 26 = A.

E claro que as v-direcdes principais ndo dependem de v e também séo ortogonais.

Podemos observar que geometricamente as v-dire¢des principals séo aquelas que
correspondern & maior projecao da elipse-segmento na direcdo de v, isto €, os valores
de 8 que determinam os extremos da elipse-segmento.

Jé as v-direcOes assintéticas sao obtidas pelas solucdes de

H-v+ B-vg (cos26+ Asin26) = 0.

Se H . v = {, entdo as v-direcOes assintéticas sio as direcdes @ tais que
tan 26 = —1, e, portanto,

“ Para qualquer v tal que H - v = 0, as v-direcbes assintdéticas coincidem e $io
perpendiculares entre s1. Além disso, sdo perpendiculares s v-dire¢Ges principais.”

Do desenvolvimento feito acima podemos enunciar o seguinte resultado:
Proposicao 3.5 Sejo M superficie imersa em IR", n > 5. Se a elipse de curvatura

é ndo degenerada em p € M, ou seja, B ¢ C sdo linearmente independentes em p,
entdo sdo verdadeiras as seguintes afirmacdes:
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(i) As v-direcoes principais sio perpendiculares e dependem unicamente da pro-
jecdo de v no plano da elipse, enguanto que v-diregdes assintoticas dependem apenas
da projecdo de v no espago gerado pelo cone do elipse.

(i7) Se o elipse de curvatura € um circulo, entdo as v-curvaluras principais $Go
constantes para qualquer v € E,. Além disso, as v-diregdes principais sdo 6y e
by + 5, onde Bo € o dngulo correpondente a v neste circulo.

(111) A elipse de curvatura, n(#), € uma circunferéncia se, e somente se, as
v-curvaturas média e gaussiana sGo constentes ao longo do plano da elipse.

(3.5

Observacao: No ¢aso em a elipse de curvatura se degenera em um ponto, ou
seja. quando o ponto é umbilico, todas diregbes normais sao principais e as diregdes
assintéticas ou sao todas as diregfes tangentes ou nenhuma.

3.1.2 rv-umbilicidade

Agora vamos verificar que dado um ponto p € M as diregbes de umbilicidade
de M em p estao diretamente relacionadas com o subespaco normal E,.

Quando analisamos as v-direcOes principais na secdo anterior concluimos que
estas nao dependiam da projecdo de v no subespaco normal ortogonal 4 elipse. Na

verdade, para cada p € M, as direcbes normais em EéL sao diregdes de umbilicidade
COIMO VETeIos agora.

Dado p € M consideremos a fungéo

Q(6) = IL{p) = n(8) - v.

De acordo com a definicac 3.2 temos que M é v-umbilica em p se. € somente se,
(V(6) = 0 para todo 8, o que é equivalente a dizer que B-v—sin20+C-vcos26 =0
B.v=20

para todo £, ou seja, se e somente se, { Cov—o
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Comeo E, = (B,C) temos o seguinte resultado:

Teorema 3.6 Sejam M wma superficie imersa em IR™, n > & e v campo normal
em M. Um ponto p € v-umbilico se, e somente se, v{p) € E;.

Notemos que em superficies em IR® as direcSes principais definem dois campos
tangentes mutuamente ortogonais sobre toda a regido de ndo umbilicidade de M. Os
pontos umbilicos de M sao os pontos criticos destes campos, e as correspondentes
curvas integrais sido chamadas linhas de curvatura principal. Podemos também
definir este conceito para uma r-direcdo normal em M imersa em K", n > 5.

Definicao 3.7 Consideremos U, o subcomjunto de todos os pontos v-umbilicos de
M. As v-diregoes principais definem dois campos tangentes mutuamente ortogonais
sobre toda a regido M \ U,, cujos pontos criticos sdo os v-umbilicos. As corres-
pondentes curvas integrais s¢o chamedes v-linhas de curvatura principal ¢ as

duas folheag¢bes juntamente com seus pontos criticos (v-umbilicos) formam o gque
chamamos v-configuragao principal de M.

Observacgao: Em [19] Sotomayor e Gutierrez trabalham com a estrutura global de
configuragdes principais em superficies imersas em R*. A estrutura de configuracoes
principais pode ser estendida para imerstes de superficies em R* {ver [20] e [21]
entre outros). Aqui estudamos alguns aspectos da estrutura local das configuragoes
principais de superficies imersas em /R™. n > 5, considerando a definicdo encontrada
em [41].

Enfatizamos, ainda, que os pontos criticos de uma v-configuracdo principal s&o
aqueles em que M é v-umbilica.

O resultado do Teorema 3.6 também pode ser obtido através da equacio diferen-
cial das v-linhas de curvatura da superficie imersa em R", que foram estabelecidas
por Ramirez-Galarza e Sénchez-Bringas em [{41](pg.133). Eles mostram que se o
sistema de coordenadas considerado ¢ isotérmico (por exemplo na forma de Monge),
ouseja, E =G >0e F =10, aequacdo das v-linhas de curvatura é dada por:

fodz® + (g, — e, )dzdy — f,dy* = 0. (3.6}

De fato, basta observar que para ¢ imersdo de M em IR" parametrizada lo-
calmente na forma de Monge os coeficientes da primeira forma fundamental séo:
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E=0¢y ¢p. F =05 ¢yeG =0, ¢, e 0s coeficientes da segunda forma fundamen-
tal segundo a diregdo normal v s@o dados por:

8u=§§m:'v fvméa:y'f/ Qu=¢yy'?/-

Aplicando estes coeficientes na equagio (3.6} segue o resultado.

Em [39] mostramos que uma superficie M imersa em R" n > 5, sempre ad-
mite algum campo normal local de umbilicidade para M. Aqui este resultado sai
diretamente do teorema acima:

Corolério 3.8 Seja M superficie imersa em IR™, n > 5, entdo M admite um campo
de vetores normal local v de umbilicidade, ou seja, M € v-umbilica.

Seia M uma superficie em que a elipse de curvatura é ndo degenerada, exceto
em pontos isolados {semiumbilicos e umbilicos). Denotaremos por EM o subfibrado
de NM, de posto 2, cuja fibra em cada ponto p ndo semiumbilico é o plano £,
{supondo que este subfibrado possa ser estendido por continuidade sobre os pontos
seminmbilicos radiais e umbilicos). Neste caso (EM )+ representa o correspondente

subfibrado ortogonal de NAM de posto n—4. Uma conseqiiéncia imediata do teorema
acima é que:

Corolério 3.9 M é (EM)*-umbilica.

Em [8] (pg.472 Teorema 3.3) Chen e Yano caracterizam subvariedades esféricas:
um de seus resultados mostra que:

Se M € uma superficie que admite algum campo normal v globalmente definido
tal que M € v-umbilica e tal que v € um campo paralelo no fibrado normal, entdo M
£ esférica.

Atraves deste resultado e do teorema acima temos:

Coroldrio 3.10 Se M € uma superficie em IR™, n > 5, tal que o subfibrado (EM )=
estd globalmente definido e existe algum campo normal paralelo cuja 1magem estd
em (EM)*, entdo M esid contida em uma hiperesfera.

Em [37] mostramos que em superficies imersas em JR? 0s conceitos de v-umbilicida-
de e semiumbilicidade sfo equivalentes; malis precisamente mosiramos:

Dade uwma superficie M imerse em IR*, um ponto p € M € v-umbilico para
algum campo normal v (localmente definido) em M se, e somente se, p é um ponto
serniumbilico de M.



Capitulo 3. Umbilicidade e Configuragdes Principals 66

Para superficies imersas em IR* sabemos que p € M é um ponto semiumbilico se,
e somente se, existem duas diregdes normais a M em p, linearmente independentes,
tais que M é umbilica em ambas. No teorema a seguir generalizamos este resultado
para superficies imersas em IR", n > 5. Ele decorre como um corolario das conside-
ragoes anteriores sobre v-umbilicidade e v-direcdes principais. No entanto achamos
interessante apresentar aqul uma demonstracio alternativa.

Teorema 3.11 Sejo f + M — IR™, n > 5, uma imersdo de M em IR*. Um
ponto p € M € semiumbilico ou umbilico se, € somente se, existern (n — 3) campos
normais linearmente independentes vt --- "%, localmente definidos em p, tuis que
p € vi-umbilico, pare todo i € {1,---n — 3}.

Demonstragao: Suponhamos que existam (n — 3) campos normals LD Vi
localmente definidos em p, linearmente independentes tais que M é v*- umbzhca para
todoi € {1,---n— 3}

Assumindo que a imersdo é dada na forma de Monge localmente em p, logo:

ei(p) = 9u:(p) € fii(p) =0, paratodoi=1,---n—3

Agora colocando v em termos de um referéncial ortonormal normal {ez, ..., €, }
n—3

temos ¥* = 3 i Vie;in € @ expressao acima é equivalente a;

-2 -2

Zaj;:Zijz ijy“—(} para todo ,i=1---n—3

j=1 Jj=1

Ou seja,

n-—-2
(a5 ¢t =0e iju =0, paratodo: & {l,---n— 3},

j=1

825 240 .

onde a; = 55(P) - €ua, b = %%(p) € € ¢ = %y%(p) €ig, parai=1,---,m -2

Logo. todos os vetores v* sdo ortogonais aos vetores B = %Z?glg(ai — Ci) - Eien
e C =31 “2b; - e que geram o subespaco £,. Mas isto implica que dim&, < 1.
Portanto p € semiumbilico ou umbilico.

A reciproca segue facilmente. Basta observar que se p € semiumbilico entdo
E, é uma reta, tomando (n — 3) vetores normais, linearmente independentes, todos
ortogonais a F,, estendendo-os localmente em p e voltando através das consideragdes
acima segue o resultado.

No caso em que p é umbilico todas as dire¢bes normals a M em p sdo diregdes
de umbilicidade, portanto n&o ha nada a demonstrar. -
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Observacgaoc: Antes de finalizar esta secio observemos que se v é um campo normal
emn M, podemos decompor tal campo como v = Ryn + hent, onde n(p) € E,,
nt{p) € E'p““E“, para todo p € M e para fungdes diferencidveis apropriadas hy, hs em
M.

Podemos tomar 7 e n™ ndo se anulando em uma vizinhanca suficientemente
pequena de p. Supondo que p € um ponto ndo semiumbilico segue do Tecrema
3.6 que hi{p) = 0 se, e somente se, p € um ponto r-umbilico. Como n*+ é um
campo normal umbilico segue que as v-linhas principais coincidem com as 7-linhas
principais.

J&4 que p é um ponte nao semiumbilico, entdc p ndo é ponto critico da 7-
configuragao principal, e dai que as v-linhas principais nfo apresentam nenhuma
estrutura geométrica especial em p. Deste modo, apesar de p ser um ponto -
umbilico, » ndo € um ponto critico para a v-configuragdo principal.

Também podemos observar que embora v e 7 tenham as mesmas configuragdes
principais suas curvaturas principais diferem.

De fato, basta notar que

Sy(v) = hi(p)S,(v) + hZ(p)S;(U)‘
Logo, temos a seguinte relagéo entre as curvaturas principais:

k, = hiky + hikye, i=1,2,

onde kji}, i = 1,2, sao as np-curvaturas principais e £,. é a nt-curvatura principal,
: ol o2

pois k1 = k"fr'" = kn._.

3.2 Configuracoes Principais

Nesta secac estudaremos a estrutura local das v-configuractes principais. Dado
um pouto p € M, veremos que as dire¢bes normais a M em p relevantes na andlise
das configuracoes principais sdo aquelas que estdo no subespago normal gerado pela
elipse de curvatura. Assim definiremos uma classe especial de diregbes normais,
que denominaremos diregdes normais essenciais, estas direcoes fornecem todas as
informacbes quanto as configuracdes principais e tais configuracoes nestas direcoes
também serdo chamadas e€ssenciais.

Vamos relacionar condictes sobre configuractes principais com umbilicidade e
semiumbilicidade.

Consideremos M superficie imersa em IR", n > 5. Como vimos na definigdo 3.7,
uma v-configuracao principal de M consiste das duas f@iheégées das 1-linhas de
curvatura principal juntamente com seus pontos criticos (v-umbilicos).
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Como j& vimos na Proposi¢ao 3.5, sao as dire¢des normais que estdo no espago
E, dade pela elipse de curvatura que contribuem para as configuragdes principals:

Proposigao 3.12 Seja M superficie imersa em IR®, n > 4. Se v é um campo
normal gualguer a M em p, entio a v-configuragdo principal de M em p depende

apenas das B ¢ C-configuracdes principais de M em p, onde B ¢ C sdo os vetores
normais da elipse de curvatura.

Demonstracio: As expressdes das v-linhas de curvatura, em termos de B e Cw«*?
podem ser deduzidas considerando-se o referencial ortonormal em N,M.

Se p € ponto nao semiumbilico, entdo dimE, = 2; logo existem =y, 7, campos
normais que definem um referencial ortonormal em uma vizinhanca U, de p tais que
E, = (m (D}, m(2)).

Consideremos {7z, -, -2} um referencial ortonormal normal definido em U,
tal que (73(p), -\ M-2(p)) = B,

Para qualquer campo normal v definido em U, podemos escrever

V= AT+ Aame -+ Aalz + 0+ Ap—ofin—2,

onde A;. - - Aqz : U, — IR sdo funcgoes diferencidveis apropriadas.
Logo
€y = A€y, - Ag€p, + Aglp, o Apoo€n .
fu == )‘lfm =+ /\anz “+ )\Sfﬁs m i An—?f?}n_ga
v = Algm + Ang + )\39773 4+ An—2gnn—2'
Como n;(p) € Ep para todo ¢ = 3,--,n — 2, segue do Teorema 3.6 que M é

n;-umbilica em p para todo ¢ = 3,---,n — 2, ou seja, e, (p) = g,,(p) ¢ fn,(p) =0
para todo i € {3,---,n— 2}

Logo, neste caso a equagao 3.6 das v-linhas de curvatura se escreve da seguinte

maneira; ,

S~ (Nl fdz® + (g, — e )dudy ~ frdy?)) =0
i=1

Se p € semiumbilico, entdo teremos dimE, = 1, ou seja, existe um campo nor-
mal n localmente definido em p tal que E, = (n(p)); de maneira andloga ao caso
acima temos que qualquer campo normal v definido localmente em p, tem a seguinte

configuragao principal em p:

M fodz? + (gq — en)dxdy — fody®) = 0.

Se p é umbilico (dimE, = 0), entdo p é ponto critico de qualquer v-configuragéo
principal.
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|

Observagao: No caso de superficies imersas em R* um estudo especifico das v-
linhas de curvatura, onde v sdo as dire¢bes do semi-eixo maior e do semi-eixo menor
da elipse de curvatura, aparece no trabalho de Garcia e Sotomayor {[15]).

O préximo resultado nos possibilitara relacionar configuracdes principais com
pontos semiumbilicos, podemos prové-lo diretamente observando que sob suas hi-
poteses dimE, = 1, que € equivalente a dizer que v-diregoes principals sao Unicas e
independem de v {vide p.62). Aqui apresentamos uma prova alternativa.

Teorema 3.13 Seja M superficie imersa em IR*, n > 5. M admite (n — 3) e ndo
mais que (n—3), campos normais linearmente independentes vy, - -+, vy 3 localmente
definidos para cada p tais que M € vi-umbilico, para j =1,--,n~ 3 se, ¢ somente
se, M admite uma Unica configuracdo principal ndo trivial.

Demonstracao: Dado p € M consideremos que a imerséo de M em R®, n > 3,
é dada na forma de Monge em uma vizinhanca U, de p e suponhamos que existam
CaImpos NOTmMais . - -+, Uy linearmente independentes localmente definidos em p
tais que M é vy-umbilico, para j =1,---,n — 3.

Como NM € um fibrado de dimens&o n—2 podemos considerar um campo normal
¢ localmente definide em p tal que {£{p), 11 (p). -+, vn-3(p)} defina um referencial
ortonormal em NUj,.

Portanto dado qualquer campo normal # na vizinhanca U, podemos escrever
n = hE+kwt+ - Fky 0™ onde b, ki, kaog 0 U, — IR séo fungdes diferencigveis
apropriadas.

Logo os coeficientes da segunda forma fundamental na direcido de n sdo dados
por

en == (wmx> h’g + klyl "+" et + k’n—-Syﬂ~3> = hef + kleul -+ e+ kn——?)eynmg:
fT? = (uxy hé -+ kv +---+ kn_glfn_.3> = hfg + klft@ + .+ kn_gf,,n%:
gr} = <wyy gé + hlyi T hn—~3yn—-3> = hfgf + k19v3 R kn—3gynm3.

Logo a equagdo (3.6) das n-linhas de curvatura sao dadas por:

h[fedz? + (ge — ec)dxdy — fedy®] + ki[fd2® + (g, — eu )dady — fody®] + -+
knw3ifun_3d$2 + (gb*n—s — €yn-3)drdy ~ fun..adyz] = 0.

J4 que M é vi-umbilica, paratodo? = 1,---,n—3, entdo temos que e, (p) = ., {v)
e f,(p)=0paratodoi € {1,---,n — 3}.

Logo os campos normais 7 e £ tém a mesma configuracdo principal.

Reciprocamente, sabemos do Coroldrio 3.7 que uma superficie M imersa em IR”,
n > 5, admite um campo de vetores normal local de umbilicidade.
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Seja v um campo normal definido localmente em p tal que M ¢ v-umbilica em p.
Agora consideremos V, uma vizinhanca de p na qual v estd definido e sejam
M, s p—3 CAINDOS normais nao triviais definidos em V), linearmente independentes
e ortogonais a v. Suas respectivas configuragdes principais sao dadas pelas equacoes

fmd‘wg + (gm - e?‘?i)dﬁdy - fmdQQ =0,

parat=1---,n—3
Por hipdtese M admite uma dnica configuracdo principal, logo temos gue

f"?l = Aifm:vl & On &y T Ai(gﬂiél - 6?7-;+1>>

para todo ¢ = 1,---,n — 4, onde A; sdo funcbes apropriadas definidas em V.
Tomando os campos normais vy = (1 — Auie), 7, Upg = (1 — Ap—aTn-a)
definidos localmente em V., temos que

fi/-a = fTh - )\if?’hﬂ =0 e Guy = €y 8 Gy — €y — ')‘j(gmﬂ - 87?54—1) =

paratodoi=1,---.n—4.

Logo M é y;-umbilica, parai = 1,---,n—4. JAque v, vy, -+, Vn4 880 linearmente
independentes em V), segue o resultado.

O
Do teorema acima e do teorema 3.11 temos o seguinte resultado:

Corolario 3.14 Seja M superficie tmersqg em IR®, n > 5. Um ponto p € M ¢
semiumbilico se, e somente se, M admite uma dnica configuracdo principal nao
trivial.

Os tltimos resuitados acima nos sugerem distinguir as direcdes normais entre

aquelas que estdo no subespago normal gerado pela elipse e as que estao no respectivo
complemento, assim temos:

Definicdo 3.15 Seja M superficie imersa em IR™, n > 5, e seja M’ a regido ndo
semiumbilica de M, ou seja, para todop € M’ a elipse de curvatura correspondente é
ndo degenerada. Dizemos gue wm campo normal v, definido localmente em M, é um
campo essencial se, e somente se, v{p) € E, para todo p € M'. A correspondente
configuragao principal € denominada v-configuracao principal essencial.

Notemos que se M é uma superficie imersa em IR", com n > 5, as elipses de
curvatura induzem um subfibrado EM’ de NM cujo posto é 2 sobre a regido M’

néo semiumbilica de M. E claro que um campo normal v é essencial se, e somente
se, v(M") C EM’".
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Dado um campo normal v em M denotaremos por M, o EM-suporte de v, isto
é. o fecho da regiao sobre a qual a EM-componente de v nao se anula, onde EM

é o subfibrado normal determinadoe pelos subespagos vetoriais gerados pelas elipses
de curvatura.

Proposicao 3.16 Seja v um campo normal tal gue M, contém alguma subvariedade
aberta de M. Entdo, a v-configuracde principal é essencial sobre M,,.

Demonstracao: Observemos que podemos escrever v == 1)y + 7, onde 7; € uma
seccdo de (EM )~ e my é uma secgio de EM.

Como M, contém alguma subvariedade aberta de A implica gue 7y € essencial
no interior de A,.

Além disso todos os pontos de M séo umbilicos com relagio ac campo 7;. Logo

temos que £ e 73 induzem a mesma equacdo diferencial para as linhas principais e,

portanto, a mesma configuragdo principal. o

Temos ainda como uma conseqiiéncia do Teorema 3.11 que:

Teorema 3.17 Sejam M uma superficie imersa em IR™, n > 5 e v um campo
normal essencial em M. Se um ponto de M é v-umbilico, entio € semiumbilico.

Demonstracao:

Se p & v-umbilico, segue do Teorema 3.6 que v(p) € E,. Por hipétese v é um
campo normal essencial, logo v(M') C EM', onde M’ é a regiao nao semiumbilica
de M.

Suponhamos que p é no semiumbilico, entdo v(p) € E, C EM’, contrariando o
fato de que v(p) € E;.

Portanto. p é semiumbilico. -

3.3 Superficies Totalmente Semiumbilicas

Nesta secio estudaremos semiumbilicidade total de superficies imersas em R",
n > 5. Os resultados aqui apresentados foram demonstrados no artigo [37], aqui
eles aparecem como consegliéncias dos teoremas 3.13 e 3.17.

Definicao 3.18 Seja M superficie imersa em R", n > 5. Dizemos que M € uma
superficie totalmente semiumbilica se o elipse de curvatura em todos os pontos
de M € degenerada.
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Observacgao: De acordo com o discussdo de umbilicidade apresenieda na primeira
secdo deste capitulo temos que p € M é um ponto umbilico (a elipse se degenera em
ponto) se, € somente se, p € v-umbilico para todo campo normal v em M. Denotemos
por U(M) o conjunto dos pontos v-umbilicos de M.

A seguir apresentamos alguns resultados relativos a semiumbilicidade total, que
sho conseqiiéncias diretas dos desenvolvimentos anteriores.

Dada M superficie imersa em IR*, n > 5, temos que M € totalmente semi-
ymbilica se, € somente se, existem campos normais v, .-, V"% linearmente inde-

pendentes definidos localmente para cade p € M\ U(M) tais qgue M € v*-umbilica
para i = 1,--,n - 3.

Dada M superficie imersa em IR™, n > 5, M admite campos normais v1, .-+ "3
linearmente independentes definidos localmente para cada p € M tais que M é v'-
umbilica para 7 = 1,---,n — 3, se, e somente se, M admite uma Unica configuracdo
principal.

Seja M tmersa em IR", n > 5. M ¢ totalmente semiumbilica se, e somente se,
M admite uma dnica configuracdo principal.

Observemos que B.Y. Chen provou em [8] que uma subvariedade M de R",n > 3
é hiperesférica se, e somente se, existe algum campo normal paralelo v em M tal
que M é v-umbilica. (De fato, este campo ¢ a restricio a M do campo radial da
Liperesfera}.

Deste resultado e do fato que superficies imersas em R*? sfo totalmente semi-
umbilicas se, e somente se, sao v-umbilicas para algum campo normal v, segue que:

Uma superficie M contida em S® € totalmente semiumbilica.
Este resultado nao vale para superficies contidas em 4-esferas:

A superficie de Veronese estd contida em uma S*, como vimos no Capitulo 1, mas

a elipse de curvatura em todos seus pontos sao circulos, portanto néao é totalmente
semiumbilica.

Todavia, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.19 Uma superficie M em S* ¢ totalmente semiumbilica se, ¢ somente

se, é v-umbdlica para algum campo normal v em M que tangencia S* em todos os
pontos.
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Demonstragao: Se M C S, consideremos 77 o campo radial de S¥ restrito a M,
entdo M é m-umbilica.

De fato ¢ - ¢ = k. k constante. Consideremos ¢ na forma de Monge.

Derivando a expressdo a acima relativamente a x e a ¥ temos:

Agora derivando em x e y outra vez temos:
@'rz'ém"lc @yy‘ﬁi}:_l € @xycﬁﬁ{)

Logo, ¢ - B=0e¢ C =0, onde B = 3{dzz — ¢yy) € C = dyy, pois ¢ é dada na
forma de Monge.

Portanto, para 7 = ¢ temos que M é y-umbilica.

Assim,. se existe wm campo tangente v tal que M é p-umbilica, entac segue do
Teorema 3.19 que M ¢ totalmente semiumbilica.

Reciprocamente se M € totalmente semiumbilica segue da Proposigéo 3.18 que
existe um oufro campo normal 7, linearmente independente com 7, tal que M é
p-umbilica.

Qs campos 7 e U definem um subfibrado de posto 2 de N M tal que M é umbilica
com respeito a qualquer de suas secgdes.

Basta tomar v campo tangente a S* neste plano. o
Observacoes:

1. No caso da superficie de Veronese temos que a Unica direcdo de umbilicidade
v coincide com o campo radial e o resultado acima nio se aplica.

2. A superficie de translacio obtida através de duas curvas, ~; : S* — R",
i = 1,2, n > 4, parametrizadas pelo comprimento de arco em R, n > 4,

Tympls, t) = %(’m (s) + 7 ())

nos fornece exemplos de superficies totalmente semiumbilicas. Basta tomar
curvas ;i € o contidas em subespagos ortogonais de /R™, que a elipse de
curvatura da superficie T, ., se degenera em um segmento ou ponto em todos
os pontos. Logo, neste caso, 75, », € totalmente semiumbilica.
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Capitulo 4

Direcoes Binormais, Direcoes
Assintoéticas e Convexidade

O principal objetivo deste capitulo é estabelecer um critério para determinar ¢
nimero de direcoes binormais e tangentes assintéticas em um dado ponto de uma
superficie M imersa em /R™, n > 5. Determinamos condi¢des para estender, para
imersdes de superficies em R", n > 5. alguns resultados estabelecidos em [14],
que relacionam a existéncia de direces assintdticas em superficies imersas em R*
globalmente definidas com convexidade local. Naquele trabalho séo estudadas linhas
assintoticas e € obtido um importante resultado de natureza global:

Toda 2-esfera mergulhada genericamente como uma superficie localmente convera
de IR* tem pelo menos 4 pontos de inflexdo.

Assim, iniclamos o capitule definindo diregio binormal e o correspondente hi-
perplano osculador, donde concluimos que tal hiperplano em um ponto p € M é o
hiperplano tangente que tem maior contato com M em p.

Na Proposicac 4.2 vemos que a condicao dada na Proposicao 2.10 para que
a fungao altura ¢, tenha singularidade degenerada de coposto 1 é uma condicdo
necessaria e suficiente quando v é direcdo binormal.

Definimos direcdo tangente assintética associada a uma direcio bincrmal, e ve-
rificamos que esta direc@o assintdtica € um caso particular da v-direcao assintética
definida no capitulo anterior {as direcdes em que a v-curvatura principal se anulam}.

Utilizando a idéia de direcio normal essencial estabelecida no capitulo anterior
definimos direcao binormal essencial e direcio assintdtica essencial. Verificamos que
analogamente ao caso de superficies imersas e IR? neste caso cada ponto de M
imersa em K", n > 5, admite no maximo duas directes binormals essenciais, e
portanto no maximo duas diregoes assintéticas essenciais.

s
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Na terceira secac definimos convexidade local, mostramos que esta propriedade
é verificada em quase todos os pontos se M é uma superficie genericamente imersa
em R™, n > 5. Assim introduzimos o conceito mals estrito de convexidade local
essencial e relacionamos esta convexidade com a existéncia de campos assintéticos
globalmente definidos.

Finalizamos o capitulo apresentando alguns resultados relativos a existéncia de
campos normais 2-regulares.

4.1 Direcoes Binormais e Direcoes Assintéticas

Definicao 4.1 Seja M wuma superficie imerse em R™, n > 4, dado p € M dize-
mos que uma direcdo normal b em N,M € uma direcdo binormal se, e so-
mente se, a forma gquadrdtica Hess(¢y(p)) € degenerada, o gque significa dizer que
det (Hess(¢e(p))) = 0.

O hiperplano H, ortogonal @ direcdo b € denominado b-hiperplano osculador
aMem p.

Observagao: Lembremos que ¢, é a fungho altura na direcdo de b definida no
Capitulo 2.

Em termos de contato a defini¢do acima nos diz que um hiperplano osculador
tem um contato, em geral, maior que o plano tangente.

A nomenclatura direcdo binormal e b-hiperplano osculador vém da analogia com
o caso de curvas em IR

Notemos que, de acordo com o capitulo 2, dizer que b € N,M \ {0} é direcdo
binormal em p é equivalente a dizer que a funcéo altura correspondente ¢ tem sin-
gularidade degenerada em p, assim a Proposicdo 2.10 tem a seguinte leitura quando
a direcdo normal considerada € binormal:

Proposigao 4.2 Sejam p um ponto em uma superficie M imersa em IR, n >4, e
v € N,M wma diregao binormal. Temos que p € uma singularidade de coposto 2 da
fungdo altura &, se, e somente se, v € Ej. (Equivalenternente p € singularidade de
coposto 1 da fungéo altura ¢, se, e somente se, b € E,).

Demonstragao: Ja que v é direcdo binormal em p, entdo a funcdo altura corres-
pondente, ¢, tem singularidade de coposto ao menos 1 em p.

Agora, sabemos que p é singularidade de coposto 2 de ¢, se, e somente se,
Hess(¢,(p)) é & matriz nula. Observemos que

n—2

E, = <Z(Gz’ — Ci)€ua, §5i€i+2>-

gu=] =1
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Logo Hess(&, (p)) = 0 e isto implica que S72 a; = S rey cty = S b = 0,
portanto S° {as — ey =0e S by @f =0, ou seja, v € E.

Por outro lado se v € E;, entao Zt Fawy = v e Yo by = 0.

Como v € diregac bmormal segue que a forma quadrética Hess(¢,(p)) é degene-
rada. Portanto,

n-—-2
0 = det (Hess(¢ (Z azm) , Ou seja, Z a;v; = 0.
=1

Assim temos que p é uma singularidade de coposto 2 de ¢,. O

Observacgao: E importante lembrar que um estudo preliminar das diregdes binor-
mais do ponto de vista de contatos da superficie com hiperplanos tangentes {oi feito
em [32], onde as diregbes normais em que a funcéo altura tem singularidade de co-
posto > 1 sdo denominadas diregdes degeneradas, e 0 nome binormal foi reservado

para as dire¢des que a fungdo altura correspondente tem singularidade de coposto
a0 menos 2.

Prosseguindo nossa discuss&o sobre direcdes binormais consideremos, para cada

ponto p € M, a aplicagdo A,, introduzida no Capiftulo 2, induzida pela segunda
forma fundamental:

Ap: NpM =R — Q@2)=
U3
('2]3;"';UTL) — Ap(Us,"';Un) = {af(p))T

Un

onde Q(2) ¢ o espago das formas quadraticas nas varidveis = e y.
Dado v € NyM temos que Ay(v) = II,(p); portanto pela Proposicao 2.9 do
Capitulo 2 segue que as formas quadrdticas A,(v) e Hess{(¢,(p)) coincidem.
Considerando o cone € das formas quadraticas degeneradas,

C = {az® + 2bzy + cy® € Q(2);b* — ac = 0},

vemos que uma diregao normal nao trivial, b € N, M, € binormal se, € somente se,
4,(b) € C, ou seja, A7H(C)\ {0} € o conjunto de todas as diregdes binormais a M
em p.

Direcbes binormais em superficies imersas em R* foram estudadas por Mochida
em [29] onde conclui que de acordo com intersecgao da imagem do plano N, M pela
aplicacdo A, com o cone C podemos ter:
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e duas direcGes binormais se o plano Ay{N,M) corta o cone;
e uma direcdo binormal se o plano A,(N, M) tangencia o cone;
e nenhuma direcéo binormal se o plano A,(N,M) corta o cone na origem,

ou seja, um ponte p em uma superficie M Imersa em R* tem no méximo duas
dire¢des binormais.

Embora para superficies imersas em R* o ntmero de dire¢bes binormais esteja
determinado, isto ndo ocorre em pontos de uma superficie imersa em R", n > 5,
pois neste caso podemos ter wm nimero infinito de tais diregGes.

De fato,

Se p € M3, entdo postoAd, = 3, portanto [mA, é um espago tridimensional, e
conseqiienternente A-1(C) é um cone em N, M.

Ja para o caso em que p € M as conclusoes sdo andlogas ao caso de superficies

em IR*, pois postod, = 2, portanto ImA, é um plano e temos as seguintes possibi-
lidades:

» AZYC) sdo dois planos com a reta ker A, em cornum;
o A-HC) é um plano contendo a reta ker A,;

e AM{C) = {0}, neste caso a tnica direcdo degenerada vem dada pela reta
ker A,.

Se p € M, entdo postoAd, = 1. Neste caso as diregdes degeneradas definem o
plano ker Ay, e correspondem todas & forma quadratica nula; portanto podemos ter:

o A7*(C) o plano ker Ay;
o AZHC) todo N M.

Claramente se p € M, entao todas direcdes normais sao degeneradas, portanto
A;I(C) é todo NpyM.

Agora observemos que dada uma dire¢do binormal b € N,M, em um ponto
p € M, temos que a forma quadratica hessiano Hess(¢y{p)) é degenerada sobre T,M
e, dai, que existe uma direcéo tangente nao trivial u € T, M, tal que Hess{¢(p))(u) =
0. Esta direcio recebe um nome especial:

Definicao 4.3 Sejam M uma superficie imersa em IR*, n > 4, ¢ b uma direcdo
binormal em uwm ponto p € M. Dizemos que uma direcdo tangente ndo trivial

u € T,M\ {0} € wna direcdo assintética associada a b se, e somente se,
u € ker (Hess(ay(p))).
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Geometricamente a direcdo assintdtica associada a b representa a diregio tan-
gente ac longo da qual acontece o contato maior da superficie M com o hiperplano
osculador H.

Notemos gue dado p € M;, existe uma tnica direcdo normal v £ E;j“ tal que
a funcio altura ¢, tem singularidade de coposto 1 em p (segue da Proposigdo 2.3
do Capitule 2), portanto esta diregio € binormal e ento existe uma Unica diregéo
assintética correspondente. Agora para todo v € ker 4, a funcéo altura ¢, tem sin-
gularidade de coposto 2 em p, e portanto todas as diregbes tangentes sao assintdticas
em p. Neste caso dizemos que v é uma dire¢do binormal degenerada.

ObservagBo: As diregdes binormais degeneradas sdo determinadas por A7'(0};
como observado acima pontos de tipo M admitem um (n—5)-subespaco de direcies
binormais degeneradas, em pontos de tipo M- existe um (n—4)-subespaco de direcGes
binormais degeneradas, em pontos de inflex&o ou umbilicos ordinédrios estas diregdes
determinam um {n — 3)-subespago de direcdes binormais degeneradas, j4 em pontos
umbilicos planares todas as diregdes do subespago N, M séo binormais degeneradas.

Notemos que diregdes assintdticas sdo um caso particular das v-diregdes assin-
téticas definidas no capitulo anterior, para verificar isto consideremos a seguinte
proposigao:

Proposicao 4.4 Sejo M superficie imersa em IR®, n > 5. Se b € um campo bi-
normal em M, entao o campo de direcdes assintdticas associade a b € um campo
de b-direcoes principais, com uma b-curvature principal anulando-se. Em outras

palavras, sto significa que o campo de diregées assintdticas associado a b € um
campo b-assinidtico.

Demonstracao: Dado um campo normal v em M temos que em cada pontop € M
a matriz hesslana da fungéo altura ¢, coincide com a matriz jacobiana do operador
de forma S,, ou seja, Hess(¢,(p)) = J(S,(p)).

Se v é um campo binormal sabemos que a forma quadratica Hess{¢,(p)) é de-
generada, portanto 0 é um de seus autovalores, e o correspondente autovetor € por
definicdo a diregdo assintdtica, donde segue o resultado. 0l

Agora relacionamos campos binormais v tais que M é v-umbilica com a decom-

posicao dos pontos de M em tipo M,.

Proposicao 4.5 Sejam M superficie imersa em IR™, n > 5 e v um campo binormal
em M. Sep é v-umbilico, entdo p € My U M, U M.
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Demonstracdo: Se p € M é um ponto v-umbilico, ¢ Teorema 3.6 nos diz que
pEE,.

Logo pela Proposicdo 4.2 temos que a funcio altura ¢, tem singularidade de
coposto 2 em p.

Mas como vimos no Capitulo 2 isto implica que v € ker 4,.

Portanto p € M, U M, U M,.

4.2 Direcoes Binormais e Assintéticas Essenciais

Agora seguindo a defini¢io de campo normal essencial visto no capitulo anterior
introduziremos o0s conceitos de direcao binormal essencial e direcao assintdtica essen-
cial, fornecendo um critério para a escolha de algumas destas diregdes. Mostraremos
que similarmente ao caso de superficies em IR*, neste caso também existird exata-
mente duas, uma ou nenhuma diregdo binormal essencial.

Definigao 4.6 Sejam M superficie imersa em IR, n > 5 e p um ponto ndo semi-
umbilico. Dizemos que uma direc@o binormal b em p ¢ uma direcdo binormal
essencial se esta diregdo se encontra no plano E,. Uma correspondente diregio
assintética em TyM serd chamada direcao assintética essencial.

E claro que as diregdes binormais essenciais em p € M séo aquelas que estao em
AZ YCYN E,.

Observacao: Notemos também que os pontos criticos em campos binormais essen-
ciais sa0 0s pontos semiumbilicos ou umbilicos. Em [30] vemos que no caso de
superficies imersas em IR* todos 0s campos binormais sio essenciais € seus pontos
criticos sGo 0s pontos de inflexdo (segmento radial).

No proximo resultado veremos que este tipo de direcdo binormal ocorre de

maneira andloga ao caso das diregdes binormais em IR:.

Proposicao 4.7 Seja M superficie imersa em IR", n > 5. Em qualguer ponto
p € Mz existem no mdzimo duas direcdes binormais essenciais.

Demonstracao: J4 que p € M;, entdo Ay HC) é um cone em N, M, por outro lado
E, é wm plano em N, M.

Portanto temos as seguintes possibilidades para A HOINE,:

e duas retas que se interceptam na origem:
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4.2,
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e uma reta tangenciando o cone,

e a origem.
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(4.3)

Conseqiientemente podemos ter duas, uma ou nenhuma direcbes binormais essenci-
ais.

[

Agora classificaremos os pontos de M imersa em R™, n > 5, a fim de rela-
cionar esta classificacdo com o ndmere de diregdes binormais essenciais e diregdes
assintdticas essenciais.

Estamos, assim, em condicoes de aplicar os desenvolvimentos acima e obter wum

ressultado mais preciso quanto ao mimero méaximo de diregdes assintoticas essenciais
em cada ponto:

Proposicao 4.8 Dado um ponto ndo semiumbilico p € M, onde M € superficie
imersa em K™, n > 5, consideremos a projecdo ortogonel 7y B* — T,M & £, =
IR%. Entdo Ty, € um mergulho local em p que leva direcdes assintdticas essenciars
de M em p em direcdes assintcticas de w,(M) em m,{p).

Demonstragdo: Que 7, ¢ um mergulho local em p segue do fato que ker(m, (1))
é transversal a Tp,M.

Agora, dada uma diregéo binormal essencial b € E,, temos que ¢z} = op(m,(x)),
para todo x em uma vizinhanca de p em M, pois b é ortogonal ao niicleo da projecéo

Tp-
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Além disso, m, ~¢é um mergulho local em p e temos que ker (Hess(gy(p))) =
ker (Hess{@s(mp(p)))}.

C

O préximo resultado motiva a definicdo de direcao assintdtica essencial para
pontos semiumbilicos ou umbilicos.

Proposigac 4.9 Sejo M superficie imersa em IR, n > 5. Sep € M ¢ um ponto
sermiumbilico ou umbilico, entdo todas as direcdes binormais ndo degeneradas estdo
no mesmo subespago linear em AZHC) e induzem o mesma direcGo assintdtica.

Demonstracao: Observemos que ker A, = A7 (0) C A71(C).

Agora, se p € um ponto semiumbilico ou umbilico, entéo postoA, < 2 e, portanto,
ker A, é ndo trivial.

Primeiro consideremos 0 caso em que postoA, = 2, ou seja, /mA, é um plano.
Portanto JmA, MC pode ser duas retas que se interceptam na origem, uma reta que
tangencia o cone C ou a origem.

Conseqlientemente A-*(C) pode ser um par de (n — 3)-espagos com o (n — 4)-
espago ker Ap em comum; um (n — 3)-espago contendo o (n — 4)-espago ker A,; ou
simplesmente o (n — 4)-espago ker A,,.

Se Ay HC) = ker A,, entéo claramente todas as direcbes binormais em p sio
degeneradas.

Suponhamos, entdo, que A *(C) é um par de {n—3)-espagos com ¢ {(n—4)-espago
ker A, em comum ou um (n — 3)-espago contendo o {n — 4)-espago ker 4,.

Suponhamos ainda que ker A, = (vo) e tomemos v; diregio ortogonal a vg.
Qualquer dire¢do binormal nao degenerada v pode ser escrita como v = A\u; + uvy,
onde A, p € Re A#10.

Temos entao que

Hess(ou(p)) = AHess{dy, (p)) + uHess(¢w,(p)),

como vy € ker Ay segue que a matriz hessiana Hess(¢,, (p)) € identicamente nula.
Portanto Hess(¢,(p)) = AHess(¢,, (p)), j4 que A # 0, segue que v € ker (Hess(9,(p)})
se, e somente se, u € ker (Hess(¢,, (p})).
Se postod, < 1, entdo A7H{C) = ker A, ou AJY(C) é o préprio N, M e o mesmo

argumento pode ser aplicado -

Da proposi¢ao acima conciuimos que em cada ponto semiumbilico nfo radial
existe no maximo duas direcdes assintéticas dadas através das diregdes binormalis
nao degeneradas. Uma tal direcio assintética serd denominada também de direcgao
assintdtica essencial
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4.3 Convexidade Local

Vamos introduzir o conceito de convexidade local; veremos que genericamente
superficies imersas em JR™, n 2> 5, sio localmente convexas em quase todos 0s pon-
tos. motivando assim uma defini¢do mais refinada que denominaremos convexidade
essencial.

Definicao 4.10 Seja M superficie imersae em IR", n > 4, dizemos que M € local-
mente convexa em um ponto p se existe algum hiperplano de suporte local H,

para M em p. Dizemos que M ¢ localmente convexa se € [ocalmente conveza em
todo ponto.

Em geral, o conceito de convexidade local pode ser definido para subvariedades
imersa em IR™ Para subvariedades mergulhadas em /R com codimenséo 2, foi
mostrado em [14], que convexidade local estd relacionada com a existéncia de certas
diregbes de contato {directes assintéticas) no ponto considerado.

Um estudo de convexidade local para superficies mergulhadas em IR* foi feito em
114], onde se conclue que superficies compactas em R* sempre contém uma regiao
localmente convexa. Por outro lado, para qualquer ponto p em uma superficie
minima M em IR* M nio é localmente convexa em p.

Agora vamos estudar convexidade local em superficies imersas com codimensao

malor ou igual a 3; veremos aqul que este conceito difere muito do que ocorre nos
casos descritos acima.

Proposicao 4.11 Sejam M superficie tmersa em IR™, n > 5 e p um ponto qualguer
de M. Se a imagem da aplicagdo linear A, intercepta o interior do coneC das formas
quadrdticas degeneradas em Q(2), entdo M € localmente convera em p.

Demonstragac: Suponhamos que existe v € N, M tal que A,(v) € Int(C). ja que
A,(v) € R¥ entéo podemos escrever

Ay(v) = (a;(v),ag(v),ag(v)) tal que a;(v)af)(v) — (a3(v))* > 0.

Sabemos que A,{v) = det (Hess(¢,(p))), como p é singularidade de ¢,, segue
entdo que esta singularidade é ndo degenerada, ou seja, p é ponto de méaximo {ou
minimo) local de ¢,.

Portanto H,, hiperplano ortogonal a v, ¢ um hiperplano de suporte local para
M em p.

Logo M ¢ localmente convexa em p. -
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Corolario 4.12 Sejo M uma superficie imersa em R", n > 5. EntdoM ¢ local-
mente convexa em todo ponto de tipo My,

Demonstragao: Observemos que a aplicacéo linear A, : N M = R"? — Q(2) =
JR? tem posto 3 em qualquer ponto p de tipo M,. Portanto 4, é sobrejetora, logo

existe v € Ny M com A, (v} € Int(C). O

Coroldario 4.13 Superficies genéricas imersas em IR*, n > 6, sdo localmente con-
VELAS.

Demonstracac: Como vimos no Capitulo 1 os pentos de superficies genéricas
imersas em [R". n > 6, sdo todos de tipo M;.

™
—

4.3.1 Convexidade Essencial

Inicialmente observemos que em superficies genéricas imersas em IR, n > 5, o
conjunto M3 é aberto e denso em M; portanto M € localmente convexa em quase
todos os pontos.

Além disso, dada uma superficie qualquer imersa em R", n > 3, esta superficie
¢ o limite (na topologia C™ de Whitney) de superficies genéricas.

Logo convexidade local ndo é um conceito relevante no caso de superficies imersas
em IR™, n > 5. Assim introduzimos uma caracterizagéo mais estrita de convexidade
local nos permitird estender resultados envolvendo convexidade local de superficies
imersas em JR* para o caso geral de M imersa em R", n > 5.

Definicao 4.14 Seju M ume superficie imersa em K™, n > 5. Dizernos que M €
essencialmente convexa em p € M se, e somente se, existe um hiperplano de
suporte local para M em p cujo vetor normal pertence ao subespaco normal E,.

Segue da Proposi¢ao 4.12 que uma condi¢ao suficiente para que 3 seja essencial-
mente convexa em p é que AP!E;] M Int(C) # 0, ou seja, M é essencialmente convexa
em p, se existe v € Ey, tal que a funcdo altura correspondente ¢, tem singularidade
n&o degenerada em p.

Podemos relacionar os conceitos de convexidade essencial de superficies imersas
em IR*, n > 5, com o de convexidade local de superficies imersas em R*.

Proposigao 4.15 Sejam M superficie imersa em R*, n > 5 e p wm ponto nio
semiumbilico qualguer de M. M € essencialmente convera em p se, ¢ somente se, a
imagem da projecao ortogonal (M) € localmente convera no 4-espaco T,M & E,,
onde 7, € a projecdo ortogonal de R® em T,M & E,.
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Demonstragdo: Notemos que 7y, : M — T,M & E, = R* é um difeomorfismo
local em p, pois o vetor projecao ¢ ortogonal a T, M, isto é, linearmente independente
a T,M.

Além disso, 7, leva By em Ey,.

Se M é essencialmente convexa em p, entdo existe hiperplano de suporte H, para
M em p, com v € E,.

Tomando H, = T,M & v temos um hiperplano de suporte para 7,(M) em 7,(p).
pois T,M ¢ tangente a M em p e v é normal ao hiperplano de suporte local H, para
M em p.

Reciprocamente se 7,{M) é localmente convexa em m,{p) € T,M & E,, entéo
existe H, um hiperplano de suporte local para w(M} em m,(p).

Seja v diregdo em H, tal que v € E,, considerando H, hiperplano em R",
ortogonal a v temos que Hl, € hiperplano de suporte local para M em p.

De fato, caso contréario para qualquer vizinhanga U, de p existiriam g1, ¢z tais que
&(q;) estaria na direciio de v e ¢(go) néo estaria na diregiio de v. Mas isto contraria
a convexidade local de #n(M) em = (p).

Portanto H, € hiperplano de suporte local para M em p. com v € E,, ou seja,
M é essencialmente convexa em p. 0

Em superficies imersas em R* existe uma relacdo muito interessante entre con-
vexidade local e existéncia de diregbes assintéticas em um dado ponto da superficie.
Em {14] encontramos o seguinte resultado:

Seja M imersa em IR* genérica (existe um aberto em que a aplicagdo A, ndo
tangencia o cone das diregoes degeneradas). M € localmente conveza se, e somente
se, M admite dois campos de direcbes assintdticas globalmente definidos. (Equiva-
lentemente: M é hiperbdlica)

Os pontos criticos destes campos de dire¢tes assintdticas sdo os pontos de in-
flexao.

Para superficies imersas em R™, n > 5, temos os seguintes resultados:

Proposicao 4.16 Seja M superficie imersa em IR, n > 5. Se M € essencialmente
conveza, entGo admite exatamente duas diregdes binormais essenciais globalmente
definidas em cada ponto de Mz U M;.

Demonstracao: Observemos gue a convexidade essencial em um ponto nao serni-
umbilico é equivalente a afirmar que a imagem da aplicagdo linear A, pelo plano £,
encontra o cone C em duas retas. Assim temos duas dire¢des binormais essencials.
Se p ¢ um ponto semiumbilico de tipo My, como M € essencialmente convexa a
reta A,(Ep) estd no interior do cone C, logo ¢ plano ImA, encontra o cone C em
duas retas, que nos fornecem duas diregdes binormais ndo degeneradas. r
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Como apontamos anteriormente, sob condigbes apropriadas de genericidade,
temos que M = Mz U M, com pontos isolados semiumbilicos de tipo Ms.

Logo superficies essencialmente convexas genéricas admitem dois campos binor-

malis essenciais globalmente definidos e consequentemente dois campos de diregdes
agssintéticas essenciais asscciados a eles.
Além disso o fato de que 7, leva direcOes assintticas essenciais de M em p em
directes assintiticas de m,(M J em m,(p) implica que estes campos nao coincidem.
Seus pontos criticos podem ser vistos como os pontos semiumbilicos de tipo M, em
que a binormal é degenerada {ou também como pontos de inflexdo ou umbilicos para
o caso nAo genérico).

Destas consideracdes temos ¢ seguinte teorema:

Teorema 4.17 Sejo M superficie imersa em IR® n > 5. M ¢ essencialmente

convera se, € somente se, admile dois campos de diregdes assintdticas essenciais
globalmente definidos.

Teorema 4.18 Suponha que M € uma superficie imersa em IR, essencialmente
convexa com pontos umbilicos isolados. Entdo, M € iotalmente semiumbilica se, ¢
somente se, as duas familias de direcdes assintdticas sdo mutuamente ortogonais,
exceto no conjunto de pontos criticos {que contém o congunto U{M)).

Demonstracao: Que M admite dois campos binormais, b;,7 == 1,2, essenciais
globalmente definidos segue da Proposicio 4.16 acima.

Considere 0s correspondentes campos assintéticos 6,7 = 1,2. Temos que §; €
Ker{Hess(¢s,(9))) \ {0}, i = 1,2 e j4 que este hessiano coincide com o operador de
forma Sy, (p). ¢ = 1,2, segue que §; corresponde a um autovetor de S, associado
a0 autovalor zero. Portanto as correspondentes linhas assintéticas so as linhas de
curvatura.

Por outro lado se M é totalmente semiumbilica segue das Proposicoes 3.16 ¢ 3.17
que as configuracoes principais associadas a by e by coincidem.

Jé que as direcdes assintéticas #; e 6; nio podem coincidir temos que as linhas
assintdticas associadas as binormais b; sdo mutuamente ortogonais.

Reciprocamente, se M admite duas familias de campos assintéticos essencials
ortogonals, temos gue estas sao as linhas de curvatura com respeitoc acs campos
binormais by e bs.

Logo, existe uma fungéo real £ definida em M para a qual vale a seguinte igual-
dade:

Jo, = kfa,

egy, — €y = k(gbz - 662)-
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Portanto,
0= fbl - ksz = J(bl - kb?);fu

0 = 9o — kgbz - <6b1 - kebz) = %bl - kb2'(gv - 61/):

gue implica que M é v-umbilica.

Como b; e by sdo binormais podemos assumir que ey, = g5, = 0 ¢ logo k = _ni:‘;,
1 A 3 €
Assim temos M é v-umbilica para o campo v = —#b; + %52'

Como b; e by s80 binormalis essenciais segue que v{p) € E,, para todo p € M.
Por cutre lado, pelo Corclario 3.7 sabemos que existe um campo de vetores p
. {localmente definido) ortogonal a B, em cada ponto tal que A{ é -umbilica.
Portanto M € umbilica com respeito a dols campos linearmente independentes 7
e v e a Proposicdo 3.16 nos diz que M é totalmente semiumbilica. -

4.4 Campos Normais em Superficies 2-regulares

Nesta se¢ao forneceremos alguns resultados que relacionam o conceito de (ponto

ou imersao) 2-regular no sentido de Feldman com outros conceitos estudados acima.
Vimos no Capitulo 1 que:

Um ponto p € M € 2-singular se, € somente se, p &€ My U M; U M.

Logo uma surperficie 2-regular ¢ feita estritamente de pontos de tipo M;. Con-
seqlientemente, superficies 2-regulares néo possuem pontos semiumbilicos.

Teorema 4.19 Uma imersdo 2-reqular de uma superficie compacta com caracteristica

de Euler diferente de zero em IR"™, n > 5 ndo admite campo normal essencial glo-
balmente definido.

Demonstragac: Um campo normal essencial globalmente definido d4 origem a
configuracoes principais globalmente definidas.

J4 que x{M) # 0, a férmula de Poincaré-Hopf implica que estas configuragoes
principais devem ter pontos criticos; mas, vimos que os pontos criticos de tais con-
figuragoes sao 0s pontos semiumbilicos de M. 0

Como conseqiiéncia termos,

Corolario 4.20 Uma superficie M compacta 2-regular tmersa em IR*. n > 5 com
caracteristica de Euler diferente de zero ndo pode admitir distribuices normais glo-
balmente definidas de dimensdo (n — 3).
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Demonstragao: DBasta observar que para cada p € N, M temos que N,M =
E, & E,~, onde E, é subespago normal gerado pela elipse e E,~ é o complemento
ortogonal de E, em NyM. -

Observagao: De acordo com ¢ que vimos no Capitulo 1 superficies genericamente
imersas em K", n > 6 ndo tém pontos semiumbilicos. Logo a propriedade de ter
campos normais essenciais globalmente definidos é nao genérica para superficies
compactas imersas em R”, n > 6.

Para ilustrar o resultado acima consideremos:

Exemplo: Seja V' asuperficie de Veronese em JR°, de acordo com o visto no Capitulo
1. V é uma superficie hiperesiérica, tal que a elipse de curvatura é um circulo em
todos os pontos e, mais, V define um mergulho 2-regular do plano projetivo em IR®,
Daf que x{V(P(2)) # 0, logo podemos concluir que:

Corolario 4.21 O 4dnico campo normal unitdrio globalmente definido em V € o

campo radial da hiperesfera §*{Z:) restrito a V.

Demonstragao: Do exemplo 1 da secio 1.5 segue que E,* é o campo radial da
hiperesfera S‘*(%), portanto esta globalmente definido. Logo qualquer outro campo

normal unitario distinto deste em todos os pontos é essencial.

Como a superficie de Veronese é 2-regular segue o resultado. -
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4.5 Perspectivas Futuras

Algumas questdes ficam em suspenso até o ponto em que chegamos com este
trabalho. outras sugerem alguns caminhos a serem seguidos em futuras pesquisas.
A seguir levantamos algumas questoes a serem pesquisadas.

e Superficies de Translagao em R’

No Capitulo 1 introduzimos superficies de transiacido, mostramos que para cur-
vas convenientes estas superficies fornecem exemplos de superficies totalmente
semiumbilicas substanciais. A pergunta que surge naturalmente é se pode-
mos encontrar um critério para determinar uma classe maior de superficies
totalmente semiumbilicas atréaves destas.

e Direcdes Conjugadas (definicio e relagio com direco assintética)

Em [24] encontramos a definicdo de direcdes conjugadas para superficies imer-
sas em [R* que sdo aquelas em que n{f) e %(9) sdo paralelos. Em [29] ve-
mos que para estas superficies tais direcdes estao relacionadas com as diregdes
assintéticas associadas as binormais. Uma pergunta natural € se podemos en-
contrar uma definicdo andloga de direcdes conjugadas para superficies imersas
em IR™, n > 5, de maneira que os resultados possam ser estendidos.

e Questoes de Natureza Global

Varios dos conceitos e resultados abordados ao longo deste trabalho suscitam
naturalmente questoes de carater global. Umn dos mais interessantes é deter-
minar se existe relacdo entre convexidade (de algum tipo) e a existéncia de
pontos "singulares de ordem mais alta”da imersdo de superficies compactas
em R", n > 5, e correspondentes interpretactes via elipse de curvatura. Fol
mostrado em [14] que esferas genericamente mergulhada como superficies lo-
calmente convexas de IR* tem ao menos 4 pontos de inflexdo.
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