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Sumario

Usando o método variacional, estudamos a existéncia e a multiplicidade de solugdes para a seguinte

classe de problemas
—div(a(| Vu|P) | Ve P 2Vu) = f(z,u) emQ, u=0 em 90,

onde p > 1, Q C RN é um dominio limitado com fronteira suave 8 e as funcdes a e f sdo contfnuas

e satisfazem certas propriedades de crescimento.

No capitulo 1, estudamos o caso onde f tem crescimento polinomial subcritico, isto é,
| f(z,u) [SCA+|ul"), V(z,u)eQx R,

onde1§r<p*,comp*=+oosep2Nep*:]—\],—V_%sep<N.

Estudamos, no capitulo 2, o caso N = p > 2, cuja fungdo f tem crescimento subecritico, no seguinte
sentido:

. N_
ulil{}of(m,u)exp(—a | ulN—l) =0, Ya>0

Considerando ainda o caso N = p > 2, estudamos no capitulo 3, o problema de Dirichlet para o

operador N—Laplaciano correspondente a a = 1, isto &,
—Ayu= —div(| Vu [P 2 Vu) = f(z,u) emQ, u=0 em IQ,

N
cuja fungdo f(x,u) se comporta como exp (a | w |N_5) quando | u |— oo.
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Introducao

No presente trabalho, aplicando o método variacional, estudamos a existéncia e a multiplicidade de

solugoes fracas, para problemas do tipo:

—div(a(] Vu |P) | Vu P2 V) = f(z,u) emQ,
u =0 em €1,

(0.1)

onde p > 1, & C RY é um dominio limitado com fronteira suave 9, e em que @ : Rt — R e

f :Q x R — R sao fungbes continuas, satisfazendo as seguintes hip6teses de crescimento:
la@uP ! |<n|ufP™! +¢, VYueRY, (0.2)

| f@wl<C(1+]ul™), V@uexR, (0.3)

emque1§r<p*,comp*=+oosep2Nep*=FN_Ep se p < N. Esta condigao sobre a fungao f
é dada pela imersdo de Sobolev e, no caso N = p, devido 3 inequagao de Trudinger-Moser [35, 43|, é

suficiente assumirmos a seguinte condigao de crescimento:
N_
| f(@,u)|< Cexp(ao | u|FT), V(ru)eQxR, (0.4)
onde ap é uma constante positiva.
Entendemos por solugoes fracas de (0.1), fungdes u € W(} P (Q), que satisfazem a equagao
/ o] Vu [P) | Vu P2 VaVvds = f f(z,u)vdz, o€ WP (Q), (0.5)
9} Q

onde W(}’p () denota o espago de Banach, obtido como o fecho do espago das fungdes de classe C™,



com suporte compacto contido em €2, com relagao & norma

1/p
e gl Va o= ([ 170l az) (086)

Notemos que, devido as hipéteses de crescimento (0.2) e (0.3) (ou (0.4) no caso N = p), a expressdo

em (0.5) estid bem definida e, além disso, solugoes fracas de (0.1) correspondem a pontos criticos do

funcional
1
)= /Q A(| Vu [P)dz — /Q F (x, u) dx, (0.7)

definido no espacgo Wo1 P(Q), onde

A(u):/(;ua(s)ds ¢ F(m,u):/ouf(z,s)ds.

A aplicagdo de técnicas variacionais torna necessaria a imposi¢ao de condigoes adicionais sobre a
funcao a. No nosso caso, assumiremos que h : R — R dada por h(u) = A(] u |P) é estritamente
convexa e, além disso, satisfaz

h(uy>28|ulfP —a, Yu€R. (0.8)

A partir da hipétese (0.2), obtemos constantes positivas 77 e ( tais que:
h(u)<nlul?P -¢, Yu€eR (0.9)

Um exemplo tipico dessa classe de problemas é dado por a(u) =1+ ug_;l, com 1 < g < p, cujo

problema correspondente é

—Apu—Agu = f(x,u) emQ,
u =0 em 01},

onde Apu = —div (| Vu |p-2 Vu) é o operador p—Laplaciano. Para outros exemplos, veja as segdes
1.5 e 2.5, e [27, 28, 29, 36, 44].

Denotamos por 0 < A; < Ag < ... < ); < ... os autovalores de (—A, HJ (), onde H} () =
wo ().

Consideremos o seguinte problema de autovalores:

—div(| Vu P 2Vu)=A|ulP2u, ueWrP(Q). 0.10)
0
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Sabe-se que existem um menor Ai(p) > 0 e uma funcdo associada 1; > 0 em {2 que resolvem o
problema (0.10) e, além disso, A;(p) é um autovalor simples e isolado (cf. [6, 7]). Logo, dado qualquer
subespago fechado W complementar ao subespago V' gerado por 4, temos

szinf{/ |Vw|pd:v:w€We/|w|pd:v=1}>)q(p). (0.11)
Q Q

Denotamos por Ax(p) o supremo destes niimeros Ay, sobre todos os subespagos fechados W comple-

mentar ao subespaco V.
Os principais resultados do capitulo 1

Nesse capitulo, além da hipdtese (0.3) sobre f, assumiremos a seguinte condigao:

(F)  pF@uw <f(@u)u—bi|u]+b, V(z,u)cQxR,
ou
(Fr)  pF@w2/(zu)utb|ul+by, VY(zu) QxR

e sobre a fungao a adicionamos, as hip6teses anteriores

(41) Aw) —a(u)u>b,

(A;) Au) —a(u)u<b.

Nos trés primeiros teoremas, consideramos situagdes onde o potencial F'(z,u) se comporta, no
méximo, como | u [P, quando | u |— 0o e, portanto, pode interagir assintoticamente com o primeiro

autovalor do p—Laplaciano.

Teorema 1.1 Suponhamos (Fj') e

pF (z,u)

(F») limsup —— B

| < BAi(p), uniformemente em x € ).
lu|—o0

Entdo, o problema (0.1) tem uma solugéo fraca.



Teorema 1.2 Suponhamos que p > 2, (Fit), (AT) e, além disso:

(AQ) o1 + ﬂlup_2 < a(up)up~2 < az+ B2up¥2a Vu € R+7
- F
(Fy) linmup% < (en8a(p) + B1) M(p), uniformemente em z € Q e
ju|—o0
Ai Ai
(F3) dy 5 ® < F(z,u) < dy ;]u2, Viul|<o, Vzeq,

para alguma constante o > 0, e aj, as, B1, B2 constantes positivas, onde
di <(o1+B)A-MA), d2 =0a+PB ebalp)=1 sep=2
d <o dy >y 6(52(1)) =0 sep>2.

Entdo, o problema (0.1) tem pelo menos duas solugées fracas ndo triviais.

Teorema 1.3 Suponhamos (Fy ) , (A7) e, ainda, que para algum nimero real A temos

- . p F(z,u)
F: A <lmsuyp—-—"-——= <A <
(B n) <imew Tl

s

—77)\2(])), uni formemente em x € Q.

Entdo, o problema (0.1) tem uma solugdo fraca nédo trivial.

Observagao. Os resultados de existéncia aqui obtidos s@o conseqiiéncias de teoremas cléssicos da
teoria dos pontos criticos, com condigao de compacidade do tipo Palais-Smale, a qual resulta das

hipsteses (F}1), (A}) (ou (Fy), (A7) ) e da condigio
(Fa) F(z,u) <co|ul|?+dp, Yu€e R, Vre(,

onde g satisfaz: p <gegq—-p<pusel < N<pouN(g—p)/p < psep< N. A condigdo (Fy)
é sempre satisfeita com ¢ = r, devido & hipétese de crescimento dada em (0.3). Note-se, porém, que
podemos ter (F}) para valores inferiores a r, como na situagéo dos teoremas anteriores, em que temos
hipéteses do tipo (F3).

Assumiremos, no préximo teorema, que trata da situagio de cruzamento de autovalor, no lugar de

(Fy), a condigdo (Fy) ou a hipétese

(F5) OF (x,u) < f(z,u)utc|ul|?+dy, Yu€E R, VzeQ,

onde p < 8, para a qual precisamos da seguinte condigao técnica adicional sobre o operador:



(As)

0A(u) —pa(u)u >cu+d, YueR*'.

Teorema 1.4 Suponhamos (F{'), (AT) (ou (Fy ), (A7) ) e (Fy) (ou (F5) e (A3)). Além disso,

suponhamos
(Aa) a+ puP " < a(uP)uP T, Vu € RY,
) rF(z,u
(Fs) hmshlp | EL G ) < K < (a+ 86, (p)) A\i(r), uniformemente emz € Qe
u—
.. F(x,u
(F7) hm.lanL—) > L > nAi(p) uni formemente em x € (,

onde

(0.1)

©—+00 | u lp

a ¢ B sdo constantes positivas, 1 <r <p eb(p) =1sep=r e 6(p) =0 se p # r. Entdo,

tem uma solugao fraca ndo itrivial, desde que tenhamos p < g, g—p < pusel < N < p ou

N(g—p)/p<psep<N.

Observagoes.

. Os Teoremas 1.1, 1.3 e 1.4 s&o generalizagdes, para uma classe maior de operadores, dos principais

resultados obtidos por Costa-Magalhdes em [22], para o operador p—Laplaciano.

- No Teorema 1.1 temos uma situagdo de minimo global: a condigao assintética no infinito (F"),

Jjuntamente com a condigao (F3) implicam que o funcional associado é coercivo.

. O Teorema 1.2 é uma conseqiiéncia de uma versdo do Teorema dos trés pontos criticos (cf.

Teorema 1.5, pag. 17) e esté relacionado com alguns resultados contidos em [29, 44, 45]. Temos
aquil a situagdo de minimo global juntamente com um entrelagamento local na origem, o qual

resulta das hipéteses (Ay) e (F3).

. No Teorema 1.3, a condigdo (F] ), em conjunto com a primeira inequagio em (ﬁb) , garantem

que o funcional associado ao problema tende a menos infinito na dire¢ao do autoespago unidi-
mensional V| associado ao primeiro autovalor do p—Laplaciano. A segunda inequagao em (FQ)
assegura que o funcional é limitado inferiormente em algum subespago fechado complementar

ao subespago V. Estamos, entdo, na situagio do Passo da Montanha.

. No Teorema 1.4, exploramos a situacao de cruzamento de autovalor dada pelas hipéteses (Fg) e

(F%), para obtermos a geometria do Teorema do Passo da Montanha.



6. Esta classe de problemas, aqui considerada, tem aplicagGes no estudo dos Fluidos ndo Newto-
nianos, Astronomia, Geometria Diferencial, Elasticidade Nao Linear, Reagao Difusdo etc. (cf.

[27]).
Os principais resultados do capitulo 2

No capitulo 2, estudamos o problema (0.1) no caso em que p = N, isto é,

~div(a(| Vu [V) | Vu [N"2Vu) = f(z,u) em9,

(0.12)
u =0 em 052,

e em que a nao linearidade f tem crescimento subcritico em ©Q C RY, no seguinte sentido: para todo

a > 0 temos que
| f(z,u) |

=00 exp (a | l%)

=0, wuniformemente em z € (Q, (0.13)

e, além disso, assumimos que f satisfaz a seguinte hipétese:

(Fy) Existem constantes g > N e R > 0 tais que:
0 < pF (z,u) <uf(z,u), V]|u|>R, Vreq.
Sobre a fungao a, no lugar das hipéteses dadas em (0.2) e (0.8), assumiremos as seguintes condigoes:
(a1) Existem constantes positivas g € (1, V], by, be, c1, co tais que:
e + bV I< a(uN)uN—q < ¢y + bguN I, Yu € RT.
(ag) A fungdo k: R — R, k(u) = a(| u |V) | u |V~2 u ¢ estritamente crescente e
k(u) — 0 quando u — 0.

O primeiro teorema apresentado neste capitulo trata a situagao de minimo local na origem.

Teorema 2.1 Suponhamos que f tem crescimento subcritico e satisfaz (F1) e que a fungado a satisfaz

(a1) — (a2), com Nby < pby. Suponhamos, ainda, que



. F [
(F2) hmsupg—%)u—) < (e1 + 016p(N))Ai(p), wuniformemente em x € §,

u-0 | u|

onde 6p(N) =1 se N = p, e 6,(N) = 0 se N # p. Entdo o problema (0.12) tem pelo menos uma
solugdo fraca ndo trivial. Ademais, se f(x,u) € uma fungdo émpar em u, entdo o problema (0.12) tem

uma sequéncia ndo limitada de solugées fracas.

Para o teorema seguinte, em que tratamos da situacao de sela na origem, assumimos que N = p = 2.

Neste caso, podemos reescrever (a;) como se segue:

(@) Existem constantes b; by > 0 tais que:
h < a(u) <by, Vue R*.

Teorema 2.2 Assumamos que f satisfaz (0.13) e (F1), e que a satisfaz (a1) e (a2), com 2by < ubi.

Além disso, suponhamos que

(F3) 346 > 0, Ir <y < Mgy tais que Fz,u) < %713, Ve e, V|ul<é e

b
(Fa) F(z,u) > EZAku2 Vr € Q, Yu € R.

Entao o problema (0.12) tem pelo menos uma solugdo fraca nao trivial. Acrescentamos ainda que, no
caso de assumirmos, em vez de (Fy), que f(z,u) € uma fungdo impar em u, entdo o problema (0.12)

tem uma seqiiéncia ilimitada de solugées fracas.

Observagoes.

1. Os Teoremas 2.1 e 2.2 generalizam, respectivamente, os Teoremas 1.1 e 1.2 em [25], onde se estuda
o problema para o operador Laplaciano no R? com f, satisfazendo hipéteses mais restritivas que

implicam o crescimento superexponencial da fungao F.

2. Os operadores considerados no capitulo 2 compdem uma classe especial dentro da classe mais

geral considerada sob as condigoes (0.2)-(0.8).



Os principais resultados do capitulo 3

No terceiro capitulo, considerando o caso N = p > 2 e a = 1, estudamos a existéncia de solugées

nao triviais para o seguinte problema:

uGWOI’N(Q), u >0,

(0.14)
—Anu=—div(| Vu [N "2 Vu) = f(z,u) em Q,

onde a nao linearidade f (z,u) tem crescimento critico em mais infinito, isto é, existe ag > 0 tal que:

b @O @]

~ =0, Ya < ap.
U=+ exp (a uN-l) U=+ exp (a qul)

Além disso, assumimos que f(x,u) satisfaz as seguintes condigOes:

(F1) 3R>0, IM >0 tais que:
0< F(z,u) < Mf(x,u), Yu>R, Vref

() f(z,u) >0, Y(z,u) e x[0,+00) e f(z,00=0 Ve

No teorema apresentado a seguir, d denota o raio interno do dominio €2 e definimos

1
M = lim n/ expn(tﬁl\ﬁ_1 — t)dt.
0

n—00

Nao é dificil verificar que M é um nimero real maior ou igual a dois.

Teorema 3.1 Se f tem crescimento critico em mais infinito e satisfaz (Fy) — (Fy), e se, além disso,

salisfaz
(F3) limsup M%—u—) < M(p), uni formemente em x € e
u—0t u
N
(F4) lim —EM— > 6o > <£) __—117—_1’ uni formemente em x € (Q,
U— 400 exp (aO uﬁ) d Mao

entdo o problema (0.14) tem uma solugdo nao trivial.



Observagoes.

1. O Teorema 3.1 generaliza o principal resultado contido em [1], no qual, entre outras hipGteses

mais restritivas, assume-se, f é de classe C! e satisfaz

g(m, u) >

= , Yu € R\ {0}, Vz € Q.

f(z,u)

2. O Teorema 3.1 generaliza, também, o Teorema 1.3 em [25], onde se estuda o operador Laplaciano

no R? e, além das hipSteses aqui consideradas, assume-se a seguinte condigio em toda reta:

0< Fz,u) < %uf(m,u), Yu € R\ {0}, Vz € Q.

3. Na demonstragao do Teorema 3.1, usamos uma versao do Lema do Passo da Montanha sem a
condi¢ao de compacidade de Palais-Smale. Tendo em vista as condiges (F}), (F3) e (F3), que
estabelecem a geometria do Passo da Montanha, obtivemos uma seqiiéncia de Palais-Smale (up)
tal que u, — u fracamente em W(;’N (©). Donde resulta que u € solugao fraca do problema,

uma vez que, sob estas hipéteses, demonstramos os seguintes resultados de convergéncia:

fzun) — f(z,u) em L1 (Q),
| Vup N2 Vu, —|Vu|V2Vu em (LN/(N—U(Q))N.

Finalmente, para provarmos que u é uma solugao nio trivial, usamos a hipétese (Fy).

Gostariamos de acrescentar, ainda, que os capitulos que compoem esta tese foram objetos de trés
artigos publicados pelo autor (cf. [32, 33, 34]). Assim sendo, os capitulos foram redigidos de forma a

possibilitar, também, uma leitura independente dos mesmos.



Chapter 1

Existéncia de solucoes para equacoes

elipticas quasilineares

Sumario

Sejama : Rt — R e f : QxR — R funcoes continuas, satisfazendo certas condigdes de crescimento
polinomial, onde Q C R" é um domifnio limitado com fronteira suave; e seja, ainda, p > 1. Usando
técnicas variacionais, estudamos a existéncia e a multiplicidade de solugées do problema de Dirichlet
para a equagao

—div(a(] Vu |P) | Vu |72 Vu) = f(z,u) em Q,

no caso em que F(x,u) = [y f(x,s)ds se comporta, no maximo, como a poténcia | u [P, quando

| u |— 00, como também o caso em que limy,| o F(x,u)/ | u |P= co.

10



1.1 Introdugao

Neste capitulo, analisamos a existéncia e a multiplicidade de solugdes fracas, para a seguinte classe de

problemas elipticos quasilineares:

—div(a(] Vu |P) | Vu [P-2 Vu) = f(z,u), em§,
u =0, em 05,

(1.1)

onde p > 1, Q C RN é um dominio limitado com fronteira suave O, onde f: O x R— R é uma

fung@o continua com crescimento polinomial suberitico, isto é:
| f(z,u)|[<co|u|"! +do, Vue R, Vieh, (1.2)

cujo r é tal que a imersdo de Sobolev é compacta, ou seja, 1 < r < p*, com

Np
«_ ) W € N>p

400, se 1< N <p,
eonde a: RY — R é uma fungio continua tal que:
la(u)uP 1 |<n|u|"! +¢, Yu e R, (1.3)

para 77, { constantes positivas.

Entendemos por solugdes fracas do problema (1.1), fungdes u € Wy'? () tais que:
/a(| Vu |P) | Vu P! VuVode =/ f(z,u)vde, VYoe WIP (). (14)
Q Q

Notemos que as restrigdes de crescimento, impostas em (1.2) e (1.3), implicam que a expressdo em
(1.4) esta bem definida.

Sejam A e F' as primitivas das fungbes a e f respectivamente, ou seja,

A(u)=/0ua(s)ds e F(u)=[gf(z,u)dx

-

E necessdrio considerar ainda que, devido ao fato de usarmos o método variacional, torna-se

necessario impor condigoes adicionais sobre a fungdo a. No nosso caso, assumiremos que a funcgio

11



h: R — R, dada por h(u) = A(| u |P), é estritamente convexa e
h(u)>B|ulP —a, VuceR, (1.5)

onde « e § sdo constantes com a > 0.

Da hipétese (1.3), obtemos constantes positivas 7 e { tais que:
h(u)<n|ulP-(, YueR (1.6)
Uma vez estabelecidas essas condigoes, o funcional J : W(} P (1) — R, dado por

(uw:%LAqvuﬂa (1.7)

estd bem definido, é fracamente semicontinuo inferiormente e pertence & classe C! em WO1 P(Q).
Além disso, a derivada de J pertence & classe dos operadores (S) 4> isto é, para toda seqiiéncia
(un) C WP () tal que:

Up — U e

limsup (J' (uy,) ,un —u) <0

n—oc
tem-se que u, — u em WP ()1
Com base nas hip6teses dadas anteriormente e que assumiremos ao longo deste capitulo, pode-se

demonstrar (cf. {23, 39]) que funcional I : Wy (Q2) — R,
IM:J@~LF@M@,
estd bem definido, é fracamente semicontinuo inferiormente e pertence a classe C'( W(} ?(Q), R) com
I'(w)v= /Qa(] Vu |P) | Vu P2 VuVvde —/Qf(a:,u) vdz.

Conseqilentemente, a equagao diferencial (1.1) é, precisamente, a equagao de Euler do funcional [ e as
solugoes fracas de (1.1) sdo pontos criticos de I e reciprocamente. Para determinarmos pontos criticos
do funcional I, usaremos uma condigdo de compacidade do tipo Palais-Smale. Com este objetivo,

consideramos as seguintes condigGes bésicas sobre a fungdo f, que permitem tratar o caso em que

! denotamos por — convergéncia fraca e por — convergéncia forte
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F(z,u) se comporta, no méximo, como a poténcia | u |, quando | u |— co, como também o caso em

que limy, o, F(z,u)/ | u |P= co.

(Ff)  pF(mu) <f@wu—bi|u|+h, V(z,u)cQxR,
ou
(Fl_) pF(z,u) > f(z,u)u+bi|u|+by, V(z,u)eQ xR,

e sobre a fungao a ainda consideramos as condigGes:

(A;r) A(w)—a(w)u >b, Yue R,
ou

(A;) A(w)—a(@m)u <b, VucR*.

Sabe-se que existem um menor A1(p) > 0 e uma fungao associada 1; > 0 em Q que resolvem o

problema

—Apu=AlulP %y, ueW,? ()

e, ademais, A1(p) é um autovalor simples e isolado (cf. [6, 7]). Portanto, se W é um subespaco fechado

complementar ao subespaco V' gerado por 1’1, temos

)\W:in.f{/|Vw|pdz:wEWe/|w|”da:=1}>)\1(p).
Q Q

Denotamos por A2(p) o supremo destes niimeros Ay, sobre todos os subespagos fechados W comple-

mentar ao subespago V.
Nos trés primeiros teoremas deste capitulo, tratamos o caso em que F(z,u) se comporta, no

méximo, como a poténcia | u [P quando | u |— 0.

Teorema 1.1 Suponhamos (Fi) e

(Fy) limsup p—-———F (2, u)

lul—soo | ¥ ]

< BAi(p), uniformemente em x € ).

Entédo o problema (1.1) tem uma solugdo fraca.

No teorema anterior temos que o funcional associado ao problema é coercivo, devido a hipdtese

F}"), juntamente com a condigdo de possivel ressonancia no infinito de F(z, %) com o primeiro auto-
1] G
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valor do p—Laplaciano, (F2). A seguir, considerando, ainda, essa situagao de minimo global, somada
a uma condigao de cruzamento de autovalores na origem, a qual nos da um “entrelace local”, obtemos
duas solugoes nao triviais para o problema, como uma aplicagdo de uma versiao do Teorema dos Trés

Pontos Criticos (cf. Teorema 1.5, pag. 17).

Denotamos por 0 < A1 < Ay <... < X; < ... os autovalores de (—A, H}(£2)).

Teorema 1.2 Suponhamos p > 2, (F}') — (A]) e, além disso:

(A2) a+ /P ? <a@P)uP? < ag+ GuP 2, Vu € RY,
~ . F (x,
(F2) lrrfsup P | 1(‘:L'|pu) < (a162(p) + B1)A1(p), uniformemente em x € Q e
u|—o0
Ai o Aitl o
(F3) d2—2—u < F(z,u) < dl——z—u Viul|<o, z€Q,

para alguma constanie 0 > 0, e oy, as, By, B2 constantes positivas, onde
di <(e1+B8)1-MAY), d2 =ar+ B eb(p)=1sep=2 ¢

di < an, dy > ay e b2(p)=0sep>2.
Entao o problema (1.1) tem pelo menos duas solugées fracas ndo triviais.

A seguir, consideramos a hipétese (F| ), juntamente com a condigio de ressonancia no infinito
de F(z,u) com o primeiro autovalor do p—Laplaciano. Nesse caso, o funcional I ndo é limitado
inferiormente no autoespaco unidimensional V', associado ao primeiro autovalor do p—Laplaciano;
porém, é limitado inferiormente em algum subespacgo fechado complementar a V. Portanto, estamos

na situagdo do Passo da Montanha (cf. Theorem 5.7, {23])

Teorema 1.3 Suponhamos (Fy ) — (A]) e, ainda, que para algum nimero real A temos

(Fy) A1lp) < limsup}—o F(z,u) <A< é/\2(p), uni formemente em x € ).
n U)

oo M ulP ~
Entao o problema (1.1) tem uma solugdo ndo trivial.

Ver-se-4, na préxima segdo, que uma condi¢ao de compacidade do tipo Palais-Smale sera obtida

como conseqiiéncia das hipéteses: (Fy'), (A7) (ou (Fy ), (47) ) e
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(Fy) F(z,u) <co|ul?+dy, Yue R, Ve,

onde ¢ satisfaz: p<geg—p<pusel < NSpouM%) < pu se p < N. Da hipétese de crescimento
(1.2), segue-se facilmente que (F}) é sempre satisfeita com ¢ = r. Entretanto, o caso em que estamos
interessados é aquele em que (Fy) é satisfeita para valores inferiores a r, como, por exemplo, nas
situacGes dos teoremas anteriores, onde condigdes do tipo (F3) implicam trivialmente (F}) com g < r.
No préximo teorema, que trata o caso de cruzamento do primeiro autovalor, em vez da condicdo (F3),

assumiremos a hipétese (F4) ou (como em[42]) a seguinte condigéo,

(F5) OF(z,u) < f(x,u)u+cop|ul|?+dy, Vu e R, VX €,

onde p < 6. No caso em que (Fj) é assumida, precisamos de uma restrigao adicional sobre o operador,

a saber:

(A3) Existem constantes ¢, d com ¢ > 0 tais que, para todo u € Rt,
0A(u) — pa(u)u > cu + d.

Vemos claramente que as condigbes do tipo assumidas acima, sobre a nao linearidade do problema,
sao generalizagdes naturais da condigdo de superlinearidade usual de Ambrosetti-Rabinowitz (cf. [5]).
Observe que se f satisfaz (Fy) e f(z,u)u > c1 | u|? +do Vu € R, Vz € Q, entdo f também satisfaz (F5).
Porém, (F}) e (F5) sdo, em geral, distintas. Note, também, que se (Fi!) é satisfeita com p > %(r -1),

entdo, usando a hipétese de crescimento (1.2), obtemos como conseqiiéncia (Fs).

Teorema 1.4 Suponhamos (F}"), (A]) (ou (Fy), (A7)) e (Fu) (ou (F5) e (A3)). Além disso,

suponhamos
(Ag) a+puP T < a(Wf)uF T, Yu € RY,
(Fe) limsuer'(z’I:L) < K <(a+B36:(p))M(r), uniformemente em x € (2,
|u]—0
(F7) Iimernfp—P%(x’TZ) > L >n\(p), uni formemente em x € €2,
u—+00 u

onde a e B sdo constantes positivas; 1 < r < peéb.(p) =1sep=reb(p) =0sep>r.

Entdo o problema (1.1) tem uma solugdo fraca néo trivial, desde que tenhamos p < q, ¢ —p < p se
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1_<_N§pou£?’2<,usep<N.

Observacgoes.

1.

Hipéteses do tipo (Fjt) foram introduzidas por Costa e Magalhdes em [19, 20, 21, 22], para

estudar equacgoes elipticas semilineares.

. A classe de problemas, aqui considerada, foi estudada recentemente por varios autores, tais

como Anane [6, 7], Hirano [29], Ubilla (44, 45] e Narukawa-Suzuki [36] e tem aplicagdes no
estudo dos Fluidos Nao-Newtonianos, Geometria Diferencial, Elasticidade Nao Linear, Reagio

Difusao etc.(cf. [27]).

Os Teoremas 1.1, 1.3 e 1.4 sdo generalizagGes dos principais resultados obtidos em [22], para a

classe de operadores aqui considerada.

O Teorema 1.2 esté relacionado a alguns resultados contidos em [29, 44, 45|, onde se estuda a

situagao de nao ressonancia no primeiro autovalor, mais precisamente:

. F(x,u

hmsupl—)——(’T)- < (a162(p) + B1) M (p)-
|u|— o0 ' u I

Os mesmos argumentos aqui utilizados, permitem-nos provar resultados analogos sob condigoes

menos restritivas, onde o potencial F(z,u) interage com o primeiro autovalor de um problema

de autovalores, com peso para o p—Laplaciano(cf. [24]).

Na préxima segao, teremos uma versao do teorema dos trés pontos criticos, com a condigdo de

compacidade devida a Cerami. Na terceira secdo, provaremos a condigio de compacidade do funcional

associado ao problema. Os teoremas principais sao demonstrados na quarta segao e, na iltima, damos

alguns exemplos destes resultados.

1.2 Uma versao do teorema dos trés pontos criticos

Servir-nos-emos aqui de uma versao da condigao de compacidade de Palais-Smale, devida a Cerami

(cf. [18]), para a qual, doravante, usaremos a seguinte notagao (Ce). Seja (E,|| - ||) um espago de

Banach e I : E — R um funcional de classe C. Diz-se que I satisfaz a condigio (Ce) se, para toda

sequéncia (u,) C F tal que:

(@) I(un)—c, (@) |1 (un) | (14 [ un [|) = 0, quando n — oo, (1.8)
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possui uma subseqiiéncia convergente.
Comecemos por supor que o espago de Banach F tem dimensdo infinita e admite a seguinte
decomposi¢ao em soma direta:

E=F ¢ F, (1.9)

com 0 < dim Fy < co. Para u € F, escrevemos u = uy + up = (Id — P)u + Pu, onde P é a projegio

sobre F3 ao longo de Fj.

Teorema 1.5 Seja F : E — R um funcional de classe C1 satisfazendo a condi¢io (Ce), suponhamos

ainda que I € limitada inferiormente e para algum R > 0,

F(u) >0, Yu€e F, |ul£R,
F(u)<0, Yue by |u||<R.

Entao F tem pelo menos dots pontos criticos nao triviais.

Este teorema esta relacionado com o teorema dos trés pontos criticos de K. C. Chang [15, 16] e
com os resultados posteriores de J. Q. Liu e S. J. Li [30], J. Q. Liu[31], e Brezis e Nirenberg [12]. A
demonstragdo do Teorema 1.5, aqui apresentada, segue as mesmas idéias usadas em [12], na prova de
um resultado andlogo, com condigdo (P.S) no lugar de (Ce) . Os pontos onde a demonstragao apresenta

alguma diferenga est@o nos lemas que vém a seguir.

Lema 1.6 Se F' € C' (E,R) é um funcional limitado inferiormente que satisfaz a condigdo (Ce),

entao toda seqiiéncia minimizante para F tem um uma subsegiéncia convergente.

A prova deste lema decorre do Principio Variacional de Ekeland (cf.[23]), o qual usaremos na

seguinte forma:

PRINCIPIO VARIACIONAL DE EKELAND. Seja (M, d) um espago métrico completo. Seja
0: M — (—o0,+00], 6%+ o0,
semicontinua inferiormente e limitada inferiormente. Dado ¢ > 0, seja @& € M tal que:
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Entao, para todo A > 0, existe u) € M tal que:

O(wr) <6(a)
0 (u,) <0(u)+ ;—d(u, uy) Yu £ uy
d(u,\,ﬁ) < A

Prova do Lema 1.6. Seja (uy,) € E uma seqiiéncia minimizante para o funcional F, ou seja,

F (uy,) — infg F. Tomando uma subseqiiéncia, denotada ainda por (u,), podemos assumir que

. 1

Afirmamos que || u,, ||< C. Suponhamos, por absurdo, que, para uma subseqiiéncia, tenhamos || uy, ||—

oo. Usando o Principio Variacional de Ekeland, com € = ;15 eA=1 |l u, ||, temos v, € E tal que:

F(vy) < Fuy)
1
F(vy) <Fu)+ ———— ||lu—vn|| Yuz#uv,
n | un ||
| n —vn || S'ﬁ” un |,

logo

1
I ECvn) Ml un | <,

donde, em conjunto com || u, — vn |< L || up ||, se obtém que

1/1
1P Mol <3 (5+1).

entao

F(vn)(l| va || +1) — 0.

Logo, pela condi¢ao de compacidade (Ce), temos uma subseqiiéncia convergente (vp, ), 0 que é uma

contradi¢ao com || v, ||— oco. Portanto, segue-se que (u,) é uma seqiéncia limitada. Agora, usando
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novamente o Principio Variacional de Ekeland com ¢ = 7—117 el= %, temos z, € F tal que:

F'(2n) < F(un),
Fem)  SF@ 42 fu—ml Yasken,

_ < =,
”un zn” =

Logo, F'(zp) — 0, donde se segue facilmente que || F'(25) || (|| z2n || +1) — 0, uma vez que (2y)
é uma seqiiéncia limitada. Portanto, pela condicdo de compacidade (Ce), temos uma subseqiiéncia

convergente (z,) e, conseqiientemente, (un,) também converge. m

Seja V um campo pseudo-gradiente para F' (cf. [39]), isto é, uma aplicagao
V:E={ucE:F(u)#0} > E,
localmente Lipschitz, tal que para todo u € E satisfaz

@ Iv@Il <2[F@I

(1.10)
(i) F(u)V (u) 2| F'(u) .

Consideremos o campo W : E — E, W (u) =V (u) (]| u || +1). Note que W é também localmente

Lipschitz e para todo u € E temos

@) W@l <20 F)l(l=l+1)

(1.11)
(i) F'u)W (u) 2| F'(u) ||> (ful]l +1).

Lema 1.7 Se F : E — R um funcional de classe C' e ¢ € R, entdo, para qualquer § < 1/8 dado,
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existe uma deformagédo continuan: [0,1) X E — F tal que:

12 n(0,u) = u para todo u € F,

22 7 (t,u) é um homeomor fismo de E sobre E para todo t € [0, 1],

32 n(t,u) =u para todo t € [0,1] se | F(u)—c|>26 ouse || F'(u) | (| w| +1) < V6,
4° 0< F(u)— F(n(t,u)) <46 para todo (t,u) € [0,1] x E,

52 | 7 (t,u) — u ||< 16v/6 para todo (t,u) € [0,1] x E,

62 se F'(u) <c+6, entdo ou (i) F(n(1,u)) <c—é ou (ii) para algun t; € [0,1], temos

I F'(n(ts, w)) | (Il n(ts, ) || +1) < 2V,
T2 Mais geralmente, seja T € [0,1] tal que n(t,u) pertence ao conjunto
N={veE|F@)~cl<se | F @ I|(v]+)>2V5}
para todo t € [0,7], entao F (n(1,u)) < F(u) —7/4.

Prova. Como o conjunto

N={veE:|F@)-cl<be | F()|(lv]+1)>2v5}
e o complemento do conjunto

N={ueB|F-cl<2e || F@|(v]+)>Vs}

s8o disjuntos e fechados, entdo existe uma fungao localmente Lipschitz g : E — [0,1] tal que g =1 em
Ne g = 0 no complemento de N. Consideremos, agora, o campo de vetores
W (u)
-9 () 5T
& (u) = W (u) |2

0, no complemento de N

em N

e seja 7 (¢, u) o fluxo definido por

Do), nou)=mu

dt

Usando as propriedades elementares do fluxo, obtemos 1° — 3° . De (1.11), obtemos

ditF (m(t,u)) < —ig (n(t,u)) para todo (t,u) € [0,1] x E.
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Conseqiientemente,

[ 9ns,w) ds < 4 )~ Fy @)

Portanto, se 7 (¢, u) pertence ao conjunto N para todo t € [0,7], entdo g(n(¢t,u)) = 1. Logo,
temos a propriedade 7°. Para verificarmos 4°, notamos primeiro que, se | F'(u) — ¢ |> 26, entdo
n(t,u) = u, donde 4° segue-se trivialmente. Desta forma, podemos assumir que | F (u) — ¢ |< 24.

Conseqiientemente, F'(n(1,u)) > ¢ — 2§ e, portanto,

F(u)—F(n(t,u) <Fu)-Fn1,u)
<c+ 26 —(c—26)
= 46.

Finalmente, provaremos 5°. Tomemos Iy = {s:0< s <ten(s,u) € N},

t d,,’
Intw—ul <[ 15w lds

dt
g (1 (s,u))
< /, TW (n(s,w)) |
9(77 (57 u)) ds

=L TF @G 16w T+

s\/ig/o g (n(s,u)) ds

< % (F (u) ~ F (7 (t,)))
< 16V/6.

Assim sendo, completamos a prova do lema. m

Sejam K um espago métrico compacto e K # K um subconjunto fechado. Fixada uma aplicagao

continua p, definida em K , consideremos a familia
.A={p€C(K;E) :p=pem ?},

e definamos

c = inf max F (p (€)).

Lema 1.8 Seja F : E — R um funcional de classe C', satisfazendo a condi¢do (Ce). Comecemos
por supor que, para todo p € A, existe um ponto £ € K — K , tal que F(p(&)) > c, e suponhamos ainda

que existe um subconjunto fechado ¥ C FE, disjunto de p(K), onde F > c tal que, para todo p € A,
p(K)NXE #Q. Entdo F tem um ponto critico ug € X, com F (up) = c.
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Prova. Dado 0 < 6§ < 1/8, tal que 32vé < dist(X, ﬁ(,lz )), consideremos uma deformacao
continua 7, dada pelo Lema 1.7, e tomemos p € A tal que:

max F(p(§)) <c+6.

Seja ¢ : E — [0, 1] uma fungao continua tal que:

1, se dist(u,X) <16vV6

s(u) =
0, se dist(u,X) > 32V6 .

Consideremos q : K — F, dada por ¢q(¢) = n(s(p(£)),p(&)). Note que q € A, logo, existe & € K

tal que uy = ¢(€1) = n(s(p(£1)),p(€1)) € 5, uma vez que, para todo p € A, p(K) N # 0. Pela
propriedade 5° da deformagédo 7, temos que

Il n(tp(t)) —p(t) < 16V6, Vte[0,1].

Logo,
s())=1, wi=n(lp)) e c<Fntp))<c+s vtelol]

Ent&o, pela propriedade (ii) em 6°, existe ¢; € [0,1] tal que uy = n(t1,p(£1)) satisfaz
I F (uz) || (1 w2 || +1) < 2V6.
Por outro lado, usando a propriedade 5° de 7, obtemos que
| ug — us ||< 32V6.

Finalmente, tomando § = 1/n, para n suficientemente grande, obtemos uma seqiiéncia {u,} em

E, satisfazendo
Fup)—c, | F(un)ll (| un]l +1) =0 e dist(un, ) — 0.

De onde, usando a condig¢do (Ce), completamos a prova. ®

Lema 1.9 Seja F : E — R um funcional de classe C! satisfazendo a condicdo (Ce) e, além disso,

suponhamos que existe ug € E lal que F (u) > F (ug), para todo u # uy. Sejo y # ug tal que F'(y) # 0,
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e F' nao tem valores criticos no intervalo aberto (F (uo), F(y)). Entdo, o “fluzo negativo”, iniciando

em y, dado por

e W(z)
a W) ¥ (1.12)
z(0) =y,

estd definido num intervalo mazimal finito, 0 <t < T(y), e z(T(y)) = uo.

Prova. Podemos assumir que up = 0 e F'(up) = 0. Pelo teorema de existéncia e unicidade para
equagoes diferenciais ordindrias, segue-se que existe T(y) > 0 tal que a solugdo do problema de valor

inicial (1.12) est4 definida no intervalo [0, T'(y)). Usando as propriedades do campo W e (1.12), obtemos
@) <-L weoTw)
dt - 4 » 2\
Conseqiientemente:
T(y) <4F(y) e 0<F(z(t)) <F(y), Vte(0,T(y)).

Afirmamos que

z(t) =0 quando t— T(y).
Caso 1. Existe § > 0 tal que:

I F@@®) I (=@ || +1) 2 6, Vte(0,T(y)).

Entao:

W @) IZI F @) | (l=@) | +1) 2 6, Yt € (0,T(y))

e, portanto, a integral

existe. Conseqiientemente, existe w € F tal que z (t) — w, quando t — T'(y). Note que, necessa-
riamente w = 0, pois, caso contrério, a solugdo z (t) poderia ser definida num intervalo [0, s), com
T(y) < s, o que estaria em contradigao com a defini¢do de T'(y).

Caso 2. Existe uma sequéncia t; — T'(y) tal que:
Il F' (2 () | (Il 2 (t) 1| +1) — 0. (1.13)
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Logo, pela condiggo (Ce), existe uma subseqiiéncia que denotaremos ainda por (f;), e w € F tal
que z (t;) — w. De (1.13), segue-se que F’' (w) = 0. Logo, w = 0. Portanto, F (z (t)) — 0, quando
t — T'(y). Finalmente, usando o Lema 1.6, obtemos que z (t) — 0, quando ¢t — T'(y). m

No préximo Lema, temos um resultado de “entrelagamento local” (cf. [39]), o qual esta incluido

em [12], mas apresentamos aqui sua prova para comodidade do leitor.

Lema 1.10 Sejam, v um vetor unitdrio fizado em Ej e
K={u=sv+uy; ug € By, |u|<1es>0}.
Dada qualquer funcao continua p: K — F, satisfazendo

U =u se uy € by e Uu <1
p(usg) 2 2 2 lug || < (1.14)

lp(w)]| 2r>0 se v €K e |ul|| =1

temos que, para qualqguer r > 0, a imagem p (OK) “entrelaga” o conjunto de pontos em Ey, com norma

p <r. Isto €, para todo 0 < p < r, existe & € K tal que:

Pp@=0 ¢ |p@l=p.

Prova. Seja E3 = E;®V, onde V é o espago vetorial gerado por v. Consideremos a aplicagao dada
por

T(u)=Ppu)+ || (I -P)p(u) | v

Note que, para provarmos o lema, é suficiente provarmos que 7' (4) = pv, para algum ponto & € K.
Para tanto, faremos uso da teoria do Grau em dimensao finita. Como 0 < p < r, segue-se facilmente

de (1.14) que T (u) # pv, Yu € K. Logo, deg (T, K, pv) estd bem definido. Agora, consideremos a
aplicacao T, definida em 9K, como se segue:

B u se u €Fy e Jull <1

Tw={ 7 (u)

———r - se u €K e |u| =1
|7 (w) |l

Note que (1.14), implica que a aplicagao
H:[0,1] x 8K — E3, H(t,u)=tT (u) + (1 — )T (u),
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é uma homotopia admissivel entre as aplicagdes T e T. Logo, deg (T, K, pv) = deg(T’, K, pv). Como
o conjunto B = {u € K :|| u ||=1} é homeomorfo a uma bola e E3 — {pv} é conexo por caminhos,
entdo existe uma homotopia continua H : [0,1] x B — E3 — {pv} entre a aplicagdo T' e a identidade
em B, com H (t,u) =u, Vu € 8B. Portanto, deg(T, K, pv) = deg (Idx, K, pv) = 1. Donde se segue
a conclusao desejada. B
Prova do Teorema 1.5. Usando o Lema 1.6, concluimos que a aplicagao F atinge seu minimo em
algum ponto uy. Suponhamos, por absurdo, que 0 e ug sdo os inicos pontos criticos de F. Note que,
neste caso, temos necessariamente que F (ug) < 0 e, sem perda de generalidade, podemos assumir que
R=1<[uo|.

Tomando € > 0, suficientemente pequeno, tal que F'(u) < 0, se || u — up ||< €, € usando mais uma

vez o Lema 1.6, obtemos § > 0 tal que:
{ueE:F(u) < F(u)+6}C{u€eE:||u—upl|<e}.

Escolhendo 4 > 0, suficientemente pequeno, temos uma funcio continua a valores reais 7, definida no
conjunto {y € Es :|| y ||= 1} tal que F(z(7(y))) = F (ug) + 6 (onde z(t) é o fluxo comegando em y,
dado pelo Lema 1.9 e definido no intervalo maximal [0, T'(y)), com z (t) — ug, quando t — T'(y)).
Seja K, como definido no Lema 1.10, e u € K com u # v e || v ||= 1, entdo temos uma tnica
representacao u = sv+py,com0<s<1,y€ Fy, |y ||=1,0< p<1,ie., s, p, y sdo tinicos. Agora,

usando esta representagao, consideremos a aplicagao p* : 9K — F, definida por:

,

Ug, se u=v
. u, se u € Fo, fu|<1
P (u) =
z(2s7(y)), se u=sv+oye 0<s<1/2
L (28 —Nuo+ (2 - 2s)z(7(y)), se u=sv+oye 1/2<s<1

Note que, p* (u) é uma aplicagao continua e F(p* (u)) <0, Vu € K. Além disso, temos que

lp*@) ||=r>0 se |ul=1

Usando o Lema 1.10, temos que para toda aplicagao p pertencente ao conjunto

I'={p: K — E continua e p=p* em 9K}
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e p < r; a imagem p (9K) “entrelaga” o conjunto ¥ = {u € Ej :|| u ||= p}. Logo, o Lema 1.8 assegura
que o nimero nao negativo

¢ = inf max F" (p (u))

€ um valor critico de F. Se ¢ > 0, temos o segundo ponto critico nio trivial e a prova termina. Se
¢ = 0, aplicamos o Lema 1.8, para obtermos um ponto critico em ¥, onde F' = 0, e, portanto, diferente

da origem e de up. B

1.3 Condicao de compacidade do funcional

Lema 1.11 Seja J : WyP(Q) — R um funcional de classe C' tal que J' pertence a classe (S)4
e suponhamos que f satisfaz a condigdo de crescimento dada em (1.2). Entdo o funcional I(u) =
J(u)— / F(z,u)dx satisfaz a condigao (Ce), desde que toda seqiiéncia (u,) em WO1 ?(Q)), satisfazendo,
(1.8), 3enja limitada.

Prova. Seja (uyn) C Wol P(Q) satisfazendo (1.8), entdo:
| I (n)v ~ /Q [ @ un)odz |< €n || 0 lyren Vo € WoT(E), (1.15)

onde ¢, — 0, quando n — co. Como, por hipétese, (u,,) é limitada em Wol ?(Q2), podemos tomar uma

subseqiiéncia, denotada ainda por (u,) tal que u, — u em W(} P(Q) e, além disso,

lim /Q f(z,un)(un — u)dz =0,

n—00

uma vez que [ tem crescimento subcritico. Entdo, considerando v = u, —u em (1.15) e dado que, por

hipétese, J' pertence a classe (S),, fica provada a tese. m
+

Lema 1.12 Suponhamos (Fit), (A]) (ou (Fy) , (A7) ) e (Fy) (ou(Fs) e (As)), comp < q, g—p <
sel<N<pou M‘;—_Pl < p se p < N. Entdo o funcional I satisfaz (Ce).

Prova. Seja (u) C W& P(Q) satisfazendo (1.8). Pelo lema anterior, é suficiente provarmos que a
seqliéncia (un) é limitada.
Suponhamos (F;) e (A]) ( sob as hipéteses (F; ) e (A7) a prova é similar), entdo, de (1.8), temos
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que
c+1 > I{u,) — %I’(un)un
=1 [ [A( Vun 1P) — a(] Vun ) | Viun [Pz +
1
+/Q —f(z, un)un — F(:c,un)] dr
Z b1 | u l“ dx + C1,
Q
para n suficientemente grande. Logo:

l Un IL#S C. (1-16)

Considerando a inequacgio de interpolagao (cf. [40})

|ulpe <Clu|btu] Yue LA (Q)NLP (D),

t
Le*?

onde0<u§q<p*com(lI:l—;—t-{»;ﬂ—ete[O,l],(aquip*sz/(N*p)sep<Nep*€[1,+oo)

se 1 < N < p), em virtude da imersdo de Sobolev e da estimativa (1.16), obtemos

| un |2a< C || un || (1.17)

¢
WP
Suponhamos (F}). Segue-se das condigbes (1.5) e (i) em (1.8) que
Bl tn lyip =0 < T (un) =1 (un) + [ F(z,u) do
0 Q
< C (14| un |%4) -

Logo, usando (1.17), obtemos
e 2% € (14 1 1205, )-

Portanto, a seqiiéncia (u,) é limitada em W(}’p (©2) pois, se p < N, a condigdo o > N(qg — p)/p é
equivalente a tg < p, ese 1 < N < p, ja que u > g — p, podemos tomar p* > p suficientemente grande

tal que p > p*(g — p)/(p* — p), donde {q < p.
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Por outro lado, se assumimos (F5) e (As), obtemos
1
C >1I(uy)— EI’(un)un
1 1
= [ |40 9w ) = Gal Vuu P) | Ve P o +

+/: Ef(:c,un)un~F(m,un)]da:

> 1 (1t By = 10 1)
2
> G (Il s = llum 114,

donde, argumentando como antes, obtemos que a seqiiéncia (uy,,) é limitada em VVO1 P(Q). m

1.4 Provas dos resultados principais

1.4.1 Prova do Teorema 1.1

Vejamos que o funcional I é coercivo. A condigdo (F}") assegura a existéncia de R > 0 tal que:

i(F(z,u)) _ f(z,w)u — pF(z,u)

du \ |ulp | u Pt

>h|ulp Pl Viu|>R, zcQ.
Note que, sem perda de generalidade, podemos assumir que i < p. Logo, integrando a expressao
acima e usando a hip6tese (F3) temos

b
F(z,u) < g M)l L2 u e, ¥ (o) € QxR (1.18)

Donde, juntamente com a condigao (1.5), segue-se facilmente que o funcional I é limitado inferiormente.
Provaremos que o funcional I é coercivo, usando o argumento de redugao ao absurdo. Suponhamos que
I ndo é coercivo. Ent3o existe uma seqiiéncia {uy,} C Wy*(Q) tal que [I(us) [< C e || up ly1.p — 0.
Seja vy = un/ || un ”w,} »» € suponhamos (tomando uma subseqiiéncia) que v, converge fracamente em

W(} P(Q2); fortemente em LP e em quase toda parte de { para uma certa fungio vy € W(} P(€2). Logo,
usando (1.5) e (1.18), obtemos

b
0229/ |vun|1’dx—§,\1(p)/ |t [P dz + 22 /Iun I dz + c3. (1.19)
pJa y4 Q —HJQ

p
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Donde, dividindo por || ux ||}, obtemos

c2 B
= 22 [ Vo Pdo—L np) [ oo +
| un ”Wg,p PJa p Q
b p
L Ph / | on | dr + 63,, '
Y P ) T
Entao, fazendo n — oo, uma vez que || v, ||, 1,= 1, obtemos

WyP
0>1— Al(p)/ | vo |P dz,
Q

que implica, por sua vez, vg # 0. Por outro lado, dividindo a estimativa (1.19) por || u, II’JV 1,p € usando

a caracterizagao variacional do primeiro autovalor do p-Laplaciano temos

Cc2 Pbl /I'U l d$+

” Up ”Wl P ” ”Wl P

Donde, fazendo n — o0, temos que

b
0> P / | Vo |* de,
P—pJa
entao vp = 0, o que é uma contradigio.
Finalmente, tomando R > 0 tal que I(u) > 0 se | u |;1»> R e dado que I é fracamente
semicontinuo inferiormente, obtemos up € Wy tal que || uo lwae< R e I(uo) = inf{I(u) :|| u ||1,<

R} = inf 1, I. Portanto, up é um ponto critico do funcional /. ®
0

1.4.2 Prova do Teorema 1.2

O presente resultado de multiplicidade de solugGes é uma aplicagdo do Teorema 1.5. Usando argumento
similar ao da prova do Teorema 1.1, concluimos que o funcional I € limitado inferiormente e, do
Lema 1.12, temos assegurado que o funcional [ satisfaz (Ce). Entao, para aplicarmos o Teorema 1.5,
resta apenas verificar a condicao de “entrelace na origem”. Tendo em vista este objetivo, lembramos
que, neste teorema, estamos assumindo que p > 2 e denotamos por Hy o subespaco finito dimensional
de Wy ?(€2), gerado pelas autofungdes de (—A, H}(2)) correspondentes aos autovalores Ap, .. , A €
Wy = Wol’p ()N Hi-, em que H;- denota o subespago ortogonal de Hy em Hj(2). Logo, em virtude
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da caracterizagao variacional dos autovalores do Laplaciano obtemos:

| “%[(1) > Apg1 w22, Yu € Wy,

| u ||§1é <A llul?2, Vue Hg,
Lema 1.13 (“entrelace na origem”) Eziste uma constante positiva p tal que:

I(u) 0 YueH;, |u ”W(},ps p
Iu) >0 YueW,, |u ||Wé,p§ p-

Prova. Usando (Ajy), (F3) e o fato de que em H; as normas || ||W5 » € || |loo 830 equivalentes, obtemos

p1 > 0 tal que:
I(u)gﬂ/ |Vu|2dw+@/ |Vu|”dr—d2ﬁ/u2dz,
2 Ja P Ja 2 Ja

para todo u € H; com || u ||;;1» < p1. Portanto, existe p < p; tal que:
Iw)<O0seueHie ||uly1.<p,

uma vez que p > 2 e
dy =as+032 sep=2e
dy > ag sep> 2.

Vejamos, agora, a prova da segunda assercio do lema. Das condigdes (F}"), (F~’2) e (F3), obtemos

constantes ¢ > 0 e 2 < rg < 2* tais que:

2 6
F(u) < dl)\i+1| u2' + (al 2(P) ';/31))\1@) I w |p +c | u Im? Yu € R.

Conseqiientemente, em virtude de (A2), temos a estimativa

I(w) >——/|Vu|2d1:+6 | Vu |P do +

gy it i1 / P (a152(P) jv'ﬂl)/\l(p) /Q |u P do + (1.20)

—-—c/ | u|™ dx.
Q

Ha4 dois casos a serem considerados:
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Caso 1: p = 2. Em virtude de || u ||§132 Ait1 || u |22, Yu € W;, e da imersdo de Sobolev
H(Q) < L™(2) concluimos que:

I(u) Za—l—;——ﬂ/|Vu|2dz—(a—lt2—?ﬁ/|ul2dx
Q Q

\;
—dl—’—ﬂ/ |u|2d:c—c/ | u|™ dx
2 Ja Q

> Slon + A1) = MAy) —da] [l ~ex ullf: -

Como d; < (a; + f1)(1 — /\1)\i_+11) e 2 < rp, podemos determinar p > 0 tal que:
I(u) >0,Vu e W; ; 0 <||u “Wl},pg p.

Caso 2: p > 2. A estimativa (1.20) assegura que

by
I(u) /|Vu[2da:—d1 2“/[ 2 dz+
/|v u P de W”’)/| P dz — /|u|r°dx

|| u “Hé —c1 || ”H(} .
Dado que d; < a1, 2 < 1o € a imersao Wy *(2) — H}(£) é continua, temos provado o lema. m

1.4.3 Prova do Teorema 1.3

Lema 1.14 Suponhamos que as condigées (Fy) e (Fy) sejam validas. Entdo I(ty) — —co quando
t — +oo, onde 9| denota uma autofungdo associada ao autovalor A1(p) com || 1 ||;1.p= 1. Ademais,
existe W C W(} (), subespago fechado complementar ao subespago V, gerado pela autofungdo v, tal

que o funcional I € limitado inferiormente em W .

Prova. Usando a condigdo (F] ) e a primeira inequagao em (Fy) obtemos ¢ > 0 tal que:

A
F(m,u)zan@ fu P e |u ¥ +d.
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Donde, em virtude das hipéteses (1.6) e (F3), temos a seguinte estimativa:

A
1) <lep 2 [V oo P8 [y oy
pPJa p Q
ety [ de-a

<—cltp [ o) do—dy.
Q

Conseqiientemente, I(ty;) — —oo quando ¢t — +oo.
Tomemos ¢ > 0 tal que (A + €) < BAa(p), entdo existe W C WoP(£2) subespago fechado comple-

mentar ao subespago V gerado pela autofungao v, para o qual temos

| Vw |P dz
A+ g —————————-—/" , :
B O#WGW / |w |p dﬁlf
Q

Entéo, das condigdes (1.5) e (F), segue-se que, para todo w € W,

I(w) 2§/|Vw|pda:—w/|w|pdz—c
PJa p Q

> —c.

Portanto, I é limitado inferiormente em W. &

Finalmente, para obtermos um ponto critico nfo trivial do funcional I, usamos os lemas 1.12-1.14
e aplicamos o Lema do Passo da Montanha (cf. Theorem 5.7, [23]) com condigao de compacidade (C).
Observamos que esta versao do Lema do Passo da Montanha decorre do resultado de deformagao dado

no lema 1.7, procedendo-se como em [39)].

1.4.4 Prova do Teorema 1.4

Esta prova é mais uma aplicagao do Lema do Passo da Montanha com condi¢do de compacidade (Ce).
Para efetud-la, uma vez que a condicao de compacidade do funcional foi estabelecida no lema 1.12, é

suficiente obtermos as condigbes geométricas.

Lema 1.15 Suponhamos (Fg) — (F7) e (A4) com 1 < r < p. Entdo existem 6, p > 0 tais que I (u) > 6
para todo u tal que || u || ;0= p. Além disso, I(s31) — —o0, quando s — +00, onde ¢ > 0 € uma

autofungdo associada ao autovalor A\i(p) com || ¢¥1 llwg,pz 1.
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Prova. Tomemos € > 0 tal que K + € < (a + 36,(p))A1(r). Em virtude das condigoes (1.2) e (Fg),

existe rg € (p,p*) tal que:
1
/ F(z,u) < —(K+e)/ |u | da;+c1/ | w|™ dz
Q T Q Q

1K +e¢€
S Tam e 5y +e2 T w0

onde, na 1ltima inequagao, usamos a caracterizagio variacional do primeiro autovalor do r—Laplaciano

e a imersdo de Sobolev. Logo, da condigio (A4) e WyP(Q) — W(} "(£2), obtemos

8 [ K-I—E]
I(u) > C—-|1- P — 0 .-
(u) - p /\l(p) ” u ”WOI,P C3 ” U ”WOLP

Portanto, existem p > 0 e 6> 0 tais que I(u) > 6 se || u ||;;1.0= p-
Para provarmos a segunda afirmacao, tomemos o> 0 tal que L — o > nA1(p). Da condigdo (F7),
obtemos

1
F(z,u) > ;(L —0o) | ul? —ecs,Yu >0,
donde, em virtude da condigdo (1.6), temos a seguinte estimativa

sP sP
Isr) <SP, -n>(L-0) [ iz +c
I;) W’ y4 0

s L—o
<np=|1- P )
<n’ 1 Al(p)] Hn i, +e

Portanto, I(sy;) — —o0, quando s — +00. Temos, assim, provado o lema. B

1.5 Alguns exemplos
Elencaremos, a seguir, algumas aplicagbes dos teoremas estudados neste capitulo.

Example 1 Consideremos que a : Rt — R é uma funcdo continua satisfazendo as seguintes condigies:
(a1) existem constantes by, by > 0 tais que by < a(u) < ba.

(a2) a fungdo k: R — R, k(u) = a(| u |P) | u |P~2 u € estritamente crescente.

Notemos que a fungdo a satisfaz as condigoes (1.3), (1.5) e, além disso, h(u) = A(| u |P) € es-

tritamente convexa. Suponhamos que f(z,u) = g(u) + h(z), onde h € L>*(R), e que g satisfaz

PG (u)
|u|— 00 | u Ip
do teorema 1.1, o problema (1.1) tem uma solugdo fraca.

=M e (Gf) comp=1¢| h|lo< bi(p—1) ou p > 1. Entdo, como consegiiéncia
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Ui

+ (1'——+ wp’ onde a e (3 sao constantes positivas e f(x,u) = g(u)+h(z)

Example 2 Tomemos a(u) =

com h € L*°() e g satisfazendo as condi¢des: lim pG(u)

oo P

bi(p—1) ou p > 1. Entdo, como conseqiiéncia do teorema 1.8, temos uma solugdo fraca ndo trivial do

BM(p) e (Gy) ondep=1e | h o<

problema:

g

m) | Vu |P~2 Vu} = f(z,u) emQ,

—div {(n +

U =0 em Of).

~ 2_
Example 3 Sejam f satisfazendo (Fit), (F2) e (F3) € a(u) = B+ 'r]u_?n, onde 2 < p, 0 < 3, .

Enlao, em virtude do teorema 1.2, o problema
—BApu—nAu=f(u) em Q, u=0 em 0,

possut pelo menos duas solucées nao triviais.

Example 4 Seja a(u) = u/V1+ u? que corresponde & equagdo da superficie capilar modificada (cf.
[36]). Ezplicitamente:

| Vu|?® Ve,
_d‘lv(m) = f(l', 'U,) em Q,
u =0 em JS).
Suponhamos que f(z,u) = A1(p) | u |P"2 u+ g(u) + h(z) onde h € L®() e a fungdo g € tal que
limy) o |G(_u|z < 0 e satisfaz a condigdo (Gy) comp=1 e | h ||oo< bi(p—1) ou p > 1. Portanto,
u

aplicando-se o teorema 1.3, tem-se uma solugao fraca nao trivial deste problema.

Example 5 Em virtude do teorema 1.4, o seguinte problema tem uma solu¢ao nao trivial:
~Apju—Aju=F(u) em Q, u=0 em 9,

ondel <r<peFcCYR,R) étal que F(u)=|u|PIn|u|se|u|>2R>0eF(u)y=A|ul se

|u|< R, com A < Aq(r).

34



Chapter 2

Equacoes elipticas quasilineares com
nao linearidades com crescimento

exponencial

Sumario

Usando o método variacional, estudamos a existéncia e a multiplicidade de solugGes fracas para a

seguinte classe de problemas de Dirichlet:
—div(a(| Vu V) | Vu N2 Vu) = f(z,u) em Q, u=0 em 09,

onde (2 é um dominio limitado de RV com N > 2 e a ndo linearidade f(x,u) tem crescimento subcritico

em (), i.e., para todo a > 0

limyy) o f(,u) exp(—a | u IN_A:T) = (.
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2.1 Introdugao

O propésito deste capitulo é estudar a existéncia e a multiplicidade de solugtes fracas para a seguinte

classe de problemas elipticos quasilineares:

—div(a(| Vu V) | Vu N2 Vu) = f(z,u) emQ,
u =0 em 82,

(2.1)

onde O C RN (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave dQ, em que a fungéo f : QxR — R

é continua e tem crescimento subcritico, i.e.,

@]

~— =0, uniformemente em x € 2, para todo a > 0, (2.2)
U= exp(a | u [¥-7)

e em que a fungao a : Rt — R é continua e satisfaz as seguintes hipéteses:

(a1) existem constantes positivas g € (1, N], b1, be, c1, co tais que:
c1+bu¥ I <a@wMuN I < ey +buN 1, Yue R
(a2) a fungio k : R* —R, k(u) = a(u)uV~! é estritamente crescente e, além disso,

k(u) > 0 quando u— 0%,

Um exemplo tipico desta classe de problemas é dado por a(u) = a + ﬂugl_V_N, com N>g a>0e

B > 0, que corresponde ao problema
—aAnu —BAu = f(z,u) em Q, u=0em I9,

onde Aqu = div (| Vu |72 Vu) é o operador g—Laplaciano.

Recentemente, de Figueiredo, Miyagaki e Ruf [25] obtiveram resultados de existéncia e de mul-
tiplicidade para problemas envolvendo nao linearidades, com crescimento subcritico para o operador
Laplaciano, em dominios limitados de R2. Com o propésito de generalizarmos esses resultados, apli-

camos métodos de minimax A classe de problemas (2.1). Para tanto, assumiremos que f satisfaz a
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seguinte hipétese:
(Fy) existem constantes ;1 > N e R > 0 tais que:

0 < pF(z,u) <uf(z,u), Vz€, V|u|>R,
em que F(z,u) = [, f (z,u) dz.

Denotamos por 0 < Ay < Ag < +-- < \; < --- 08 autovalores de (——A,H& (©2)). Lembramos (cf.

[6, 7]) que o primeiro autovalor A;(g) de —A; em W,'4(Q) ¢ positivo e pode ser caracterizado como:

)\l(q)=inf{/ IVulqdz:uEW(}’q(Q), / I'u,|qda::1}.
o) Q
Apresentamos, a seguir, os principais resultados que sao provados neste capitulo.

Teorema 2.1 Suponhamos que f tem crescimento subcritico e satisfaz (F1) e que a fungdo a satisfaz

(a1) — (az2) com Nby < uby. Suponhamos, ainda, que

(F3) lim sup ____qF(a:, u)

L, T2 < (e1 + 5184(N))Ai(q), uniformemente em x € Q,

onde 64(N) =1 se N = g, e §4(N) = 0 se N # q. Entdo, o problema (2.1) tem pelo menos uma
solugdo fraca ndo trivial. Ademais, se f(z,u) € uma fungdo impar em u, o problema (2.1) tem uma

sequiéncia nao limitada de soluc¢ées fracas.

No préximo teorema, assumiremos que N = g = 2, podendo reescrever, desta forma, (a;) como:

(d1) existem constantes by, by > 0 tais que:
by <alu) <by, YueR'.

Teorema 2.2 Suponhamos que f tem crescimento subcritico e satisfaz (Fi) e que a fungdo a satisfaz

(@1) — (a2) com 2by < uby. Suponhamos, além disso, que
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b
(F3) 36 > 0, 3N, < v < Ag4a tais que Fz,u) < Elfyuz, Ve e, V]ul|<4,

(Fy4) F(z,u) > %%Akuz Vr e, YueR.

Entdo o problema (2.1) tem pelo menos uma solugéo fraca nao trivial. Se em vez de (Fy) assumimos
que f(x,u) € uma fungdo impar em u, o problema (2.1) tem uma seqiiéncia ilimitada de solugées

fracas.
Observacgoes:

1. A nogao de crescimento subcritico sobre a néo linearidade f, em (2.2), é dada pelo seguinte

resultado de Trudinger e Moser (cf. [35, 43]):
exp(a | u |%) e, VueWy™N(@Q), Va>0e

sup /exp(a|ul1_\")g—1)dm§C(N) € R, se o< ap,
Il o <1 /2

1
em que ay = Nw{vvjll e wy- é a medida da esfera unitaria (N — 1)-dimensional.

2. Integrando a condigdo (F}), obtemos constantes positivas ¢ e d tais que:
Flz,u) >c|ult —d. (2.3)

Note-se que a hipétese (F1) com N = 2 é a condig@o usual de superlinearidade de Ambrosetti-

Rabinowitz (cf.[5]).

3. A hipétese (F}) nos da a condigdo de compacidade do funcional associado ao nosso problema,
diferentemente do que ocorre em [25|, caso em que esta condi¢do resulta de hipdteses mais

restritivas, e que, por sua vez, implicam o crescimento superexponencial da fungao F.

4. Essa classe de operadores elipticos aqui considerada foi estudada recentemente nos trabalhos de

Hirano [29] e Ubilla [44, 45], onde se considera a fungdo f com crescimento polinomial.

5. As mesmas idéias usadas neste trabalho podem ser aplicadas ao estudo do problema da equagéo
da superficie capilar modificada, o qual foi estudado recentemente por Narukawa e Suzuki [36],

onde foi considerado f com crescimento polinomial subcritico.
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2.2 Formulacao variacional

Note que se a fungdo f é continua e tem crescimento subcritico; existem, entdo, constantes positivas
C e (3 tais que:
N
| f(z,u) |< Cexp(8 | u|¥7), V(z,u)€QxR. (24)

Donde resulta que
| F(z,u) |< Crexp(8 | u|¥=1), V(z,u) €Qx R. (2.5)

Logo, em virtude do fato que exp(83 | u ITV—IX_l) € L' (), Vu € Wy (Q), temos como resultado que o
funcional ¥ : W(} N(©) > R, dado por

T(u) = /Q Flz, u)dz, (2.6)

estd bem definido. Usando argumentos usuais (cf. [23, 39]), somados ao fato de que, para toda
seqiiéncia fortemente convergente (un) em Wol N (€), existe uma subseqiiéncia (tn,) e uma fungao
h € W(}’N(Q) tal que | un,(z) |< h(z) para quase todo z € !, concluimos, de fato, que ¥ €
CY WM (), R) com

T (u)o = /Q f(z, u)vdz, Yo WEV(Q). @2.7)

t
Seja A(t) = [a(7)dr. A partir das hipiteses assumidas sobre a fungéo a, temos
2 :

1 b

SAQu M) = TV +% |uls, VueR, (2.8)
S AQuM) <2 u¥ 42w, VueR, (2.9)
N - N q ’

e que a fungdo h(u) = A (| u |V ) é estritamente convexa. Portanto, usando argumentos standard,

temos que o funcional & : W(} N () > R, dado por

2(w) = 5 [ AQ Vu ¥z,

leste fato segue do mesmo argumento usado na prova do teorema de Riesz Fischer
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est4 bem definido, é fracamente semicontinuo inferiormente e ® € C'(W,"™ (Q), R) com
& (u)v = / a] Vu |¥) | Vu V2 VuVode, Yo € WY (Q).
Q
Além disso, 9’ pertence a classe (S),, isto é, para qualquer seqiiéncia (u,,) em WJ ’N(Q) tal que:

Up — U €

Limsup(®'(uy,), up —u) <0,

n—00

resulta em u, — u 2. Os operadores considerados neste trabalho compdem uma classe especial dentro
da classe mais geral estudada por Browder (cf.[13, 14]).

Diante do exposto, concluimos que o funcional I : W(} ’N(Q) — R, dado por

I(u) = ~ / A(| Vau [N )de — / Pz, u)d,
N Ja Q
esta bem definido e pertence a classe C'! (Wo1 N (), R) com
I'(u)v = / a(| Vu [V} | Vu |V 2 Vu.Vud —/ f(z,u)vdz, Yo e WM (Q).
Q Q

Portanto, a equagdo (2.1) é precisamente a equagio de Euler do funcional I e as solugoes fracas de
(2.1) sdo pontos criticos de I e vice-versa. Isto nos permite usar a Teoria dos Pontos Criticos para
obtermos solugdes fracas do problema (2.1).

Para acharmos pontos criticos do funcional I, consideramos a condigao de compacidade de Palais-
Smale (PS). Sendo (X, | - ||) um espago de Banach real e I € CY(X, R), diz-se que I satisfaz a

condigao (PS) se qualquer seqiiéncia (u,) C X tal que:
(@) I{up) — ¢, (it) I'(up) — 0, quando n— oo, (2.10)

tem uma subseqiiéncia convergente.

Lema 2.3 Suponhamos que f tem crescimento subcritico. Seja (u,) uma seqiiéncia em VVO1 M) tal

que u, — u, entdo ﬁl}l Jo f(x, un)(un — u)dz = 0.

Prova. Sendo (u,) uma seqiiéncia convergindo fracamente para algum v em W(}’N (2), podemos

2denotamos, neste capitulo, convergéncia fraca por —, e — convergéncia forte.
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tomar uma subseqiiéncia denotada ainda por (uy) tal que un, —u em IP, Vp > 1. Como, neste

caso, (u,) é uma seqliéncia limitada, podemos escolher 3 > 0 suficientemente pequeno, tal que, para
N

todo n, temos 3 || uyp || ;‘v] in< an. Uma vez que f tem crescimento subcritico, escolhendo ¢ > 1 e
3]

suficientemente préximo de 1, temos, como conseqiiéncia, para n grande, que
N
J 1@ u@) 1 de <O [ exp(ad ] un |F7)dx

N w o
= (13
< C/ exp (g8 || un ”:,]V/I,IN T dr <C.
Q 0

[y

Em virtude da inequagao de Holder, esta dltima estimativa implica

[ 1@~ <[ [ 156, un(a) |dw][/9 [ un = o’

1
SC’[/ |un—u|pdw]p,
Q

onde 1/p + 1/q = 1. Completamos, portanto, a prova do lema, visto que u,, —u em L?. a

Lema 2.4 Seja ®: WOI’N(Q) — R um funcional de classe C! tal que ® pertence a classe (S), e seja f
fungdo com crescimento subcritico, entdo, o funcional I(u) = ®(u) — [, F(x, u)dz satisfaz a condi¢do

(PS), desde que toda segiiéncia (uy) C Wol N (Q) satisfazendo (2.10), seja limitada.
Prova. Seja (un) C Wo'™ () uma seqiiéncia satisfazendo (2.10), entéo
| un)o || @ (un)o — [ Jz,undodz <o o, V0 e W™ (@),
Q

onde €, — 0, quando n — co. Como, por hipétese, (uy,) é limitada em Wg M (Q), podemos tomar uma
subseqiiéncia, denotada ainda por (un), tal que up, — u em Wy () e up, — u em LI(Q),Vg > 1.

Entao, considerando v = u,, — u na inequagdo acima e usando o fato de que

tim [ f(,un)(m — ) =0

n——+oo
(veja o Lema 3.1) , temos como resultado que
&' (up)(up —u) — 0.

Fica, assim, provada a tese, uma vez que u, — u em Wy (Q) e & € (5);. u
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Lema 2.5 Suponhamos que a fungdo a satisfaz (a1) — (az), com Nba < ub; e que a ndo linearidade

f tem crescimento subcritico e satisfaz (F), entdo o funcional I satisfaz a condi¢do (PS).

Prova. Usando (a;1) — (a2) com Nby < pby, obtemos constantes positivas ¢ e d, tais que:
%A(u) —a(wu>cu—d YueR". (2.11)
Seja (u,) uma seqiiéncia em VVO1 "N (€) satisfazendo (2.10), entdo
%/QA(I Vuy, [N)dz — /QF(.r,un)dw —c e (2.12)

| / a(| Vun [V) | Van |V dz — / 1@, tn)nd |< e | 0 g, (2.13)
Q Q

em que €, — 0, se n — o0o. Multiplicando (2.12) por p e subtraindo (2.13) da expressao obtida, em

virtude de (2.11), concluimos que

Vu, |V de — | (uF(z,un) — f(2,tn)un)de < C + e, || un [|y1v -
W,
Q Q 0

A partir desta inequag@o, usando a condi¢do (F}), podemos observar facilmente que (un) é uma

seqiléncia limitada em W& ’N(Q) . Finalmente, para concluirmos a prova, € suficiente usarmos o Lema 2. m

2.3 Provas dos resultados principais

2.3.1 Prova do Teorema 2.1

Lema 2.6 Suponhamos que as hipoteses do Teorema 2.1 sejam vdlidas, entdo existem § e p > 0, lais

que I(u) > 6 se || u ||, 1.8v= p. Além disso, I(tu) — —oo quando t — +00, para todo u € waN ()\{o}.
0

Prova. Usando (F3) e (2.4), podemos escolher 7 < (c1 + b164(IV))A1(g) tal que parap > N,

q
F(z,u) _<_7]—|i|—— +Cexp(,6[u|%) |ulP, V(z,u) €2 xRA.
q

Por outro lado, das inequagoes de Holder e Trudinger-Moser, obtemos
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/expwlm%)luwdzs
Q2

N 1/r

jul \" 1s
Lo |orutfn (D) et {[lum ) <
Q Worm A\ Nl u [lgaw 0

<om) {[ furr e}

se |lullv<o, onde Bro¥-T <ay e 1/r+1/s=1. Usando estas duas tltimas estimativas
0
e (2.8), em virtude da caracterizagao variacional do primeiro autovalor e da imerséo de Sobolev, temos

que

I(u)>—||u”N1N +‘_‘ | u - ”u”W1N~

N q
leq _qu(Q) ” u ”Wolq
Como 7 < (c1 + bi6p(N))Ai(g) e ¢ < N < p, podemos escolher p > 0 tal que I(u) > ése
I = p.

Vejamos, agora, a prova da segunda assergao.

Escolhendo qualquer u € W™ () — {0}, a partir das inequagdes (2.3) e (2.9), temos que
N t
I(tu) < < /IVu|Nd +C2—/|Vu|qu—dt“/|u|“dw+0

Portanto, I(tu) » —o0 quando ¢-— +oo, umavezque d>0 e u>N>q. u
Segue-se do Lema 2.5 que o funcional I satisfaz a condigao (PS). Para obtermos uma solugéo nao
trivial para o problema (2.1), usamos o Lema 2.6 e aplicamos o Lema do Passo da Montanha (cf.
Theorem 2.2 em [39]). Assumindo que a funcdo f(z,u) é impar em u, podemos aplicar a versao Zy
do Lema do Passo da Montanha (cf. Theorem 9.12 of [39]), para concluirmos que o funcional I tem
uma seqiiéncia nao limitada de valores criticos ndo triviais ¢, = I(un).
Finalmente, provaremos que (u,) é uma seqiiéncia ilimitada (cf. Theorem 9.38 em [39] ou Teorema

1 em [44]). Suponhamos por absurdo que || uy ||;,1.8 < C. Usando-se que ¢, = I(un) obtemos que
3]

1 / A(| Vg |V )der — / F(z, un)dz = cn.
N Ja ¢)
Ademais, usando-se (2.3) e (2.9) temos

Q/IVunlNdz+c—2/|Vun|qda:—/|un|“dm——C?_cn,
N Ja q Ja Q
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donde resulta claramente que (cn) € uma seqiiéncia limitada, uma vez que || up ||, 1.8 < C, Wy () —
0

W) e WaN (Q) — LH(S).

2.3.2 Prova do Teorema 2.2

Lema 2.7 Suponhamos que as hipdteses do Teorema 2.2 sejam vdlidas. Denotemos por Hy o sube-
spago finito dimensional de H3(S)) gerado pelas autofuncées de (—A, H(Q)) correspondentes aos
autovalores A, ... , A\, e W = H,-CL, onde Hkl denota o subespago ortogonal a Hy em H(Q). Entdo

emistem constantes a, p > 0 lais que:
Iu)>a se ||u||=peuecW.

Além disso, se denotarmos por py,1 uma autofungdo de (—2\, H}(Q)) correspondente ao autovalor
Ak+1, 0 conjunto

Q={IU+S(PIG+I:'UEH’€’ “,U”H(I)SR’ OSSSR}

e 9Q como sua fronteira relativa em Hy, & span{pg+1}, entdo existe R > p tal que I(u) < 0, para todo
u € 0Q.

Prova. Resulta da condigdo (F3) e da inequagdo (2.6) que
F(a,u) < S’ + Cexp(u?) | u %,

para ¢ > 2. Procedendo como na prova do Lema 2.6 e usando, simultaneamente, a inequagao de
Trudinger-Moser, a caracterizagao variacional do autovalor A;;; € a primeira inequagdo em (a,),
obtemos

by Y 2
I(U)Zi(l*m) ||u||H3 —C | u Vu € W;.

q
"y

Como v < Ag4+1 € 2 < g, segue-se a primeira assercao.

A Condigao (Fy) e a segunda inequagdo em (@;) implicam que
I(U)SQ/ |vu|2dx_@,\k/ |uldz <0, Vuc Hy.
2 Ja 2 o)

Por outro lado, usando a segunda assercdo do Lema 2.6, podemos escolher R > 0 suficientemente

grande tal que I(u) < 0, Vu € 9Q com || u || H1Z R. Portanto, concluimos que I(u) < 0, para todo
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u € Q. |

Tendo em vista o Lema 2.5 e o Lema 2.7, obtemos uma solugédo ndo trivial do problema (2.1),
aplicando o Teorema do Passo da Montanha Generalizado (cf. Theorem 5.3 em [39]). Finalmente,
procedendo como na segunda parte da prova do Teorema 2.1, obtemos uma seqiiéncia ilimitada de

solugbes fracas do problema (2.1).

2.4 Alguns exemplos

Example 6 Seja F € C1(R, R) tal que F(u) ~ (1 +6p(N))/\%B as |u|—0e F(u)~|u I% exp(f |
u I% /Injul|) as|u|—> o0, emquel <p < N e > 0. Entdo, como uma conseqiéncia do

Teorema 2.1, o problema
—Ayu—Dpu=F(u) em Q, u=0em I,

tem uma solugdo fraca ndo trivial, desde que A < Ai(p). Além disso, este problema tem uma seqiiéncia
ilimitada de solugées fracas se assumimos também que F € par. Note-se que, neste caso, a(u) =

1+u9_TN.

Example 7 Consideremos o problema (0.10) com a(u) = 1+ (1 +u)"2 e F(u) = Fu? + (1 —
x(u)exp(n | u [* /In(| w | +2)), em que x€ C'(R,[0,1]), x(u) = 1, Vu € (-4,6), x(u) = 0,
Vu & (—26,26), 6 >0 ec > 0. Isto é:

—div { <1 +e (1+ | Vu |2)_2) Vu} = F(u) em Q, u=0em .

Entdo, usando o Teorema 2.2, este problema tem uma solugdo fraca ndo trivial se assumimos que

(14+e)A <7 < Apqr-
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Chapter 3

Problemas de Dirichlet semilineares
com crescimento critico para o

N-Laplaciano

Sumaério
O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia de solugGes para o problema:

u EW(}’N(Q), u >0, e
—Anu = —div(| Vu [N "2 Vu) = f(z,u) emQ,

onde Q C RY (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave ¢, e a funcdo f(zx,u) comporta-se

N
como exp(a (u)¥-1), quando u — +00.
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3.1 Introdugao

Seja @ C RN (N > 2) um dominio limitado com fronteira suave Q. Neste capitulo, estamos interes-

sados em estudar a existéncia de solugfes nao triviais para o problema:

u EW(}’N(Q), u >0, e

(3.1)
—Ayu = —div(| Vu [N "2 Vu) = f(z,u) em Q,

onde f : Q2 x R — R é continua e tem crescimento critico em mais infinito, isto é, existe ag > 0 tal

que:
lim —M =0, uniformemente em x € Q, YVa>ap e
w0 exp(er (u) ¥T)
(3.2)
u—+oo N1

exp(a (u)¥-1)
Esta nocao de crescimento critico é dada pelo seguinte resultado de Trudinger-Moser {43, 35]:

exp(a | U |%) € Ll (Q), Yu S Wg’N(Q), Va > 0, €
sup /exp(a|u|ﬁ%)dz <C(N)e R sea<ap,
luly 1.8

onde ay = N w,{}'_:ll e wy_1 é a medida da esfera unitaria (N — 1)-dimensional.

Existe uma extensa bibliografia sobre este assunto: Atkinson-Peletier (8], Carleson-Chang [17],
Adimurthi-Yadava-Srikanth [1, 2, 3, 4], de Figueiredo-Miyagaki-Ruf [25, 26] e suas referéncias. Nosso
resultado est4 intimamente relacionado com os trabalhos de Adimurthi {1, 2] e com o recente artigo
de de Figueiredo-Miyagaki-Ruf [25]. De fato, usando o Lema do Passo da Montanha, sem a condigao
de compacidade de Palais-Smale, generalizamos alguns resultados contidos em [1, 2, 25]. Para tanto,

assumimos que f satisfaz as seguintes condigoes:

(Fi) 3IR>0, I M >0 talque:
u
0 < Fz,u) = / f(@,t)dt < Mf(z,u), Yu> R, ¥z € Q.
0

(F2) f(z,u) >0, Y(r,u) e x[0,+00) e f(z,0)=0, VreQ.
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Vejamos alguns fatos e notagdes usadas aqui. Denotamos por d o raio interno do conjunto €2, isto

€, d € o raio da maior bola contida em 2 e definimos
X 1 N_
M = nll’rglo n/(; expn(t¥-1 —t)dt.

Nao ¢ dificil verificar que M é um niimero real maior ou igual a dois. Além disso, lembramos que o

primeiro autovalor A1(p) do problema
—Dpu=A|uP?u, ueWaP(Q)
€ positivo e pode ser variacionalmente caracterizado como:

n@) =int{ [ |vul de:uewir@), [(upar=1).
2 Q

Teorema 3.1 Suponhamos que a fungdo f tem crescimento critico em S e satisfaz (F) — (F). Além

disso, suponhamos

. NF(z,u)
) e T

N
(Fa) ugrfmuf(x,u)exp(—aOIu]%) 2ﬂ0><%[) Ma;{,v"l’ em z €.

Entdo o problema (3.1) tem uma solugdo néo trivial.

< Mi(N), em z € £,

Observagoes. Resultado anilogo ao nosso teorema foi obtido em [1], onde, entre outras hipéteses

mais restritivas, assume-se que f é de classe C! e satisfaz

ou u

, Yue R— {0}, Vz € Q.

O Teorema 3.1 também generaliza o Teorema 1.3 em (25|, onde se estuda o operador Laplaciano em

R? e, além das hipSteses aqui consideradas, assume-se a seguinte condigao:
1
0< F(z,u) < Euf(a;, u), Yue€ R\{0}, VzeQ.

Essas duas tltimas hipdteses ndo sdo naturais no contexto de dominios limitados, uma vez que impli-

cam restrigoes no crescimento da funcao f em toda reta.
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3.2 Formulacao variacional

Uma vez que estamos procurando por solugbes nao negativas, é conveniente definirmos
[ (z,u) =0em Q x (—o0,0].

Notamos que as condigtes (Fy) — (F2) implicam as seguintes assergoes:

12 F(z,u) > 0, V(x,u) € Q2 xR,
2¢ 3C >0 tal que:

F(z,u) > Cexp (ﬁu) , Yu>R, VYrxeQ e (3.3)
3a dRg >0, 0> N tais que :

OF(z,u) < uf(x,u), V]iu|> Ry, Ve

A hipétese de crescimento critico, como definido em (3.2), e a continuidade de f asseguram que

dado 3 > ay, existe C > 0 tal que:
| f(z,4) |< Cexp(B | u|¥), Y(z,u) € xR. (3.4)

Conseqilientemente, usando a inequagao de Trudinger-Moser e argumentos standard (cf. [23, 39]),
vemos que o funcional

I:WagN(@©Q) - R

dado por
I(u) = — / | V|V dz — / F(z, u)dx (3.5)
N Ja Q

estd bem definido e € continuamente diferenciavel em Wol ’N(Q) com
')y = / | Vu [V VuVode — / fz, u)vdz, Yo e WEN(Q). (3.6)
Q Q

Logo, para provarmos o Teorema 3.1, é suficiente determinarmos um ponto critico nao trivial do

funcional I, o que faremos com o auxilio da versao do Lema do Passo da Montanha (cf. [5]) apresentada

a seguir.

Teorema 3.2 Seja E um espago de Banach real e I € C'(E, R). Suponhamos que existe uma vizin-
hanga U de 0 em E e uma constante positiva o tal que:

I;) 1(0) =0,
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I) I(u) > a na fronteira de U,
I3) Euziste e ¢ U tal que I(e) < a.
Entao, para a constante

= ] > .
c ;Ielf‘l’ilea%(.[(u) > o, (3.7)

existe uma seqiéncia (u,) em F tal que:
I(up) > ¢ e I'(u,) —0, (3.8)
em que I' = {g € C([0,1], E) / g(0) =0, g(1) =e}.

Vejamos, a seguir, que o funcional [ satisfaz as condigGes geométricas do Lema do Passo da

Montanha.

Lema 3.3 Suponhamos que a fungdo f satisfaz (F1) — (Fa) e (3.4). Entdo I(tu) — —oo quando
t — 400, para todo u € W(}N(Q)\{O} com u > 0.

Prova. Segue-se da segunda assercao em (3.3) que, para p > N, existe ¢ > 0 tal que:

F(z,u) > cu? —d, VYu>0. (3.9)
Seja u > 0 um elemento arbitrario de Wy N (Q)\{0}. Da estimativa (3.9) tem-se

N

I(tu)st——/ |Vu|Nda:—ctp/ | u P de + d.
N [e) Q

Como p > N, entdo I(tu) — —oo quando t — +00, como queriamos demonstrar. B

Lema 3.4 Suponhamos (F3) e (3.4). Entdo, existem 6, p > 0 tais que:
> > = p.
I(u) > 6 se ||u ”W01,N P
Prova. Da hipétese (F3) em conjunto com (3.4), segue-se que existe A < A1 (V) tal que
1 N_
F(z,u) < A u |V +Cexp(8 | u [F7) [ul?, ¥(z,u) € QxR
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para ¢ > N . Utilizando, a seguir, as inequagoes de Holder e Trudinger-Moser, obtemos

[ exe(8 1w [¥T) | u]? do <
@ N 1/r

N || N1 1/s
/ exp |Br || u ”‘I,‘V,IIN TRTE— dz {/ | u | da:} <
Q 0 ” u ”WOLN Q

<o {[1ureas}”,

.
se || u ||W3,NS o, onde fro¥-1 < an = Nwy "] e 1/r + 1/s = 1. Logo, da caracterizagio variacional

do primeiro autovalor e da imersao de Sobolev, chegamos a estimativa

10) > 55 (1= 57575 ) 1 By =C 1 Wy

Finalmente, uma vez que A < A; (N) e N < g, pode-se escolher p > 0 tal que I(u) > 6 se || u |, 1.8= p,
o]

conforme queriamos demonstrar. B

Tendo em vista verificar que a hipétese (Fy) nos permite concluir que o nivel ¢ definido em (3.7)

-1
. . an . . wn ~ ~ .
esta abaixo da constante % (——) , consideramos a seguinte seqiiéncia de fungbes nao negativas:
(e7)]
N-1
M-l 1
(logn)™~ se |z|< .,

— 1
Mn(2) = wy™ ¢ log|z |71 /(logn)¥  se L<lz|<1,

0 se |z|>1.

Sejam xg € 2 e r > 0 tais que a bola B(xg,r) de raio r, com centro em g, esteja contida em . Entao

a funcdo My(z,zo,7) = Hn(m ;mo) satisfaz as seguintes asser¢oes:
1% My (-, xo,7) € Wo™N (),
2¢ “ Mn(',xo,'f) ||ngN =1 e
3¢ supp ( My(z,z0,7)) C B(zo,T).

o1



Lema 3.5 Suponhamos (Fi) — (F2), 3 7> 0, ¢ € ) tais que:

. N N\M 1
ul»ufoo uf(x,u) exp (——ao | u |N71) > Bo > <7) m——_—l—, (3.10)
uniformemente em = € Q e B(xg,r) C Q. Entdo existe n tal que:
1 a N-1
max{I(tM,) : t > 0} < N (a—]:) )
em que Mp(z) = My(z,zo,7).
Prova. Suponhamos, por contradigao, que para todo n temos
1 a N-1
max{I(tMy) : t > 0} > (a—:) :
Pelo Lema 1, para todo n existe {,, > 0 tal que:
I(t,M,) = max{I(tM,) : t > 0}.
Entao:
1 1 /ay N-1
I{tn M) = -t - /Q Pz, taMp)dz > 1 (BZ) .
Donde, usando-se F(z,u) > 0, obtemos
N-1
N > (a—N) . (3.11)
7))
Como LI(tMp,)=0 em ¢=t,, resulta que
tN = / t, My, f(x,t, My,)dzx. (3.12)
Q
Por outro lado, de (3.10), dado € > 0 existe R, > 0 tal que:
N
uf(a;,u)Z(ﬂo—e)exp(ao|u]N‘l), Yu > R,. (3.13)
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Entao, de (3.12) e (3.13), obtemos, para n suficientemente grande,

tnN > (Bo —c)/ exp (ao | tn My, |%) dz
N 1

B(war/n’)
= (Bo — )5~ (%)N exp (aot;]fjw];zv? logn

o
= (Bo — €)“ 527N exp [(‘—"%EN—I —1| Nlogn|,
donde ( t5) € uma seqiiéncia limitada. Ademais, usando-se (3.11), conclui-se

an \ N1
thN - (—) , quando n — oo. (3.14)
ap

Seja
A, = {x € B(xo,7) : toa My, > R} € B, = B(zo,7)\ An.

Em virtude de (3.12) e (3.13), podemos estimar

tnNZ(/BO_E)/

exp (a0 | tn My |¥°1) da + / tn My f(z, tn My)da
B(xo,r) By,

N
—(Bo — e)/ exp (ao | ta My, | V-1 ) dz.
Brn
Note que M, (x) — 0 para quase todo z € B(zg, ) e a fungao caracteristica xp, — 1 para quase todo

x € B(z,r). Portanto, tendo em vista o Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos

/ tn My, f(z,t, My)dx — 0 e / exp (ao | tn My, |%) dz — —wiv:irN, n — 0o.
B B, N

'

Note, também, que

N N
/ eXp(QOItnMnlN_l)dw Z/ eXP(aN|Mn|N*1)da:
B((L‘(),T) B(l‘g,r)

=rN exp(aN | My, |%)da;
B(EOVT)
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Denotando a tltima integral por I,,, temos

N
I, = / exp an (logn) dx+/ exp ay (log|z| )3 dz
jol<d w1 1<jai<t N1 (logn) N1
N-1 o
1 -1\~N-1
= ¢ N1 Lo exp [N(logn)] +wNA1/1 sV lexp N(10g| s 2 ds
» (logn)¥-1

= =HA {1 + /01 Nlognexp [Nlogn (7'7\7]%T — T)] d'r}

onde, na tltima integracio, usamos a mudanga de varidveis 7 = log | s | ! /log n. Entao, passando ao

limite e usando (3.14), obtemos

N-1 1
(%ﬁﬁ) > (Bo — e)ﬂvﬁir” nlLr{}oNlogn/() exp [Nlogn (T% - T)] dr
= (Bo — €)“ZF—rV M, Ve >0,
donde
MY 1
< - _——?
fo < ( ) Mad 1

T

o que contradiz (3.10). Isso conclui a demonstragao. m

O préximo resultado de convergéncia, (cf. [25]), serd utilizado na prova do lema subseqiiente.

Lema 3.6 Seja (un) em LY(Q) tal que u,, —u em LY(Q) e seja f uma fungdo continua. Entdo:
f@,un) = f(z,u) em LYQ),

desde que
(@, un(x)) € TNQ) e /Q | (@, un(2))un(z) | de < C1, Vn.

Prova. Como f(z,u) € L!(Q) entdo, dado £ > 0, existe § > 0 tal que:
[ f@u@)|d<e e |AI<s
A

para todo conjunto mensurdvel A de 2, em que | A | denota a medida de Lebesgue do conjunto A.

Por outro lado, uma vez que u € L'(), entdo existe M; > 0 tal que:

| {z € Q| ulz)|> M} |6
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Tomando M = max {M;, C;/e}, vemos que

C
/ |f(a:,un)|d;1;:/ Mﬁdms_lgs e
lun|>M lunl>M | Un | M

[ 1 f@wld<e

fui>M

Além disso, denotando por x4 a fungao caracteristica do conjunto A, temos que a fungao
gn (%) =| f (2,40 (T)) | X{zeqilun(@)<ayT | F (@ u (@) | Xizea:jun(z)<r}

converge para zero em quase todoz € ) e

| gn (2) I<] [ (@, u(2)) | +C,
onde
C=sup{| f(z,t):z€Q, |t|<M}.

Portanto, em virtude do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, tem-se

f |f(m,un)|dx—/ | f(z,u) | dz —0, quando n — oo.
|wn|<M |un|<M

Finalmente,

f1i@u)de— [ @wa

uma vez que

[ 1f @) de= [ | f@w)del<

[ @) des [ @) | det
{un|>M jul>2M
[ e = [ el

De onde se conclui facilmente a prova. &

Observagao. Para provarmos que a seqiiéncia de Palais-Smale, dada pelo Lema do Passo da Mon-
tanha, converge para uma solugdo do problema (3.1), precisamos estabelecer um lema preliminar.
Um resultado anslogo foi provado em [37, 46, 47|, onde se assume que f tem crescimento polino-
mial. Recentemente, em [38], resultado similar foi provado para fungbes f, que se comportam como

exp (a | u |%) , quando | u |— o0, sob a condigao adicional de que f (z,u)u > NF (z,u), a qual
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nao é assumida aqui.

Lema 3.7 Seja (un) C Wy (Q) uma seqiiéncia de Palais-Smale, i.e.

I(up) > c e I'(u,) >0 em W_I’NI(Q) quando n — oo.

Entao, existe uma subseqiéncia, denotada ainda por (un), € existe u € W(} ’N(Q) tais que:

f(@yun) — f(z,u) em L(Q) e

| Vip N2 Vu, —|Vu|V2Vu em (LN/(N‘I) (Q))N i

Prova. Seja (un) C W, "M (€) uma seqiiéncia de Palais-Smale, i.e.,

1
—/ Vi INdw—/ Fz, un)dz — ¢,
N Ja Q

| [ Vun %2 Vun Vods — [ (@, un)odz < o |0 v,

(3.15)

(3.16)

Vo € W™ (€), onde e, — 0 quando n — co. Multiplicando (3.15) por 6 e subtraindo da expressio

obtida (3.16), com uy, no lugar de v, concluimos que

(ﬁ _ 1) / | Vg [V do — / (OF (2, un) — (@, wn)un)dz < C +en ||t Iy -
N Q Q 0

Desta inequagdo, em virtude da terceira asser¢do em (3.3), segue-se facilmente que (u,) é uma

seqiiéncia limitada em W& N (€2). Conseqiientemente, a seqiiéncia (| Vun V=2 Vuy,) é limitada em

(zvv-v @)™ e
/ F(.’L‘,’U,n) .<— 07 / f(a:,un)un S C.
Q 0

Além disso, passando-se para uma subseqiiéncia, podemos assumir que

Up — u em WV (),
Un — u em LIQ),vg>1le

un(z) — u(z) gqt.p.em K.

Portanto, f(z,u,) — f(z,u) em L' (), tendo em vista o Lema anterior.

(3.17)

Passemos agora a prova da segunda asser¢iao desse Lema. Sem perda de generalidade, podemos
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assumir que
| Vg, [N— emn D'(Q) e
[ Vg N2 Vu, -V em (L{V/(N‘l) (Q))N ,
onde p € uma medida regular.
Sejac >0e
A ={ze€Q:Vr>0, p(B, (z)NQ) >0}.

Afirmamos que A, é um conjunto finito. Suponhamos, por contradigdo, que exista uma seqiiéncia
infinita de pontos distintos (xx) em A,. Como u(B, (zx) Q) > o, para quaisquer k e 7 > 0, obtemos
p({zx}) > o, Vk. Logo pu(Ay) = 00, contradizendo o fato de que

N(Aa)zklim/A | Vuy |V dz < C.

Portanto, A, = {r1,...,Zm}.

Sabe-se que (cf.[10]) existem constantes positivas Cy e Cy dependendo apenas de N tais que para

todo u € WLV (RN), com suporte compacto em RV,

N
jul \¥5
/Qexp (C’l (“ Ve, ”LN) dr < Cy | supp(u) | . (3.18)

Afirmagao 1. A partir da estimativa (3.4), tomando-se o > 0 tal que oV/N-13 <, conclui-se que

n—o0

lim /;(f(w,un(:c))un(w)dwz/Kf(m,u(w))u(m)dx,

para qualquer subconjunto relativamente compacto K de Q\ A,.
Prova da Afirmagao 1. Seja zo € K e ro > 0 tal que pu(By, (x0) N Q) < 0. Consideremos ¢ €
C*> (Q,[0,1]) tal que:

1 em Byy/2(wo) N Q

0 em Q\ (B, (x0)NQ).

S
i

Entao,

lim AV N gtz = [ pdu < p(Bro (@0) N9) <,
n—0 /B, (z0)"02 Bro(@0)"Q2

uma vez que | Vu, |[N— p em D'(Q). Portanto, tomando-se ¢ suficientemente pequeno, tem-se
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para n grande

/B |V [V dz < (1),

O/Q(ZO)OQ

Tomando-se ¢ > 1 suficientemente préximo de 1, desta tltima estimativa e das inequagses (3.18) e

(3.4) obtém-se

/ | f(@, un(z)) " dz < C. (3.19)
B,.O/Q(ZO)QQ
Em virtude da estimativa
Lo @ un)un — Sz wu | do <
'B‘r‘c./?(:vo)ﬁ(Z
/ | faun) = f@ ) | w] dz+ [ | f(@wn) ||t —u | de
B’ro/2($0)mQ B‘ro/?(mﬂ)mQ

e do fato de que f(z,un) — f(z,u) em L' (Q), segue-se que f(z,u,)v — f(z,u)v em L' (), para

todo v em D () e, conseqiientemente, usando o argumento de densidade, obtém-se

lim | f(z,un) — f(z,u) || u| dz = 0.

300 B,.O/g(:bo)ﬁﬂ

Por outro lado, usando-se a inequagdo de Holder e a estimativa (3.19) tem-se

/ | f(zun) [Jun —u|de <C | un—u|? dr —0.
B, s2(x0) 2 By s2(20)Q2

/ N f(z,up)un — f(x,u)u | dz — 0,
Bro/?(zo)nn

e a Afirmagao 1 segue-se por compacidade.

Fixado €9 > 0, tal que B (z;,€0) N B(zj,€0) = ¢ se i # j, entdo, para
Q. = {JJGQ:H.T—IBJ' II> eo, j=1,...,m},

tem-se a seguinte assergao:

Afirmagao 2.

/ (I Van V72 Vup— | Vu [V 2 Vu) (Vup — Vu)dr - 0 gquando n — oo.

Qe
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Prova da Afirmagao 2. Seja0 < e < ¢gg, p € C® (RN, [0, 1]) talque p =1em B;/3(0) e p =0 em

m — —
By (0), e definamos 9. (z) =1— Y (p(%ﬁ . Note que 0 < ¢ <1, ¢ =1 em Q. = O\ LmJ B(zj,¢),
J=1 j=1

m
Ye =0em |J B(zj,¢/2) e teun é uma seqiiéncia limitada em Wy (), para cada «.
j=1

Usando (_3.16) com v = YP.u, tem-se

/Q [| Van 1Y e+ un | Vitn [N 72 Vun Ve — 9 f (2, un) un| da

(3.20)
<ep ” Yy ”Wé’N .
Similarmente, usando (3.16) com v = ¥ u obtém-se
/ [—— | Var |V 72 9V Vu— | Vg |V 72 uVun Vibe + e f (2, un) u] dx
Q (3.21)

< en | et g
Agora, como a fun¢do g : RY — R, g(v) =|v |V é estritamente convexa, tem-se
0< (l Vun [V 2 Vup— | Vu [V 2 Vu) (Vunp — Vu)
e, conseqiientemente,

0< /, (| Vuy, ‘N_z Vun— | Vu INA2 Vu) (Vu, — Vu)dz,
Qeg

ou seja,

0< / (| Vin [¥? Vi | Vu [¥? Vi) (Ve — V) pedl,
Q

que pode ainda ser reescrito como
0< f [| Vn |¥ e | Vit [¥ 2 e Vetn Vi | Vs |V -2 4, VuVunt | Vau |V 9] do
Q
Logo, de (3.20) e (3.21) segue-se

0% [ [ 1 Vun N W Vb + S (2, 10) ] o+ | Yt [y
_}'/;2 [l V'u,n |IV_2 uvu'n,v’l/]s - d’sf (x, u'n,) u] dx —+ En " '(psu ”WS’N
+/ [I Vau |V gpe— | Vu [V 72 ¢5VuVun] dz,

Q
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isto é,

0< / | Vag V2 Ve Vibe (u — un) dz +/ be | Vo N2 Vau (V- V) do
Q Q (3.22)
[ ef (@un) (= 0 o 2 || it g+ || et Dy

Estimemos, agora, cada integral em (3.22) separadamente. Note que para § > 0 arbitrario, usando-se

a inequagao de interpolagao
ab < 8aN/N-1 L O, com C5 =6V,

tem-se

/|Vun |N_2Vunvwe(u—un)dx§6/ | Vuy, lNda:+05/ | Ve [V u—up [V dx
Q Q Q

1/r 1/s
_<_60+C;,~(/|V¢5|’"Nda:) (/|u—un|3Ndw) .
Q Q

Uma vez que u, — u em L*Y (Q) e § é arbitrario, segue-se

nlim sup/ | Vuy, ‘N_Z Vun Ve (u — up) de < 0. (3.23)
— OO0 Q
Note, também, que
/ Ye | Vu [V 2 Vu (Vu — Vu,)dz — 0 quando n — oo, (3.24)
Q

porque u,, — ug €em W& M (Q). Por outro lado,
/ Ve f (z,uy) (up, —u)dr - 0 quando n — oo, (3.25)
Q

Com efeito,

Ve f (z,upn) (up — u) dx =
/Qd’ef ($7un)undfl¢"/ﬂ¢af($’ u) udm-i—fﬂd!ef(x,u) “d-”?“‘/n%f(fv,un)udx.

A Afirmacgao 1, com g(z,u) =¥ (z) f(z,u) e K= Qs/z, da-nos
= — = e , d ,
Lz/)ef (z, un) undx /(_28/2 Ve f (z,up) upndzx /QE/2 Ve f (z,u) ude /Q Ve f (z,u) udz
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quando n — co. Dado que f (z,un) — f(z,u) em L!, segue-se

/¢ef (z, upn) udz —>/1/;5f (z,u)udx quando n — oo.
Q Q

Portanto, a partir de (3.22), usando-se (3.23)-(3.25), chega-se ao final da prova da Afirmacao 2.

Finalmente, usando a Afirmagao 2, uma vez que ¢¢ € arbitrario, obtemos
Vu, —» Vu gq.t.p. em €.

Deste resultado e do fato de que a seqiiéncia (| Vu, |[V-2 Vun) é limitada em LY/ (V-1) (Q), passando

para uma subseqiiéncia, conclui-se que:
| Vi V72 Vauy, —| Vu |V 72 Vu em IN/WN-1) Q).
Isso completa a prova. &

3.3 Prova do resultado principal

Pelos dois primeiros Lemas da segao precedente, podemos aplicar o Lema do Passo da Montanha para

obtermos um nivel ¢ e uma seqiiéncia de Palais-Smale (u,) em W' (Q), i.e., satisfazendo

e / Vuy, |V dr — f F(z,uy)dz — c, (3.26)
N Ja 0
| / | Vg |V 2 Vu,.Vodz — / f(@,un)vde |< en || v |y, Vo € WP (Q), (3.27)
Q Q

em que €, — 0 as n — c0. Como na prova do Lema 3.6, temos que (u,) é uma seqiiéncia limitada em

W(} "N (€)) e, conseqiientemente,
/ F(z,up)de < C e / f(z,up)undz < C.
Q 9}
Logo, tomando subseqiiéncia, podemos assumir que

up — ug em WM (Q), upn — ug em LIQ),Yg > 1, up(z) — uo(z) g.t.p. em Q.
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Desse modo, a partir de () e pela primeira assergdo do Lema 3.6, usando o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue Generalizado, tem-se

F(z,uy) — F(z,u0) em L}(Q). (3.28)
Logo, de (3.26) e (3.28), obtém-se
lim / | Vuy, |V dz = N(c+ / F(zx,ug)dzx). (3.29)

Note que (3.27) e Lema 3.6 implicam

/ | Vo [V -2 Vg - Vwde — / f(z, uo)wdz =0, Yw € D(Q),
Q Q

de onde, por densidade, essa identidade vale para todo w em WO1 ’N(Q). Portanto, up € uma solugao
fraca do problema (3.1).
Finalmente, vamos provar que ug é nio trivial. Assumamos, por contradi¢ao, que ug = 0. Em

virtude de (3.29) tem-se

n— 00

hm/ | Vuy, |V dz = Ne.
Q

Entao, dado ¢ > 0, temos || un ||€{/LN§ Nc + €, para n grande. O Lema 3.5 implica que o nivel ¢
o]

N-1 N
< -1-}7 (%%L) . Logo, temos que qayg || uy, || ";’/ 1v< an se tomarmos ¢ > 1 suficientemente préximo a
Q

1 e € suficientemente pequeno. Entdo, a partir da estimativa (3.4) com 3 = gayp, usando a inequagao

de Trudinger-Moser, tem-se

[ 17@un@) 14 dz < C [ explgan | un [¥7)de
Q Q

N

N Un N1
<0 [ exp|aeo lun I3 (] @z <c
o o \ llun llgpa

Desta estimativa e de (3.27) com v = u,, temos que u, — 0 em Wg’N (©2). Mas isto € impossivel, tendo

em vista que lim [ | Vun [V dz = Nc e ¢ # 0. Conseqiientemente, up # 0.
n— oo
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