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RESUMO 

Este trabalho trata de sensibilidade às condições iniciais 

(S.C.I.) para endomorfismos do intervalo. Mais precisamente pa-

ra endomorfismos f com f' Lipchtzsiana. 

Inicialmente são discutidos resultados gerais sobre S.C.I. 

e sua relação com estabilidade estrutural. 

Em seguida é feita urna car~cterização topológica de S.C.I. 

para funções de uma certa classe de endomorfismos unimodais. 

Finalmente é exibida uma fam!lia a um parâmetro de endo-

·.i) Os conjuntos dos ó -E (O, E.) para os quais fô apresenta S.C.I. 

tem medida de Lebesgue maior ou igual é 

ii) Existe um conjunto aberto de ó
5 

E (O,E.) tais que 

a?resenta s.c.r. . ____ .,., 

A família t
8 

foi apresentada e estudada em {C.E.] 

Neste artigo foram usados resultados de [G]. 

na o 

Observamos que a famíli?J. fé não satisfaz as hipóteses de G. 

Neste trabalho mostramos que ainda assim, os resultados de 

[G} podem ser aplicados a f 6 . 



ABSTRACT 

We consider sensitivity to initial conditions for endomor-

phisms f of the unit interval such that f' is Lipschitzian. We 

begin by discussing general reSul ts on sensi ti vi ty and their re-

lationship to structural stability~ Next, a topological charac-

terization for a certain class of unimodal endomorphisms is 

' given. Finally, we exhibit a family · {ft}' t E -{ O_, t 
0 

) , o f 

one-parameter endornorphisms such that, if E E (0, t
0
), then: 

a) The set of tE (O, s) for which ft shows sensitivity to 

initial conditions has Lebesgue measure greater than or ~to 

b) There exists an open set of tE (0, E) such 

does not show sensitivity to initial conditions. 
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INTRODUÇÃO 

o objetivo deste trabalho é discutir sensibilidade às con-

dições iniciais (S. C. I.) para endomorfismos do intervalo. Ou se

ja desejamos saber, dado um endomorfismo f: I ~ I, o quanto di

ferem as Órbitas de x e x + ó para O pequeno. 

Dizemos que x e f-Lyapou~ov estável se dado E > O existir 

ó tal que se j x - y i < ô e n E JN então 

Caso contrário existiria E > O tal que para todo ô existi

riam y e n E lN com i x - y 1 < 6 e I fn (x) - fn (y) I >E. Se .. isto qqor-

rer x é dito f-L~anounov instável e f é d~ta E-sensível à con-

dição inicial x (f e E-Sx) . 

Esta definição e diferente da definição usual de estabili

dade à Lyapounov, como apresentada em [M], pelo fato da Última 

se aplicar a compactos f-invariantes e a primeira a pontos. En-

tretanto no caso do compacto f-invariante ser um ponto as defi-

nições coincidem. 

Se existir s > O tal que s (E:) = 1x E I I f é E:-Sx I tem me-

dida maior que zero diremos que f é sensível às condições ini-

ciais (f ~ s.C.I.). 

o conceito de s.c.r., num contexto· mais amplo, está liga-

do às tentativas de formalização-do conceito de caos. Em geral 

a presença de S.C.I. é tida como condição necessária para a oco-

rrência de caos. 

Ainda num contexto mais amplo, o comportamento caótico po-
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de,.à princípio, ser resistente à perturbações. Talvez um exem

plo disto sejam os pontos hornoclínicos. 

Entretanto no caso particular de endomorfismos em uma 

dimensão é pouco provável que este "caos robusto" ocorra. 

Pois; como provaremos, se uma conjectura de [J] for vá-

lida, então o conjunto das f que na o -e S.C.I. contém 

um subconjunto aberto e denso em Endr(Í). A validade des-

te resultado ser a de interesse, por exemplo, para os mé-

todos iterativos usuais da análise numérica, onde sempre 

se trabalha com aproximações. A grosso modo, a ausência 

de S.C.I. significa ausência de propagaçao de erros. 

No capítulo I utilizaremos um teorema de Mané para 

provar que se os pontos críticos de f E E~dL(I) forem 

f-Lyapounov estáveis então f nao é S.C.I. Em particu-

lar se todos pontos críticos de f estiverem nas bacias 

··de atratores então f nao é S.C.I. Este fato relaciona 

S.C.I. com estabilidade estrutural. Pois, como conseqüên-

cia da citada conjectura de IJ], temos que se f e es-

truturalmente estável então todos seus pontos críticos es-

tão nas bacias de atratores. Logo, se a conjectura for válida, 

estabilidade estrutural implica na ausência de S.C.I. 

No capítulo II abordamos s.c.r. numa classe C de endomor-

fismos unimodais. 

As f E C vêm como características básicas o fato de serem 

unimodais e que j (fn) 
1 

j não apresenta mínimos locais positivos. 
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Esta última propriedade é satisfeita, por exemplo, pelas 

funções com derivada de Schwartz negativa. 

Seguindo basicamente o trabalho de Guckenheirner ob~s uma 

caracterização topológica de S.C.I. em C. Apesar dos resultados 

serem praticamente os de [GJ as demonstrações aqui apresentadas 

sao originais, pois as provas de [G] são falhas e obscuras. 

Além disso provamos que se f E C -e s.c.r. então existe 

E. > 0 tal que f é E.-Sx I,J X E I, e!n particular todo X é f-Lyap:JunoV 

instável. 

Finalmente no terceiro capítulo analisamos uma família a 

um parâmetro· {f
6
}, 6 E (0,6

0
). 

Esta família é de autoria de Collet e Eckmann e apresenta 

tanto funções com e sem S.C.I. 

tem conjuntos D e T(E) tais que: 

i) D, T(E:) c (O,s). 

Provaremos· que dado E: > O exis-

ii) ~ aberto e se ó E D então fó nao e S.C.I .. 

iiíl m(T(e)) ~ e(l- jlog el l- 1 ) e se ê E T(e) então f 6 e 

S.C.I. 

,. 
lo 



CAPITULO I 

O objetivo deste capítulo é definir sensibilidade com res-

peito as condições iniciais (S.C.I.) e discutir aspectos gerais 

deste fenônemo, como por exemplo condições para que ele não o-

corra e o quão frequente ele é. 

Tal fenônemo está diretamente ligado à 11 estabilidade no 

sentido de Lyapounov 11
, ou melhor, veremos que f tem S.C.I. se e 

só ·se o conjunto dos pontos que são 11 f-Lyapounov Estáveis" tem 

medida total. 

Pretendemos estudar os conceitos citados acima no contexto 

dos endomorfismos diferenciáveis do intervalo I= [ 0,1] com de-

rivada Lipschitziana 
1 

ou mais precisamente em En~(I) = 

{ f:I ~ I, f diferenciável tal que existe k cem I f' (x) -f' (y) I .;; k I x- Yl }. 

gesta forma sempre que nos referirmos a f : I ~ I estará sub-

entendido, a menos de menção explícita, que f E EndL(I). 

DEFINIÇÃO 1.1.: Dizemos que f é E-sensível com relação a condição 

inicial x (f é e-Sx) se para todo aberto V c I com x E V exis

tir n E JN tal que m(fn(V)) >E, onde m é a medida de Lebesgue. 

DEFINIÇÃO 1. 2. : O ponto x é di to f-Lyapounov estável se dado E> O 

existe um aberto V 3X tal que se yEV e nEJN então lfn(x)- fn(y) I< c 

Caso contrário dizemos que x é f-Lyapounov instável. 
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g fácil ver então que x ê f-Lyapounov instável se e só se 

f é s-Sx para algum E >O. 

Denotemos então Sf(E) = {x E I[f e E-Sx}. 

BEFINIÇÃO 1.3.; Diremos que f é sens!vel com respeito às condi-

' çoes iniciais (f é S. C. I.) se existir E > O tal que m(Sf (E)) > O'. 

Vejamos agora algumas propriedades de Sf(s). 

PROPRIEDADE 1.4.: Sf(E) é compacto. 

DEMONSTRAÇÃO : De fato, se x E Sf(E) então dada uma vizinhança 

v de x existe y E Sf{s) n V. Logo por y E Sf(E) existe n E m 

com rn(fn(V)) >E. Assim X E Sf(E); daÍ Sf(E) = Sf{E) e Sf(E) é 

compacto. 

PROPRIEDADE 1.5.; Sf(E) é f-invariante, ou seja f(Sf(E)_) C Sf(s). 

DEMONSTRAÇÃO : Se y E f(Sf(E)) e v é uma vizinhança de y então 

tomando x E f-l (y) n Sf(E) temos f-l (V) - vizinhança de que e uma 

x. Podemos assim encontrar um aberto V' 3 X com m (V') < E e 

-l - n V' c f (V). Da~ como x E Sf(E) existe n E lN com m(f (V')) > E 

e é fácil ver então que m (fn-l (V)) > m (fn(V')) >E, donde y E Sf (E). 

RESUMINDO Sfls) é um compacto f-invariante. 



Outra propriedade evidente é: 

e 
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1 
u Sf(-). 

nElN n 

Podemos concluir da Propriedade 1.6. que se f nao é S.C.I. 
1 1 c 

então m (Sf (ii.) = O Vn; donde (Sf <nl) e um conjunto aberto e 

denso e( u sf(s))c = ( u Sf(-n
1

JJc = n (S.f(n!))c Neste caso 
e>o nElN nElN 

vemos que ( u sf (E) ) c é intersecção enumerável de conjuntos 
s>O 

abertos e densos. 

DEFINIÇÃO 1.7.: Dado um espaço topológico Te um conjunto A c T 

com a propriedade acima, ou seja A = 00 

n A com A aberto e den-
n=l n n 

so, e chamado genérico. Os conjuntos genéricos são de bastante 

interesse quando T é um espaço de Baire, corno I e Endr{I) (que 

veremos mais adiante) . 
c Voltemos a { u Sf(E)) • Pela observação que s~a Defi

s>o 
··nição 1.2. e a definição de Sf(E:) temos: 

PROPOSIÇÃO 1. 8. : ( U Sf(E))C 
s>O 

-e ronjunto cbs p:mtos f - Lyap:mrnv 

estáveis. 

Se a função f nao e S.C.I. então o conjunto (s~osf(s))c 

além de genérico tem medida total pois: 

rn( u Sf(E))c = 1-rn( u Sf(c)) 
s> o s>O 

1 - rn ( u sf (!) ) > 
nEIN n 

00 1 1 > 1- :;; rn(Sf(-)) = 1,pois Vn rn(Sf(-n)) =O. 
n=l n 
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Juntamente com a Proposição 1. 8. o parágrafo acima nos le

va a seguinte conclusão: 

PROPOSIÇÃO 1.9.: Se f nao é S.C.I. então o conjunto dos pontos 

f-Lyapounov estáveis é genérico e tem medida total. 

Por outro lado se m( u Sf (E))> O então existe n tal que 
E> 0 

m(Sf(*)) >O 

l já que Sf(ii) 

pois O<m(>U Sf(E))=m( USf(ft))=limm(Sf(nJ)), 
E 0 nEJN n -+oo 

c s ( 1 ) Concluímos assim que: 
f n+l · 

PROPOSIÇÃO 1.10.: Se o conjunto dospontos f-Lyapounov instáveis 

tem medida positiva então f é S.C.I .. 

Até o momento não usamos a diferenciabilidade de f. O mo-

tive de nos restringirmos a EndL(I) é que queremos utilizar os 

resultados de [M]. 

Em [M] os resultados sao enunciados para f E End2 (I) = 

'{f: I-+ I tal que f é duas vezes derivável e f" é contínua}. 

E fácil ver que EndL(I) 2 'End
2

(I) e assim aparentemente não po

deríamos utilizar os resultados de [M] em nosso contexto. Entre-

tanto os resultados lá expostos ainda são válidos em EndL(I) 'pois 

as demonstrações se repetem integralmente para este caso. Rrra o 

nosso estudo o interesse maior de trabalharmos em EndL(I) ao in

vés de End2 (I) provém de que o exemplo a ser exibido no capítulo 3 

está em EndL(I) - End
2

(I). 

Um teorema de [M] que usaremos é: 
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TEOREMA 1.11. [Maiíé] : Se f E E:ru\. (I) e A c I é um canpacto f-invariante 

que nao contém pontos críticos então rn(h) = O ou existe um in-

tervalo J c I e um inteiro n>O tal que fn(J) CJ, m(JnA) >o 

n - • e f nao tem pontos cr~ticos em J. 

OBSERVAÇÃO 1.12.: Um ponto pé dito crítico se f' {p) =O. 

No caso de A= sf (E) o t~orerna -e de particular interesse 

pois a segunda parte da proposição acima não pode ocorrer e este 

teorema pode ser reesCrito assim: 

PROPOSIÇÃO 1.13.: Se f E En'\_(I) e Sf(o) nao oontém[X)ntos =íticos 

então m(Sf(o)) =o. 

Para a demonstração desta proposição usaremos os dois 1~ 

abaixo que serão provados mais adiante. 

LEMA 1.14. : Se X E Sf ( Ó) e n > 0, então existe Õn tal que X E 

ou seja u sf ( ó l c u s ( ó l . 
ó>O ó>O fn 

s (ó ) ' 
fn n 

LEMA 1.15.: Seja J c I um intervalo fechado e limitado e g: J__,.J 

estritamente crescente então u S ( 6) é enumerável. 
ó>O g 

DEMONSTRAÇÃO DE 1.11.: Basta que provemos que a segunda parte 

da tese do Teorema 1.13. não pode ocorrer. 

Suponhamos então, por absurdo, que isto nao fosse verdade. 

Existiriam então n >O e um intervalo J c I rom m(J n Sf(E:)) >o, 
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e sem pontos críticos no interior de J. Podemos 

supor J fechado pois caso contrário tomaríamos J' = J. Corno fn 

não tem pontos críticos em intJ então fn é estritamente monó

n 
tona em J i podemos supor também f crescente pois se não, to-

n* mando n* = 2n temos f corno desejado. 

n 
Tomemos g =f IJ. 

Temos então g como na hipótese do I.ema 1.15. e além disso 

s (o) ::> (S (o) n intJ). Pois se x E s (o) n intJ e v e uma vizi-
g fn . ? 

nhança de x em J então V n intJ é urna vizinhança de x em I e 

n k k 
assim existe k E lN tal que m( (f ) (V)) > o. Logo m(g (V)) >o e 

assim x E s (o). Segue-se que >u
0
s (o) ::> 

g E g 

Mas pelo Lema 1.14. u s (o)::> >u Sf(o). 
o>ofn o o 

Logo 

( u s (J)) 
c >O fn 

r1 intJ. 

u s (o)::> (( u sf(o)) nintJ)::J(S.f(<) nintJ). 
o >o g o>o 

Assim 

m( u s (o)) > m(Sf(c) n intJ) = m(Sf(<) n J) >o o >o g 

o que é um absurdo pois 

e daí m( >u s (o)) = o. 
6 o g 

pelo Lema 1.15. u S (6) é o >o g 

Façamos então as demonstrações dos lemas. 

enumerável 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 1.14.: Sejas= máx{1, sup{if' (X) j}} (como 
XEI 

f E EndL(Il, s < +00 ). Tomemos E = __ E_, daí se x E Sf(E) existe 
n 2sn 

k tal que m(fnk(V)) > En. Pois caso contrário dado j >O se fi-

zermos j = kn + r com O <r < n teremos: 
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< e 

é assim x ~ S (s) absurdo. 
f 

Concluímos assim que deve existir k com 

m( (fn)k(V)) > en donde x E S n (e ) 
f n 

S n(e ). 
f n 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 1.15.: O Lema 1.15. é conseqÜ€ncia do fato 

das funções monótonas crescentes do intervalo terem uma dinâmi

ca extremamente .simples. Isto é todos pontos se aproximam de 

pontos fixos. Pois, dado x E I,{g0 (x)} é uma sequencia monótona 

limitada e s = lim gn(x) é um ponto fixo, i.e. g(s) = s. 
n~oo 

Observemos então que se p não é fixo então gn{p)igm(p) IJm~n. 

Pois g(p) > p ou g(p) < p. No 19 caso temos p<g(p)p< .•. < gn(p) 

já no 29 p>g(p) ••• gn(p). 

Concluimos daí que se p na o é fixo então p " u s (ó) 
a>og 

Pois 

dado ó >o podemos tomar no > 1 tal que 

n >n ~ o< lgn+l(p) - gn-1 (p) I < e. 
o 

Seja 
n n+l n -1 

~ = minllg 0 (p) - g o (p> I , - g o (p) I, %1 >o. 

Existe À>O de rrodo que xE (p- À, p+À) e n<n ~lgn(p) - gn(x) I<~
o 

Vemos daí que se n < n então 
o 

m(gn(p- À, p +À)) < ó 

Assim 
n -1 n +1 

(g o (p)' g o (p)) o 



Logo para n > n : o 
gn((p _ À,p +À)) c (gn-l(p), gn+l(p)). 

Assim 

n n-1 n+l 
m (g (p - À, p + À)) .; m ( (g (p) , g (p))) = 

= lgn-l(p) _ gn+l(p) I < E. 

Resumindo p% S (ô). 
g 

11 

Falta assim analisar o que ocorre nos pontos fixos. ~ pos-

sível que tenhamos uma quantidade infinita de pontos fixos em 

u s (€:), como no gráfico abaixo. 
E >o g 

~ ~ - - - - - --· - - - -

GRl\FICO 1.1. 

L 

I 
I 

I 

r 
I 

Entretanto para cada E > O o conjunto de pontos fixos em 

s (E) é finito. Caso contrário tomando um ponto de acumulação 
g 

p
1 

do conjunto dos pontos fixos de Sg(E) teríamos quepE Sg(E) 

pois este é fechado. Existiriam ainda dois pontos fixos p 2 e p
3

, 
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os Indices se necessário teremos p 1 < p 2 < p 3 

Assim para a vizinhança V= (p1 , p3 ) de Pz teremos n 
g (p1, p3) = 

n n [g (p
1
), g [p

3
)) = (p

1
, p

3
). Logo para todo n temos m(gn(V))= 

m((p
1

, p
3

)) <o; o que contraria p 2 E Sg(o). 

Portanto para todo n S (1) é finito e assim u S (e:) = u s (!) ' 
g~n e: > O g n E lN g n 

é enumerável. 

OBSERVAÇÃO 1.16.: Com uma prova um pouco mais cuidadosa podemos 

mostrar que se g : I -+ I é monótona então u Sg (E) é enurnerá
o>O 

vel. 

DEFINIÇÃO 1.17.: C(f) = {x E T 

pontos criticas de f. 

f' (x) = O} é o conjunto dos 

Fica evidente a partir da Proposição 1.13. que: 

COROLARIO 1.18.: Se C(f) n ( U Sf(o)) = j1! então f nao é S.C.I.. 
o >o 

Ou seja se os pontos criticas de f forem f-Lyapounov estáveis 

então f não é s.c.r .. 

Uma pergunta que surge naturalmente é a quao freqÜente ocor

re S.C.I. ou qual o "tamanho" da classe das f que apresentam tal 

comportamento. 

No que se segue mostraremos que se tomarmos em EndL(I) a 

topologia c 1 então o conjunto das f que não são s.c.r. contém 

um subconjunto aberto e denso. o mesmo resultado será válido 

-.. 
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para EndL(I) n Cr = Endr(I), (r~ 2) 
1 

com a topologia Cr se for 

verdadeira urna conjectura feita em [M]. Esta conjectura impli

ca também na densidade das funções estruturalmente estáveis e 

que se f é estruturalmente estável então f não tem S.C.I. Se 

tomarmos S.C.I. como definição de caos e a conjectura for váli

da teremos que em nosso contexto não podem ocorrer comportamen-· 

tos caóticos que persistem por pertubações da função em estudo. 

Esta é uma situação distinta daquela que aparece no estudo de 

turbulência, onde surgem comportamentos caóticos estruturalmente 

estáveis. 

Como argumento de que S.C.I. é um fenôhemo raro, se consi

derarmos em EndL(I) a topologia c
1

, provaremos a seguinte pro

posição; 

PROPOSIÇÃO 1.19.: Existe um subconjunto A de EndL(I) aberto e 

denso na topologia c 1 tal que f E A~ f "não é S.C.I .. 

Para que esta proposição faça sentido é necessário que de

finamos a topologia c 1 em EndL(I). 

DEFINIÇÃO l. 20.: A função d : E~I) X Erl<\ (I) ~ JR dada [X)r d(f,g) ~ 

sup {sup{lf(x) - g(x) 1, I f' (x) - g' (x) ll é uma métrica e charna
x EI 
mos topologia c 1 a topologia em EndL(I) induzida por esta me-

trica. 

Uma maneira de garantir a estabilidade no sentido de LyapJurov 

de um ponto é mostrar que ele está na bacia de um atrator. Para 

formalizar esta afirmação sao necessárias as seguintes definiçÕes. 
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DEFINIÇÃO 1.21.: Dizemos que um ponto pé n-periódico sefn(p) = p. 

Um tal pé dito hiperbólico se lfn• (p)! ~ l.Caso contrário 

n' chamado não hiperbólico. Pode se verificar que I f (p)l f 1 

n 
depende do n para o qual f (p) ~ p. 

-p e 

in-

' DEFINIÇÃO 1.22.: Se ICfn) (p) I < l então dizemos que p é atrator. 

Isto se deve ao fato que o conjunto w (p) 
s 

~ {xEIIlim?l'Cx) ~pl 
k~oo 

é um aberto contendo p, chamado bacia de atração de p, ou sim-

plesmente bacia de p. Observemos também que w (p) nao depende do 
5 

n n para o qual f (p) ~ p. 

Temos então a proposição: 

PROPOSIÇÃO 1.23.: Se x E w
5

(p) para algum ponto n-periÕdico atra

tor p, então x ~ u Sf(E). o> O 

DEMONSTRAÇÃO : Como já vimos no Lema 1.14. E~QSf(E:) C u S (c). 
c>O ~ 

Logo basta mostrar que 

E ô < 2 tal que g E (p -

x ~ u S n(s). Assim dado 
E> 0 f 

n' 
o, p + o) ~ ICf l Cgl I < 1. 

E > O tomemos 

Como lim (fn)k(x) ~ p existe k E JNtal que ~(x) E (p-o,p+o). 
k"+o:> 

Pela continuidade de f existe uma vizinhança V de x tal que se 

j < k então m(fnj(V)) <E- ê fnk(V) C (p-0, p+ô). Além disso 

fn((p- o, p +o)) c (p- o, p +o) 

pois 



y E (p- o, p+ o) ~ d(y,p) <o ~ d(t"(yl, t"ipl = d(fn(y), p) < 

rnãx 
(p- o, 

I f' (z) I) 
p+ o) 

Assim para j > k temos 

• d(y,pl .;; o~ t"iyl E (p- o, p+ ol. 

fjn(V) = f(j -k)n • (~(V)) c f(j -k)n((p- o, p +'O)) c (p- o, p+O). 
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Portanto m (fnj (V) ) ~ 2 O < E:. Concluímos daí que \fk, rn(~ {(V)) < E. 

Assim x f/. 

DEFINIÇÃO 

S ( s) e tenos finalmente que x 5' u S (s) e x % u sf (s) . 
fn s>o f' s>o 

1.24.: Denotaremos por !J.(f) a união dos ronjuntos w (p), 
s 

para p atrator. 

PROPOSIÇÃO 1.25.: Se C(f) C ~(f) então f nao e S.C.I •• 

DEMONSTRAÇÃO : Pela Proposição 1.23. C(f) C~ (f) ~c (f) n ( U Sf (s)) = J' 
s>O 

e pelo Corolário 1.18. f não é s.c.r . . 

DEFINIÇÃO l. 26.: Endr (I) é o conjunto das funções f: I__.._ I r-vezes 

deriváveis com derivada r-ésima continua. De maneira análoga a 

d(f,g) = sup {máx{if(x)- g(xll, .•. ,lf(r)(x)- g(r)(x)ill 
xEI 



é uma métrica e induz a chamada topologia Cr em Endr(I) ~ 

Foi provado em [J] que: 

TEOREMA 1.25.[JAKOBSON]: Para r= 2 

Ar= {f E Endr(I) can i) C(f) C ó(f) e ii) x E C(f) ~ f'(x) 'f' O) 

é aberto e denso em End1 (r). 
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Como End2 (r) c EndL(I) temos que A2 é um conjunto aberto e 

denso de EndL(I) (Observe que a topologia c
1 

em EndL(I) coin-

cide com a topologia induzida em EndL(I) pelo fato de EndL(I) c 

Endl (I)). 

Como pela Proposição 1.23., f E A
2 ~ na o é S.C.I. fica 

assim provada a Proposição 1.19. ou seja existe um conjunto A2 

aberto e denso em EndL(I) com a topologia c1 tal que f E A
2 ~ f 

nao é S.C.I •• 

A questão que se coloca então é se ·Ar é denso em Endr(I) 

para r~ 2 (é facil ver que Ar é aberto). Isto faz parte dacan-

jectura citada. 

Acredita-se fortemente que este resultado seja verdadeiro, en-

tretanto sua prova é difícil e tem resistido aos ataques de ma-

temáticos experientes como Sullivan e Maflé. 

Para finalizar observ-amos que mesmo com C {f) C/- ti {f) pode ser 

que não ocorra S.C.I., como veremos no capítulo seguinte. 



CAPITULO II 

Neste capitulo discutiremos S.C.I. ·numa classe especial 

C ?! EndL (I). Dentre outras características as funções em C a

presentarão um único ponto crítico c. Veremos que f E C é S.C.I. 

se e só se c E Sf{s) para algum E> O e neste caso Sf(s)= I, ou 

seja f é E-sensível a toda condição inicial. 

As condições (1) e (4) na definição de C sao supérfluas e 

sao impostas apenas com o intuito de simplificar as demonstra

ções. A condição (1) é necessária para que definamos a função a 

para todo x. Se a condição (1) não fosse exigida seriam neces

sárias ligeiras modificações nos enunciados e provas de [S], [G] 

e [ Sa ] . Caso ( 4) não fosse exigida o mesmo Se daria com as de

monstrações e enunciados em [S]. Estas modificações nao altera

riam entretanto os resultados em relação a S.C.I. que obteremos 

neste capitulo. 

DEFINIÇÃO 2.1.: Chamaremos de C a classe da f E EndL(I) que sa

tisfazem as condições c(l) .•• c(S) abaixo: 

c(l): f(O) ~ f(l) ~o 

c(2): existe um único c E I tal que f' (c) =O e 

c E (O,l),ou seja C{f) ~{c) C (0,1) 

DEFINIÇÃO 2. 2. : Uma função f derivável satisfazendo c ( 1) e c (2) 
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é dita unimodal. 

De c(l) e c(2) vemos que o gráfico de f tem o seguinte as

pecto: 

GRÂFICO 2.1. -Exemplo de função unirnodal. 

Temos dai que se f satisfaz c(l) e c{2) então dado 

existe um único x' ~ x com f(x') = f(x). 

DEFINIÇÃO 2.3.: Chamaremos de a I -+ I a função: 

a(x) = x' e cr(c) = c. 

X f- C 

f': provado em [ Sa] que se x '1- c então a é der i vável em x e 

j,, 
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Por motivos técnicos que surgem nas provas de [Sa] deve-

mos exigir dos elementos de C as seguintes condições: 

então 

c(3): Existe A> O tal que para x 1 c 

a • {x) 

c(4): f' (O)> l 

= I f' (x) I > A 
f I (X I) 

e 

n ' c\5): Dado n E lN e [a,b] c I com l<f) (xllfO Vx E [a,b] 

n ' . n ' n ' 
min I (f ) (x) I = min li (f ) \a) I, I (f ) (b) I l. 
xE[a,bJ 

Segundo [ Sa] a condição c (3) é satisfeita se para algum n 

f é n-vezes derivável em c e f(n) (c) i O, onde f(n) significa a 

n-ésirna derivada. Podemos ver assim que a classe das f que sa-

tisfazem c(3) é ampla. 

A condição c(5) é mais complexa e merece uma discussão ma-

is detalhada. Para esta discussão será interessante introduzir 

o conceito de derivada de Schwartz: 

DEFINIÇÃO 2.4.: Dada f E c 3 ex com f' (x) ~ O definimos aderi-

vada de Schwartz de f em x, sf(x), como 

sf(x) = f"'(x) 

f' (x) 

2 
:!_(f" (X)J 
2 f' (x)) 
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No que se segue ao nos referirmos a s'f(x) estaremos admi

tindo que f E c
3 

e f 1 (X) f O. Vejamos algumas propriedades da de-

rivada de Schwartz. 

PROPRIEDADE 2.5.: Ternos o seguinte resultado para a composição: 

s(fog)(x) 
2 =sf(g(x)).(g'(x)) +sg(x). 

A demonstração deste fato é simples aplicação da regra da 

cadeia e pode ser vista em [Sa]. 

Como conseqüência imediata da Propriedade 2.5. temos: 

PROPRIEDADE 2.6.: Se sf (g (x)) ~O e sg(x) .,.;,;; 0 então s(f o g) {x) ..:;;; O. 

PROPRIEDADE 2.7.: Se f e g sao como em 2.6. e uma das desigual-

dades é estrita então s(f o g) (x) < O. 

Convencionaremos f 0 = identidade . 

i ~ 
COROLÁRIO 2.8.: Se sf(f (x)) ~O \fi= O,l, ••. ,n-1 então S! (x),;(Q. 

Além disso se uma das desigualdades sfl~ (x) <;;O fur estrita então sC(x) <o. 

O seguinte resultado e aplicações são apresentadas em [S] 

e mostram a importância de termos a derivada de Schwartz nega-

tiva. 

PROPRIEDADE 2. 9.: Se sf {x) < O \:lx 1- c então I f' I nao tem mini-

mos locais positivos. 
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Ou enunciando de outra forma: 

Se x E I e o> O são tais que I f' (x) I ,;; I f' (g) I 1/y E (x-o, x +o) 

então 

lf'(xJI =f'(x) =O. 

Como conseqüência temos: 

COROLARIO 2.10.: Se sf(x) <O Vx f c então f satisfaz c(S). 

DEMONSTRAÇÃO 2.10.: Sejam [a,b] C IenE JN 

Vx E [ a, b I. Por 2. 8. , sfl (x) < O \Jx E [ a,b 1; dai 

' tais que(~) (x) f O 

' 
por 2. 9. , I (f"J (x) I 

nao tem mínimo local em (a,b) . 

Pode-se concluir então que 

n ' n ' n ' rnin I (f ) (x) I = rnin{ I (f ) (a) I, I (f ) (b) I l 
xE[a,bl 

e portanto f satisfaz c(S). 

Em [G], [S] e [Sal a condição c(S) é substituída por 

c' (5): sf <O. Fazendo isto estamos supondo pelo menos que 

2 -f E C , fato que nao ocorre no exemplo que iremos analisar no 

capítulo 3. Neste exemplo temos também sf = O em vários pontos 

e a condição de sf ser estritamente negativa é fundamental na 

demonstração de 2.9 .. 
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Entretanto C 1 (5) nao é usada com toda sua força em [ G], 

[S] e [Sa]. o que é usado é a implicação c 1 (5) => c(S) e em se-

guida o que se usa de fato é c(S}. g interessante observar que 

em [C.E.], ao discutir o exemplo do capitulo 3, os autores utl-

lizam os resultados de [ G] e [ S ] sem verificar se as hipóteses 

necessárias são satisfeitas. 

Podemos ver também que o conjunto das f com sf < O é aber-

3 to em End (I), logo c{S) é uma propriedade satisfeita por uma 

classe "grande" de funções. 

Analisemos agora algumas implicações de c(S). 

PROPOSIÇÃO 2 .11.: Se f E C e p é um ponto n-periódico com 

n ' (f ) (p) = 1 então existe ó (positivo ou negativo) tal que 

0 < (fn) '(x) < 1 se X E (p, p + O). 

OBSERVAÇÃO 2 .12 • ; Suporemos 

(a,b) = (b,a) se b < a. 

DEMONSTRAÇÃO 2.11.: Basta que tomemos O tal que 

n ' 
X E [ p - ó' p + ó I ~ (f ) (X) " o 

n ' n ' -pois daí em [p- 6, p + 6], I (f) I = (f) nao apresenta mínimo 

local sendo portanto estritamente monótona e &ú segue-se 2.11 .. 

Podemos ver então que f1H p, p + 6 ]) c [ p, p + O 1 pois se O> O 



rp ' 
yE (p, p + ó) ~ f'<y)- f'<p) = J f' (x) ax~ 

y 

o < f'(y) - t'(p) <; (y - p) • 

e o caso 6 < O é análogo. 

mãx 
xE (p, P +o) 

' f' (x) = (y - p) <o 
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Além de fn([p, p + ó]) c [p, p + ó I não podemos ter outro 

ponto n-periódico p* E [p, p + ó] pois se p* fosse tal ponto e-

xistiria, pelo teorema do valor médio, ~E {p, p*) c (p, p + 6) com 

(fn) '(~) = fn(p) - fn(p•) = p - p* = 1 

p - p* p - p* 

o que contraria 2.lle e temos um absurdo. 

Podemos concluir então, de modo análogo ao que 

1.23.r que para todo x E (p, p + 6), lirn fkn(x) 

foi feito 

= p. 

DEFINIÇÃO 2.12.: Chamamos ws(p) = k~INf- 2 kn((p, p + ó)) de ba

cia de atração de p ou simplesmente bacia de p. Pode-se dernons-

trar que w (p) independe do 6 acima. 
s 

n • 2n ' 
No caso (f ) (p) = -1 temos (f ) (p) = 1 e podemos ap1i-

cara mesma argumentação para p e n* = 2n e definimos w
5

(p) da 

maneira parecida. 

Podemos provar então de modo inteiramente análogo ao que 

foi feito em 1.23,. que 

w (p) n ( u Sf(s))= 0 
s s >o 
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DEFINIÇÃO 2.13 .: Seja f E C. Dizemos que um ponto n-periódico 

n' é um semi-atrator de f se I f (p) I < 1. ou seja se é um atrator 
' 

ou um ponto não hiperbÓlico. Pela argumentação acima e por 1.23 .. 

vem: 

PROPOSIÇÃO 2.14.: Se pé semi-atrator 

Em (S] foi provado que: 

PROPOSIÇÃO 2.15.: Se f E C tem um semi-atrator p então existe 

um semi-atrator p* tal que c E w
5

(p*). 

Assim 2 .14., 2.15 . , e 1. 25. implicam em: 

PROPOSIÇÃO 2.16.: Se f E C tem um semi-atrator então f nao é 

S.C.I. • 

Resta então analisar o que ocorre quando f nao tem 

semi-atratores. 

Neste caso podemos concluir imediatamente dos resultados de 

[G] e [Sal o seguinte: 

PROPOSIÇÃO 2.17.: Se f E C -na o tem semi-atratores então 

f- (c) = { x E I tal que fn (x) = c para algum n E lN} é denso 

em I. 
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Como conseqüência ternos: 

PROPOSIÇÃO 2.18 .: Se f E C é S.C.I. então Sf(c) =I para algum 

c >o. 

DEMONSTRAÇÃO 2 .18.: Se f e S.C.I. por 2.16. f nao tem semi~ 

atratores logo, por 2.17., f-{c) é denso em I. Por 1.18. pode-

mos concluir que c E Sf(E) para algum E > O. Afirmo então que 

f (c) c Sf(E). De fato se x E f-(c) existe n tal que fn(x) =c. 

Mas c nao é periódico, pois caso contrário c seria um 

atrator (pois (fj) '(c) = O ~j) . Logo (fn) ' (") 'I' o e portanto 

n 
dada urna vizinhança V de x: f (V) contém uma vizinhança de c. 

Como c E Sf(c) existe k E IN tal que m(fk(fn(V))) > c, logo 

m(fk+n(V)) >c e x E Sf(c). Como f-(c) c Sf(c), f-(c) é denso 

em I e Sf(€) é fechado concluímos que Sf(E) = I. 

Segue também da prova acima que: 

COROLÂRIO 2.19.: Se C E U Sf(E) então f é S.C.I .. Por outro 
c> O 

lado por 1.18. vem que se c C/. u Sf(E) então f não é S.C.I •. 
c>o 

Resumindo chegamos a: 

PROPOSIÇÃO 2.20.: Uma função f E C é S.C.I. se e só se o ponto 

crítico c E Sf(E) para algum E> O. Caso isto ocorra Sf(E:} = I 

e todo ponto é f-Lyapounov instável. 

Introduzimos agora os conceitos que nos ajudarão a carac-
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terizar S.C.I. na ausência de semi-atratores. 

n n ' n 
DEFINIÇÃO 2. 21.: Se f (p) = p, (f ) (p) > 1 e f é um homeomor-

fismo em (p,c) então pé dito n-ponto central (n.p.c.). Se aLém 

n disso f ( (p, p') ) c {p, p 1
) então p é di to n-ponto central res-

tritivo (n.p.r.). Se p não for restritivo então p será chamadd 

n-ponto central não restritivó (n.p.-) 

+-
1 

I 

p 

I 
-_I~ 

Gráfico 2.2. 

p é um n.p.r. 

+ -.
I 
I 
I 
I 

--l

I 

r 
c 

Gráfico 2.3. 

p é um n.p ...... 

?' 

Temos assim que se p é um p.c.~ então p' = a(p) é um ponto 

homoclinico no sentido de Blook [ o.o.] ou seja existe um ponto 

n-periódico p tal que fn (p') = p e para toda vizinhança V de p 

existe k E IN tal que p' E fkn (V) . 



t 

'/ 

I / 

__ ;/ 
/ 

' / 
•/ 

·-/ 
y / 

p' 

,, 
r cv}-H 

~--~"!'v>----11 
Gráfico 2.4. 

A vizinhança V do n.p.- p vai 

"aumentando" até atingir p 1
• 
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Por [O. 0.] a existência de ponto homoclínico de Blook já im-

plica 11 caos" em vários dos sentidos formais que já se tentou 

dar a este termo. Se f .tem ponto homoclínico temos por exemplo 

O "caos" de L1" e York [L Y I ou · . . , se] a 

i) f tem pontos de período arbitrariamente longos. 

i i) existe um conjunto nao enumerável R de pontos não periódicos 

satisfazendo: 



a) Vx, y E R com x F y lim sup xlfn(x) - fn(y) I >O 
n->oo 

b) Vx, y E R com X r y lim inf I fn (x) 
n->oo 
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c) Vx E R e ponto periódico y E I lim sup lfn(x) - fn(y) I >O. 
n->oo 

A existência de um n.p.r. nos garante que 

o que contribui para estabilidade no sentidO de Lyapounov de c. 

Percebemos então que os n.p.'""' devem contribuir para S.C.I. 

enquanto o contrário deve ocorrer em relação aos n.p.r •. 

A caracterização de S.C.I. usando n.p.r. e n.p.~ é devida 

a Guckenheimer em [G]. o interesse desta caracterização e que 

ela é 11 topológica" ou seja vale a seguirite proposição:· 

PROPOSIÇÃO 2.22.: Se 

i) f,g : I~ I são unimodais {ver definição 2.2.) com pontos 

críticos cf e cg respectivamente. 

ii) p e n sao tais que fn(p) = p e fnl (p, cf) é um ~rfi9ro. 

iii) h : I ~ I e um homeomorfismo tal que hof~go h então 



n 
g (n(p)) = h(p), h(cfl = 

é um homeomorfismo. 

c 
g 

29 

Além disso p é central se e só se h(p) o for. Neste caso p 

é restritivo se e só se h(p) o for. 

DEFINIÇÃO 2.23.: Sejam f e g : I~ I. Se existir um ~rfi~ 

h : I ~ I tal que h o g = f o h então dizemos que f e g são to-

pologicamente conjugados. 

Como conseq~ência da caracterização que faremos abaixo se-

guirá que: 

PROPOSIÇÃO 2.24.: Se f e g E C sao topologicamente conjugados 

então f é S.C.I. se e só se g o for. 

Em [G] a proposição 2.22. e explorada "comparando" as fun-

çoes de C com a família f~= i - ~lx 

I 
I 

o 

--I 
I 

/ 
' 

Vz 
Gráfico 2.5. 

~E[0,2]. 

Exemplo de membro na família f~-

.lo. 



30 

Esta comparaçao foge um pouco ao que pretendemos neste tra

balho. Assim citaremos apenas o resultado que lá e enunciado: 

TEOREMA 2.25. {Guckenheimer]: Seja f E C então f e S.C.I. se 

e só se existe um subintervalo J c I e n > O tal que fn (J) c J 

e fn(J) é topologicamente conjugado a g~(x) ~ ~- ~lx- ~~ com 

~E(/2,2]. 

Voltemos então a caracterização de S.C.I. em C. 

Vamos mostrar inicialmente um resultado relativo a abun-

dância de pontos centrais. 

PROPOSIÇÃO 2.26. [Guckenheirner]: Se f nao tem semi-atratores e 

U é uma vizinhança de c então existe um ponto central em U. Em 

outras palavras existe uma seqüência de pontos centrais conver-

-gindo para c. 

DEMONSTRAÇÃO 2.26.: Podemos supor V= (x, x') para algum x. Por 

2 .17 • (x, x') n f (c) -:f 0, o que é equivalente à c E 
00 i 
i~l f ( (x, 

Tomando então n i = min { i ~ 1 tal que c E f { (x, x') ) } e 
n 

x')). 

z o 

ponto de f {c) n (x, x') mais próximo de c teremos que se j < n 

então c~ fj(x, x') ~fn(z) =c e se y E (z, z') 
' 

De forma análoga podemos encontrar tE (z, z') e k > n tal que 

fk(t) =c e se j < k c~ fj({z, z')). Temos então que t e t• 

sãO os únicos pontos y tais que fk(y) =c pois caso contrário 

pelo teorema de Rolle existiria y E ( z, z') , y ':;é c tal que 
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k • 
(f ) (yJ = O e assim fj(y) = c para algum j < k o que contraria 

~ minimalidade de k. Podemos ver também que f k -nao tem pontos 

críticos distintos de c em (z, z'). 

1 

c 

o 

+------

p 
t

I 

t' q' 
Gráfico 2.6. 

.I 

I 
1- -t-

l' L 

• n n 1 ') , Alem disso, corno f ( z) - z = c - z e f z - z = c - z 1 

tem sinais opostos, existe q E 
n (z,z') tal que f (q) = q. 

Se existir um outro q* com esta pr.opriedade tererros q E {z,c) 

e q* E (c,z') ou vice versa. Caso contrário existiria ~ E (q,q*) 

tal que 

= lfn(q) - fn(q*J\ = 1 

\q - q*l 
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Como nao existem semi atratores então <fl>' (q) >1 e fl' (q*) >L 

Dai como no intervalo [q,q*] não existem pontos críticos de fn 

terlamos uma contradição com c(S) pois 

min I <fll' <xl I .; I <fll' <~lI ~ 1 <mini I <fll '<ql I, I <fll' <q*liJ> 1. 
xE [ q,q*] 

n ' Mas se q E {z,c) e q* E (c,z') para algum dos dois (f ) é 

positiva, logo temos um ponto central em (x, x'). 

n 
Suponhamos então que q é o Único y E (z, z') com f (y) = y. 

Dai se fj(q) E (z, z') para algum j < n então. 

Pela unicidade de q, fj(q) = q. Tomando então j >O mínimo tal 

.que fj (q) = q teremos que j divide n (j In) pois caso 

n = tj + r com O < r < j e daí 

contrário 

o que contraria a minimalidade de j. Como j In e j < n devemos ter 

2' 2j <; n, f J(q) ~ q, 2' I • I 2 
e (f J) (q) ~ ((fJ) (q)) > O j < ~· Logo 

2' e f Jl!q,c] é um homeomorfismo pois [ q,c] c r z,c] ou [z',c]. 

Assim se fj (g) E (z,z') para algum j < n então q é um 2j-central; 

o que queríamos demonstrar. 

Podemos então supor que fj(q) ~ (z, z') ~j < n. 
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Seguem-se então duas hipóteses: 

19) 2n < k 

29) n < k < 2n 

Na 19 hipótese f
2

n tem c como Único ponto crítico em(z,z'). 

Como 2n ' n ' 2 · -
(f ) (q) = ({f ) (q)) > O e nao existem semi atratores en-

2n' tão f (q) > 1 e temos um 2n-ponto central. 

Na 29 hipótese temos n < k < 2n, logo k - n < n e po~to 

k k-n 
f (q) =f {q) I< (z, z') [veja o gráfico 2.6. I • 

Temos agora duas possibilidades análogas: 

k 
2 .1. f (c) > c 

k 
2.2.f(c)<c 

Analisemos a 1ª: 

k 
crescente em (t,c), logo f é crescente em (z,c). 

q ou q' E (z,c). Suponhamos que q E (z,c). 

Além disso 

Daí como fk(q') = fk(q) ~ (z,z') temos que .fk(q) < z. Assim 

fk (q) < q e isto junto com fk (c) > c nos diz que existe p E (z,c) 

k . .. k' 
tal que f {p) = p. Portanto p e k-ponto central pois (f ) (p) >O. 

CJ • \ 

-
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A segunda possibilidade é idêntica. 

Terminamos assim a prova de 2.26. 

Temos agora duas possibilidades : 

1 ª> A seqüência {pn} de pontos centrais convergindo para c é 

composta, para n grande, apenas de pontos nãó restritivos. 

{p ) tem uma subseqüência de pontos restritivos convergindo 
n 

para c. 

veremos que no primeiro caso f é S.C.I. enquanto no segun-

do nao. 

Na primeira hipótese tomando uma vizinhança u = (p p') 
n ' n 

onde não temos pontos restritivos devemos ter o gráfico: 



e no segUndo caso teremos: 

+ 
I 
I 

GRÂFICO 2.8. 

Temos então as proposições: 

3S 

PROPOSIÇÃO 2.27.: Se existe uma vizinhança U de c em que nao e

·Xistem pontos centrais restritivos então f é s.C.I .. 

DEMONSTRAÇÃO: Como conseqüência de 2.26. existe um n-ponto cen-

tral restritivo p E U com p' c U. Podemos supor ainda que se q 

é um ponto n-periódico E (p, p') então fk(c) f qV k E IN,pois se 

fk(c) = q ocorresse para algum q,diminuindo U de modo que 

k-1 n-1 
U n {f(c), ••• ,f (c), q, f(q), .•• ,f (q)} = 121 
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chegaríamos a condição desejada. 

Corno (fn) (p) > 1 existem o e 

1 (fn)' (xl 1 > 1 + o. Da! p E sf (o) 

E > O tais que I x - p I < o ~ 

pois tomando um aberto 

(p - ~. p + ~) contendo p 

lfkn(p- o) - Pl <o então 

Logo se para todo j < k 

então 

teremos que se 

kn k-1 dlf (p+ol,pl>ll+sl o. 

k -e tal que 

~ fácil ver que para k suficientemente grande devemos ter então 

d(fkn(p + ô), p) > ôo Tomando o primeiro k com esta proprieda-

de temos: 

Além disso - tal que fk (x) algum k então se x e = p para 

xE sf<ol pois dada uma vizinhança V de x temos que fk(V) con-

tém um intervalo da forma [p, p + À) ou (p - À, p l pois fk tem 
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- k - -no maximo 2 pontos cr1ticos. Pela argurnentaçao acima existe m 

m m-k 
tal que f (V) ;;, f ([ p, p +À)) > li e daÍ X E. Sf (li). Segue-se 

dai que f (p) = { x E I com fk(x) =p para algum k} c Sf(li). 

Como Sf(li) é fechado a(p) = f-(p) c Sf(li). Vem assim que 

se c E a(p) então f tem S.C.I. Isto realmente deve ocorrer se-

gundo veremos abaixo. 

LEMA 2.28.: Se f e p sao comQ acima então c E a(p). 

DEMONSTRAÇÃO 2.28.: De fato, se isto nao ocorresse existiria 

x <c tal que (x, x') n a (p) = O. Tomando z cx:::rro o íntino de tais x 

mostraremos que.· z é um ponto central restritivo, o que con

traria nossa suposição a respeito deU na hipótese de 2.27 .. 

Por 2.17. existem rn E IN e z.E (x, x 1 ) tais que fm(z) =c. 

Daí para todo y E (x,x'}temoS ~(y) E [ x,x'·] pois se existisse 

y E (x, x'] com fm(y) % [x, x' ], suponhamos frn(y) < x, corno x é 

íntimo existiria h E [fm(y), x) n f (p), teríamos daí, corno 

fm(zJ = c >h e fm(y) <h, r E (y,z) c (x, x') com fm(r) =h mas 

dai como h E f-(p), r E f (p) absurdo. 

Em particular fm(x) E [x, x' ]. Não podemos ter também 

fm(x) E (x, x 1
) pois neste caso existiria urna vizinhança v de x 

com fm{V) c (x, x') tomando então y E (V n f- (p).) ter i amos 

fm(y) E (x, x') mas y E f (p) ~ fm(y) E f-(p), pois pé perió-

dica; e isto nos leva a um absurdo. Concluímos portanto que 

fm(x) E {x, x'}. Trocando x por x' se necessário podemos assurur 

... 
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que fm(x) = x. Como fm([ x, x')) c [x, x'] devemos ter (~)
1 

(x) >O. 

Da suposição sobre U vem que fm(c) ~ {x, x'}. Logo 

fm((x, x')) = fU((x, c)) c (x, x'). 

Portanto x e rest:t:itivo, o que é absurdo. Isto demonstra o 

Lema 2.28. e em conseqüência a proposição 2.27. 

O próximo passo é prova~ que se temos uma sequencia {pk} 

de nk-pontos cen~rais restritivos convergindo para c então f nao 

é S.C.I •• Provaremos inicialmente o Lema 2.29. que diz que se 

fj((pk' pk)) n (pk' pk) f 0 para algum j < nk então 

semi-atrator e portanto nao é S.C.I .• 

Em seguida assumindo 

f tem um 

se j < nk, pk+l E (pk, pk) e nk+l > nk mostraremos que 

= máx m(fj ( (pk' 
j E lN 

p')) 
-k 

tende a zero quando k 4 oo. Segue daí que c e f-Lyapounov estável 

e por 2.20. f não é s.c.I. 

Para provar que Mk ~ O 

ét(pi, pj_ll C fh((pj' Pjll 

mostraremos que i> j e tE JN então 

Para algum O < h < nj. Além disso 

t = h(mód nj). Daqui já podemos concluir que 
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- h =max m(f((p., 
O ::so;;; h<n. J 

Pj)) ) • 

J 

Corno {Mk} é uma sequencia decrescente para provarmos que Mk ~ O 

basta que mostremos que inf {Mk} = O. :t: mais ou menos isto que 
k E lN 

fazemos no Lema 2.32. quando é visto que para todo k existe k' · 

tal que Mk' 

Passemos então as demonstrações. 

LEMA 2.29.: Se pé um n.p.r.; n mínimo com esta propriedadeJe 

para algum k, O <k <n, temos fk([p, p'J)n (p, p') -1 0 entãof 

tem um semi-atrator. 

Segue-se de 2.16. que f corno na hipótese de 2.29. nao é 

S.C.I .. 

DEMONSTRAÇÃO 2.29.: Mostremos inicialmente que se para algum k, 

O < k < n, fn(p) E (p, p') então f tem um semi-atrator. 

Corno k < n e fn)[p,c]é um homeomorfismo, p::>r p ser central, 

temos que fk (x) f. c 't/x E [ p, p'] • 

Temos então duas hipóteses: 

i) e 

ii) k f (c) <;l [p, p'] 

Se i) então temos i.l fk(c) E [p,c] e i.2 fk(c) E [c, p'J 
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i.ll Se fk(c) E [p,c] então fk(p) E [p,c]p:>is senão k 
f (p) E [ c,p] 

e existe x E [p,c] 

fk(c) E [p,c] então 

k com f (x) = c, que 

k k f ([p,c])=[f (p), 

-e absurdo. Logo se 

fk(c)] c [p,c] 

i.2) Se fk(c) E 

[fk(c), fk(p')] 

[c,p'] por argumentação análoga k f ([c,p']) = 

k k =[f (c), f (p)] c [c,p'] 

Em ambos casos existe um int"ervalo [ c, d] k com f ([c,d]) c 

[c,d] e fk[[c,d] um homeomorfismo. 

Logo f 2
k([ c,d]) c [c,d] e f 2k é ._estritamente crescente. 

Pela prova de 1.15. temos um semi-atrator em [c,d]. 

como 

Se ii) podemos 

fk(c) j1 [p,p'] 

supor k mínimo ou seja k<- j <n ~ fj (p) F/ (p, p') • 

exiSte q E {p,p') com 

fk(q) E {p,p'}. Por p ser central fn(q) E {p,p'). 

Logo fn-k(fk(q)) = fn-k(p) = fn-k(p') E (p,p'). Assim pela 

minimalidade de k temos n-k ~ daÍ n ~ 2k. (*) 

Tomemos então A = {xE I i c F/ [ x,p] e 3 i ,;:,;;; k com fi (x) = c}. Como 

A é finito existe um elemento s de A mais próximo de c. ~ fácil 

ver então que {s,p] nA= 0. Daí fklf s,pJ e um homeomorfismo. 

Cbmo fk[ p,c] é um homeomorfismo fk I [ s,c] é um homeomorfismo. 

Além disso pelo modo como s foi escolhido 
k cj1f((s,p]) 

k k k 
Como c ~ f ([ p,c] e c li/. f ( (s,p]) . Temos então que f ([ s,c]) = 

e 
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Surgem assim duas possibilidades: 

ii.2) fk(c) E [ s,s'] 

ii.l} Se a primeira delas ocorrer fk~c) ~ [s,s'] logo como 

fk(p) E (p,p') c [s,s'] existe dE [p,c] com fk(d) E {s,s'}. 

Pelo modo como escolhemos s existe O< j < k tal que fj Cs) = c. 

Logo fj+k (d) ~ fj (.s) = c e assim j+k ;,. n pois d E [ p,c] e daí 

2k ;,. n. Por ( *) 2k = n e j = k. 

Mas daí corno fk(p) E (p,p') e fk(c) §! (c,c') = i'l. Os sub-

conjuntos 

B = lx E [p,p'] tal que fk(x) E (x,x')} 

il = (xE [p,p') tal que fk(x) fi! (x,x')} 

sao abertos nao vazios. Pela conexidade de [ p,p'] existe y E [ p,p'] 

com fk (..y) E {y,y'}. Trocando y por y' se preciso podemos supor 

fn (.y) = y. Além disso 

fl 1 k I 2 I 

f Ly) = Uf ) (y)) >O. Corno Lfn) (p) ;'O. Temos que c fi! [p,y] c 

[p,p']. Logo fn não tem pontos criticas em [p,y]. Ccmo fk(p) f p 

então p i y. Segue do teorema do valor médio que existe 

z E [p,y] com 



= fnéy) - fn(p) = 

y- p 

y - p = 

y - p 
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1. 

' . 
Segue então da propriedade c (5) que min{ Wl (y), (f') (p)} < 1. 

Portanto ou p ou y é um semi-atrator. 

ii.2) Suponhamos então que iL2 ocorra. Cevem::>s ter ?-(s) E [ ~{p), c] 

pois, como já vimos, c $l [~(p),~és)J, f<(p) E lf'(s), fk(c)J, 

c 't [ fk (p) , fk (c)] e fk (p) 't [c, fk (.p]] pela hipótese ii.. Ou 

seja devemos ter. uma das ordens seguintes 

c 

---j--

G 

-+- _,_ --t-
f'c~· t(p! f'c:_c) 

Portanto fk(s) E (p,p') c [s,s' ]. Corro :?(c) E [s,s'],fk(ls,s'J) = 

fk[s,c] = [fk(s), fk(c)] c (s,s']. Por c $l fk([s,s']) =fk[s,c] 

teremos fk(f s,s' ]) c [ s,c] ou fk([ s,s' ]) c [ c,s' ]. No primei

ro caso fk ([ s, c]) c [ s, c I no segundo fk (_[ s' , c]) c ( s' , c]. Por 
' 

argumento já usado o fato fk(_J) c J, J =f s,c] ou [ s' ,cl impli-

cana existência de semi-atratores. 

Demonstramos portanto que se fk (p) E (.p,p') para algum 
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O < k < n então f tem um semi-atrator. 

Mostremos agora que se fk(c) E (p,p') para algum O< k < n 

então ternos um semi-atrator. 

Suponhamos que fk(c) E (p,p'), com k < n. Dai fk(p) ;" pJ:X'is 

neste caso fk(p,p') = fk((p,c]) c [fk~p), ~(c)]~[p,f\c)] C(p,p') 

e portanto 

Também não 

p é um k.p.r. o que contraria a minimalidade 

k podemos ter f (p) = p' pois neste caso 

de n. 

mas Existe portanto 

dE (p,p') com fk(d) E {p,p'}. como pé central fnWl E ~p,p'). 

Assim fn-k{fk(d)} = fn-k(_p) = fn..;.;k(..p') E (p,p') e saímos no ca

n-k se analisado anteriormente pois O< n-k < n e f (p) E (p,p'). 

Para finalizar observemos então que se 

então fk(p) E (p,p') ou fk(c) E (p,p') 

k k já que c% [f (p), f (c)]. Portanto se 

teremos um semi atrator. 

Como conseqüência de 2.29. temos: 

J:X'is (p,p') % [ fk(p), fk(c)], 

[ ~(p), hcll n (p,p');! j2l 

COROLÂRIO 2.30.: Se f, pensao como em 2.29. e 

fk((p,p')) I~ então k- j (rnód n) ou, f tem um semi-atrator. 

.. 



DEMONSTRAÇÃO: Como fn((p,p')) C (p,p') tomando j E [O,n] 

j = ] (lnÓd n) e k análogo teremos 

-
fj((p,p')) c fj((p,p')) e f k(p,p') c fk( ') p,p • 
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com 

Portanto fJ C(.p,p')) n i ((p,p' l l ;' .ÇJ. Se k >' j (mÓd nl então 

k > j ou k < j. Suponhamos k > j. Tornando então dE fj (.(p,p')) n 

it(p,p')) temos d = fk(.a) = fj(b) daí ~-k(d) =~(a)= ~-k+j(b). 

Como fn(a) E (p,p') por p se~ central fn-k+j(.b) E Cp,p') e 

n-k+j < n logo pelo Lema 2.29. f apresenta um semi-atrator. 

Usando este lema demonstraremos: 

PROPOSIÇÃO 2.31.: Se existe uma seqüência de pontos centrais 

restritivos convergindo para c então f não é S.C.I •• 

DEMONSTRAÇÃO 2.31.: Chamemos {pk} a sequência e nk o menor dos 

n para os quais pk é n.p.r .• Poderros SU:fx:lr quek > j ~ P.k E (pj,pjl· 

Se f tiver um semi-atrator então f não é S.C.I. por 2.16 .. 

Segue então do Corolário 2.30. que se para algum k >O existi

rem j e t com j 'F t (mód nk) e fj((pk,pk)) n é((.pk,pk)) I !iJ 

então f tem um semi-atrator e não é S.C.I. 

Suporemos daqui em diante que f não tem semi-atratores. Em 

particular: 
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Teremos ainda que 

Daí se h = q • n + r, com O ~r < n então j j, 

n, 
já que f J((pj,pj)) c (p.,p~). Vemos assim que se i> j e h EJN 

J J 
existe O ~r< n. tal que 

J 

Façamos então Mk 

.-ter i o r 

= sup {m(fj((pk,pk')))}. 
j E IN 

Pelo parágrafo an-

-= max 
o< 

{m(fj ( (pk,pk')))}. 
j < k 

É fácil ver também que ~+l < Mk. 

Afirmo que vale o lema a seguir, que sera provado mais a-

baixo. 

LEMA 2.32.: Dado j E {O, .•. ,~- 1} existe sj 

e h= j (mód nk) então m(fh((pi,pi))) <i Mk. 

tal que se i > s. 
J 
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Vejamos corno 2.32. ~ 2.31 . . 

Dado k E lN existe, por 2.32., para cada j E {O,oe.,nk -1}, 

rnj tal que i;.sj e h= j (mód nk) ~ mlfh((pi,pj_))) <~~-To

mando então sk = rnáx s . teremos para i > sk e h E JN 
o<j<nk-1 J 

que m(fh((pi,pj_))) <~~pois escolhendo j "{O, ••• ,nk-1) tal que 

h= j (mód nk) temos que i > sj e assim in~Up 1 ,pj_))) >;Mk. 

Segue assim que i > sk ~ Mi < ~ ~- Podemos concluir então 

queMk~o. 

Dado E > O seja k
0 

tal que k ~ k 0 ~ Mk < E. 

Tomando V ~ (pk ,pk ) vem que m(fn (V)) < s Vn " lN • Logo 
o o 

c <f Sf (s). Assim c <f U Sf (o). 
s> o 

Provaremos o Lema 2.32. c 

DEMONSTRAÇÃO 2.32.: Se 2.32. nao 

Por 2.18. f nao é S.C.I.. 

fosse verdadeiro existiriam du
h 

= j (mód nk), m(f 
1 «11<. •Pk.))) ;;. 

l l 

i~. Podemos supor h i E {O, .. . , nk - i} pois caso contrário terros 
h. i h! 

hj" {O, ••• ,nk.- i} tal que f 
1

((pk.'Pk.)) c f 
1

((pk
1

'Pk,)) lo-
h' 1. 1. 1 .L. 

go m(f i((pk.'Pk.))) ;.~~-Alhé';' disso fazendo hj_ = t (mód ~) 
1 1 . t 

com tE {O, ... ,nk - 1} temos f 1 
( (pk. ,pk__)) c f (pk,pk_l. 

h. . 1 l 

Como f 1 ((pk. ,pk_)) c fJ ((pk,pk)), pois hi = j(mód nk) e 
l l 

O~ j < nk' vemos que 

h. 
:::J f l ((pk. ,pk.)) " ~

l. l. 
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Logo t = j (mód nk). Mas O~ t,j < nk- 1. Assim t = j e a 

substituição hj 

Devemos ter 

Caso contrário 

é lÍcita. 

p. ) ) 
ki 

o que não pode ocorrer pois 

Segue então que se i > t 

e 

pois existe r E {O, ... ,nh - 1} tal que 
t 



r = 

Logo 

h 
nft((fk•f'kll 

t t 

e 

- l vem 

.,. 00 - ::::;..2 > Mas da1 A = n A. e um intervalo com m(A) ? -3 Mk O. 
i=l 1 
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que 

Como estamos admitindo que f não tem semi-atratores segue 

de 2.17 que existe dE IntA e tE JN tais que ft(d) =c. Por 

-·c nãO ser periódico (senão seria um atrator), (ft) ' (d) 1- O. Logo 

ft(A) contém uma vizinhança de c. Como pk-+ c existe i E JN tal 

t k. 
que pk E int f (A). Além disso A c f 1 ((pk ,pk.l) =Ai. Assim 

i k.+t k.+t i 1 

Pk. E int(f 
1 

((pk.'pk))). DaÍ f 
1 

((pki'Pk.)) n (fk.•flk) fyJ 
1 ll. 1 l.l 

donde k1 + t =O (mód nk.). 
1 

Fazendo então ki + t = s -~. vem que: 
1 

s.nk 

Pk. E int(f i(Pk.'Pk.)) C 
1 1 1 

o que é claramente absurdo. Portanto 2.32 . deve ser verdadeiro. 

'· 



CAPÍTULO 3 

O objetivo deste capítulo é estudar S.C.I. para uma famí-

lia a um parâmetro {f
0

},0 E (0,0
0

'], com {f
6

} c C~ 

Um fato interessante que ocorre com a família fô é que ela 

apresenta tanto funções com e sem S.C.I. ~m abundância. 

Mostraremos que o conjunto dos ó tais que f 6 é s.c.I. con

tém um subconjunto -r (o
0

) com m(r (o
0

)) ;;> o
0 

(1 - llogo
0 

1-1 ). Assim 

a medida relativa de r(o
0

), m(T(o
0
)), é: 

;;.1- llogo 1-1 
o 

··que tende a 1 quando ô
0 

tende a zero. 

Por outro lado provaremos que: 

PROPOSIÇÃO 3. 1. : 

ôn ~ o, tal que t 6 
n 

uma seqüência '{e:n}' 

Existe uma seqüência {6 } c lR, com 
n 

tem ponto crítico periódico. Existe também 
' 

com ô > E > O, tal que se ô E {ô - E , 6 + t ) n n n n n n 

então f
6 

tem uma órbita periódica atratora. 

Por 2.16. se ô E (éi -e: , ô +E.) então fÁ' nao é S.C.I. 
n n n n u 

Tal família t
6 

foi apresentada e estudada em [C.E]. 
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Neste artigo foi demonstrado, através de muitos cálculos 

e trabalho duro, o seguinte -.resultado: 

TEOREMA 3.2.[Collet e Eckmann]: Dado ô >O existe um conjunto 
o 

T(ô
0

) tal que 

i) Se O E L(ó0 ) então fo nao tem semi-atratores. 

ii) Se O E T(0
0

) então fô nao tem pontos restritivos 

centrais. 

iii) 

Além disso foram usados os resultados. de [G] para provar 

que se O E T(0
0

) então f
0 

não é S.C.I. 

Observamos porém que a família fó nao satisfaz as hipÓte-

ses de [G]. No que se segue corrigimos este lapso mostrando 

que: 

PROPOSIÇÃO 3.3.: Se ô E (0,1/2] então f 0 E C. 

Pelos resultados contidos no capitulo 2 e pela proposição 

acima a proposição 2.27. permanece válida para ·{f 0 }. Dai pode

mos concluir que se ó E T(ô0 ) então fô não é S.C.I .. 

Em [C.E.] também não foi apresentada a seqüência de inter-

valos (ôn - En' ôn + En) pois os autores estavam interessados 
11 11 

apenas na abundância de S.C.I. e não no entrelaçamento s.c.I. -

" 11 

não S.C.I. 



Os membros de fô tem o seguinte gráfico 

).u 
~' 

I 

I 
l 

GRÁFICO 3 .1. 

f 0 ,<'i=O. 

~-b 

GRJIFICO 3.2. 

f
0
,<'i;'O. 

I 

L 

f.c,y • Z-u 
6 
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Passemos então a construção das seqüências· {ón} e ·{En}. 
n 

Para ó =O temos t
6

(c) =O, se n ~ 2. 

Dado então E> O deve existir n ~ 2 tal que f~(c). Caso 

contrário r:;(c) E[O,l/2] vn E lN, Porém,como em[O,l/2]f
0

(x) >x, 

a seqüênCia {f~(c)}~ 2 é crescente. Tomando então s = lim fn(c) 
E 

teríamos fE(s) = lim f~+l(c) = s e sE [0,1/2 ]. 
n~oo 

n~oo 

Logo s e um 

ponto fixo de fE: em [ 0,1/2 ]. Então necessariarrente s=O. Mas isto 

n é absurdo pois s ~ f~(c)Vn ~ 2. Em particular = O,que im-

plica E = o. 
n 

Tornemos então n > 2 tal que f E (c) > +./2. Como 
n 

t 6 (c} varia 

continuamente com ó e f~(c) >c> f~(c) =O existe ô(E) E (O,E) 

tal que f~(E) (c) ~c. ~ fácil ver ·então que a seqüência 

como desejado. 

Como para a órbita de c é periódica atratora, pois 

(fk {c) = O V k E JN, e corno a existência de Órbitas atratoras 
<'in 

é preservada por pequenas perturbações,· é possível construir a 

seqüência sn. 

' De fato, como t
6 

varia continuamente com ô temos 

varia continuamente com ô. Logo podemos escolher s 1 >O tal que 

onde f~ (c) ~ O. 
n 

como 

k ' I (f 0 ) (x) -

(x) é contínua em x e 

(x) I < 1/2 ; 

(c)~ O existe s2 > O, 

ill 
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-k < E 2 ~ 1 [f6 (xJ 1 < 112. E
2 

< E
1

, tal que lx- cl 

Mas f~ (x) = f~ (c) 
k ' n 

+ (fó) (c) • (x- c) + p(x) (x-e), cem· 
n n n 

lim p(x) =O. Ou seja f~ (c) = c + p (x) (x c). 
x-+c n 

Dai 

Já que lirn p(x) =O existe e
3 

_< e 2 , tal que 
x~c 

lx- cl ~ E
3 
~ lp(x) I < l/2. 

e 

f~ (c+ E3 ) =c + p (x) . E
3 

<c+ 1/2 E
3 

= (c + E
3

) - 1/2 E
3

• 
n 

Por fk variar continuamente com ó existe E > o tal que 
ón n 

lô- ón I < E então sup lf~(x) - f~ (xJI < 1/2 E3. n xEI 
Assim se ló .s I < E então 

n n 

i) lf~(c - E3) - fk (c - E3J I < 1/2 E3 ou seja ô 
n 

k 
- E3) fk (c - E ) > - l/2 E ~ f

6 
(c - ó 3 3 n 

~ fn(c - c ) >- 1/2 c + (c - c
3

) + l/2 + E
3 

>c - E
3 ó 3 . 3 

se 



de forma parecida 

ii) Se 

k ' então I (fê) (x) 

k ' I <fê> <x> I < 1. 

(x) I < 1/2. Corno I<~ ) '<x>l < 1/2 
n 
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temos 

. k . 
De i) segue f

6 
tem um ponto fixo p em (c- E

3
; c+ E

3
). De 

ii) 
k ' 

vem que I (fê) (p) I < l. Portanto p é um ponto periódico atra-

tor e os En sao como desejávamos. Fica assim provado 3.1. 

Agora vamos discutir a proposição 3.3.·. 

t fácil ver que se o > O então f
0 

E EndL (I) e que c(l), c (2) 

e c(4) são satisfeitas. 

' Quanto a c(3) basta que observemos que f'(x') = -f
8

(x) e 
o 

para A = 1/2 

Portanto para provarmos que {f 0 } 6 ~ c C basta que mostre

mos que se 6 >O então f 0 satisfaz c(5). Em outras palavras 

devemos provar que se ê >O e vale a hipótese 3.4.: 

HIPÓTESE 3 .4.: Se [ a,b I c I e n E JN sao tais que 1/2 f/. f~( [a, b] ) 



v j = O,l, •.• ,n-1. 

Então vale a igualdade 3.5.: 

(3.5.) 
. n ' 

min {\ (fô) (x) I l ~ 
xE( a,b] 

n ' 
min{\(f) (a)\, 

ô 
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I C f~> ' Cbl I l • 

Daqui em diante assumiremos sempre que 6 > O. Para simpli

ficar a notação escreveremos f em vez de t 6 ,_quando ficar evi

dente a qual ô nos referirmos. 

A prova que as fô satisfazem c(S} usa a mesma idéia da. de

rivada de Schwartz negativa.- são necessários, porém, alguns cui

dados, pois f
0 

não tem derivada segunda em 1/2 - 6 e em 1/2 + ó. 

A idéia da prova e contornar este problema redefinindo f
6 

numa 

vizinhança de -1/2 - ó ou 1/2 + ó. Aplicando a propriedade da de-

rivada de Schwartz negativa à nova função obteremos resultados 

sobre a função original. 

Calculemos inicialmente a derivada de Schwartz de f 6 em 

X E I - { 1/2 i 1/2 - Ô, 1/2 + Ô}. 

dai 

logo 

Se x E (1/2 - ô, 1/2 + ô) então 

~ 

2 (x 1/2) 

ô 

~ 1- ô- (x- 1/2)2 

ô 

e e "' f ô (x) ~ O 

.. 



Sf
0

(x) ~ 

f'~' 'x) 

f4 (x) 
_l, 1 )2<0. 

2 (x-1/2) 

Se x E I- [1/2- o, ~+o I então f(x) ~ 2x ou 1 -2x. 

' 11 "l 
Em ambos os casos f (x) = f (x) = O e assim sf(x) = O 
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Analisemos então o que ocorre com um intervalo (a,b) tal que 

• 1 ô 1)· ~ • - u, 2 + , 2 )!J V i= O,l, •.. ,n-1 . 

Com esta hipótese sfn está bem definida em (a,b) e p::>r 2.8. 

sfn ~O. Temos agora duas possibilidades: 

i) sfn(x) <O ~ x E (a,b). 

ii) sfn (x) = O para algum x E (a, b) . 

i . 1 1 
Sepstra·algum iE'[O,n-lJ.nJN e xE(a,b) tiverm.:>J? f :{x).E <z- o, z+ O) 

então 
. 1 1 . 1 1 . 

f 1 ((a,b)) c (2 - o, 2 +ô), p:lls\2 - ô, 2 + o} n ~((a,b)) ~li). 

Dai sf(fi(y)) <O ~ y E (a,b). Por 2.8. sfn <O em (a,b) 

e vale (i) . 

n 
Por outro lado se sf {x) = O para algum x E (a,b) então p:Jr 

2. s. · sf (fi (x) ) ~ O, ~ i E [ O, n - 1 1 n IN • 

Portanto 

' ~i E [O,n- li n IN . 

De forma análoga ao feito acima 

fi ( (a,b)) c I - [ l- b, ~ - o I ~ i E [O ,n - 1 I n lN 



57 

e daí n ' n n ' I (f ) (y) I = 2 = c te. , V y E (a, b) • Mas (f ) e contí-

n ' nua e O ~ (f ) ( (a,b)) pela hipótese sobre (a,b) e n. Logo 
1 11 111 

(fn) = ± cte. 'f O em (a,b). Daí ifn) = (fn) = O e assim s~ =O 

em (a,b). 

Resumindo temos o lema: 

LEMA 3.6.: Se (a,b) e n sao tais que 

é((a,b)) n Ú/2- o, 1/2 +o, c}= lll ViE[O,n-1]nJN. 

então temos duas possibilidades: 

a) sfn(x) <O \I X E {a,b) 

b) sfn(x) =O para algum x E (a,b). 

Que sao equivalentes respectivamente a 

a') 
n <o (a,b). sf (x) para algum x E 

a") Existe i E [ O, n - 11 n lN com ~ ( (a,b)) n (1/2- o,l/2 +o) 
" lll· 

a"' ) Existe i E [ O,n - 1] (IJN i =f ((a,b)) c (l/2- o,l/2 +o) 

b') sfn(x) - o em (a,b). 

bll) Para todo i = O,l, ... ,n-1 ~ (a,b) n[1/2-o, l/2+oJ=IIl. 

todo i o, ... ,n-1 i (1/2- o, 112 +o> Para = f (a,b) c . b "') 

(a,b). 

n ' I (f ) (x) I é constante em (a, b). 

Ternos agora o Lema: 

LEMA 3.7.: Sejam n E IN e [a,b] CI como em 3.4 •• 
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Se, v i E [O,n-1] n JN,f~([a,b]) n· { 1/2-15, l/2 + /5) ~ 121 então 

vale 3.5 .• 

DEMONSTRAÇÃO: Pelo lema anterior temos ~uas hipóteses: 

a) sf < o .. Neste caso o resulta do segue de 2 .10. , 

iv ..n' ·n' n' b ) I(~ ) (x) i = 2 em (a,b), donde i(f ) (a) 1 ~ i (f ) (b) 1 , 

n ' n 
~ min { (f ) (x) } ~ 2 e vale 3. 5. . 

xE[a,b] 

Provado 3.7. resta analisar o que ocorre se i f ([ a,b]) n 

n {1/2- 15, 1/2 + /5) f 121 para algum i E [O,n 1] n IN • 

Façamos A~· {x E [a,b] I fi(x) E U;z·- 15, 1/2 + 15) 

algum i E [ O , n - 1 ] n IN L 

para 

Mostramos agora que basta analisarmos o caso em que A --e 

uriitário e seu único elemento é ponto de mínimo de i (fn).' (x) I 

em[a,b]. 

Suponhamos que tivéssemos provado a proposição 3.8.: 

PROPOSIÇÃO 3.8.: Se A~ tx
0

} e 

3.5. vale. 

~ min {j (f') ' (x) I l 
xE[a,b] 

então 

No caso geral tomando x* tal que I (f'l \x*l 1 ~ min Í (f'l' (x) i 
X E [ a,b] 

teríamos que se x* E {a,b } então vale 3. 5. . Caso contrário 

existiriam t.0 > O e p > o de 
o 

* * * * ro:Xl.o que [ x - E , x ) lJ (x , x + p] n 
o 

nA= 0, pois A é finito, e [x*- t.0 , x* + p] c [a,b]. 
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* Se E e p sao como s
0 

e p0 acima o conjunto A corresponden-

te a n ·e [x*- E, x* + p] é no máximo o unitário {x*}. 

Na situação x* E A temos A* = {x*} e pela proposição 3. 8. 

ternos a igualdade 3.9.: 

min 1 cf'1' cxl I = minli cf'1' cx*-sl 1. i cf'1' cx*+pl ll = I cf'l' cx*H. 
~x*-s,x*+p] _ 

A igualdade 3.9. seria váliqa mesmo se x* ~ A pois dai es-

tarnos _na situação do lema 3. 7. 

n ' . * * Assim I (f ). (x) ! deve ser constante em [ x 0 - E, x ] ou em 

[x*, x* + p ]. Caso contrário existiriam E E (O,s
0

) e p E (O,p
0
}tais 

que i (fn)' (x* - E) I e i (fn) '(x* + p) I são naiores que I (f')' (x*) I, 

contrariando 3.9 •. 

LOgo pelo lema 3. 6. I (fn)j' (x) - 2n em [x~- E, x*l ou em 

[ x*' .x* + p ]. Daí i (fn) ' (X.) I = 2n 
- , n ' : 

= max I (f J (x) I e então 
xE[O,l] 

. n ' . 
min I (f ) (x) I 

fl I _Jl I 

= min{ I (f ) (a)[, I(< ) (b) I J 
xE[a,b] 

e vale 3.5. 

Resta portanto analisar o caso em que A é unitário e seu 

único ponto x
0 

é ponto de mínimo de j (fn) '1 em [a,b]. 

Ou seja A= {x E [a,b] / fi(x) E {1/2- 8, 1/2 + 8) para 

algum i E [ O,n li n lN} = {xo} e I (fn) '(xo)i= ~[a,b] i cf'l '(x)l. 

A análise se complica quando existem dois i e j E [O, n-1] n lN 

tais U/2 - 8, l/2 + 8). Feliz-

mente o conjunto dos 6 para os quais isto pode acontecer é fi-

nito. Isto se deve ao fato que se f~(x 0 ) e fj (x ) pertecem a 
8 o 
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· U/2 - ó, 1/2 + ó J e i > j então e es-

ta última igualdade corresponde a uma das equações polinomiais, 

de grau maior que zero, f~(l/2 + (-l)kQ) = com 

i= O, ..• ,n- 1 e k;s = 0;1. Como estas equações são em numero 

finito temos a finitude dos ó 11 ruins". A idéia então é resolver 

o problema para os O "bons 11 e depois aproximar os 8 "ruins" por 

ô "bons 11
• Admitamos então 3 .10.: 

(3.10.) Existe um único· i E [O,n-1] n JN 

. { 1/2 - ó ' 1/2 + ó) • 

Então a desigualdade 3.11. abaixo nao pode acontecer: 

(3.ll.) 

Suponhamos, por contradição, que 3.11. fosse verdadeira. 

- ... n • . 
Neste caso nao poder~amos ter 1 (f ) (x) 1 constante em ne-

nhum intervalo de forma [d,x
0

], com d < x
0 

ou d > x
0

, pois por 

n ' I 3.6. isto implica em 1 (f ) (x
0

) 
n . n r . 

= 2 = máx l(f) (x)[, o que 
XE[O,l] 

contraria 3.11 .. 

Ternos também nao e ponto de máximo local de 

i (fn-i-l)' j. Se isto ocorresse como: 

I f' (fi (x) ) i = 2 = máx 
xEI 

. ' 
I (f (x) l I 

e x é mínimo 
o 

. n ' 
local de I (f ) (x) j então x

0 
seria mfnimo local 
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i • 
de I (f) j. Mas para todo k E [O, i-1] n lN temos 

fk((a,b)) n {l/2-6, l/2 + 6} = !2!, 

pela unicidade de i. 

Assim para p e E> O suficientemente pequenas e pelo Lema 3.7. 

aplicado a i e [ x - s, x + p ] ter íamos : 
o o 

•• 
I (f') (x

0 
+ p) [l . 

... ' i I, i 
Por argumento já usado logo apos 3.9. temos j (f ) ! = 2 em 

{a,b). Daí teremos que: 

Assim f 1 (x ) 
o 

seria mínimo · n-i '· local de I (f ) I • 
' n-i-1 I . ' I Í ' é máximo local de 1 (f ) I e jf (f (x

0
)) I = 2 = 

mos que f 1 (x
0

) é também máximo local de I (fn-l)' 1. 

i+l 
Como f (x

0
) 

mãx I f (x) 1 te
xEI 

Do fato de f 1 (x
0

) ser máximo e mínímo local vem qUe 1 (ti-i)' 1 

é constante em uma vizinhança de f
1

(x
0
). 

O mesmo deve então se dar co!n i ( fn) ' j numa vizinhança de x
0 

i • 
. (f ) (x). 

Isto nos leva a um absurdo pois já vimos que se valer 3.11. 

então j (fn) 
1 

j não pode ser constante em nenhuma vizinhança de x
0

. 

Além disso j (fn-i-l) 
1

-j não tem mÍnimos locais em (a,b). Se 

isto ocorresse por 2.8. existiria X E fi+l ( (a,b)) 

sfn-i-l (x) = O. Daí por 3.5. I (fn-i-l) '1 "2n-i-l em 

tal que 

fi+l((a,b)) e 

então seria máximo n-i-1 ' · local de 1 (f ) I , que como já 

vimos não pode ocorrer. 
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Como j (fn-i-l) 
1

) nao tem mínimos locais em i+1 
f ((a,b)), 

n-i-1 ' · .. I {f ) j tem quando muito um rnaximo local neste intervalo. 

Pois se x e y são máximos locais então em [x,y] existe um -m~-
nimo local. 

Das -observações acima vem que podemos escolher P, E: > O de 

modo que 

ii) 

iii) 

i v) 

(x - <, x + p) c (a, b) • 
o o 

fj(X-E 1 X +p) íl 
o o 

eO<j<n 

J!(x -<,x +p))=Çl 
o o 

Onde i!(x ) E Ü/2- à, 1/2 +à) 
o 

nao tem máximos locais em i+1 ( )) f ( X -E ,X +p 
o o 

. : n-i-1 ' · - ., . . i+l De (1v) e de 1 (f ) 1 nao ter m1ru.nos loca1.s em f· ((a,b}) 

· n-i-1 ' I • i+1 segue que l(f ) e monotona em f ( (x
0 

- E, x
0 

+ p)) 

Temos que analisar agora quatro situações: 

fi (x ) = 1/2 - 6 I (fn-i-1) ' 1) e I e crescente em (a,b) 
o 

fi (x ) = l/2 + à I (fn-i-1) ' . -2) e I e crescente em (a ,b) 
o 

é (x ) = 1/2- à I (fn-i-1) ' . 
3) e I e decrescente em (a ,b) 

o 

fi (x ) = l/2 + à j (fn-i-1) ' . 
4) I - decrescente (a,b) e e em 

o 

Em cada uma delas fazemos a perturbação correspondente ao 

respectivo gráfico abaixo : 
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Analisaremos apenas o caso (1), os demais sao ánálogos. 

Pela propriedade (iii) se fizermos a perturbação apenas em 

i __ f ( (x
0 

-

fj ( (x -
o 

e f n-i-1 

p)) €' X + o 
na o alteraremos f nos interValos 

o, X + p) ), o 
com j f i. Logo fi restrita a (x -E, x +p) o o 

restrita a fi+l((x
0

- E, x
0 

+ p)) ficam inalteradas 

I 
I 

I 

I 

/ 

1 

1'("'' l(x,l·}-' n:l' 
r- r ( ( X0 -E 1 "" T f' I) --=-1 

GAAFICO 3.7. 
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No gráfico acima fica clara a idéia da perturbação. Toma-

mos y E (x - E, X + p) 
o o 

tal que fi(y) E (fi (xo)' s) ' onde s e 

i superior de + p)),etalque hyl <f(s). o extremo f ( (x
0 - E' X 

o 

Definimos então f como: 

f (x) ~ f(x) se X .,; fi(xo) ou X > S 

f (X) ~ 2x se X E (é(x
0

), fi (y)) 

f(x) é' uma função C 
00 i -

em [f (y), s] que torna f dife-

renciável. 

i 
A forma como f e definida em [f {x), s] nao importa. 

Chamemos então demo extremo de (x
0 

- E, x0 + p) tal que 

X E (m,y). 
o 

Se x E [ m, x
0

] então f 1 (x} e [ f 1 (m) , f 1 (x
0

) ] e neste in

tervalo f~ f. Logo é+1 (x) ~ f(fi(x)) ~ f(fi(x)) ~ f((E)i)(x) ~ 

fi+l(x). Assim fj ·.= fj em (m, X], V j = O ••• n. 
o 

Daí para x E [m,x
0

] 

, -1 I fl I . -n I , 

~ I (f J (xJ I ..; I (f J (x
0

l I ~ 1 (f J (x
0

l 1 

Se x E [ x
0

, y I então fi (x) E [fi (x
0
), fi (y) I . 

Logo Í(f1 (x)) # f(f1 (x)). Assim, como estamos analisando a 

hipótese 1, 

Portanto 



I (fn) ' I (fi)' (x) i. Í (f)' (fi (x)) i. 1 (En-i-1 ) ' (Ei+1 (xl > 1 (x) I = 

I (fi) ' (fn-i-1) ' (fi+l (x) >I ;;, (x) I 2 • I ;;, 

i (fi) ' (x) I • (fi (x)) i .j (fn-i-1) ' (fi+1 (x)) I ;;, • jf 

' ' ' = J (fn) (x) i > I (fn) (x *) I = i (fn) (x*) I 

Resumindo: 

Segue assim 

[m,yl. 

.. ~ . -n ' . 
que x e m~nimo local de 1 (f ) 1 

o 
restrita 

;;, 

-n 
Entretanto, segundo mostramos abaixo, sf <O em [ m,y] 

isto por 2.10. nos dá um absurdo, logo (1) nao pode ocorrer. 
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a 

A análise de que (2) , (3) e ·(4) não ocorrem é parecida e 

temos que 3.11. é falso e 

min j(fn)'(x)j = l(fn)'(x*)Í = min{jfn'(a)l, lfn'(blil 
xE[a,bJ 

-n 
Mostremos então que sf < O em [ rn,y] • 

Como i (fn) '(x
0

) i < min\1 (fn) '(a) I, I (fn)' (b) 1l por nossa 

. ' 
hipótese 3.11. de redução ao absurdo temos 1 (fn) (x

0
) 1 < 

go existe k tal que fk(x
0

) E (1/2- ô,' l/2 + ô). 

Daí fk(x
0 

- E, x
0 

+ p) c (l/2 - ô, l/2 + ô) pois 

fk ( (x - E , x + p) ) n { l/2 - o , 1/2 + o } = !li 
o o 

.. 



Como f(fi((x
0 

mos que os ~.conjuntos 

- i 
-E, x

0 
+ p))) = f(f ((x

0
- E, 

fj((x
0

- E, x
0 

+ p)) e fj((x
0 
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x + p))) te
o 

- E, X + p)) 
o 

coincidem para todo j E [O,n] n 

[k(x) = fk(x) para algum x E (x
0

-

sf(fk(x)) = sf(fk(xll, pois f= f 

lN . Logo dado x E [ rn,y 1 temos 

- -k 
E, x

0 
+ p). Daí sf(f (x)) = 

em fk{(x
0

- E., x
0 

+ p))jáque, 

como fk(x
0

) E (l/2- õ, l/2 + õ), i~ k. 

- -k - -i 
Portanto sf(f (x)) <O. Além disso sf(f (x))=O e se j ~i,k, 

então sf(fj(x)) = sf(fj(x)) <O. Podemos assim concluir de 2.8. 

-n 
que sf <O em [m,y). 

Resumindo mostramos que se f~ (1/2 ± õ) ~ {l/2 - õ, 1/2 + õ) 

para todo j E [ O, n - 1 ] n JN' então vale 3. 5. . 

Já vimos que o conjunto dos 6 para os quais a condição ,_ 

fj(l/2 ~ õ) ~ {l/2- õ, l/2 + õl e j E [O, n- l) n ~ é viola-

da é finito. 

Dado então ô qualquer admitamos que tivéssemos a desigual-

dade 3.12. abaixo: 

(3.l2J I(~)' (x*) i = min i(~)' (x) i < min{l (~)'(a) I, i(~)' (b) 1! . 
xE[ a,b 1 

Fazendo 

,' 

E = miri {j (f~) ' (a) , i (f~) ' (b) i l - i (f~) ' (b) 1 

n• 
teríamos , por (fá ) variar continuamente com ó, para p 11 bom •• 

suficientemente próximo de ô, que 

i (f~)' (x*) - (f~) '(x*) i < E/3 ' 
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I n ' (f
6

) (a) - (f~) ' (a) j < o/3 ' 

' ' i (f~) (b) - (f~) (b) 1 < </3 e 

(f~)' (x) t-o V x E [a,b1 

• 
pois (·f~) (x) t-O VxE[a,b1 e [a,b1écompacto. 

Porém daí 

I <f~l' <x*l I -': I <f~l ' <x*l 1 + o/3 

. -. n ' , , n ' . 
.;; min {I (f

0
) (a) I, i (f

0
) (b) 1) + o/3 = 

' ' = mirí {I (f~) (a) I + c/3, i (f~) (b) I + </3) .;; 

.;; mirí{j (f~)' (a) I, i (f~)' (b) il 

ou 

min I (~)' (x)l .;; i (~)' (x*) I .;; mirí \[ (~)' (a) i, i (~) ' (b) I J 
xE[ a,b 1 

e 

' (f~r (x) t- o v x E [ a,b 1 

Isto contraria o que demonstramos sobre p. Portanto deve-

mos ter 

min I (~) ' (x) i =i (~) ' (x*) I = min {j (~) ' (a) I , 1 ( ~) ' (b) I } • 
xEI a,b] 

Com isto fica provado que se 6 E (0,6
0

) então f
6 

satisfaz 

c(S) e que f 0 E C. 
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