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RESUMO

Este trabalho trata de sensibilidade as condigdes iniciais
(S;C.I})-para endomorfismos do intervaio. Mais precisamente pa-
ra endomorfismos £ com f' Lipchtzsiana. |

| Inicialmente'séo discutidos resultados geréis sobre S.C.TI.
e sua relagSO com estabilidade estrutural.

Em sequida & feita uma caracterizagao topoldgica de 5.C.I.
para fungoes de uﬁa certa classe de endomorfismos ﬁnimodais.'

Finalmente é.exibida_uma familia a um parametro de endo-

'morfismos'{fé}, § € (0, &), tal que se € € (0, §_) entao:

‘1) Os conjuhtos dos § € (0,e) para os quais f‘5 apresenta 5.C.I.

tem medida de Lebesgue maior ou igual &

e - |log e|™h .

—

ii) Existe um conjunto aberto de 65 € (0,e) tais que £; nao

e - \ et

apresenta S5.C.I. .
oyt _. T b “E ar- v =

A familia f; foi apresentada e estudada em [C.E.].

.

Neste artigoc foram usados resultados de [G].
Observamos que a familia f; naoc satisfaz as hipdteses deG.

Neste trabalho mostramos que ainda assim, os resultados de

[}
1

. [G] podem ser aplicados a fge
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ABSTRACT

We consider sensitivity to initial_conditions for endomor-
phisms f of the unit interval such that f' is Lipschitzian. We
begin by discussing general results on sensitivity and their re-
1ationshi§ to structural.stability. Next, a topological charac-
teriiatién for a certain class o©of unimodal endomorphisms is

), of

given. Finally, we exhibit a family '{fé}, t €10, t

one-parameter endomorphisms such that, if ¢ € (0, to), then:

a) The set of t € (0, &) for which ft shows sensitivity to

initial conditions has Lebesgue measure greater than or equal to

e(l - |log e]™) .

b)  There exists an open set of t € (0, &) such that £,

does not show sensitivity to initial conditiocns.
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INTRODUGAOQ

0 6bjetivo deste trabalho & discutir sensibilidade 3s con-
di¢Oes iniciais (S.C.I.) para.endomorfismos'do intervalo., Cu se—
ja desejamos saber, dadoc um endomorfismo £ :I - I, o quanto di-
ferem as Orbitas de X e x+ 3 para § pequeno. .

Dizemos que x & f-Lyapounov estavel se dado € > 0 existir
3 tal que se |X - y| <_6 en€ N entio (f'(x) - fn(y)[ < E.

Caso contrario existiria € > 0 tal que para todo § existi-
riamy en € N com |[x-y| <6 e J£(x) —fn(Y) | >e. Se. isto ocor-
rer x € dito f-Lyanounov instdvel e f & dita e-sensivel 3 con-
digdo inicial x (f & e-Sx).

Esta definigao é diferente da definigao usual de estabili-
dade a Lyapounov, como apresentada em [M], pele fato da 14ltima
se aplicar a compactos f-invariantes e a primeira a pontos. En-
tretanto no caso do compacto f—invériante ser um ponto as defi-" -
higaes-coincidem. |

Se existir € > 0 tal que S(e) = {x € I /f & e£=-5x| tem me-
dida maior gue zero diremos gue f & sensivel ds condig¢oes ini-
ciais (f & S.C.I.).

O conceito de S,C.I.,, num contexto mais amplo, esta liga-
do as tentativas de formalizagao-do conceito de caos. Em geral
a presenga de S.C.I. &€ tida como condigﬁo necessaria para a oco—
rréncia de caos.

Ainda num contexto mais amplo, o comportamento cadtico po-



de;élpripcipio, ser resistente & perturbagbes. Talvez um exem-
plo disto sejam os pontos homoclinicos.

Entretanto no caso particular de endomorfismos em uma
dimensao & pouco provavel que' este "caos robusto" ocorra.
Pois; como provaremos, se uma conjectura de [J] for va-
lida, entdao o conjuntoc das f que nao & S.C.I. contém
um subkconjunto aberto e denso em . Endr(i). A validade des-
‘te resultado serd de interesse, por exemplo, para os mé-
todos iterativos wusuais da andlise numérica, onde seﬁpre
se ﬁrabalha com aproximagoes. A grosso modo, a ausencia
de S8.C.I. significa auséncia de pfoPagagéo de erros,.

No capitulo I wutilizaremos um teorema de Mané para
provar que se o0s pontos criticos de f € EgdL(I) forem
f-Lyapounov estiveis entdo f ndac & S.C.I. . Em particu-
lar se todos pontos criticos de f estiverem nas _bacias
~de atratores entdao f n3o & S.C.I. . Este fato relaciona
S.C.I. com estabilidade estrutural. Pois, como consegiién-
cia da citada conjectura de [J], temos que se f & es-
truturalmente estavel entac todos seus pontos criticos es-
tao nas bacias de atratores. Logo, se a conjectura for valida,
estabilidade estrutural implica na auséncia de S8.C.I. .

No capitulo II abordamos S.C.I. numa classe C de endomor-
fismos unimodais.,

As £ € C vém como caracteristicas basicas o fato de serem

. . I s DU , , Ly
unimodais e que |{f) | n3ao apresenta minimos locais positivos.



Esta Gltima propriedade & satisfeita, por exemplo, pelas
fungdes com derivada de Schwartz negativa.

Sequindo basicamente o trabalho de Guckenheimer obtemos uma
caracterizagao topoldgica de S.C.I. em C. Apésar dos resultados
serem praticamente os de [G] as demonstragoes aqui apresentadas
sdo originais, pois as provas de [G] sdo falhas e obscuras.

Além disso provamos.que se f€ € & S5.C.I. entdo existe
E>0 tal que £ & e-8x ¥ x € I, em particular todo x & f-Lyapounov
instavel.

Finalmente no terceiro capitulo analisamos uma familia a
um parémetro"{fai, 8 = (0,50).

Esta familia & de autoria de Collet e Eckmann e apresenta
tanto fungoes com e sem S.C.I. . Provaremos- que dado & > 0 exis-

tem conjuntos D e T(e) tais que:

i) D, T(g) C (0,e).
ii) B aberto e se § € D entao f‘5 naoc &€ S.C.I. .

iii) m(T(e)) = {1l - jlog €| )*l) e se § € T(e) entac f6 e

s.C.I. .,

C 1



CAPITULO I

O objetivo deste capitulo & definir sensibilidade com res-
peito as condigoes iniciais (S.C.I.) e discutir aspectos gerais
deste fendnemo, como por exemplo condi¢des para que ele nao o-
corra e © quao ffequente ele &.

Tal fendnemo estd diretamente ligado & "estabilidade no
sentido de Lyapounov", ou melhor, veremos que f tem S.C.I. se e
sb 'se o conjunto dos pontos gue sao "f-Lyapounov Estévei.s" tem
medida total.

Pretendemos estudar os conceitos citados acima no contexto
doé endomorfismos diferenciaveis do intervalo I = {0,1] com de-

rivada Lipschitziana ou mais precisamente em EndL(I) =

i
{ £:1~ I,fdiferenciavel tal que existe k com | £' (x) ~£'(y}| <k|x-y]|}.
Desta forma sempre gue nos referirmos a £ : I >~ I estara sub-

entendido, a menos de mencdo explicita, que f € EndL(I) .

DEFINIGAO 1.1.: Dizemos que f € e-sensivel com relagdo a oondigao
inicial x (f & €-Sx) se para todo aberto VC I com X € V exis-

tir n € IN tal gque m (£ (v)) > e, onde m & a medida de Lebesgue.

DEFINICAC 1.2.: O ponto x & dito f-Lyapounov estivel se dado € > 0
existe um aberto V ox tal que se yEV e ne W entao [fn(x)- fn(y]| < E.

Caso contririo dizemos que x & f-Lyapounov instavel,



£ facil ver entdo que x & f-Lyapounov instdvel se e sd se
f & €=-Sx para algum ¢ > 0.

Denotemos entao Sc(e) = {x € I|f & e-8x} .

DEFINICAO 1,3.: Diremos que f & sensivel com respeito 3s condi-
¢oes iniciais (£ & S.C.I.) se existir € > 0 tal que m(sfgj):>of

Vejamos agora algumas propriedades de Sf(e).

PROPRIEDADE 1.4.: Sf(s) € compacto.

DEMONSTRAGAO : De fato, se x € S5.(€) entac dada uma vizinhanga

V de X existe y € Sf(E) N V. Logo por y € 5.(¢) existe n € WN
com m(fn(V)) > &, Assim x € Sf(i-:); dai Sf(e) = Sf(s) ) Sf(a) &

compacto.
PROPRIEDADE 1.5.: Sf(E) & f-invariante, ou seja f&%(en_c %fm)‘

DEMONSTRAGAO : Se y € £(S.{e)) e V & uma vizinhanga de y entao
tomando X € f_l(y) N S (e} temos que £ 1(v) & uma vizinhanga de
x. Podemos assim encontrar um aberto V' o x com m(v') < ¢ e
vt C fHILV}. Dai como x € Sf(e) existe n € W com m(fn(V'J} > €

e 8 ficil ver entao due m(fnﬂ1 (Vi) = m(fn(v_')) >eg,donde y € Sf(e).

RESUMINDO : Sfte) é um compacto f-invariante,

E



Outra propriedade evidente é:

_ | .
PROPRIEDADE 1.6.: €, ~ £, = S.{e;) € 8_.(e,}) e U S-(e) = u §_.(3).
. 1 2 £11 £°2 E>Of ney £ 0

Podemos concluir da Propriedade 1.6. que se £ naoc & S.C.I.

-

~ 1
entao m(Sf(%)= 0 ¥n; donde (Sf{ﬁ))c e um conjunto aberto e
c l..c -1, €
s = (Vv 8.z - Ly .
Idenso E(€>Osf(€)) (nEIN f(n” nem(sf(n)) Neste caso

vemos que { ;'Osf(e))c é interseccao enumeravel de conjuntos
£ ,

abertos e denscs.

DEFINIGCAO 1.7.: Dado um espago topoldgico T e um conjunto A C 1
com a propriedade acirﬁa, ou seja A = nflen com A aberto e den-
so, & chamado genérico. Os conjuntos genéricos sdo de bastante
interesse quando T & um espago de Baire, como Ie End” (I) {(que
veremos mais adiante).

Voltemos a { go Sf(e))c. Pela observagao que segue a Defi-
£

"nicdo 1.2. e a definigio de Sgl(e) temos:

PROPOSIGAC 1.8.: ( gosf(e))c € conjunto dos pontos £~ Lyapounov
£
estaveis.
Se a fun¢zo f ndo & S.C.I. entdao o conjunto (Egosf(e))c
além de genérico tem medida total pois:
m({ U S.(e))=1-m( Y S.(e)) =1-m( Y_S (l)) >
e>p £ e>0 £ neEmW £ n
>1- Zm(s.(5)) =1 pois ¥n m(S,.(3)) = 0
f'n ! f'n '

In=



Juntamente com a Proposicao l.8. o paragrafo acima nos le-

va a seguinte conclusao:

PROPOSICEO 1.9.: Se f nao & S.C.I. entdo o conjunto dos pontos
f-Lyapounov estdveis & genérico e tem medida total.
Por- outro 1lado se 'm(egosf(e))>0 entao existe n tal que
1 . - 1 ; 1
3y > < U .S = U 2Y) = 1
m(sf(n)) 0 pois O rr1(€>0 f(E)) m(nEJNSf(n)) %J.I_Xlg}l(sf(n)),_
i _]_. 1 =3 3 A
ja que Sf(n) C Sf(ﬁ:i)m Conc%ulmos assim que:

PROPOSIQEO 1.10.: Se o conjunto dospontos f-Lyapounov instaveis
tem medida positiva entao £ & 5.C.I. .

| Até o momento nao usamos a diferenciabilidade de f. O mo-
tivo de nos restringirmos a EndL(I) € que queremos utilizar os
resultados de [M].

Em [M] os resultados sao enunciados para f € Endz(I) =

"{f : T > I tal que £ & duas vezes derivavel e £" & continual.
E facil ver que End;(I) 2 fEndz(I) e assim aparentemente nao po-
deriamos utilizar os reSultados.de [M] em nosso contexto. Entre-
tanto 65 resultados 13 expostos ainda sao validos em Eng(I) ‘pois
as demonstragBes se repetem integralmente para este caso. Para o
nosso estudo o interesse maior de trabélharmos em EndL(I) ao in-
vés de Endz(I) provém de que o exemplo a ser exibido no capitulo 3
esta em EndL(I) - Endz(I) .

Um teorema de [M] gque usaremos é&:



TEOREMA 1.11.[Mafé]: Se £ € End (I) e A C I & um compacto f-invariante
.que nao contém pontos criticos entdo m(l) = 0 ou existe um in-
tervalo J € I e um inteiro n >0 tal que fn(J) CJd, mNAY >0

e £ ndo tem pontos criticos em J.
OBSERVAGAO 1.12.: Um ponto p € dito critico se £'(p) = 0.

No caso de A= S.(e) o teorema & de particular interesse
pois a segunda parte da proposigao acima nao pode ocorrer e este

teorema pode ser reescrito assim:

PROPOSICAO 1.13.: Se f € End_(I) e S,.{g) nio contém pontos criticos
f

entdo m(Sf(e)) = 0,

Para a demonstragao desta proposicao usaremos os dois lemas

abaixo que serao provados mais adiante.

LEMA 1.14.: Se x € S_(§) e n>0,enti0 existe §_ tal que x € 8§ _(6 );
f n : fn n

ou seja U S_(8§) € U 8 8.
eda %4 %t 505

LEMA 1.15.: Seja J € I um intervalo fechado e limitado e g:J—~+J

estritamente crescente entao Ggosgtd) & enumeravel.

DEMONSTRAGCAO DE 1.1l.: Basta que provemos gue a segunda parte

da tese do Teorema 1.13. nic pode ocorrer.
Suponhamos entdo, por absurdo, gue isto nao fosse verdade.

Existiriam entdo n > 0 e um intervalo JC Icom m(J N Sf(e}) >0,



£ ) cg e £° sem pontos criticos no interior de J. Podemos
supor J fechado pois caso contrario tomariamos J' = J. Como £°
nao tem jpontos criticos em intJ entdo £ & éstritamente rﬁoné—
tona em J; podemos supor também fn crescente pois se nao, to-
mando n* = 2n temos fn* como desejado. |
Tomemos g = £ |J.

Temos entao g come na hipdtese do lema 1,15, e além disso
Sg(ﬁ) > (an(é) N intI)._Po:'Ls s_exE‘S ()N intd e V .é uma vizi-

nhanca de x em J entdao V N intd € uma vizinhanga de x em I e

assim existe k € I tal que ny (fn)k(V)) > 8. Logo m(gk (V) >8 e

i € . - 8, D i
assim x Sg(é) Segue-se que E>Osg(6) (egosfn(J)) N intJ.
Mas pelo Lema 1.14. U S §) > VU 5.(8).

p 550 fn( ) 530 f( ) |

Logo

U g (&) D
g() {{

550 sf(a)) N intJ)D(s.f(e) N intJ) .

U
§>0
Assim

U = i =
m(6>08g(5)) m{gg(e) N intJ) m(Sele) N J) >0
o que & um absurdo pois pelo Lema 1. 15. Séi Sg(é) & enumeravel
' 0
- U =
e dal m{53>osg(6)} 0.
Facamos entdo as demonstragbes dos lemas.

DEMONSTRACAO DO LEMA 1l.14.: Seja s = max{l, )s{g&){%f' (x){}} {(como

f € End. (I) s < +»). Tomemos € = -=—, dal se x € S.{(c) existe

k tal que m(fnk(v)) > €, Pois caso contririo dado j > 0 se fi-

zermos j = kn + r com ¢ < ¥ < n teremos:



.10

ned @) = e e < [ 16 W ax <
£ (V)

1 ! .
ém‘(fkn(v)). sup| (£5) | < € +5 = —7 - st < ¢

¢ assim x € S8 (g) absurdo. Concluimos assim que deve existir k com

n(en) e sf(e) C 8 (en).

n

m((fn)k(V)) > en donde x € 8§
' £

£
DEMONSTRAGAC DO LEMA 1.15.: O Lema 1.15. & consequéncia do fato
das fungoes mondtonas crescentes do intervalo terem uma dindmi-
ca extremamente simples. Isto & todos pontos se aproximam de
pontos fixos. Pois, dado x € I,{g"(x)} & uma seqgiidncia nch&ﬂxm
limitada e s = %%ngn(x) & um ponto fixo, i.e. g(s) = s.

Observemos ent3o que se p nao &€ fixo entaoc gn(p) # gm(p) ¥Ym #n.
éois gi{p) > p ou g{p) < p. No 1?2 caso temos p<gplp<...< gn(p)
j& no 29 p>g(p).,..gn(p). | '

Concluimos dai que se p nao & fixo entao p & 65;05gw) Pois
dado § > 0 podemos tomar n, > 1 tal que

n >no = 0 < |gn+l(p) - gn—l(p)| < E.

Seja
n, no+l n_ - no—l 5
£ = mini|g “(p) - g 1, lg P - g (p) [, 5} > 0.
Existe A>0 de modo que x€ (p-2, p+A) e n<n_=|g (p) - g"(x)| <E.
Vemos daf que se n < ng entao
m(gi(p -~ A, p + M) <$
Assim

n0 noﬂl n +1
g %p-Ar, p+A))C (g p), ¢ ° (p)).
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Logo para n 2 né:
(e - A,p+ 1)) € (T, o).
Assim
alg™ e - A, p+ A <n(@™ T, ) =

= Ign_l(p) - gn+l(p)| < g.

Resumindo p & Sg(é).
Falta assim analisar o gue ocorre nos pontos fixos. E pos-
sivel gue tenhamos uma quantidade infinita de pontos fixos em

U § (g), como no grafico abaixo.
E>0 9 A

e = — =

—_— —

RV

GRAFICO 1.1.

Entretante para cada € > 0 o coenjunto de pontos fixes em
Sg(e) & finito. Caso contrdrio tomando um ponto de acumulagao
p; do conjunto dos pontos fixos de Sg(E) teriamos gue p € Sg(a)

pois este & fechado. Exigtiriam ainda dcis pontos fixos Py © Py

A

FR T e
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distintos de p, com Pys Pj3 € Sg(E) N (pl -.%, Py + %).Penmﬁzmdo

os indices se necessdrio teremos p; < p, < p3 e py - p; <e.

Assim para a vizinhanca V = (pl, 93) de p, teremos gnQaj p3)=

(gn(pl), gn(p3)) = (pl, 93). Logo para todo n temos nﬂgnﬁn)x
. * . . -E

mi(pq , p3))< €; © que contraria p, Sg(e).

Portanto para todo n Sg(—ff) & finito e assim YV S _(g) = U S (l)

e>0 9 nemn 9%

- -
€ enumeravel.

OBSERVACAO 1.16.: Com uma prova um pouco mais cuidadosa podemos
mostrar que se g : I > I & mondtona entao U S_(g) & enumeri-

g >0
vel,

DEFINIQKO 1.17.: c(f) = {x € 1| £'(x) = 0} & o conjunto dos

pontos criticos de f.

Fica evidente a partir da Proposigac 1.13. que:

COROLARIO 1.18.: Se C(f) M ( v S.(€)) = @ entdo £ ndo & S.C.I..
Ou seja se 0s pontos critico; dg f forem f-Lyapounov estaveis
entao £ nac & S.C.I.. |

Uma pergunta que surge naturalmente & o quao frequente ocor-
re §.C.I. ou qual o "tamanho" da classe das f que apresentam tal
comportamento.

No gue se segue mostraremos que se tomarmos em EndL(I) a

topologia c* entdo o conjunto das £ que nao sd3o $.C.I. contém

um subconjunto aberto e denso. O mesmo resultado ser& véalido

1
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para EndL(I) nct = Endr(I), (r = 2)! com a topologia ¢’ se for
verdadeira uma conjectura feita em [M]. Esté conjectura impli-
ca também na densidade das fungles estruturalmente estiveis e
que se £ & estruturalmente estivel entdo f ndo tem S.C.I. . Se
tomarmos S.C.I. como definicdo de caos e a conjectura for vali-
da teremos gue em nosso contexto nao podem ocorrer comportamen-—
tos cadticos gue persistem por pertubacoes da fungdo ém estudo .
Esta & uma situacao distintd_daquela gue aparece no estudo de
turbulencia, onde surgem comportamentos cadticos estruturalmente
estaveis. |

Como argumento de que S.C.I. & um fendhemo raro, se consi-

derarmos em EndL(I) a topologia Cl, provaremos a seguinte pro-

posigaoi

PROPOSICAO 1.19.: Existe um subconijunto A de EndL(I) aberto e
denso na topologia cl tal gue f € A= f nao e §.C.I..
Para que esta proposigac faga sentido & necessario que de-

finamos a topologia Cl em EndL(I);

DEFINICAO 1.20.: A fungao 4 : End (I} x EndL'(I) -+ R dada por a(f,q) =

sup {sup{|[f(x) - g(x) ]|, |£'(x)}) - g'(x)|} & uma métrica e chama-
x€I
mos topologia Cl a topologia em EndL(I) induzida por esta mée-

trica.

Uma maneira de garantir a estabilidade no sentido de Lyapounov

de um ponto & mostrar que ele estd na bacia de um atrator. Para

formalizar esta afirmagdo sdo necessirias as seguintes definigoes.

F3
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DEFINICEO 1.21.: DiZzemos que um ponto p & n-periddico sef”(p) = p.
. _
Um tal p € dito hiperbdlico se |fn (p)| # 1.Caso contririo p &
. ' ‘
chamado nao hiperbdlico. Pode se verificar que [fn (p)[ # 1 in-

depende do n para o qual fn(p) = p.

_ ‘ -
DEFINICAO 1.22.: ge |(fn) (p)] < 1 entao dizemos que p & atrator.

Isto se deve ao fato gue o conjunto w_(p) = {x €I|1lim K ) = 1%

ke
& um aberto contendo p, chamado bacia de atragao de p, ou sim-
plesmente bacia de p. Observemos também que ws(p) nao depende do
n para o gqual fn(p) = p.

Temos entao a proposigao:

PROPOSICAQ 1.23.: Se x € ws(p) para algum ponto n-periédicc atra-

tor p, entao x & egosf(g) .

Yoo A O : s 5 i R . J o v .
DEMONSTRACAO Como ja vimos no Lema 1.14 E>Osf(€) E>Osfn(s—:)

Logo basta mostrar que x € ;0 S ,{€). Assim dado & > 0 tomemos
. E f .
$<ftalqueg€ (p-6, p+ 8 =|(£H@] <1.

2
Como lim ()X (x) = p existe k € Ital que £7(x) € (p-5,p +9)-
k> o
Pela continuidade de f existe uma vizinhanga V de x tal que se

j < k entao m(£'(v)) <e e fnk(V) C {p—-8, p+8). Além disso
' -8, p+8))C (p-8, p+ 8

pois
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Y€ (-6, p+8) = aly,p) <8 = AE(y), £(p) = AE(y), p) <

< mBx £ @], . dly,p) 6= £fy) € (p-6, p+6).
z€ {(p-§, ptd)

Assim para j > k temos
y) = £0700 (@) c £ ORI G, pas)) € p-s, pro).

Portanto m(fnj (Vi) € 28 < e. Concluimos dai que Uk,m(fnk{(V)) < e.

. . . U
Assim x & an(s) e temos finalmente que x ¢€>08fn(e) e X %egosf(sJ .

DEFINICAO 1.24.: Denotaremos por A(f) a unifo dos conjuntos W, (P,

para p atrator.
PROPOSICAC 1.25.: Se C(f) € A{f) entdo f ndo & S.C.I. .

DEMONSTRAGAQ : Pela Proposicgdol.23, C(f)Ca(f)=C(f) N (sgo Sf(e})=9’

e pelo Corolario 1.18. £ nao & S.C.I.

DEFINICAO 1.26,: End" (I) & o conjunto das funges £: I > I r-vezes
derivaveis com derivada r-ésima continua. De maneira aniloga a

End (I), 4 : End” (I) x End*(I) > R dada por

d(f,g) = sup (max{|[f(x) - g(X)|,...,[f(r) (x) - g(r) (x) {1}
. X€E1I

»
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€ uma métrica e induz a chamada top010gia_cr em End*(I).

Foi provado em [J] que:

TEOREMA 1.25.[ JAKOBSON] : Para r = 2

AY = {f e EndS(I) com 1) C(f) C A(f) e ii) x € C(f) = £(x) # 0}

& aberto e denso em Endl(I). |

Como EndZ(I) c EndL(I) temos que A2 & um conjunto aberto e
denso de EndL(I) (Observe que a topologia Cl em EndL(I) coin-
cide com a topologia induzida em EndL(I) pelo fato de EndL(I) c
Endl(I)).

Como pela Proposigao 1.23., £ € A% - ndo €& 8.C.I. fica
assim pf0vada a Proposigdao 1.19. ou seja existe um conjunto Az
aberto e denso em EndL(I) com a topologia Cl tal que £ € Az > f
nao &€ 5.C.I. .

A questao que se coloca entao & se AT & denso em End” (I)
para r & 2 (é facil ver qué AT & aberto). Isto faz parte dacon-
jectura citada. -

Acredita-se fortemente que este resultado seja verdadeiro, en—

tretanto sua prova & dificil e tem resistido aos ataques de ma-

tematicos experientes como Sullivan e Mané.
Para finalizar observamos gue mesmo com C{£f} ¥ A(f) pode ser

gue n3ac ocorra S$.C.I., como veremos no capitulo seguinte.

[ 28]



caPITULO II

.~ Neste capitulo discutiremecs S.C.I. ‘numa classe espécial
C G EndL(I). Dentre outras caracteristicas as funcoes em (¢ a-
presentardo um finico ponto critico c. Veremos que £€ C & 5.C.I.
se e sO se ¢ € Sf(e) para algum & > 0 e neste caso Sf(e)z I, ou
seja f & e-sensivel a toda condigac inicial.

As condigoes (1) e (4) na definigéo de C s3o supdrfluas e
sao iﬁpostas apenas com o intuito de simplificar as demonstra-
¢bes. A condicdo (1) & necessadria para que definamos a funcao o
para todo x. Se a condigao (1) nao fosse exigida seriam neces-
sdrias ligeiras modificac¢des nos enunciados e provas de [S], [G]

e [Sa]. Caso (4) nao fosse exigida ¢ mesmo se daria com as de-

monstragdes e enunciados em [ 5]. Estas modificagGes nao altera-

riam entretanto os resultados em relagao a S.C.I. gque obteremos

neste capitulo,

DEFINICAOQ 2. 1.: Chamaremos de C a classe da f € EndL(I) gue sa-

tisfazem as condigoes c{1)...c(5) abaixo:

c{l): £(0) = £(1) = 0
c{2): existe um finico ¢ € I tal que £'(c) = 0 e

c€ (0,1), ou seja Clf) =1c} € (0,1)

DEFINICAO 2.2.: Uma fungao £ derivavel satisfazendo c(l) e c(2)

L F3
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@ dita unimodal.

De ¢{l}) e c{2) vemos que o grafico de £ tem o sequinte as-

pecto:

GRAFICO 2.1. - Exemplo de fungao unimodal.

Temos dal que se f satisfaz c¢(l) e c{(2) entao dade x # cC

existe um Unico x' # x com f({x') = f(x).

DEFINICAO 2.3.: Chamaremos de ¢ : I -~ I a fungao:

og{x) = x' e o(c} = c.

E provado em [Sa] que se X ¥ ¢ entdo o & derivavel em x e

o' (x) = l_ng_‘ _ If'[x} 1
£' (0(x)) £'(x')
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Por motivos técnicos que surgem nas provas de [Sa] deve-

mos exigir dos elementos de C as seguintes condigodes:

c(3): Existe A > 0 tal que para x # C

g'{x) = Eliﬁi—} > A
fl(xl)
cl(a)y: £'(0) > 1 e

ci{5): Dado n€ W e [a,b] € I com an)‘(x)[#() ¥x € [a,b]

entao

min Y @ = min (] EM @, 1Y ) ]3.

x€[a,b]

Segundo [Sal a condigac ¢(3) & satiéfeita se para algum n
f é n-vezes derivavel em c e f(n)(c) # 0, onde f(n) significa a
n-ésima derivada. Podemos ver assim que a classe das f que sa-
tisfazem c(3) & ampla.

A condigao c¢(5) @ mais complexa e merece uma discussdo ma-
is detalhada. Para esta discussao serd interessante introduzir

0o conceito de derivada de Schwartz:

DEFINICKO'2.4.: Dada f € C3 e x com f'(x) # 0 definimos a deri-

vada de Schwartz de £ em x, sf({x), como

2
FMyx) 3 (f" (x))

f.l (x)
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No que se segue ao nos referirmos a sf(x) estaremos admi-
tindo que £ E'c3e f'(x) # 0. Vejamos algumas propriedades da de-

rivada de Schwartz.

PROPRIEDADE 2.5.: Temos o seguinte resultado para a composigao:
s(£0g) (x) = sflg(x)) . (g" (x))° + sg(x).

A demonstracao deste fato & simples aplicacdo da regra da
cadeia e pode ser vista em [Sal.

Como consegiiéncia imediata da Propriedade 2.5. temos:
PROPRIEDADE 2.6.: Se sf(g(x)) <0 e sg(x) <0 entfo s(f 0 ¢) (x) < 0,

PROPRIEDADE 2.7.: Se £ e g Sao como em 2.6. e uma das desigual-
dades & estrita entao s{f o g){x) < 0.

: o . .
Convencionaremos f = identidade .

COROLARIO 2.8.: Se sf(f (x)) €0 ¥i = 0,1,...,n-1 entdo sf (x)<0.
Além disso se wna das desigualdades sf(f (x) <0 for estrita entdo sf£(x) <0,
O seqguinte resultado e aplicagoOes sac apresentadas em [S]

e mostram a importancia de termos a derivada de Schwartz nega-

tiva.

PROPRIEDADE 2 .9.: Se sf(x) < 0 ¥x # ¢ entdo |f'| ndo tem mini-

mos locais positivos.
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Ou enunciando de outra forma:

Sex€Ieec>0sdotals que |[f'x)] < |f'(g)| WeE x-¢, X+ €)
entaoc

[f'(x)| = £'(x) = 0,
Como consegiencia temos:
COROLARIO 2.10.: -Se sf(x) < 0 ¥x # c entao f satisfaz c(5).

— 1
DEMONSTRACAQ 2.10.: Sejam [a,b]C I en € IN tais que(fn)bd #0
vk€l[a,b]. Por 2.8.,sf () <0V¥x € [a,bl; dai por 2.9., | €™ x|
nao tem minimo local em (a,b).

Pode-se concluir entao que

min  J(EY G| = ninl[ (£Y @], | w) ]}
X€la,bl _
e portanto f satisfaz c(5).

Em [G], [S] e [Sa] a condigaoc c¢c(5) & substituida por
c'(5): sf < 0. Fazendo isto estamos supondo pelo menos gue
f € C2, fato gue nao ocorre nc exemple que iremos analisar no
capitulo 3. Neste éxemplo temos também sf = 0 em varios pontos
e a condicao de sf ser estritamente negativa €& fundamental na

demonstragao de 2.9. .
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Entretanto c'(5) ndo & usada com toda sua forga em [G],

{S]el[Sal. 0 que & usado & a implicagao c¢'{(5) = c(5) e em se-

guida o que se usa de fato & c¢(5). E interessante observar que

em [C.E.], ao discutir o exemplo do capitulo 3, os autores uti-

lizam os resultados de [G]l e [S] sem verificar se as hipdteses

necessarias sao satisfeitas.

Podemcs ver também que o conjunto das f com sf < 0 & aber--

to em_EndB(I),logo ¢{5) & uma propriedade satisfeita por

uma
classe "grande" de funcgoes.
Analisemos agora algumas implicagoes de c(5).
PROPOSICAC 2.11.: Se £f€ ¢ e p & um ponto n-periddico com
. [] . -
(fn) {p) = 1 entao existe § (positivo ou negative) tal que
' -
0<(f") (x) <lsexe€ (p, p+ 6).
OBSERVAGAO 2.12,: Suporemos
(a,b) = (b,a) se b <a.
DEMONSTRAGAO 2 .11.: Basta que tomemos § tal gue
n ]
x€fp-6, p+8l=(f) (x) #0
] [ ]
pois dal em [p - &, p + 61, (£ | = (£%) n3o apresenta minimo

local sendo portanto estritamente mondtona e dai segue-se 2 .11..

Podemos ver entac que fn{[p, p+68)) Clp, p+ 8] pois se 620
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P o '
vE (o, p+ 8 = £y - £ip) =] £ (x) ax =
| ST |

0<fy) - £(p) <ly-p) o mx £ %) = (y - p) <8

e o caso § < 0 & andlogo.
Além de fn([p, p+ 8D Clp, p+ 8] ndo podemos ter outro
ponto n-periddico p* € [p, p + 0] pois se p* fosse tal ponto e-

xistiria, pelo teorema do val_or médio, £ € {p, p*) C (p, P+ 8} com

(@) = @)L= £p) _popt
p - p* P~ p*

o que contraria 2.l11l. e temos um absurdo.
Podemos concluir entdo, de modo andlogo ao que - foi feito

em 1;23., que para todo x € (p, p + ¢), lim fkn(x) = p.

k=

DEFINICAO 2,12.: Chamamos ws(p) = U f'2k“((p, p + 8)) de ba-

ke IN
cia de atragao de p ou simplesmente bacia de p. Pode-se demons-
trar gue ms(p) independe do ¢ acima.

No caso (fn)'(p) = -1 temos (on)'(p) = 1 e podemos apli-
car a mesma argumentacao para p € n* = 2n e definimos ws(p) da
maneira parecida.

Podemos provar entdao de modo iﬁteiramente analogo ao que
foi feito em 1.23, que “

wg(p) N (Y Sc(e))=9
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DEFINICAO 2.13.: Seja £ € C. Dizemos que um.- ponto h-periddico
.
& um semi-atrator de f se |fn (p)| < 1. ou seja se & um atrator

ou um ponto nac hiperbblico. Pela argumentagao acima e por 1.23.:

vems.
PROPOSIGAO 2.14.: Se p & semi-atrator
M v =
wg (p) -e:>05f(8) .
Em [ S] foi provadc que:

PROPOSICAO 2.15.: Se f € C tem um semi-atrator p entao existe

um semi-atrator p* tal que c € w_(p*).

Assim 2.14., 2.15., e 1.25. implicam em:

PROPOSICAO 2.16.: Se £ € C tem um semi-atrator entdo £ ndo &

s.C.T. .

Resta entao analisar o que ocorre quandec f nao tem

semi-—-atratores.

Neste caso podemos concluir imediatamente dos resultados de

[G] e [Sa] o seguinte:

PROPOSICRO 2.17.: Se f & C nao tem semi-atratores entao
£ (c) = {x € I tal que £7(x) = ¢ para algun n € N} & denso

em'I.

-
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Como consequéncia temos:
PROPOSIGAO 2.18.: Se f € C & 8.C.I. entao Sf(E) = I para algum

£ > 0.

DEMONSTRACAO 2.18.: Se £ & S.C.I. por 2.16. f nao tem semi-
atratores logo, por 2.17., £ (c) & denso em I. Por 1;18. pode-
mos concluir que ¢ € Sf(E) para algum € > 0. Afirmo entao que
f (¢} C Sf(e). De fato se x € £ (c) existe n tal que %) = c.
Mas ¢ ndo &  periddico, pois caso contrario ¢ seria um
atratof {pois (fj)'(c) = 0 ¥j). Logo (fn)l(x) # 0 e portanto
dada uma vizinhanga V de x, £ (V) contém uma vizinhanca de c.
Como o € sf(e) existe k € IN tal que M(fk(fn{V)J) > g, légo
m(e* M (v) >e e x € Sg(e). Como £ (c) C Sele}, f {c) & denso

em I e Sf(e) & fechado concluimos que Sf(EJ = I. -

Segue também da prova acima que:

CORCLARIO 2.19.: Se ¢ € g_ sf(a)'entao f & 5.C.I. . Por outro
e>0

lado pdr 1.18. vem que se ¢ € U Sf(e) entao £ nao & S.C.I. .
£>0

Resumindo chegamos a:

-

PROPOSICAOC 2.20.: Uma fungao £ € ¢ & S.C.I. se e sb se o ponto
critico ¢ € Sf(e} para algum € > 0. Caso istoc ocorra Sf(e} = T
e todo pontc & f-Lyapounov instavel.

Introduzimos agora os conceitos gque nos ajudarao a carac-
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terizar S.C.I. na auséncia de semi-atratores. -

DEFINICAO 2.21.: Se fn(p) = P, (£™) (p} > 1 e 7 & um homeomor-
fismo em (p,c¢) entao p & dito n-ponto central (n.p.c.). Se além
disso fn((p, p')) € (p, p') entao p & dito n-ponto central res-

tritivo (n.p.r.). Se p nao for restritivo entaoc p serd chamadd

n-ponto central nao restritivo (n.p.~)

4

|
|
P é P’ - P < P

L | B 1 1
LI | ¥ | il | 1
Grafico 2.2. Grafico 2.3.
p € um n.p.r. P & umn.p.~
Temos assim que se p € um p.C.~ entao p' = o(p) & um ponto

homoclinico no sentido de Blook [ 0.0.} ou seja existe um ponto
n-periddicoe p  tal que f'(p') = p e para toda vizinhanga V de p

existe k € TN tal que p' € fkn(v).
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v

Grafico 2.4.

A vizinhanga V do n.p.~ p vai

"aumentando" até atingir p'.

Por [0.0.] a existéncia de ponto homoclinico de Blook ja im-
plica "caos" em varios dos sentidos formais que j& se tentou
dar a este termo. Se f tem ponto heomoclinico temos por exemplo

o "caos" de Li e York [L.Y. ], ou seja
i) £ tem pontos de periodo arbitrariamente longos.

ii) existe um conjunto nao enumeravel R de pontos nao periddicos

satisfazendo:
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a) ¥x, vy €E R com x # y lim gqgwx|fn(x) - fn(y)| >0

b) VX, y € R com x # y lim %rifmlf“(x) - (y)| =0
c) ¥Xx € R e ponto periddico y € I lim sup |fn(xj - fn(y)l > 0.
n—)-oo

A existéncia de um n.p.r. nos garante dque

n(£%(p, p")) <mdx m(d(p, p1)) Vk € W,
1<j<n
o gue contribui para estabilidade no sentido de Lyapounov de c.
fercebemos entao que os n.p.~ devem contribuir para S.C.I.
enquanto o contririo deve ocorrer em relagdo aos n.p.r. .
" A caracterizagao de S.C.I. usando n.p.r. e n.p.~ £ devida
a Guckenheimer em [G]. O interesse desta caracterizagaoc & que

ela & "topoldgica" ou seja vale a seguinte proposigao:
PROPOSICAO 2.22.: Se

i) £,g : I » I sado unimodais (ver definigao 2.2.) com pontos

criticos ¢

£ © cg respectivamente.

ii) p e n sao tais que fn(p) =p e fn|(p, cf) € um hanecmorfismo.

iii) h : I » I & um homeomorfismo tal que hof=go h entao
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g (n(p)) = h(p), hicy) =c_e g |(aip), c) = g |(h(p), hicg))
g g9
é um homeomorfismo. |
Além disso p & central se e s se h(p) o for. Neste caso p

& restritivo se e s6 se h(p) o for.

DEFINICAO 2.23.: Sejam £ e g : I - I. Se existir um homecmorfismo
h:I—+1I¢talquehog=T¢foh eptao dizemos que f e g sao to-
pologicamente conjugadosQ

Como conseqiiéncia da caracterizacgao que faremos abéixo Se-

guira que:

PROPOSIGCEO 2.24.: Se £ e g € C sBo topologicamente conjugados
entdo £ & S.C.I. se e sb se g o for. -

Em [ G] a proposigdo 2.22. & explorada "comparando®" as fun-
goes de C com a familia fu = % -ulx - %I, ﬂ e {0,2].

- — = = = =

Mo = - l
2 AN
/ |

¥

vy 1
Grafico 2.5.

Exemplo de membro na familia fu.
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Esta comparagao foge um pouco ao que pretendemos neste tra-

balho. Assim citaremos apenas o resultado que 14 & enunciado:

TEOREMA 2. 25. [ Guckenheimer ]: Seja £ € C entao f & S5.C.I. se
e s6 se existe um subintervalo JC I e n > 0 tal que f (J) € J
e £7(J) & topologicamente conjugado a gu(x} = % - ﬁlx - %l com
ﬁ e (vV2, 21.

Voltemos entao a caracterizagao de S.C.I. em C.

vamos mostrar inicialmente um resultado relativo a abun-

dancia de pontos centrais.

PROPOSIGCAO 2.26 . [ Guckenheimer ]: Se f nao tem semi-~atratores e
U & uma vizinhanga de ¢ entac existe um ponto central em U. Em
outras palavras existe uma seqiencia de pontos centrais conver-

«ginde para c.

DEMONSTRACAO 2.26.: Podemos supor V = (x, X') para algum x. Por
2.17. (%, x') N £ (¢) # &, O que € equivalente @ ¢ € iglfl((x, x'}).

min{i # 1 tal que ¢ € fl{(x, x"))} e z o

Tomando entao n

_n
ponto de £ (c) N (x, x') mais prdoximo de ¢ teremos que se j <n

entaoc ¢ €& fj(x, x'):fn(z) = cesey€ (z, z') entao fn(y)# c.

De forma analoga podemos encontrar t € (z, 2') e X > n tal que

fk(t) cese <k o€ fj((z, z')). Temos entdao que t e t

- - . k . - .
sao os Tnicos pontos y tais que £ (y) = ¢ pois caso contrario

pelo teorema de Rolle existiria y € (z, z'), y # ¢ tal que
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(fk)'(y) = 0 e assim fj(y) = ¢ para algum j < k o que contraria

I - : k —
5 minimalidade de k. Podemos ver também que f  nic tem pontos

criticos distintos de c em (z, z2').

A S
n
S f _ | =
N .
3 t
| 8N |
. |
T - - — |
r ' |
| i ': |
i3 o
+ — —\- + |
| |
T T T T

C? Grafico 2.6.

Alem disso, como fn(z)— z =.c -z e fn(z') - z'=c - zt
tem sinais opostos, existe q € (2,2') tal que fn(q) = (.

Se existir um outro g* com esta propriedade teremos g € {z,c)
e g* € (c,z') ou vice versa. Caso contraric existiria £ € (q,a*)

tal que

1£%(q) - £%(a®)] _
lg - a*|

(€2 (&) = 1
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1 ]
Como nao existem semi atratores ent&o(fn)(q)>ﬂ.e £ (q*) >1.
Dal como no intervalo [g,g* ] ndo existem pontos criticos de £0

teriamos uma contradigao com ¢(5) pois

min 1 @] < 1E ®] =1 <minl Y @ | @)>1.
x€[q,q*] _ '

-

1
Mas se g € (z,c) e g* € (¢,2') para algum dos dois (fn}
positiva,logo temos um ponto central em (x, x').
Suponhamos entdo que q &€ o {nico y € (z, z') com fn(y)==y.

Dai se fj(q) € {(z, z') para algum j < n entdo.,

£3(q) .

£ (q)) = £3(£™NqQ) =
Pela unicidade de q, £7(q) = g. Tomando entdo j > 0 minimo tal
que £7(g) = g teremos que j divide n (j |n} pois caso contrario
n=tj+rcom0<r<3jedal
£M(q) =g = £ (q) = @) = @

0 que contraria a minimalidade de j. Como j|n e Jj < n devemos ter
§<I. Logo 25 <n, £3(@ =q, e @ = (£hH @? > o
e fsz[q,c] € um homeomorfismo pois [g,clC [ z,c] ou [z'c].
Assim se fj(q) € (z,2') para algum j < n entao q &€ um 2j-central;
o0 gue querlamos demonstrar.

Podemos entao supor que fJ(q) Z (z, z') ¥j < n.
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Seguem-se entdo duas hipbteses:
19) 2n €k
29) n <k < 2n

Na 19 hipbtese f2n tem ¢ come Unico ponto critico em (z,z').

T 1 . . )

Como (f2n) {(q) = ((fn) (qn23> 0 e nao existem semi atratores en-
tao f2n (g) > 1 e temos um 2n-ponto central.

Na 29 hipbtese temos n < k < 2n, logo k - n < n e portanto
fk(q) = fk_n(q) ¢ (z, z') [veja o grafico 2.6.1 .

Temos agora duas possibilidades analogas:
2.1. fk(c) > c

2.2. fk(c) <ec

. a
Analisemos a 1%:

ComO“fk(c) >ce fk(t) c = fk(t')(t < t') temos que fk e
crescente em (t,c), logo fk & crescente em (z,c). Alem disso
g ou q' € (2,c). Suponhamos que g € (z,c). |

Dai como fk(q') = fk(q) € (z,2') temos que,fk(q) < z. Assim

fk(q) < g e isto junto com fk(c) > ¢ nos diz que existe p € (z,c)

tal que fk(p) = p. Portanto p & k-ponto central pois &k)(p)>[L

L L R RO oW HAL
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A segunda possibilidade & identica.

Terminamos assim a prova de 2.26. ..

Temos agora duas possibilidades :

18y a seqliencia {pn} de pontos centrais convergindo para c &

composta, para n grande, apenas de pontos nad restritivos.

2%) {pn} tem uma subseqgiiéncia de pontos restrﬁﬁmos-convergindo

para c.

Veremos que ne primeiro caso £ & S.C.I. enquanto no segun-

do nao.

Na primeira hipStese tomando uma vizinhanga U = (p_ , pﬁ)

onde nac temos pontos restritivos devemos ter o grafico:

GRAFICO 2.7.



e no segundo caso teremos:

GRAFICO 2.8.
Temos entdo as proposicgoes:

PROPOSICAO 2.27,: Se existe uma vizinhanga U de ¢ em que nao e-

-xistem pontos centrais restritivos entao £ & S.C.I. .

DEMONSTRACAO: Como consegliéncia de 2,26, existe um n-ponto cen-
tral restritiveo p € U com p' C U. Podemos supor ainda que se (g
& um ponto n-periédico € (p, p') entao fk(c) # gq¥ k € IN,pois se

fk(c) = g ocorresse para algum ¢,diminuindo U de modo que

un {£6c),.... 85 @), q £(@, ... 2 @1 = o
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chegarfamos a condigdo desejada. |

Como (fn)(p) > 1 existem § é € > 0 tais que |x - p| <§ =
|(fn)'(x)| >1+e. Dal p € s.(8) pois tomando um  aberto
(p - &, p+ &) contendo p teremos gque se k .é. tal que

£ - §) - p| < & entdo

(k-l-l)n( (k+1)n(

a(s b+ §), p) = A(f p + 8), £%p)) =

n

(£ (5). a®™ e + ), p) > (L +e) £ (p + 5, p)

Logo se para todo j < k

a(e™p + 8), p) <8
entao

A e + &), p) > (1 + )X s,

E facil ver que para k suficientemente grande devemos ter entdo
k . . .
da(f n(p + &8), p) » 8. Tomando o primeiro k com esta proprieda-

de temos:
m(fk“(p—ﬁ, p+8) | >m(tk“(p, p+8)) = d(fkn(p+5}, fkn(p)) > 8.

Além disso se x & tal que fk(x) = p para algum k entao
x € Sf(é) pois dada uma vizinhanga V de X temos que fk(V) con-

tém um intervalo da forma [p, p + A) ou (p - A, pl pois fk tem
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no miximo 2° pontos criticos. Pela argumentagao acima existe m
tal que ) = fm_k([p, Pp+A)) > 8 e dai x-€ Sf(ﬁ).=Segue-se

daf que £ (p) = { x € T com fk(x)==p para algum k} ¢ Sf(é).

Como Sf(ﬁ) & fechado a(p) = £ (p) <€ Sf(ﬁ). Vem assim gque
se ¢ € al(p) entao £ tem S.C.I. . Isto realmente deve ocorrer se-

gundo veremos abaixo.
LEMA 2.28.: Se f e p sS3o0 come acima entdo ¢ € a(p).

DEMONSTRACEO 2.28.: De fato, se isto ndo ocorresse existiria
x < ¢ tal que (x, x') N a(p) = 0. Tomando z como © Intimo de tais x
mostraremos que :'z & um ponto central restritivo, o que con-
traria nossa suposicao a respeito de U na hipéteSe de 2.27. .

Por 2.17. existemm € IN e z € (x, x') tais que £°(z) = c.
Dai para todo y € (X,x']temos fq(y).e [K,xi].pois Se existisse
y € (x, x'] com fm(y) & [x, x'], suponhamos fm(y} < x, como X &
intimo existiria h € [£7(y), x) N £ (p), tefiamos dal, como
fm(z} =c>he fm(y) <h, r€ (y,2) € (x, x'") com f™(r) =h mas
dal como h € £ (p), r € £ (p) absurdo.

Em particular fm(x) € [k, x']. Nao podemos ter também
fm(xJ € (x, x') pois neste caso existiria uma vizinhanga V de X
com fm(V) C (x, x") tomando entao y € (VDN £ (p)) teriamos
fm(y) € (x, x') mas y € £ (p) = £'(y) € £ (p), pois p & perid-
dico; e isto nos leva a um absurdo. Concluimos portante gque

m ' .. .
f (x}) € {x, 2'}. Trocando x por X' se necessirio podemos assumir
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que fm(x) = x, Como fm([x, x'YC (%, x'] devemos ter (fnf(x) >0,

Da suposicdo sobre U vem que £ (c) ¢ {x, x'}. LOgo
E0((x, x')) = £((x, ¢)) C (x, x').

Portanto x & restritivo, o que & absurdo. Isto demonstra o
Lema 2.28. e em conseqliéncia a proposig¢ac 2.27. .

0 prdximo passo & provar que-se temos uma seqﬁéncia {p, }
de nk—pontos cen#rais réstritivos convergindo para c entao f nao
& S.C.I. . DProvaremos inicialmente o Lema 2.29. gue diz que se
fj((pk, p&)) n (pk, pﬁ) # @ para algum j < ny entdo f tem um
semi-atrator e portanto nao & S.C.I. .

Em sequida assumindo
fj((pk;. pp) NPy, PL) = @
se j < Nyr Pryg € (P Pr) € ny iy > n, mostraremos que
M, = x;aexmm(fjupk, py))

tende a zero quando k - =. Segue dal que ¢ & f-Lyapounov estavel
e por 2.20. £ nao & S.C.I. . |

Para provar que M, - 0 mostraremos que i®»3 e t€W entao
£5(py, b)) © £M((py, 23)) para algum 0 <k <n,. Alén disso

t = h{mdd nj). Dagui ja podemos concluir gue
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- h :
M, < M. = max m{f ({ps, PLI}).
13 o< h<n, 33
J
Como {M, } e uma sequéncia decrescente para provarmos que M~ 0
basta que mostremos que inf '{Mk} = 0. E mais ou menos isto que
kEMW '
fazemos no Lema 2.32. quando & visto gue para todo k existe k'
2
tal que M, <‘§ M, .
Passemos entdo as demonstragoes.

LEMA 2,29.: Se p € um n.p.r.; n minimo com esta propriedade,e
para algum k, 0 <k < n; temos fk([p) p'IN (p, P'} # ¢ entao £
tem um semi-~atrator. '

Segue-se.de 2.16. gque f comoe na hipStese de 2.29. nao &

S.C.I.
DEMONSTRACAO 2.29.: Mostremos inicialmente que se para algum k,
0 <k <n, £'(p) € (p, p') entdo f tem um semi-atrator.

Como k <n e fn][p,c]é um homeomorfismo, por p ser central,

temos que fk(x) Fc¥x€[p, p'l.

Temos entdo duas hipdteses:
k '

i) £ {c) € [p, p'] e

. k '

ii) f£7(c) &€ (p, p'l

Se i) entao temos i.l fk(c) € [p,¢] e 1.2 fk(c) € [c, p']:
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i.l) Sse fk(c) € [p,c]l entao fk(p) € [p,c] pois Senzo fk(p) € [c,p)
e existe x € [p,c] com fk(x) = ¢, que € absurdo. Logo se

£X(c) € [p,c] entdo £ ([p,c) = L£5(p), £5(e)] C [p,el.

i.2) Se fk(c) € [¢,p'] por argumentagaoc  analoga fk([c,p']) =

[£5(c), 9] =15, )] < 1e,p'].

Em ambos casos existe um intervalo [c¢,d] com 'fk({c,dl) C
{c,d] e fk[[c,d] um homeomorfismo.
Logo fz-k([ c,dl) € [c,d] e fzk '@ _estritamente crescente.

Pela prova de 1.15. temos um semi-atrator em [c,d].

Se ii) podemos supor k minimo ocu seja k<j<n= fj (») & (p,p").
Como fk(c) £ [p,p'l elfk(p) € (p,p") existe g€ {p,p') com
fk(q)' € {p,p'}. Por p ser central fn(q) € (p,p'").

Logo £ X (X)) = 2 F @ = " %" € (p,p'). Assim pela
minimalidade de k temos n-k > dal n > 2k. (%) |

Tomemos entdo A ={x€I|lc€[xp]l ed i Sk com fi(x) = cl. Como
A & finito existe um elemento g de A mais proxime de c. B facil
ver entao que (s,p] " A = @. Dal fk|[s,p] & um homeomorfismo,
Ommafk[p,c] & um homeomorfismo fk1[s,c] & um homeomorfismo.

Além disso pelo modo como s foi escolhido ¢ & fk((s,p]) .

Como c & fk([p,c] e ¢ ¥ fk((s,p]) . Temos entao que fk([s,c]) =

[£5(s), £%(0)] e ¢ & (s, c) = [£5(s), £5(e)].
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Surgem assim duas possibilidades:

ii.1) £5(c) & [s,s']
1i.2) £5¢) € [s,s']

ii.l) Se a primeira delas béorr_er £k {c) ? [=,s'] ~logo como
fkfp)_E (p,p') € [s,s'] existe d € [p,c] com fk(d) € {g,s'}.
Pelo modo como escolhemos s existe 0<j=<k tal gue fj(s) = c.
Logo fj+k(,d) = fj (s) = c e asgim j+k 2 n pois d € [p,c] e daf
2k 2 n. Por (*) 2k =ne j=k.

Mas dal como fk(_p) € (p,p') e fk(,c) € (c,¢') = @, 0s sub-

donjuntos
B={x € [p,p'] tal que fk(.xl € (x,x')}
B ={x €[p,p') tal que fk(.x) € (x,x")}

sao abertos nao vazios. Pela conexidade de [p,p'lexiste y € [p,p']
com fk(y) € {y,y't. Trocando y por y' se preciso podemos supor

fk(y) = y. Logo fzk(y) = fk(y) =y = f'y) = y. Além disso

n

H

' () (,(;Ek} ' (y))2 > 0. como (£7) ' (p} # 0. Temos que ¢ & [p,y] C

[p,p"']l. Logo £7 nio tem pontos criticos em [p,y]. Como fkﬁp)75p

f

entao p ¥ v. Segue do teorema do valor médio gque existe

z € [p,y] com
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' eNyy _
Yy - P Yy =P
Seque entao da propriedade c(5) que min{ (.‘En-)' ¥) . (fn)'(p}} < 1.

Portanto ou p ou y & um semi-atrator.

ii.2) Suponhamos entao que ii.2 ocorra. Devemos ter f((s) S [fk(p) ¢ Cl
pois, como j& vimos, c & [f_k(p), kaS)} ' E((p) € {_fk(S), kaC)] '
c & [fk(p) ' 'fk {c)] e £k (p) € Lc, fk {p]1 pela hipdtese ii.. Ou

seja devemos ter. uma das ordens seguintes

I
‘j’gc} JE(F) VE/\)
| = ‘

I
| I

C
f AT R A
¢ Fs ;IEPI o

Portanto £°(s) € (p,p') C [s,s']. Como £5(c) € [s,s'] £5(Is,5']) =
fs,c1 = 1£5(s), £5(c)1 C [s,8']. Por e & £°( s,s8'D) = £5s,c]
teremos £5([s,s']) C [s,c] ou £°( s,8'1) Clc,s']. No primei-
rO caso fk([s,c]) c [s,cl’ no sequndo fk(.[s',c])' Cls',cl]. Por
argumento ja usado o fato fk(.J) CJ, J=[s,clouls',c]l impli-

ca na existéncia de semi-atratores.

Demonstramos port-anto gque se £ (p}y € {(p,p')} para algum
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0 <k < n entao £ tem um semi-atrator.
Mostremos agora que se fk(c) € (p,p') para algum 0 <k < n
entao temos um semi-atrator.

Suponhamos que fk(c) € (p,p'), com k < n. Dai fk (p) # ppois

k
neste caso fk (pp') = £ {(p,c]) C [ £5 (p), fk(c)]= [p,fk(cll Clpmp")
e portanto p & um k.p.r. © que contraria a minimalidade de n.
Também nao podemos ter fk(p) = p' pois neste caso
fk(.p') =p' = fnk(-p') = p' = £%(p) = pt

mas fnk(p) = fnk(p) = p. Logo fk(p) € [p,p'l. Exiéte portanto
d € (p,p") com fk(d) € {p,p'}. Como p & central f"(d) € (p,p').
Assim fn-k(fk(d)) = fn-k(Pj = fn;ktp') € (p,p') e salmos no ca-
so analisado anteriormente pois 0<nk<ne fn-ktp) € (p,p").

Para finalizar observemos entido que se

Sip,p' ) =10, 5110 (p,p') # 8

k

entio £5(p) € (p,p') ou £5(c) € (p,p') pois (p,p") & [ £5(p), £Nc,

ja que ¢ & [fk(p) ' fk(c) ]. Portanto se [fk(p), (] 0 pp') # &
teremos um semi atrator.

Como conseqiiéncia de 2.29. temos:

COROLARIO 2.30.: Se £, p @ n sao como em 2.29. e fj((p,p')) N

fk((PrP')) # @ entao k = J (m6d n) ou f tem um semi-atrator.
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DEMONSTRACEO : Como £ ((p,p") ) C {(p,p') tomando Jj € [0,n] com

3 =3 (mdd n) e k andlogo teremos
j , T (e gt K, K,
£ ((p,p")) € £ ({p,p")) e £ {p,p') C £ {p,p").

Portanto fi(iptp')) n fEL(p,p')l #FB. Se kHE ] (ﬁéd n) entao
k> 3 ou k < J. suponhamos k > j. Tomando ent3do tiEEfgtth'H N
fg((PrP' )) temos 4 = £X (a) = £3 (b) dai fn_k(d) = £(a) = f_n_k+j‘(b)-'
Como £(a) € (p,p') por p ser central fn—k+jtb) € {p,p") e
n-k+j < n logo pelo Lema 2.29. f apresenta um semi-atrator.

Usando este lema demonstraremos:

PROPOSICAD 2.3l.: Se existe uma seqiencia de pontos centrais

restritivos convergindo para ¢ entao f nao & $.C.I. .

DEHONSTRAQﬁO 2.31.: Chamemos {pk} a sequéncia e n,_ © menor dos
n para os quais p & n.p.r. . Podemos supor quek > 4 = P, € (pj’p;"]}'

Se f tiver um semi-atrator entao f nao & §.C.I. por 2.16..
Seque entac do Corolario 2.30. que se para algum k > 0 existi-
remj e t com 3 #t (mdd ny) e £(lp,p)) N £ (lp ) # 8
entdo f tem um semi~atrator e nao & S.C.I.

Suporemos dagui em diante gue f£ nac tem semi-atratores. Em

particular:

(o pp)) N £ UL #8 = 3= £ (mGd ny).

i



Teremos ainda que
i=zZ2j= i=zj§= £ (¢ p'))th((p fn'))
PirPi 3'P300
Dal se h = g . ny + r, com 0 €£r < ny entao
h 1 Cfr qnj ' ¢ ff t
£ ((py, Pi)) (£ ((pj:Pj))) f ((pj,pj))

. n, .
ja que f j((p:.l,,p:'.l)) c (p.j,p:'.‘). Vemos assim que se 1 2 j e h€N

existe 0 < r < n, tal que

= - h 1 r . L} L
h =r (mod nj) e f ((pi;pi)} C f ((Pjrpj)),

1t

Fagcamos entao M sup {m(fj((pk,pi)))}. Pelo paragrafo an-
jem |
~terior

M, = max (£ ((py,p2))) -
ko< 3<k k7K
- N - g
E facil ver também que Mo LI

Afirmo que vale o lema a seguir, gue sera provado mais a-

baixo.

LEMA 2.32.: Dado j E'{O,...,nk - 1} existe S5 tal gue se i = Sj
= u - ~ h ' 2
e h = j (mod nk) entao m(f ((pi,pi))) < 3 Mk'
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Vejamos como 2.32. = 2,31,

Dado k € N existe, por 2.32., para cada 3j€ {0,...,n, -1},

k

' _ - h . 2
= = =

mande entao Sy = max s. teremos para i > Sy e h &N
0<3< n -1 3 '

h 2 . .
que m(f (_(_pi,pi))) < 3 4, pois escolhendo j € {0,...,nk—l} tal que

= 4 ~ i i Y | ! .2_
h = j (mod nk) temos que 1 > e assim m(fh((pi,pi))} >3Mk‘

S.
]
Segue assim que 1 > Sy = M, <

2 \ g
i 3 Mk Podemos concluir er_xtao

que M, - 0.

| i <
Dado € > 0 seja ko tal que k 2 ko = Mk £

Tomando V = (.pk 'P}': } venm que m{EP(V)) < e ¥n € IV. Logo
o o

c & Sf(e). Assimc ¢ VU S_{eg). Por 2.18. f nao & s.C.I..

_ £>0 £
Provaremos o Lema 2.32. .

DEMONSTRAGCAO 2.32.: Se 2.32. nao fosse verdadeiro existiriam du-
_ h
"as_seqiién’cias {hi} e {ki} com hi = 4 (mOd nk) , m(f i((pki,p];i))) =

-2-M,k Podemos supor h, € {0,... 'y - i} pois caso contrario temos
3 hy ®i h!
- £ ' c ' -
Ky i} tal gue f (,(pki,pki)) f ((pki:Pki)) lo
h!
go m{f l((pki’p];j_))) = %—Mk. Alér'a disso fazendo h] = t {mod nk)

h:'.| € {0;...,n
mt € {0 n, - 1} temosfi((p Pe )) Cft(,p P
[ola) F=y k kil ki kl‘ k L]
i i j 1 . = 1 -
Como f ((pki,pki)) Cc f L(pk,pk)), pois hi 3 (mod nk) e
0 <3< n, , vemos que

. h,
£5((p, ,pp)) N £ (o)) D £ Tloy Lpp ) # 2.
: i 1
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Logo t = J (mod nk). Mas 0 < t,3 < n, - 1. Assim t = j e a
substituigao hj - h; & licita. ‘

Devemos ter

hy he
£f "(p, + P V)N E T({p_ ., pp )) F D

Caso contrario

h, h,
m{f ~((p pl )Y VU E “l(p, P )} Z=SM 4+
ki, ki kt- kt _ 3 'k

3¢ ]

M= M >

(LN

o gque nac pode ocorrer pois

h, h,
1 ' 1 ' j '

m(£ ((py s BRIY) < M.

Seqgue ent3o que se 1 > t

h h

£ p, R ) CEF
i i

(P, + P D))
ke Tk

pois existe r € {0,...,n, - 1} tal que
t

h.
£ 1p, .Y C £ p,. . Pl DY),
Ky ki pkt pkt )
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Logb

h h h
Fip ,p' ) NE S, et ) DE T Lt M) NE S, Lo ) # B
Pie, "B, P, P, B, B, B, B,

Asgim r = h,(m6d n_ ). Como 0 <r, h, <n_ -1 vem que
3 k t k
t t
. h, ht
r=h_.ef "({p o)) CE "((p /Py )).
| t k, Py L
h

Em resumo se A; = f i((pk ,pi ) entao
i i

| V> 2
Ajyp © A e may) 23 M.
Mas dal A = & A, e um intervalo com m{A) 2 2 M. > 0.
4=1 1 37k

Como estamos admitindo que £ néo tem semi-atratores segue

de 2.17 que existe d € IntA e t € I tais que £7(d) = c. Por
T

¢ nao ser periddico (senao seria um atrator), (ft) {d) # 0. Logo

ft(A) contém uma vizinhanga de c¢. Como P > C existe 1 € W tal

_ k.
que p, € int £%(a). Aldm disso A C f l((pk /P ) = A;. Assim
ki+t ki+t 1 1
p,. € int(f ({p, +pL ))). Dai £ ({p, P, )) O B /o )} #Y
ky ky "k ki "Tky Pk, Pk
donde ki + t = 0 (mod nki). Fazendo entac ki + t = s.nkivanqme:
s.nki
P € int(f (P 7Py )y C (pk Py )
' i i i i i

0 que & claramente absurdo. Portanto 2.32 . deve seér verdadeiro.

A



CAPITULO 3

0 objetivo deste capitulo & estudar S.C.I. para uma fami-
lia a um paréimetro'{f.a},s_.‘-—% (0,81, com | {fd} C C.

Um fato interessante que ocorre com a familia ch & que ela
apresenta tanto fun¢goes com € sem S.C.I. em abundincia.

Mostraremos que o conjunto dos § tais que ch é S.c.I. con-
tém um subconjunto T(Go) com m(T(6o)) = §,(1 - |109'60|_1) . Assim

-

a medida relativa de 1:((_30), ﬁ(T(GO)), e:

m{T{ 60)') n(r (60) )

Mt (s )= = >1 - |logs |7t
" m((o,s,) 5 - ©
F O 0
" gque tende a 1 guando 60 tende a zero.
Por outro lado provaremos que:
PROPOSICAO 3.1.: Existe uma seqiéncia {Gn} < TR, com

Gn - 0, tal que ch tem ponto critico periddico. Existe também
n . +
uma segliencia {en}, com 8 > € >0,tal que se § € (6, - g, S+ E)

entao f(5 tem uma Srbita periddica atratora.

Por 2.16. se 8§ € (8 ~¢ ,8 +e¢.)entao £ nao & s.C.I.

Tal familia f(5 foi apresentada e estudada em [C.E ].
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Neste artigo foi demonstrado, através de muitos cilculos

e trabalho duro, o sequinte resultado:

TEOREMA 3.2.{Collet e Eckmann ]: Dado 60 > 0 existe um conjunto

T(GQ) ta; que

i} Se § € T(Go) entao fG nao tem semi-atratores.

ii} Se ¢ € T(Go) entéo_f5 nao tem pontos reéstritivos

centrais.

171y

1ii) m(t(éo)) = 60(1 - |log5o

Além disso foram usados os resultados de [G] para provar
que se & € T(§ ) entao £s nao & S.C.I. .

Chservamos porém que a familia £s nao satisfaz as hipdte-

ses de [G]. No que se segue corrigimos este lapso mostrando

que:

PROPOSIGAO 3.3.: Se 8 € (0,1/2] entdo £s € C.

Pelos resultados contidos no capitulo 2 e pela proposigao
acima a proposigdao 2.27. permanece valida para {f;}. Dai pode-
mos concluir que se § € 1(60) entdo fa'néo & s.C.I. .

Em [C.E. ] também nao foi apresentada a seqiéncia de inter-

valos (Gn - €y 6, t+ €,) pois os autores estavam interessados
u L1}

apenas na abundancia de §.C.I. e nao no entrelagamento S.C.I. -

nao S.C.I. .



Os membros de f; tem o seguinte grafico

by

¥

GRAFICO 3.1.
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Passemos entdao a construgao das seqﬁéncias'{an} e'{an}.

Para 8 = 0 temos fg(c) = 0, sen =2 2.

Dado entao ¢ > 0 deve existir n 2 2 tal que fg(c). Caso
contririo fﬁ&ﬂ €{0,1/2] ¥n € IN. Porém, como em[o,l/z]fe(x) > X,
a seqﬁéncia'{fg(c)}ﬂ>2 & crescente. Tomando enti3o s = lim fE(C}

=0
teriamos fa(S) = lim f§+l(c) =s e s €[0,1/2]. Logo s & um

n—roo
ponto fixo de fE em [0,1/2]. Entao necessariamente s=0. Mas isto
€ absurdo pois s >.f2(b)Vn 2 2. Em particular fz(C) = 0, que im-
plicae =0,

Tomemos entao n = 2 tal que fZ(c):>l/2.Como fg(c) varia

continuamente com § e fn(c) > o > fg(c) = (0 existe 6{c) € (0,c)
€

tal que fg(e)(c) = ¢c. E facil wver -entao que a segiiéncia

an= 8(e) €. como desejado.

Como para Sn a Orbita de ¢ & periddica atratora, pois

]
E ) (¢) = 0 V¥ k € WN,e como a existéneia de Orbitas atratoras

n
€ preservada por pequenas perturbacgoes, & possivel construir a

(£

seqiéncia €
1 ' '
De fato, como f6 varia continuamente com ¢ temos que (fg)

varia continuamente com §. Logo podemos escolher €4 > 0 tal que

k! kot .
|8, = 8] < e = sup [(£5) () - (£5) (x)] <1/2 ;
xeT n
onde fg (c) = 0.
- n .
COmO (fg ) (x) € continua em X e (fg Y (e)=0 adste5é3>0,

In Il
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€, < €y tal que [x - ¢] < €, = |ff§ )'(x)l < 1/2.
[l n
Mas £5 (x) = £§ (@) + (£5) (0) . (x - ) *+ p(x) (x=c), com™
n n n B
lim p(x) = 0. Ou seja £5 (¢) = ¢ + p(x) (x - o).
x>c n -
Ja que lim p(x) = 0 existe €, < £,r tal que

X*C

|x ~ c| < €5 = lo(x)| <1/2.

Dail

k

£ (e e3) =e ol e3> e - 1/2 ey = (o - ey +1/2 E

3

k f = ’ . =
fan(c + g5) = ¢+ p(x) . €3 <c + 1/2 €3 (g + 83) - 1/2 g+

Por fg' variar continuamente com § existe €y > 0 tal que - se
n
_ - k k
|8 -6 | < €, entao zg? |f6(X). fé(x)y< 1/2 e4.
Assim se |§ - 5n| < e, entdo
1) |fk(c - Eq) - g5 (c —ey)) <1/2 ¢ ou seja
5 3 s 3 3 J
k k
fs(c - 53} - fsn(c - €3) > - 1/2 €4 =

fa(c 83) > 1/2 €3 + (c 53) +1/2 + €4 > c £q
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k
de forma parecida fd(c tE,) <ec + €qe
ii) se

x & (¢ - Egys C + 83) C.(c - €5 c + 52) C (¢ - el,c:+ ?ﬂ

entdo | {f

)'(x) - f(fg )‘(x)[ < 1/2. Como Hfgﬁ.(iliﬁfl/z teros
n _ n _

-

< 1.

*-D°P?'

| (£ " x)

De i) segue.fg tem um ponto fixo p em (¢ - £47 ¢ + 53). De
ii) vem que l(fg)'(p)| < 1. Portanto p € um ponto periddico atra-
tor e os € sao como desejavamos. Fica assim provado 3.1.

Agora vamos discutir a proposigao 3.3.-.

E facil ver que se 8 > 0 entao f6 € EndL(I) e que c(l), c(2)
e c(4) s3o satisfeitas.

Quanto a c(3) basta que observemos que fé{x') = ;fé(x) e

para A = 1/2

8

( f' (%)
fa(x')

|=1>A>0.

Portanto para provarmos que {fﬁ}(p_0 C ¢ basta que mostre-
mos que se § > 0 entao fG' satisfaz c¢(5). Em outras palavras

devemos provar que se § > 0 e vale a hipbtese 3.4.:

HIPOTESE 3.4.: Se [a,b] C T e neN sac tais que 1/2 & fg( [a,b])
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V'j=0,l;--.,n_l.

Entao vale a igualdade 3.5.:

@350 min O ED @1 = win ) @], [ ®) ]}
x€(a,b ) - § $

Dagui em diante assumiremos sempre que § > 0. Para simpli-
ficar a notagao escreveremos f em véz de fﬁ' guando ficar evi-
dente a qual ¢ nos referirmos.

A prova que as f6 satisfazem c(5) usa a mesma idéia da de-
rivada de Schwartz negativa. Sd3o necessdrios, porém, alguns cui-
dados, pois f; ndo tem derivada segunda em 1/2 - § e em 1/2 + 3.

A ideéia da prova & contornar este problema redefinindo numa

vizinhanga de 1/2 - § ou l/2'+‘69 Aplicando a propriedade da de-
rivada de Schwartz negativa a& nova fungao obteremos resultados
sobre a fungao original.

Calculemos inicialmente a derivada de Schwartz de 'fa em

‘x e 1 - {1/2; 1/2 - §, 1/2 + §}.

Se x € (1/2 - 8§, 1/2 + §) entao

- 1/2)2

_ {x
fs(g) =1~ 4 -

dai

2(x - 1/2)
§

faf(x) - e fa"(x) -

o Mo
[}
Hh
)
Il
o

logo
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fl_l‘l(x) " .
§ 3.8 (x),2 3 1 2
Sf (X)) = o+ - 5(= ) -5 {(——)" <0 . ,
S TR T TR T T2
1

Se x € I -[l/2 -3, 5+ §] entdo £(x) = 2x ou 1 -2x..
Em ambos os casos f (x) = £ (x) = 0 e assim sf(x) = 0 .

Analisemos entao o gue ocorre com um intervalo (a,b) tal que
i@ -6 2re, i-p vi-o1,..n1

Com esta hipétese s ostd bem definida em (a,b)e por 2.8.

sf™ < 0. Temos agora duas possibilidades:
i) sf(x) <0 V¥ x € (a,b).
ji)sfn(x) = 0 para algum x € (&a,b}.
Separa algum 1€ [0,n-11 "IN e x&(a,b) eivermos £l60 € G -8, 3448

L
2

pai s£(fi(y)) <0 V¥ y € (a,b). Por 2.8. sf® <0 em (a,b)

entdo £ ((a,b)) C (% - 8, %-bﬁ),-pois'{%-— §, =+ 6} n £ ((a,b)) = @.
e vale (i)

Por outro lado-se sf’(x) = 0 para algum x € {(a,b) entao por
2.8. sE(fi(x)) =0, viel[omn-11n IN.

Portanto

1

fi(x) €T -~ {% - 4, st ¢} , vi€[0n~-1]NnIN

De forma andloga ao feito acima

£h(a,p)) C1-[2-b, 5-6] ¥ie€[0n-1lNnN
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) ' : _ ' .
e daf |(£%) (y)| = 2" = cte. , V y € (a,b). Mas (f7) & conti-
_ ) _
nua e 0 & (fn)'((a,b)) pela hipdtese sobre (a,b) e n. Logo
n ] _ - n » '_ 'nm _ ) _
") =t cte. # 0 em (a,b). Dai ££7) = (f) = 0 e assim sf" =0
- em {a,b). |

Resumindo temos o lema:

LEMA 3.6.: Se (a,b) e n sao tais gque
fi((a,b)) n /2 - 3, 172 + 8, cl=¢ Vvi€e[Oon-1]n N,
entdo temos duas possibilidades:
a) sth(x) <0 vV x € (a,b)
b) sfn(x) = 0 para algum x € (a,b).
Que'sib éduivalentes respectivamente a :
a‘) sfn(x) < 0 para algum x € (a,b).
a") Existe i € [0,n - 1] "IN com £ ((a,b)) N (1/2-8,1/2+8) # g. .
a™) Existe i €[0,n-1] NN com £ ((a,b)) C (1/2-86,1/2+6) .
bi) sfn(x) =0 em (a,b)}. |
b") Para todo i = 0,1,...,n-1 f£i(ab) N[1/2-6, 1/2+8]=¢ .
b™ para todo i = 0,...,n~1 fi(a,b) C (1/2-8,1/2+8) .
Y [ 0] =2 em (a,b)-

bY) | (£% (x)| & constante em (a,B).

Temos agora O Lema:

LEMA 3.7.: Sejam n € IN e [a,b] CI como em 3.4.



58

Se, ¥ i€ [0,n-1] ﬁ-m,fé([a,bl) N{1/2-6,1/2+ 68} =@ entio

vale 3.5. .

DEMONSTRAGCAO: Pelo lema anterior temos duas hipbteses:

ca) - sf < Oiﬂeste caso o0 resultado segue de 2.10. ,
BY) (£ ®|=2 em (a,b), donde () (a)| = | (£D) )| =
= min '{(fn)'(x)} = 2™ & vale 3.5.
X€[a,b] '

Provado 3.7. resta analisar 0 que oOcorre se fi([a,b]) N
n'{1/2_— §, 1/2 + 6} # ¢ para algum i € [0,n - 1] N W |

Fagamos A = {x € [a,b] / flx) € 1/2°- 6, 1/2 + 6} para
algum i € [0,n - 1] N wi.

Mostramos agora gue basta analisarmos o caso em que A @
unitérié e seu finico elemento & ponta de minimo de i(fn)"(x)l |
em [a,b]. |

Suponhamos que tivéssemos provado a proposicio 3.8.:

PROPOSICAO 3.8.: Se A= e} e i(f“)'(xo)i =mn  { (D ' (x)|} entdo

x€[a,b]
3.5. vale.
. L] . . ' ] ,
No caso geral tomando x* tal que.| (£ *) | = min € ®]
x € [a,bl]
teriamos que se x* €{a,b} entdo vale 3.5. .  Caso contrario

3 *
existiriam e >0 e Py > 0 de modo que [x*“eo’ %) U (x*, <5 + g N

NA=¢@, pois A @ finito, e [x* - E,s x* 4 plcl[a,b] .



39

Se ¢ e p saoc como Eo e p0 acima o conjunto A* anxespondén-
teane [x* - €, x* + pl é no maximo o unitdrio {x*}..

Na situacgdo x* € A temos A¥ = x*! e pela proposicio 3.8 .
temos a igualdade 3.9.: | |
min 1 6o =il @ &, [ oo b= [«
xé[x*—e,x*+p]k

A igualdade 3.9. seria vilida mesmo se x* € A pois dal es—
tamos na situagac do lema 3.7.

Assim ](fn}'(x)l deve ser constante em {x; - €, x*] ou em
[ x*, x* + pl. Caso contririo existiriam e € (U,EO) e pét (O,Q;) tais
que 1(fn)'(x* -€)| e i(fn)'(x* + p)| sdo maiores quéi(fB'(x*)L

contrariando 3.9,

LOgo pelo lema 3.6, l(fnﬂltx) = 2% em [x; ~ g, x°1 ou em
[x*; x* + p). Dai | (£M (x| = 2® = max (%) " (x)| e entdo
x€f0,1]
min  JEY &) = [ &%) = 2" = nind | N @), 1) ) |}
x€[a,b]

e vale 3.5.

IResta portanto analisar o caso em que A & unitdrio e seu
Gnico ponto x_ & ponto de minimo de i{fn)'i em [a,b].

Ou seja A = 1{x € la,bl / fi(x) € {1/2 - 8§, 1/2 + 8} para

algum i € [0,n~-1]n W} = {x le l(fn)'(xo)j# min i(f“)'(x)|.
X€ [a,b]

A andlise se complica quando existem dois i e j€][0,n-1] NIN
tais que fé(xo) e fg(xo) pertencem a {1/2 - §, 1/2 + &}. Feliz-
mente o conjunto dos § para os guais isto pode acontecer & fi-

‘nito. Isto se deve ao fato que se f;(xo) e fg(xé) pertecem a
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‘172 - 68, 1/2 + 8} e i > 3j entdo féﬂj(fé(xo)) = fé(xo), e es;
ta tltima igualdade corresponde a uma-dasfequagﬁes polinomiais,
de_grau maior que zero, fg(l/Z + (—1)k5) = 1/2 + (—l)sé com l
i=0,...,n-1ek;s =0;1l. Como estas equagaes sdo em nimero
finito temos a finitude dos & "ruins". A idéia entao & resolver

o problema para og 6§ "bons" e depois aproximar os & "ruins" por

8. "bons". Admitamos entzao 3.10.:

(3.10.) Existe um Gnico i € [0,n-1] n W tal que £ (x) €

{172 - &, 1/2 + S§}.

Entdo a desigualdade 3.11. abaixo nac pode acontecer:
: . t . RPN O : A L
(3.11.) (£ (x )i <min{{(£) (@), [(£) (0)i}
Suponhamos, por contradicao, gue 3.11. fosse verdadeira.
1 .
Neste caso ndo poderiamos ter | (f7) (x)| constante em ne-
nhum intervalo de forma [d,xO], com d <x_  oud > X+ pois por
. 1 - ro.
3.6, isto implica en ](fn) {xo)] = 2% = max |(fn) (x)|, o que
. _ x€[ 0,11
contraria 3.11.
- i+1 “ . .
Temos também que £ (xo) nac e ponto de maxime local de

L en—i~l . '
| (£ T | . Se isto ocorresse COmo:

L™ o= leh g . e e - TEPT N E o),

£ (et %)) = 2 = max | (£ (x))]
x<1

. 1 . — . ; '
e xo € minimo local de L(fn) (x) | entao X seria minimo local
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. | '
de I{fi) |. Mas para todo k € [0, i-1] N IN temos
£ (a,mp) n {1/2-8, 172+ 38t =g,

pela unicidade de i.
Assim para p e € >0 suficientemente pequenas e pelo Lema 3.7.
aplicado a i e [xo - €, X + o] teriamos :
(9 (x ) =min D oo {=min (i D) o) L (D) et |1
xE[xb—e,xb+p] .
Por argumento ja usado logo apds 3.9. temos j(fi)% = ol on

{a,b). Dal teremos que :

-

TE @i =2t EH Ew ] = e e L@ )

Assim fi(xo) seria minimo local de i(fnﬁl) i. Como frﬂlxb)
' — | I . 1 : , . )
& maximo local de | (£7 1Ly | o |f (fl(xo))l = 2 = max|£(x)|te-
XEI .

- . — . H
nos gue fl(xo) & também miximo local de | (£" l) I

. L] . . ) _ 1
Do fato de fl(xo) ser maximo e minimo local vem que | (£" i)i
& constante em uma vizinhanga de fl(xo).

—~ . ' n ' . .
0 mesmo deve entdo se dar com |{(f ) | numa vizinhanga de x_

pois (£ ) = (" H ' . owh w.

Isto nos leva a um absurdo pois ja vimos que se valer 3.11.

LI
entao-|(fn) | nao pode ser constante em nenhuma vizinhanca dexb.

- I N _ |
Além disso }(fn + 1)-! nao tem minimos locais em (a,b). Se

isto ocorresse por 2.8. existiria x € fl+1((a,b]) tal que

n-i-1, ",

n=3-1y) = 0. pai por 3.5. | (%L =22 o @ e

sf

n-i-1,": -
) |, que . como Jja

entac fl+l(xo) seria miximo local de | (f

vimos nao pode ocorrer,
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como |(£771 1

n-i-1."'

} } nao tem minimos
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locais em fl+l((a,b)).

(£ ) | tem guando muito um miximo local neste intervalo.

Pois se x e y sdo mdximos locais entdo em [x,y] existe um mi- -

nimo locai.

Das observagoes acima vem gue podemos escolher p,€ >0 ge

modo que

n' . . ni ., \ n.! ' .
£ HED &) <min{] (£ (x, - )|, HE) (x, + o) [J

i) (x, - &, *F p) € {(a,b) .

. 3, i _ g i _
iii) f (xo E,xo+p) N fl(x.:J e,xd+p)) g se iFj; ondefl(xo)E{l/Z 8, 1/2+ 68}

e 0<j<n.

. e 3 o . .
iv) |(fn 1 l) l nao tem maximos locais em f1+l({xo—e,xo+p))
. H n-i"l '! - -+ . ' l+l
De {(iv) e de | (f } | nao ter minimos locais em £ 7 ({a,b})
+1

) - 1
segue que [(£7 l) |

Temos gue analisar agora quatro

1) £ x )= 12

2y thix)=12+8 e it s
3 rx=12-6 e ("7 &
o =12+ e (L g

- i
e monotona em £

s e (£ &

((xo - €, X 7 P})

situagoes:

crescente em (a,b)
crescente em (a,b)
decrescente em (a,b)

decrescente em (a,b)

Em cada uma delas fazemos a perturbagao correspondente

respectivo grafico abaixo :

aQ
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Analisaremos apenas o0 caso (1), os demais sao anadlogos.
Pela propriedade (iii) se fizermos a perturbagdo apenas em

Jfl((xo - e, %t pl) nao alteraremos f nos intervalos

3 (g = A i e -
£ (%, - €, X, F p}), com j # i. Logo f" restrita a (xo £, Xd+p)

o ghmi-1 l+l((xo - €, x_ + p)) ficam inalteradas

F_

restrita a £

A —

[
I

o fog-£3 [
P’“— Frot-e, %, +p0)

.GRAFICO 3.7.

+.

~y
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No grafico acima fica c¢lara a idéia da perturbacao. Toma-
mos y € (xo - e, X, p) tal que fi(y) € (fl(xo), s), on&e s &
0 extremo superior de fl((xo - €, X, + p)), e tal que fl(y)<f(s).

Definimos entao f como:

v

f(x) = £{(x). se x < fi(xo) ou X s

I

F (%) 2x se x € (fi(xo), fi(y))

f(x) & uma fungdo C em [fl(y), s ] que torna f dife-

renciavel.

A forma como f & definida em [fl{x), s ] ndo importa.
Chamemos entdo de m o extremo de (x, = €, x o+ p) tal que
e -
Xo (m:Y) . .
Se x € [m, xO] entao fi(x} € [fl(m), fl(xo)] e neste in-
tervalo £ = f. Logo £: 1 (x) = £(eh (x)) = F(et(x)) = £((Byh) =

fi+l(x). Assim £4 = £ em [m, x,1, ¥ J =0...n.

Dai para x € [m,xo]
=™ el = TEY @< EN ®) = TE (x|

Se x € [x,, y] entdo £ (x) € [fi(xo), )1
Logo_f(fi(x)) > £(f1(x)). Assim, como estamos analisando a

hipdtese 1,
e T E ey < @Y GEteon) = @Y e |

Portanto
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TEH @B Ewni.

EYY ) -i-Lytgitl gy 2

n-i-l) 1+1

> Yy .24 (£ (£ x| 2

=l e ey L L et 0

i

L™ i = e &%) = 1 EY &)

- Rasumindo:

L x| = | (Y (x0)|

Segue assim que X_ & minimo local de i(fn)'i restrita a
[m,y]1.

Entretanto, Segundo mostramos abaixo, st? < 0 em. [m,yv] ,
isto por 2.10. nos da um absurdo, logo (1) nao pode ocorrer.

A andlise de que (2), (3} e (4) nao ocorrem & parecida e

temos que 3.11, & falso e

min i (£ ' (x) | = | (fn)"{x*)i = min{ |f* (a) ], 1f“' (b) |}

x€[la,b ]
Mostremos entao que st < 0 em (m,y]1 .
. 1 . ' . L] .
Como [ (£ (x)| <min{| (€Y (@[, [(£NH (b)|} por nossa
. T .
hipdtese 3.11., de reducdo ao absurdo temos | (£7) (x )1 < 2%, 1o-

go existe k tal que fk(xo) € (1/2 - 8,°1/2 + 8).

Dai fk{xo - £, Xq + pf c (1/2 - §, 1/2 + &) pois

fk((xo ~e, x +p) 0 {l/2-6, 1/2+8}=0



68

Como f(fi((x0 - e, X + p))) = E(fi((xo - g, X ¥ 0})} te-
.mos;;x:os;conjuntos fj((xo - £, X + p)) é'fj((xo - e, X + p})
cqincidem para todo 3 € [0,n] N 1IN, Logo dado x € [m,y] temos-
%k(x) = fk(i) para algum X € (xo - &, X+ p). Dai s%(fk(x)) =
sE(ER () = s£(£5(X)), pois £ = F em £5((x_ ~ €, x_ + p)) 33 que,
como £5(x) € (1/2 = §, 1/2 + &), i # k. |

Portanto sf(FF(x)) < 0. Além disso sf(f1(x))=0 e se j #1,X,
entao s%(%j(x)) = sf(%j(x)).é 0. Podemos assim concluir de 2.8.
que st® < 0 em [m,y1 . |

Resumindo mostramos que se fg(l/Z * 8y ¢ {1/2 -68,1/2 + &}
para todo j €70, n=-1] N N entao vale 3.5. .

Ja vimos( gue o conjunto dos 6 para os gquais a condigdo
£ (1/2 £ 8) ¢‘i1/2 ~38,1/2+38 e jeEl0, n-1]Nn N & viola-
da & finito.

Dado entdo § gqualguer admitamos que tivéssemos a desigual-
dade 3.12. abaixo:

(3.120 | o0l =min (€D 60| <min{i (& @], [ w1} .
_ %€l a,b] -

Fazendo
:'\;‘;
' 1 . 1 - , 1 )
e = miﬁ{ztfg) (a), ;(fE) () i} - *(fg) (b) |
teriamos , por (fg ) variar continuamente com &, para p "bom"

suficientemente proximo de §, que

i(f@)lcx*) - (fg)'(x*)i <e/3
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) @ - D @i <esn
D ) - () ) <es3 e
(£ () #0 ¥ x€lanb]

pgis_(fgy'(x) #0 V¥x€[a,b]l] € [a,b]l & compacto.

- ~
Porem dal. - .

LD e < LED 0+ ez <
<min (& @1, 1ED ® i)+ e/3 =

= min (2D (@) | + e/3, (£ )] + e/3} <

< miﬁiitfg)'(a>i. i(fE)'(ini :

ou

min () 6ol <[ @] <unE® @i, [ o

x€l a,b] ‘

e -
n,.' ' '
(fp)- (x} #0 ¥ x € [a,b]
Isto contraria o que demonstramos scbre p. Portanto deve-

mos ter

min [ G0 =€) & =mnl & @I, (£ ol .
x€[a,b]

Com isto fica provado que se § € (0,60) entao f, satisfaz

c(5) e que £ € C.
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