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RESUMO

Neste trabalho consideramos duas classes de sistemas nao-homogéneos, sendo que em
certos casos uma dessas classes tranforma-se em um sistema gradiente, enquanto que a outra
em um sistema de tipo Hamiltoniano.

Analisamos as questoes de existéncia, nao-existéncia, unicidade e multiplicidade de solu-
coes.

Para obter nossos resultados empregamos o método de subsolugao e super-solucao, mini-
mizagao de funcionais, teorema da funcao implicita, teorema de multiplicadores de Lagrange,
Teorema do Passo da Montanha, um teorema de representacao de Riesz para alguns espacos

de Sobolev e o Principio de Concentracao de Compacidade.
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ABSTRACT

In this work we consider two classes of nonhomogeneous systems, where in certain cases
one of these classes turns to be a gradient system, while the other one becomes a system of
Hamiltonian type.

We are concerned about the questions of existence, nonexistence, uniqueness and multi-
plicity of solutions.

To obtain our results we apply the method of subsolutions and supersolutions, minimiza-
tion of functionals, the Lagrange multiplier theorem, the Mountain Pass Theorem, a Riesz’s
representation theorem for certain Sobolev spaces and the Concentration-Compactness Prin-

ciple.
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Notacoes Basicas

Neste texto usaremos as seguintes notacoes:

RY N > 1: o espaco euclidiano com pontos x = (21, -+ ,xy), ¥; € R (nimeros reais);

2] = (Za))™”.
dS: a fronteira do conjunto S; S = S U IS é o fecho de S.
AA ={zecA:x¢g A}

S CC S: significa que S’ esta estritamente contido em S e que o fecho S’ é compacto

e esta contido em S.

Xs: a funcao caracteristica de S.

0, = Xfzy: a massa de Dirac em .

Q: um dominio (aberto e conexo) limitado de RY de fronteira regular.

n(x): denota o vetor normal unitdrio exterior a 02 em x.

|2]: o volume de €.

B(z,7): a bola aberta de centro z e raio r; Blx,r|: a bola fechada de centro x e raio r.
C(Q) = C°%Q): o conjunto das fun¢oes continuas definidas em €.

C(Q) = C°(Q): o espaco de Banach das funcoes continuas definidas em € com norma

ulyq = max{|u(z)|: z € Q}.

Ck(Q): o conjunto das fungoes que possuem todas as derivadas de ordem menor ou

igual a k continuas em ) com k£ um inteiro nao negativo ou k = oo.

Um vetor o = (aq,---,ay), onde cada componente «; é um inteiro nao-negativo, é

chamado de multi-indice de ordem |a| = a; + -+ -+ ay e

dlely
8061:1:'1 . aOCN:L'N

Du(z) :



ou J%u

8@- (x) ¢ uxixj (x) B 81‘281']

Denotamos por Ux(l") =

N
e Au = E Ug ;-
i=1

(z). Emais Vu = (ug,, -, Uszy)

C*(Q): o espago de Banach de todas as fungdes em C*(Q) cujas derivadas de ordem

menor ou igual a k possuem extensoes continuas a {2 com norma |ul,, o = ngk | D%l g

C”““(ﬁ) o espaco de Holder com norma |ul, , o onde k é um inteiro nao-negativo e
e [0,1].

supp(u): se u : A — R, supp(u) (o suporte de u em A) é o fecho em A do conjunto
{r e A:u(z)=0}.

C>=(RM): o conjunto de todas as fungoes em C°(R”) de suporte compacto.
C*(2): o conjunto de todas as fungdes u € C*(2) tal que supp(u) CC Q.
|ul,. o a norma de uma funcdo u € L"(Q2).

WHkP(): o espago de Sobolev com norma ||u|wrso) (que envolve todas as derivadas

fracas até ordem k).
H='(Q): o espago dual de H}(Q).
q.t.p. : quase todo ponto, isto é, a menos de um subconjunto de medida nula.

Se N > 3 entao 2* = 22 é 0 expoente critico de Sobolev para a imersao de HJ(£2) em
L¥ ().

Se N > 5 entao 2,
em L*(Q).

2N é o expoente critico de Sobolev para a imersao de H*NH{ (1)

A1 = A\1(Q): denota o primeiro autovalor de (—A, H}(Q)).

01 = ¢1(Q): denota a primeira autofungao positiva de (—A, H}(Q)) satisfazendo
fQ pdr =1.



., v, sempre que f € C1(Q) e(ou) g € CHQ), u.,v, representarao respectivamente

as solugoes do problemas de Dirichlet

—Au, = fem (), —Av, = gem (),
e
u, = 0 sobre 012, v, = 0 sobre 9092.

— indica convergéncia forte.

— indica convergéncia fraca.

ut = max{u,0}.

PM: abreviacao para Principio do Méximo.

PMF: abreviacao para Principio do Méaximo Forte.

Solugdo forte: no sentido do Capitulo 9 em [29].



Introducao

O assunto tratado neste trabalho tem sua origem no problema nao-homogeéneo

—Au = Au+uP +ef(x) em €,
u > 0em (, (1)
u = 0 sobre 012,

onde Q@ C RV, com N > 1, é um dominio limitado de fronteira regular. A funcao f é C*(Q)
e nao identicamente nula; p > 1 e € > 0 é um parametro.

O problema de encontrar multiplas solugoes para (1) envolvendo o expoente critico de
Sobolev p = 2* — 1 foi pioneiramente tratado por Tarantello [42] e em seguida por Dai-Gu
[13] e Dai-Yang [14], todos no caso em que A = 0.

Como uma solucao u de (1) deve satisfazer u > 0 em €2, é natural impor alguma hipdtese
de positividade sobre a parte nao-homogénea f. Em [42], a autora supde que f > 0 em (2,
no entanto os autores de [13] observaram que o problema (1) pode ser tratado apenas com a
hipétese u, > 0 em €2, onde u, é definida como nas Notagoes Basicas do inicio deste texto.

Para o bom desempenho do método empregado em [42], a hipétese f > 0 é fundamental
e, embora seja aplicado para o caso A = 0 seu funcionamento é verificado quando A é qualquer
valor de [0, A1). No Capitulo 1 veremos a nao existéncia de solugdo para A > A;.

Por outro lado, embora o método utilizado em [13] e [14] permita que f troque de sinal
em 2, este nao pode ser aplicado para todos os valores de A em (—o0, A;).

Surge entao nessa historia o trabalho de Deng [22]. Em tal artigo, o autor permite que
A seja qualquer valor em (—o0, A1) e supde que f > 0 em 2, embora seu método funcione

apenas com u, > 0 em €2, mas exige que f se anule sobre 0f2.



No Capitulo 1 discutiremos sobre o problema (1) e forneceremos um resultado baseado na
continuidade de \; em relacao a €2, o que preenche as lacunas apresentadas acima. Também
neste capitulo discutiremos sobre a hipétese de positividade introduzida em [13] e mais,
apresentaremos uma simplificagdo de um resultado de Fortunato-Jannelli [26] sobre multi-
plicidade de solugoes nao-positivas para a equagao do problema (1) em dominios cilindricos.

A idéia inicial era considerar problemas semelhantes ao problema (1) envolvendo o
operador biharmonico, e mais geralmente o poliharmonico, com condi¢cao de fronteira do

tipo Navier. No entanto, o problema nao-homogéneo

A’y = ul+ eg(z) em Q, @)
u, Au = 0 sobre 0f),

com ¢ = 2, — 1 ja foi considerado por Guedda [30], onde 2, é definido como nas Notagdes
Basicas do inicio deste texto.

Da equivaléncia entre a equacao (2), quando g € C''(Q), e o sistema

—Au = wvem ),
—Av = u?+eg(x) em
u,v = 0 sobre 0f),

passamos entao a considerar o sistema Hamiltoniano

—Au = v’ +ef(z) em Q,
—Av = u?+eg(z) em
(3)

u,v > 0em €,
u,v = 0 sobre 012,

analisando suas caracteristicas em relagdo a posicao do par de poténcias (p,q) em toda a

regiao do plano (0, +o00) x (0, +00), e também os sistemas

—Au = au+bv+ P +ef(z) em Q,
—Av = cu+dv+ul+eg(zr) em Q,
u,v > 0em €,
u,v = 0 sobre 0f),

([ —Au = au+bv+uP +ef(z) em Q,

—Av cu+ dv +v? + eg(z) em ,
u,v > 0em €,

0 sobre 052,

U, v



quando p,q > 1, onde a parte nao-homogénea nos trés ultimos sistemas satisfaz:
(P) f,g € C*(Q) nao sao simultaneamente identicamente nulas e u,, v, > 0 em €.

A existéncia de alguns resultados relativos ao sistema (3), por exemplo os de Cao-Han [11],
Han-Liu [31] e Montenegro [39], estimulou a busca por novos resultados para tal sistema no
caso onde o par de poténcias (p, q) estava fora da regido considerada por tais pesquisadores,
além da procura pelo aprimoramento dos resultados em regides onde o par (p,q) ja havia
sido considerado.

Como introduzido por Clément et al. [12] e Hulshof-Van der Vorst [32], uma importante
hipérbole no estudo de (3), quando N > 3, é dada por

1 1 2

- _l_ - = R
p+1 qg+1 N
e dizemos que o sistema (3) é subcritico, critico ou super critico quando o par de poténcias

(p, q) estd respectivamente, abaixo, sobre ou acima de tal hipérbole. No entanto, a hipérbole
pqg=1

também assume um papel importante para o estudo de (3), uma vez que tal sistema pode

ser classificado da seguinte forma:

e superlinear se pq > 1;

e sublinear se pg < 1.

Os resultados da literatura matemética referente ao sistema (3) no caso superlinear, de
Cao-Han [11] e Han-Liu [31], estao restritos a condigao p, ¢ > 1 e nossa principal contribuigao
neste caso foi a de abordar tal assunto quando uma das poténcia é menor que 1.

No caso sublinear, o sistema (3) é uma caso particular dos sistema abordados por Mon-
tenegro [39], mas os resultados obtidos em tal artigo, referentes a solugbes positivas exigem
que f e g sejam fungdes nao-negativas, enquanto que em nossos resultados exigimos somente
que a condi¢ao (P) acima seja satisfeita, permitindo desse modo que f e g mudem de sinal
em (2.

Procurando obter mais resultados sobre o sistema (3), foi considerado o caso particular

onde f = 0. Neste caso, o sistema (3) é equivalente & equagao quasilinear
—A((-Aw)'?) = u?+eg(x) em Q,
u,—Au > 0em , (6)
u, Au = 0 sobre 052,



que se transforma na equagao (2) quando p = 1.

Para apresentar os resultados obtidos referentes ao sistema (3), consideremos o gréfico:

q N

sublinear  [] superlinear e subcritico supercritico
— critico — em andlise grafico para N > 5

e Se N > 1epq<1; para cada € > 0 mostramos a existéncia e unicidade de solug¢ao no
Capitulo 2.

e Se N >1epqg>1; no Capitulo 2 mostramos a existéncia de no minimo uma solugao
quando € > 0 é suficientemente pequeno. Ainda nesse capitulo, se € > 0 é grande o

bastante e p,q > 1, mostramos a nao-existéncia de solugao.

1 2 , C A
+ —— > 1— —; no Capitulo 3 mostramos a existéncia de
p+1 qg+1 N

no minimo duas solugoes para € > 0 suficientemente pequeno quando f = 0.

e Se N>1,pg>1le




1 1 2

e SeN>3, f=0, —— + —— =1— — e com a seguinte hipdtese adicional
=8 /=0 et T N & P
N =3,4,5,6: p<
Y ) pl N—2’
N=7....12: = "
77 Y 2<p<N_27
N +6 N

> : < —_—
A A =)

verificamos no Capitulo 4 a existéncia de no minimo duas solugoes, quando € > 0 é

suficientemente pequeno.

Observamos que, consta como um problema em aberto a questao de nao-existéncia de
solucdo para (6) para valores grandes de €, no caso em que pq > 1 com uma das poténcias
p ou g menor que 1.

A busca por multiplas solugoes de (6) no caso superlinear (pg > 1), tanto subcritico
ﬁ + q% > 1 — £ (Capitulo 3) quanto critico ﬁ + q%l =1— 2 (Capitulo 4), ¢ realizada
por meio da teoria de Pontos Criticos. E mais, a possibilidade de se obter tais pontos
criticos, estd intimamente ligada a um tipo de compacidade para o funcional, a conhecida
condigao de Palais-Smale. Lembramos entao que, se E é um espago de Banach, I € C!(E, R)
e ¢ € R, dizemos que o funcional I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢, ou de
forma mais abreviada, que I satisfaz (PS),, se toda seqiiéncia (u,) C E tal que I(u,) — ce
| I'(un) ||z — O possui uma subseqiiéncia convergente. E dizemos que I satisfaz a condigao
de Palais-Smale, ou simplesmente que [ satisfaz (PS), se satisfaz (PS), para todo ¢ € R. No
caso subcritico, mostramos que o funcional associado a esse problema satisfaz a condicao
(PS), enquanto que no caso critico o Principio de Concentragao de Compacidade de Lions
[37] ¢é utilizado para localizar os niveis ¢ onde o funcional associado satisfaz a condicdo
(PS),.. Em ambos os casos, para empregar a Teoria de Pontos Criticos no tratamento da
equagao (6), provamos um Teorema de Representacao de Riesz, Teorema D.7, que oferece
uma caracterizagao do espago dual do espago de Sobolev W27 () N VVO1 ().

No Capitulo 5, estudamos o sistema (5) e obtemos resultados de existéncia de solucao
para € > 0 suficientemente pequeno e de nao-existéncia quando € é grande o bastante. Um
resultado de multiplicidade de solucao é obtido quando tal sistema ¢ gradiente e subcritico,
empregando para isso métodos semelhantes aqueles aplicados nos Capitulo 1 e 3.

Por fim, no Apéndice E apresentamos algumas identificacoes dos espacos de Sobolev em

intervalos limitados de R, que podem ser tteis para o tratamento de EDO’s nao-lineares.



CAPITULO 1

Uma equacao semilinear

nao-homogéenea

Nesta capitulo consideramos o problema

—Au = du+uP+ef em
u > 0em (1.1)
u = 0 sobre 012,

em um dominio limitado Q C RY com N > 1 de fronteira regular, para p > 1 onde € > 0 é

um parametro e a funcao f satisfaz a condicao a seguir
(P) f € CY9Q) nio identicamente nula e u, > 0 em ().

Primeiramente, observe que:

/fgpl dx—/ —Au, )@ dx/u*(—Agpl)dx:)\l/u*cpl dx > 0. (1.2)
Q Q

Assim, se (1.1) tem solugao, segue de (1.2) e de
Al/ucpldx:)\/ugpldx+/upgpldx+e/fcp1dx
Q Q Q Q

Logo, o estudo de (1.1) é restrito ao caso A € (—o0, \1).

que A < Aq.

O problema (1.1) é um problema bastante explorado, no entanto temos como objetivo

preencher algumas lacunas deixadas por outros pesquisadores.

11



SECAO 1.1 ¢ CASO HOMOGENEO 12

1.1 Caso homogéneo

Nesta se¢ao tratamos do problema (1.1) quando € = 0, isto é

—Au Au+ uP em €,
u > 0em (1.3)
u = 0 sobre 0f).

Seja p > 1 e no caso em que N > 3 também suponha p < 2* — 1. Nesse caso pode-se

aplicar o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz [2] ao funcional

1

1
J(u) = 5/9\Vu\2 — \ul® dz — m/ﬁ‘uﬂpﬂ dx

para se obter uma solugao de (1.3).

Quando N > 3, p > 2*—1 e A <0, pode-se aplicar o multiplicador de Pohozaev x - Vu
para mostrar a nao existéncia de solugao para (1.3) quando €2 é um dominio estrelado em
relagao a origem.

Se N>3, p>2"—1e )€ (0,\), uma excelente referéncia para (1.3) é o artigo de
Brezis-Nirenberg [5], onde os autores introduzem o conceito de que N = 3 ¢é a dimensao
critica para o estudo de (1.3) com p = 2* — 1.

No caso N > 4 e p = 2* — 1, Fortunato-Jannelli [26] provaram um teorema de multipli-

cidade de solucao referente ao problema

{ —Au = M+ |ul* Puem Q, (1.4)

u = 0 sobre 012,
quando o dominio  C RY ¢ um cilindro. Vejamos

Teorema 1.1 (Fortunato-Jannelli). Seja Q = w X (a,b), onde w C R¥™' com N > 4 é um
dominio limitado de fronteira reqular e X > 0. Entao, para cada R > 0 existe uma solu¢ao
ug de (1.4) tal que I\(ug) > R, onde

1 1
I,\(u):§/Q|Vu|2 dx—%/ﬂuzdx—g/gm

Como mostrado originalmente por Brezis-Nirenberg [5], um das dificuldades ao se estudar

> da. (1.5)

o problema (1.4) é que o funcional I, definido em (1.5) ndo satisfaz a condigdo de Palais-

Smale em toda reta real. O método dos autores de [26] consiste basicamente em considerar
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a restricao do funcional I, a certos subespacos fornecidos pela simetria do dominio. Isto
garante mais compacidade, uma vez que tais restricoes satisfazem a condicao de Palais-
Smale em intervalos cada vez maiores, permitindo assim aplicar o Teorema do Passo da
Montanha.

Apresentamos uma demonstracao bem mais simples para o Teorema 1.1. A idéia consiste
basicamente em encontrar uma solugdo positiva num sub-cilindro de w x (a,b) e estender
esta solugao, via simetria do dominio, para uma solu¢ao de (1.4) no cilindro todo. Tal
demonstragao fornece uma outra informagao além daquela do Teorema 1.1, especificamente
a quantidade de conjuntos nodais de tais solucgoes.

A demonstracao apresentada a seguir para o Teorema 1.1 é de fato inspirada em alguns
dos cdlculos de [26].

Demonstracao do Teorema 1.1

Considere por simplicidade e sem perda de generalidade (a,b) = (0, 7). Denote por {y;};
os autovalores de (—A, Hg(w)) e por {v;}; as auto-fungdes associadas a tais autovalores.
Aqui, 2’ representard um ponto genérico de w e t um ponto arbitrdrio de (0,7). Entao
{v;(2')sin(k t)};x sdo as auto-fungoes de (—A, H (w x (0,7))) e {; +k?};x seus respectivos
autovalores.

Dado A > 0, seja mo(A) = min{m € N : y; + m? > A}, e para cada m € N considere
Q= w x (0,7/m). Como p; +m? é o primeiro autovalor de (—A, H}(,,)), entdao para

cada m > my, segundo [5], existe uma solucao positiva u, para

—Au = du+|ul” ?uem Q,
u = 0 sobre 0€,,,

via minimizagao e Principio Variacional de Ekeland. Se

1 A 1 .
I,\m(u)zi/Q |Vu|? d:r—§/9 u2dx—§/9 lu* dz,

novamente por [5]

1 A N/2 N/2
Am(ttm) N< u1+m2)

Como {v;(z') sin(kmt)},x é uma base de Hj(Q,), u,, pode ser escrita como u,,(z/,t) =

> ket Cik (@) sin(kmt), com 2’ €W e t € [0, 7/m].
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Agora, considere u,, a extensao natural de u,, a €2 dada por

o
U (2, 1) = Y cjpv;(a)sin(kmt), o' €@, t € [0, 7).
]7k:1
Tal extensao é exatamente uma série de m reflexoes de u,,, € 0 seu comportamento é
idéntico ao da fungao sin(mt) em [0, 7] em relagdo a sua restrigao a [0,7/m]. Entao u,, é

uma solugao de (1.3), tem exatamente m conjuntos nodais e

N/2
L(i,) > 2 I SNZMIZER 4 oo

1.2 Caso nao-homogéneo

Nesta segado vamos melhorar um resultado de Deng [22] referente a equacao (1.1) com

€ > 0. Em seu trabalho Deng mostrou o teorema que segue.

Teorema 1.2 (Deng). Sejap > 1 e f € CYQ) tal que f > 0 é ndo identicamente nula em
Q e f =0 sobre 0N). Entao:

e para cada N € (—00, \y) existe € com 0 < € < 400, tal que (1.1) tem solugdo minimal

para todo € em (0,€*| e nao tem solugdo para € > €*;

e ¢ para cada X € [0,)1) e € € (0,€%), existe uma sequnda solugdo para (1.1), qualquer

que seja 1 < p < 400 se N =1,2 e desde que 1 < p < 2" —1 quando N > 3.

Para provar esse teorema Deng procede da seguinte maneira. Para encontrar a primeira
solucgao é utilizado o método de subsolucao e super-solucao, onde uy, = 0 é a subsolucao e a
super-solucao é da forma ug = d¢;.

Para que ug seja super-solucao, a necessidade de se exigir que f = 0 sobre 0 é pelo fato
de que, a desigualdade

A1 > Aop1 + (0p1)P +€f, em Q (1.6)

deve ser verificada. Observe que tal desigualdade nao é verificada por exemplo quando f =1
em €2, uma vez que 1 anula-se em 0f). Uma vez encontradas a subsolugao e a super-solugao,
aplica-se 0 método de iteragdo monotonica para obter uma solu¢ao de (1.1) nas condigoes

do Teorema 1.2 e com € > 0 suficientemente pequeno. Define-se entao

¢ =sup{e > 0: (1.1) admite solucao}.
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O método de subsolugao e super-solugao permite mostrar a existéncia de solugao minimal
para (1.1) em todo o intervalo (0, €*) e também para €* como um caso limite.
Seja u, a solugdo minimal de (1.1). Para obter uma segunda solugao u de (1.1), escreve-se

u = u. + w onde w é uma solucao de

—Aw = dw+ (w+u)? —uf em Q,
w = 0 sobre 012,

a qual é obtida via métodos variacionais. A hip6tese A > 0 e ¢ € (0,¢) é crucial para
realizacao dos calculos de Deng.

Nossa contribui¢ao sobre a equagao (1.1) é que obtemos os mesmos resultados do Teorema
1.2, no entanto com condi¢oes mais fracas sobre f. E isso é uma conseqiiéncia do préximo

resultado.

Teorema 1.3. Suponha (P),1 <p < +00 e A € (—00, \1). Entao eziste € > 0 tal que (1.1)
tem uma solucao positiva minimal u. para 0 < € < € e nao admite solugao para € > €*.

Além disso, u. € C**(Q) para qualquer o € (0,1).

Uma vez demonstrado o resultado de existéncia de solugao para (1.1) sob as hipdteses
do Teorema 1.3, procedemos de forma andloga a [22] para a obtencao de todos os resultados
desse trabalho com f nao necessariamente se anulando sobre 92 e também podendo trocar

de sinal em ().

Demonstracao do Teorema 1.3

Esta demonstracao é baseada na continuidade de \; em relagao a €2, como apresentada
em [10] e [17]. Para ser mais preciso, dado qualquer 0 < A < A{(f2), existe um dominio
limitado ' C RY de fronteira regular tal que Q@ CC ' e X < A\ () < M\ (Q), onde a
segunda desigualdade segue apenas de 2 CC 0.

Dado A < A\(Q), considere ' C RY um dominio limitado de fronteira regular tal que
Qcc Qed< M) < MQ). E daro que uy = eu, é uma subsolucao de (1.1). O
objetivo agora é encontrar uma super-solucao de (1.1) da forma ug = d¢}, onde ¢j = ¢1(Y)
e \] = M\ ().

No entanto, d¢) é uma super-solugao de (1.1) se, e somente se d(A] — N)p] — (6p))P > €ef

em (2, mas essa desigualdade é satisfeita se

(N1 = A)opy — (0¢1)F > €| flq em Q.
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Para e > 0 suficientemente pequeno, é possivel encontrar 4 > 0 também pequeno tal que
a desigualdade anterior seja verificada, pois ¢} > a > 0 em  para uma certa constante « e
p > 1.

Por outro lado, é necessdrio que ug > u, isto é, d¢)| > eu, em Q. Mas tal desigualdade
também pode ser realizada para € > 0 suficientemente pequeno, uma vez que ¢} > a > 0
em .

Entao por um processo de iteracao monotonica aplicado a subsolucao ug = €u,, obtém-se
uma solugao u, de (1.1) para € > 0 pequeno o bastante.

A solucao u,. obtida acima é a solucao positiva minimal. De fato, uma vez que qualquer
solucdo u de (1.1) satisfaz u > us, = eu, em €2, pode-se mostrar por indugao que u > u,, em
), onde u,, é qualquer elemento da seqiiéncia construida pelo método de iteracao monotonica
aplicado a subsolucao us = eu,. Conseqiientemente, como o método iterativo acima também
garante que u,, — u pontualmente em ), tomando-se o limite quando n — oo, obtém-se que
u > u, em ).

Quanto a nao-existéncia de solugao para e grande, foi observado em (1.2) que (P) garante
que [, ferdz > 0. Por outro lado, a fun¢ao j(t) == (A — \)t — tlp definida em [0, +00) é

r_PD—

limitada superiormente e seu valor maximo é o, = (A\; — A\)?~T ——. Assim, se (1.1) possui
p—1

uma solugao, entao usando ; como uma funcao teste e integrando (1.1) por partes tem-se

)\1/u<p1dx:/VuV<p1dx:)\/ug01dx+/upgoldx—l—e/fgoldx
Q Q Q Q Q

e <« 7&2@1(&
N prf‘Pldx.

Seja €* = sup{e > 0 : (1.1) possui uma solu¢ao}. A estimativa acima fornece uma cota

e assim

superior para €*.

Como a existéncia de solu¢ao implica na existéncia de solugdo minimal para (1.1), fica
mostrada a existéncia de solu¢gdo minimal para (1.1) para todo € € (0,€¢*). Finalmente,
procedendo como em [22], mostra-se a existéncia de solu¢ao minimal para (1.1) também
para € = ¢*, através de um argumento de aproximacao.

A questao de regularidade é uma conseqiiéncia de algumas imersoes de Sobolev, do Teo-
rema D.3 sobre a teoria de solugao forte, do Teorema H.1 sobre desigualdades de interpolagao,
do Teorema H.2 e das estimativas de Schauder.

O processo de iteragdo monotonica e a regularidade sao feitos através de argumentos
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comumente utilizados, por isso foram omitidos aqui, no entanto, podem ser feitos como na

demonstracao do Teorema 2.3.

1.3 Hipotese de positividade

Tratamos nesta se¢ao da hipdtese de positividade (P). Pelo Principio do Médximo, sabemos
que toda funcao ndo-negativa f € C*(Q) e nao identicamente nula satisfaz (P). No entanto,
existem fungoes que trocam de sinal em 2 e também satisfazem (P). Apresentamos a seguir

alguns exemplos no caso unidimensional.

Exemplo 1.4. Considere Q = (0,2), fi(t) = —6t + 8 e fo(t) = 12t + —24¢t + 10. Observe
que f1 e fo mudam de sinal em (0,2), mas uy(t) = t(t — 2)* € positiva em Q e uy,(t) =
—t(t — 1)%(t — 2) € positiva em (0,1) U (1,2) com ug,(1) = 0.

Por outro lado, também pelo Principio do Méximo, toda fun¢ao nao-positiva f € C*(Q)
nao satisfaz (P). No entanto, mostramos via multiplicador de Pohozaev uma outra condigao

que assegura a nao validade da hipétese (P).

Proposicao 1.5. Seja Q C RY um dominio limitado de fronteira reqular e estrelado em
relacdo a origem. Suponha que

%f(x)+x-Vf(:c)<0, Vel (L.7)

Entao u, assume valor negativo em algum ponto de ).

Demonstracao. Da regularidade de 92 e f tem-se que u,, a solucao de

{—Au* = fem Q,

(1.8)
u, = 0 sobre 01,

estd em C?(Q). Integrando a expressio abaixo por partes e lembrando que a condicdo de

contorno fornece Vu, = %“*7] em 0f2, obtém-se que
"
N —2 1
/ —Au,(x - Vu,)de = ———— / Us(—Auy) de — = / V| (- 1) dS. (1.9)
Q 2 Q 2 Joq

Por outro lado, uma vez que u, = 0 em 0f) integra-se a expressao f(z)(z - Vu,) por

partes para obter

/Qf(x)(xVu*) dr = —/Q(Nf(x) + - Vf(z))uz)de. (1.10)
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Segue de (1.8), (1.9) e (1.10) que

%/{)Q\Vu*f(x-n)dS:/Q(?f(x)jtx-Vf(x)) () da.

Pelo fato de o dominio € ser estrelado em relagao a origem, segue de (1.7) que u, deve

assumir valores negativos em (2.
]

Mais informagoes sobre este assunto de positividade podem ser encontradas em [8] e [9].



CAPITULO 2

Uma classe de sistemas semilineares

nao-homogeéeneos

Seja 2 C RY, com N > 1, um dominio limitado de fronteira regular. Vamos considerar

neste dominio o sistema nao-homogéneo

—Au au + bv +vP 4+ ef em €,
—Av = cu+dv+uf+egem (),
u,v > 0, em 2
u,v = 0 sobre 0f2,

(2.1)

que é de tipo Hamiltoniano quando a = d.

Neste capitulo, estamos empenhados na procura por solugoes cldssicas do sistema (2.1).

Quando a = b = ¢ = d = 0, o sistema (2.1) pode ser classificado da seguinte forma:
sublinear quando pg < 1 e superlinear quando pg > 1. Neste capitulo, tratamos o caso
pq < 1 de forma completa, no entanto alguns aspectos para o caso pg > 1 também serao
abordados.

Uma vez que estamos interessados em solugoes positivas, é natural impor alguma condicao
de positividade na parte nao-homogénea. Por isso, neste capitulo assumimos a seguinte

hipétese:
(P) f,g € C1(Q) nao sao simultaneamente identicamente nulas e u,, v, > 0 em Q.

19
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Observe que (2.1) é uma extensao para uma classe de sistemas da equagao (1.1), tratada

a b

no primeiro capitulo e a matriz A = < g ) que aparece em (2.1) assume o papel de A

c
m (1.1). Aqui vamos supor que:

(H1) A é cooperativa, isto é, os termos b e ¢ satisfazem b, c > 0.

(H2) Os autovalores de A sdo menores que ;.

A hipédtese A € (—o0, A1) que aparece no estudo de (1.1) em [22] é a condigao necessaria

e suficiente para a verificacao do principio do maximo forte para a equacao linear
—Au = A u+ f, em .

Em virtude de alguns resultados encontrados em de Figueiredo-Mitidieri [20], referentes ao

principio do maximo forte para o sistema linear

—Au = au+bv+ fem
—Av = cu+dv+gem (),

nossa hip6tese (H2), sobre a matriz cooperativa A, é exatamente a extensdo natural da
hipétese A € (—o0, A1) no problema (1.1).

Neste ponto podemos enunciar nosso primeiro resultado.

Teorema 2.1. Suponha (P), (H1) e (H2) e que p,q > 1. Entao existe €* > 0 tal que (2.1)
possui uma solugdo minimal positiva (u.,v.) para 0 < € < € e nao possui solugdo para
€ > €. Além disso, (ue,v.) € C**(Q) x C**(Q) para qualquer a € (0,1).

O Teorema 2.1 estende um resultado de [11] e [31]. As hipdteses (P), (H1), (H2) e p,q > 1
garantem que o sistema (2.1) tem o mesmo comportamento da equagao (1.1) tratada sob as
hipoteses do Teorema 1.3 e permitem o emprego do método de subsolucao e super-solucao
sem nenhuma surpresa.

O préximo resultado, que trata o sistema (2.1) quando A = 0, apresenta algo mais
interessante que o resultado anterior e estende uma vez mais um resultado encontrado em
[11] e [31]. Nesse resultado, mostramos que é possivel empregar o método de subsolugao e
super-solucao apenas sob a hipdtese pq > 1, incluindo dessa forma casos quando uma das

equagoes de (2.1) é sublinear e a outra é superlinear.
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Teorema 2.2. Suponha p,q > 0 tais que pq > 1, além disso que a hipdtese (P) seja satisfeita
e A=0. Assim;

(i) se p,q > 1 entao existe € > 0 tal que (2.1) tem uma solugao minimal positiva (ue,v)
para 0 < € < € e ndo possui solugio para € > €. Além disso, (ue,v.) € C**(Q) x

C**(Q) para qualquer o € (0,1).

(i1) sep <1 ouq <1 entdo existe € > 0 tal que (2.1) possui uma solu¢ao minimal positiva

(te,ve) para 0 < € < €. Além disso, (ue,v.) € C**(Q) x C**(Q) com a = min{p, q}.

A questao sobre a nao-existéncia de soluc¢ao para (2.1) quando pg > 1 e A =0, no caso
onde uma das poténcias esteja em (0, 1) para e > 0 suficientemente grande, ainda permanece
em aberto.

Quando A =0 e o produto pg < 1, temos um outro resultado referente ao sistema (2.1).
Nesse caso, o sistema (2.1) possui uma caracteristica sublinear, e o nosso resultado estende
alguns dos resultados de [36] e [39].

Teorema 2.3. Além da hipdtese (P) suponha que p,q > 0 com pq < 1 e A = 0. FEntao,
para cada € > 0, o sistema (2.1) tem wma tinica solugcdo (u,v) € C**(Q) x C**(Q) com

o = min{p, ¢}

2.1 Demonstracao dos Teoremas

2.1.1 Demonstracao do Teorema 2.1

Esta demonstragao é baseada na continuidade de \; em relagao a (2.

Para cada t € R, considere a matriz 2 x 2

—c t—d
B(t) = .
t—a —b
O seguinte lema ¢ a chave para iniciarmos a demonstragao do Teorema 2.1.

Lema 2.4. Se as hipdteses (H1) e (H2) sao verificadas entdo existe um dominio limitado
Q' de fronteira regular tal que Q CC ' e B(A()) possui um autovalor positivo com

autovetores de entradas de mesmo sinal.
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Demonstragao. Pelas hipéteses (H1) e (H2) tem-se que
a,d < A (2) e (A(Q2) —a)(Ai(R2) —d) — be > 0.
Entao, o maior autovalor de B(\{(12))

A= A\(Q) = —(b+e)+/(b+c)2+4 ((;\1(9) —a)(M(Q) — d) — be)

é positivo e com autovetores da forma

. )\1(9) —a
(0,0) = <a, ma) , 0 €R.

Pela continuidade de A\; em relacao a €2, existe um dominio limitado de fronteira regular
Q' tal que Q CC ' e tal que todas as desigualdades, identidades e afirmacoes de positividade

acima sao verificas quando A;(2) é substituido por A;(€).

Com isso, estamos prontos para demonstrar o Teorema 2.1.

E claro que (us,vs) := (eu,, ev,) é um par subsolucio para (2.1).

Seja €' como no Lema 2.4 e denote, A := A\ () e ¢} := v1()'). Procura-se encontrar
um par super-solucao de (2.1) da forma (ug,vs) = (o), 0¢}), onde (o, ) é um autovetor de
B(A\(€)), com entradas positivas, associado ao autovalor positivo A = A(A\(€')).

E evidente que (o, 0) pode ser considerado tao pequeno quanto se queira. Dessa forma,

é imposto que

{ Niogr) = —Alogr) = alowh) +b(0p) + (091)" + €f em @,
>

N0 = —ABg) > clogh) +d(0g) + (07))T + eg em Q,

isto é,
{ A0e)) = (00,)7 = (N, — a)a — bB) @ — (04)P > ef em €,
Mop)) = (09))? = (—co 4+ (N = d)f) | — (0¢p})? > €g em Q.

No entanto, as desigualdades acima sao satisfeitas se
{ A1) — (091)" = (A, — a)o —bb) o — (0¢1)" = €|f|, em Q,
AMoph) = (0p1)! = (—co + (X, = d)f) ) — (0p1)? = €lgl, em £,

mas essas ultimas desigualdades sao trivialmente verificadas para € > 0 pequeno o suficiente,

pois p,q > 1 e ¢y > a >0 em (Q para alguma constante a.
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Por outro lado, é necessario que ug > us € vg > v em €, isto é, que ogp| > €u, e
0t > ev, em €, o que é verdade para € pequeno o bastante, pois ¢} > o > 0 em (.

Entao através de uma iteracdo monotonica aplicada ao par subsolucao (ug, vs) obtém-se
a existéncia de um par soluc¢ao (ue,v.) de (2.1) para € > 0 suficientemente pequeno.

Na verdade, o par solugao (u.,v.) obtido acima é o par solugdo minimal para o sistema
(2.1). De fato, uma vez que qualquer par solucdo (u,v) de (2.1) satisfaz u > us = eu,
ev > v, = eu, em {2, pode-se mostrar que u > u, e v > v, em ), onde (u,,v,) é
qualquer elemento da seqiiéncia construida pelo método de iteragao monotonica aplicado ao
par subsolugao (ug,vs). Conseqiientemente, tomando o limite, chega-se que u > u, e v > ..

De um lado, por (P) tem-se que

/(f+g)g01d93:/(Vu*—l—Vv*)Vapldx:Al/(u*+v*)<p1dx>O.

Por outro lado, de (H1) e (H2) segue que a fungao j(t, s) :== (A —a)t—t14+(A\; — d) s —s?

definida sobre [0, +00) x [0,+00) é limitada superiormente e seu valor maximo é «a,, =

(A — a)qqu qil + (A —d)FT p_%l. Se (2.1) possui uma solugao, entdo usando ¢; como
q— p—

fungao teste, integrando (2.1) por partes, e pela hipétese (H1) conclui-se que

/(()\1—a)u—uq—l—()\l—d)v—vp)gpldxze/(f+g)<p1dx,

e portanto
fcpl dx
e< g,
= MU+ g)erda

Seja entdao €* = sup{e > 0 : (2.1) possui uma solugdo}. A estimativa acima para e
fornece uma cota superior para €*.

A questao de regularidade é feita através de imersoes de Sobolev, dos Teoremas D.3, H.1,
H.2 e das estimativas de Schauder.

O processo de iteracao monotonica e a questao sobre a regularidade das solugoes sao
feitas através de argumentos comumente utilizados e podem ser feitos de modo semelhante

a demonstracao do Teorema 2.3.

2.1.2 Demonstracao do Teorema 2.2

A tnica dificuldade para se aplicar o método de subsolucao e super-solucao para os

problemas considerados neste capitulo é em relagao a existéncia de super-solugao.
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A técnica empregada para mostrar a existéncia de um par super-solugao para (2.1), sob
as hipdteses do Teorema 2.2, é uma adaptagao do método encontrado em [18] e [19]. Para a

realizacao de tal adaptacao utilizamos as notagoes abaixo:

—Ae; = lemQ, —Aey; = el em Q, —Aez = ef em Q,
e1 = 0 sobre 012, es = 0 sobre 012, es = 0 sobre 012,

—Aey, = vPem Q, —Ae; = ulem €,
es = 0 sobre 012, es = 0 sobre 0f2.

Com o intuito de apresentar com clareza a adaptagao do método de subsolucao e super-

solugdo empregado em [18] e [19], o seguinte caso particular de (2.1) serd considerado

—Au
—Av = u?4€eg em (),

vP em (),

u,v > 0em €,
u,v = 0 sobre 0f),

o qual pode ser reescrito na forma

—A((-Aw)'?) = u?+egem €,
u,—Au > 0em €, (2.3)
u,—Au = 0 sobre 0S2.

Como antes, (us, vs) denota um par candidato a subsolugao e (ug,vg) um par candidato
a super-solucao de (2.1) ou (2.2).

Primeiramente, veja que u; = €Pe, sempre é uma subsolugao de (2.3), pois
—Auy = P — —A ((—Aug)?) = eg < ul + eg.
Para encontrar uma super-solugao para (2.3) as idéias dos autores de [18] e [19], quando

consideram o problema

{ —Au = g(u) em €, (2.4)

u = 0 sobre 012,

sdo seguidas. Para encontrar uma super-solugao para (2.4), sob hipéteses adicionais sobre

inf{M:u>O}< L ,
u l€1]o

g, impoem-se que
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e encontra-se uma super-solucao da forma w = %61, onde M satisfaz g(j\];) < |61| .
Isso induz a procura por uma super-solugao dé CEOZ.E’)) da forma ug = mPes. Desse1 riloodo,
deseja-se que a desigualdade m > (mPes)? 4+ eg = mPel + eg em € seja satisfeita. Para isso,

basta impor
m (1 —mP " es|? ) > €lg|... (2.5)

Por outro lado, é necessario que ug > ug, ou seja
mPey > éley. (2.6)

Pelo PM, basta impor que —A(mPey — ePey) = mPel — ePvP > 0, no entanto tal de-
sigualdade ocorre se, e somente se me; — ev, > 0 que por sua vez pode ser obtida se

—A(me; — ev,) =m —eg > 0. Desse modo, a desigualdade (2.6) é satisfeita com
m> elgl... 2.7

Mas (2.7) ¢ verificada se (2.5) for verificada. Portanto, é suficiente garantir que (2.5) é

satisfeita. No entanto tal desigualdade é satisfeita para

1 — pq—1 q
it = |@u>ﬂn>0}
Iloo

e < €, com €y = max{

pois pq > 1.

Dos célculos acima, observa-se que (ug, vs) = (€Pey, €v,) é um par subsolugao e (ug, vs) =
(mPey, mey) é uma par super-solugao para (2.2).

Seguindo as idéias apresentadas acima, aplica-se o método de subsolucao e super-solucao

para encontrar uma solugao de (2.2) sob as hipéteses (P) e pg > 1, quando 0 < € < €.

Observacao 2.5. E claro que o método acima também funciona quando € substituido eg(x)

em (2.3) por eg(z)u” com 0 < r e com g(x) > 0 em §). Esta obervagao serd empregada no

Capitulo 4 para o caso em que 0 < r < %, quando (2.3) é um problema do tipo concavo-

CONVETO.

Primeiro caso: ¢ > 1

Os candidatos para subsolugao e super-solucao para (2.1) com A = 0 sdo

Uus = ey + euy, vy = €v,, ug = mPeg + €u, € vg = me;.
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Tais candidatos sao de fato subsolucao e super-solucao quando € é suficientemente pe-
queno, pois
—Auy = PP +ef = (vs)P + €f,
{ —Avg = eg < (ug)? + €g,

—Aug = mPel +ef = (vg)? + ef,
—Avs =m > (ug)?+ €g = (mPey + euy)? + €g,
onde a ultima desigualdade estd sendo imposta.
O que precisa ser feito é mostrar que us < ug, vs < vg e que (ug,vg) é, de fato, um par

super-solucao. Para isso, basta impor que
m > (mP |ea|  + €lusl ) +€lgl,, - (2.8)

Desde que ¢ > 1, tem-se que (a + b)/? < a'/9 4 b4, para todo a,b > 0. Dessa forma,
2.8) ¢ verificada se, e somente se mY? > mP |es|  + € |u,|_ + €/ l/q, que por sua vez ¢
o o g o

verificada se, e somente se

pq—1

m (1= ™ Jeal ) > efual +€2]glL7. (2.9)

Assim, (2.8) é verificada se (2.9) for também verificada.

Por outro lado, deseja-se que ug > us € vg > vy, isto é, mPey > €Pey € me; > ev,. Mas,
—A(mPey —ePey) = mPel —ePvP > 0 se, e somente se me; > ev,, e para que —A(me; —ev,) =
m — eg > 0, basta impor que

m > €lgl|, - (2.10)

No entanto, (2.10) é verificada se (2.9) for verificada. Sendo assim, ¢ suficiente verificar
(2.9). Mas (2.9) é trivialmente verificada se € for suficientemente pequeno, mais precisamente,

se 0 < € < ¢ onde ¢ ¢ tal que

pq—1

v lea| ) :m >0}

€0 |t o, + (€0)7 |g]* = max{m"1(1 —m

Segundo caso: p > 1

Pode-se proceder de forma analoga ao caso ¢ > 1 considerando

Us = €Uy, Vs = €ley + vy, ug = meje vg = mies + ev,.
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Em ambos os casos p > 1 ou ¢ > 1, o método de iteracao monotonica permite concluir
sob as hipdteses do Teorema 2.2, que (2.1) possui uma solugdo para € > 0 suficientemente

pequeno. Para finalizar, define-se

€ =sup{e > 0: (2.1) admite solugao}.

2.1.3 Demonstracao do Teorema 2.3

Fica evidente na demonstracao que segue que a condicao pg < 1 implica que o parametro
€ nao é importante neste caso. Por este motivo, sem perda de generalidade consideramos
e=1.

Para mostrar que (2.1) possui uma soluc¢ao sob as condigdes do Teorema 2.3, procede-
mos utilizando um método iterativo. Aplicamos tal método a partir de uma subsolucao
evidente para construir uma seqiiéncia crescente de subsolugoes limitadas superiormente por
uma constante e, através de imersoes de Sobolev, demonstramos que tal seqiiéncia converge
para uma solucao do problema em questao. Ressaltamos que o argumento descrito acima
¢ baseado em alguns calculos encontrados em [36], enquanto que o método empregado para
obter a unicidade ¢ uma adaptac¢do de um argumento em [39].

A demonstracao do Teorema 2.3 no caso quando f = g = 0 pode ser encontrada em [36].

A existéncia

Primeiramente, (ug,vp) := (us, v,) é um par subsolugao para (2.1), lembre-se aqui que
A =0, pois
—Aug = —Au, = f < v+ f, —Avg=—-Av, =g <ud +g.
Agora, defina indutivamente (w41, v,41) para n > 0 como sendo a solucao de
—Aupyr = V24 fem Q)
_Avn-‘rl = ugz +g €1l Q>
Uni1,Uny1 = 0 sobre 0€).

Pelo PMF e pela hipotese de que f e g nao sao identicamente nulas simultaneamente,
prova-se por inducao que u, < Upi1, Uy < v,y em 2 para todo n > 0; sendo que para cada
n, no minimo uma dessas desigualdades ¢é estrita e a desigualdade estrita pode alternar entre

U, € v, no caso quando f ou g é zero. Para ver isso, basta analisar

—A(ug —ug) = v, —A (v —vg) = ug em
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eparan > 1

Uma vez construida a seqiiéncia (u,, v,) nao decrescente em cada componente, o préximo

passo na demonstracao é fornecido pelo préximo lema.
Lema 2.6. Eziste uma constante C' > 0 tal que 0 < u,,v, < C' em Q para todon > 0.

Demonstracao. Por contradicao, suponha que a afirmagao nao seja verdadeira. Pela simetria
do sistema (2.1) quando A = 0 pode-se supor que o, = |u,|,, — +00 quando n — +oo e
a,, €é crescente.

at1
Seja B, = ahtt, escreva u, = a,U, e v, = 3,V,. Entao

1

1
_AUn+1 = (_Aun—l—l) = (Ufl + f) = ((ﬂnvny) + f)
Oé,ll.:,_l Qnt1 aln"rl (211)
_Avn+1 == (_Avn+1> = (Ui + g) = ((anUn)q + g)
/Gn-i-l ﬁn—i—l ﬁn-i—l
A
Seja 0 = 1 < 0. Uma vez que «,, e [3, crescem com n,
p
p(g+1)/(p+1)
Ly < Heyo W
Qpt1 Opy1 Q1 2.12
(2.12)
< [floc + qlpatp=—p=1)/ptlyp _ % +olyr
¢ 1
(e Upn)? + g) < % 4 ag—<q+1>/<p+1>Ug — % + Oéng nzE (2.13)
6n+1 ﬂn 6n

pois |U,|, =1 e ay, 8, — +00 quando n — +oo. De (2.13) e da segunda equacao de (2.11)
segue que |V,| — 0 quando n — +oo. No entanto, de (2.12) e da primeira equacao de

(2.11) isso implicaria que |U,| . — 0, o que é uma contradicgo.

Utilizamos a limitagao acima para construir uma solugao para o sistema. Como
—Aup1 = vy + [, —Avpp =uj + g,

segue das estimativas do Teorema D.4 que u, e v, sao limitadas em H?*({) e portanto

em H}(Q). Passando a uma subseqiiéncia se necessdrio, tem-se que para certas u,v €
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H2(Q) N HY(Q) N L=(Q)

Up — u, v, = v, em H*(Q) e H}Q),
Up — U, v, — v, em L?(Q),

Up — U, Uy — VU, q.b.p..

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que
ub —uP; vl — vl em L7(Q), Vr > 1.

Agora, tomando o limite nas identidades

/Vun+1Vg0:/v£g0+/fg0d9: e /anJer@b:/u%wjt/gwda:

validas para quaisquer ¢ e ¥ funcoes de H}(Q), obtém-se que

/vuwdx:/vp<pdx+/f<pdx e /vvwdx:/uwdx+/g¢dx.

Isto é, u e v em H?(Q) N HJ () N L>(Q) satisfazem

—Au = vP+ fem ()
—Av = u?4gem (),
u,v = 0 sobre 0f),

no sentido de H}(Q) e através das estimativas do Teorema D.4 tem-se que u,v € W?7(Q)
para todo 1 < r < 400 e portando pelas imersoes de Sobolev, u,v € C*7(Q) para qualquer
0 < v < 1. Aplicando entao os Teoremas H.1, H.2 e as estimativas de Schauder conclui-se
que u,v € C**(Q) onde o := min{p, ¢}. Finalmente, aplicando o PMF, conclui-se que (u, v)
é uma solugao de (2.1).

Segue diretamente do PMF, através de um argumento semelhante aquele utilizado na

demonstracao do Teorema 2.1, que a solucao recém-construida é a solugao positiva minimal
de (2.2).

A unicidade

No caso em que p,q < 1, podemos mostrar a unicidade através de um argumento bem
simples, semelhante aquele utilizado em [14] quando uma equagao sublinear é considerada.

No caso geral quando pg < 1, aplicamos a adaptacao de um argumento encontrado em [39].
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Seja (u,v) a solugdo previamente construida. Por contradi¢cao suponha que existe uma

segunda solugao (@, ?) para (2.1) e observe que pelo PMF, @ > u e © > v em 2. Considere
entao os conjuntos:

1

S:{s>0:u—u*>sq7(ﬁ—u*), v—v*>sp7tl(f1—v*) em 2},

A demonstragao consiste basicamente dos seguintes lemas.

Lema 2.7. Os conjuntos S e S" estdo contidos em (0,1).

Demonstracao. Isto é uma conseqiiéncia direta do fato que @ > v e v > v em .

Através do lema anterior, é facil ver que S é um subconjunto de S’, no entanto temos
mais que isso. Veja:

Lema 2.8. Os conjuntos S e S’ sao idénticos.

Demonstracgdo. Se s € S" C (0,1) entao

s oL (ISR 1-pg
“Alu—u—s7 (U—u) ) =vP =57 P> —590 FzoP=(1—-s7 )P >0
p+l p+l p+1 1-pg
—A v—v*—sp(v—v*)>:uq—spuq>uq—sp !

e portanto pelo PMF, s € S.

Lema 2.9. S’ é ndo-vazio.

Demonstracao. Este lema é demonstrado fazendo-se uso do Lema de Hopf.

Sabe-se que &« > u > 0e v > v > 0 em €. Portanto:

—Alt—u)=0P =" >0, t—u>0 em Q e u—u=0 sobre 09,
—Av—v)=ul—u!>0,0—v>0 em Q e v—v=0 sobre 0.

Como 052 é regular, pelo Lema de Hopf, obtém-se que O(ua— w) <0e a(%; v) < 0 sobre
n
0f). Assim oi o 9% o
U u 0] v
— < — <0, — < — <0 sobre 09.
o “ =% e S sobre
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O préximo passo é mostrar que

ou ov
o <0, an < 0 sobre Of). (2.14)

Nao é possivel aplicar o Lema de Hopf diretamente para mostrar (2.14) uma vez que
as desigualdade v + f > 0, u? + g > 0 em €2 podem nao ser verificadas, no entanto, tal
problema pode ser transposto. Por enquanto, suponha que (2.14) é verificada e considere as

seguintes constantes

. ou . 0v . Ou . Ov
a =min —, b=min —, ¢ = min—, b = min —.
89 Jn 0 On

g+1

. . ptl ~
Para s > 0 suficientemente pequeno, as desigualdades s« a—a’ > 0es » b—0b > 0 sao

validas. Entao

s = @) _Ou quTla—a'>0, s » ) v Zsp_:lb—b'>0,
on n on on
isto é, 5 5
—(s%ﬂ —u) >0, —(5%6 —v) > 0 sobre 0f.
In an
Uma vez que s Gi—u=s"r 5—v = 0sobre 05, tem-se que s i—u<0ess —v <0

em uma vizinhanga de 0f).

Seja K CC 2 um conjunto compacto, tomado como o complementar em {2 de tal vizin-
hanca. E claro que para s suficientemente pequeno s —u <0e s b — v < 0em K.
Portanto, s i—u<0es  o—v<0em para s suficientemente pequeno.

Agora é preciso mostrar (2.14). Como u > u, € v > v, em {2, escrevendo u = u + u, €

v =1v+ v, tem-se, u,v >0 em Qe

Ou, v,
< — < Q) 2.1
o = 0, oy = 0, sobre 01, (2.15)

uma vez que iy, v, > 0 em e se anulam sobre 0f).

Por outro lado,

—Au=—-Au—Au, =P+ f—f=vP>0em (,
—Av=—-Av—-Av,=ui4+g—g=u?>0em ()

e u = v = 0 sobre 0f). Entao pelo Lema de Hopf

du

o <0, du < 0 sobre 0f. (2.16)

on
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De (2.15) e (2.16) segue que g—z <0e g—f] < 0 em 0f) mostrando a validade de (2.14),

como desejado.

Da defini¢do do conjunto S é claro que, se s € S entao (0,s) C S. Isto implica que
S é um intervalo aberto pela esquerda. O préximo lema contém a tltima propriedade do

conjunto S, importante na demonstracao do resultado de unicidade.
Lema 2.10. S ¢ um intervalo aberto.

Demonstracao. Pela iltima observacao, basta mostrar que para cada s € S existe € > 0 tal

que s+e€€S. Se s €5, entao

—A(u — uy — sq_?(il —uy)) =P — s> 0
pt1

—Alv—v,—s 7 (ﬁ—v*)):uq—s%ﬂ@q>0

g+1 pt+1

pois S = S’ pelo Lema 2.8. Além disso, u —uy —s ¢ (U —uy) =v—0v,—5 ? (0—v,) =0
sobre 02 e ambas sao positivas em (2. Entao pelo Lema de Hopf

g(u—u*—s%(ﬂ—u*))<0 e 8(1)—1)*—87)_:1(’17—1)*))<0, sobre 0f.

an an
Assim
%(u— Uy) < s%l(%(@ —u,) <0 e %(U —v,) < s%ﬂ%(ﬁ —v,) < 0, sobre 0f).

Seguindo o argumento aplicado na demonstracao do Lema 2.9 para mostrar que S’ # (),

mostra-se que para € > 0 suficientemente pequeno s 4+ ¢ € S.

A demonstragao do resultado de unicidade é uma conseqiiéncia dos lemas acima.
Seja s, =sup S. Como S C (0,1) é claro que s, < 1. Na verdade a desigualdade estrita

sy < 1 ocorre, pois u > u e v > v. Mas s, < 1 implica que

a1 a+1 a1 ] 1-pq
—Alu—u =80 (=) = v =s2 20" =57 —g0P=(1-s." )0’ >0,

Pl p1 pr1 ] 1-pg
—Alv—v =8 (0—0v)) = v =s" W >u -5 —mul=(1-s" Ju'>0.

Adicionando a este fato a informacao de que todas as fungoes envolvidas nas duas ultimas
desigualdades se anulam sobre 0f), pode-se aplicar o PMF para concluir que s, € S. No

entanto, isso é uma contradigao pois o Lema 2.10 garante que S é um conjunto aberto.



CAPITULO 3

Uma equacao quasilinear subcritica

nao-homogéenea

Neste capitulo estudamos o problema

{ —A((—Au)/?) = ul+egem Q,

(3.1)
u,—Au = 0 sobre 0f,

em um dominio limitado Q2 C R¥Y de fronteira regular, com N > 1. No problema (3.1)
denotamos u? := |u|" " u e (—Au)Y? ;= |[—Au|YP)' (= Au) onde € > 0 6 um parametro e g
estd no espaco dual de um espago de Banach apropriado que sera apresentado logo abaixo.
Para facilitar a notagao representaremos por [ fdx a integral fQ fdx de uma funcao f
em L'(Q) e por |h|, a norma |h|, o de uma fungao h € L"(1).
pt1

P 1,~—/=
Neste capitulo, E representard o espaco de Sobolev Wz%l(Q) NW, * () e E' o seu

dual topolégico. Suporemos g € E’. Vamos considerar o espa¢o £ munido da norma (veja
Teorema D.4)
pt1 T
lull = /|Au| Sar) L uek,

|l = sup{), u(: |lul =1}, ¢ € E'.

e B com

Dizemos que u € E é uma solucao fraca de (3.1) se

/\Au|(1/p)_1 AuAvdx:/|u|q_1uvdx—0—6/gvdx, VveE

33
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onde (g,v) := [ gvdz.

Estudamos (3.1) sob as seguintes hipéteses:

(H1) Superlinearidade: p,q > 0e pg > 1.

1 2
F—>1-=

(H2) Subcriticalidade: Se N > 3 entao P+l g+1 N

(H3) g€ E', g #0.

Os resultados que aqui obtemos estendem alguns dos resultados em [11], uma vez que tal
artigo nao trata do caso quando uma das poténcias p ou ¢ esta em (0, 1).

Com as hipdteses acima, as solugoes fracas de (3.1) sdao precisamente os pontos criticos

pt1l 1
p+1/|Au\ v dx—qu—l/MqH dx—e/gudm. (3.2)

Tal funcional é bem definido em E e é de classe C'.

do funcional

Observamos que se u é uma funcao de E entao nada pode ser dito sobre o valor de —Au
sobre 0f). Isto nos leva a acreditar que o espaco E poderia nao ser o melhor espaco para
se procurar por solucoes de (3.1), pois nao é evidente que um ponto critico de I satisfaz a
condicao de contorno —Awu = 0 sobre 0f2, mesmo quando g é uma funcao regular definida
sobre 2. No entanto, observamos que quando p = 1, o problema (3.1) envolve o operador
biharménico sob condigoes de fronteira de Navier e E = H? N H}(Q) é exatamente o espago
apropriado para procurar por solugoes fracas para tal problema. Para esclarecer esse ponto,
precisamos de algum resultado que assegure a regularidade das solugoes fracas de (3.1).
Nesta dire¢do, observamos que a equacao (3.1), com parte ndo homogeénea ¢ suficientemente

regular, é equivalente (veja Teorema 3.1) ao sistema Hamiltoniano

—Au vP em (2,
—Av = ul+egemfS) . (3.3)
u,v = 0 sobre 0f),

estudado no capitulo anterior.
O resultado abaixo fornece a regularidade das solugoes fracas de (3.1) e mostra exata-

mente a equivaléncia entre (3.1) e (3.3).

Teorema 3.1. Suponha que (H1), (H2) sejam satisfeitas e que g € C*(Q). Sejau € E uma
solugdo fraca de (3.1). Se v = (—Au)'/? entdo (u,v) é uma solugdo cldssica de (3.3). Além
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disso, (u,v) pertence a C**(Q) x C**(Q), onde a = min{p, q} quandop <1 oug<1 e a

¢ um numero qualquer em (0,1) sep>1eq>1.

Definicao 3.2. Dizemos que u € E € uma solugao fraca nao-negativa de (3.1), e escrevemos
u >0, sew é um ponto critico de I e satisfaz u,—Au > 0 q.t.p. em Q. Também, dizemos

que g € E' satisfaz g > 0 se
/gudx >0, Yu € E tal que, —Au>0 q.t.p. em .

Observamos que a condigao g > 0 apresentada logo acima ¢ mais fraca que [ gudz >0,
para toda u € E tal que u > 0 q.t.p em Q. Por exemplo, existem funcoes g € C*(Q) satis-
fazendo a condicao de positividade acima que trocam de sinal em €). Informagoes adicionais

sobre este assunto estao apresentadas na secao: A hipotese de positividade, deste capitulo.

1)\7 pg -1 [
rqg— — P
K:(—) Pl e R= min upﬂ .
pPq Pq u€E u#0 ‘U‘z

q

Sejam

Iniciamos observando que I é limitado inferiormente sobre a Variedade de Nehari (veja
Lema 3.12)
N={ue E:(I'(u),u) =0}
Dessa forma, a primeira idéia que surge é tentar obter um ponto critico de I através de uma

minimizacao sobre A/, ou seja, procura-se mostrar que
co := inf I(u 3.4
0 ueN ( ) ( )

define um valor critico de I. Mostramos que I assume seu valor minimo sobre A/ quando € é
suficientemente pequeno. Nesta direcao adicionamos ao conjunto de hipdéteses apresentado
acima a seguinte condicgao:
KRG hwm

gl

A idéia de minimizar I sobre N, a qual é concretizada sob a hipétese (H4) segundo o

(H4) 0 <e< € :=

Teorema 3.4 abaixo, é tao boa que os pontos de NV onde I assume o valor ¢y nao fornecem
apenas pontos criticos de I, mas sim minimos locais de I quando considerado em todo o
espaco E, como é observado no Lema 3.23.
Por outro lado, para cada v € E\{0}, a funcao
ptl p+l 1

j(t) == I(tu) = mt v |lul| 7 — q+—1tqJrl |u|gﬂ - et/gudx
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é duas vezes diferencidavel em (0,400). Em particular, se u € E' é um minimo local para [

entao j'(1) =0e j”(1) > 0. Como j"(1) = 1—19||u||% —q |u|gﬂ temos que, para todo minimo
local w de I
p+1
lull > —pqlullf; > 0. (3.5)

Assim, surge a importancia da seguinte particao de N:

pt+1
Nt ={ueN:|lu|F —pglul’s >0},

No={ueN:|lu|™ —pqlul =0} e (3.6)

g+1
p+1
N=={ueN:|u|> —pqulif <0}

Sob a hipdtese (H4) o item (iv) do Lema 3.16 garante que Ny = {0}. Entao através do
Lema 3.23 e da desigualdade (3.5) podemos concluir que se uy € N ¢ tal que I(ug) = cqo

entao uy € N1, e conseqiientemente

cp = 52{/1(“) = inf I(u).

ueN+

Como desejamos encontrar uma segunda solugao para (3.1), a discussao do ultimo pardgrafo

nos motiva a investigar o problema de minimizac¢ao

= inf [
o= R ),

principalmente pelo resultado fornecido pelo Lema 3.24.

Toda essa discussao nos permite mostrar:

Teorema 3.3. Suponha que (H1), (H2) e (H3) sejam satisfeitas. Entao a equagio (3.1)
admite no minimo duas solugées fracas sob (H4) e no minimo uma solugdo fraca se € = €*.

Além disso, tais solugcoes sao nao-negativas se g > 0.
O teorema acima é uma conseqiiéncia dos préximos trés teoremas.

Teorema 3.4. Sob as hipdteses (H1), (H2), (H3) e (H}), co € assumido em um ponto
ug € N, o qual é um minimo local para I quando considerado em todo o espaco E. Além

disso, ug >0 se g > 0.

Teorema 3.5. Suponha (H1), (H2), (H3) e (H}) satisfeitas. Entao c; > ¢y e ¢ € alcangado

em um ponto uy € N~ que € um ponto critico de I. Além disso u; >0 se g > 0.

Utilizando um argumento de aproximacao baseado no Teorema 3.4, obtemos o seguinte

teorema.
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Teorema 3.6. Sob as hipdteses (H1), (H2), (H3) e com € = €*, ¢y é assumido em um ponto
uy € NTUNy que é um ponto critico de I. Além disso, ug > 0 se g > 0.

Os Teoremas 3.4 e 3.5 sao demonstrados via Principio Variacional de Ekeland, Teorema
da Fungao Implicita, Multiplicadores de Lagrange, a imersao compacta de E em LIt1(Q) e
do Teorema D.7, sendo este ultimo um Teorema de representacao de Riesz para o espaco
dual de W2 N W(}’T(Q), para qualquer 1 < r < +o0.

Também temos um resultado de nao-existéncia de solu¢ao nao-negativa para (3.1). Mais

precisamente:

Teorema 3.7. Suponha (H1) com p,q > 1, (H2), (H3) e que g > 0. Entao (3.1) nao possui
pt+1
AY

solugao fraca nao-negativa se € > K ————.
fEﬂPl dx

Consta como problema em aberto provar um resultado de nao-existéncia quando algum
dos expoentes p ou ¢ é menor que 1.

Seja ug a solugao de (3.1) dada pelo Teorema 3.4. A condigao (H1) mais o fato que v é
um minimo local garantem que I tem uma geometria de passo da montanha.

Fixe T' > 0 suficientemente grande tal que e := Tuy € Us (veja o pardgrafo anterior ao
Lema 3.16 ¢ a Observacao 3.17) e I(e) < I(ug). Considere

F ={h:[0,1] = E continua, h(0) = ug, h(1) = e}.

Mostrando que [ satisfaz a condigdo (PS), podemos aplicar o Teorema do Passo da

Montanha para obter um outro resultado.
Teorema 3.8. Sob (H1), (H2), (H3) e (H4), o valor

= inf I(h(t
©T R )

define um valor critico para I e ¢ > ¢;.

Nao conseguimos ainda determinar se ¢ > ¢; ou se ¢ = ¢;. Desse modo nao ha como
enunciar um resultado adicional sobre multiplicidade de solugoes para (3.1).
Como conseqiiéncia imediata dos Teoremas 3.1, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e do principio do méximo

forte apresentamos o seguinte resultado.
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Teorema 3.9. Suponha (H1), (H2) e g € CY(Q) com g > 0 como na Defini¢do 3.2 porém

nao identicamente nula. Entao o sistema Hamiltoniano

—Au = vP em (,

—Av
u,v > 0 em €,
u,v = 0 sobre 01,

u? +€eg em QQ,

(3.7)

possui no minimo duas solugoes classicas se (Hj) € verificada; no minimo uma solug¢do
p+1

f9<P1 dx
tais solugoes estao em C%*(Q2) x C?%(Q), onde a = min{p,q} quandop <1 ouqg<1lea é

classica se € = € e, nao possui solucao clissica se € > K comp,q > 1. Além disso,

um nimero qualquer em (0,1) sep>1eq>1.

No teorema acima utilizamos o principio do maximo forte para mostrar a positividade
das solugoes, observando que —A(v — ev,) = u? > 0 em (.

Para cada e satisfazendo (H4) denotamos por g € u; as solugoes de (3.1) dadas pelo
Teoremas 3.4 e 3.5 respectivamente. Finalizamos nosso conjunto de resultados fazendo uma

analise do comportamento de ug, e u; . quando € tende a zero.

Teorema 3.10. Sob (H1), (H2), (H3) com a condi¢io adicional que g > 0 tem-se que
e — 0 e uy. — u em E quando e — 0 de forma que, se v = (—Au)'/? entio (u,v) é uma

solucao cldssica de

—Au = P em Q,

—Av = u? em A,
u,v > 0em
u,v = 0 sobre 052,

e mais, (u,v) € C**(Q) x C**(Q), onde o = min{p,q} quandop < 1 ouq < 1 e a €

qualquer numero em (0,1) sep>1eq> 1.

Finalizamos esta introducao com uma observagao relacionada a alguns dos resultados en-
contrados em [27]. Todos os resultados enunciados acima podem ser obtidos se substituimos
eg(x) por eg(x)u” com 0 < r < i e g€ CYQ) com g >0 em €, o qual é um problema do

tipo concavo-convexo.
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3.1 Resultados Preliminares

Uma série de lemas sao necessarios para se obter a demonstracao dos teoremas apresen-
tados na secao anterior. Em todo esta secao, mesmo que implicitamente, vamos supor que
as hipdteses (H1) e (H3) estejam satisfeitas e enfatizamos que nenhum resultado desta segao,
exceto o Lema 3.15, depende da hipdtese de compacidade (H2) e sim apenas que

1 1 2

p+1 qg+1— N
Quando utilizamos a hipdtese (H4) ou € = €* em nossas demonstragoes, utilizamos na
verdade, respectivamente, (3.8) ou (3.9) abaixo. Sendo assim, a primeira proposi¢ao diz que

todos os resultados que dependem de (H4) ou € = €* podem ser obtidos substituindo (H4)
por (3.8) e e = €* por (3.9).

Proposicao 3.11. Se a hipdtese (H}) é satisfeita entao

/gu dr < —||u||‘if’é+3 Vue B, |ul (3.9)

g1 =

Se € = €* entao

K alp
/gudx < 2|5 Vu e E, |yl (3.9)
€

Demonstragao. Suponha que € satisfaz (H4). Entao para cada u € E tal que |u] g1 =1

Q+1

K pa+n K (p+1)
/ gud < lgl, ull < = RFERT )l < 2l = g 95

De modo semelhante, é possivel mostrar que (3.9) é verificada se € = €*.
u

Agora, vamos apresentar um lema que permite a utilizacdo do nosso método uma vez

que este consiste basicamente de minimizacoes de I sobre N ou em partes de N.

Lema 3.12. I ¢ limitado inferiormente sobre N.

q+1

i —¢[gudr=0. Logo

Demonstragao. Se u € N entao ||u||pT+1 — |ul

I(u) = —/|Au| 93——/|u|qul dx—e/gudx

p+1
= (———)/|Au| P dx—l—(——l) gudx
p+1 qg+1 )

pq—1 ptl Py P+l
e ju] " - Ml 2 o et ) ol
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Dado u € E com u # 0, defina i : [0, +00) — R por i(t) := tl/p||u||pTH — 7 |u|gﬁ :

A motivacao para se considerar a funcao ¢ definida acima surge da expressao
e+l 1
(I'(tu), tu) =t <t1/p,|uy| ro—td |u\gj:1 — e/gu dm).

Dessa forma, para t > 0 tem-se tu € A se, e somente se i(t) = € [ gudx. Por outro lado,
como conseqiiéncia de (H1), para cada u € E\{0}, i(¢) é limitada superiormente, i(t) — —oo

quando t — 400 e i(t) assume seu valor méximo em

a5\ 7
trae = | ——— | .
(pC.I|U|Zil

O préximo lema mostra claramente o propédsito da hipdtese (H4).

Lema 3.13. See > 0 € tal que (3.8) é verificada, entdao para cadau € E\{0}, existe um tunico
tt =tT(u) > 0 tal que tTu € N~=. Em particular, t* > ty e I(tTu) = maxysy,,,, I(tu).
Além disso, se [ gudx >0, existe também um dnico t~ =t~ (u) > 0 tal que t-u € N*. Em
particular, t~ <ty e [(t7u) < I(tu) para todo t € [0,t7].

Demonstracao. Seja u € E\{0} e considere j : [0, +00) — R dada por j(t) = I(tu). Entao,
Jj € C([0,+),R) N C?((0, +0),R) e

J'(t) =i(t) — e/gu dx, j"(t)=1(t), paratodo t > 0.

Se [gudzx < 0, existe um tnico ¢ > 0 tal que i(t) = € [ gudz, isto é, tal que tu € N.

Denotando este t por ¢, tem-se que tT > ¢4, € 7/ (t7) < 0, isto é,

. 11 ptl +1
0> (1) = s (el ™=~ palrtalfsl),

o que é equivalente a dizer que tTu € N™. Assim, no caso em que [ gudx <0, j'(t) = 0 se,

e somente se t =t e, além disso j'(t) > 0 em (0,t%) e j/(t) < 0 em (¢, +00), provando que
I(tTu) = max>o I (tu).

No caso em que [ gudz > 0, segue de (3.8) que

1
Jufj e+ 7
i(tmam)—e/gud:c = K |U|T —e/gud:c

q+1 y
a(p+1)
[ o P [[uf[ Pa-
> K(‘U‘T —K|U|q+lwzo.
atl |u|q+1
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Sendo assim, pode-se concluir que existem exatamente dois pontos tt et~ com 0 <t~ <
tmaz < tT tais que i(t7) = i(tT) = € [ gudz, isto é, t u,tTu € N. Das desigualdades ¢/(t™) >
0, I'(t7) < 0 tem-se que t-u € N e ttu € N~. Dessa forma, no caso em que [ gudx > 0,
J'(t) = 0se, esomente se t € {t,tT} e, além disso j'(t) < 0 em (0,t7)U(tT, +00) e j'(v) > 0
em (t7,t7). Donde segue entao que I(t~u) = mingejo ) 1 (tu) e I(tTu) = maxys,— I(tu).

Observa-se em particular que, tanto no caso f gudxr < 0 quanto no caso f gudx > 0,

I(tTu) = maxy>y,,,, I(tu).
]

Observacgao 3.14. Os cdlculos acima mostram que sob a hipdtese (3.8), em particular se a
condi¢ao (H4) € satisfeita, para cada u € E\{0}:

{tu:t>0}NN ={ttu} ettu e N~ se /gud:cgo;

{tu:t>0}NN ={tTu,t u}l, ttu e N7, ttue N*, I(t7u) < I(tTu) se /gudx > 0.

Em particular, quando (3.8) € verificada, Ny = {0}.

No entanto, se e = €* entdo para cada u € E\{0}
{tu:t>0}NN ={tTu} et'ue N~ se /gud:cgo.
Mas para o caso [ gudz > 0 dois fatos podem ocorrer:
- se [ gudr = € i(tpa,) entdo

{tu:t>0} NN = {tmaztt} € tmaztt € No.

- se [gudr > € i(tmaz)

{tu:t>0}NN ={tTu,t 7 u}, ttue N7, ttue N e I(t7u) <I(tTu).

Em particular, quando € = €* e [ gudx > 0, existe to = to(u) > 0 tal que tou € Nt UN
e I(tou) = min{I(tu) : t > 0,tu € N'}.

Baseado na imersao compacta de E em Lit1(Q), dada pela hipétese (H2), provamos o

seguinte lema.
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Lema 3.15. Para cada € € R, o infimo

. a(p+1)
fo = inf <K||u|| pa-1 — e/gudm>
u€l, [ul, =1

¢ assumido. Em particular, se € > 0 € tal que (3.8) € verificada entdao o > 0.

. +1 . a
Demonstragao. Como ap+1) > 1 segue que oy > —oo. Seja (w,) uma seqiiéncia mini-
pq—
. . q(p+1) e
mizante para po. Mais uma vez de a1 > 1 tem-se que (w,) é limitada em E. Como
pqg—

E é espaco de Banach reflexivo e estd compactamente imerso em LIt1(2), pode-se supor

que, para algum elemento wy € E, w,, — wy em E (Teorema F.2) e w, — wy em L)
(p+1)
Teorema F.6). Entao |wy =1e puy = Kllwy Ter € | gwogdr. Uma vez que pgy €
q+1 o g 1%

alcangado por wy é ébvio que 9 > 0 se (3.8) for verificada.

[
Para v € F com u # 0 seja
o] 55
U(u) —Kuﬁ e/gudx.
|u‘q+l
Set>0eul,, =1 entdo
a(p+1)
U(tu) =t <K||u|| pa-1 — e/gudm> :
Logo, pelo Lema 3.15, dado v > 0
£ W) f uf | > (3.10)
in u) = in | o ——— . .
weB,lul, . >y weB, ul, >y a+1 uly )~ THo

Em particular, se (3.8) é verificada ent@o o infimo dado por (3.10) é estritamente positivo.

Suponha que € > 0 satisfaz (3.8). Da continuidade de t,,4, : £\{0} — R e da unicidade
de t* fornecida no Lema 3.13, mostramos que ¢t* : E\{0} — R é continua. Segue dai que a
funcao

o:E\{0} - R, &u)=t* (HZ—H) — |lu]

¢é continua. Em particular,

N~ =0710) = {u € BE\{0} : t* (II ||> = ||u||}
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¢ um conjunto fechado de E\{0}, e através do item (iii) do Lema 3.16 podemos concluir que

N~ também é um conjunto fechado de E. Por outro lado,

Uz = ®7 ((=00,0)) = {u € B\{0} : |lull > ¢* (2

[lull
Ur = 3 ((0, +00)) = {u e B\{0} : MH<#(“

[l

sao conjuntos abertos de E\{0} e portanto de E. Mais uma vez, empregando o item (iii) do
Lema 3.16 concluimos que U; = U U {0} é um conjunto aberto de E.

O lema a seguir apresenta algumas propriedades dos conjuntos N', N, N~ e Nj.
Lema 3.16. Para cada € > 0:

(i) Nt UNy € limitado. Mais precisamente, para qualquer uw € N+t U Ny

qglp+1 p
|mn<(i——lqmg.
pqg—1

RUED ot
[ ul| >
pq

(observe que a limitagao inferior ndo depende de €).

(ii) N~ € nao-limitado.

(iii) Para qualquer u € N'-

Se € > 0 € tal que (3.8) € satisfeita, entao:
(iv) No = {0}

(v) N~ desconecta E no sentido de que, dado uw € Uy, v € Uy e h : [0,1] — E continua
com h(0) = u e h(1) = v, a imagem de h intercepta N~. Além disso, N* C U;.

(vi) Seja Sgp ={u € E : ||u| =1}. Entao, T : Sg — N~ definida por T (u) = t*T(u)u é

um homeomorfismo.

Demonstragao. (i) Se u € (NTUNy) \{0} entao

P+ pt+1
ol 55— it (/WM$=06|WHp—pﬂMﬂi>0

Uma vez que pq > 1, tem-se que

(p+1) p1
1 =~ (% = L) < - (1l = palulizt) <o,
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e entao, usando o fato que u € N

pq—1 ptl q /
O>IU = ———||u|| P — —€ Udl‘
Ve L R
implicando que
qp+1) ?
full < (B2 eyl )
pqg—1
(ii) Definindo
Ao = inf
0 uEEl,rﬁuﬂzl |U|q+1 ’

tem-se A\g = 0. Caso contrario teria-se ||u| < /\—10 ul,,; para todo u € E, e assim E deveria
ser um subespago fechado de LI (Q), o que é certamente falso, uma vez que C°(Q) C E C
LTTH(Q), C(Q2) é denso em LIT(Q) e E # LI1T(Q).

Se u € E e |lu]| =1 entao pelo Lema 3.13

p

I+ (u)ul| = £ (u) > (#> o

pqlulg

A ultima desigualdade mais o fato de A\g = 0 implicam que N~ é nao-limitado.

(iii) Dado u € E\{0}, pelo Lema 3.13 existe um tnico ¢t (u) > 0 tal que t*(u)u e N~ e

ptl pqpfl
+ [Jull ™ _
> — 1 = tmaz-
pQ‘u‘Z—H

Mas observe que

[ S S G
paluliin POl i T Pa )

Segue da tultima desigualdade que

R Ty L R vaot
tma:c Z TR IStO e> tmaxHuH Z ‘
pq ]| Pq

Dessa forma ,
p(g+1) pa—1
R »+1
[t (w)ull > tmaellul > :
bq

Se u € N~ entao tT(u) = 1. Esta observagao e a ultima desigualdade demonstram a

afirmacao.
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(iv) Sob a hipétese (H4), segue do Lema 3.13 que dado u € E\{0}, {tu : ¢t > 0} intercepta
N no méximo duas vezes, uma vez em N~ (sempre) e outra vez em N (se, e somente se
[ gudz > 0), mas nunca em Ny. De onde conclui-se que Ny = {0}.

g+1
q+1

_p J

()t () = (L )T ()T
max - -

] ] palulfy )5 ’

isto é, u € U;. Portanto N'* C U;.

Agora, sejam u € Uy, v € Uy e h: [0,1] — E continua tal que h(0) = u e h(1) = v.

Se h(t) # 0 para todo t € [0, 1], entdo ® o h : [0,1] — R é continua e satisfaz ® o h(0) =
O(u) >0, Poh(l) =P(v) < 0. Sendo assim, deve existir t* € (0,1) tal que ® o h(t*) = 0,
isto é, h(t*) e N~

Se h(t) = 0 para algum t € [0, 1]; seja A = h~'(0). Entao A é um conjunto compacto de
[0,1] e « =sup A < 1 pois h(1) # 0. Assim, h: [a, 1] — E satisfaz h(a) = 0 e h(t) # 0 para
todot € (o, 1]. Uma vez que 0 € Uy e Uy é um conjunto aberto, existe 6 > 0 tal que a+9 < 1

(v) e (vi) Se u € Nt entao ||u||p%1 —pqlulll; >0, e assim

e h(a+6) € U;. Logo, a fungao h : [a+ 9, 1] — R possui as mesmas propriedades da funcao
do 1ltimo pardgrafo. Portanto, pode-se concluir que existe t* € (0, 1) tal que h(t*) € N~
Para finalizar, a funcao Tt : Sp — N, dada por TF(u) = ¢t*(u)u, é continua pois ¢t é

continua. A continuidade de 77" segue do fato que 7" (w) = 2.

Observacao 3.17. Seu € Uy e u # 0 entdo existe Ty > 0 tal que tu € Uy para todo t > Tj.

1 U
De fato, seja Ty = —tT [ — |. Entao para t > Tj
[ul ]

tu U
t ) =t {7 ) = Tollull < tllull = [[tull],
[l [Jull

O proximo resultado sera utilizado para garantir que algumas seqiiéncias minimizantes

isto é, tu € Us.

de I em partes de NV sdo seqiiéncias (PS) para I e também para mostrar que um certo ponto

critico de I é um minimo local.
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Lema 3.18. Seja € > 0 satisfazendo (3.8). Dado u € N\{0} existe § > 0 e uma fungdo
diferencidvel positiva t : {w € E : |[w|| < 6} — R, satisfazendo t(0) = 1, t(w)(u —w) € N

para todo w € E com ||w|| <9, e

(p+1)/\Au|(1/p)_1 AuAvdx—p(q—l—1)/|u|q_1uvd:c—pe/gvdx

(t'(0),v) = proy pe]
Jull " —pqlulgy,

Demonstragao. Defina F' : (0, 4+00) x £ — R por

Pitw) = ptlu = w5 = ptt o~ wlitd = pe [ glu—w)do

Dessa forma, F' € C' ((0,+00) X E,R), F(1,0) = 0 e, pelo item (iv) do Lema 3.16, Fy(1,0) =

q+1
q+1

et:{w e E: ||w]| < d — R de classe C* tal que F(t(w),w) = 0 para todo w € E ,
|w]| < d; t(0) =1 e t(w) > 0 para todo w € E com ||w|| < §. Entao,

+1
ul| > —pgq|ul’T} # 0. Entdo, o Teorema da Funcdo Implicita garante a existéncia de § > 0

o=wwﬁw@muo=p(mwwu—wwﬁl—wwwu—wmﬁ—f/ﬁ&@wu—wwma

ou seja, t(w)(u—w) € N para todo w € E com ||w| < §. Assim, diferenciando a identidade

F(t(w),w) = 0 em relagdo a w, obtém-se
0= (Fi(t(w), w)t'(w) + F,(t(w),w),v), para todo v € E.
Em particular, se w = 0 entao
0 = (Fy(1,0)¢'(0) + F,(1,0),v) = Fi(1,0)(t'(0),v) + (F,(1,0),v).

E da dltima identidade

(Fu(1,0), v)
PO)v) = —
< ( )7U> Ft(l,o)
(p+1)/|Au\(l/p)_l AuAvdx—p(q—i—1)/\u\q_1uvdx—pe/gvdx
- ptl +1 '
Jul 7 —pqlulll;

A demonstracao do Lema 3.12 apresentou uma cota inferior para cy. Agora vamos ap-
resentar uma cota superior negativa para ¢y e o fato de ¢y ser negativo é importante para

realizacao de alguns de nossos calculos.
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Seja w € E, dada pelo Teorema D.7, tal que
/gudx = / |Au|YP 1 AuAudz, Yu € E.

Em particular [ gudz = ||U||pTH = |g|"™ > 0, pelo item (i) do Teorema D.7. Assim,
pelo Lema 3.13 (supondo que (3.8) seja satisfeita), existe um tnico t, = ¢~ (@) > 0 tal que
t.u € Nt. Usando respectivamente o fato que t,u € N e t,u € N'* obtemos
1

plg+1)

plp+1)(g+1) plp+1)(g+1) .

Observe que t, depende de e. Da tltima desigualdade, do Lema 3.12 e quando € satisfaz

(3.8) temos

q rq \" P pqg—1 R
EICERY <pq—1) ol )™ <0< (p(p+1)(Q+1))t* gl (3:11)

Vale notar que quando € = €*, tomamos t, = ty(u), dado pela Observagao 3.14 para

g ptl
[l

— | =t ——— 1o et
I(t,u) = ———||t,u + —|talf < —— ||t +
() = —— el < el

garantir que

q ra \’ P, pqg—1 T
RCEDICES) <pq_1) (elgl.)"™ <co < (p(p+1)(q+1))t* gt (3.12)

A seguir empregamos o Principio Variacional de Ekeland para mostrar que a condigao

(3.8) garante a existéncia de uma seqiiéncia minimizante para ¢y e uma seqiiéncia mini-

mizante para ¢; com uma propriedade muito especial.

Lema 3.19. Suponha que € > 0 satisfaz (3.8). Entao existe uma seqiiéncia minimizante de

I sobre N que também € uma seqiiéncia (PS) para 1.

Demonstracao. E claro que N é um conjunto fechado de E e portanto um espaco métrico
completo. Uma vez que ¢y > —oo (Lema 3.12), o Principio Variacional de Ekeland (Teorema

A.1) garante a existéncia de uma seqiiéncia (u,) em N satisfazendo
1 1
I(up) < co+ —, I(w) > I(u,) — —||u, —wl||, Vn € N, Yw € N. (3.13)
n n

Uma vez que u, € N, por (3.11)

pg—1 P+l
[ n) = > —————— nll P —
(un) (p+1)(Q+1)Hu |

q 1 pg—1 |
Ldr < coF— < — t.” p
q+1€/gu T <p(P+1)(Q+1>> at.
(3.14)
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para n suficientemente grande. Para tais valores de n, segue que / gu, dr > 0 e de

pqg—1
(p+1)(g+1)

ptl q q
Uyl P < € U, dr < € U,
a5 < e [ gunde < —ielgl, o

obtém-se que

gp+1 b
il < (A, )

pg—1

Também segue de (3.14) que
pt+1

pg—1 &
Ul > =g 3.15
el > 2= g (315)

O préximo passo é mostrar que existe uma subseqiiéncia de (u, ), também denotada por
(un), tal que I'(u,) — 0 em E’. A prova é feita por contradigao.

Suponha entao que 0 nao é ponto aderente de {I'(u,) : n € N}. Assim, pode-se admitir
que I'(u,) # 0 para todo n € N. Seja T" o homeomorfismo dado pelo Teorema D.7 e
U, = T7(I'(u,)). Da definicao de T tem-se que (T'(U,),U,) = ||Un||th1, e do item (i) do
X

Teorema D.7 sabe-se que ||u|| = |T'(u)|) para todo u € E. Assim, pode-se concluir que

ptl /
(T(Un), Un) = |Uall ™ = I (un) 2

U (w2

(I' (un), ) = = [I'"(un)].- (3.16)
1Un | 7' (un) [
Fixe n € N por enquanto. Fazendo v = u, no Lema 3.18, sabe-se que para w = 5Hg—2”,

com 0 < § < 6, §, também dado pelo Lema 3.18, e 7,,(0) := ¢, <5Hg—f”>

U,
Wsp = Tp(0) [un — 5m} € N, para todo 0 < § < 6.

Note aqui que 7,(0) é uma funcao definida em (0,4,) enquanto que t, (5”5”“) é a
fungao do Lema 3.18. !

De (3.13) e do fato que ws,, € N segue que

g“un —wsall = I(un) — I{wsn) — <I/(w5,n>vun> + <I/(w5,n>vun>
= I(u,) — Hwspn) — (I'(wsp), un) (3.17)

(= T (i) ) + ) )
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Suponha que (veja Lema 3.20)

I(uy) — Hwsy) — (I'(ws ), un) = 0(0). (3.18)
Entao,
1 / / Un
Mwsn = unll = (1= 70 (0)) (I (wsn), n) + 07u(O){I' (won), HUn||> +0(9). (3.19)

Mas wsn, — ty = (75,(9) — Duy, — 57',1(5)”5—2” e da notagao 7,(d) = t, (5”5—“') segue que
71(0) = (¢,(0), m> Assim, dividindo (3.19) por § > 0 e tomando o limite com § — 0, de

n

(3.16) e (3.19) conclui-se

1 1 U, 1 Wy — U
- 1 / 0 n > - / 0 " — n —— l N n
L+ O wl) 2 |0 - ] = ¢ i 2
> O ), )+ {0 ) ) = ).
isto é, c
1
P, < = @+ ) ) < S (1417 0)) (3.20)

uma vez que (u,) é limitada. Em virtude de (3.20), o préximo passo é mostrar que |7,,(0)| é
uniformemente limitada em relacao a n.

Segue do Lema 3.18 que

U, Cy
720 = [0 70| < e
Al a5~ p g a2
ois (u,) é limitada e || %= || = 1. Assim, precisa ser mostrado que |||u ||% — pq|un)®t
P n .l = * » P q n Pq|Unlsq

estd longe de zero. Por contradigao, suponha que existe uma subseqiiéncia de (u,,), também

denotada por (u,), tal que

pt1
lunll > = pgun|li = o(1). (3.21)
Por (3.21) e (3.15)
1 ptl
+1 ptl
|un|g+1 = p_qHunH v +o(l) > C,
isto ¢, [up|,,; > para algum v >0 e

pq

a5\ 7 z
Up|| P —
< ) ~ (lualzt ) = o(1). (3.22)
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De (3.21) e do fato que u, € N,
pt1
e [ gunds = luall 5 = lualt 2} = (= D a2 + o(0). (3.23)

Assim, de (3.10), (3.22), (3.23) e da defini¢do de K com a = 4L

pq—1

a(p+

«@ Un 1 1
0 < poy™® < a2 Tlutn) = (Kw—@q—l)wg;)m(n

[unlg +1
a(p+1) pa(g+l)

= Kllup[[ 7 — (pg — 1) Jun 77" +o(1)

S el "7\ 7
= Kllup| 77 = (pg = 1) { *5— +o(1) = o(1)

o que é claramente impossivel.
Sendo assim, para concluir que I’(u,) — 0, basta provar que a identidade (3.18) é

verificada. Isto sera mostrado logo abaixo na forma de um lema.
[ |

Seja r > 1 um numero real. Entao, pelo teorema do valor médio para derivadas, dados

t,h € R, existe 0 < 6 < 1 tal que

]+ (r = 1) e+ R —rft+ b2+ Rt =1 (jt+ R (t+Rh) — |t + Oh]> (t + 6h)) h.
(3.24)

E, utilizando esta tltima identidade, temos:
Lema 3.20. A identidade (3.18) € vdlida.

Demonstragao. Seja ksn = I(up) — [wsy,) — (I'(wsy), un). Pelo fato que ws, € N, tem-se

que
p ptl 1 a+1 p pt1
n = 1 n p - n nd I — n
o= gl ® it~ e [ gunds = 2w
- _ (1/p)—1
+ | \w(;nqﬂ—i-e/gw(;ndx /|Aw5n\ Aws , Au, dx
+ |w57n|q_ w5’”u”dx+€/gu”dx+ HwénH p - ‘wéngii _€/gw5nd«r
1 1
= B (Ul T 4l 5~ 2 / (Aws | P Mg At de
p+1 p

- 2+ a2 [ bl g ).
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Seja hsp = Ws,, — Uy. Segue da ultima identidade e de (3.24) que existem 0 < 0,0 < 1 tais

)

que

Ko = / (|A1,U(;,n|<1/f”>—1 Awsp — | Aty + 0As o) P (Au, + eAhM)) Ahg,, dz

— / (|w57n|q_1 Wsn — |un + O'h57n|q_1 (Un + O'h(sm)) h(;,n dz.

Assim, dividindo a tultima identidade por § > 0

Ahs,,

5dm

Bon / (|Aw5,n\“/p)‘l Awsp, — | Aty + 0ARg |77 (Aun+9Aha,n>)

_ _ hsn
— / (|w57n|q 1w5,n — |un + O'h57n|q ! (Un + O’h(sm)) % dz.

Entéao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que k5, = 0(d) como

desejado.
|

Lema 3.21. Se (3.8) € verificada, entdo existe uma seqiéncia minimizante de I sobre N~

que também é uma seqiiéncia (PS) para I.

Demonstragdo. O item (vi) do Lema 3.16 garante que N~ é um conjunto fechado de F e
portanto um espago métrico completo. Pelo Principio Variacional de Ekeland existe uma

seqiiéncia (u,) em N~ satisfazendo
1 1 _
I(uy) < ¢+ —, I(w) > I(u,) — —||u, —wl||, Vn €N, Vw e N~ (3.25)
n n

Pela estimativa obtida na demonstragao do Lema 3.12 conclui-se que (u,,) é limitada e
do item (iii) do Lema 3.16, que 0 nao é ponto aderente de (u,). O restante da demonstracao

é analoga a demonstracao do Lema 3.19, a partir de (3.15).
[ |

Observacao 3.22. O Lema 3.18 € utilizado para garantir a existéncia de um minimo ab-
soluto de I sobre N, que também € um minimo local para I sobre E , quando a condigdo
(3.8), e em particular quando (H}), € verificada. Como conseqiiéncia e conforme discutido
na introdugao deste capitulo, obtemos que sob a hipétese (Hj)

co = inf I(u) = inf I(u).

ueN ueN+
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Um fato importante para a demonstragcao do Teorema 4.4 quando enfrentamos problemas

por falta de compacidade, e ainda nao mencionado, € que

= inf I(u)= inf [
¢ = inf I(u) WENFUND ()

quando € = €*.
Demonstragao. Seja e = €* e (u,) C N tal que I(u,) — ¢y quando n — oco. Pela desigualdade
(3.12), pode-se supor, utilizando o mesmo argumento utilizado na demonstragao do Lema

3.19, que [ gu, dx > 0 para todo n € N. Para cada n € N, seja w,, = to(un)u, € NTUN,

com tg como na Observagao 3.14. Como I(w,) < I(u,) obtém-se a identidade desejada.
u

Os préximo dois lemas apresentam propriedades importantes dos pontos que realizam os

problemas de minimizacao envolvendo ¢ e c;.

Lema 3.23. Suponha (H1), (H3) e (3.8). Se u € N é tal que I(u) = cg, entiou € Nt eu

€ um minimo local para I quando considerado em todo o espaco E.

Demonstracao. Seja u € N tal que I(u) = ¢y. Como em (3.14), prova-se que [ gudz > 0.
Da existéncia de t*(u) e t(u), assegurada pelo Lema 3.13 e de I(t™ (u)u) < I(t™(u)u) segue
que u € N'*t.

Como u € N*, t— = 1. Entao pela desigualdade envolvendo ¢~ e t,,4,, dada no Lema

3.13,
Pl \ pT
A
: i
PQ‘U|ZI1

Assim, para um certo & > 0 suficientemente pequeno

ptl pq—1
1< Jﬂ:ﬁiﬁi , Yw e E, ||w| <. (3.26)
pq |w - u|q+1

Pelo Lema 3.18, para o 0 > 0 acima ou até mesmo menor caso necessario, seja t : {w €
E:|w| <0} — R tal que t(w)(u —w) € N para todo w € E com [Jw]| <.

Uma vez que t(w) — 1 quando ||w| — 0, pode-se assumir que

q+1

fw —ul 5\
tw) < | —1 , Yw € E, ||Ju|| < 6.
pq |'l.U - u|q+1
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A tltima desigualdade e o Lema 3.13 implicam que ¢(w)(u — w) € NT. Uma vez mais

pelo Lema 3.13 e pelo fato que I(u) = ¢,

I(t(u —w)) > I(t(w)(u —w)) > I(u), YVt € |0, <M> "

1
pq |w - u‘q-{-l

Assim, através da desigualdade (3.26) pode-se concluir que I(u — w) > I(u) para todo

w € FE com ||w|| <9, isto é, u é um minimo local de I.
n

Lema 3.24. Suponha que as hipdteses (H1) e (H3) estejam satisfeitas e € € R qualquer. Se

u € N~ € tal que I(u) = ¢; entdo u é um ponto critico de I.

~ . . p+1 q+1
Demonstragdo. Considere o conjunto aberto A = {u € E : |lul[ » — pqlul;; < 0} e
G : A — R definida por

, pt1
Gu) = (I'(u),u) = [lul) 5" — Jult*} / gude.

Assim, G € CY(A,R), N = G ({0}) e para cada u € N~

(G'(u), u) = el = (g +1) IUIZL—/gude Sl —qlulgpy <0. (3.27)

Se u € N~ é tal que I(u) = ¢, entdo pelo Teorema de Multiplicadores de Lagrange,
existe A € R tal que
(I'(u),v) = MG'(u),v), Vv eEE,

e em particular

0= (I'(u),u) = MG'(u),u).
Segue da tltima identidade e de (3.27) que A = 0 e, portanto que u é um ponto critico de I.

3.2 A hipétese de positividade

Nesta segao, com o auxilio do Teorema D.7, vamos apresentar uma caracterizagao dos

elementos de £’ que satisfazem a Definigao 3.2.
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Lema 3.25. Seja g € E'. Entao g > 0 (no sentido da Definigcao 3.2) se, e somente se a

funcao u, dada pelo Teorema D.7, tal que
/\AH\(l/p)_l AtAw dx = /gwdm, Yw e E,
satisfaz —Au > 0 q.t.p. em Q (e portanto uw > 0 ¢.t.p. em Q).

Demonstragao. Segue dos Teoremas D.3 e D.4 que —A : E — LP%(Q) é um isomorfismo
+1
isométrico. Assim, se g > 0 no sentido da Defini¢ao 3.2 entao para cada f € LPT(Q) com

f>0q.t.p. em €, existe w € E tal que —Aw = f. Dali,
/ AT P (ZAT) fde = / AT VP (—AT) (—Aw) da / qwdz > 0.
De onde conclui-se que —Aw > 0 q.t.p. em .
|

O lema acima permite concluir que, no caso em que g € C*(Q), a condicao de positividade
sobre g de que v, > 0 em 2, como considerada em [31] (com v, como em Notagoes Bésicas
do inicio do texto) é equivalente a g > 0 no sentido da Defini¢ao 3.2.

De fato, seja w a solugao (cldssica) de

(3.28)

—Aw = vPem
w = 0 sobre 0f.

Em particular, tem-se que w € E. Por outro lado, seja u € F, dada pelo Teorema D.7,

tal que
/|AH|(1/p)_1AﬂAudx = /gud:c, Vu e E.

Entao para todo elemento u € E

/\Am(l/p)_l AtAudr = /gudx:/(—Am)udwz/v*(—Au) dx
= / | Aw| P AwAu da.

Logo, pela unicidade fornecida pelo Teorema D.7 tem-se que w = u. Aplicando agora o
Lema 3.25; tem-se que g > 0 no sentido da Definigao 3.2 se, e somente se —Auw = v? > 0
q.t.p. (neste caso em todo ponto) em 2. No entanto, observe que v? > 0 em (2 se, e somente
se v, > 0 em ().

De tal equivaléncia concluimos que existem funcdes g € C'(Q) satisfazendo g > 0 no

sentido da Defini¢ao 3.2 que trocam de sinal em ) (veja a tltima se¢ao do Capitulo 1).
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3.3 A condicao de Palais-Smale

As demonstragoes dos Teoremas 3.4, 3.5 e 3.6 sao baseadas em minimizagoes de I sobre
N, e também em partes de /. Para mostrar que I assume tais valores minimos, utilizamos
do fato que [ satisfaz a condigao (PS).

Pretendemos utilizar o Lema B.1 para mostrar que o funcional I satisfaz a condigao (PS).
Para isso, utilizamos o Lema D.7 que fornece uma representacao de E’.

Pela definicao de I temos que
(I'(u),w) = / |Au|YP7 AuAw da — / lul" " uw da — e/gwdx, Vu,we E.

Assim, podemos escrever I’ = T 4+ K onde T é o homeomorfismo dado por (D.3) e
K : E — E' é dado por

(K(u),w) = —/|u|q_1uwdx—e/gwdx, Vu,we E.

Segue da imersao compacta de E em L971(Q), dada pela hipétese (H2), que K é compacto.
Dessa forma, o Lema B.1 garante que, para mostrar que [ satisfaz (PS) basta mostrar que:

Lema 3.26. Toda seqiiéncia (PS) de I é limitada.

Demonstragao. Seja (u,) uma seqiiéncia (PS) para I. Assim, existe C' > 0 e uma seqiiéncia

de ntimeros reais positivos g, — 0 tal que, para todo n e para todo w € F

[ (uy,)| = Z%/|Aun|% dr — quL1/|un|qul dx—e/gundx <C
e
[{(I'(uy,), w)| = )/|Aun|(l/p)_1AunAwdx —/|un|q_1unwd$— e/gwdm < opuljw]|.
Da identidade
(a4 D10) = ()} = "L ) 7 = e [ guado
segue que
PRl 5 = 0+ D) = (') + e [ gunda

< (g +1)C + onllunll + [el g gl [[unll,

mostrando que (u,) é limitada.
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Fica entao mostrado que:
Lema 3.27. Suponha (H1), (H2) e (H3). Para qualquer € € R o funcional I satisfaz (PS).

Demonstracao. E uma conseqiiéncia direta dos Lemas B.1 e 3.26 e da decomposicao para I’

apresentada acima.

3.4 Demonstracao dos Teoremas

3.4.1 Demonstracao do Teorema 3.1

Os argumentos apresentados abaixo mostram que as solugdes fracas de (3.1) produzem
solugoes classicas de (3.3) e que as solugoes cldssicas de (3.3) fornecem solugoes fracas para
(3.1).

Vamos dividir esta demonstragao nos casos em que: N < % +2e N > % + 2. A hipdtese
de subcriticalidade (H2) permite aplicar um método de bootstrap. O ponto principal desse
método consiste em mostrar que sob as hipéteses do Teorema 3.1, qualquer solucao fraca u
de (3.1) estd em L"(2) para todo 1 < r < +o0.

Caso 1: N§%+2

A condi¢ao N < %+2, garante via imersoes de Sobolev que, em particular, £ esta imerso
em L"(Q2) para todo 1 < r < 4o00.
Seja u € E uma solucio fraca de (3.1) e v = (—Au)Y?. O Teorema D.3 garante a

existéncia de uma tunica solugao forte para

—Aw = ul+egem
w = 0 sobre 0f).

Definida w e aplicando mais uma vez o Teorema D.3, considere z a solucao forte de

—Az = wPem (),
z = 0 sobre 0f2.
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Da imersao de E em L"(Q2) para todo 1 < r < +o00 e do Teorema D.3 segue que as fungoes
w e z acima definidas estao em W?2"(Q) para todo 1 < r < +oo. Portanto, utilizando mais
uma vez as imersoes de Sobolev concluimos que u,v € C'7(Q) para todo 0 < v < 1.

Da densidade de E; = {p € C?(Q) : p(x) =0, V2 € 0N} em E (veja Teorema D.1), da

validade da seguinte identidade

/\Az\(l/p)_l (—Az)(—Ap)dz — /w(—Ago)dx:/Vngodx:/(—Aw)godx
= [ egode= [180"0 (~su)(-2) ds

para qualquer ¢ € FE; e do Teorema D.7; segue que z = u, e assim, w = (—Az)l/p =
(—Au)l/ P = v. Utilizando os Teoremas H.1, H.2 e as estimativas de Schauder, concluimos

que (u,v) é uma solugao cldssica de (3.3) com a regularidade apresentada no Teorema 3.1.

Caso 2: N>%+2

Neste caso, existe § > ¢ tal que ﬁ + @%1 =1- %, tem-se £ — L77(Q) e nao estd
imerso em L"(§2) qualquer que seja r > g+ 1. Mesmo assim, vamos mostrar que toda solugao
fraca u de (3.1) estd em L"(Q2) para todo 1 < r < +o0. Para isso aplicaremos um método
iterativo.

Seja u uma solucdo fraca de (3.1). Em particular v € L7(2). Definindo v, w, z como
no caso anterior e procedendo de maneira andloga, mostra-se que z = u e v = w, com (u, v)
sendo uma solucao forte de (3.3), no entanto, desta vez obtém-se v € W2%(Q)

Se p(gN —2(G+1)) —2(@+ 1) <0 entao u € L"(Q2) para todo 1 < r < 400 e o método
para por aqui. No pior dos casos, quando p(¢N —2(g+1)) —2(g+ 1) > 0 temos via imersao,

a imersao (nao-compacta) de Sobolev de Wﬂ%(ﬁ) — LPY(Q), que v € LPT(Q) onde

N
Prl=—"1""" _Spi1

o i
Segue que u € W2’pT(Q), e tal espago estd imerso de forma niao-compacta em LiT1(Q),

onde ( N
N g+1 -
qg+1= — — >q+1
p(gN —2(q+1)) —2(@@+1)
Em particular, neste caso
N
K= > 1.

~ p(gN —2(q+1)) —2(q+1)
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Agora, se (u,v) é uma solugao forte do sistema (3.3) e u € L*(f2) com s > g+ 1, entao
no pior dos casos quando p(¢N — 2s) — 2s > 0, procedendo como no pardgrafo anterior,

obtém-se que u € L*(Q2) onde
sN
p(gN — 2s) —2s’

S =

Logo,
N N

T pgN —25)— 25~ plgN — 2@+ 1) — 2 +1)

A 1ltima estimativa permite aplicar um método iterativo para regularizar as solugoes

=k > 1.

®» | »l

fracas de (3.1). Na verdade, é a estimativa anterior que permite concluir que qualquer
solucdo fraca u de (3.1) esteja em L"(§2) para qualquer 1 < r < +oo. Para se obter a

regularidade C?%(Q) basta proceder exatamente como no caso em que N < % + 2.

3.4.2 Demonstracao do Teorema 3.4

Suponha que as hipé6teses (H1), (H2), (H3) e (H4) sejam verificadas. Pelo Lema 3.11,
a desigualdade (3.8) também é verificada. Os Lemas 3.19 e 3.27, garantem a existéncia de
uma seqiiéncia minimizante de I sobre N, que também é uma seqiiéncia (PS)CO para [ tal
que u, — ug em E. Como I € C'(E,R) obtém-se que ug € N e I(ug) = c¢y. Entao aplicando
o Lema 3.23 conclui-se que uyg € N e que 4y é um minimo local de I quando considerado
em todo o espaco E.

Agora suponha que g > 0. Uma vez que —Aug € L (), pelo Teorema D.3, o problema

—Av = |—Aug| em Q,
v = 0 sobre 0f),

possui uma tnica solugao forte v € E. Entao ||v|| = |Jug|| e pelo principio do maximo tem-
se que v > |ug| em Q. Como —A(v — uy) > 0 em todo ponto de e g > 0, segue que
gudx > / gug > 0. Dessa forma

[oll = lluoll; [vlg41 = luolgyy e /gvdx > /guO > 0. (3.29)

Segue de (3.29) que as duas raizes positivas de

tl/p||vl|% — 1 |U‘Zi} — e/gv dr = 0,
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e as duas raizes positivas de

17 Jugl| “F — 17 fugl 1 — ¢ / guodz = 0

estao relacionadas por 1 =t (ug) <t~ (v) < tT(v) < t¥(up). Assim, pelo Lema 3.13

It (v)v) = min [(tv) < I(v) < I(up), (3.30)

te[0,tt (v)]

onde a segunda desigualdade é obtida por (3.29) e a primeira desigualdade nao é estrita se,
e somente se t~(v) = 1.

Como I(t~(v)v) > ¢y e I(ug) = cp, conclui-se de (3.30) que ¢t~ (v) = 1, ou seja, v € N'*
e I(v) = I(up) = ¢o. Entao pelo Lema 3.23, v também é um minimo local de I. Se uy nédo

satisfaz —Aug, ug > 0 q.t.p em 2 basta trocar ug por v.

3.4.3 Demonstracao do Teorema 3.5

A demonstracao do Teorema 3.5 segue os passos da demonstracao do Teorema 3.4.
Os Lemas 3.21 e 3.27 e o fato que N~ é fechado, item (vi) do Lema 3.16), garantem a

existéncia de u; € N tal que
I(u1) = ¢ e (I'(uy),w) =0Vw e E.

Se g > 0, seja v como na demonstracao do Teorema 3.4 mas agora associado a u;. Como

anteriormente, tem-se

[l = Tlualls Jvlgy = Julpyy e /gvdx > /gm dz. (3.31)

Caso 1: [gujdz <0

Como observado na demonstracao do Lema 3.13,
I(u) = max I(tuy) > I(tT(v)uy) > I(tH (v)v) (3.32)

onde a segunda desigualdade segue de (3.31) e a primeira desigualdade nao é estrita se,
e somente se tT(v) = t7(u;) = 1. Como I(u;) = ¢; e I(tT(v)v) > ¢ conclui-se que
tT(v) =t*(u1) = 1, ou seja, v e N~ e I(v) = 1.
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Caso 2: [ gujdz >0

Neste caso, como na Demonstracao do Teorema 3.4, tem-se t*(v) > ¢t~ (v) > ¢t (u1). Mais
uma vez, como observado na demonstracao do Lema 3.13

I(up) = tzrgz%zcl) I(tuy) > I(t"(v)uy) > I(tH(v)v) (3.33)
onde a segunda desigualdade segue de (3.31) e a primeira desigualdade nao é estrita se,
e somente se t7(v) = tT(uy) = 1. Como I(u1) = ¢ e I(tT(v)v) > ¢ conclui-se que
tt(v) =t (u1) = 1, ou seja, v e N~ e I(v) = 1.

Da andlise acima fica mostrado que, se g > 0 entao existe v € N~ com v, —Av > 0 q.t.p.
em Q) e I(v) = ¢;. Aplicando o Lema 3.24 obtém-se que v é um ponto critico de I.

O ultimo passo ¢ mostrar que ¢; > ¢p. Seja u; € N~ tal que I(uy) = ¢;. Por contradigao,
suponha que ¢; = ¢y. Da estimativa (3.11) tem-se ¢y < 0 e como na demonstra¢ao do Lema
3.19 obtém-se que fgu1 dr > 0. Mas entdo, pela Observacao 3.14, t~u; € N, na verdade
em N7T, e

cy < I(t_ul) < [(ul) = C1 = Cyp,

o que é uma contradicao.

3.4.4 Demonstracao do Teorema 3.6

Empregamos um argumento de aproximacao para obter a demonstracao do Teorema 3.6.
Com esse intuito, se € = €* entdo a desigualdade (3.9) é satisfeita e qualquer o em (0, €)

satisfaz a desigualdade (3.8). Para cada o em (0, €) seja

pt1 1
+1/|Au| v dr — +1/|u|q+1 dx—a/gudx
p

NO = {u < E : <Ic/r<u)7u> = 0}7
NF={ueN,: |[ull™ —pglult> o0},

g+1
pt1
o ={u €N, : |lull » —pqlulll =0},

pt+1
Ny ={ue N, : |ull 7 —pqlulli; <0},

e u, € N, fornecida pelo Teorema 3.4, com as seguintes propriedades

I (uy) = inf I,(u) = cpo € (I} (uy,), w) =0, Yw € E.

ueNes
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O item (i) do Lema 3.16 garante que
1 P 1 P
ol < (225 a1, ) < (LDl ) voe 00
pqg—1 pq—1
Agora, dado u € (N7 UN) \{0} segue do fato pg > 1 que

ptl ptl
e/gudm: lu|| 7 — |u gi} > |l —pQ|U|ZE > 0.

ptl pg—1
Assim, pelo Lema 3.13, para cada o € (0, €) existe um tnico ¢, com 0 < ¢, < ( lu ‘H :H)
qI%lg+1
Pt
tal que t;u € NF. Como 1 < & |” 7T © Lema 3.13 garante que [,(t;u) < I,(u). Entao,
q

aplicando o item (i) do Lema 3. 16

o0 < I, (t;u) < I,(u) = I(u) + (e — o) /gu dr < I.(u)+ C(e — o)

onde C' é uma constante positiva que depende somente de €. Assim, segue de (3.11) que para

qualquer o em (0, €),

P
g P4 p+1 .
- <co < inf  I(u)+Cle—o).

(p+1)(g+1) <pq— 1) (€lgl.) o ue/\/ljuNe,o (W) (e=0)

Pela Observagao 3.22, tem-se que c.o = inf -+ 5 Le(u). Seja (0,) uma seqiiéncia
crescente de nimeros positivos tal que o, — € e ¢5, 0 — € < co. Entdo (u,,) é uma
seqliéncia (PS) para I, e pelo Lema 3.27, pode-se supor que u,, — uy em E, para algum

elemento uy € . Uma vez que
0 = (I, (us,),w)
— /|Auon|(1/p)_1 Aug, Awdr — / |uon|q_1 Uy, W dr — an/gw dx,

para todo w € E e para todo n € N, toma-se o limite quando n — 400 para obter que
(I!(up), w) = 0 para todo w € E e que I.(ug) = ¢.. Uma vez que u,, — ug em E e u,, € N
conclui-se que uy € N7 U N, .

Se g > 0 entao de u,,, > 0 e do fato que u,, — up q.t.p. em €2, conclui-se que uy > 0 q.t.p.
em Q. Do isomorfismo isométrico entre E e L5 (), dado por —A através dos Teoremas D.3
e D.4), do homeomorfismo T entre E e E’ dado pelo Teorema D.7 e do fato que —Au,, >0
q.t.p. em €, segue que para qualquer h € LP%(Q) com h >0 q.t.p em

0< lim / |Auy,

n—-4oo

WP~ (_ A, ) hd:v—/|Au (/PN (— Aug)h da

e isso implica que —Aug > 0 q.t.p. em €.
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3.4.5 Demonstracao do Teorema 3.7

Seja u € E dado pelo Teorema D.7 tal que
(g,v) = / |—Az|YP (—Aw) (=Av) dz, Vv € E.

Uma vez que g > 0 e g # 0, o Lema 3.25 garante que —Au > 0 q.t.p. em €2, e —Au é

nao identicamente zero em (). Em particular
/gwl dz = (g, 1) = / |—Aa|P 7 (—Aw) (—Apy) do > 0,

Suponha que (3.1) possui uma solugao fraca nao-negativa u. Tomando v = 1 na definigao

de solucao fraca, tem-se que

Al/(—AU)l/ptpl dx:/qupl dx+6/gg01da7.

Aplicando a Desigualdade de Jensen (Teorema G.1) a tltima identidade obtém-se

1/p q
Al (/(—Au)gpl dx) > /qupl dr + e/ggol dx > (/ upq dx) + e/ggpl dx,
e assim
pt1 1/p q
A </ uP, dx) — </ upy dx) > e/ggpl dx.

p+1
Como pgq > 1, o valor maximo da funcdo [ : [0, +00) — R dada por I(t) = \,” t'/P — 114

pt1
KM\;" . Dessa forma,

e< Ko
fEﬂPldiE

3.4.6 Demonstracao do Teorema 3.8

O item (v) do Lema 3.16 garante que N C U;. Segue dai que ug € Uy.

Da Observacao 3.17e de ¢+ 1 > ’%1, obtém-se a existéncia de T' > 0 suficientemente
grande tal que e = Tug € Uy e I(ug) > I(e). Uma vez que I tem a geometria do passo
da montanha com minimo local em wg e satisfaz (PS), aplica-se o Teorema do Passo da
Montanha para mostrar que ¢ é um valor critico para /. Além disso, o item (v) do Lema

3.16 garante que a imagem de qualquer h € F intercepta N, implicando assim que ¢ > ¢.
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3.4.7 Demonstracao do Teorema 3.10

Seja (€,) uma seqiiéncia decrescente de niimeros positivos satisfazendo (H4), que converge
para 0 e seja, para cada n € N, u,, 1 a solugao de (3.1) dada pelo Teorema 3.5 que estd em

N . Entéo u,,; é uma seqiiéncia (PS) para

ijl/|Au| da?——/|u|q+1 dx,

que por sua vez satisfaz (PS) pelo Lema 3.27. Segue dal a existéncia de u € E, com u,, 1 — u
em E | que é um ponto critico de J. Uma vez que —Au,, 1,u,1 > 0 q.t.p. em €2, pode-se
mostrar como na demonstracao do Teorema 3.6, que —Au,u > 0 q.t.p. em Q, e u # 0 pelo
item (ii) do Lema 3.16. Argumentando como na demonstra¢ido do Teorema 3.1, mostra-se
as outras afirmacoes do Teorema 3.10 sobre a funcao u que acaba de ser obtida.

A demonstracao de que ucg — 0 em E é baseada no fato de que uco € N e no item (i)
do Lema 3.16.



CAPITULO 4

Uma equacao quasilinear critica

nao-homogénea

Neste capitulo consideramos o mesmo problema do capitulo anterior, mas sob hipéteses
diferentes, sendo que a principal diferenca é a questdao de criticalidade. Seja Q@ C RY um

dominio limitado de fronteira regular, com N > 3. Neste dominio vamos considerar

—A((—Au)/?) = ul+egem Q,
u,—Au > 0em 2, (4.1)
u,—Au = 0 sobre 0f2,

onde u == [ul' " u e (—Au)Y? = |-Au|YPT (=Au), € > 0 é um parametro ¢ g ¢ uma
funciao de C*(Q).
P 1,E
Aqui F e F representam, respectivamente, os espagos de Sobolev Wz#(ﬂ) NW, 7 (Q)

g+1
27ﬂ

e W=7 (Q)N WOIT(Q) e E' o espago dual de F.
Consideremos F e E' munidos das normas do Capitulo 3.

E claro que C'(Q) — E' através de
(g,u) = / gudr, Yu € E, g€ C*(Q).
Q

A definigao de solucao fraca para (4.1) é a mesma do capitulo anterior e uma vez mais, a

65
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motivagao para o estudo de (4.1) dé-se pela equivaléncia entre (4.1) e o sistema Hamiltoniano

—Au = oPem (,
—Av = ul+4egem
u,v > 0em €,
u,v = 0 sobre 012,

(4.2)

da forma apresentada no Teorema 4.2.

Estudamos (4.1) sob as hip6teses

(H1) Criticalidade: N >3, p,g>0e Zﬁ—i—ﬁ% :1—%.
(H2) —SeN:3,~-~,6entéop<%.

- SeN:7,~-~,1Qentéo%<p<%.

— Se g <P < wo-

(H3) g € CY(Q2) com g # 0 e v, > 0 em (.

Os resultados apresentados neste capitulo estendem alguns dos resultados encontrados

m [11] e [31] uma vez que tais artigos nao tratam o caso quando uma das poténcias p ou

q estd em (0,1) e sao semelhantes aqueles apresentados no capitulo anterior. No entanto, a
obtencao de tais resultados é uma tarefa com grau de dificuldade consideravel, principalmente

pelo fato de a hipétese (H1) afirmar que a imersao E — L77(Q) nao é mais compacta.

Definicao 4.1. Dizemos que um elemento u € E é nao negativo e escrevemos u > 0, se u

satisfizer u, —Au > 0 ¢.t.p. em §.

Das hip6teses acima, as solugoes fracas de (4.1) sdo precisamente os pontos criticos nao-

negativos do funcional

p+1/ |Au\ m——/ | dx — /gudm, (4.3)

que estd bem definido em E e é de classe C!.

A principal dificuldade de se garantir a multiplicidade de solugoes para a equagao (4.1),
quando € é suficientemente pequeno, vem do fato que (H1) compromete a compacidade de I e
uma possivel falha da condigao (PS) é esperada. Um dos objetivos deste capitulo é localizar
os niveis livres deste efeito de nao-compacidade. Com este intuito, aplicamos o Principio de

Concentracao de Compacidade de P.L. Lions [37] apresentado no apéndice deste texto.
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1
Sejam K = (i)pq*l %;1 e S a melhor constante de Sobolev para imersao de E em
L7T(Q)). Vale observar a relagao entre S e R do capitulo anterior.

Mostramos também aqui que I assume seu valor minimo sobre a Variedade de Nehari
N={ue E:(I'(u),u) =0}

quando € é suficientemente pequeno. Por isso, adicionamos ao conjunto de hipdteses acima
a seguinte condicao
pN
K S20+1)?
9.

Observe que (H4) é exatamente a condi¢ao (H4) do capitulo anterior, uma vez que as

(H4) 0 <e< e =

poténcias p e g estao relacionadas por

N(p+1) _N+2(p+1)

t1= T = ,
1 (N—2)—2 1T (N —2)+2

(4.4)

e portanto

p(¢g+1)  p qg+1  p Np+1l) p(N-2)—-2  pN

(pg—Dp+1) p+lpg—1 p+1p(N—-2)-2 2(p+1)2  2(p+ 1)
Nosso primeiro resultado trata da regularidade das solugoes fracas de (4.1) e da equivaléncia
entre (4.1) e (4.2).

Teorema 4.2. Sejau € E uma solucdo fraca de (4.1). Sev = (—Au)'/? entdo (u,v) € ExXF
¢ uma solugao forte de (4.2).

A hipétese (H1) ndo permite que seja aplicado um argumento de bootstrap, semelhante
aquele da demonstracao do Teorema 3.1, para obter uma regularidade maior das solucoes
fracas de (4.1) quando (p,q) é um ponto arbitrario sobre a hipérbole critica. No entanto, se
além de (H1) supusermos que p,q > 1 entdo um resultado de regularidade classica pode ser
encontrado em [32]. Por esse motivo, acreditamos que o Teorema 4.2 possa ser melhorado,
no entanto o mesmo ¢ suficiente para nossos propositos.

O teorema abaixo é o primeiro resultado sobre a existéncia de solugoes fracas para (4.1).
Teorema 4.3. Sob as hipdteses (H1), (H3) e (H4) o infimo

= inf [ 4.5
co := inf I(u) (4.5)
¢ assumido em um ponto nao-negativo ug € N, o qual é um minimo local para I quando

considerado em todo o espaco E.
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Utilizando um argumento de aproximacao baseado no Teorema 4.3, obtemos

Teorema 4.4. Se as hipdteses (H1) e (H3) sao satisfeitas e € = €* entdo ¢y é assumido em

um ponto nao-negativo ug, o qual é um ponto critico para I.

Seguindo exatamente a mesma demonstragao do Teorema 3.7 mostramos um resultado

de nao-existéncia.

Teorema 4.5. Suponha satisfeitas as hz'po’teses+(1H1) comp,q>1e (H3). Entao (4.1) nao
ptl

possui solucao fraca nao-negativa se € > Ki)\lp .

Jo 991 dx

Da mesma forma que no capitulo anterior, a questao de nao-existéncia quando um dos
expoentes p ou ¢ é menor que 1 é ainda um problema em aberto.

No Capitulo 2, garantimos a existéncia de no minimo uma solucao classica positiva
(u,v) € C*2(Q) x C*%(Q) para o sistema (4.2) para valores de € suficientemente pequenos
sob hipdteses mais gerais que (H1) e (H3). Assim, supondo que (H1) e (H3) sejam satisfeitas
considere

€ = min{sup{e > 0: (4.2) admite solugao classica},e"}

*

e observe que se o Teorema 4.2 assegurasse regularidade classica teriamos €** = €*.

Seja € € (0,€™). Para garantir a existéncia de uma segunda solucao para a equagao (4.1)
argumentamos da seguinte forma. Se a solucao ug de (4.1) fornecida pelo Teorema 4.3 nao
for tal que (ug, (—Aug)"/?) seja uma solucdo cléssica de (4.2), fica garantida, pelos resultados
do Capitulo 2, a existéncia de duas solucio fracas para (4.1). Caso (uo, (Aug)"/?) seja uma
solugdo cléssica de (4.2) procedemos como abaixo.

Em todo o restante desta introdugao estaremos supondo que € € (0, €) e que a solugao
ug de (4.1) fornecida pelo Teorema 4.3 ¢ tal que (ug, (—Aug)'/?) é uma solugio cléssica de
(4.2).

Particionamos A" em A", Ny e N~ da mesma forma que em (3.6) e com argumentos

fornecidos pelo Teorema do Passo da Montanha obtemos:

Teorema 4.6. Suponha que (H1), (H2) e (H3) estejam satisfeitas, que € € (0,€*x) e que

(ug, (—Aug)'/P) seja uma solugio cldssica de (4.2). Entdo

= inf [ >
it SUEE

e ¢ € assumido em um ponto uy € N, o qual é um ponto critico nao-negativo para I.
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A condicao (H1) e o fato de que ug é um minimo local dizem que o funcional I possui uma
geometria do passo da montanha, e como ja observado, também prejudica a compacidade de
I. Seguindo as idéias dos trabalhos pioneiros de Brezis-Nirenberg [5] e Tarantello [42] vamos
mostrar na Proposicao 4.30, mesmo com a imersio E — L4*1(Q2) nao sendo compacta, que
I satisfaz (PS), para todo ¢ < ¢ + %Szé—ﬁl), onde S é a melhor constante de Sobolev para
a imersao de F em L97(Q) dada por

S:inf{/ A" da,u € DQ’T(RN),/
]RN

|u|7F! dx} :
RN

Seja ¢ uma funcao extremal (um instanton) radialmente simétrica, com ¢(0) =1, ¢ >0
em RV onde S é assumido. Sabemos por Hulshof-Van der Vorst [33], que todas as fungoes

extremais positivas sao radialmente simétricas e sao dadas por

psa(z) =6 Ty (x g “)  z RV, (4.6)

com a variando em RY e ¢ em (0, +00).
Dados a € RY e p > 0 denotaremos por &, uma fungao em C°(RY) satisfazendo 0 <
&.(r) < 1 para todo x € RY, ¢, =1 em B(a,p) e supp(&,) C B(a,2p). Por conveniéncia,

escrevemos

Usa() = &(2)psa(z), x € RY. (4.7)

Suponha (H1), (H2) e (H3) satisfeitas e que € € (0,¢*). Fixe a € Q. Veremos na
Proposicao 4.31 a existéncia de p > 0, R > 0 e 6 > 0 tal que e := ug + RUs,, € Uy (Uy como
no Lema 4.16), I(ug) > I(e) e

2 pN
I tRUs,) < — S520+1)
tr?ﬁ}ﬁ (ug + 5.a) < Co+ N

Fixe tais a, p, R, 0 e considere

F ={h:[0,1] - E continua, h(0) = ug, h(1) = e}.

Assim, em virtude da Proposicao 4.30, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha

para obter um outro resultado.
Teorema 4.7. Sob as hipdteses (H1), (H2), (H3) e € € (0,€™) o valor

©T Ly )

define um valor critico para I e ¢ > ¢;.
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Ainda nao conseguimos determinar se ¢ > ¢; ou ¢ = ¢;. Dessa modo, nao hd como
enunciar um resultado adicional sobre multiplicidade de solugoes para (4.1).
Como uma conseqiiéncia imediata dos Teoremas 4.2, 4.3, 4.4, 4.6 e 4.5 apresentamos o

seguinte resultado.

Teorema 4.8. Suponha que (H1), (H2) e (H3) sejam satisfeitas. Entdo o sistema Hamil-

toniano

—Au = P em

—Av = ul+eg em (4.8)
u,v > 0 em (),
u,v = 0 sobre 052,

possui no minimo duas solugoes fortes se € € (0,€™), no minimo uma solugdo forte se
p+1

AP

Kok ok ~ : ~
€ € [€", €*] e ndo admite solugdo forte se € > Kriom

ep,q=1

Como observado no Capitulo 3, em virtude de alguns dos resultados encontrados em [27]
e da Observagao 2.5, todos os resultados enunciados acima podem ser obtidos se substituimos
eg(z) por eg(x)u” com 0 < r < % eg e CHQ) comg>0emQ oqual é um problema do
tipo concavo-convexo-critico.

Para cada € € (0, ™) denotamos por ug, e uy . as solugoes de (4.1) dadas pelos Teoremas
4.3 e 4.6 respectivamente e supomos que o Teorema 4.2 seja melhorado, de forma
que as solugoes fracas de (4.1) produzam solugoes classicas de (4.2). Finalizamos
o conjunto de resultados deste capitulo fazendo uma andlise do comportamento de g € u; .
quando € tende a zero e 2 é um conjunto estrelado (starshaped) em relagao a origem. Tal
andlise ¢ motivada pelo resultado de ndo-existéncia de solucio em C?*(Q) N C'(Q) para o

sistema homogeéneo

—Au vP em (2,
—Av = u?em , (4.9)
u,v = 0 sobre 0f),

provado por Mitidieri em [38].
Teorema 4.9. Sob as hipdteses (H1), (H2) e (H3) com  estrelado em relagdo a origem e

supondo (ug., (—Aug,)YP) uma solugio cldssica de (4.2) para cada € € (0,€), tem-se que

e — 0 euyre — 0 em E quando € — 0, mas (u, 1) ndo converge (forte) para 0 em E.
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4.1 Resultados Preliminares

Para obter a demonstracao dos teoremas enunciados na secao anterior vamos utilizar
uma série de lemas. Em toda esta secao suporemos, mesmo que implicitamente, que as
hipdteses (H1) e (H3) estao verificadas. Salientamos também que, nenhum resultado desta
segao depende das restri¢oes impostas por (H2).

Observamos que as hipéteses (H1) e (H3) deste capitulo implicam que as hipoteses (H1) e
(H3) do capitulo anterior também estao satisfeitas. Dessa forma, podemos obter de maneira
analoga todos os resultados da Secao 3.1, exceto o Lema 3.15; pois esses foram obtidos
através de argumentos que nao envolviam compacidade. Por isso, nos reservamos no direito
de apenas indicar quais as demonstragoes correspondentes. Todas as poucas diferencas em
alguns enunciados sao justificadas pela troca de R por S e pelas identidades apresentadas
em (4.4).

Proposicao 4.10. Se a hipdtese (H}) é satisfeita entao
K N+2(p+1)
/gudx < —|Jull i, Y u € E ul, =1 (4.10)
Q € ’
Se € = €* entao
K N+2(p+1)
/gudx < —luf| 2T, Vu € B, ful, =1 (4.11)
Q € ’

Demonstrag¢ao. Ver Proposicao 3.11.

Lema 4.11. I ¢ limitado inferiormente sobre N.

Demonstracao. Ver Lema 3.12.

Dado u € E\{0} considere i : [0,+00) — R dada por i(t) := tl/”HuH% — t9|u ZE,Q'

Observe que

(I'(tu), tu) =t <tl/p||u||pz1 — 1 |u|ZI}Q - e/ﬁgu dx).
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Dessa forma, quando ¢t > 0, tu € N se e somente se i(t) = efQ gudx. Por outro lado,
(H1) implica que para cada u € E\{0}, i(t) é limitada superiormente e mais i(t) — —oo

quando t — 400 além de i(t) assumir seu valor méximo em

Pl N\ peo1
A

max 1 .
pqlulllq

O préximo lema mostra claramente o propésito da hipétese (H4).

Lema 4.12. Se ¢ > 0 € tal que (4.10) € verificada, entao para cada uw € E\{0}, existe
um dnico tt = tT(u) > 0 tal que tTu € N~. Em particular t* > tpe, e [(tTu) =
maxy>y,,., [(tu). Além disso, se [, gudr > 0, ewiste também um inico t~ = t~(u) > 0
tal que t™u € N*. Em particular, t= <ty e I(t7u) < I(tu) para todo t € [0,t].

Demonstracao. Ver Lema 3.13.
[ ]

Observagao 4.13. Seja u € E\{0}. Como no capitulo anterior, a hipdtese (4.10) e em

particular a condi¢ao (Hj), garante que:
(7) /gudmﬁO: {tu:t>0}NN ={tTu} ettue N7;
(z'i)/qgudz >0: {tu:t>0}NN={ttu,t " u}, ttue N7, ttue N" el(t u) < I(tTu).
Q

Em particular, quando (4.10) é verificada, Ny = {0}. Ainda sob (4.10) e com u € E\{0},

como observado no Lema 3.13:

(4) /gu dr <0: I(tTu) = max I(tu);
Q t>0

) /qu dr>0: I(t u) = min I(tu) e I(tTu) = max I(tu).

te[0,tt] t>t—

Agora, se € = €* entao para cada u € E\{0}

{tu:t>0}NN ={tTu}, tTue N~ se /gudeO.
0

Mas para o caso onde [ gudx > 0, dois fatos podem ocorrer:
- se/gu dx = € i(tmaz) entao
Q

{tu:t >0} NN ={tnwt} € tmeu € No.
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- se / gudx > € i(tma:) entao
Q

{tu:t>0}NN ={tTu,t 7 u}, tTtue N7, ttue N e I(tTu) <I(tTu).

Em particular, quando e = €* e fQ gudx > 0, existe tg = to(u) > 0 tal que tou € NTUN,
e I(tou) = min{I(tu) : t > 0,tu € N'}.

O préximo lema é importante para a construcao de seqiiéncias que convergem para

solugoes de (4.1).

Lema 4.14. Se (H}) ¢ satisfeita entao

. N+2(p+1)
o = inf K||u|| 2@+ —¢ [ gudx
u€l, [ul,4q =1 Q

€ positivo.
Demonstragao. Uma vez que (H4) é vélido, entdo € = €* — 7 para algum 7 > 0. Assim, para
cada u € E tal que |u| ,, o =1, tem-se

N+2(p+1) N

Kl 5 — e [ guds 2 Jul (Kl - ¢ lgl.) + [l lgl. > (€ = €)lgl. S
Q

Portando py > 7 |g|*ST£1.
u

Observacgao 4.15. Acreditamos que o > 0 mesmo quando apenas (4.10) € satisfeita. Uma
possivel demonstragao de tal fato pode ser feita sequindo as idéias de [42] e algumas estima-

tivas apresentadas em (G.2).

Considere a aplicagao ¥ : E\{0} — R definida por

N+2(p+1)

T iy
u) =K < € | gudx.
2(p+1) Q
|u|q+1,ﬂ
Para t >0 e |u[, ;o =1, temos que

N+2(p+1)
U(tu) =t <K||u|| 2+ — e/ gudx) :
Q
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Assim, do Lema 4.14, dado v > 0

u
inf U(u) = inf U |ul — | > vuo. (4.12)
27 < a+Le |u|q+l,Q

uck, ‘“‘quLQZ'Y “EEv‘“|q+1,Q_

Em particular, se (H4) é satisfeita entao o infimo dado por (4.12) é positivo.
Suponha que € > 0 satisfaz (H4). Da continuidade de t,,,, : E\{0} — R e da propriedade
de unicidade de t* mostramos que t* : E\{0} — R ¢é continua.

Assim, a funcao

®: E\{0} — R, dada por ®(u)=t" (W) — |lu]]

é continua. Em particular,

N~ =3 10) = {u e E\{0} : t* (H ||) = ||UI|}

é um conjunto fechado de F\{0}, mais ainda podemos concluir que N~ também é um

conjunto fechado de E através de (iii) do Lema 4.16. Por outro lado

Up = & ((—00,0)) = {u e E\{0} : |[u| > t* ( u

[l

Uz = 1 ((0, +00)) = {u e E\{0} : ||u|| < t* (L

[l

sao conjuntos abertos de E\{0} e portanto de £, e mais uma vez pelo Lema 4.16 concluimos
que Uy = U U {0} é um conjunto aberto de E.

O lema a seguir apresenta algumas propriedades dos conjuntos V', N*, N~ e Nj.
Lema 4.16. Para cada € > 0 tem-se:

(1) NTUNy € limitado. Mais especificamente, para qualquer u € Nt UNj

Jull < (%H)

(i1) N— € nao-limitado.

(iii) Para qualquer u € N

(observe que a limitagao inferior nao depende de €).
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No entanto, se € > 0 € tal que (H4) € satisfeita, entao:
(iv) No = {0}

(v) N~ desconecta E no sentido de que, dadosu € Uy, v € Uy e h : [0,1] — E continua
satisfazendo h(0) = u e h(1) = v, a imagem de h intercepta N~. Além disso, N C U;.

(vi) Seja Sp = {u € E : ||lul| = 1}. A aplicagio Tt : Sp — N~ definida por T*(u) =

t*(u)u € um homeomorfismo.
Demonstracao. Ver Lema 3.16.
[

O préximo resultado serd utilizado para garantir que algumas seqiiéncias minimizantes
de I em partes de N sao seqiiéncias (PS) para I. Tal resultado mostrard também que um

certo ponto critico de I é um minimo local.

Lema 4.17. Seja € > 0 satisfazendo (Hj). Dado u € N\{0}, existe 6 > 0 e uma fungdo
diferencidvel positiva t : {w € E : |Jw|| < 0} — R, satisfazendo t(0) = 1 tal que para todo
w € E com ||w|| < 0; t(w)(u—w) € N. Além disso,

(p+1)/ | Ag /P AuAvdx—p(q—l—l)/
0

lul" " uo da —pe/ gvdz
Q Q _

('(0),v) =

2l 1
ul > —pq IUIZL@

Demonstracao. Ver Lema 3.18.
[ |

Uma vez que a demonstracao do Lema 4.11 fornece uma cota inferior para ¢y apre-
sentaremos uma cota superior negativa para cg, e o fato de ¢ ser negativo é importante para
realizacao de alguns de nossos calculos.

Seja u € E, dada pelo Teorema D.7, tal que

/guda?:/ |AT|YP 7 AuAw dz, Vu € E.
0 Q

1
Em particular, pelo item (i) do Teorema D.7, [, gudz = ||U||% =g/’ > 0. Assim, o
Lema 4.12 garante a existéncia de um tnico t, = ¢t~ (u) > 0 tal que t,u € N'*. Procedendo
como no capitulo anterior, prova-se que sob a condi¢ao (H4)

q rqg \’ P pg—1 T e
VR VRS (pq—l) (elgl, )™ < e < (p(p+1)(Q+1))t* gl (413)
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Quando € = €*, tomamos t, = to(u) dado pela Observacao 4.13, para garantir que

! ra_\" P ¢ — pg—1 Bt
T (p+1)(g+1) <pq_1) (elgl )" <o < (p(p+1)<q+1))t* gl (4.14)

A seguir empregamos o Principio Variacional de Ekeland para mostrar que a hip6tese (H4)
garante a existéncia de uma seqiiéncia minimizante para ¢y e de uma seqiiéncia minimizante

para ¢; com uma propriedade muito especial.

Lema 4.18. Se (H1), (H3) e (H/) sao satisfeitas entdo eriste uma seqiéncia minimizante

de I sobre N que também é uma seqiiéncia (PS) para I.
Demonstracao. Ver Lema 3.19.
[

Lema 4.19. Se (H1), (H3) e (H4) sao verificadas, entdo existe uma seqiiéncia minimizante

de I sobre N~ que também é uma seqiiéncia (PS) para I.
Demonstracao. Ver Lema 3.21.

Observacao 4.20. Como na Observacao 3.22, para € = €*

= inf I(u) = inf I(u).
0 1}2./\/ (u) ue/\I/IiUNO (u)

Os préximos dois lemas apresentam propriedades importantes dos pontos que realizam

os problemas de minimizagao envolvendo ¢g e ¢;.

Lema 4.21. Suponha (H1), (H3) e (4.10). Se v € N é tal que I(u) = co, entdo u € Nt ¢

u € um minimo local para I quando I é considerado em todo o espaco E.
Demonstracao. Ver Lema 3.23.

Lema 4.22. Suponha que as hipdteses (H1) e (H3) estejam satisfeitas e € € R arbitrdrio.

Se u e N~ € tal que I(u) = ¢; entdo u é um ponto critico de I.
Demonstracao. Ver Lema 3.24.

Observagao 4.23. Sejam r,s > 1 tais que %+% = 1. O operador de Nemytskii X : L"(2) —
L5(Q) dado por R(v) = |v|" "> v ndo € fracamente seqiiencialmente continuo se r # 2, como
apresentado no Exemplo D.6. Em virtude disso, concluimos que o operador T apresentado

no Teorema D.7 nao é fracamente sequencialmente continuo.
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Da defini¢ao de I temos que
(I'(u), w) :/ |Au|(1/p)_1Aquda7—/ u|? ! uw da —e/gwdx, Vu,we E.
0 0 0

Dessa forma, podemos escrever I’ =T + K onde T é o homeomorfismo dado em (D.3) e
K : E — E’ é definido por

(K(u),w) = —/ |u|q_1uwd:c—e/gwdx, Vu,we E.
Q Q

E claro que K é fracamente seqiiencialmente continuo, o que nao ocorre com I’ acaso
p # 1, em virtude da Observagao 4.23. Tal observacao evidencia ainda mais a dificuldade

para se encontrar pontos criticos de I.

4.2 A condicao de Palais-Smale

Empregaremos o Principio de Concentracao e Compacidade para obter mais informagoes
sobre as seqiiéncias (PS) do operador I, além daquelas ja apresentadas no apéndice.

No capitulo anterior, a imersdo de £ em LIT()) era compacta, o que permitiu mostrar
que o funcional I satisfazia a condigdo (PS). Assim foi possivel provar que toda seqiiéncia
(PS) para I admitia uma subseqiiéncia convergente em E para uma solucao de (3.1).

Neste capitulo, a imersao de F em L4t1(Q2) nao é mais compacta e isso impossibilita
mostrar que I possui a propriedade do paragrafo anterior em todos os niveis. Inspirados em
Silva-Soares [40], mostraremos na Proposi¢ao 4.28 que toda seqiiéncia (PS) para I admite
subseqiiéncia que converge fraco para uma solu¢do de (4.1). Também localizaremos na

Proposigao 4.30 os niveis ¢ onde [ satisfaz (PS),.
Lema 4.24. Qualquer seqiiéncia (PS) de I € limitada.
Demonstracao. Veja Lema 3.26.
[

Nesta segao, quando considerarmos (u,,) uma seqiiéncia (PS) para I, o elemento v em E

representara aquele fornecido pelo Lema C.5.

Lema 4.25. Se (H1) e (H3) sao satisfeitas e (u,,) € uma seqiiéncia (PS) do operador I entdo
existe uma subseqiiéncia, também denotada por (u,,), satisfazendo os itens (i)-(vii) do Lema

C.5 com o fato de que J é no mdximo finito.
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Demonstragio. Seja x;, € ) no suporte singular de pu e v. Considere ¢ € C®(RY) tal que
0<(<lemR¥ ¢(=1em B(0,1) e supp(¢) C B(0,2). E mais, para qualquer § > 0 defina
o) = ¢ (552).

Assim, existem constantes positivas C; e Cy > 0, que nao dependem de 6, tal que
IV¢(z)| < & e |Aly(z)| < 2 para todo z € RY. Tem-se também, pelo Lema D.2, que
u,(yp € E para cadan € N e cada 6 > 0.

Fixe 6 > 0. Da identidade

A(“n(@) = AunC@ + QVUnVCQ + unA<97

+1
da limitagdo uniforme em relacdo a n das normas em LPT(Q) de up, |Vu,|, Au,; da de-
sigualdade fornecida pela Proposigdo G.2 e da limitagdo na norma uniforme de (p, |V{y| €
Ay segue que (u,(p) é uma seqiiéncia limitada em FE. Portanto, (I'(u,),u,(s) = o(1), isto
€,

ol) = / D]+ ¢y da — / 1 G — € / GCoun da
Q Q Q

(4.15)
+ / | A | Y7 Aupun Ay + 2 [Aun )P Aun Vi, Vi de.
Q
Por outro lado, como u,, — u em E
/gggun dr "=~ / gCoudx. (4.16)
Q Q

Observando que (p — 6,, (x) para todo x em {2 e, portanto que (5 — 0 q.t.p. em €2, segue

do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

/ gCoudz "= 0. (4.17)
Q
Das identidades
1 T — Ty 1 1 1
ACG(I)_ﬁAC( 0 )’ p—|—1+q+1+;_1
com T = %, segue da desigualdade de Holder que
/ | At | Y7 Auun Ay da
N Ny
r—z
< \Aunﬁ,/%/lpﬂ (/Q || 7 Ag( y k) dx \AC\%;RN (4.18)
q+1

*(57)

t 1/(q+1)
dx)

§ C / |un|q+1
Q
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onde C' é uma constante independente de n e 6.

Pela definicao de convergéncia fraca™®
g+l atl

q+1 T — Tk n—>oo — Tk 2
L“”+’AC< ] ) o l;AC< ] )

dv. (4.19)
a1 g
Observando que ‘AC (%)} = 20 0 em todo ponto z € (), segue do Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue que
r — Tk
()
[l (5

1 T — T 1 P
- = =1
V() 9V<< 9 ) prl Tpr1

g+l
6—0

dv — 0. (4.20)

Das identidades

e uma vez mais pela desigualdade de Holder

§C</ L
Q0

& p/(p+1)
p+1
|V, 5 dx) :

/ |Aun|(1/p)_1 Au,Vu,Vdr
0

(4.21)
p+l N
Agora, do fato que Vu,, — Vu em (LT(Q)> , segue
) pt1 ) pt1
€T — T ﬂ n—00 — Tk p—“
TVC( ) Vu, dm%/p1V§< ) Vu dx.

| = )| v [ I vl
(4.22)

Agora, pela Proposicao G.8

] pt1
/ V¢ (“”“ - m’“) V| dr = 0@ 5. (4.23)
Qfr 0

Além disso, pela convergéncia fraca® no sentido das medidas e pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue tem-se

hII(l) lim / |Aun| v nga?—hm/(gd,u HE € (4.24)
lim lim / |un|qul Codx = lim/ Codv =1y, (4.25)
6—0n—oo [q 0—0 Jq

uma vez que (p(z) — d,, () para todo = € 2, quando § — 0.
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Assim, por (4.16)-(4.25), tomando o limite em (4.15) com n — oo e depois com 6 — 0,
obtém-se que
0= pux — v, Yk € J.

p+1 _1 pt+1_1

Uma vez que py, > Sv,* T tem-se vy > Sl/kTm, para todo k € J. Entao, para cada
kelJ

1
_ptl _1
v, =0 ou v, > S » T,

p+1l 1

Finalmente, pelo fato de que ), v.? ™ < 400, J é no maximo finito.

De agora em diante podemos supor, a menos de se considerar uma subseqiiéncia, que
qualquer seqiiéncia (PS) para o operador [ satisfaz os itens (i)-(vii) do Lema C.5 com o fato

adicional que J é no maximo finito.
Lema 4.26. Se K cC Q\{x; : j € J} entdo u, — u em L (K).

Demonstragdo. Seja § = dist(K,{xz; : j € J}). Para cada 6 € (0, ) considere Ay = {x € Q0 :
dist(z, K) <0} e (g€ C(Q) com 0 < (p < 1ep=1sobre Ag/y e mais (9 = 0 sobre 0\ Ay.

Entao,

/ lup| " de < | G lun T da = / Co lun ™ d.
K Ag 0

Da tultima desigualdade segue que

limsup/ |t |77 dmﬁ/@duz/@\u\qﬂ dxg/ lu|™ da.
n K Q Q Ag

Tomando o limite com 6 — 0 na desigualdade acima, segue do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue que

limsup/ 1|7 d g/ u|"* da.
n K K

Por outro lado, uma vez que u, — u em LIT}(K) tem-se que

/ lul" de < liminf/ |t |7 daz,
K " K

Como L% (K) é uniformemente convexo, segue do Teorema F.7 que u,, — uwem LI (K).
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p+1

Lema 4.27. Seja K CC Q\{z; : j € J}. Entdo Au,, — Au em L v (K).

Demonstragdo. Seja § > 0, 0 > 0 e (5 como no lema anterior. Da desigualdade (G.1) tem-se
0 < /K <|Aun|(1/p)_1 Au, — |Au|PP Au) (Au,, — Au) dx
< / (1208, 9 A, — | AP A (D, — ) G (4.26)
— /Z A | o = [ A Y7 Ay AuGp — [Au|YP7 Aw (Alu, — u)) G da.

Fixe §# > 0. Uma vez que I'(u,) — 0 e ((pu,) é limitada em E, (I'(u,),Cou) = o(1) e
(I'(uy,), Coun) = o(1). Isto é,

o(l) = / | A, |7 Ay, (A + 2VuN G + CoAu) dr — / |t | U Cou dac — 6/ gCou dx
Q 0 0
(4.27)

e

o(1) = / | Ay [P Ay, (un Ay + 2Vun Vo + CoAuy,) da —/ || 7T Gy d — e/ gCouy, dz.

? ? T (199)

Segue de (4.26)-(4.28), do fato que (pu, — (pu em E (Lema D.2), do Lema 4.26, do
Coroléario D.8 e da Desigualdade de Holder que

0 < / <|Aun\(1/p)_1 Au, — | AP Au) (Au, — Au) dz
K
< | Ay |7 Aup Al (u — uy) da + 2/ | A Y7 Au, Ve (Vu — V) da
0 0
_ / Au| P A (A, — Au) ¢ dar + o(1)
QO
L\ Ve pr1 . \P/(pHD)
< C( [ — 1| dx) +C/ <|Vu—Vun| v da:)
Ay 0
- / | Au|YP7E Au (A, — Au) G dx + o(1)
= — /q |Au|YP7 Au (A, — Au) G dz + o(1) = o(1).
Q
Portanto

/ <|Aun|(1/p)_1 Au,, — | Any|HP Au) (Au, — Au) dz — 0, quando n — +o00.  (4.29)
K

p+1
p

No caso em que > 2 segue de (4.29) e da desigualdade fornecida pela expressao (G.1)

que
lim / |Au, — Au|p_Zl dx = 0.
K

n—-4oo
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p+1

No caso em que 1 < >

< 2, mais uma vez por (4.29) e (G.1) obtém-se que

Au,, — Aul?
lim / A u|1_1/ dx =0,
=t Sk (|Aup| 4+ |Aul) P

e pela desigualdade de Hélder

P+l |Au, — Au|p;1 "
|Au, — Au| 7 dz = — (|Au,| + [Au|)” 2 dx
K K p p

(Bual + [Au) 7

2 2 1 2p
/1 [Aun AMklcm (/OAWJ+MWD%‘M>
K (|Aup| + [Aul) ™7 K

— 0 quando n — 4o0.

IN

: ptl
Em ambos os casos, conclui-se que Au,, — Au em L » (K).

Uma vez que é possivel escrever
OWN\{z;:jeJ} = UK”’
n=1

onde cada K, é compacto, empregamos o argumento da diagonal para enunciar o seguinte

resultado:

Corolario 4.28. Se (u,) € uma seqiéncia (PS) para I entdo existe uma subseqiiéncia,
também denotada por (u,), tal que os itens (i)-(vii) do Lema C.5 sao satisfeitos com J

no maxrimo finito e

(viti) u, — u em LIT(K) para todo K CC Q\{z; : j € J},
(ixr) Au, — Au em LP%(K) para todo K CC Q\{z; :j€ J} e
(x) Au, — Au q.t.p. em €.

A seguinte proposicao apresenta um resultado que poderia ser obtido mais diretamente

se o operador de Nemytskii N fosse fracamente seqiiencialmente continuo.

Proposicao 4.29. Se (u,) € uma seqiéncia (PS) para I entdo existe uma subseqiiéncia,

aqui também denotada por (uy,), tal que u, — u em E e u € uma solugao fraca de (4.1).
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Demonstragao. Suponha que (u,) satisfaz todas as propriedades do Corolario 4.28. Pelo

s My em L' (Q) e [Au,| P Au, — |Au/YP 7 Au em

Teorema F.4, |u,|"  u, — |u
LPTH(Q).

Tomando o limite quando n — +00 na seguinte identidade
/ | A, | Y7 Auy Aw dae — / |7 wpw da — E/ gu,dr =o(l), Yw € E,
Q Q Q
conclui-se que

/|Au|(1/p)_lAqudx—/|u|q_1uwda?—e/gudx:0, Vw e B,
% % 0

isto é, u é uma solugao fraca de (4.1).
[

O resultado anterior ndo implica que I satisfaz a condigao (PS). Este fato ¢ tratado na

proxima proposigao.
N
Proposicao 4.30. [ satisfaz (PS), para cada 3 < co + %52&:“).

N
Demonstragdo. Seja (u,) uma seqiiéncia (PS)g para I com < ¢y + %S2<g+1>, Pelo Corolario
4.28, pode-se supor que os itens (i)-(vii) do Lema C.5 e também que os itens (viii)-(x) do

Corolério 4.28 sao satisfeitos, onde u é uma solucao fraca de (4.1), com J no maximo finito
1

p+1 _1

emais, uy =1, Vk € Jeparacadake€ J, vy =0ouy, > S » a1,

Por contradigao suponha que exista um indice k € J tal que v # 0.

N _ 1
Uma vez que 2(’;+1) = e
g = lim I(u,) = lim < /|Aun\ dm——/ |t |77 e — /gundx)
> Aul’ de+ P . g+l g / d
L x+p+1j€Jj [ - —Zw e
2 2
> I(u) + N > I(u) + NS2<P+1>.

pN ,

Como u é uma solugdo fraca de (4.1) entdo I(u) > co e assim, 8 > ¢o + %52@+D 0 que é
um absurdo.

Dessa forma, fica mostrado que J é o conjunto vazio. Adicionando a isto o fato que

Li*1(Q) é uniformemente convexo, utiliza-se o Teorema F.7 para mostrar que u, — u in

L7(9).
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Escrevendo u,, = u + v,, segue que v, — 0 em E; Av, — 0 q.t.p. em Q e v, — 0 em
Li(Q).
+1
O préximo objetivo é mostrar que v, — 0 em E, isto é, Av, — 0 em LPT(Q) Por um

resultado de Brezis-Lieb (Teorema F.3) tem-se que

0

ptl ptl ptl ptl
|Aun|i |Au+Avn|i |Aul,ly o+ [Avg],0 o+ o(1).
P’ p 7

Uma vez que u é uma solugao fraca de (4.1)

p+1
o1) = (1)) = 1Bual Ty g — 71— € / gy do

1

= |A“‘i |Avn\p+1 — \u|ZEQ — 6/gudm+0(1) = |Avn|
Q

'c|+'c‘+
—

isto é, v, — 0 em E. Portanto u,, — v em E, como desejado.

4.3 Primeira Solucao

4.3.1 Demonstracao do Teorema 4.3

A demonstracao do Teorema 4.3 é feita de modo inteiramente analogo a demonstragao

do Teorema 3.4, uma vez que o Lema 4.30 garante que [ satisfaz (PS)_

4.3.2 Demonstracao do Teorema 4.4

A demonstracao do Teorema 4.4 é obtida através de um argumento de aproximacao
idéntico aquele utilizado na demonstragao do Teorema 3.6. O argumento é baseado na
construgao de uma seqiiéncia (PS), para I, com ¢ < ¢;. Neste caso, para utilizacdo eficaz do

Lema 4.30 empregamos o fato fornecido pela Obervacao 4.20 de que

@ = 0T = B )
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4.4 Regularidade das Solucoes

4.4.1 Demonstracao do Teorema 4.2

Seja u uma solucdo fraca de (4.1) e considere v = (—Au)"/?. O Teorema D.3 garante a

existéncia de uma tnica solugao forte w € F para o problema

—Aw = ul+egem
w = 0 sobre 0f).

Uma vez definida w € F' e aplicando mais uma vez o Teorema D.3, obtém-se a existéncia

de z € F, a solucgao forte de

—Az = wPem (,
z = 0 sobre 0f2.

Por outro lado, o subespaco E; = {p € C?(Q) : p(x) =0, Vo € 0Q} é denso em E (veja

Teorema D.1). Além disso,

Q

(—Aw)pdr = / (u? + eg)p dx
0 Q

- / A (A () dr

/ Q|Az|(1/p)_1(—Az)(—Agp)da: = / Qw(—Aap)dx: / VwVd
/

para qualquer ¢ € F;. A identidade acima e o Teorema D.7 combinados com a densidade de
E, em E mostram que z = u, e portanto que, w = (—Az)"? = (=Au)"? = v. Isto permite

concluir que (u,v) € E x F' é uma solugao forte para (4.2).

4.5 Algumas estimativas

Nesta segdo empregaremos a hipétese (H2). Vale salientar que as restrigdes impostas
através de tal hip6tese estao relacionadas com algumas estimativas de [6] e [33].

Em toda esta secao estaremos supondo que € € (0,€™) e que a solugao ug de (4.1)
fornecida pelo Teorema 4.3 é tal que (ug, (—Aug)'/?) é uma solucao cléssica de (4.2). Vimos
que ug é um minimo local para I, e no Lema 4.16 que N/~ desconecta U; de U, e que ug € U;.

Como (ug, (—Aug)/?) é uma solucio cldssica de (4.2), podemos aplicar o PMF para

concluir que ug > 0 em 2. Fixe a € Q.
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As estimativas desta secao sao essenciais para provar a existéncia de uma segunda solugao

fraca para (4.1) que é obtida com o auxilio do Teorema do Passo da Montanha.

O objetivo principal desta segao é provar a proposigao a seguir. Para isso, considere Uy,

como definida em (4.7).

Proposigao 4.31. Suponha que (H1), (H2), (H3) e € € (0,€"x) sao satisfeitas e fize a € ).
Entao ezistem R >0, p >0, 0 >0 de forma que uyg + RUs, € Us; I(ug+ RUs,) < I(ug) e

2 pN
I tRUs,) < — 52 FD)
trél[g:}l{} (U(] + 5, ) Co + N

A demonstracao da proposicao acima é um tanto quanto elaborada. Por essa razao,

dividimos sua prova em uma série de lemas.

Seja ¢ a funcao extremal radialmente simétrica decrescente ao longo dos raios que
emanam da origem com ¢(0) = 1, onde a constante de Sobolev S é assumida. Escreve-

mos

Y(x) = (—Ap(a)"?.

Uma vez que ¢ é uma funcao extremal para S, tem-se que para cada d > 0 e cada a € RV,

a fungao s, dada por (4.6) também ¢é extremal para S.

Hulshof e Van der Vorst [33] estudaram o comportamento assintético de (g,). Mais

precisamente eles mostraram o seguinte:

Lema 4.32. Se g < ¥£2 entdo existem constantes positivas ly,lo > 0, que dependem de p e

N—2’
N tais que:
[ lim |2V 2 p(2) = 1,
|z|—+o0
1i N=2 =1 >
|x‘ir200|x| w(x) 2, S€(q N_2>
| =00 log(|x|)w(x) =2, S€q = N _ 27
li a(N=2)=2 =1 < .
| lim el () = b seq <

Se q > % entao existem constantes positivas ly,lo > 0, que dependem de p e N tais
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que:
[ dim o]V e(n) = b,
jaj—+o0
1 =1 >
\x\in-:oo‘x| pla) =l sep N -2’
o2 N (4.31)
St I =1 -
ol oo log(lxl)wx) b EPT N %v
li p(N=2)=2 =1 < :
s pla) =h, sep <

Observacao 4.33. A demonstracio do Teorema 2 de [33], mais precisamente sua equagao

(4.2), mostra que a constante positiva l; do lema anterior também satisfaz

(

lim |z|" " [Ve(z)| = (N = 2)l, sep>

|z|——+o0 N -2’
im Jel™ - [Ve(z)| = (N =2)l, sep= ~ (4.32)
| —+o0 Log(|z]) ’ N -2’ N
lim  |2PY7 V()] = (p(N —2) = 2)ly, sep < :
L |z|—+o0 N —2
Para facilitar nossa notacao introduzimos as constantes
A / o™ dr e B = / Ap| da. (4.33)
RN RN

Aplicamos as estimativas dadas no Lema 4.32, Observacao 4.33, (G.2) e o Lema G.5 para

estimar as normas em E e em L7T(Q) de Us,.

Observacao 4.34. Nas estimativas realizadas no prorimo lema vamos empregar as identi-
dades q(N —2) =2 =pN e 5 = p+1 quando p = .

Lema 4.35. Para qualquer a € RY,

A+ O =D72) ge p > A
Usal ™1, = {3 A+|logé*™ 0O (5qN 2-2) gop = L (4.34)

q+1,Q N-2°
A+ 0(6"N) sep < 755,

. B+O(5N/p) sep > <
1Usall ™ = < B+[logd]"s O©BN7) sep= 5, (4.35)
p+1
B+ 0(571Y) se p < .
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Demonstragao. Sejam a € RY e § >0 elembre que £ = 1 em B(a, p). O primeiro objetivo

é estimar |Us 4|97

g+1,0°
g+l _ a+1 g v (z—a\|™
‘U57a|q+17ﬂ - |£a¢5,a‘ d.:(: - ga(:’t)(s o+l SO 5 dx
= [ e e (5| 4
o+l 1 z—a\|" (4.36)
= A+ [ (@™ =) e (S50)] @
Q
/ 1 z—a) |t P
RN\Q(S_N 90 5 v

Se p > &5, de (4.30), (4.31) e da Proposicao G.6 tem-se

e (z) < O || TIND = Oz~ @TVE2 T para todo £ 0.

Entao

1 — _ _
5_N30q+1 <%) < Cla —a| TN 5aN=2-2 bara todo x # a.

Como (¢q+1)(N —2) =q(N —2) —2+ N > N, segue da identidade (4.36) que
UsallT1 g = A+ O(51N=272),
Se p = % entao de (4.31) e da Proposicao G.6,
P () < O log ||| a TNV v £ 0
e dai, se 0 é tao pequeno que [logd| > 1, (note que: a +b < (a + 1)b para todo a > 0, e

b>1)

1

5_N‘Pq+l (:):f;a) < C (Jlog|z — al|*™ +1) |z — a| VTN |1gg 50 gaN =22

para todo x # a. Entao de (4.36)

Usal7t o, = A+ [log 8|7 O(89V-22),

Se p < NNQ, de (4.31) e da Proposicao G.6
") < Cla| VY Vo £0

e dai

aiwq*l <x 5 a) <Clz—al "V N Yz £,
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Assim de (4.36) segue que
|U5a|qJrl 0 =A+0(").

+1
A estimativa de ||Us .|| 5 6 feita através da analise da identidade

AUia(a) = Gl 10200 (15)

15 (2V§a($)5_1V<P (“”” - ) ro (“”” - “) A@(x))

e das estimativas fornecidas por (G.2).

Para tanto, cinco etapas sao consideradas.

Primeiro Passo: Estimar

mﬂ::/ &QMV%J@A¢<x_“)
0 5

Primeiramente é necessario observar que

—(N+2(g+1)(p+1)+Np(g+1) =
— (N %) (p+1)+pN

h&a:/iN
o fo
(e

N(p+1)

N—2) -2 "

Assim,

dx (4.37)

(5

.31) e da Proposicao G.6 sabe-se que

of (e

Se ¢ > 5 entao de (4.30), (

Y(z) = (—A<P($))1/p <C |$\_(N_2) , para todo x #0

e dai,

) P+l

5N A(p(xga) < Clo—a| VNI p(N=2=2  para todo @ # a.
De (4.37)

N(p+1)

hso = B+ O(6"N=272) = B4 O(5 a1 ).
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Se ¢ = <%, de (4.31) e da Proposicao G.6 tem-se
Y(x) = (—Ap(@)"? < Clloglal| x|, paratodo x #0,
e dai, se 0 > 0 é suficientemente pequeno tal que |logd| > 1 entao,
xT—a
A
()

para todo = # a. Assim de (4.37)

p+1

1

5N

<C (\log |z — aHYDJrl + 1) |z — a\_(N+p(N_2)_2) llog 5\p+1 GPIN=2)=2

hsa = B+ |log 6" O (5 “’JﬁiN) ,
Se ¢ < %5 entao de (4.31) e da Proposicao G.6 tem-se

P(x) = (—Ap(x)? < Cla]" N2 para todo x # 0,

20 (75°)

e assim
p+1

1 _
— < Clz — al N(atl) 5aN — hara todo z # a,

SN
Logo, de (4.37)

hsa = B+ O(67V).

Segundo Passo: Estimar

I5q = /
0

Se p > <5 entdo de (4.30)-(4.32) e da Proposicao G.6

p+1

dz.

5T 1512VE, (1) Ve (‘” = a) + 6w (9’ = “) A&, (z)

o(x) < Cla|™ N2 V()| < Clz|™ ™| para todo z # 0.

Logo

<
) 4} -

‘fr’ﬁa—vvga(x)w (“”” — “) + o Ty (x = ) A&, ()
c5 T (|x —a VY |z — a|_(N_2)>,

a(N=2)-2 p+1

para todo x # a. Como P

= % e &(r) =1 em B(a, p) tem-se

p+1

isa < CSVIP / (1 = al ™™ 4o = ¥ 2) 7 e = 0(5™).

Q\B(a,p)
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E importante observar que a estimativa acima pode ser feita para todo p > 0. No entanto,
ela depende de p e deve ser vista como se p > 0 estivesse fixado.

Se p= entao de (4.30)-(4.32) e da Proposigao G.6

ﬂ’
o(2) < C floglal | [ "¥7?, |Vip(a)| < C flogal | []~¥7V, para todo  # 0.

Entao, se 0 ¢ suficientemente pequeno tal que |logd| > 1

st (757) o5 (15 st
< C'|logél|o <Nq+21> 2 (Jlog [z — al| + 1) (‘ a‘—(N—l) +le— CL|_(N_2)>

para todo = # a. Como &,(z) =1 em B(a, p)
isa = |logd]"s O(N/?).
Se p < 75, mais uma vez de (4.30)-(4.32) e da Proposicao G.6
o(z) < C|z|"PN272 1 ¥p(z)| < C || PN para todo z # 0.

Assim,

'5 PR 12vga( ) <$) + 5‘?14\:190 (33 g a) Aga(l’)
< C’éﬁ (|$ —a|” (P(N=2)-2) | |z —al” (p(N—2)—1)>

para todo x # a. Como &, =0 em B(a, p),

Terceiro Passo: Estimar

o= [ for e (550)

67T (2VE(0)I 1V (552) + ¢ (552) Aku()) | da,
através do primeiro e segundo passos.

1/p

Sejam p, g > % Uma vez que (—q+1 24 p(N — 2)) + 4 q+1) = N —2, segue das
estimativas anteriores que
Jsa = O(5N_2).
Se q = %,

j5,a < CéN_2 ‘10g5| )
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e se ¢ < y— entao de

N 1 g(N—2)—2
Y 9upg(N—2)—) | YTl
< g+ 1 Pl ) )>p q+1
segue que
Jsa = O(89N =272,

N

Se p= de modo semelhante ao caso ¢ = 1~ conclui-se

N2’

Joa < 6N 2 llog d] .

N X : : pN _ (p+1)N
Se p < 5 entao da identidade m + ="

(p+1)N

jg,a = 0(5 q+1 )

Quarto Passo: Estimar

la 1= /Qé“a(ar) Nl 2A¢< g“)‘
‘5”_111 <2V£a(:c) 1w< - )ﬂO(

empregando as estimativas do primeiro e segundo passos.

Se p,q > pela identidade

N27

obtém-se

T

= (N -2) -2

g“)A@@Q

q(N —2) -2

N N-2)-21 N
q+1 qg+1 p q-+1
tem-se

(N—2)—2

N 14
lsa = O(+ 1T @i )

eseq= % entao

lso = O(541 65157 ) log a7

Se g < através da identidade

N2’

_L_2+p( (N_Q)_Q)_’_Ml: <pq_|_

qg+1 qg+1 P

conclui-se

ls, = O (5(pq+l/p)M) )

Se p = w7 tem-se
N 4 ag(N-2

o = O 500 ) [log 6] /7

plg+1)

p qg+1

1) g(N —2)—

1/p

2

dx,
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usando a identidade pN + N = DN

N 55 q+1 prual conclui-se que

esep<
(p+1)N

I = O(5 51 ).

+1
Quinto Passo: Em virtude de (G.2), para calcular ||U57a||p7, mais dois termos precisam

< 3, isto é, quando p > % tais termos sao semelhantes a alguns

ser estimados. No caso I%l

termos que ja foram calculados. Quando pTJfl > 3, ou seja, quando p < %, os termos abaixo

precisam ser estimados.

. N (/)
0 < 0 f et atag (150
Q

N 2
577 (2VE(0)6 Vi (552) + 0 (5°) Aku() | d,
2
0 < ¢ fetonotag (50)]-
Q )
__N 1 (1/p)—1
07T (296,(2)07 Vi (552) + ¢ (552) At (2) da.
Por outro lado, se p < 3 € 6bvio que p < 57. Usando entao as identidades,
N 1 pN (p+1)N
——— =24 p(N =2 - —1)+ 2 =
( q+1 4 >) (p ) q+1 q+1

p

N pN (1 (p+1)N
— 24 p(N=-2) |24+ 1) =227
( q+1 l )) q+1< ) q+1

pode-se concluir que
(p+1H)N

r(9),s(0) = O(0 aF1 ).
Finalmente, através de uma andlise das poténcias de 0 nos célculos realizados acima
chega-se nas estimativas desejadas.

Lema 4.36. Suponha (H1), (H2) e (H3) satisfeitas. Dados a € RN e p > 0, existem Ry > 0
e dg > 0 tais que
Ug + RU(;,G celUs; e I(U(] + RU&Q) < I(UO)

para qualquer R > Ry e qualquer 0 < § < .

Demonstracdo. Pelo Lema 4.35, tem-se a existéncia de g > 0 e Ry > 0 tais que

g+1 pa+l

||
o + RUs o241 > ‘;“@ A
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para todo R > Ry e todo 6 € (0, dp).

Por outro lado,

luo + RUsa||I"™" < (luoll + R [[Usal)*™

1 g+1 1 b1 P
< 2 (o + R (Ul )

_ e+l (||u0||q+l + R+l (B"iqil” + 0(1))) .

Da combinacao das duas ultimas estimativas obtém-se
+1
Uo + RU(;,G 1

— 5 >A>0
||U() —I-RU(;,@H o

q+1,Q

para todo R > Ry e todo 0 < § < dy com &y = 0o(A, B, p,a,p,q).
Por outro lado, dado u # 0, se t > 0 é de tal forma que tu € N entao

ptl 1
tYP ) e — ¢ |u|gil7Q = e/ﬁgudm.
Em particular, se ||u|| = 1 entao
/P qa |u|ZI}Q = e/ gudzx.
Q

Da identidade acima e pelo fato de g > %, obtém-se a existéncia de uma constante C; > 0

UO+RU5a
0< t+ — " _ | < C
(IIuo+RU5,aH) '

tal que

para todo R > Ry e todo 0 < § < 4.

Observe que
» R_»
lto + RUsall 2 RllUsall = luoll = B (B#5 +0(1)) = lluoll = 5 B =2 Juo]

para todo 0 < § < 9 e todo R > Ry, podendo-se tomar R, ainda maior se necessario. Da

defini¢ao de U, conclui-se que
uo + RUs, € Uy, paratodo R> Ry etodo 0<d < dp.

O préximo passo € estimar a energia de ug + RUs,.
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Para R > 0e 0 <4 < dg, existem constantes positivas C, Cs, C5 e Cy tais que

— p et 1 q+1
I(up + RUs,) = b1 luo + RUs .|| 7 — P |UO+RU6,a|q+LQ
—e/ g(ug + RUs ) dx
102E +1 1 R+t 2
P P p+
< P2 LR (B+ o1 )— A 0+l
< g (el + RS (B +o1) = 5o A+ i,

—e/ gug dx — GR/ gUs o dx
Q. Q
< Cy+ R — C3R™ + eC4R — —oo

quando R — +00, o que finaliza a demonstracao do lema.
[ |

Agora, fixe a € Q e considere 0 < p < 1 tal que B(a,2p) C Q. Seja Ry > 0 obtido pelo
lema anterior e Sy = (%)”L*l

Vamos estimar mais uma vez I(ug + RUs,). Como

p
p+1

P+l 1
[(UQ + RU(sﬂ) = ||U() + RU(;,GH Zl — |U0 + RU57a|q+1 - 6/ g(uo + RU(;,G) d(L’,
Q

q+ 1 q+1,Q2
(4.38)
e de (G.2),

ptl ptl ptl ptl +1 _
luo + RUso|| 7 = / (\Auo\”i R |AUs | +pTR\Au0\(1/”) ' AugAUs,,
Q

+pTngRl/p NSRS AUévaAu()) dz + 116, p, R) + 51(0, p, R)
(4.39)

lup + RUg,a|gi}ﬂ = / (|u0|q+1 + R Us o™ + (¢ + 1R ol uoUs o+
Q
+(q+ )R (Uso)? ug) dx + ro(0, p, R) + s2(9, p, R),

(4.40)

precisamos mostrar que:

Lema 4.37. Se (H1), (H2), (H3) e € € (0,€™) sao verificadas, entdo existe uma fun¢ao
positiva C(p) com a propriedade de que C(p) = o(1), de forma que para cada R € [0, Ry e

p > 0 prozimo de zero, a igualdade abaizo é satisfeita

/ (U&a)q o dx + T2(57 P R) + 82(57 P, R) dr = uo(a)Déq% + 0(5‘1_14\:1) €,
Q
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‘ / RV |AU; o| VP71 AUS o Aug d + 7,8, p, R) + 51(6, p, R)) < C(p)RVPsa + o(571),
Q
onde D = [on ¢(z) da.

Demonstracao.

Primeiro Passo: Se ¢ > % entao pelo Lema 4.32 e pelas Proposigoes G.6 e G.8,

[ Wiauwde =575 [ ot (52 do = @Dt + o),
Q@ Q J

Segundo Passo: As estimativas de ry e sy sdo obtidas através de (G.2), do Lema 4.32 e

das Proposicoes G.6 e G.8.

Primeiramente, observe que as poténcias ¢* = %, Dy = 2(%:63) sao tais flue (N/(N—
2),q%), (p«, 2) pertencem a hipérbole critica 1/(p+1) +1/(¢+ 1) =1—2/N. E importante
para os proximos calculos os fatos de que ¢* > 2 para N =2,--- ,8 e ¢* < 2 para N > 9.

Primeiro Caso: ¢+ 1 > 3.

Por (G.2) tem-se que
[ra(d)] < CR%*5~ Py / |u0‘q_1 52@)902 <$ga> d.
Q
|82(5)| < CRq_l(S_(qurliN / |u0|2€g_1($)g0q_1 ($ g a) .
Q

Da hipétese p < isto é, ¢ > ¢* segue do Lema 4.32 que

N2’

lim |22 p(z) =1, > 0.

|z|—+o0

Para realizar a andlise de r5(¢) é utilizado o Lema G.8 e trés casos sao considerados,

2(p(N —2)—2) >N, istoé, p> At

2(N-2)"
2(p(N—2)—2)=N, istoé, p= 2(]>fv+42)
2(p(N—=2)—2) <N, istoé, p< 2(%:42).

E importante observar que % < 2(N+4) para todo N > 3 e

N+4 N
2(Nt2) > 5 para N =3,
N+4 N
2(Nt2) = 5 para N =4,
N+4 N
2(Nt2) < N—o para N Z 5.
Para N = 3, 4; através das observagoes acima, no caso em que — < p < ,
¢ q N 3

2pN

r2(6)| < CR2™#10(82PN-272)) = O(§451).
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Para N =5,6,7,8; mais uma vez pelo Lema G.8

2pN

O(5q2+1N) se 5 <p< %,
|ro ()] = O(éiqul)) para qualquer 0 <6 <1 se p= Q(Z]VV*_42),
q—1)N
O(6 o) se %<p<%

Quando N > 9, como ¢* < 2 obtém-se através do mesmo lema que

O(éiﬂ) se 5 <p< 2(137\;’42)
2pN
Ira(8)] = ¢ O(8%++1) para qualquer 0<f<1 se p= ngJ’_‘lz),
(¢—=)N
O(0 a1 ) se 2(% 5 <P <gn %)
A andlise de s5(6), em virtude da identidade p(N — 2) — 2 = ﬁ, é realizada nos
seguintes trés casos,
(g—1)(p(N—=2)—2) >N, istoé, ¢>~=2
(g—1)(p(N —2)—2) =N, isto é, q:¥,
(q—1)(p(N—2) —2) <N, istoé, ¢q<?3=2
Por outro lado,
q > para N =3,4,5,6 ¢ ¢" < para N > 7.
Também (N —2)/2 <2 para N <6e (N —2)/2>2para N >T.
Através das observacoes acima, para N = 3,4,5,6
2N
|52(0)| = O(d7+1).
epara N =17,8
O(éfTNl) se g > N2
2N
152(8)| = { O(8%%+1) para qualquer 0 <0 <1 se ¢= N2
p(g—1N
O~ ) se ¢* <q< 2
Finalmente, para N > 9
O(éqQTNl) se q> %,
2N
|s2(0)| = O(dem) para qualquer 0 <f <1 se ¢= %,

p(g—1)N

O(6 a7 ), se 2<q< 82
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Segundo Caso: ¢+ 1 < 3.

Neste caso, as estimativas fornecidas por (G.2) dizem que,

_ q
nel<c | ol (Ra—if—lsamso(“”” )) i,
{luo|>RUs 0} 0

52(8)] < C ot RSP, (2 [ 2= ) dz.
|u0‘<RU5’a 6

Da hipdtese ¢ > ¢*, o caso que agora serd estudado é aquele quando ¢* < 2, isto é,
quando N > 9.

Para analisar r9(J), o primeira passo é notar que g(p(N —2) —2) =N +2(p+1) > N.

Sejam a, 3 > 0 tais que a+ 3 = q. Fazendo f(p(N —2) —2) < N, e usando a identidade
6] ( pm +p(N —-2)— 2) ﬂq+1 obtém-se

|ra(6)| = 0(567)(”{%)*2%) para qualquer 0 < 6 < 1.

Para analisar s5(d), o ponto de partida é observar que a hipétese p < 7~ garante que
p(N—-2)—2< N —2.
Sejam «, 3 > 0 tais que o + § = ¢q. Fazendo (1 + B)(p(N — 2) —2) < N, isto é,

B < L= 2ptl) ’Z)NJF?(pH) < ¢ e da identidade (1 + f3) ( 1 tp(N—2)— 2) (1+0)E5 23 tem-se

|s2(d)] = 0(591’(1\’{12)*2(1%) para qualquer 0 < 6 < 1.

Juntando todos os célculos feitos até aqui conclui-se que para N = 3,4

r9(0) + 52(0) = 0(5%), e <P <
para N =5
2pN
O(69+T) se L <p<l1,
(@) +52(0) = { 002 !
O(d++1) se 1<p< =
para N =6,7
2p]¥ 2
()(5‘17L ) Se N—5 <p§ 1,
ra(0) + 52(6) = 4 O(377) se 1<p< A
O(é(qt:iN) se ?)]yv—'i'g <p< N 31
para N =8
2pN
O(6a#1) se 5 <p<1,
T9(8) + 52(6) = 0(50(2+11) ) para qualquer 0<f6<1 se p=1,

(g—1)N

O 1) se 1<p<

N2’
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para N =9,10,11

2pN

(0(67) se 32y <p<
p(q—1)N
O( q+1)se ﬁ<p<1
7’2(5) + 82(5) (¢-1N aN y
O( q+1)sel<p<2(N >,
O(5p<zv = zq+1) para qualquer 0 <6 <1 se % <p< %;
e para N > 12
O(BEY) se 2y <p< NS
p(g—1)N
7’2(5)—'—82(5) = 0(5 q+1 ) se 3]}7\]_4-8 <p§ 2(]}7\[4_%)
Op N
0TI pua qulauer 0<0< 1 s gty <p< 5y

Fica claro entao pelas estimativas acima e hipdteses deste lema que a primeira identidade
em seu enunciado é verificada quando N = 3,--- 8.

Para as dimensoes N = 9, 10, 11, a desigualdade p(¢—1) > 1 é equivalente a ¢(¢+1) > &

no intervalo g\f—t% < p < 1. Tal desigualdade é verificada, uma vez que ¢ > % em tal
intervalo e FH2 2N — ¢(g + 1) > & ¢ equivalente a N(N — 12) < 0.
Para N = 12, da identidade 1 = % e da discussao para as dimensoes N = 9,10, 11

obtém-se também a validade da primeira identidade deste lema.
Quando N > 13, a validade da primeira identidade é evidenciada de forma clara.

Terceiro Passo: Calcular
Mo = / |AUs o771 AU; o Aug diz.
Q

Uma vez que

AUsa(z) = Eu(x)d ar16" 2A<p( _“)

5
o (2%(@6—% (%“) + (‘” = a) A@Ax))
m —/ 5+152A<_“)1/p
da — a @ 5
B(a,p)

(—Aug(x)) dx
+ |AUso| Y77 AU; o Aug da.
B(a,2p)\B(a,p)

Como na demonstracao do Lema 4.35, a condigao p < % fornece que

Moo (T—a
e (5

tem-se que

1/p
< o |z — a| Y72 | para todo z # a
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-2 z—a -2 z—a
07FTOEVE (1) Vi (552) + 6P (552) Agy (o) <
O (|a7 — PN a|_(p(N_2)_1)> , para todo = # a.

Entao
A
ol < oo ([ R
Blap) |z — a
(N—2)—2 P(N—2)—1
+ | Ay (|x—a|_(N_2)+\:C—a\_p P 4 |x—al ) dx)
B(a,2p)\B(a.p)
= C(p)drst

(neste ponto que usamos a regularidade de —Auwuy).
Quarto Passo: Estimar r1(d) e s1(9).
As hipéteses deste lema garantem que em qualquer dimensao N, a poténcia p sempre

satisfaz p < % ep> % Entao, das estimativas fornecidas por (G.2)

Ir(6)] < C / | Aug| |RAU; o|"" da,
{|AUO|ZR|AU6,¢1|}

s1(8)] < C | Aug|"? |RAU; | da.
{|Au0|<R|AU5,a|}

Assim, dos célculos acima é evidente que (mais uma vez usando a regularidade de —Auwy)
ri(8)] < C(p)RV75w.

Para estimar s;(¢), sejam «, 5 > 0 tal que a+f = %; (1+8)p(N=2) < Ne(1+8)p> 1.
Isto implica que

ON

|s1(8)] = o(émq%), para qualquer 0 < 6 < 1.
As trés ultimas estimativas demonstram a validade da segunda identidade do enunciado
deste lema.

Lema 4.38. Suponha que (H1), (H2), (H3) e € € (0,€") sejam satisfeitas. Entdo, existe
uma fungao positiva C(p) com a propriedade de que C(p) = o(1) tal que
I(uo+ RUsa) < o+ 25 R B — LRI A

" N N 4.41
— (up(a) DRI — C(p) RYP) 6551 + o671 (441)
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para qualquer R € [0, Ry|. Se p > 0 € suficientemente pequeno tal que 0 < C(p) < uo(a)Dg

entao

2 pN N N
(o + RUso) < o+ 57670 — (uo(a)DSg - C(p)sg/p) §aT + o(§arT)

para qualqguer R € [0, Ro]. Em particular, I(uo + RUs,) < co + %S%ﬁn para qualquer
R € [0, Ry| e para todo 6 € (0,0d).

Demonstracao. Uma vez que

p p+1 1 11
I = — — — ugl? — dr =
(uo) p+1||U0H i g+ 1 \U0|q+1,9 €/QQU0 T =Coe

0= R(I'(up),Usa) = / |Au0|(1/p)_1 AugAUs, dx — / |u0|q_1 ugUs o dx — 6/ gUs o dx
Q Q Q

segue de (4.38)-(4.40) e dos Lemas 4.35 e 4.37, que a desigualdade (4.41) é verificada.
Considere as fungoes h, H : [0, +00) — R definidas por:
1

b ptl N
h(t)= —— Bt » — — Al — Dt9 — /Py 7
(t) P o (uo(a) C(p)t'/?) da+,

p 1
Ht) = L Bt — A+,
p+1 qg+1
O maximo absoluto da fungao H é atingido em Sy = (%) 77T, Por outro lado, ug(a)Dt?—

_Db
C(p)tl/p > () se e somente se t > (uoc((ap))D> paT

Suponha que Sy > (UOC(ES)D)W, isto é, que C'(p) < uo(a)D% Seja ss o ponto onde h

assume seu valor maximo. De
C —p
W(t) = BtY/P — At? — <u0(a)Dqtq_1 - ﬂtlp) 5%,
p

e do fato ¢ > %, tem-se h/(Sp) < 0 e portanto ss < Sy (faga o grafico de h e H). Escrevendo

ss = So(1 — 05) e utilizando o fato que h'(s5) =0

B (%) i (105" — A (g) 1oy =

(“‘)(“)Dqsg_l(l oyt = S 05)1:) 5

Dividindo a identidade acima por (1 — 05)%_1;

Brat
AL/(pg—1)

pg—1 pg—1

(1= 00)— (1= 0™ ) = <u0(a)Dng_l(1—05) ; —ys&p) s,
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Aplicando o Lema G.7 & identidade acima, conclui-se que o5 = O(4 q%) Expandindo os

pt+1

termos (1 —os) » e (1 —05)?"! obtém-se,

P L g
I(ug+ RUs,) < c¢g+——s8;" B———sI"A
(uo 5a) < <o Pl PR

- (uO(G)DSE — C(p)sy ”) §a+1 + o(6a17)
= Gt %52&% - <“0(a)D53 - C(p)Sol/p) ST + o(571).

4.6 Segunda Solucao

4.6.1 Demonstracao do Teorema 4.7

Pelo item (v) do Lema 4.16, N'* C Uy, e portanto ug € U;.

Seja R > 0,0 >0,a € Qe p >0 como na Proposigao 4.31. Como I, que tem uma
geometria do passo da montanha com minimo local em wy, satisfaz (PS),, Proposigao 4.30,
aplica-se entao o Teorema do Passo da Montanha para mostrar que ¢ é um valor critico de
I. Além disso, pelo item (v) do Lema 4.16, para qualquer h € F, a imagem de h intercepta
N~ implicando que ¢ > ¢;.

4.6.2 Demonstracao do Teorema 4.6

pN
A Proposicao 4.31 e o Teorema 4.7 garantem que ¢; < ¢ < ¢g + %Swpﬂ)‘. Logo, pela
Proposicao 4.30 tem-se que [ satisfaz (PS)Cl. A partir dai, a demonstragao do Teorema 4.6

segue as mesmas idéias da demonstracao do Teorema 3.5.

4.7 Comportamento das solucoes quando € — 0

4.7.1 Demonstracao do Teorema 4.9

Seja (€,) uma seqiiéncia decrescente de nimeros positivos satisfazendo (H4) que converge
para 0 e seja, para cada n € N, u,, 1 a solugao de (3.1) em N_, dada pelo Teorema 4.6.
Como na demonstragao do Teorema 3.6, pode-se mostrar que u,, 1 ¢ uma seqiiéncia (PS),

b ptl 1 +1
=—— [ |Au| 7 doz — —— ™ d
I = 18l do - [l da,

para o funcional
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com (3 = %S %27111)

Pela Proposicao 4.29, pode-se supor que u,; — u em E, onde v é um ponto critico de
I. Por outro lado, como € é estrelado em relacao a origem, sabe-se por Mitidieri [38], que o
zero é o tnico ponto critico de I. Dessa forma, u., 1 — 0 em E. Mas, o item (iii) do Lema
4.16 garante que a seqiiéncia (u., 1) ndo converge fortemente em £ para 0.

A demonstragao de u.o — 0 em E é baseada no fato de que u. € /\/: e no item (i) do

Lema 4.16.



CAPITULO 5

Uma segunda classe de sistemas

semilineares nao-homogeéneos

Consideramos neste capitulo, um dominio limitado 2 C RY com N > 1, de fronteira

regular e nesse dominio o sistema superlinear nao-homogéneo

—Au = au+bv+uP +ef em €,
—Av = cu+dv+v!+egem (), (5.1)
u,v = 0 sobre 0f),

que ¢ do tipo gradiente quando b = c.
Na primeira secao, estudamos (5.1) nao assumindo b = ¢ e obtemos resultados através
do método de subsolucao e super-solucao. Na segunda secao, quando b = ¢, empregamos

técnicas variacionais supondo que as poténcias p e ¢ sao subcriticas.

5.1 Caso geral

Aqui estamos interessados no sistema superlinear

—Au = au+bv+uP +ef em €,
—Av cu + dv 4+ v? + eg em ),
u,v > 0em €,
u,v = 0 sobre 0f),

(5.2)

105
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e procuraremos por solugoes classicas.
Uma vez que buscamos por solucoes positivas, é natural impor alguma condicao de pos-

itividade na parte nao-homogénea. Por isso, nesta secao assumimos a seguinte hipotese,

(P) f,g € C1(Q) sao nao simultaneamente identicamente nulas com w,, v, > 0 em . Além

disso, se b = 0 entao f # 0 e quando ¢ = 0 supomos que g # 0.

Observe que (5.2) é uma extensao para uma classe de sistemas da equagao (1.1), tratada

b
¢ p ) que aparece em (5.2) assume o papel de A

no primeiro capitulo e a matriz A = <
c

em (1.1).
Pelos motivos apresentados no Capitulo 2, vamos supor validas nesta secao as hipdteses

a seguir.
(H1) Os termos b e ¢ da matriz A satisfazem: b, ¢ > 0.
(H2) Os autovalores de A sdo menores que ;.
Com as hipéteses assumidas até aqui, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.1. Suponha além das hipdteses (P), (H1) e (H2) que p,q > 1. Entdo existe
€* > 0 tal que o sistema (5.2) possui uma solugdo minimal positiva (ue,v.) para 0 < € < €*
e ndo possui solucio para € > € . Além disso, (u.,v.) € C**(Q) x C**(Q) para qualquer
a€(0,1).

Antes de demonstrarmos esse teorema, ressaltamos que um resultado de multiplicidade
de solugao para (5.2) é apresentado na préxima se¢ao quando supomos b = ¢ permitindo o

emprego de técnicas variacionais.

Demonstracao do Teorema 5.1

Primeiramente suponha b, ¢ > 0. Esta hipdtese juntamente com (H2) garante que o maior

)\_a+d+\/(a—d)2+4bc
B 2

satisfaz as desigualdades, A < A (©2) e A > max{a,d}. Além disso, o autovalor A tem

autovalor de A

autovetores associados da forma

(0,0) = <a,ﬁa) , o €R.
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Observe que as duas entradas de cada autovetor associado a A tém o mesmo sinal, e por-
tanto podem ser consideradas positivas e tao pequenas quanto se queira. Pela continuidade
de \; em relacao a €2, é garantida a existéncia de um dominio limitado € de fronteira regular
tal que Q CC e A < A\ () < A\ (D).

Sejam N, = A\ (V) e @} = ¢1 (). E evidente que (us, vs) = (e, ev,) é um par subsolucio
para (5.2). O par super-solugao para (5.2) sera da forma (ug, vs) = (o], 0¢)), onde (o,0) é

um autovetor de A associado a A\ com entradas positivas. Mais precisamente, deseja-se que

N(ow)) = —Alogh) > alow)) +b(0)) + (0@))P + ef em ©Q,
N(0h) = —A@Og)) > c(og)) +d(0g) + (05,)7 + eg em Q,
ou seja,
{(M—A)(w’l)—(wi)p > ¢f, em Q,
(N = N)(0gh) — (04)7 > eg, em Q

Aplicando-se 0 mesmo argumento da demonstracao do Teorema 1.3, encontra-se uma
super-solugao (ug,vg) tal que ug > us; e vg > ug em €2, desde que € > 0 seja pequeno o
suficiente.

Quando no minimo uma das identidades b = 0 e ¢ = 0 ocorrer, basta considerar a matriz

A = a b+T .
c+ T d

Observe que se 7 > 0 é suficientemente pequeno, a matriz A, satisfaz (H2) e por isso os

célculos acima possibilitam a obten¢ao de um par super-solugao (ug,vs) para

—Au = au+ (b+T7)v+uP+€f em Q,
—Av = (c+T)u+dv+v?+egem €, (5.3)
u,v = 0 sobre 012,

tal que ug > ug = eu, e vg > v, = ev, quando € > 0 é suficientemente pequeno. Conseqiien-
temente (ug,vs) é um par super-solugao para (5.2).

Em ambos os casos, pode-se aplicar o método de iteracao monotonica no par subsolucao
(us, vs) = (€ux, €v,) para se obter uma solucao (u., v) de (5.2) quando € > 0 é suficientemente
pequeno. Observe que se b = 0 (¢ = 0) entao f # 0 (g # 0) e isso permite que o método
iterativo forneca solucoes positivas.

O restante da demonstracao é analoga a demonstracao do Teorema 1.3, exceto a questao

de nao-existéncia de solugao para valores grandes de €. Nesse caso pode ser feito o seguinte.
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Quando b = 0 ou ¢ = 0, o sistema (5.2) possui uma equagao idéntica a equagao (1.1) e assim
pode-se aplicar o mesmo argumento da demonstracao do Teorema 1.3. Se b,c¢ > 0 entao o
maior autovalor de A tem entradas de mesmo sinal. Fixe entdo um autovetor (o, 6) de A de
entradas positivas associado a A, sendo esse o maior autovalor de A. Da mesma forma que

em (?77), a condigao (P) implica

/af<P1 + g1 dx > 0.

Agora, multiplique a primeira equacao de (5.2) por op; e a segunda por f¢;. Integrando

por partes e adicionando tais equagoes obtém-se
/aVquol + 0VoVp — (A(u,v), (op1,0p1))de = /Uupgol + Ovipy dx
+e / ofer+0gp1de
e assim,
/(a (M =Nu—uP)+0 (N — Nv—20) g dx = e/afgol + 0gyp; dx.

Pelas hip6teses de que p > 1 e ¢ > 1, segue a existéncia de uma constante C' = C'(\, p,q) > 0
tal que

e<(C fwldm
= [ofer+0gpda

5.2 Caso gradiente

Nesta secao consideramos o sistema gradiente

—Au = au+bv+uP+ef em Q,
—Av = bu+dv+vi+egem () (5.4)
u,v = 0 sobre 0f,

num dominio limitado Q C RY com N > 1, de fronteira regular. Por conveniéncia escrevemos

u? = ul’ " u e v? = |v] v, onde € > 0 é um pardmetro e as funcoes f e g sao C1(Q).
Observe que se b = 0, o sistema (5.4) é transformado em duas equagbes idénticas a
equagao (1.1). Por isso, suponha nesta se¢ao b # 0.

Agora, considere A a seguinte matriz 2 x 2

(02)
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Estudamos o sistema (5.4) sob as seguintes hipéteses:

2
> 3.
N—QSGN_S

(H1) Superlinearidade e subcriticalidade: p,q > 1 e p,q <
(H2) As funcoes f, g € C*'(Q) nio sdo ambas identicamente nulas.

(H3) Os dois autovalores de A sdo menores que A;.

Para facilitar a notacdo, [ hdz representard a integral de uma fungao h qualquer em
LY(Q) e |j], a norma de qualquer funcdo j € L"(Q2). E mais, neste capitulo, H denotara o

espaco de Hilbert H}(Q2) x H}(€) munido do produto interno
((u1,v1), (ug,v2)) = /Vu1Vuz + Vo Vg — (A(ug,vy), (ug, v2)) dx, (5.5)

para quaisquer (uj,v1), (ug,v2) € H. Neste caso, para cada elemento (u,v) € H, a norma
|| (u,v)|| serd a norma induzida pelo produto interno (5.5).
Dados (p,9) € H' e (u,v) € H

(¢, ), (u,v)) = /gou + Yvdr

u%¢m*:sm»{/¢u+¢wdx:vanr=1}.

Fazendo uso dessas notacoes aqui introduzidas, observe que
((h1, ha), (u,v)) = /h1U+ hovdz, ¥ hy,hy € CH(Q), ¥ (u,v) € H,

garante que C1(Q) x C1(Q) — H'.

Neste contexto, entendemos por uma solucao fraca de (5.4) um par (u,v) € H satis-

/Vqudx:/auw+bvwdx+/upw +e/fwd:1:
/VUVzdx:/buz—i-dvzdx—i-/qu —i—&/gzdm

para todo (w, z) € H.

fazendo

Com isso, as hipGteses acima nos permitem concluir que as solugoes fracas de (5.4) sao
precisamente os pontos criticos do seguinte funcional

H(o) = 5l = — [ de = — [ do—e [ fus gods, (59)
2 p+1 qg+1

onde I é bem definido sobre H e é de classe C?.
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Definicao 5.2. Dizemos que um elemento (u,v) € H é ndo-negativo e denotamos (u,v) >0

seu,v >0 qtp. em €.

A partir de agora, considere as seguintes notagoes:

1/p+1
1 1
() = (i + 10l0) T V() € 8,
1 —1 1
P= min {|wo)}, K= —L"" o=PF" ¢
()] 41 =1 g1 4 p—1

M = inf { (. 0)]| - (u,0) € H\{(0,0)} tal aue [|(w,0)]]* = p lufZF} +a ol (57)

Pela simetria de (5.4) podemos supor sem perda de generalidade ¢ > p.
Iniciamos observando, Lema 5.13, que [ é limitado inferiormente sobre a variedade de
Nehari
N ={(u,v) € H: {I'((u,v)), (u,v)) = 0}.

Com isso, para provar os resultados desta secao, aplicamos um método de minimizagao
semelhante aquele utilizado nos capitulos 3 e 4. Mostramos que I assume seu valor minimo
sobre N e também em partes de NV, quando ¢ é suficientemente pequeno. Por esta razao,

adicionamos a seguinte hipotese

-1 1 -1 M P«
(H4) 0 <e< € ::min{q b }

K
q 2P[(f.9)l." p [(fi9l. (], 9l

Neste ponto estamos prontos para enunciar o primeiro resultado desta secao.

Teorema 5.3. Suponha que as hipdteses (H1), (H2) e (H3) sejam verificadas. Entdo a
equagao (5.4) possui no minimo duas solugoes fracas se (HY) for satisfeita e no minimo
uma solugao fraca se € = €*. Além disso, tais solugoes sao nao-negativas quando f,g > 0
em Q eb>0.

A prova do teorema acima é uma conseqiiéncia dos proximos trés teoremas.

Teorema 5.4. Sob as hipdteses (H1), (H2), (H3) e (H4), o infimo

co:= inf I ((u,v)) (5.8)

(u,v)EN

¢ assumido em um ponto (ug,v9) € N, onde (ug,v9) € um minimo local para I quando

considerado em todo o espago H. Além disso, (ug,vo) > 0 quando f,g >0 em Q eb > 0.
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Para cada (u,v) € H\{(0,0)}, a funcao

1 1
Jjt) =TI (t(u,v)) = §t2||(u,v)]|2 — Pt \u|§ii — —— 7 |y ZE — et/fu + gvdx

p+1 qg+1

é duas vezes diferencidvel em (0, +00). Em particular, se (u,v) € E é um minimo local para

I entao j'(1) =0 e 57(1) > 0, sendo que a desigualdade j”(1) > 0 diz exatamente que
I(w, 0)1* = plulyty —q vl > 0. (5.9)

Por isso, é importante para nossos calculos que particionemos N como abaixo.

N* = {(u,0) € N < [|(u,0) 2 = plufth — g o] > 0},

p+1 q+1

1 1
No = {(w,v) e N+ ||(w,0)|* = pluly Ty — qlolii; =0} e
" ={(w,v) €N | (w,0) |2 = plullly — qlvfii; <0}

Sob (H4), o Lema 5.16 garante que Ny = {0}. Entao, por (5.9) concluimos que (ug,vo) €

N e conseqiientemente

co= inf I((u,v))= inf TI((u,v)).

(uv)eN (u,)eN+

Assim, para encontrar um segundo ponto critico para I é razoavel que investiguemos o

seguinte problema de minimizagao

= inf [ )
= inf ((u,v))

Tal problema fornece o proximo resultado:

Teorema 5.5. Suponha que as condigoes (H1), (H2), (H3) e (H}) sejam verificadas. Entao
c1 > ¢g e ¢y € assumido em um ponto ponto critico (uy,vi) € N~ de I . Além disso,
(ug,v1) >0se f,g>0emQ eb>0.

Agora, pelo Teorema 5.4, como um caso limite, temos o resultado a seguir.

Teorema 5.6. Se as hipdteses (H1), (H2) e (H3) sao verificadas e € = €* entdo o infimo

= inf 1
0+ (u,v)elf\lf+UNo ((U,U>>

é assumido em um ponto critico (ug,vg) € N UNT de I . Além disso, (ug,v9) > 0 quando
f,g>0emQeb>0.
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Da mesma forma que nos tultimos dois capitulos podemos mostrar que para ¢ = € a
identidade ¢y = ¢o 4 € verificada.

A procura por um possivel terceiro ponto critico para I sera feita utilizando o Teorema
do Passo da Montanha. Para isso, introduzimos o funcional

1 1 +1 1 +1
I () = S = = o - = et - e [ fus+gud.

Tal funcional estd bem definido sobre H e é de classe C%. Além disso, as solucoes fracas
nao-negativas de (5.4) quando f,g > 0 em 2, sdo pelo Lema 5.25, os pontos criticos de I .

Considere (ug, vp) a solugdo fraca de (5.4) dada pelo Teorema 5.4 que ¢ um minimo local
para I. Além disso, quando f,g > 0 em €2, o Lema 5.26 garante que (ug,vp) é um minimo
local para I™.

Fixe T' > 0 suficientemente grande tal que e = (T'ug, Tvy) € Us, com U, dado pelo Lema

5.16 e I(e) < I((ugp,vp)). Para o préximo resultado introduzimos o conjunto F dado por
F ={h:]0,1] — H continua, h(0) = (ug,vo), h(l) = e}

e uma vez mostrado que I e I satisfazem a condigao (PS), aplicamos o Teorema do Passo

da Montanha para obter o teorema a seguir.

Teorema 5.7. Suponha que (H1), (H2), (H3) e (H4) sejam verificadas. Entdo o valor

= inf I(h(t
CT Iy )

define um valor critico para I ec > c¢y. Se f,g>0em Q eb>0

+ +
o

define um valor critico para I e ¢t > ¢;.

Observagao 5.8. Acreditamos que em certos dominios, por exemplo no caso 2 = B(0, 1),
sob as hipdteses (H1), (H2), (H3) e f,g > 0 em Q, o sistema (5.4) tem exatamente duas
solucoes nao-negativas para € > 0 suficientemente pequeno. Observamos no Lema 5.16, que
nao N e sim N~ é uma variedade homeomorfa a esfera unitdria de H. Uma vez confirmada
a informagao sobre o numero exato de solugoes para (5.4), concluimos que o valor critico
do passo da montanha é o valor minimo de I sobre a variedade N~. Tal fato é na realidade

esperado pois € verificado em outros problemas, como por exemplo no Teorema 4.2 de Willem
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[43]. E também que a solugao minimal apresentada no primeira se¢ao deste capitulo € a
solugao de energia minima. No entanto, o “projeto” descrito aqui deve ser cuidadosamente

verificado.

Sob as hipéteses (H1), (H2), (H3) desta segdo e com f,g > 0 em {2, um resultado de
nao-existéncia de solugao fraca nao-negativa para o sistema (5.4) para valores grandes de e,
pode ser obtido como na secao anterior, ja que o problema desta se¢ao é um caso particular
daquela.

Para cada e satisfazendo (H4), denotamos por (ug., Vo) € (u1, V1) as solugoes de (5.4)
dadas pelos Teoremas 5.4 e 5.5 respectivamente. O ultimo resultado é obtido pelo compor-

tamento de (uge, Vo) € (U, v1,) quando € tende a zero.

Teorema 5.9. Sob as hipéteses (H1), (H2), (H3) com a condi¢do adicional f,g > 0 em €2
eb >0, tem-se (uge voe) — (0,0) € (U1, v16) — (u,v) em H quando € — 0 onde (u,v) €

uma solucdo fraca nao-trivial de

—Au = au+bv+uP emQ,

—Av = bu+dv+v?em ), (5.10)
u,v > 0 q.tp. em(,
u,v = 0 sobre 0f2.

Através de argumentos de bootstrap pode-se mostrar que a solugao fraca de (5.10) obtida
no teorema acima ¢ uma solucao classica, possibilitando entao o emprego do principio do
maximo forte, para mostrar que essa solugao é positiva em 2. A mesma observacao pode
ser feita para as solugoes fracas nao-negativas de (5.4) sob as hipdteses aqui consideradas.

Para finalizar, é valido dizer que resultados semelhantes a esses podem ser obtidos
substituindo €f e eg em (5.4) por e fu” e egv® respectivamente, com 0 < r; s, < 1. Dessa forma,

tais resultados podem ser estendidos para sistemas gradientes de tipo concavo-convexo.

5.2.1 Resultados preliminares

Uma série de resultados sao necessarios para provar os teoremas enunciados na se¢ao an-
terior. O primeiro deles é um lema que fornece a estrutura ao espaco das fungoes admissiveis

como solugoes fracas de (5.4) e o segundo diz que a condigdo (H4) é bem definida.
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Lema 5.10. A hipdtese (H3) garante que a identidade (5.5) realmente define um produto

interno sobre H, cuja norma induzida € equivalente a norma

1/2
(/|vu\2+|w2 dm) () € H.

Em particular, o espagco H munido do produto interno (5.5) é um espago de Hilbert.

Demonstragdo. Primeiramente observe que a identidade (5.5) define uma forma bilinear sobre

H. Por outro lado, a matriz A possui dois autovalores reais dados por

3\ a+d+\/(a—d)?+4b? - a+d—/(a—d)?+40?
—_= e —_=
2 2

€ mais,
A (@ + ) < (A, y), (z,y) < AF(a? +y7), V(2,y) € R

Pela tltima desigualdade, a de Poincare e (H3) obtém-se este lema.

Lema 5.11. A constante M definida por (5.7) € positiva.

Demonstragao. Por contradigao suponha que exista uma seqiiéncia ((u,,v,)) em H\{(0,0)}

||2 p+1 q+1

tal que [[(un, vn)l|* = plualyyy + qlvalgy € O = [[(un,vs)]| — 0 quando n — +oo. Por

imersGes de Sobolev, segue a existéncia de uma constante C' > 0 tal que [up[,,; , [vnl,; <
C0,,. Entao
2 1gp+1 19g+1
gn < pcp-i- 9£+ + ch-‘r etrzl-i-

o que é uma contradicao pois p > 1eq > 1.

Antes de enunciarmos o préoximo resultado, é necessario a introducao de uma funcao.

Para isso, dado (u,v) € H\{(0,0)}, considere i : [0, +00) — R definida por

. 1 1
i(t) = tll(w, ) |* = 7 ulp ) — 7ol

A hipétese (H1) garante que i(t) é limitada superiormente, i(t) — —oo quando ¢t — 400

e i(t) assume seu valor maximo em t,,4,, onde t,,q, é a unica solugao de

. - 1 - 1
0 =4'(t) = || (u,v)|2 — pt*~H Jul?l} — gt o]F}
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que, em particular, satisfaz
. 1 1
0= t72nax ,(tmax) = ||tmax(u> U)Hz -Pp |tmaxu|Zil —q |tmaxv|gil .
Logo, pelo Lema 5.11

. 1 1
Z(tma:c) - tmaxg(u>v)”2 - tim:c |u|gil - tgna:c |'U|Zil 1 (5 11)
D — 1P~ :
= P taall(w,0) |2+ T B8 o > M|(u, )],
p p p

Desse modo, fica definida uma func¢do continua t,,., : H\{(0,0)} — R.
Vale observar que a funcao j : [0, 400) — R definida por j(t) = I(t(u, v)) esté relacionada

com 7 através de
J'(t) =i(t) — e/fu +gvdz, j"(t)=74(t), Vt>0.
Corolario 5.12. Se (u,v) € H\{(0,0)} entao
tmaz ((u, 0))||(u, 0)|| = M.
Demonstracao. E uma conseqiiéncia imediata da definicao de M e de t,,4z.

O préximo lema permite a utilizacao do método de minimizar I sobre N, para encontrar

a primeira das duas solugoes de (5.4).

Lema 5.13. I ¢ limitado inferiormente sobre N.

Demonstragio. Se (u,v) € N entao ||(u,v)||* — |u|§ﬁ — \v\gﬁ — €[ fu+gvdr =0. Assim
] _ 1 2 p+1 1 q+1 d
((w,0)) = 5ll(u )" - o 7 lulpin = q+1 vlgy —€ | futgvdx
1p 1 2 q—0p a1 p /
e - - - _ - d
1p 9 p /
> - d
> 57 +1||< DI =L [ fusgos 2
1p—1 > D L p° 2
> - - P — )

O préximo lema mostra claramente o propésito da condigao (H4).
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Lema 5.14. Se a hipdtese (H4) € verificada, entio para cada (u,v) € H\{(0,0)} tem-se
que {t(u,v) : t > 0} NNy = {(0,0)} e também existe um inico t+ = t*((u,v)) > 0 tal que
tt(u,v) € N=. Em particular, t* >t € It (u,v)) = maxgsy,,,, I(t(u,v)).

Além disso, se [ fu+ gvdx > 0, existe também um dnico t= = t~((u,v)) > 0 tal que
t~(u,v) € Nt. Em particular, t© < tyma e I(t (u,v)) < I(t(u,v)) para todo t € [0,t1].

Demonstragdo. Para (u,v) € H\{(0,0)}, considere as funcoes 7,7 : [0,4+00) — R como
definidas acima. Se [ fu + gvdr < 0 entao existe um tnico t positivo tal que i(t) =
e [ fu+ gvdz, isto é, tal que t(u,v) € N.
Denotando tal t por tT, tem-se que tT > t,,., € 7' (tT) < 0, ou seja,
1
(1 )12 = p[Euloty = g 020

(t+)?

o que é equivalente a ¢ (u,v) € N~. Assim, no caso em que [ fu+gvdx <0 entdo j'(t) =0

0>i(th) =

se, e somente se t = tT. Além disso, j'(t) > 0 em (0,¢7) e j/(t) < 0 em (¢, +00), mostrando
que I(t*(u,v)) = max>o [ (t(u,v)).
Quando [ fu+ gvdz > 0, de (5.11) e (H4) obtém-se

ittnas) = [ Fu-t gode = P M w0 = €l ). 0] > 0.

Dessa forma, pode-se garantir a existéncia de exatamente dois pontos t~ e tT com ¢t~ <
tmaz < T tais que i(t7) = i(tT) = €[ fu+ gvdz, ou seja, t~(u,v),t"(u,v) € N. Das
desigualdades #'(t7) > 0, i/(t7) < 0 tem-se ¢t~ (u,v) € N e tT(u,v) € N~. Assim, no caso
em que [ futgvdx > 0entdo j/(t) = 0se, esomenteset € {¢t~,¢+}. Além disso, j'(¢) < 0 em
(0,t7)U(t™,4+00) e j'(v) > 0 em (t,t7). Donde segue que (™ (u,v)) = minyep i+ L (t(u,v))
e I(t(u,v)) = maxy>— I(t(u,v)).

Observe que, tanto no caso | fu+gvdz < 0 quanto no caso [ fu+gvdx > 0, I(t*(u,v)) =

maxy>t,,,.. 1(t(u,v)).
m

Observagao 5.15. Para cada (u,v) € H\{(0,0)}, os cdlculos acima mostram que sob a
hipotese (HJ) temos;
{t(u,v) : t >0} NN = {t"(u,v)} et+(u v) e N7, se /fu+gvdx<0
{t(u,v) : t >0} NN = {t*(u,v),t" (u,v)} et (u,v) e N, t (u,v) € NT,
It (u,v)) < It (u,v)), /gudx>0
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Em particular, quando (H4) € verificada, Ny = {(0,0)}.
Se € = €*, entdo para cada (u,v) € H\{(0,0)}

{t(u,v) : t >0} NN = {tT(u,v)} et (u,v) N, se /fu + gvdx dz < 0.
Mas para o caso [ fu+ gvdz >0 dois fatos podem ocorrer:
- se [ fu+ gvdr = € i(tyay) entdo

{t(u,v) : t >0} NN = {tyaz(u,v)} € timaz(u,v) € No.

- se [ fu+ gvdr > € i(tyay) entdo
{t(u,v) : t >0} NN = {t7(u,v),t (u,v)}, t7(u,v) ENT, t7 (u,v) e NT
e It (u,v)) < It (u,v)).
Em particular, quando € = € e [ fu+ gvdr > 0, existe to = to((u,v)) > 0 tal que
to(u,v) € NTUN, e I(to(u,v)) = min{I(t(u,v)) : t > 0,t(u,v) € N'}.

Suponha (H4) satisfeita. Da continuidade ¢,,q, : H\{(0,0)} — R e da unicidade de ¢,

mostramos que t* : H\{(0,0)} — R é continua. Assim, a fungao

®JﬂKQ®kﬁRdmmmrﬂwwﬁzﬁ<ﬁ%%0—wwww

é continua. Em particular,

N =00 = {wo) e .0y s (780 < ol

é um conjunto fechado de H\{(0,0)}. Mais ainda, podemos concluir que '~ também é um

conjunto fechado de H, pelo item (iii) do Lema 5.16. Por outro lado,

Uz = 071 ((=00,0)) = {(w,0) € H\{(0,0)} : | (w,0)| > ¢+ (75 )} e
Ut = 71 ((0,+00)) = {(w,0) € H\{0} « [|(, 0)]| < ¢ (43, ) }

sao conjuntos abertos de H\{(0,0)} e portanto de H, e mais uma vez pelo Lema 5.16

concluimos que Uy = U U {0} é um conjunto aberto de H.

O lema a seguir apresenta algumas propriedades dos conjuntos N', N7, N~ e Nj.

Lema 5.16. Para cada € > 0,
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(i) Nt UN, € limitado. Mais precisamente, para qualquer (u,v) € NTUNj

I(u, v) el(f.9)l. -

(i1) N~ € nao-limitado.
(i11) Para qualquer (u,v) € N,
[(u, 0)[| > M

(observe que a limitagao inferior ndo depende de €).
Se e >0 € tal que (H4) € satisfeita, entao

(iv) No={(0,0)}.

(v) N~ desconecta H no sentido de que, dados (u,v) € Uy, (w,z) € Uy e h : [0,1] — E
continua satisfazendo h(0) = (u,v) e h(l) = (w, z), a imagem de h intercepta N~.
Além disso, N* C U,.

(vi) Seja Sy = {(u,v) € H : ||(u,v)|| = 1}. A aplicagio T : Sy — N~ definida por
TH((u,v)) = tT((u,v))(u,v) é um homeomorfismo.

Demonstragao. (i) Se (u,v) € NTUN\{(0,0)} entao

mme—hﬁﬁ—hﬁﬁ—e/fu+mwx=o

1 1
(s )2 = p luly iy — q vl > 0.

Uma vez que p,q > 1, tem-se

2p
M) = =3 (N ol = 2t - 2

< =5 (I o)l = pluti = alole) <0,

pt1 g+1

l\DI }—‘I\DI —_

Pelo fato de que (u,v) € N, I((u,v)) < 0e q>p,

1 1
0> I(wo) = gl o)l - g (Wt + i) ¢ [ fus goda

e/fu+gvd:c,
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e portanto
[, v)]

(ii) Se (u,v) € H é tal que ||(u,v)|| =1 entao

17 (e, ) (w, )| = £7((w, 0)) > tmaa (1, 0))

e|(f, 9)l,-

1= plu’T] (tmaa (4, 0))) " + q 0154} (maa (1, 0)))77"
Como

inf w, v —0
(u,v)eH, || (u,0)[|=1 I )‘p+1

tem-se sup{tmaz((u,v)) : (u,v) € E, ||(u,v)|| = 1} = +o0. Portanto N~ é nao-limitado.
(iii) Dado (u,v) € H\{(0,0)}, pelo Corolério 5.12 tem-se que t,q, ((u, v))||(w, v)|| > M, e dai

pelo Lema 5.14, t*((u, v))|[(u,v)|| > M. Se (u,v) € N~ entdo t™ = 1 e portanto obtém-se a
desigualdade desejada.

(iv) Sob a hipdtese (H4) segue do Lema 5.14 que dado (u,v) € H\{(0,0)}, o conjunto
{t(u,v) : t > 0} intercepta N’ no méximo duas vezes; uma vez em N~ (sempre) e outra vez

em N7 (se, e somente se [ fu+ gvdx > 0), mas nunca em N. Por isso Ny = {(0,0)}.

(v) e (vi) Se (u,v) € N entao ||(u,v)|? —p|u|§ﬁ —q MZE > 0. Considere i associada a

e observe que

o (u,v) w o)l se. e somente se (1l (. v
! (||(u,v)||) > [[(u, 0]} se, ¢ (I(u, 0)[l) > 0

No entanto
) [ulps R e ”
(I o)l) = 1=pro—Ss >||p+1”< I = gl s o)
w0l —plulh ol
(w02 |

de onde conclui-se que N'* C U;.

Agora, sejam (u,v) € Uy, (w,z) € Uy e h : [0,1] — H continua tal que h(0) = (u,v) e
h(1) = (w, 2).

Se h(t) # (0,0) para todo t € [0,1], entdo ® o h : [0,1] — R é continua e satisfaz
® o h(0) = P((u,v)) >0, Poh(l) = P((w, 2)) < 0. Sendo assim, deve existir t* € (0,1) tal
que ® o h(t*) = 0, ou seja, tal que h(t*) € N
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Se h(t) = (0,0) para algum t € [0, 1], defina A = h=!(0). Dessa forma, A é um conjunto
compacto de [0,1] e & = supA < 1 pois h(1) # (0,0). Assim, h : [a,1] — H satisfaz
h(a) = (0,0) e h(t) # (0,0) para todo t € (a, 1].

Uma vez que (0,0) € Uy e U; é um conjunto aberto, existe § > 0 tal que a + 9 < 1 e
h(a+§) € Uy. Assim, a fungao h : [a+ 6§, 1] — H possui as mesmas propriedades da fungao
h do tltimo pardgrafo. Portanto, pode-se concluir que existe t* € (0,1) tal que h(t*) € N~

E finalmente, a aplicagdo TF : Sy — N~ dada por T7((u,v)) = tT((u,v))(u,v) é
(w, 2)

I (w, 2)II

continua, pois t* é continua. A continuidade de 7! segue do fato que T~ ((w, z)) =

Observagao 5.17. Se (u,v) € Uy e (u,v) # (0,0) entao existe Ty > 0 tal que t(u,v) € Uy
para todo t > Tj.

1
De fato, seja Ty = tt (u,v) . Para t > T,
[(w, 0) [\l (u, )]

+ tu,v) L (wv) . o= 5
o () - () = Bl ol < el = a0,

isto é, t(u,v) € U,.

O préximo resultado sera utilizado para garantir que algumas seqiiéncias minimizantes
de I em partes de NV sdo seqiiéncias (PS) para I e também para mostrar que um certo ponto

critico de I é um minimo local.

Lema 5.18. Seja € > 0 satisfazendo (H4). Dado (u,v) € N\{(0,0)}, existe § > 0 e uma
fung¢ao diferencidvel positiva t : {(w,z) € H : |[(w,2)|| < 6} — R satisfazendo t(0) = 1 e
t((w, 2))((u,v) — (w, 2)) € N, para todo (u,v) € H com ||(u,v)|| < . Mais ainda,

{'((0,0)), (w, 2)) =
2 ((u,v), (w,2)) — (p+1) / lul’ " ww dz — (g + 1) / | vz de — e/fw + gz dx

1 1
(w, 0)I* = plulp iy = alvlg

Demonstragao. Defina F' : (0, +00) x H — R por

1 1
F(t,(w,2)) = tl(u,0) = (w,2)|* = Ju—wiply — t7]o — 2|77 -

—e/f(u—w)+g(v—z)d:c.
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Dessa forma, F' € C'((0,+00) x H,R) com F(1,(0,0)) = 0 e F;(1,(0,0)) = ||(u,v)|* —
p |u|§i} —q |v|gﬁ # 0 pelo item (iv) do Lema 5.16.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe 6 > 0et: {(w,2) € H : ||(w, 2)|| <0} — R de
classe C' tal que F(t((w, 2)), (w, 2)) = 0 para todo (w, z) € H com ||(w,2)|| < d e com as
propriedades adicionais: #((0,0)) =1 e t((w, z)) > 0 para todo (w, z) € H com ||(w, z)|| < 4.

Entao,

0 = t((w,2)F(t((w, 2), (w,2))
= It 2)) (s 0) — (0, 2D — [0, 2)) (1 — w) 2L — (a0, 2)) (0 — 2)]]
- / F4((w, 2)) (u — w) + gt((w, 2)) (v — 2) da

isto é, t((w, 2))((u,v) — (w, 2)) € N para todo (w, z) € H tal que [|(w, 2)|| < d.

Diferenciando a identidade F'(t((w, z2)), (w, z)) = 0 em relagao a (w, z), obtém-se
0= (F(t((w,2)), (w, 2))t ((w, 2)) + Fluz (t((w, 2)), (w, 2)), (s,1)), para todo (s,t) € H.
Em particular, se (w, z) = (0,0) entao

0 = <F;t(1> (07 O))t/((()? 0)) + F(w,z)(lv (07 0))7 (‘97 t)>
= F4(1,(0,0)){#'((0,0)), (s, 1)) + (Flw,») (1, (0,0)), (s,1))
e da ultima identidade

< (#((0,0)), (5, 1)) = — <F<w,z}(t1(,1 ((E,()Oi))),)(s,t)) _

2((u,v),(s,t))—(p+1)/|u|p_1usdx—(q—l—1)/|v|q_lvtdx—e/fs—|—gtdar

1 1
1w, )1 = p lul}y — alolghy

A demonstracao do Lema 5.13 forneceu uma cota inferior para cy. Agora vamos apre-
sentar uma cota superior negativa para cg. O fato de ¢y ser negativo é importante para
realizacao de alguns de nossos calculos.

Seja (u,7) € H, dado pelo Teorema de Riesz, tal que

/fu + gudz = ((@,7), (w,v)), V(u,v) € H.

Em particular, [ fu+ gvde = [|(w,v)||* = ||(f,9)]|> > 0. Assim pelo Lema 5.14, existe
Ly

um tnico t, = ¢t~ ((7,7)) > 0 tal que t.(u,7) € NT. Entdo, usando respectivamente o fato
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que t.(u,v) € N e t.(u,v) € N obtemos

I(t.(77) = —%Ht*(u,muuﬁ\t*mgjhi\mgi}
< @Ol + 2 e+ el
< (-3+517) @l - —%%nt @)
o T

1 p? 1p—
-5 E(f. 9l <co< ——p—t* I(f, 9)] (5.12)
é satisfeita.

Lema 5.19. Sob a hipétese (H1), (H2) e (H3) o infimo

po = inf {KH(u,v)HO‘Jrl - e/fu + gv dm}
|(u,0)]pq 1 =1

¢ assumido por um par (wo,29) € H com |(wo, 20)| 1. Em particular, se (Hj) é

p+l
verificada entdo g > 0.

Demonstragao. Como o = p+1 > 1, po > —o0. Seja ((wy, z,)) uma seqiiéncia minimizante
para jig. Como ((wy, z,)) é uma seqiiéncia limitada no espaco de Hilbert H, e este por sua vez
estd compactamente imerso em LPT1(Q) x LIT(Q), pode-se supor que para algum elemento
(wo, 20) € H, (wWy, 2,) — (wo, 20) em H e (wy, 2,) — (wg, 20) em LPT(Q) x LITH(Q). Segue

entao que |(wo, z0)|,,, = 1 e também que po = K||(wo, 20)||*™ — € [ fwo + gzo dz. Uma vez

pt1
que g é atingido por (wy, z9), é claro que po > 0 se (H4) for satisfeita.

Para (u,v) € H\{(0,0)}, seja

|a+1
/fu + gvdx

|(U p+1

e observe que se t > 0 e |(u,v)[,,, =1 entao

U(t(u,v)) = t <||(u,v)||°‘+l - e/fu+gv d:):) .
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Logo, pelo Lema 5.19 , dado v > 0

inf  U((u,v)) > yuo. (5.13)

(w,0) ]y 127

Em particular, se (H4) é verificada entao o infimo dado por (5.13) é estritamente positivo.
A seguir empregaremos o Principio Variacional de Ekeland para mostrar que a condi¢ao
(H4) garante a existéncia de uma seqiiéncia minimizante para ¢y e uma seqiiéncia minimizante

para ¢; com uma propriedade interessante.

Lema 5.20. Suponha que (H1), (H2), (H3) e (H4) sejam verificadas. Entdo existe uma

seqiiéncia minimizante de I sobre N que também € uma seqiiéncia (PS) para I.

Demonstracao. E claro que N é um conjunto fechado de H e portanto um espaco métrico
completo. Uma vez que ¢y > —o00, o Principio Variacional de Ekeland garante a existéncia

de uma seqiiéncia (u,) em N satisfazendo,

H((t,02)) < 0+~ T((w,2) 2 I(um,0)) = 02) = (w,2), - (5.14)

para todo n € N e todo (w,z) € .
Uma vez que (u,,v,) € N, tem-se por (5.12) que

g—1 2 q—p p1 q /
I ny Un = ny Un - n - n nd
() = e~ sl = e [+ g
g—1 5 q
< ny Un - n nd < _
< gl = e [ oo <o
b—1, 2
S .
A

(5.15)
para valores suficientemente grandes de n. Para tais valores de n, / fu, + gv,dx > 0. Na

verdade mais que isso

q—1 2 q / q
—|[(Up, Un < ——€ n + U, dx < €S, 9), || (U, vy

e portanto
2q
qg—1

el(f.9)l.- (5.16)

[ (tn, o) || <

Também, segue de (5.15)

q g—1 2 p—1 , 2
€ Up + gUp dx > ———||(Un, V) ||” + =—tL ([, 9)|5
e [ i guade > S )P+ 2 )
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implicando que
(q+1)(p—1)ﬁ‘
2q(p+1) €

O préximo passo é mostrar que existe uma subseqiiéncia de ((u,,v,)), que também serd

(f:9)l. - (5.17)

[ Cun, v )| >

denotada por ((un,vy,)), tal que I'((un, v,)) — 0 em H'.

A prova é feita por contradi¢do, por isso pode-se supor que I’(u,,v,)) # 0 para todo
n € N.

Seja L o isomorfismo isométrico de Riesz entre H e H' e U, = L™ (I'((uy,v,)).Dessa

forma, tem-se que
(I'((tny 00)), Un) = 101> = [, 00)) 2

Un y _ 1 ((tn, 00)) 2
O (s vn))

Fixe n € N por enquanto. Fazendo (u,v) = (u,,v,) no Lema 5.18, sabe-se que para

(I'((tn; vn)) ) = [I"((un, vn))l.. (5.18)

wzéﬁ,com0<6<§n

Un
(Ws s 25.,n) = Tn(0) {(Um Uy) — 0 } eN,
U
onde 6, é também dado pelo Lema 5.18 e 7,, := t, (5”52”). Note aqui que 7,(4) é uma

funcao definida em (0, d,,).
De (5.14) e do fato que (wsn, z5,) € N segue que

ot ) = (s 5] 2 Tt ) = T, 250))
() st (o] (519
L= T (W 250)) st 0)) + 72 )T (i 280)) T
Suponha agora que
(1, 02)) = (s, 50) — (' (5025, (0, 00)) = 0(0), (5.20)
entao,
N @wsns zam) = (Wnsva)ll = (1= 7)) (I (Wsins 25:0))s (1, 00))+ (5.21)

+07a (O (Wsns 280)) o) + 0(0).
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Como (Wsn, 25n) = (tn, Un) = (7 (8) = 1) (un, vn) = 67(0) iy € 7(0) = (£,((0,0)), 72p),
dividindo (5.21) por 6 > 0 e tomando o limite com 6 — 0, as sentencas (5.18) e (5.21)

auxiliam na seguinte conclusao.

1 , 1, Uo || 1 (Ws.10s Z5.0) — (Uny Vp)
L+ O )l 2 2o - ] = . |
> =T O (o), () + (7 (0, )
- .,
isto é,
/ L o
() < - (04 0 ) ) < S (117,00 (5.22)

uma vez que ((uy,v,)) é limitada.
Com essa tltima desigualdade, o préximo passo é mostrar que |7,,(0)| é uniformemente

limitada em relagao a n. No entanto, pelo Lema 5.18,

7 ||>‘—

%!
q+1

[t v 12 = p a5} = g fon233

1 (0)] = \< /((0,0)),

= 1. Com isso, precisa ser mostrado que

pois ((u,,v,)) €é limitada e

p+1

12 = plunloiy — qlval +1) estd longe de zero. Por contradi¢ao, suponha que existe

[ (tn, vn)
uma subseqiiéncia de ((uy,,v,)), também denotada por ((u,,v,)), tal que
I* -

q o7t = 0(1). (5.23)

|u”| q+1

| (tn, ) p+1

Por (5.17) e (5.23)

plualy s+ qloalgly = (s v)|* +0(1) > C

isto é, |(wn,vy)| ., > v para algum v > 0. Ainda por (5.23) e pelo fato que (un,v,) € N

p+1
tem-se

E/fun + gvn dz = [|(wn, va)|I* = Jualy iy = loalgis = (0= 1) Jualpiy + (0 = 1) [oal31 + o(1).
(5.24)
As sentengas (H4), (5.13) e (5.24), as definigoes de K e o, notando que |v,|,,, < 1 por
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(H4) e (5.16), permitem o seguinte célculo

0 <oyt
< (1t o)) (s ) = K (s o) [ = (1, 001 ) € it + g
= Kty 0) [ = (vl ) (0= 1) fual3 4 (g = 1) fenlf5) + 0(1)

< K||(un, va)[|**! = (p = )(\un\iﬁﬂvn\gi})”“ (\un|gﬁ+\vn\gﬁ)+o(1)
a+p+1
= Kl o) = (= 1) (a3 + Ioal21) 7 +0(1)
atp+1
< Kl oI = 25 (pluafpid + alanlt2h) 77+ o)
= Kl vl = e, ) |55 (1) = (1),

o que ¢ claramente impossivel.

Sendo assim, para concluir que I’(u,) — 0 basta provar que a identidade (5.20) é verifi-

cada. Isto serd provado logo abaixo na forma de um lema.

Considere r > 1 um numero real. Entao, pelo teorema do valor médio para derivadas,

dados t, h € R, existe 0 < 6 < 1 tal que

]+ (=) t+h" —rlt+ A2t + Rt =1 (t+h"2(t+h) — |t +0h] (t + 6h)) h.
(5.25)

Utilizaremos a identidade (5.25) para mostrar (5.20).

Lema 5.21. A identidade (5.20) € vdlida.

Demonstragdo. Seja kspn = I((Un, v5)) — I((Ws 1, 250)) — I'((Ws.10y Z50))5 (Uy V1))
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Pelo fato que (ws,, z5.,) € N, tem-se

1 9 1 41 1 11
Kén = 9 Sl (n, va)[|7 = Dt b1 |un §+1 - q—l——l 3-1-1 fun + g, dz—
p+l 1 q+1

1
—§||(w5,n, Zé,n)||2 - m |w67n|p+1 - m |26,n|q+1 -

—€ / fwé,n + gzsn dr — ((w&ru Z&,n)u (unu Un)) + / ‘w&n‘p_l WsnUn dl‘-'-
+ / (20l 2800m d + € / Fttn + gon da + ||(wsm, 250 |~

|w6np+1 |Z q+1_€/fw6n+gzt5ndx

1
= 51w, va) = (Wsns 250)1”
2
1 _
_Zm |un|p+1 ‘l’p |1U6’n|gii — (p —I— 1) / |w6,n|p 1 UJ(S,nun dx)
1 1 1 -1
e |vn|gil +q |z(57n|gil —(¢+1) / |z50]" WsnUn d:l?).

Sejam hsp, = Wsp — Uy € lsn = 25 — Up. Segue da ultima identidade e de (5.25) que

existem 0 < 6,0 < 1 tais que

|2 — / (|w57n|p_1 Wen — |un + 9h57n|p_1 (Un + eh(sm)) h(sm dx

— / (|Z§7n‘p_l Z5m — ‘Un -+ Ul(g,n‘p_l (Un + Ul(;,n)) l5,n dx.

Rsn = 5 | (hsms Ls,,)

Mas observe que

hé,n = Wsn — Up = (Tn(

LU ||

l,n = Z,n_vn:(Tn(é)_ )
’ ' 0

onde U, = (Uy1,U,3). Assim, dividindo por § > 0,
(hs,., Zs5.n) , U,

m 200y 2 (0) (t, vn) — , quando § —

6 1Tl

Entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que ks, = 0(d) como

desejado.
]

Lema 5.22. Se (H1), (H2), (H3) e (H4) sao verificadas, entao eziste uma seqiéncia mini-

mizante de I sobre N~ que também € uma seqiiéncia (PS) para I.
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Demonstracdo. Uma vez que N~ é um conjunto fechado de H e portanto um espaco métrico
completo, pelo Principio Variacional de Ekeland existe uma seqiiéncia ((u,,v,)) em N~

satisfazendo
H((n, ) < 1+ =, T(w,2) 2 I, 0)) = N, v) = (0, 2), - (5.26)

para todo n € N e todo (w,z) € N
Pelas estimativas da demonstragao do Lema 5.13, ((u,,v,)) ¢ limitada e pelo Lema 5.16,
(0,0) ndo é um ponto aderente a ((u,,v,)). Com essas informagoes, basta proceder como na

demonstracdo do Lema 5.20, a partir de (5.17).
n

Os préximo dois lemas apresentam propriedades importantes dos pontos que realizam os

problemas de minimizacao envolvendo ¢y e c;.

Lema 5.23. Suponha (H1), (H2), (H3), (H{) eb > 0. Seu € N € tal que I((u,v)) = co,
entio (u,v) € N e (u,v) é um minimo local para I quando I é considerado em todo o

espaco E.

Demonstragdo. Seja (u,v) € N tal que I((u,v)) = ¢. Como em (5.15), prova-se que
[ fu+ gvdx > 0. Da existéncia de t*((u,v)) e t~((u,v)), assegurada pelo Lema 5.14 e
de I(t((u,v))(u,v)) < I(tT((u,v))(u,v)) segue que (u,v) € N*.

Uma vez que (u,v) € N*, ¢~ = 1. Entao pela desigualdade envolvendo ¢~ e .., dada
no Lema 5.14,

1 < tmaz((u,v)).

Pelo Lema 5.18, para 6 > 0 até mesmo menor se necessario, considere t : {(w,z) €
H : |[(w,2)] <} — R tal que ¢t((w,2))((u,v) — (w,2)) € N para todo (w,z) € H com
[(w, 2)|| < 6.

Da continuidade de 4, € desde que t((w, z)) — 1 quando ||w|| — 0, pode-se assumir

que
t((w, 2)) < tmae((w,v) — (W, 2)), tme((u,v) — (w,2)) > 1, V|[(w, 2)|| <. (5.27)

A ultima desigualdade e o Lema 5.14 implicam que t((w, 2))((u,v) — (w, z)) € N*. Uma

vez mais pelo Lema 5.14, e pelo fato de que I((u,v)) = co,

1(t((u,v) = (w, 2)) = I{t((w, 2))((uv,v) = (w, 2))) = I((u,0)), VT € [0, tmaz((u, 0) = (w, 2))].
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Assim, através da desigualdade (5.27) pode-se concluir que I((u,v) — (w, 2)) > I((u,v))

para todo (w, z) € H com ||(w, z)|| < §, isto é, que (u,v) é um minimo local para I.
n

Lema 5.24. Suponha que as hipdteses (H1), (H2) e (H3) estejam satisfeitas e ¢ € R €
arbitrdrio. Se (u,v) € N~ € tal que I((u,v)) = ¢1 entao (u,v) é um ponto critico de I.

p+1 q+1

1 =p lulpis =g lvlgi <

Demonstragao. Considere o conjunto aberto A = {(u,v) € E : |[(u,v)
0} e G: A — R definida por

() = () ) = N0~ o2t~ ot~ [ ute— [gar
Assim, G € C1(A,R), N~ = G71({0}) e para cada (u,v) € N~ tem-se
—(p+ D) ulyl = @+ 1) ol = [ fu+gude

(@ ((u,0), (w,0)) = 2](u,0)]F

= (w)I” = pluli; —qlvli; <O.
(5.28)

Se (u,v) € N~ é tal que I((u,v)) = ¢, entao pelo Teorema de Multiplicadores de
Lagrange, existe A € R tal que

(I'((u, ), (w, 2)) = MG ((u,v)), (w, 2)), ¥ (w, 2) € H,
e em particular
0= (I'((u, ), (u,v)) = MG'((u, v)), (v, v)).
Segue da ultima identidade e de (3.27) que A = 0 e, portanto que (u,v) é um ponto
critico de I.

Lema 5.25. Se f,g > 0 em Q, entdo as solug¢oes nao-negativas de (5.4) sao precisamente

0s pontos criticos de IT.

Demonstragio. E claro que se (u,v) é uma solucio fraca nao-negativa de (5.4) entdo (u,v) >
0 é um ponto critico de I'". Por outro lado, um ponto critico (u,v) de I'™ com u,v > 0
q.t.p. em € é também um ponto critico de I. Assim, o que precisa ser feito é mostrar que
se f,g > 0 em € entdao todo ponto critico de I é nao-negativo.

Suponha entao que f,g > 0 em Q e seja (u,v) € H um ponto critico de 1. Assim,
0= (0w, v}y w0 = = v )P~ [ fu 4 o da,

implicando que [|(u™,v7)||? < 0, ou seja, que (u=,v~) = (0,0).
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Lema 5.26. Se (ug,v9) € um minimo local para I e (ug,v9) > 0, entdo (ug,vo) também é

um minimo local para IT.

Demonstragao. Isto segue do fato que I ((u,v)) > I((u,v)) para todo (u,v) € H. De fato,
seja 0 > 0 tal que I((u,v)) > I((uo,vp)) para todo (u,v) € H tal que ||(u,v) — (ug, vo)|| <.
Suponha que (ug,v9) > 0. Entao, para qualquer (u,v) em tal vizinhanga de (ug, vg) tem-se
que

I™((u, ) = I((u,v)) = I((uo, v0)) = I"((uo,v0))-

5.2.2 A condicao de Palais-Smale

As demonstragoes dos Teoremas 5.4, 5.6 e 5.7 dependem do fato de I satisfazer a condigao
(PS). Vamos utilizar o Lema B.1 para mostrar que o funcional I realmente satisfaz tal
condigao.

Pela definicao de I temos que

(1), (w0,2)) = (0,0, (w.2) = [ o wwdo— [ o™ vzdo— ¢ [ ot goda

para todo (u,v), (w,z) € H.
Assim, podemos escrever I’ = L + K, onde L é o isomorfismo isométrico entre H e H’,

fornecido pelo Teorema de Riesz para espacos de Hilbert, e K : H — H’ é dado por

(K ((u,0)), (w,z)) = —/|u|p_1uwda7—/|v|q_1vzdx—e/fw+gvd:)s,

para todo (u,v), (w, z) € H. Segue da hipdtese (H2) que K é compacto. Dessa forma, para

mostrar que [ satisfaz (PS) basta mostrar que a condicao (i) do Lema B.1 é verificada.
Lema 5.27. Toda seqiiéncia (PS) de I é limitada.

Demonstragao. Seja ((un,v,)) uma seqiiéncia (PS) para I. Assim, existe C' > 0 e uma

seqiiéncia de nimeros reais positivos o,, — 0, tal que para todo n € N e todo (w,z2) € H

1 1 1
[ ((ttny v0)| = {511ty 0a) |1 = ——= Tl [0alf i1 —E/fun+gvndaf

- <C
2 p+1 " g1 -
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€ mais,
—1
7 (o) 02D =) (030) = [ ol e
— [l vz de = [ o+ gzds) < ol )]
Da identidade
(p + 1)1((um Un)) - (I/((un, Un))a (un, Un))
1 _
=2 o) P+ R i3 = [ Funt gondo
segue que
p—1 9 / q—D | g+t
n - 1)I ny Un)) — I ny Un))y nyUn)) —
5 [[en]| (p + DI ((un, vn)) = (I'((tns vn)), (n,y vn)) qul|U|q+1
4 [ fun+ guade < o+ 1C+ (s )|+ P F)] N )]
mostrando assim que ((u,,v,)) é limitada.
]

Lema 5.28. Para qualquer € € R, o funcional I satisfaz (PS).

Demonstracao. E uma conseqiiéncia direta dos Lemas B.1 e 5.27 e da decomposicao para I’

apresentada acima.

5.2.3 Demonstracao do Teorema 5.4

Suponha que as hipdteses (H1), (H2), (H3) e (H4) sejam verificadas. Os Lemas 5.20 e

5.28, garantem a existéncia de uma seqiiéncia minimizante de I sobre N que também ¢ uma

seqiiencia (PS), para I tal que (un,v,) — (ug,vo) em H.

Como I € CY(E, H), obtém-se que (ug,vy) € N e I((ug,v9)) = co. Entao aplicando o

Lema 5.23 conclui-se que (ug,v9) € Nt e que (ug, vg) é um minimo local de I, quando I é

considerado em todo o espago H.

Agora, suponha que f,g > 0em €2 e que b > 0. A hipdtese b > 0 diz que

Il [oo )| < [I(uo, o)
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Por outro lado, a hipdtese de positividade de (P) sobre (f,g) implica que [ f |uo| +
glvol dz > [ fug+ gvodx > 0. Pelo Lema 5.14, existe um tnico ¢~ = ¢~ ((Juo|, |vo])) > 0
tal que ¢~ (([uo| , [vo])) € N*. Assim, 1 = £~ ((uo,v0)) < t~(([uo| , [vo]) < " ((Juol,[vo])) <
t*((ug, vo)). Entao

co < I(t™(Juol, Jvo])) < I((luol, vo])) < I((uo,v0)) = co,

onde a primeira desigualdade é fornecida pela definicao de ¢y, a segunda pela propriedade de

t™ e a terceira pelos fatos: ||(|uol, [vo])[| < [|(uo, vo)ll; [[uoll, 1 = [uol,y1s [lvollgy = [volgyy e

[ tual+gluol do > [ o+ guod.
Sendo assim, 1 =t~ (|uol , |vo|), isto é, (Juol, |ve]) € N e I((|uo|, |vo])) = I((ug,v0)) = co.
Logo, pelo Lema 5.23 (|ugl, |vo|) também é um minimo local de I. Se (ug,vp) nao é nao-

negativa, basta trocar (ug, vo) por (|ug|, |vo])-

5.2.4 Demonstracao do Teorema 5.5

A demonstragao do Teorema 5.5 é semelhante a demonstragao do Teorema 5.4.

Os Lemas 5.22 e 5.28 e o fato que N~ é fechado garantem a existéncia de (uy,v;) € N
tal que

I((ug,v1)) = c1 e (I'((ug,v1)), (w,2)) =0V (w, 2) € H.

Se f,g > 0 em €, considere (|ui|,|v1|) € H.

Caso 1: [ fu; +gvidz <0

Como observado na demonstracao do Lema 5.14,

I((ur,v1) = maxc I(t(uy, v1)) > L ((Jual s for) (ur, 00) 2 LE ((Jual s [or) (al, on])
B (5.29)

onde a primeira desigualdade nao é estrita se, e somente se t7((|u|, [v1])) = tT((ug,v1)) = 1.

t*((ug,v1)) = 1, ou seja, (lug],|v1]) € N e I((Jug], |v1])) = e1.

Como I((ug,v1) = ¢ e I({tT((Jug], |v1]))(Juil, |vi])) > ¢1 conclui-se que t1((Jui], |v1])) =
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Caso 2: [ fu; +guide >0

Neste caso, como na demonstragao do Teorema 5.4, tem-se ¢t ((|uy| , |v1])) > ¢t~ ((Ju1], |v1])) >

t~((u1,v1)). Mais uma vez, como observado na demonstragao do Lema 5.14

H(w,m)) = max - I(t(u,01)) 2 I ((Jual, Jor ) (g, v1)) = IE((Jual s [oa])) (] [o1])

(5.30)
onde a primeira desigualdade nao é estrita se, e somente se t((|uy|, |v1])) = t1((u1,v1)) = 1.
Como I((ug,v1)) = ¢ e I(tT((Jual, |v1]))(Jus|, |v1])) > e conclui-se que ¢ ((|uy], Jv1])) =
tT((u1,v1) = 1, ou seja, (Jui|,|vi]) € N~ e I((|ui], |v1])) = e1.

Dessa anélise fica mostrado que, se f,g > 0 em Q com b > 0 entao existe (uy,vy) € N
com (ug,v1) > 0e I((ug,v1)) = ¢ e aplicando o Lema 3.24 obtém-se que (u1,v;) é um ponto
critico de I.

O dltimo passo é mostrar que ¢; > ¢y. Para isso, seja (u1,v1) € N~ tal que I((ug,v1)) =
¢1. Por contradi¢do, suponha que ¢; = ¢y. Da estimativa (5.12) tem-se ¢y < 0 e como
na demonstragao do Lema 5.20, obtém-se [ fu; + gv; dz > 0. Mas, pela Observagao 5.15,
t~(ug,v) E Nt e

co < I(t™ (ug,v1)) < I((u1,v1)) = 1 = co,

o que é uma contradicao.

5.2.5 Demonstracao do Teorema 5.6

Sera empregado um argumento de aproximacao para se demonstrar o Teorema 5.6. Com
esse intuito, observe que se € = €* entao (H4) é satisfeita para qualquer o € (0, ¢). Para cada
€ (0,€) sejam
1 2 p+1l 1 q+1
To((0,0)) = () =~ = = Wl =0 [ futguda,
No ={(u,v) € H : {I;((u,v)), (u,v)) = 0},
1 1
N ={(u,0) € Ny o [|(w, 0)[I> = plul) Ty — qlolfty > 03,
1 1
Noo = {(u,v) € Ny = [|(u,0)|> = plul iy — qlvliiy = 03,
Ny = {(w,0) € Ny : [(w,0)[1 = p|ulll} — g |o|Zf) < 0}

e (uq,v,) € N, como construida acima com as seguintes propriedades,

I, ((ug,v5)) = inf I ((u,v)) =co0 e <I</r((u0>va))> (w, 2))) =0,

(U,U)GNO'
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para todo (w, z) € H.
O Lema 5.16 garante que

2p
~=o|(f.9).

Agora, dado (u,v) € NF UN0\{(0,0)} segue do fato que p,q > 1 que

(o, vo)ll < 2 e|(f;9)l., Vo e(0,¢).

1 1 1 1
E/fu +gvde = || (u,0)|* = Julyiy = ol > (w01 = pluliy —alvlii > 0.

Assim, pelo Lema 5.14, para cada o € (0,¢) existe um tnico 0 < t; < e ((u,v)) tal
que t; (u,v) € N .

Como

1
p+ +a-

1 1
||(u7 U)Hz - ptmax |u|p+1 —q = 0, -

1
mazx ‘U|q+1 H(U,’U)H2 -Pp ‘u|p+1 —q ‘U‘Zil > 0

e p,q > 1, conclui-se que 4. ((u,v)) > 1. Mais uma vez pelo Lema 5.14, I,(t; (u,v)) <

I,((u,v)) e conseqiientemente, do item (i) do Lema 5.16

oo < Lot (1:0)) < Lo{(u,0) = L{(w0)) + e~ ) [ fut gude < L{(u,0)) +Cle = o)
onde C' = C(e) > 0. Assim, segue de (5.12) que para qualquer o € (0, €)

1
P ENf,9)f <coo<  inf  I((u,v))+ Cle — o).
2 p? — P21 (uw)ENTUN, o

Seja ce = 1inf, \cntune, L((u,v)) e observe que ¢ = ¢y 4 do Teorema 5.6.
Considere (0,,) uma seqiiéncia crescente de nimeros positivos tal que o, — € e ¢,, o —
¢ < ¢.. Dessa forma, ((u,,,v,,) é uma seqiiéncia (PS) para I, e pelo Lema 5.28 pode-se

supor que (U, , vy, ) — (ug,vo) em H para algum (ug,v9) € H. Uma vez que

0 = (I,((tg,,Vs,), (w,2))
— ((uon,von),(w,z))—/\uon\p_luonwdx—/\von\q_lvgnzdx—an/fw—i-gzdx,

para todo (w,z) € H e todo n € N, toma-se o limite com n — +oo para obter
(I!((ug,v0)), (w, z)) = 0 para todo (w,z) € H e I.((ug,vq)) < ce.

Dos fatos, (U, ,Vs,) — (o, %) em H e (ug,,vy,) € N conclui-se que (ug,vy) € N U
Neo e portanto, que Ic((uo, vo)) = inf(, ,yepnrun. o Le((u,0)) = ce.

No caso em que f,g > 0em Qe b >0, através de (u,,,v,,) > 0 e do fato que u,, — uo,

Vg, — Vo q.t.p. em €, conclui-se que (ug, vg) > 0.

n
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5.2.6 Demonstracao do Teorema 5.7

O Lema 5.16 garante que N C U; e portanto (ug,v9) € Uy com (ug,vy) dado pelo
Teorema 5.4. Da Observacao 5.17 e da férmula de I, é possivel obter T' > 0 suficientemente
grande tal que e = (Tug, Tvo) € Uy e I((uo,vy)) > I(e).

Uma vez que I tem a geometria do passo da montanha com minimo local em (ug, vg) e
satisfaz (PS), aplica-se o Teorema do Passo da Montanha para mostrar que ¢ é um valor
critico para I.

Além disso, o Lema 5.16 garante que a imagem de qualquer h € F intercepta N,
implicando que ¢ > ¢;.

No caso f,g > 0em Qe b >0, o Lema 5.26 garante que (ug,vg) também é um minimo
local para I*. Assim I e [T satisfazem a condi¢ao (PS) e tém a geometria do passo da
montanha com minimo local em (ug, vp).

Seja T' > 0 como antes. Mais uma vez pelo Teorema do Passo da Montanha, conclui-se
que ¢ é um valor critico para It e pelo Lema 5.25 que ¢* é uma valor critico para I com

um ponto critico nao-negativo. O fato que ¢t > ¢; segue do fato que I > I.

5.2.7 Demonstracao do Teorema 5.9

Tome (€,) uma seqiiéncia decrescente de nimeros positivos satisfazendo (H4) que con-
verge para 0. Para cada n € N, seja (u,, 1, v.,1) a solucdo de (5.4) dada pelo Teorema 5.5 ,

que estd em N_ . Assim (e, 1,0,,1) é uma seqiiéncia (PS) para

+1

Hwo)) = 3ol = g [l = [ e

que satisfaz (PS), pelo Lema 5.28. Segue dai a existéncia de (u,v) € H tal que (ue, 1, Ve, 1)
converge em H para (u,v) e ue,1 — U, Ue,1 — v q.t.p. em . Portanto, (u,v) é um
ponto critico de J. Em particular, (u,v) > 0 e pelo item (iii) do Lema 5.16 conclui-se que
(u,v) # (0,0).

A demonstragao de (ucp,ve0) — (0,0) em H é baseada no item (i) do Lema 5.16 e no

fato que (ueo, veo) € N



APENDICE A

Principio Variacional de Ekeland

O objetivo desta segao é apresentar o principio variacional de Ekeland que foi bastante

utilizado neste trabalho. Temos como referéncia béasica para essa se¢ao o artigo de Ekeland
[24] e o livro de de Figueiredo [15].

Teorema A.1. Seja (X, d) um espago métrico completo e p : X — RU {4+00} uma fungao
semicontinua inferiormente tal que @(ug) < 400, para algum ug € X. Se ¢ € limitada

inferiormente entao, dados \,e >0 eu € X satisfazendo
p() < info+e,
existe uy € X tal que d(u,uy) < A,

p(uy) < ¢(u)

p(u) > p(ur) = (e/A)d(ux, ),

para todo u € X\{u,}.
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APENDICE B

Um critério de compacidade

Apresentamos neste apéndice uma condigao suficiente para que um funcional I € C*(E, R)

definido sobre um espago de Banach FE satisfaca a condicao de Palais-Smale.
Lema B.1. Seja E um espaco de Banach e I € C*(E,R) tal que
(i) qualquer seqiiéncia (PS), € limitada,

(ii) existe um homeomorfismo L : E — E' e uma aplicagio compacta K : E — E' tal que

para todo u € B
I'(u) = L(u) + K(u).

Entao I satisfaz (PS),.

Demonstragdo. Seja (u,) uma seqiiéncia (PS); de I. Dessa forma, (u,) ¢ limitada e L(u,) +
K(u,) = I'(u,) — 0 em E'. Seja v, = K(u,). Como K é um operador compacto, existe

uma subseqiiéncia (v, ) de (v,) tal que v,, — v em E’, para algum v. Portanto

Uy, = LI () — v, ) — L7 (—0).

k
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APENDICE C

Principio de Concentracao e

Compacidade

Aqui apresentamos alguns resultados sobre o Principio de Concentragao e Compacidade
de P.L. Lions [37], o qual é fundamental para tratar o problema critico (4.1).
Neste apéndice, Q C RY com N > 3, representa um dominio limitado de fronteira regular
ep >0, q> 0 estao sobre a hipérbole critica, isto é,
1 1 2

p+1 q+1 N

pt+1

pt1 1,
Além disso, E representa o espago de Sobolev W2%(Q) NW, * (Q).
Comecamos com um resultado de representacao que relaciona duas medidas diferentes

satisfazendo a desigualdade de Holder no sentido inverso.

Lema C.1 ([37], Lema 1.2). Sejam u e v medidas finitas e nao-negativas sobre RY | tais que

para um par (r,s) com 1 <r < s < +oo, eziste uma constante C' > 0 satisfazendo

1/s 1/r
([erar) <c([ ora)  veecm@,

Entdo existe um conjunto de indices J no mdzimo enumerdvel, uma familia {x;};c; de

pontos de RY | e uma segiiéncia {v;};e; C (0,400) de forma que

V= Zyjémj, > C’_TZV;/S@EJ.

jeJ jeJ
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Em particular, Zjej Vs < oo,

Lema C.2. Sejam u e v medidas finitas nao-negativas sobre RN, tais que para um par (r, s)

com 1 <r<s<+oo, eriste uma constante C > 0 satisfazendo

1/s 1/r
([ﬁﬁdﬁ :gc(ﬁwrmo Ve CERY).
Q Q

Entao existe um conjunto de indices J no mdzimo enumerdvel, uma familia {z;};c; de

pontos de ), e uma seqiiéncia {v;};e; C (0,+00) tais que
V= Zujéxj, > C'_TZV;/S%],.
jeJ jeJ
Em particular, ZjEJ Vs < oo,
Demonstragao. Se vy = Xgqv, pn = Xgp, entao 14 e pq sao duas medidas sobre RN satis-

fazendo as hipoteses do Lema C.1. Segue-se entao que
Xgv = Zl/jéxj, Xgp > C’O_T’Zur/séxj.
jet jeJ
De onde se conclui que {z; : j € J} C , e finalmente que

V= Zujéxj, > C'_TZV;/S%],.

jeJ JjeJ

Observacao C.3. Se i é uma medida sobre Q entdo a identidade
A(A) = (AN D),
para qualquer conjunto Boreliano A C RY, define uma medida i sobre RY.

Lema C.4. Sejam p e v medidas finitas nao-negativas sobre ), tais que para para uwm par

(r,s) com 1 <r < s<4oo existe uma constante C > 0 satisfazendo

1/s 1/r
([ﬁﬁdﬁ :gc(ﬁwrmo Ve CERY).
Q Q

Entao existe um conjunto de indices J no mdzimo enumerdvel, uma familia {z;};c; de

pontos de ), e uma seqiiéncia {v;}je; C (0,400) de tal forma que
V= Zujéxj, > C'_TZV;/S%],.
jed jed

Em particular, ZjEJ Vs < oo,
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Demonstracao. Este lema é apenas uma conseqiiéncia da observacao acima e do Lema C.2.
|

Se aplicamos o Lema C.4 e algumas imersoes de Sobolev a v,, = u,, — u, obtemos entao

o seguinte resultado de P.L. Lions [37].

Lema C.5 ([37], Lema 1.1). Dada uma seqiéncia limitada (u,) em E, existe uma sub-

seqiiéncia, também denotada aqui por (uy,), tal que:
(i) u, — u em E.
(ii) u, — u q.t.p. em Q e em L°(Q), para todo 1 < 0 < q+ 1.
(11i) |Aun|pTH — 1 fraco™ no sentido das medidas sobre Q.
() |un| "™ — v fraco* no sentido das medidas sobre Q.

(v) Eziste um conjunto de indices J no mdzimo enumerdvel, podendo ser o conjunto vazio,
uma familia de pontos {z; : j € J} C Q e duas seqiiéncia {v; : j € J} C (0,+00) e
{p;:jeJ} C(0,+00) de tal forma que:

- V= |u‘q+l +Zyj5$j7
jed
p+1
= |Au| P +Z:uj51‘j>
JjeJ
p+l_1

- Sy’ ot < uj para todo j € J.

ptl 1
— Em particular, E v; " T < oo
jed

(vi) Vu, = Vu in (WIPTE(Q))N

p+1

(vii) Vu, — Vu ¢t.p. em Q e em (L7(Q), para todo 1 < o < o*, com o* > >

dependendo da imersao critica de Sobolev de WIPTH(Q)



APENDICE D

Algumas informacoes sobre o espaco

de Sobolev W27 (Q) N Wol’T(Q)

Seja 1 < r < +o00. Neste apéndice, exceto no caso que explicitarmos para E uma outra
uma outra representacio, F representara o espaco de Sobolev W27 (Q) N W, " (). Listamos
abaixo todas as propriedades relativas a F utilizadas neste texto.

O primeiro é um resultado de densidade.

Teorema D.1 ([29], Exercicio 9.6 pg 256). O subespaco {¢ € C*(Q) : p(x) =0, Va € 9Q}

¢ denso em FE.
O teorema anterior permite mostrar que:

Lema D.2. Seja p € C*(RY). Se u € E entdo up € E. Além disso, se u, — u em E

entao pu, — pu em FE.

Demonstragio. Pelo teorema anterior, By = {u : u € C*Q),u(z) = 0Vz € 90} é um
subespago denso de E. Isto garante a existéncia de um seqiiéncia (u,,) C F; tal que w,, — u
em F e q.t.p. em Q. Mas dai, (u,p) C E; é uma seqiiéncia de Cauchy em F e u,p — up
q.t.p. em €. Dessa forma conclui-se que up € E.

Agora suponha que u,, — u em E. Pelo Corolario D.8, para mostrar que pu,, — pu em
E, basta mostrar que A(pu,) — A(pu) em LL:l(Q) Da identidade

Apuy,) = Auyp + 2Vu, Vo + u,Ap,
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. . . . ptl
e dos seguintes fatos: a convergéncia u, — wu, implica que Au,, = A em L » (Q), u, — u
ptl

. N
em L%(Q), Vu, — Vu em (L Z (Q)) e as fungoes p, Vi, Ay sao limitadas, segue a

convergeéencia desejada.
|

Vamos apresentar abaixo um Teorema de Representacao de Riesz para E. Para fazé-lo,
utilizamos alguns resultados da teoria de solugao forte apresentada no Capitulo 9 de [29] e

alguns resultados sobre operadores de Nemytskii encontrados em [7] e [15].

Teorema D.3 ([29], Teorema 9.15). Seja 1 < s < +o0o. Dada f € L*(R2), o problema de

Dirichlet
—Au = femQ,
u = 0 sobre 011,

tem wma tnica solucio forte u € W N W, *(Q).

Teorema D.4 ([29], Lema 9.17). Seja 1 < s < +o00. Existe uma constante C' > 0 (indepen-
dente de u) tal que
[ullwzs@) < C'|=Aul g

para toda u € W5 N W,5(Q).

Segue do Teorema D.4 que
[ul| = [=Aul, q (D.1)

define uma norma sobre E equivalente & norma || - ||w2r@q). No restante deste apéndice,
consideraremos o espago F munido da norma definida por (D.1).

Seja s com 1 < s < 400 tal que % + % = 1 e considere o operador de Nemytskii
N:L'(Q) — L(Q), ur— |u]">u. (D.2)
Teorema D.5 ([15], Capitulo 2). Sejam r,s e R como acima. Entdo:
(i) Parar > 1, R é um homeomorfismo tal que [R(u)l, o = |u|:§21 para todo u € L ().
(ii) Parar >2, R € CY(L7(Q), L*(Q)) e (R~1) (0) ndo ewiste.
(iii) Para 1 <r <2, X~'e CYL*(Q), L"(Q)) e N'(0) ndo eziste.

(iv) Parar =2, X € o operador identidade.
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O exemplo a seguir mostra que o operador de Nemytskii N nao é fracamente seqiiencial-

mente continuo, exceto no caso r = 2 onde neste caso ele é a identidade.

Exemplo D.6 ([7], Proposicao 2.1). Se N =1, Q = (0,1) e r # 2 entdo o operador de

Nemytskii X definido em (D.2) ndo € fracamente seqiiencialmente continuo.

Demonstragao. De fato, seja ug € C(]0,1],R) tal que uo(0) fo up(z)dr = 0,
fol |u0|7’_2 ugdr =cog#0e |u0|rv(071) = 1. Considere a extensao perlodlca de ug de periodo 1

a [0, +00), e para cada k > 1 defina

u(z) = uo(kx), = € [0,1].

1 [k .
|uk| .(0,1) / |uk 113':—/ |U0(ZL’)| de =1

para todo k > 1. Para mostrar que (ux) converge fracamente para zero em L"((0,1)), é

Dessa forma

suficiente mostrar que para cada ¢ € [0, 1], fo urdr — 0, em virtude da densidade das

fungoes escada em L*((0,1)). No entanto,

c 1 ke 1 ke—[kc]
/ uy dx = —/ up(z) do = —/ up(z) de = O(1/k) — 0.
0 k Jo k Jo

Por outro lado, para cada k > 1

1 k
/ N(uy,) dx = 1/ luo| " up dz = ¢ # 0.
0 k Jo

Portanto, (NX(uy)) ndo converge fracamente para zero em L*((0,1)).

Enunciamos agora o nosso teorema de representacao de Riesz.

Teorema D.7. Seja 1 < r < 400 e E = W* NW,"(Q). Dado ¢ € E' existe um tinico

elemento u € E tal que
(p,w) = / |Au|""* AuAw dz, Yw € E.
Além disso, a aplicacio T : E — E’ dada por
(T(u),w) = / |Au|""? AuAw dz, Yu,w e E (D.3)

satisfaz:
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(i) Parar > 1, T éum homeomorfismo tal que |T(u)|, = ||u||""! para todo u € E.
(i) Parar>2, T € CY(E,E') e (T~ (0) ndo eziste.
(iii) Paral <r <2, T7' € CY(E' E) e T'(0) ndo existe.

(iv) Parar =2, T € o isomorfismo isométrico dado pelo teorema de representa¢ao de Riesz

em espacos de Hilbert.

1 1

Demonstragao. Seja s > 0 tal que — + — = 1. Pelos Teoremas D.3 e D.4 —A: E — L"(Q2) é
roos

um isomorfismo isométrico e portanto também seu operador dual (—A)* : L¥(Q2) — E’ dado

por
(=A)" (v),w) = (v, —Aw) = /v(—Aw) dr, Yv € L*(Q), w € E.

Considere N o operador de Nemytskii definido por (D.2). E claro que T = (—A)* oo

(—A). A tltima identidade e o Teorema D.5 provam este teorema.
|
Como conseqiiéncia, obtemos a seguinte caracterizagao para a convergéncia fraca em FE.

Corolario D.8. Seja (u,) uma seqiiéncia em E e s tal que % —I—% =1, isto ¢, 5 = 5.

Entdo, u, — u em E se, e somente se Au,, — Au em L"(Q).

Demonstracao. Em virtude do Teorema D.7, u,, — u em E se, e somente se
/ |Av|"% AvAu, dz — / |Av]"? AvAudz, YveE.
Por outro lado, Au,, — Au em L"()) se, e somente se
/hAun dx — /hAudz, V heL(Q).

Agora, pelo Teorema D.3, para cada h € L*(€2), existe uma unica solugao forte v € E de

—Av = |h|r%1_1hem Q,
v = 0 sobre 0.

Basta entfio notar que v assim definida satisfaz |[—Av|" "> (=Av) = h q.t.p. em Q.
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Sejam p e ¢ dois nimeros positivos. A partir de agora, E representara o espaco de Sobolev
1,248

w25 0 W, * (Q). Quando N > 3, o conjunto dos pontos (z,y) em R? tais que
1 1 2

x+1+y+1 N’

¢ denominado hipérbole critica.
A observacao seguinte apresenta a correspondéncia entre a possivel imersao de E em

Li*1(Q), e a posicao do par (p,q) em relagao a hipérbole critica.

Observacao D.9. Se N = 1,2 entao nao existe hipérbole critica. Neste caso, E estd com-
pactamente imerso em LITY(Q) para quaisquer p,q > 0. Se N > 3, E estd compactamente

imerso em LTTH(Q) se == + —= > 1 — % ((p,q) estd abaizo da hipérbole critica); E estd

pr1 T gl
imerso, de forma nao-compacta, em LIT1(Q) se ﬁ + qJ%l =1-2 ((p,q) é um ponto da
hipérbole critica); E nao estd imerso em L) se ﬁ + q—l—Ll <1-2 ((p,q) estd acima

da hipérbole critica).

Os resultados citados na observacao acima seguem diretamente das imersoes de Sobolev.

Através da relagao entre 27%1 e N, e no caso em que N > QPTTI da relagao entre ¢ + 1 e
(p+1)/p) N
N—=2((p+1)/p)




APENDICE E

Espacos de Sobolev em intervalos de R

No apéndice anterior, através do isomorfismo —A : W2"(Q) N W™ (Q) — L™(Q) e de
alguns operadores de Nemytskii, obtivemos uma boa representacao para o espaco dual de
W2T(Q) N VVO1 (), para qualquer valor r em (1,400), para estudar as equagoes de quarta-
ordem quasilineares dos Capitulos 3 e 4. Neste sentido, embora nao utilizados neste texto,
os isomorfismos apresentados neste apéndice podem ser utilizados para o estudo de EDO’s

nao-lineares.

Para obter os resultados deste apéndice aplicamos basicamente a desigualde de Jensen, o
teorema da aplicacdo aberta, o fato de que se v € W™P((0,1)) é tal que u™ =0 q.t.p. em
(0,1) entdao u ¢ um polinémio de grau m — 1, e também a imersao W'?((0,1)) — C([0, 1]).

Neste ponto enunciamos o seguinte teorema de representacao.

Teorema E.1. Sejam 1 < p < +00 um niumero real e m > 1 um niumero inteiro. FEntdo

Wm™P((0,1)) € topologicamente isomorfo a LP((0,1)) x R™.

Demonstracao do Teorema E.1

Primeiramente apresentamos a demonstracao para o caso m = 1.
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O casom=1

Considere p € [1,+00), embora a demonstragdo com p = +oo seja andloga. Defina
T : Wh((0,1)) — LP((0,1)) x R por T'(u) = (v/,u(0)). Entao T estd bem definida. Além
disso T' ¢é linear e injetiva.
Por outro lado, dados f € LP((0,1)) e ¢ € R seja u(t fo s)ds + c. E claro que
uwe Wr((0,1)) e T(u) = (f,c), o que prova a sobrejetiwdade de T.
Além disso, dados f € LP((0,1)) e ¢ € R, considere u como definida acima. Assim, pela

desigualdade de Jensen (Teorema G.1)

‘“‘p(m = x)dr+c t<2p/ [(/ |f(x \dx) +\c\p]
P
= 2° [(/ |f ()] dz) +|C|p] < 2P [|f|z,(0,1)—|—|c| ]
0
e
[l 01) = 1/ 0y -
Assim,

1

lullwrogoy < C (11 g +1eP)” = CIE Bl s

onde C' > 0 ¢ uma constante positiva que depende somente de p. Isso mostra que 7!

continua. Entao pelo teorema da aplicacao aberta, T' é um isomorfismo linear topolégico.

O caso geral m > 1

No caso geral com m > 1 procedemos de forma semelhante ao realizado acima, mas

agora utilizando a imersao W™P((0,1)) < C™~1([0,1]) e definindo o isomorfismo por
Tmm(u) = (u(m)’ U(O), u,(0)> e ’u(m—l)(o)) :

No que segue, dada f € LP((0,1)) para casa inteiro m > 1 utilizamos as seguintes

:/Ot~-~/OtM1f(tm)dtm~-~dt1
Ay, = Fy(1) = /01 - .-/Ot"” Ft) dbn -+~ .

notacoes:

and
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E imporatante observar que

— C
Tm;)(faclf"vc )( +Z k+1

Aplicacoes

Ao se trabalhar com equagoes envolvendo o operador poliharmonico sob condigoes de
fronteira do tipo Navier (veja Capitulos 3 e 4 desta tese e também o artigo [28]), o seguinte

isomorfismo pode ser ttil:
Tonps s W™P((0,1)) — LP((0,1)) x R™.
Se m = 2k entao
Topepe () 1= (u®,u(0), w(1),u"(0), w"(1), - - -, uF=1(0), u*F=1)(1))

com
2k—1

T2_k,1p,*<f7 Ciy- ,Cgk)< F2k + Z ay ’

onde os coeficientes a; podem ser obtidos explicitamente Solumonando as seguintes equagoes
na ordem apresentada abaixo.
Para j =0,...,k—1
(25)laz; = caj1
eparaj=k—1,...,0

2(k—j7)—
+ 2]
2(k—j) T Z T %it25 = C2(+1)-

Se m =2k + 1 entao
Top1,p (1) == (D 0(0), w(1), u”(0),u" (1), -+, u®F(0), uED)(1), u)(0))

co1m

Toiliypa(fret, e s conn) () = P (8) + ) a4t
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onde os coeficientes a; podem ser obtidos explicitamente solucionando as seguintes equagoes

na ordem apresentada abaixo.
Para j =0,...,k

(2j)!a2j = C2j+1

eparaj=k—1,...,0

—l— 2]
Ask—j)+1 + Z Qg2 = C2(j+1)-

Segue entao dos resultados acima que:

1.

Seja 1 < p < 400 e u um elemento de W'?((0,1)). Se (u,) é uma seqiiéncia em
Whr((0,1)) tal que u/, — «' em LP((0,1)) e para algum ¢ € [0,1], u,(c) — u(c); entdo

u, — u uniformemente em [0, 1].

. Seja p e u como no item acima e ¢ qualquer nimero em [0, 1]. Existe uma seqiiéncia

(u,) em C*([0,1]) tal que u,(c) = u(c) para todo n € N e u,, — u uniformemente em
[0,1].

Se 1 < p < 400 entdo W,"((0,1)) é topologicamente isomorfo a {f € LP((0,1)) :
[ fdz =0}.

. Sel < p < +ooentdao W2P((0,1))NW,P((0,1)) é topologicamente isomorfo a LP((0,1)).

Generalizando, se 1 < p < +o0o e k > 1 é qualquer inteiro, entdao {u € W?**((0,1)) :
u®)(0) =u®) (1) =0V 0 < j <k — 1} é topologicamente isomorfo a LP((0,1)).

. No sentido do Lema D.7, compondo os isomorfismos acima com alguns operadores de

Nemytskii, é possivel obter alguns teoremas de representacao de Riesz para o espaco

dual de alguns espagos de Sobolev sobre (0, 1).



APENDICE F

Alguns resultados de convergéncia

O primeiro resultado é um teorema compacidade na topologia fraca™® sobre espacos de

Banach separaveis.

Teorema F.1 ([3], Corolério I11.26). Se E é um espago de Banach separdvel e (v,) € uma

seqiiéncia limitada em E', entao existe uma subseqiiéncia (¢, ) que converge fraco™ em E'.

O préximo resultado é um teorema de compacidade na topologia fraca sobre espagos de

Banach reflexivos.

Teorema F.2 ([3], Teorema II1.27). Se E é um espago de Banach reflexivo e (z,,) € uma

seqiiéncia limitada em E, entdo existe uma subseqiiéncia (x,,) que converge fraco em E.

O teorema seguinte, devido a Brezis-Lieb, relaciona convergéncia pontual e convergéncia

de integrais nos espagos L"(£2).

Teorema F.3 ([4], Teorema 1). Se 1 <17 < 400 e (f,) € uma seqiiéncia limitada de funcoes

de L"(Q) que converge q.t.p em S para f, entdo f € LP(Q2) e
flro = lim (1fulro = 1f = fullg)-
O préximo resultado relaciona convergéncia q.t.p. e convergéncia fraca nos espagos L"(€).

Teorema F.4 ([35], Cap.1 Lema 4.8). Se 1 < r < oo e (f,) é uma seqiéncia limitada de
L™(Q) que converge q.t.p. em Q para f, entao f, — f em L"(Q).
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O resultado a seguir ¢é teste para garantir a convergencia de seqiiéncias.

Teorema F.5. Seja E um espago de Banach e (x,) uma seqiéncia em E. Suponha que
eriste uw € E tal que qualquer subseqiiéncia de (u,) admite uma subseqiiéncia que converge

para u. Entdo a propria seqiéncia (u,) converge para u.

Sejam F e F espacos de Banach. Denotamos por L(FE, F') os espago de Banach dos

operador lineares continuos de £ em F' com a norma
1T\ e,y = supf{|| T ullp : w € E, [Jul|p < 1}

Um operador 7" € L(E, F') é compacto se T'(BJ0, 1]) é relativamente compacto na topolo-

gia forte de F'. Vejamos uma aplicagao do Teorema F.5.

Teorema F.6. Se T' € L(E, F) é compacto entio T aplica seqiiéncias fracamente conver-

gentes em seqiiéncias fortemente convergentes.

O resultado a seguir fornece uma condicao suficiente para que uma seqiiéncia fracamente

convergente seja fortemente convergente em espacos uniformemente convexos.

Teorema F.7 (]3], Proposigao I11.30). Seja E um espago de Banach uniformemente convexo

e (x,) em E uma seqiiéncia tal que x, — x e limsup ||z,| < ||z||. Entdo z, — .



APENDICE G

Algumas desigualdades

Este apéndice contém algumas das desigualdades utilizadas no texto.

Teorema G.1 (Desigualdade de Jensen). Seja f : R — R uma fungdo conveza, Q C RY

um conjunto aberto e limitado e u € L'(Q). Entao

fG%Kﬁm>§%ﬁLﬂmm.

Proposicao G.2. Seja n > 2 um inteiro e s > 0 uwm numero real. Entao

s n
<n’ Z la;|”, para qualquer ponto a = (a1, - ,a,) € R™.
i=1

n
>
i=1

Proposicao G.3 ([41]). Para cadar > 1 existe uma constante C, > 0, tal que para quaisquer
t,seR
Colt—s|", r>2

([t —|s]"2s) (t —5) > It — s|? Lt (G.1)
NGESE - '

Brezis e Nirenberg em [6], obtiveram estimativas sutis para uma uma expansao tipo
binémio de Newton para poténcias nao necessariamente inteiras. Aplicamos tais estimativas

em muitos dos cédlculos realizados no estudo de (4.1).
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Proposicao G.4 ([6], Lema 4). Para cada r > 1 existe C = C,. > 0, tal que para quaisquer
a, 3 € R tem-se:

e Se 1 <r <3 entdao

T r_ r_ r—2 r—2 C‘a| |6|T_1 Zf |Oé| Z |ﬁ‘
o+ 81" = lal” = 181" = a8 (Ja] 2 + |1 7%)| < { Clol 3] o lolelsl (@)

e Se r >3 entdo

[loe+ 1" = lal" = [8I" = raB (Jal"™ + [6]") | < C (Jal™ B> +a*|8]).
A seguir enunciamos algumas condicoes de integrabilidade.

Lema G.5. Seja o um mimero real, p > 0 e B(0,p) C RY. Entdio |z|”* € L'(B(0,p)) se,
e somente se a < N e |z|”" € LY(RN\B(0, p)) se, e somente se a > N.

Vamos agora enunciar mais alguns resultados auxiliares.
A proposicao a seguir é uma aplicacao direta da definicao de limite e da continuidade da

funcao em questao.

Proposigao G.6. Seja f € C ([0,400 ), R) satisfazendo f(0) =1, f(t) > 0 para todot >0

e mais, [ € decrescente e
lim t"f(t) =1>0 para algum 1> 0.

Entao existe Cy,C3 > 0 tais que f(t) < Cit™" para todot >0 e f(t) < Cs(t+ 1) para
todo t > 0. Além disso, se l > 0 entdo existe Co > 0 tal que f(t) > Cy (t +1)"" para todo
t>0.

Proposicao G.7. Sejam c¢1,¢co € R\{0}, p > 1 e r > 0. Suponha que §. € uma funcao de
e >0 tal que 6 — 0 quando e — 0 e

c1 (1 =00 — (1 —=60)P) = o€’
Entao
(p—1)c16. = cae” + o(€").

Demonstragao. Seja f(t) =P, t > 0. Expandindo f, tem-se que para cada h < 1

£ m) = 1) - pn e S0
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para algum 0 < 0 < 1, isto é,

1 — gh)r-2
2

(1= by = 1—ph+ 221 K2,

Segue da ultima identidade que

plp—1)(1 — 6h)"2
2

com 0 < 6 =6(h) < 1. Substituindo h = d. na identidade acima, segue que

ep(p — 1)(1— 652
2

(1-h)—(1=hP=(pmE-1)h- h%, paratodo h <1

(1 =0¢) — (1 =0)P) =er(p—1)d 62 = cye”.

Da tltima identidade conclui-se que d. = O(€") e portanto
c1(p— 1) = coe” + 0(€").
|

Proposigao G.8. Seja f € C(RY,R) uma fungdo positiva, radialmente simétrica em relagdo

a origem e decrescente ao longo dos raios que emanam da origem tal que

lim |z|" f(x)=12>0,

|| —+o0

eu € L*(RY) com1<s<oo.

e Ser > N entao para cada x no conjunto de Lebesgue de u

/RN u(y) f (y g f) dy = u(z)6™ . F(y) dy + o(6™),

e Ser =N e supp(u) é compacto entao para cada x no conjunto de Lebesgque de u

/RN u(y)f (y g x) dy = O(6"™), para todo 0 <6 < 1.

e Ser < N entdio para quase todo v € RN

/Bmm o (y ; x) dy = O(").

Além disso, se | > 0 e u > 0, entdo para cada x no conjunto de Lebesque de u com

u(zx) >0, existe C = C(x,p) >0 com C(x,p) — 0 quando p — 0 e

i
/ u(y) f (y - ) dy > Co".
B(z,2p)
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Demonstracao. A demonstracao do caso quando r > N segue diretamente da Proposicao
G.6 e do Teorema 8.15 (de [25]).

Se r = N e supp(u) é compacto entdo dado qualquer ¢ > 0 e qualquer z € RY, a
fungao y — u(y) (1 + |y — z|)° estd em L*(RY) para qualquer que seja 1 < s < +00. Seja
h(z) = f(x) (1 + |z|)~ . Mais uma vez pela Proposi¢do G.6 (acima) e pelo Teorema 8.15 (de
[25]), segue que para cada 0 < § < 1,

[ s (455) dy' < [ ol (1+ 55 0 (52) a

< o [l - e n (Y57 ay
)

= 5 <|u(1’)|5N /R h(y)dy + o6 )

= V¢ u(z)| /RN h(x) dz 4 o(6V~°).

No caso quando 7 < N, a Proposicao G.6 permite afirmar que

/ U(y)f(u) dy\ < | \u(y)\cs\w(u)\ da
B(z,2p) 0 B(x,2p) 0

B T
B(x,2p) |y - ‘T|

e o resultado segue da teoria de convolucao de fungoes. Além disso, sob a hipétese adicional

acima para o caso r < N, a Proposicao G.6 fornece a seguinte desigualdade

y—z u(y)
u dy > C. 57«/ ———— d
/l;(x,Zp) (y)f < Y ) Y ? B(x,2p) (5 + |y - ZIZ'|) Y

u(y)
> (0" — 2 dy = C(z,p)d".
0 W Ty — ] ()
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Desigualdades de Interpolacao

Os resultados deste apéndice sdo utilizados para se obter regularidade C*%(€2) de solucoes

dos problemas tratados neste texto.

Teorema H.1 ([29], Lema 6.36). Suponha que j + 5 < k+« com j = 0,1,2,---; k =
1,2,3,--- e0 < a,B<1. Seja Q C RY um dominio limitado com fronteira C*<. Entdo a

imersiao C**(Q) — C¥5(Q) é compacta.

Teorema H.2. Seu € C*(Q) e v € C?(Q) entdo uv € C7() com v = min{a, 3} (ver [29]
pg 53). Seu € C*(Q) para algum v € (0,1] e 0 < 3 < 1 entdo u® € CA(Q).

Demonstracao. Para demonstrar a tultima afirmacao deste teorema usa-se o Teorema H.1
para garantir que u é Lipschtiziana junto com a desigualdade

8 — P
‘ ‘ < 2, para quaisquer t,s € R com t # s.

jt— s’
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