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INTRODUCAO

O objetivo desse trabalho é apresentar alguns resultados sobre os principios de maximo

forte para super-soluctes de equagdes elipticas quase lineares de segunda ordem. Os operadores

com os quais lidaremos sao da forma:

Lu = div(p(| Vu [)Vu). (0.1)
Seja
f IR — IR uma funcio continua, nao-decrescente com f(0) = 0. (0.2)
Em alguns casos, substituiremos o dominio de f por [0, +00) ou [0, ¢] para uma constante ¢ > 0

arbitraria.

Suponhamos que v € WIP{Q), onde 1 < p < oo, satisfaz

—L{u)+ f(u) > 0 em
{ u = 0 em 9Q (0.3)

de maneira fraca, isto é em D’'(£2), isto significa que

A {o(] Vu NV - Vo + f(u)v}dz > 0, (0.4)

para toda funcio v € D{Q) := C®(Q) e v > 0. Por enquanto, suporemos que & C RY,
N > 1, é um dominio limitado. Nos capitulos vindouros, ficara claro que £ pode ser ilimitado.
A expressio (0.4} explica 0 porqué de chamarmos u de super-solugao, analogamente a nogao
de funcao super-harmoénica. Para que a integral (0.4) esteja bem definida, deveremos impor

algumas condicées em L e f. As hipbteses sobre o estardo embutidas nas condicdes sobre L.

Definamos as fungdes

aj(n) = (I n [y, (0.5)

para j = 1,---, N e todo n € IRY. Assumiremos que
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a;(0) = 0 (0.6)

a; € CH{RY\{0}) n CY(R) 0.7)
N a . .,
5 2 Wes > ot 10 )72 | ¢ P 08)
i5=1 T

N | 8a, R

(28D < et | 1 0.9)

i,9=1 "

para algum « € [0, 1], constantes 7; > 0 e v > 0, para todo € RV \ {0} e todo £ € RY.

A elipticidade do operador L é dada por (0.8) e a condigdo (0.9) é uma restricio de
crescimento. Estas hipdteses foram introduzidas em {DB], [Lil], [Tol] e {To2], com o intuito
de se obterem resultados de regularidade para L. Elas englobam as condigdes estudadas em
[LaUr]|, permitindo-se resultados de regularidade C' para operadores mais gerais. Um exemplo

é o p-laplaciano,

Apu = div(| Vu P~2 Vu). (0.10)

Definamos

aj(n) =|n "% (0.11)

para j =1,.., N e todo nn € IR™. Vamos verificar adiante que

. p—2 2 y 6"*3("’?) p—2 2
min(lp — 1) [ P E S > =5 =68 < max(Lp—1) |2 [ £ | (0.12)
i,g=1 i

para todo 7 € IR™\ {0} e todo € € RY.

Portanto, as condicoes {0.6)~(0.9) sao satisfeitas pelo p-laplaciano. Assim, o nosso oper-

ador L pode ser visto como sendo uma perturbaciao de 4A,.

Definamos

gt} = (1t )t (0.13)

para t € R. Fazendonp = (£,0,---,0) e £ = (1,0,---,0), em (0.6)-(0.9) obtemos

[S]



ylat [ P2 < g'(8) < palt | 2] (0.14)
para ¢ # 0. Logo a aplicacio de Niemytskii de LP(Q) em L¥ () dada por u — g(u) ests bem

definida, € continua e limitada.

Se supuséssemos apenas gue

F(u) € L (), (0.15)

entdo a integral em (0.4) estaria bem definida. Suponhamos, por um momento, que existam

constantes a,b > 0 tals que

[ fs)[<e+b]s (0.16)

para todo s € R. Isto também faz com que a integral (0.4) esteja bem definida. Podemos

enunciar o seguinte resultado de regularidade provado em [DB], [Lil], [Tol] e [To2].
TEOREMA 0.1. Suponhamos {0.2) e (0.6)~(0.9). Se u € Wy*(Q) N L2(()) satisfaz

/Q{t,oﬂ Vu |)Vu - Vo + flu)vlde = 0, (0.17)

para toda v € D(Q), entdo u € CL*{). E mais, segundo [Lil], u € C*(Q) e uw = 0 em 8.

Um fato pode parecer estranho ao leitor atento. Geralmente, quando encontramos uma
funcio satisfazendo (0.17), sé sabemos que u € WP (£2). Mais precisamente, um problema de
Dirichlet com condi¢ao homoegénea na fronteira de 2, envolvendo L e as condigbes estruturais
(0.6)-(0.9), nos induz a trabalharmos em Wy*(€2). Como poderiamos encontrar estimativas de

modo que u € L™(§2) ? Tal questao é respondida em [Se], e se segue das condigoes (0.6)~(0.9).

Um fato importante é que toda v € W?(Q), u £ 0 em Q, satisfazendo (0.3), é ndo-
negativa, isto é, u > 0 q.t.p. em Q. Com efeito, tomando-se v = u~ em (0.4) e usando (0.2} e
(0.6)-(0.9), obtemos

0§/ ol Vu V?-Vufia:<—f
{MO}¢(I u )Vu <=/

Como u~ € Wol’p(Q) e Vu~ = 0 q.t.p. em €, obtemos u™ = 0 q.t.p. em £, logo v > 0 q.t.p.

fwudz <0 (0.18)
<03
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O nosso resultado afirma que, na realidade, u > 0 q.t.p. em £2. Estamos prontos para

enuncid-lo. Vejamos primeiramente algumas hipéteses adicionais sobre f:

flso) =0 (0.19)

para algum sq € {0, €| ou, no caso em que

f(s) >0 (0.20)
para todo s € (0, ¢|, suporemos
[ ) s = oo, 0.21)
onde as funcdes
Flt) = A Fs)ds. (0.22)
alt) = /0 " o(5)ds. (0.23)
x(t) =T(t) — G() (0.24)
e
I(t) = g(t)t (0.23)

sao definidas para t > (. Observemos que x é estritamente crescente para ¢ > 0 por {0.14).

TEOREMA 0.2. Suponhamos que (0.2}, (0.6)-(0.9) e (0.19)-(0.21) sejam vilidas com f :
[0,oc) — R em (0.2). Seja u € WoP(Q,u > 0 qtp em Qu # 0 em 9 satisfazendo
fi) € L2 (), onde 1 + —17 =1,e—Lu+ f(u) > 0em D'(Q). Dado um conjunto compacto
X C £, existe uma coistagte c=c¢(X)>0tal quew > ¢ q.t.p. em X. Em particular, se u se
anula em um subconjunto de medida de Lebesgue positiva de {), entao u = 0 q.t.p. em Q. Se
w € WiP(Q) N L=(Q), a hipétese (0.2) pode ser formulada com [ : [0,£] — R e z = [ul| gy,
dessa maneira, f(u) € L°°(Q). Sob as mesmas condicdes acima, suponhamos que 8¢ satisfaz a
condicao de esfera interior, que 7y € 82 e que v é o vetor unirario normal interior, entio existe
uma constante o > 0 tal que

n(@) (0.26)

ess lim inf T > .



Quando v € CH1) e u = 0 em 84), entdo

ou(z)
ov

> o (0.27)

para todo & € 9¢1.

A condicdo {0.21) € necessdria e suficiente para termos o principio de mdximo forte acima.

Se supusermos que

[ F ) as < oo (0.28)

para algum 6 > 0, ao invés de (0.21), entdo temos o seguinte principio de continnacio nao-

H

fnica.

TEOREMA 0.3. Suponhamos que (0.2}, (0.6)-(0.9) e {0.28) sejam validas, entiao para todo
20 € O(IRM \ Q) C 80 e todo R > 0 existe uma funcao u € C1{) tal que u > O em O, u E O
em ) e Lu € L™(Q) satisfazendo —Lu + f{u) =0 q.t.p. em Q e u =0 em Q\ Br{zg).

Um outro tipo de condigdes introduzidas em [Li2] permite-nos abordar operadores mais
gerais do que com (0.6)-(0.9). Vejamos primeiro as novas condigdes estruturais e, a seguir,

alguns exemplos:

p(t) > 0 (0.29)
para t > (0,
N Ba; o
> ek = Tap(ln 16 (0.30)
i,4=1 )
e
N | Ba, \
5 12| < Teeln ) (0.31)
£, f=1 [h i

para constantes I'y > 0 e ' > 0, para todo 5 € RY \ {0} e todo £ € RV
Um exemplo interessante é o seguinte:

Mu = div(| Vu [T (1+ | Vu [9) 7 V) (0.22)

se p # ¢, entio M se comporta assintoticamente como um p-laplaciano se | Vu | estd4 perto

de o¢ e como um g-laplacianc se | Vu | estd perto de 0. Se » = g, entao M é o p-laplaciano.
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Entretanto, se ¢ = 2, entao M satisfaz (0.6)—(0.9). De fato, verifiquemos essas assercdes a

respeito de M:

(i) comportamento assintético:

Suponhamos que » # ¢g. Como

p(t) = 9731 +19) 57 (0.33)
para t > 0 temos
p(t) . gye=s
el GRS AN (0.34)
logo
f
tim 28 4 (0.33)
t— Q0+ 9=
e
wit ;
lix f(—_j):{o ¢ p=d (0.36)
t— oo fd—= L +o0 se p>oq.
No outro caso,
‘;(_” = 197P(1 +19) 7" (0.37)
temos
_owlt) .
tl:,E}xntP—Q =1 (0.38)
[~
t
hm"o(f:{o e p<q (0.39)
T+ (P +oc se p > g
Se p = ¢, entao
o (1) ot |
im 28 L 29 o (0.40)

r_.,,lo-:— i.p—Q [ - fP—Q

(i7) as condicoes {0.30)—{0.31):
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Neste caso,

ai(n) =9 172 (14 | n |9 (0.41)

para j =1,...,N e todo n € R". Loeo

Ba;(n
3“:,?, ). As(n) + Bis(n) + Cis(n), (0.42)
onde
Ay(n) = (@~ 2) 0 1" L+ | 1 197 nany, (0.43)
e —2
Bis(n) = (p—q) |9 24 (14 {0 |97 mam; (0.44)
c
Cizln) =9 772 (1+ | 7 |96, (0.45)
Comao
() = 131 4197 (0.46)

para ¢ > (, concluimos que

min(l, ¢ — D7 |) | £ *< Z("‘lw )+ Ciym)ec; < max(l,g — Dyp(|n ) | €12 (0.47)
)J'_

para todo 7 € R™ \ {0} e todo £ € RY.

Falta estimarmos o termo envolvendo By;{n). Notemos inicialmente que dado € RY, o

espectro da matriz simétrica

1@ n = (g (0.48)
é
{0, [P} (0.49)
logo
N 2] ]
0< > mmses <bn Ple (0.50)
ij=1

=1



para todo 9, £ € RY. Se p > g, temos

0< ZB‘J )ik < (0.31)
i,3=1
<Sp-9) 01+ n )5 < (0.52)
<p—q) 020+ 957 ¢ = (0.53)
=p-gelnhielf. (0.54)
Se p < ¢, temos
p—qlelln )€ = (0.55)
_ P—3 n -
=p—g 0" 0+ 797 €< (0.56)
Slp—g) a2 (g D5 € P< (0.57)
N -
s -l B (1 1) eyt = (038)
= ZB” V665 < 0. (0.59)
iy=1
Em ambos os casos temos
2 x daj(n) 2
[min{p—q,0) +min(1,g—Vlp(n ) 1€ P< > on: &5 < [max(p—q,0)+max(l.g—1)l{| 7 ) | £ 17
T (0.60)
para todo 7 € RY \ {0} e todo ¢ € RY. Portanto, M satisfaz (0.30)-(0.31). T
(iii) os casos p =g e ¢ = 2:
Se p = ¢, entdo (0.41) é igual a (0.11), e (0.60) se reduz a (0.12). Se ¢ = 2, temos
o(fn i) =+ 9" (0.61)

8



Como

1
p)

ln i< (M| n DT <1k, (0.62)

para todo 5 € RY, temos

N
. _n I da; _n 5 .
min(lLp— DI+ g P2 D @f’f)fz{j <max(l,p— DA+ {7 )" 1€F  (0.63)
ije=1 Y
logo, M satisfaz (0.6)-(0.9).
Definamos
g(t) = (|t )t (0.64)
para t € IR e a sua primitiva
»t
a(t) :/ g(s)ds. (0.65)
0

O ambiente natural para lidarmos com o operador L sujeito 2s condigdes (0.6)-{0.7) e

(0.29)-(0.31), é o espaco de Orlicz-Sobolev

W) = {u e LE(Q) : Vu e (L)Y } (0.66)

onde

L§

G('—uu()g) dz < oc} (0.67}

€ o chamado espago de Orlicz. Analogamente aos tradicionals espagos de Sobolev também

Le(Q) = {u : © — IR mensurave] : existe A > 0 tal que ]

definimos o espaco

W) = Tl e, (0.68)

Reformulando-se as hipéteses {(0.21) e (0.28), com g ¢ G acima, podemos enunciar o

seguinte principio de maximo forte:

TEOREMA 0.4. Suponhamos que (0.2), (0.6)-(0.7), (0.19)-{0.21) e (0.29)-(0.31) sejam

satisfeitas com f : [0, c0) — IR em (0.2). Seja u € WI}f(Q), 2> 0aqtp em D, uzlem
— _ t

Q satisfazendo f(u) € LZ (Q), onde G(t) = Ag_l(s)ds, e —Lu+ f(u) > 0 em D'(02). Dado

um conjunto compacto X C {2, existe uma constante ¢ = ¢(X) > 0 tal que ¢ > ¢ q.t.p. em
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X. Em particular, se u se anula num subconjunto de medida de Lebesgue positiva de (), entio
@ =0 q.t.p. em ). Claramente, se u € Wli'co(Q) N L*(12), a hipétese (0.2) pode ser formulada
com f:[0,£] = R ee = |ullpogn), assim f(u) € (). Em particular, se u se anula em um
subconjunte de medida de Lebesgue positiva de §2, entdo v = 0 em . Além disso, suponhamos
que 912 satisfaz a condicio de esfera interior, que zy € 9§} e que v é o vetor unitério normal

interior entaoc existe uma constante o > 0 tal que

ess limm inf — ) > (0.69)
2% (z —zq) - v

Quando u € C1{(Q) e u = 0 em 80, entdo

Oulz)

— > . (0.70)
Jv

para todo z € 5.

No resultado seguinte estabelecemos a existéncia de uma solucao anulando-se em um con-
junto de medida de Lebesgue positiva. Se a condigao (0.21) nao for satisfeita temos a seguinte

propriedade de continiag¢ao nao-inica.

TEOREMA 0.5. Suponhamos que (0.2), (0.6)-(0.7), (0.28)-(0.31) sejam verificadas. Entdo
para todo zo € (RY \ 1) € 8 e todo R > 0 existe uma funcio u € C{?) tal que v > 0 em
QuzOem Qe Lu e L®(0) satisfazendo ~Lu+ f(u) =0 q.t.p. em Qe u =0 em Q\ Bg(zg).

Os Teoremas 0.2, 0.3, 0.4 e 0.5 serao demonstrados com o auxilio da teoria dos operadores

mondtonos, como esta apresentada em [Bro] e [Lic|. A seguir, faremos um resumo dos resulta-

dos principais que utilizaremos.

Seja V um espaco de Banach e V* o seu dnal topolégico. Denotemos por {. ,. ) & aplicacido

de dualidade entre V e V*. Dado um operador 4 : V — V*, dizemos que

(i) A é mondtono se, e somente se,

(Au— Av,e—v) > 0 (0.71)

para todo u, v € V.

(¢i) A é estritamente mondtono se A for monétono e

10



(Au — Av,u—v) =0 (0.72)
se, e somente se, u = v = 0.

(iii) A ¢ fortemente mondtono se, e somente se, existe uma funcio estritamente crescente p

tal que p(0) =0 e

{(Au— Av,u—v) 2 p(fu —v|lv) (0.73)
para todo u, v € V.

(iv) A é limitado se, e somente se, 4 leva subconjuntos limitados de V em subconjuntos
limitados de V*. Assim, existe uma constante M > 0 tal que | {Au,v} [< M quando

llu|lv < cellv]|v <1, para alguma constante ¢ > 0.

(v) A é hemicontinuo se, e somente se, dados u, v, w € V a fungio f : R — IR definida por

F{t) = {u + tv,w), é continua.

(vi) A4 € coercivo se, e somente se, fixado v € V temos

(Au — Av,u — v)

fu —olly

— +oc  quando  Jlully — +oo. (0.74)

TEOREMA 0.6. Se A : V — V' é um operador mondétono, limitado, hemicontinuo e coer-
civo, entao A é sobrejetivo, isto é, dado f € V* existe v € V tal que {Au, v) = (f,v) para todo

v €V, ou seja, Au = f. Se 4 € estritamente mondétono, entdo u é unico.
Vamos resolver o seguinte problema com a técnica exposta acima.

EXEMPLO 1. Dada f € W~12(0, 1), existe uma tinica solucio v € Wa>(0, 1) verificando

i)
/

v +u=f em (0,1) -
{ u(0) = u(l) =0. (075

De fato, definamos A : Wa*(0,1) — W ~2(0, 1) por

i
{Aw, v) :/ (u'v' + uv)dt (0.76)
0

para toda v € W;(0, 1). E claro que A4 estd bem definido e que
{Au — Av,u —v) = ||u — 'u||f{,01,2{0,1), (0.77)

11



logo A é fortemente monétono. A limitacdo de A também é clara. Seja u, uma seqgiiéncia em
W32(0,1) tal que w, — u em Wa=(0,1). Dado v € W0, 1) temos {Aup,v) — {Au,v), logo

A é hemicontinno. Como

{Ay — Av,u — v)

|l - U”w&»%o;)

> ¢llu— '”“w;’?(o,l)r (0.78)

obtemos a coercividade de A. Portanto, o problema acima possui uma iinica solucgao.

Se modificdssemos as condigbes de contorno do problema (0.75), poderiamos adotar um

outro procedimento para soluciond-lo.

EXEMPLO 2. Dada f ¢ WH2(0, 1)*, existe uma tinica solugio u € W2(0, 1) verificando

v’ +u=f em (0,1) .
{ u(0) =a, u(l)=t (©.79)

O resultado seguinte nos permitird solucionar o problema acima de maneira um pouco

diferente.

TEOREMA 0.7. Seja K # @ um subconjunto fechado e convexode V. Se A: K ¢V — V*
é um operador mondtono, limitado, hemicontinuo e coercivo, entao dado f € V* existe u € K
tal que {(Au,v — ) > (f,v — u) para todo v € V. Ressaltamos que neste caso as definigbes
(i) — (vi) devem ser reformuladas levando-se em conta que agora o dominio de 4 é o conjunto

K.

Podemos resolver (0.79). Seja K = W,*(0,1) + h, onde A(t) = a + t(b — a). Definamos
A K — W0, 1) por

(Au, vy = Al(uf’u’ + uv)dt (0.80)

para toda v € W2(0,1). Claramente, K ¢ fechado devido a inclusio W12(0, 1) — CO[0, 1] ser
compacta. Com efeito, se u, € K e u, — u em W30, 1), entdo u € K. Pois u € W2(0,1) e
como u, — u uniformemente, temos 1,{0) — u{0) e u, (1) — u(1). E facil ver que K é convexo.
Analogamente a (0.76), temos A bem definido, fortemente mondtono, limitado e hemicontinuo.

Fixado v € W12(0, 1), temos

{Au — Av,u — v)

— +oo quando  {jul]lyr2py — too, u€ K. (0.81)
v — vllwrag




Logo A é coercivo. Portanto, existe uma dnica v € W30, 1) tal que {Au,v —u) > (f, v — u)
para toda v € WH%(0,1). Tomemos v = 14w com w € WOI'Q(O, 1). Logo {Au,w) = {f, w) para
toda w € W?(0, 1). Portanto u satisfaz —u’ +u = f fracamente e u € K. Logo u é de fato

solucao de (0.79).

Ao invés de utilizarmos o Teorema 0.7 para resolver (0.79), poderiamos ter considerado o

problema transiadado por h(t) = a + t(h —~ a), isto é, fazendo u = z + h em (0.79) obtemos

i . — "o_
{ 2 +.; F+R" —h em {0,1) (0.82)

Utilizando o Teorema 0.6, é possivel encontrar = € Wy (0, 1) satisfazendo (0.82), isto &,
u =z +h € WL2(0, 1) satisfazendo (0.79). Os dois tipos de procedimentos utilizados para re-
solver (0.79) nos servirao de inspiracio para resolvermos outros problemas elipticos em situagdes

mais gerais posteriormente.

Os resuitados 0.2, 0.3, 0.4 e 0.5 foram provados em [Va] para para o caso em que L é
o laplaciano. Em particular, a versio do nosso Teorema B em [Va] é bastante geral, pois
w € L1 (Q), 14, Aqui, exigimos u € W, P(Q) ov v € I'VZE,’CG(Q), poraue L é um operador mais
geral. Ainda em [Va}, é mencionado sem demonstragao que os resultados 0.2 e 0.3 sdo vélidos
para o p-laplaciano. A observacao de que f pode ter qualquer comportamento no 0o no segundo

caso do Teorema 0.2, sé é levada em consideracao no caso do laplaciano.

Uma versio do nosso Teorema 0.2 foi provada em [DiSaTh] somente para o caso em
que u € CH) e para um operador um pouco mais geral que o p-laplaciano, mas que nao
inclul o nosso. Precisamente, o operador estudade em [DiSaTh] tem a forma (0.1) e satisfaz
uma condiciao local, isto é, para todo subconjunto compacto K C RY existe uma constante
¢ =c{K) > 0 tal que

N
!
2 (a;0n) = as() Ny —m) Ze[n=n" P (0.83)
=1
para todo n,7' € K e algum 1 < p < co. Isto da origem a um operador localmente fortemente

mondtono entre um espaco de Sobolev e o seu dual, isto é, dadas u1,us € WHP(B), onde

B < IRV é uma bola, temos a seguinte estimativa

[B{@U Vuy [JVur = (| Vug [)Vua] - V{uy —u2) 2 ¢ [Vur — Vuslifsg, (0.84)
se (] Vu, [JVu; € LPH8), 1 = 1, 2 ou se assumirmos (0.9). Em geral, o nosso operador L néo

é localmente fortemente monétono. Das condicoes (0.6)—(0.9}, deduzimos que
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> o) — ai(n))n; —nj) 2 ¢

N
=1

7= B et [ |4 [P para 1<p<2 )0
|n—7"P para 2 <p < oo, R
para algum « € {0,1] e todo 1,7’ € RY. Usando ainda (0.6)—(0.9), dadas u;,us € WLP(Q).

temos

[}[‘P(I Vur [JVu; — (] Vus JVuo] - Viwg —us) > (0.86)
[V, — VHEHQLP(Q)(R + ”Vul”Lp(Q) + ||Vu2||5p(n))p_2 para 1< p<?2 (0.87)
- |7 2%; — VugH’ip(Q) para 2 < p < oc. '

Por exemplo, o p-laplaciano é Jocalmente fortemente monétono se p > 2, mas nio é local-
mente fortemente mondtono se 1 < p < 2, como pode ser constatado em (0.87). Além disso,
quando estamos trabalhando nos espacos de Orlicz-Sobolev, nosso operador L nao é localmente
fortemente monétono, basta observar nas deménstra.gées dos lemas e teoremas referentes as
condigbes (0.29)-(0.31). Uma propriedade de I que nos auxiliard é a sua coercividade, expressa
por (0.87), quando assumimos (0.6)-(0.9). Sob {0.6)-{0.7) e (0.29)—(0.31), a coercividade de
L se segue de uma propriedade relacionada com a N-funcao G que define o espago de Orlicz-

Sobolev W1<(0).

Um resuitado parecido com o do Teorema 0.3 nao é mencionado em [DiSaTh]. E ficil
verificar que um raciocinio andlogo ao das demonstracdes dos Teoremas 0.2 e (1.3 se aplica as

condi¢bes estudadas em [DiSaTh], entre elas (0.83).

Os resultados apresentados até agora generalizam aqueles obtidos em [Va] e {DiSaTh], pois
consideramos uma classe maior operadores e porque as fungbes u satisfazendo (0.4) sio menos
regulares e pertencem a espagos de funcdes mais gerais. Isto faz com que as demonstracdes dos
nossos resultados nio sejam meras aplicagdes diretas das técnicas usadas em [Val e [DiSaTh].
Além disso, os Teoremas 0.4 e (.5 nao decorrem dos Teoremas 0.2 e 0.3, pois a abordagem
através dos espacos de Orlicz-Sobolev traz dificuldades diferentes e inerentes 4 teoria desses
espacos. Sendo assim, a verificacio dos Teoremas 0.4 e (1.5 exige uma abrangéncia e uma gama
de resultados muito maior do que para se provar os Teoremas 0.2 e 0.3. Nos capitulos 1 e 2
abordaremos detalhadamente tudo o que foi mencionado até agora. No inicio do capitulo 1,

faremos uma breve introducéo a teoria dos espacos de Orlicz-Sobolev.
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No Capitulo 3, apresentaremos uma aplica¢io dos principios de méximo forte. Dada uma

funcao f: Q x [0, 00) — IR suponhamos que

flz,) € C°I0, oc) para q.t.p. € (0.88:
f(, ) € L=() para todo r > 0, (0.89!
o), ,\
" é estritamente decrescente em (0, 00} para q.t.p. z € Q (0.90}
g{r
e
flz,r) < 81g(r) + 62 para q.t.p. z € Q, todo r > 0 e constantes ¢, 82 > 0. {0.91}

Consideremos o problema de Dirichlet quase linear

—~Lu= f(z,u) em £
vw>0anduz0 em 2 (0.92)
u=0 em 002

onde O ¢ RY N > 1, 6 um dominio limitado com fronteira 9 de classe C°.

TEOREMA 0.8. Se L satisfaz (0.6)—(0.9), entdo (0.92) tem unicidade de solugio em Wy (0.
Se substituirmos (0.8)-(0.9) por (0.29)-{0.31), & unicidade de solugéo é em /(1))

Este resultado foi provado em [BrOs] para o caso em que L é o laplaciano. Em [DiSaj o
mesmo problema é estudado para o p-laplaciano, e um resultado semelhante ¢ obtido através

u
pl , a chamada Desigualdade de Diaz-

Saa. As técnicas apresentadas em {BrOs| e [DiSa) ndo se aplicam ao nosso caso. No intuito de

provarmos ¢ Teorema 0.8, utilizaremos algumas técnicas do Célculo das Variagdes, presentes

de uma desigualdade advinda da monotonicidade de

em [Dal] e [Da2]. Definimos o funcional

d(w) = AG([ Ve (w) |)dz (0.93)

em L'{Q). O ponto crucial é mostrar a convexidade de ®. Em [DiSa], temos G{t} = ¥ e
GHt) = t. Isto facilita a utilizacdo da designaldade de Hélder numérica no integrando de &.
Dessa maneira, prova-se que ® é convexo. No nosso caso, G ¢ G~! podem nao ser poténcias.
Ademais, a Desigualdade de Holder nao funciona bem para fungoes convexas quaisquer. Isto

motiva a adoc¢do de outros procedimentos para se provar a convexidade de ®. Primeiramente,



mostramos que $ é sequencialmente semicontinuo inferiormente na topologia fraca de L((Q2).

Assim, dada uma seqiiéncia em L'((}) tal que u, — u em LY{()), entao

O(u) < liminf ®(un). (0.94}

n—++oc
Em segundo lugar, utilizamos a semicontinuidade para provar a convexidade de ®. Dadas
a,b € LY(Q), satisfazendo algumas propriedades adequadas que introduziremos depois, e um

namero ( < X < 1, construimos uma seqiiéncia u, tal que

Uy — u = Aa+ (1 — A} (0.95)
em L1(Q) e
P(un) — A®(a) + {1 — A)2(d). (0.96)
Dessa maneira,
O(u) < liminf ®(u,) = A®(a) + (1 — A} D(b). (0.97)
T 00

A unicidade de soluc¢do do problema (0.92) se segue da positividade da expressao envolvendo a
derivada de Giteaux de ® em dois pontos. Assim, como conseqiiéncia da convexidade de & e

das hipéteses (0.89)~(0.91) sobre f, dadas u; e us solugdes de (0.92), temos

0 < (¥(Gw)) ~ ¥(Glug)), Glur) = Glua)) = (0.98)
__ —LU]_ B -'-L'U,Q u) — . ” .
*ll (g(ul) Q(UQ)) (G{ur) = Gluz))d (0.99)
- [ () L) ) - Glusiax <0 (0,100
o\ glul) glus)

resultando num absurdo.

A utilizacdo dos principios de maximo forte fica embutida nos passos intermedidrios da

demonstracio dos resultados citados acima. Dadas u1 € us solucdes de (0.92), temos uy > O e

Sy Ot _ _ _ _
uo > Dem Qe 5 > 0e — > 0em 8. Isto permite concluirmos que existem constantes
v v
u o .
mi, Mo > U tals que 0 < m; < = < ms em (). Esta limitacio é um aspecto importante na

Ui
demonstra¢ao do Teorema (.8.
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CAPITULO 1

SUPER-SOLUCOES EM ESPACOS
DE SOBOLEV

1.1 OS PRINCIPIOS DE MAXIMO

Neste capitulo estudaremos alguns principios de maximo forte para super-solugdes fracas
de uma classe de equacdes elipticas quase lineares. Provaremos também uma propriedade de
continuacao nao-inica relacionada com tais equagoes, que impede a existéncia de principios de
méximo forte. Com isso, generalizaremos alguns resultados presentes em [DiSaTh] e [Va], para

uma classe mais ampla de operadores e para funcdes u com menos regularidade. O operador

com o qual iremos trabalhar tem a seguinte forma:

Lu = div{g(| Vu [)Vu) (1.1)

e a funcéo v satisfaz a desigualdade

—Lu+ f(u) 20 (1.2)

de maneira fraca (ou em D'(2)), isto significa que

/{“P([ Vu [JVu- Vv + f(u)vide > 0, (1.3)
0
para toda funcéo v € D(Q) := CX(Q) e v > 0.

Quando ¢(t) = | t P2, com 1 < p < co, o nosso operador L se torna o p-laplaciano
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Ayu = div{] Vu P72 Tu), (1.4)

As funcoes

a;(n) = ¢(in Dny, (1.5)
sdo definidas para 5 = 1,---, N e todo n € R". Impomos zo operador L as condigdes rela-

cionadas com a teoria de regularidade de [DB], [Lil], [Tol] and [To2]:

a; € CHRY\ {0}) n CURY) (1.7)
N

Ba s n
éj(n)fiﬁ' >yl g P2 iep (1.8
d 7

=1 b

N Sa s . o

> |2 < ot | 72 (19)

izl O

para algum x € [0, 1], constantes 71 > 0 e v2 > 0, para todo € RY\ {0} e todo £ € RV,

A elipticidade do operador L é dada por (1.8) e a condicdo (1.9) é uma restri¢io de
crescimento. As condicoes estruturais (1.6)—{1.9) sdo satisfeitas pelo p-laplaciano e pelo seguinte

operador

Mu = div((l-t- | Vu |2)P;_2Vu) (1.10)

onde 1 < p < o0, veja (0.63). Notemos que M se comporta assintoticamente como o laplaciano
se | Vu | estd perto de 0 e como o p-laplaciano se | Vu | estd perto de oo, veja (0.33)-(0.40). As
condigdes {1.6)-(1.9) sdo motivadas pelo comportamento do p-laplaciano, (0.12). Desse modo,L

e M podem ser considerados como sendo uma perturbacao do p-laplaciano.

Definamos

g(t) = w(ft )t (1.11)

para t € IR. Notemos que se 7 = (£,0,---,0) e £ = (1,0,---,0), entdo (1.6)—(1.9) implicam na

secuinte estimativa unidimensional
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Nt |t P2 < ') < yolkt |t )P (1.12)

para t # 0,

g{0)=0 (1.13)

g € CH{R\ {0}) nCR). (1.14)

Logo (t) > 0 para t > 0, g é estritamente crescente para ¢ > () e sua primitiva

Q) = fg(s)s ds (1.15)

é estritamente convexa para t > 0. Observemos também que g estd definida para todo £ € IR,

é Impar e bijetiva.

Em muitas ocasides utilizaremos a feoria dos operadores mondétonos como aparece em
[Bro| e [Lio}, esbogada nos Teoremas 0.6 e 0.7, portanto assumiremos que existe um

£ € (0, +oc) tal que

f :]0,¢] — IR é uma funcio continua, ndo-decrescente com f(0) = 0. {1.16)

A definigio local de f serd substituida, is vezes, por extensbes adequadas a {0, +00) ou

R. Também suporemos que

f(s0) =0 (1.17)

para algum sy € (0, 2] ou, no caso em que

f(s) >0 (1.18)
para todo s & (0, #], suporemos
L EE)] s = oo, (1.19)
onde
Ft) = j:f(s)ds,. (1.20)
x(t) =T(t) - G(] (1.21)

19



I'(t) = g(t)t (1.22)

para t > 0. Observemos que x é estritamente crescente para ¢t > 0 por {1.12).

Se SUpUsSErimoes gque

Ls[x'l(F(s))]_lds < o0 {1.23)

para algum § > 0, ao invés de (1.19), provaremos um principio de continuacdo nao-inica. Por-

tanto, {1.19) é uma condicdo necessdria e suficiente para termos principio de maximo forte.
Seja Q@ € RN, N > 1, um dominio qualquer. Nossos principais resultados sio os seguintes.

TEOREMA 1.1. Suponhamos que (1.6)-{1.9) e (1.16)-(1.19) sejam satisfeitas e seja
u € CHQ) tal que ~Lu + f(u) 2 0 em D'(Qo.), onde Dy, = {z € Q: 0 < u(z) < c}.
Seu > 0em §2, entao on u = 0 em {2 ou para todo conjunto compacto X C §? existe uma
constante ¢ = ¢{X ) > 0 tal que v > c emx X. Em particular, se u se anula em um subconjunto

de medida positiva de 2, entdo u = 0 em (L.
O resultado acima pode ser generalizado para super-solu¢oes menos regulares.

TEOREMA 1.2. Suponhamos que {1.6)-(1.9) e (1.16}-(1.19} sejam validas com [0, oc) em
(1.10). Seja u € WLP(M,u > 0 atp. em u Z 0 em O satisfazendo f(u) € Lf;c(Q) e
—Lu + f(u) > 0 em D'(Q). Dado um conjunto compacte X C §}, existe uma constante
c=c(X) > 0tal que u > ¢ q.t.p. em X. Em particular, se u se anula em um subconjunto
de medida de Lebesgue positiva de 2, entéo v = 0 q.t.p. em §). Se u € T/Vl};f(Q) N Le{Q), a

hipétese (1.16) pode ser formulada com = = {jufjze(q), dessa maneira, f{u) € L>(Q).

OBSERVACAO. Se nos teoremas acima u € L®(Q),u* # 0 e u~ # 0, entdo ou u = mfu ou

1 > infu em (3. Notemos que no Teorema 1.1 e no segundo caso do Teorema 1.2, a fi.n(;ao f
i

pode ter qualquer comportamento no oo.

TEOREMA 1.3. Suponhamos que exista um ponto g € €} satisfazendo & condicio de
esfera interior e seja B uma tal esfera e v o vetor unitdrio normal interior em zg. Se u satisfaz
as hipéteses do Teorema 1.1 e, além disso, v € CH(Q U {24}) e u{zy) = 0, entdo existe uma

constante & > 0 tal que



du(zo)
dv
Se u satisfaz as hipoteses do Teorema 1.2, entdo existe uma constante o > 0 tal que

> o, (1.24)

essliminf — L — > o (1.25)
2226 (3 — T0) - ¥

OBSERVACAO. Os teoremas acima sao validos em uma situagdo mais geral. Se trocarmos
—Lu + f(u) > 0 por —Lu +d(z}f(u) > 0 com
de L2 (Q)ed > 0q.t.p. em {2, entdo uma simples adaptagdo dos argumentos da demonstragao

desses teoremas fornece as mesmas conclusoes.

Construiremos a seguir uma solucao anulando-se em um conjunto de medida de Lebesgue
positiva. Quando a condigio (1.19) nio é satisfeita, entdo temos a seguinte versio de um
principio de continuacio néo-inica para pontos da fronteira do dominio, ao invés do principio

de maximo forte.

TEOREMA 1.4. Suponhamos que (1.6)-(1.9), (1.16) e (1.23) sejam validas, entdo para todo
zp € RN\ Q) C 36 e todo R > ( existe uma funcio v € Q) tal que u > G em O, u £ 0
em Qe Lu € L®(Q) satisfazendo —Lu & f(u) =0 q.t.p. em Qe u = 0 em &\ Bp{zy).

Para pontos no interior do dominio temos a seguinte versao.

TEOREMA 1.5. Suponhamos que (1.6}-{1.9), (1.16) e (1.23) sejam satisfeitas e que N > 2.
Seja Ap = Bg(0)\ {0} c RY. Se existe w € C'(Ag),w > 0 em Ap, w é radialmente simétrica,
satisfazendo —Lu + f(u) = 0 em D'(Ag) e w(z) — +oo quando | z |— 0, entdo para todo
To€Qexisteu € CHN),u>0em Qeu# Oem O tal que Lu € L) (ou Lu € L2 () com
[0, +c0) em (1.16)), ~Lu + f(u) =0 q.t.p. em Q e v ="0em Q\ Brzg).

Nas demonstragoes dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 usaremos a teoria dos operadores moendtonos
e uma construcao semelhante Aquela empregada no Principio do Méximo de Hopf. Em sintese,
se » se anula em algum ponto de {2, construimos uma subsolucao w, isto é, —Lv + f(v) > 0
em D'(Q}), que se anula em algum ponto z € ) e possui gradiente nao-milo em z. Nossa argu-
mentacao se segue por contradicao através da utilizagdo de um principio de comparagao fraco.

A construgao da fungio nos Teoremas 1.4 e 1.5 é feita invertendo-se (1.13).
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Os problemas nao-lineares aqui tratados tém como origem a Geometria Diferencial, reacoes
quimicas, fluidos nédo-newtonianos e fluxo através de meios porosos, veja [Di] e as referéncias
nele contidas. A condicao (1.23) estd relacionada com um balango entre a difusio dada por

e o termo de absorcgao f.

1.2 RESULTADOS PRELIMINARES

Consideremos a funcio

Xelt) = fot(ﬁ. + 5)P 25 ds, (1.26)

onde 1 < p < oo, definida para t > 0, Multiplicando-se (1.12) por ¢ > 0, uma integracio por

partes fornece

71 xs(t) < x(t) < yoxelt) (1.27)

para t > 0. Logo

[ B EE)] s = oo (128

é equivalente a (1.19). Quando & = 0, (1.26) se torna

A;_(F(s))_lfpds = o0. (1.29)

S8e f(t) = 1 e L é o p-laplaciano, a funcio x ¢é dada por x{t) =
= (1 - l)tp, logo (1.19) se torna (1.28). Assim, se p < o+ 1 temos {1.28), esep > a + 1
r

temos

fa (P ()) " Pds < oo, (1.30)

A condicao

f(}?(s))—lﬁﬂds < oo (1.31)

para algum # > 0, é usada para se obter um principio de continuagdo nao-inica em [Val.

Observemos que se

f[xgl(p(s))]—lds < (1.32)



para algum & > 0, entao (1.23) e (1.32) se tornam equivalentes por {1.27). As expressoes en-
volvendo ¥, sao mais simples de serem verificadas na pratica , mas é mais fécil de se trabalhar

nas demonstragoes dos resultados com y.

Antes de provarmos os teoremas, precisaremos de alguns resultados preliminares. Seja

Q¢ RY, N > 1, um dominio qualquer.

E facil ver que L é um operador mondtono, mas de fato ele possui uma propriedade mais

forte,

LEMA 1.1. Suponhamos que (1.6)—(1.9) sejam vélidas e que € seja limitado. O operador L ¢

coercivo, no sentido de que dadas uy, us € WIP(Q) a seguinte relacio é satisfeita para alguma

constante ¢ = ¢(p, 71) > O

[0 F1 )V~ (1 Tz V] - Vs = u2) 2 (133
o Vu — Vu.g[[%p(m(n + V| zoiay + |Vuollgay)?~" para 1 <p<2 (138
Vi — Vol T para 2 <p < oc. e
Demonstragio. Por (1.6)-(1.8) e seguindo-se [Tol] temos
N
> ai(n) = a;(n"))(n; — m3) = (1.33)
=t
N 1 d ! !
= Zﬁ o taglin + (1= )"ty —m3) = (1.36)
=1

N
Z/Z J[tn+ 1— )0 (n: — ni)dt(n; — n}) = (1.37)

ad 5‘{1 ,
=/ Z an; '} (s — np) (5 — "?j)dt g (1.38)
i4=1
1 2}
>l O [+ (0=t [P (1.39)

Sem perda de generalidade podemos supor que | 7 [<| 7' |. Assim,

1 ;
A Sl L RN SN S LR (1.40)
para t € [0, 1/4], entdo
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E(ﬁ i+ (1= O’ P2t > (1.41)

1/4
2£ (s+ | tn+ (1 =ty NP2t > (1.42)
(st o]+ ]9 [)F7* para 1<p<2
> 0 1.4
"c{ln—w"lp“ para 2 < p < cc. (1.43)
Logo,
a —n' ? (s NP2 for 1< p<2
ANV B E et G E A R R ot p <
;(a_;(??) a; (1)) (n; nj)_r{ P for 2<p< 0. (1.44)

Agora procederemos como em [GIMa]. Suponhamos que 1 < p < 2. Pela desigualdade

vetorial anterior, temos

| Vuyp — Vug 2< [pl] Vg ) Vg — (] Vg I)VUQ] (Vs — Vo) (64 | Vug | + | Vus D777

(1.43)
Como
(| Vg | + | Vus N552 € LT (Q) (1.46)
G
{lo(] Tuy )Vuy — (] Vs |)Vuo] - (Vauy — Vo) }2 € L3 (Q) (1.47)

por (1.9). Observemos que a condigio advinda da integracéo de (1.12) faz com que a aplicacéo
de Niemytskii u — ¢(|u|)u de LP()) em LP(()) esteja bem definida, seja continua e limitada.

A seguinte expessio estd bem definida

c%f | Ve, — Vg [P dz < (1.48)
4]

piz-m

< [ {b(1 Ve [} Vu1 = (] Tz DVus] - (Var = Vus) et | Vo |+ | Tz 5. (149

Aplicando-se a desigualdade de Holder obtemos
¢8| Vur = Vug| Ty < (1.50)
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g (2—p)
< {j;[goﬂ Vuy NVuy—p(] Vug E)Vug]-(Vul-»-VUQ)dm} lk+ | Vur | +{ Vus | ||‘;,,L(29P; {1.51)

Portanto,

efiVur — Vug||fpq < (1.52)

= fn['uﬂﬂ Yy |)Vur —o(| Vug ) Vug]-(Vuy = Vuo)da(s + [ Vur | oy + 1| Vaoll o)) * 7. (1.33)

O caso 2 < p < oo nao oferece dificuldade alguma e se segue diretamente de (1.44). O

No presente trabalho assumiremos por definicdo que v < 0 em If) se, e somente se,

" 1, : . . L. -
u™ € WyP(Q). Necessitaremos do seguinte principio de comparacao fraco.

LEMA 1.2, Suponhamos que {1.6})—{1.9) e (1.16) sejam satisfeitas com f estendida a IR de

maneira continua, nao-decrescente e limitada. Seja uy, uo € WP(Q) com 2 limitado. Se

~ Luy + f(ug) € —Lue + fluo) em D'(2) (1.54)

e u1 < us em O9, entdo uy < us q.L.p. em L

Demonstragao. A funcao (u; — ue}™ pertence a WaP()) porque u; < us em 9. Logo

/ [o(| Vuy DVur — (| Vus [)Vue](Vuy — Vuo)dz < (1.55)
fur>us)
< - (f(u1) = fluo)) (w1 — uo)dz < G (1.56)
{wm>uy}
Usando a estimativa (1.34) obtemos V{u; — wo)™ = 0 qt.p. em {u; > us}. Entéo
WV (u; — ?.I'-Q)—'_HWGI.;J(Q) = (1 — u2) ™| zoy = 0, logo uy < ua q.t.p. em Q. U

O seguinte problema de E.D.O. nos permitird construir a subsolucao desejada.

LEMA 1.3. Suponhamos que (1.6)—(1.9) sejam satisfeitas em dimensio 1. Suponhamos
também (1.16)-{1.19) e que f estd estendida a IR de maneira continua e nio-decrescente. Para
quaisquer constantes reais positivas &y, ko, T' e ¢ existe uma solucdo Unica u = u(r, k1, ks, T, a) €

C*{0, TN C0, T} do problema
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u(0) =0,u(T) =«

Além disso u,u' > 0in [0, T],»" > 0 em (0,7],%'(0) > 0 e 0 < u(r) <apara 0 < r < T.

{ ~(o(] () Do/ ) + e () D) + hof (u)) = Dem (O.)

Demonstragdo. O problema (1.57) é equivalente ao problema

{ —(e™* (| ¥ () D' (")) + keeF7f(u(r)) = 0 em (0, T) (158)
w(0) =0,u{T) =«

Iremos soluciond-lo atraves da desigualdade variacional come em [Bro] ou [Lio], veja os Teoremas
0.6 ¢ 0.7. Assim definimos o operador 4 : K — W!?{0, T}* no subespaco afim K = W, 7(0, T)+
h C WH(0,T), onde + denota a soma vetorial, h(r) = %?‘ e WiP(0, T)* e o dual topoldgico
de WL2(0, T). Para cada u € K definimos

Fral

(Au= [ e"“”"{;p(l w(r) ()0 (r) + kef(U(‘r})v(?')}dT (159}

para todo v € W(0), T), onde (-,-) denota o par de dualidade entre W12(0, T) e W1#(0, T)*.
A férmula de A estd bem definida e A ¢ limitado devido a (1.12) e pela inclusao WP(0, 7'} —
CP[0, T]. E facil ver que K # @ é convexo e fechado pela compacidade da inclusio anterior. O
operador A é estritamente mondtono e coercivo. De fato, pela monotonia de g(t} = (| ¢ [)¢, f
k

e ¢ ™7 ¢ 0 Lema 1 temos

(Au— Av,u—v) = {1.60)

= [P el b = o I o)+ kel )~ fE - ) ar > (16

T
> e"“T/ [o(l ' o' — (] o Po](u’ = v')dr > (1.62)
0
o haT [u' — U"]%p(o,r)(ﬂ + 'l om + 1 llrem)? para 1<p<2 (1.63)
= I’ = oo para 2<p<oo. -

Logo, (Au — Av,u— v) > 0 para todo u, v € K, e (Au — Av,u — v} = 0 se, e somente se,
u = v = 0, porque (1.63) implica que u{r) — v{r) é constante. Como u(r) — v{r) é continua
e u(0) = v(0) = 0, temos u(r) = v(r) = 0 em [0.T]. Logo A é estritamente mondtono.
Mantendo-se v = h fixado e observando que ||ullwirm ) € (@] 1r0,r) 580 equivalentes em K.
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(Au — Ah,u — h)

[l = 1[| Laco,7
porque [v'l|zor) < |lu' = Alieory) + W lliror), para 1 < p < o0 e lu' — vfmer) <
<e ”u!_UFHLQ(O,T) pois 1 < p < 2 para alguma constante ¢ > 0. A coercividade est4 provada. O

— +oo quando ||u/l{ o0 ) — oo, u € K, (1.64)

operador A é hemicontinuo. De fato, se u, é uma seqiiéneia em K e up, — uwem W#(0, T), entdo
u € K e podemos assumir que a convergéncia é uniforme, pela inclusdo W?(0, T) — C°[0, T].

Assim, para todo v € K temos

{Auy — Au,v) = /OTe"k”*{[cpu ul [uy, — (| v’ )" 4 koff (un) — f(u)juldr — 0, (1.65)

porque a primeira parte da integral tende a 0 pela continuidade da aplicacio de Niemytskii
u— (| u u de LP(0, T) em L7 (0, T) e 0 segundo termo tende a 0 pela convergéncia uniforme.

Concluimos que existe uma tnica v € K que verifica

{Au,v — u) = LTe"k”{;p’ﬂ u (v — v+ kaf(u){v — u)}dr >0 (1.66)

para todo v € K. Tomando-se v = u £ w com w € Wy(0, T) obtemos

ATe'kl"{zpﬂ u Ju'w’ + kgf(u)w}d:r =0 (1.67)

para todo w € W,P(0,T). Portanto (1.58), e conseqiientemente (1.57), possui uma tnica
solugdo u € K. A regularidade de u se segue através de um argumento do tipo bootstrap. Uma
idéia similar & da demonstracdo do Lema 1.2 e usando a desigualdade {1.55)-(1.56), vemos que

u > 0 em {0, T]. Integrando-se e aplicando-se a inversa de g{t) = (|t |)t em (1.58) obtemos

™
u(r) = xl{e—kﬂ' [kg [+ o 4'0) [)u’(O)H (1.68)
0
para 0 < r < T. Levando-se em conta (1.7) concluimos que u € C![0,T]. E, a fortior:,
u € CH0,T] por (1.68). Se ¢(] w'(0) [u'(0) < 0, entdao w/(0) < 0, implica em © < § numa
vizinhanca (0, §), o que é uma contradicao. Logo (1.68) implica que ' > 0 em [0, T]. Como
(@' (u '+ (N = (p)u") > 0 em [0,T] por (1.12), temos »” > 0 em (0, 7.

Resta provar que »'(0) > . Primeiramente, assumiremos (1.18)-(1.19). Suponhamos
por contradicio que u'(0) = 0. Seja Tp € [0,7'] o maior valor no qual v se anula. Claramente,
0< Ty < T ulr) > 0em (Ty, T], w (7o) = 0ew é uma bijecéo de [Tp, T} em [0, a]. Multiplicando-

se {1.58) por v’ e reescrevendo temos

{L('(r))) ~ kD@ (r)) = ko F (u(r)))' + (G (r)))’ (1.69)
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para Ty < r < T. Integrando-se {1.58) obtemos

e BT p(uu' = ko A e M f(u)de (1.70)

para To < r < T. Usando a monotonia de e ™7 e f obtemos

TR ) S ko ) e = RO R ey

para 7y < r < T. Multiplicando-se a expressiao acima por u’ obtemos a seguite estimativa
, cko ; 5
I'(u'(r)) < E(F(U(?‘))) (1.72)

para Ty < r < T e alguma constante ¢ = ¢(T) > 0. Juntando-se (1.72) e (1.73) obtemos

(' (M) = (G'(r))) < e(F(u{r))Y (1.73)

para Ty < r < T e alguma constante ¢ = c{k1, ko, T) > 0. Integrando-se temos

x(#'(r)) < ¢ F(u()) (1.74)

para Tp <r < Tec=clk, ks, T) >0,
Conseqlientemente,

T a
/TO [ THF (e (r)))] " () :[} (xHF(s))] s < o0, (1.75)

uma contradigao.

Suponhamos agora que f satisfaz (1.17), entdo f(s) = 0 para0 < s < s; onde 55 < 51 < =
e sp € 0 malior nitmero tal que f se anula. Pelos cdlculos anteriores (1.58) tem uma tinica solugao

uw € C*0, T|NCYO,T) tal que u, v’ > 0 em [0,7] e v’ > 0 em {0, T]. Entéo

e M (u!(r))u'(r) = ¢ (u/(0))2/(0) (1.76)

para 0 < r < T' e algum 7' < T. Existe uma constante M > 0 tal que 0 < u{r) < M para
0<r<T SeM < sy, entao f(u) = 0em [0,T] e fazemos T = T’, logo existe 7* € [0, T
tal que u'{7*) > 0, entdo '(0)} > 0 por (1.76). Se M > s, entdo f(u) = 0 em [0, T'], onde
u(T) = s51eT < T. Como v'(T') > 0, por (1.76) temos u»'(0) > 0. A demonstracao estd

completa. O



1.3 DEMONSTRACAO DOS TEOREMAS

Demonstragao do Teorema 1.1. Se (33, = 0, entdo v > £ > 0 em (2, logo o teorema
é vilido. Se Q. # 0, suponhamos por contradigio que existe T €  tal que u{z) = 0.
Entao é possivel encontrar dois pontos z1,z9 € 2 e uma bola B = Bp(zs) CC Q tal que
z1 € 9B, ufz1) = 0 e 0 < u(z) < £ em B. Observemos que Vu{z,) = 0. Considere o anel
Y ={ze€Q:R/2 <] z—2zs|< R} com R > 0 suficientemente pequeno de maneira que

O0<ae=inf{u(z) € R:|z—2y|=R/2} <z Sejar =|z - g5 | para z € Y. Usando o Lema
2AN-1) N1

1.3 e a expressao radialmente simétrica de L, se escolhermos ky > > , a funcdo
T

v(z) = »(r) = 4(R —r, k3,1, R/2,0) é uma subsolu¢io C% em Y. Logo, —Lv + f{v) < 0 q.t.p.
em Y. De fato,

Lo(e) = (o) /) + (= )0 Do'tr) 2 o
> (o0 00) 0/(1)) + k(] ) ') = )
= f(v(r)) = flv(2)) (1.79)

para z €Y.
Como v < u em 8Y, aplicando-se o Lema 1.2 obtemos v < u em V. Logo

t(zo — 1)) —
fim e 2B HEe = @) —ulz) (1.80)
10t A
> lim iz 4 g — 1)) — (1) (1.81)
0+ £
4R — (R
= i YEZIR 0B by — a0y > (1.82)

t—0+ t

entdo Vu(z;) # 0, uma contradicdo. O

Demonstragdo do Teorema 1.2. Pelo teorema de Fubini podemos selecionar uma bola
B CC Q) tal que v #Z 0 em 8B. Restringindo-se a fungdo f a um intervalo [0, 8]. Se v € L>=(Q}},
podemos tomar b = z = Jullporn) em (1.16). Estendamos f de maneira nao-decrescente e

limitada a R. A fungio h = min(u, b} pertence a WP(B) N L*(B). Consideremos o problema

{—L-w+f(u’) = 0 in B (1.83)

w = h oun &B

0 qual é equivalente ac problema transladado por w =z + A
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{-L-(z+h)+f(z+h) =0 in B (1.84)

z = 0 on &B

Raciocinaremos como no Lema 1.3 para solucionar (1.84). Definamos o operador 4 :
Wo?(B) — W5 (B)* por

{Az,v) = /B{goﬂ Vz+ Vh|)(Vz+Vh)-Vv+ f(z + h)v}dz, (1.85)

para todo v € W, P(B). As aplicacées de Niemytskii u — f{u) e u —~ @(| u |Ju de LP(B) em
L?(B) e (1.12) fazem com que A esteja bem definido e limitado. Seja 21,25 € W, P(B). Logo

pela monotonia de f ¢ o Lema 1.1, obtemos
{Az) — Azg, 21 — 29) > (1.86)

2[,9['”0“ Vi +Vh N(Vz1+Vh)—¢(| Vot VB WV +VR)] [(V21+Vh |) = (V22 +Vh)|dz > (1.87)

S { IV21 = V2ol 3oy (6 + [[Vatll fogsy + IV 22| e(s) + 21 VAl r(5)?%  para 1<p<2

IV21 = V|7 p para 2 <p<ox.
(1.88)
Mantendo-se zo fixo e fazendo ||2:1||W$,,,(B} — 400 obtemos
Azy — Azs 27 — 20
Ao —dmn ) (1.89)

_ L
llz1 22||W0 ?(B)
Entdo A é estritamente monétono e coercivo. Afirmamos que 4 ¢ hemicontinuo. De fato, se z,

¢ uma sequéncia em W{}’p(B) e 2, — 2o em WyP(B), entdo para todo v € Wo*(B) obtemos

{Az,, — Azp, v} = (1.90)

= [ {1 V2nt Th (Vo + V)= o(] Yoo+ Th (Va0 + VR -Fo-t [f(en) = flzo +h)jo}dz — 0
(1.91)

em vista da continuidade das aplicacdes de Niemytskii v — ¢(| v |Ju e u — f(u) de LP(B) em
L7 (B), respectivamente por (1.12) integrada e a extensio acima de f. Os resultados em [Bro),
[Lio], veja os Teoremas 0.6 e 0.7, mostram que {1.84) possui uma inica solugdo em WEP(B).
Assim, existe uma finica w pertencente ao conjunto convexo e fechado K = WOI’P(B) + h tal

que
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/‘;{go(l Vw |)VwVy + f{w)vidz =0 (1.923

para todo v € WiP(B), isto é, w é a solucdo fraca de {1.83). Notemos que f{u) € L}(B) e
—Lu+ f(u) > 0 em D'(B). Como w —h e (h—u)* =0 pertencem a W;P(B), temos w < u
em 8B. O Lema 1.2 fornece 0 < w < b q.t.p. em B, entdo w € WHP(B)N L>®{B). O resuitado
de regularidade de [DB], [Lil], [Tol] ou o Teorema 0.1, implica que w € C,.>(B) para algum
0 <a <1l O Teorema 1.1 implica que w > 8 em B. Novamente, usando o Lema 1.2 obtemos

w < u q.t.p. em B. Logo, existe uma constante c = ¢(B) > 0 tal que v > ¢ q.t.p. em B.

Vale ressaltar que ndo assumimos previamente que f esti estendida a IR como nos lemas

anteriores, porque w ¢ a solugéo fraca de (1.83) com f definida apenas em [0, 5].

Todo conjunto compacto X C {2 pode ser coberto com uma unido finita By = B U B; U
-+« U By, de bolas que se interceptam uma a uma. Como u # ( na fronteira de toda bola B;
para 1 < i < m, repetimos as idéias acima, solucionando (1.83) em cada bola B;. Portanto.

existe uma constante ¢ = ¢{X) > 0 tal que u > ¢ q.t.p. em Bx. O

Demonstragao do Teorema 1.3. Se segue do Lema 1.2, Lema 1.3 e como no raciocinio em
[Val. Seja ¥ o anel como no Teorema 1.1, correspondente a bola da hipétese. Como antes
~Lv4+ flu) <0< —Lu+ flu)emY ev < uem 8Y. Como YV toca em & no ponto z5 e
v—u € WoP(Q), transladamos Y ao longo de v trocando o centro zo de Y por z» + 6v para
§ suficientemente pequeno e mantendo-se R fixo. O novo anel Y5 é tal que Y5 CC . E como
acima u(z) > v(z—4v) = G(R— |z~ —6v |, k1, 1. R/2,a) a.t.p. em Y e k; e a ndo dependem
de 5. Fazendo § — (7, usamos @/(0) > 0 para obter (1.25) como no final da demonstracéo do

Teorema 1.1. O item (1.24) se segue como consequéncia. [

Demonstracio do Teorema 1.4, Primeiramente abordaremos o caso N = 1. A funcio
M{r) = ./0 [x H{F(s))]"'ds definida em [0, 8] é invertivel, entdo v(r) = M ~*(r) é uma solucdo

C* de

~{o(lv'(r) D'(r}) + flv(r)) =0
{ ’U(U"f)J =v'(0) =0 ) (1.93)

&
definida em [0,7], onde T = [ [x " '(F(s))] 'ds. Além disso v,v’ > 0 em (0.I]. Tomemos
e € (0,1) e definamos a funcio wy(t) = v{—t+ o) parat € [a — I, &] e wa(t) = 0 parat > a.
Logo w, satisfaz & equacdo em (1.93) em [0, 20}, é uma funcio C!. Também é C” exceto pos-

sivelmente em t = o. Além disso w, é estritamente crescente para 0 < t < &. Dado z¢ € 80
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para todo 0 < & < I tal que o € R a fungdo u{s) = wu(| £ — zg |) é uma selugio da equagao

em {1.93) em R\ {zo} que se anula se, e somente se, | z — zy |> «.

Lidaremos agora com o caso N > 2. Se zg € {IRV \ 1) C 8Q e R > 0, existe z; ¢ ) tal
que 0 < p = dist(z1, Q) < R/2. O problema estard solucionado se construirmos uma funcio
u > 0 satisfazendo Lu = f(u) em RN \ B,(21) e tal que u(z) = 0 se, e somente se, | z —z; |> b

para algum b € (p, R/2). Consideremos o problema

{ 0 20 D70 = Lo 20) D) 4 £ = 0em (o) g
#{p) = ws(p), 2(c) =0 J
onde ¢ = min(p + /2, R/2). Seja A: K — WPy, ¢)* definida por

(Az,v) = / "N (] 2 () )2 () () + 1 () o) Y (195)

para todo v € WlP(p,0) em K = Wy?(p,0) + h, onde h(r) = ":GT(p)(r —-o)e K C
WlP(p o). Pelo mesmo raciocinio do Lema 1.3, esse problema possui ufna unica solugao
2 € Cp,a) N Clp,ol ez > 0 em [p.o]. Seja Z(r) = wy(r). Como —(pEF'())F(r)) -

N r_ 1@(?’(?‘))5'(?‘) + f(Z(r)) 2z 0para p < 7 < 7, Z(p) = z(p) ¢ T(0) = z{v) se segue de
maneira parecida com o Lema 1.2 que Z(r} > z(r) para p < r < 0. Como T'(¢) = 0 temos
z'(c_) = 0 e z pode ser estendida por { para » > ¢ a uma solucio em (p,oc). Definimos
u(z) = z2(| z — 2, |) para 3 € L e b = supfr € [p, +oo) : 2(r) > 0}(< o) para obtermos o

resultado desejado. O

Demonstracao do Teorema 1.5. Escrevendo-se r = | z | e integrando a equagdo
(Yl W) D)) = N fe(r) obtemos rNa( wirs) [wfra) >
> 1V Ys(] w'(r) Pw'(r1) para 0 < ry < ro. Suponhamos que w'(r) > 0 em algum intervalo
(0,7, entéo w(r) < w(r’) para todo r € (0,7’]. Isso contradiz 2 hipétese de que w(r) — +oc
para r — (. Portanto existe um R’ € (0,7'] tal que w(R') < 0. Podemos assumir que R = R’
entdo ¢ (| w'(r) Dw/(r) < 0in (0, R]. Logo w'(r) < 0 em (0, R]. Seja =z a solucio de {1.93) como
2(c) = 0 < w(z) e —z'(0) = 0 < —w'(0) obtemos z(r} < w(r) enquanto ambas as fungdes
estiverem definidas se r < 0. Estendendo z a (0, o0}, a fungdo u(z) = z(| z —x; |) é exatamente

a que precisamos. O
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CAPITULO 2

SUPER-SOLUCOES EM ESPACOS
DE ORLICZ-SOBOLEV

2.1 ESPACOS DE FUNCOES

O propdsito desta secio é fazer uma breve introdugdo aos espacos de Orlicz e Orlicz-
Sobolev. Eles séao generalizacdes dos espagos LP(Q2) e de Sobolev WP(Q), respectivamente. As
referéncias bésicas sio os livros [KrRu] e [FuJhKu]. H4 ainda as notas [Go2] e os artigos [DoTr],
[Gol), [Go3] e [God]. Esses espacos surgem de maneira natural quando tratamos de problemas
elipticos quase lineares cujo crescimento das fungdes envolvendo a parte principal do operador
possuem crescimento nao-polinomial, conforme [Gol]. Agora, nos concentraremos apenas nas

definigoes e propriedades principais desses espacgos.

Os espacos L?(£2), onde 1 < p < o0, sac formados por funcdes mensuriveis u : {1 — IR

tais que
/ | u{z) |P dz < o0. (2.1)
o
A expressao

iy = ([ 1) ¥ )" (22)

define uma norma no espaco LP({}) . Nesta se¢do ) serd limitado. Se substituirmos a funcéo 7
das expressoes acima, por uma funcido ®(t) > 0 para t > 0, denotaremos por £2(Q} o conjunto

das fung¢bes mensurdveis u : £ — IR tais que
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L@ﬂu(z)!)dz < 0. (2.3)

Chamaremos £*(0) de classe de Orlicz. Infelizmente a expressio

qu( L @(|u(m)|)d:r) (2.4)

nio define uma norma, em geral, mesmo que P seja convexa, exceto quando ®() = t*. Existe

uma maneira de generalizarmos os espacos LP(2) através do caminho que delineamos.

Dizemos que

t
(1) =£w(s)d3 (25)
definida para ¢t > 0 é uma N-funcdo quando ¢ : [0, +00) — IR é uma funcio satisfazendo as

seguintes propriedades:

©(0) =0, (2.6)
¢(s) > 0 para s > 0, (2.7
w ¢ confinua a direita de qualquer ponto s > 0, (2.8)
0 é nao-decrescente em (0, +oc) (2.9
e
Iim ¢(s) = +oo (2.10)
g— -+

Toda N-fun¢io ® possui as seguntes propriedades:

® é convexa, (2.11)
®(0) = 0, (2.12)
®(t) — +oo quando t — +ac, (2.13)
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&)

- +o0 quando t — +o0 (2.14)
e
¢
—(t—) — +0 quando t — +0. {2.15)

£
Provaremos apenas (2.14) e (2.15). Como

e 1 \
fim =0 = Jim gy plelde = 20 10
temos (2.14) e devido a
&(t) 1 gt 1t 1t [t 1 7/t
P 2 [otsyas > = [ os)a >—--(—):a(*), 2.17;
; tfoao(fv)s_t,__w()s_Q@Q 5915 (2.17,

2
temos (2.15). As funcoes dadas por P com 1 < p < 00, ¢! =t — 1, (1 +t)log(l+1)—1t, e’ —1e
tlog™t definidas para t > 0, sao alguns exemplos de N-funcées. Por exemplo, se &(t) = e —1
e Q@ = (0,1), entdo u(t) = (Iogt—%)% pertence & classe de Orlicz £2(Q), enquanto que 27 (1)

nac pertence.

Estamos prontos para definir o espago de Orlicz correspondente a N-fungao ©:

L2 Q) = {u 1 2 — JR mensuravel : existe A > 0 tal que /@(! u(;:) i)dm < oc} (2.18)
Q

que normado por

)
u||zeqq) = inf{A >0 L(’DO u(;) '

é um espac¢o de Banach. Assim, ||.|jza(q) é 0 funcional de Minkowski correspondente ao conjunto

)d.:z: < 1} (2.19)

{u e L3(Q) - L@(| u(z) Ndz < 1}. (2.20)
tP _1

Por exemplo, se $(1) = —, entdo ||uljze) = p 7 llu| 120).
?

, 1 1 : _ i
Motivados pelos espacos LP(§2) com — + — = 1 definimos a N-funcao conjugada de &.
»p P

Seja

[gh)
SN
-t
R

¥ (1) = sup{s:p{s) <t &> 0} (
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1
Entao ¥(t) = / ¥ (s)ds, definida para t > 0, é a N-funcio conjugada de ®.
0
Uma norma equivalente & dada por (2.19) é

]| = sup%|u(x)-u(z)|da: ve LY@ e LW(IU(m)])dm <1) (2.22)

Uma propriedade importante envolvendo o par @ e ¥ é a desigualdade de Young:

is < (1) + ¥(s) (2.23)

para t, s > (. Como conseqiléncia, se u € L¥*(Q)ev € LY¥(Q) temos

Ju@e@)dz < [o(uiz)hds+ [ w(o)is (2.24)
e a Designaldade de Holder
[ @w(a)iar < Juliee) vl (2.25)
_ "
Por exemplo, se ®(t) = e' —t — 1, entdo ¥(t) = (1 +1)log(l+1) —t. E se B(t) = . para
A 1 1
1< p<oc,entio W({) = —, onde - + = =1.
E 7

QOutra propriedade importante é a seguinte:

xp(?ii)) < () (2.26)
para t > 0. De fato, quando ¢ — 07 temos (2.26) devido a (2.15). Para t > 0, temos
Ole 1 o .
o) _ = [p(tar = olo”) (2.27)
a aJo
para algum 0 < a* < @, logo
8(a)
w(@(a)) :] S g(t)dt = @(G)w(a) (2.28)
a 0 a
__ %(a) . :
para algum 0 <@ < = p(a*) < p(a). Como p(a*) < ¢(a), temos
2@ @) < 2@y () = 294 < 5(a). (2.29)
a a a
Observemos que
t
0 :/w—l(s)ds (2.30)
0

36



quando ¢ é continua e estritamente crescente para t > 0.

Dizemos que uma N-funcdo ® satisfaz & condicao A; quando existem constantes k > 0 e

T > 0 tais que

®(2t) < k(1) (2.31)

para todo t > T. Isto implica que para todo s > 1 existe uma constante k¢ tal que

®(2t) < k,D(2) (2.32)
para todo t > T. De fato, se s < 2, entdo
d(st) < ®(2t) < kP(t) (2.33)
para todo t > 1. Se 5 > 2 e, digamos, s < 27,
B(st) € D(2™) € kB(27H) < .. < ED(2) (2.34)
para t 2 T. Do mesmo modo, prova-se que a verificacao de

B2t} < k,D(t) (2.35)

para todo t > T, para algum valor de s > 1, é equivalente a condigao As.

A condicao A, implica que P ndo cresce mais rapido que algum polindémio, isto é, existem

constantes a, & > ( tais que

d(t) < at® (2.36)

para t suficientemente grande. Com efeito,

®(2t) < kd(t) (2.37)
para todo t > T, logo
(2"T) < k"d(T). (2.38)
Assim, se 2" <t < 1T temos
$(t) < S(2VTIT) < B(T)E™H = B(T)k2Mo92k < @(T)k2lomt, (2.39)

A condicdo As é equivalente a
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to(t)

.ty
lim sup——- < 0. 240
e Y7 (2.40)

Além disso, ¥ satisfaz As se, e somente se,

tp(t)
lim su = > a > 1. 2.41)
oo ®(1) (
para alguma constante a.
A convexidade de ¢ mmplica que
d(at) < a®(t) (2.42)

para 0 < o < 1 e todo t > 0. Logo, se u € L¥({}), entdo

L@(l—u(;-u)dm -0 (2.43)

quando A — 4o00. Ademais, se [[ul|zeqqy = O implica u = 0. De fato, suponhamos que

| u{z) |> § > 0 em algum subconjunto Qg C Q tal que | g |> 0. Contudo,

A(D(&()‘Lﬂ)dm > A@(lﬁ({u)dm > q:(g) | Qo |- 40 (2.44)

quando A — @, o que impossivel, pois ||u||ge(q) = 0 implica que
/@(M)dm <1 (2.45)
Q A
para qualguer A > 0.

Quando u # 0, o infimo na expresséo de ||uljze(n) é assumido. Com efeito, seja X, uma

seqiéncia tal que

/@('—‘i@i)m <1 (2.46)
0 n
e Ay — [lu]lps(q). Mas, pelo Lema de Fatou, obtemos
/‘I’(M)dm <1, (2.47)
o \{lullpeq
uma contradicdo. Portanto. se |jufjze@) < k, entao
/@(“‘" z) |)d:z:§ 1 (2.48)
Ja k
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Qutras duas propriedades importantes da norma sao as seguintes:

fullzse < [@(u()hdz + [ #(o(z)de < [ @(u(@)ds +1 (2.49)

- 1 X
iloollzey =[ Qo | ¥ l(m), (2.50"

onde g € Q, 0 <] Qg |< o0 e 1g, é a funcéo caracteristica. E ficil ver que (2.49) se segue de

(2.20) ou (2.22). A relacdo (2.50) é de verificagdo mais laboriosa. A desigualdade de Jensen

fornece
‘D(fﬂ [U('«?)Unsdiﬂ) < fﬂ lIJ'(IU(%)|)100d$ (.2.51}
Jo laydz Ja ln,dz
para v € £L¥(Q). Logo
111( Sy (:c)|dx) < — { W(u(x))dz (2.52)
——— T} ., _— ' : ;. L.
1€20{ Jo = %] S0 I
Tomemos v tal que
/@(!v(m)[)dm <1 (2.53:
1
Logo
[ e < |QO|‘1;—1(—1_)‘ (2.54)
Qa - |QG| ’
A funcao
volz) = w-l(i)m (z) (2.55)
]/ 7
é tal que
/ lo(z)|dz = 1 (2.56)
I
a
af 1
f lo(2)ldz = [Qo|¥ t) (2.57)
{ln |‘Q0t

Pela norma equivalente (2.22}, concluimos {2.50).
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Uma propriedade importante é que £2(Q) € L*(£2). Observemos que L(Q}) é um espago
vetorial gerado por £%(0)). Na realidade, L#(Q2) é o menor espaco vetorial que contém £ ().
isto &, L¥(Q) é a envoltéria convexa de L2(Q). Se ® satisfaz As, entao L2(Q) = L2(Q) como

conjuntos. O espaco LE(Q) é reflexivo se, e somente se, ® e ¥ satisfazem A..

Dizemos que uma seqiiéncia u, € L?(Q) converge em norma para v € L¥(§) se

[lun — ullze(q) — 0. E dizemos que a convergéncia é em média ® quando

| )
on
oo

L@u un(z) = ulz) [Ydz — 0. 2.

Esses dois tipos de convergéncia coincidem se, e somente se, ® satisfaz As.

Analogamente aos espacos classicos de Sobolev, definimos os espacos de Orlicz-Sobolev

WLEO) = {u cL¥Q):Vue (L@(Q))N} (2.39}
munido da norma -

N
lullwiem = 3_lIDull e (2.60)
i={)

que o faz nm espaco de Banach.

O espaco W1 ?(Q) é reflexivo se, e somente se, ¢ e a sua N-funcio conjugada ¥ satisfazem

a condicao Ao,
Analogamente aos tradicionais espagos de Sobolev também definimos o espaco

u{a‘l,‘i'(g) — ng'livyl,@(n). (2.61}

E possivel demonstrar propriedades andlogas a Desigualdade de Poincaré, ao Teorema de
Densidade de Meyers-Serrin e teoremas de inclusio compacta, conforme [DoTr], [Goll, [God] e

[God]. Sendo assim temos

[uiley < ¢ [[Vullre@ (2.62)

para toda u € ng’@(Q). Além disso, se ® satisfaz a condigao A», temas

WhE(Q) = O (Q) A WLE() WL, (2.62)
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E vale a inclusio compacta

L*(Q) — WhH(Q). (2.64)

para qualquer N-funcio ¢.

2.2 OS PRINCIPIOS DE MAXIMO

Neste capitulo estenderemos os resultados do capitulo 1 para operadores mais gerais.
Agora as condigbes que imporemos nos conduzirdo a trabalhar com super-solugdes {racas em

espagos de Orlicz-Sobolev.

Os operadores com os quals iremos trabalhar tém a forma

Lu = div(p(] Vu |)Vu) (2.65)
e a fungao u satisfaz
— Lu+ f(u) >0, {2.66]
fracamente.
Sejam
a;(n) = (7 ny, (2.67)
funcoes definidas para todo j = 1,---, N e todo 9 € JRY satisfazendo
oft) > 0 (2.68)

para t > 0. Assumiremos as seguintes condicdes relacionadas com os resultados de regularidade

de [Li2]

(1_4(0) =10 (2.69)
a; € CHRY\ {0}) n CY(RY) (2.70)
a 5'&3‘ : [
> m&sG 2 Tip(fy 1) £ (2.71)

&y

1,_?:1
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Aiv

>

{5=1

para coustantes I'; > 0 e ['; > 0, para todo n € IRV \ {0} e todo ¢ € RY.

8(1:;
@1},;

(-n)j < Tael(|n ) (2.72)

Definamos

g(t) = (|t )t (2.73)

para t € R. Notemos que (2.68)-(2.72) implicam na seguinte estimativa unidimensional

Fip(lt ) < g'(t) S Tap((t]) (2.74)
para t # 0. Também
g(0) =0, (2.73)
g' € Li(m) (2.76)
e
g € CH{R\ {0})n C*(R). (2.77)

Logo g é estritamente crescente para t > 0. Claramente, g é impar e bijetiva em IR. Sua

primitiva

G(t) = At‘g(s)ds {(2.78)

¢ estritamente convexa para t > (. Logo, & é de fato uma N-fungio.

O ambiente natural para lidarmos com o operador L é o espago de Orlicz-Sobolev

Wie(Q) = {u e LE(0): Vu e (LG(Q))N} (2.79)

onde

G(' u(z) I)d:c < cx;} (2.80)

A

LE(Q) = {u : ) — JR mensurdvel : existe A > 0 tal que L

é o chamado espaco de Orlicz, e o dominio & < RY, N > 1, é arbitririo. Eles sio espacos de

Banach nas normas respectivas



lullwueg = ZHD ull Leay (2.81)

el oy = mf{,\>0 / ( )l)dzgl}‘ (2.82)

Analogamente aos tradicionais espacos de Sobolev também definimos o espaco

WEC(Q) = Co(q) Twro®, (2.33)

L 4

Veremos que as hipéteses (2.68)-(2.72) implicam na condicao As para G, isto é, existem
constantes k > 0 e T > 0 tais que G(2t) < kG(t) para todo t > T. Também, é facil ver que a

mesma condicao é valida para a N-funcéo conjugada

G(t) = Atg‘l(s)ds. (2.84)

Portanto, os espagos acima sao reflexivos.

O leitor pode verificar facilmente que o p-laplaciano estd incluido nas condicoes (2.68)—
(2.72). A saber, se p(t) =|t |P72, com 1 < p < cc. Entretanto, o aparato de Orlicz-Sobolev
nos permite considerar uma classe mais geral de operadores do que no eapitulo 1. Por exemplo,

0s operadores abaixo estao incluidos:

L = div(e(] Vu |)Vu), (2.83)
onde p(t) = ?-(F(i“+ log(t’ + 1)), a>1e8 >0 e
My = div(| Vu 772 (1+ | Vu |97 1Tu) (2.36)

onde p,g € (1,0¢). Notemos que £ se comporta assintoticamente como um a-laplaciano,
quando | Vu | est4 perto de 0, porque ¢{#)t~(*% tende 2 o quando t — 07. Mas, se | Vu |
é suficientemente grande, nio temos um comportamento semelhante, porque @(t)t 7 tende a 0
quando f — +oc,sep > a—2. E, sep < o — 2, o limite é +oc. No segundo exemplo, se p # g,
entdo M se comporta assintoticamente como um p-laplaciano se | Vu | estd perto de oc ¢ como
um g-laplaciano se | Vu | estd perto de (. Se p = g, entdao M € o p-laplaciano. As respectivas

N-funcées associadas aos operadores acima sao

f
G =t +t%log(t? + Ve G(t) = L s 11+ 597 Nds (2.87)




para ¢t > 0.

Em algumas etapas utilizaremos a teoria dos operadores monétonos como em [Bro] e [Lio].
veja os Teoremas 0.6 e 0.7, portanto faremos uma hipétese de monetonia em f. Suporemos que

existe um e € {0, o) tal que

f :[0,2] — IR é uma funcéo continua e nao-decrescente com f(0) = 0. (2.83)

Esta definicao local serd, as vezes, substituida por apropriadas extensdes de f a {0, cc) ou

IR. Também suporemos que ou

Flso) =0 (2.89)

para algum s € (0, 2] ou

Fls)> 0 (2.90)

para s € (0,¢]. No caso anterior assumimos que.

ﬂ X H{F(s))] Mds = oo (2.91)
onde
F() = [ 1(s)ds (2,09
x(t) =) — G(¥) (2.93)
I(t) = g(t)t (2.94)

para t > (. Notemos que y & estritamente crescente para ¢ > 0, por {2.74). A condicéo
(2.91) é necessiria ¢ suficiente para termos um principio do méximo forte. Estabeleceremos
uma propriedade de continuacao ndo-inica como no capituo anterior se assumirmos a seguinte

convergéncia da integral

Aﬁ[x—l(F(s))]_lds < oc, (2.95)

para algum & > 0, ac invés de {2.91).
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Seja ) ¢ RY, N > 1, um dominio arbitrario. Nossos resultados principais sio os seguintes.

TEOREMA 2.1. Suponhamos que {2.68)-(2.72) e (2.88)—{2.91} sejam satisfeitas e seja
v € CHQ) tal que —Lu+ f(u) > 0 em D(Qoe) onde Q. = {z € Q: 0 < u(z) < ). Se
u > 0 em £, entdo ou u = 0 em Q ou para todo conjunto compacto X C £ existe uma con-
stante ¢ = ¢(X) > 0 tal que u > c em X. Em particular, se » se anula em um subconjunto de

medida de Lebesgue positiva de €2, entao u =0 em (1.

TEOREMA 2.2. Suponhamos que (2.68)-(2.72) e (2.88)—(2.91) sejam satisfeitas com [0, oc)
a0 invés de [0,¢] em (2.88). Seja u € WET(Q), v 2 0 qt.p. em £, u £ 0 em Q satisfazendo
flu) € LEC(Q) e —Lu + f{u) > 0 em D). Dado um conjunto compacto X C Q. existe
uma constante ¢ = ¢(X} > 0 tal que v > ¢ q.t.p. em X. Em particular, se » se anula nun
subconjunto de medida de Lebesgue positiva de O, entao u = 0 q.t.p. em . Claramente.
se u € WhE(Q) N L°(0), a hipétese (2.88) pode ser formulada com z = ||| Loo (), assim

flu) € L=(Q).

TEOREMA 2.3. Suponhamos que exista um ponto zy € 982 satifazendo a condicao de esfera
interior e seja B uma tal esfera e v o vetor normal unitirio em z,. Se u satisfaz a hipdtese do

Teorema 2.1, e se w € CH{Q U {z0}) e u(xs) = 0, entdo existe uma constante o > 0 tal que

6“;50) > o (2.96)

Se u satisfaz a hipétese do Teorema 2.2, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que

essliminf — 5 (2.97)
3 (z—19) v

No resultado seguinte construiremos uma solucido anulando-se em um conjunto de medida
de Lebesgue positiva. Se a condigdo (2.91) ndo é satisfeita temos a seguinte propriedade de

continuacao nao-inica.

TEOREMA 2.4. Suponhamos que (2.68)-(2.72), (2.88) e (2.93) sejam verificadas. Entéo
para todo 24 € 8(RY \ ) C 90 e todo R > 0 existe uma funcao v € C*{) tal que v > 0 em
Qu#zOem Qe Lu € L™(0) satisfazendo —Lu+ f{u) = 0q.t.p. em N eu =0em Q\ Bg{zg).

Para pontos no interior de {} temos o seguinte resultado.



TEOREMA 2.5. Suponhamos que {2.68)-{2.72), (2.88) e (2.95} sejam verificadas e que
N > 2. Seja Agr = Bg(0)\ {0} € RY. Se existe w € C(Ag),w > 0 em Ap, w é radialmente
simétrica, satisfazendo —Lu+ f(u) = 0 em D'(AR) e w{a) — +oo quando | z |— 0, entdo para
todo 2o € Q existe u € CH{NQ),u > 0em Qe w # 0em Q tal que Lu € L®(Q) (ou Lu € LE(Q)
com [0, +o0) em (2.88)), —Lu+ f{u) =0 qt.p. em QL eu =0em 2\ Br(zg).

As demonstracoes desses teoremas sdo inspiradas por aquelas do capitulo anterior. A
novidade aqui é a maneira como superamos os passos delineados 14. A abordagem através dos
espacos de Orlicz-Sobolev naturalmente adiciona dificuldades intrinsecas. Primeiramente, de-
senvolveremos alguns resutados gerais sobre os espagos de Orlicz-Sobolev. Em segundo lugar.
estudaremos especificamente a funcao G e o operador L com a ajuda das condigGes (2.68)-(2.72).

Uma vez que os resultados preliminares estejam concluidos procederemos as demonstragoes dos

teoremas.

2.3 ALGUNS RESULTADOS GERAIS

Nesta se¢do desenvolveremos algumas ferramentas preliminares de cardter geral.

Nos lemas seguintes @ € RY N > 1, é um dominio limitado, M é uma N-fungio e 3
é sua N-funcao conjugada, veja as defini¢Ges gerais e propriedades em [FuJhKu], [KrRu] e na
secio 2.1. Definamos LM (), LM(Q), WIM (), wi™(Q).

O conjunto

LM = {u: Q — R mensurdvel : /M(l u(z) |)dz < oo} (2.98)
0

é parcialmente relevante para os nossos propésitos. Temos a seguinte inclusio LM (0} ¢ LM ().
Além disso, no caso em que £} & limitado, a igualdade £M(Q) = L¥(Q) é vé4lida como conjunto
se, © somente se, M satisfaz a condicio A». Por esta razdo nfo faremos distingao entre as
classes de Orlicz e os espacos de Orlicz. No caso em que £ possili medida de Lebesgue infinita,
requeremos a condicao Ao em todo o intervalo [0,00). O dominio £ pode ser ilimitado nos
enunciados dos teoremas. Contudo nossos argumentos nas demonstragoes serac apenas locais.

Logo poderemos aplicar os lemas onde a hipdtese de limitagao de €} é feita.

O seguinte resultado sera til para provarmos a coercividade de alguns operadores, a

demonstracao encontra-se em [Gol] e [Go2].



LEMA 2.1. A funcio M satisfaz a condicio A, se, e somente se,

1
-———/ M(Ju{z)|)dz — oo quando |ju|[pw ) — oo. (2.99)
ellza ) Jo

Demonstracao. Vamos verificar apenas a condigao suficiente. Primeiramente vamos supor
que M satisfaz 4 condicdo A» para todo ¢ € IR. Lozo existe uma constante k > 0 tal que
Mt) < kM{t) (2.100)

para todo ¢ > 0. Definamos a funcao f : [1, +o0) — [k, +00) por

flry = ri(1 = Nk 2 (2.101)

ser €[22 er = (1 - A)2" + A2™L, Logo

M(rt) < f(r)M(t) (2.102)

para todo t > 0 e r > 1. Aplicando M, obtemos

M{f(ryr™'t) 2 f(r)M (1) (2.103;

para todo t > Oer > 1. Como f(r)r~! é estritamente crescente, quando r varia no dominio
[1. +00) & imagem varia em [k, +oc), logo a sua fungac inversa g(s) é bem definida para s €

[k, +20), é estritamente crescente e sua imagem € {1, +oc). Assim,

M (st) > sg(s)M (1) (2.104)

paratodot > Oes > k. Sejau € LM(Q) tal que ||u| ps) > k. See > 0 satisfaz |jull g —= >

k, entdo por (2.104) temos

L M (lul)dz > (2.105)
Z (HUHLM(Q} - S)g(“u”LM(Q) - S)AM(U”U”LM(Q) - E)—ld.’.ﬂ Z (2106)
> (o pay — 2)g(||ulizariny —€) (2.107}

pela definicéo de |ju||ri7¢ny. Fazendo £ — 0, obtemos

Aﬂ-ﬂiﬂ-l)di‘ > ({lull 2o oy g (el Loy )- (2.108)
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O lema ests provado com a condic¢do (2.100).

Para completarmos a demonstracio, precisaremos de alguns resultados sobre N-funcoes. Dize-
mos que duas N-funcées M e N sio equivalentes se, e somente se, existem constantes t*, a, e

as > 0 tais que

N(at) < M(t) < Nast) (2.109)

para todo ¢ > t*. Dois espagos de Orlicz LM(Q) ¢ LY (1) sfio iguais, e com normas equivalentes,
se, € somente se;, M e N sdo N-fungdes equivalentes. Além disso, toda N-funcao M satisfazendo
& condigao Ap (para t suficientemente grande), possui uma N -funcio N satisfazendo & condicao

Ao para todo t € JR.

Voltando ao nosso caso, tomemos N correspondente & nossa M, como acima. Pelo que ja

PTOVAINOS,
1
[l
l“.|LM{n)

(observe que usamos LM(}) = L¥(Q)). Por (2.109). temos

/ N (ju{z}|)dz — = quando ||u.||LM(Q) — oo, (2.110)
9

1 1
Heell por gy fo M(ju(z)))dz 2 {2.111)
: :
2 m/lu(x)}zt- N (a1lu(z)dz = (2.112)
1 ) |
- mﬁ N{aju(z)])dz - m[mnw N{ai|u(z)])dzs — oo (2.113)

quando ||uljzmny — 00, devido a (2.110). O

Funcoes teste adequadas desempenham um papel essencial em nossas argumentacoes, por
isso formularemos alguns resultados andlogos a [St]. Para u € W1¥((}) entendemos que u < 0

em () se, e somente se, vt € WM(Q),

Uma demonstra¢ao mais elaborada em [God] mostra que o seguinte resultado é valido sem

a condi¢ao An. Daremos aqui uma demonstragdo mais simples assumindo As.

LEMA 2.2. Suponhamos que M satisfaz & condicio Ng. Se u € WIH(Q) e A ¢ CHYR),
entio A(u) € WHM(Q). Seuw € WHM(Q) e A € CLI{IR) com A(0) = 0, entdo Afu) € W™ ().
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¥

Os mesmos resultados sao validos se substituirmos A por uma funcioc continua e linear por
partes cuja derivada é descontinua em um niimero finito de pontos, logo u™ € WM () se
uw € WHM(Q).

Demonstragao. Existe uma constante ¢ > 0 tal que | A(s) — A(0) | < ¢ | s | para todo s € IR,
entdo Au) € LM(Q). Como A’ € L*(IR) temos A'(u) | Vu |€ LM(Q). Seja u, € C=(Q0) tal
que u, — u em WHM(0) veja (2.63). Entdo vp = Aun) € CHD) e

”’Un_ — A(“')“LM(Q) <c ||u.n - UHLM(_Q) — {0 (2.114'?
quando n — +oo. A sequéncia Vv, = A'(u,,)Vu,, é limitada, porque

limsup | Vun| pargay < ¢ limsup || Vug |l paq) < cl|Vullpmy, (2.115)
n—+20

N—r—+x

e converge q.t.p. em §2 para A'{u)Vu. Entdo
[ M1 Vun(z) - TA(u(z)) as — 0, (2.116)

pelo Teorema da Convergéncia Dominada e porque M satisfaz & condicio A, Logo
| Vo |—| VAu | em LM(Q), pela equvaléncia (2.58). Portanto v, — A(u) em WM (Q). e

obtemos A(u) € WIM{((}). Além disso, fazendo n — 400 na expressio

1218 ; My,
Afuy) 22, =—/A . d 117
[ Mz = [ M) e @.117)
obtemos
a¢ ., L O _
A —d,.:~/ﬂ W) gy 9.118]
A () gt = = [ N 5=cda (2.118)

para toda { € O(Q) e VA(u) = A'{u)Vu. A segunda parte se segue diretamente do raciocinic
acima se tomarmos u, € C>*({2), como em {2.61), e v, = A(u,) € C2(2). O terceiro ftem se

segue nos mesmos moldes. O
O resultado seguinte é bem conhecido para os espagos LP(Q), veja [Br].

LEMA 2.3. Suponhamos que M satisfaz & condigdo A-. Se uma seqiiéncia u, € L™ (Q) con-

verge para u € LM (0} em média M, entéio ela possui um subseqiiéncia u,, e existe h € LM(Q)

tal aue un, — u q.t.p. em Qe | u,, [< A q.tp. em .

Demonstracao. Como a convergéncia em média M e a convergéncia em norma sao equiva-

lentes no espago de Banach LM(§), u, é uma segiiéncia de Cauchy. Existe uma subsegiiéncia
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1 .
Un, fal que ||[tn,,, — tn,||pM) < o para todo k € IN. Reindexando u,, por ug, afirmamos

ki3

que u; — u q.t.p. em Q. De fato, z,(z) = Z | 1 () — up(z) |, entdo flzpflivy < 1,2, — =
k=1

q.t.p. em § pelo Teorema da Convergéncia Monétona e z € LM(Q)) pelo Lema de Fatou. Para

m 2> n 2 2 temos que | Um(z) — un(z) |< 2(z) — za—1(z). Entao u,(z) é uma seqiiéncia
de Cauchy qt.p. z € @ e u, — uv* qt.p. em Q. Logo | u*(z) — un(z) |< 2{z) a.tp.
em {) para n > 2, implicando v* € LM(Q). Como M(| up —u* |) — 0 qtp. em Qe
M{| u, —u*|) < M(] z |), o Teorema da Convergéncia Dominada assegura que u, — u* em

média M. Conseqilentemente, u = u* q.t.p. em §). Para finalizar, tomamos b = u* + z. O

Analogamente aos espagos de Sobolev tradicionais temos propriedades mais fortes e in-

clusoes em dimensao 1.

LEMA 2.4. Seja I C IR um intervalo aberto. Para toda fungio u € WU (]) existe uma

— & —_

funcdo @ € C%(T) tal que @ = u qt.p. em I e af{z) — afy) = f u'(t)dt para todo z.y € 1.
y —

isto ¢, a fungéio % é absolutamente continua. B se I é limitado, a inclusdo WHM(I) — C°(T) é

continua e compacta.

Demonstragao. A afirmacao com respeito ao representante continuo é verdadeira, porque
W1y ¢ wh(I). A desigualdade de Holder (2.25) implica que ||ullz1gy < ljull il sz gy
logo [|ul|zeo(ry £ c1l|ullwrrgy < eoliullwisry, onde ¢, e co sdo constantes positivas dependendo
apenas de | I | e M. Logo 2 inclusio WHM(]) — C%(T) é continua. Seja U a bola unitdria de

WEM(T), Dada w € U, devido a {2.30), temos

a: .
| u(z) - uly) |= / U'(t)df! < Nwll e ilienill 57y = (2.119)
143
Lo, ! -1 1 < S 190
=l |2 —y I M {—— ] < (2.120)
|z —y |

(2.121)

-1 1
1 ) — ﬁ/{ (Iz—y[)
|z -y | M (M=

iyl

5|:c—y|M‘l(

)

— +oc quando t — Joc, por (2.13),

para todo ¢,y € /. Como uma N-funcéo satisfaz

concluimos gue IV é uniformemente eqfiicontinua, e, pelo Teorema de Ascoli, IV é relativamente

compacta em C%T). O



OBSERVAGAQ. Os lemas acima sdo validos se a N-funcio M for substituida por G sob as
hipéteses (2.68)-(2.72). Como veremos na préxima secao, as N-funcdes G e G satisfazem a

condicao As.

2.4 DEMONSTRACAO DOS TEOREMAS

Primeiramente, iremos estabelecer algumas propriedades especificas a respeito da funcao

G e do operador L. Em segundo lugar, procederemos as demonstragoes dos nosssos resultados

mais importantes.
Notemos que (2.74) implica

0 < Tyg(t) < tg'(t) < Toglt) (2.122)

para t > 0, cuja integracdo por partes da

DG <iglt) — G{) < ToG () (2.123)
para t > 0. Entao

L Jtgle) tg(t)
— < ————
141 < 1t1m+1nf 0 htmﬁ.qu(t)

o que implica na condigio A para ambas G and G, veja (2.40)-(2.41). Em virtude da relacio

G(t) < tg(#) para t > 0 obtemos

G(t) < tg(t) (2.123)

A

(1+ o) tg(t)

para ¢ > 0. Aplicando G(t) = ‘/ug‘l(s)ds em (2.125) obtemos uma desigualdade
0

G{(1+T9) 7 g(t)) S GG < G(1) (2.126)

para t > 0, veja (2.26).

OBSERVACAO. Hi condicdes equivalentes a (2.91) e (2.95). Por (2.123) e pela definicio de

X obfemos

1

1+ 1,

(=2 )T < xt) < 000 (2.127)

para t > 0. Logo
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/ PHE(s))] s = o0 (2.128)
Q
e {2.91) sdo equivalentes. Além disso, {2.74) afirma que

DG(t) < x(t) < TLG (1) (2.129)
para t > 0. Assim

L[G“I(F(S)}]_lds = 00 (2130}

e (2.91) sao equivalentes. Notemos que (2.74) implica que p € L'(0, oc), e integrando {2.74}

duas vezes ohtemaos

T HE) < G() < TaH(t) (2.131)
para t 2> 0 onde
t T
= [/ ofs)dsdr. (2.132}
aJo
Logo
/ (HH(F(s))] " ds = (2.133)

é equivalente a (2.91).

Claramente (2.95) é equivalente a

f[f‘ s))]7Hds < oo, (2.134)

f (G-L(F(5))]"\ds < oo (2.135)
e

/OEH“I(F(S))]'WS < oc (2.136)

J0

para algum & > 0, por (2.127), {2.129) e (2.131) respectivamente.

Nos lemas seguintes @ € RY, N > 1, é um dominio limitado.

e
s



O operador L é estritamente mondtono no seguinte sentido.

LEMA 2.5. Suponhamos que (2.68)-(2.72) sejam satisfeitas. Seja S : WDI’G(Q) — WOI’G(Q)'
definido por |
(Su, v) = L{pﬂ Vu |)Vu - Vuds (2.137)

para todo v € W;°(Q). Entdo S estd bem definido e

{(Su—Svu—uy 20 (2.138)

para todo u,v € WOI’G(Q)‘ A igualdade é valida se, e somente se, u = v q.t.p. em . Também.

S satisfaz (2.138) se substituirmos WeC(Q) acima por WHE ().

Demonstragao. Por (2.126), (| Vu |)Vu € LE($)). Logo S esté bem definida pela desigual-
dade de Haolder (2.25). Asseguramos que L é estritamente mondétono. De fato, sem perda de

generalidade, tomemos 1,7 € RY tal que | 7 |<| 7' |. Entdo

1
zln-n’lsitn+(1—i)n’léi'f?l+|'n’l (2.139)

para t € {0, 1/4]. Usando (2.68)-(2.72) obtemos

N
>-(ajln) = as(a")) (s — n}) = (2.140)
4=1
Yopid . , _
= Eﬁ E{”‘j[t’? +{1—t)n l}dt(m — ;) = (2.141)
=1
ol 8 b A ! N
% [ 35 on (L= '\ = el ) = (2.142)
! il aa ! )
=£ > 5,2l (=0 Yms = 0} (n; = my)de > (2.143)
1,7=1 i
i
>Ty |g—n | / el tn + (1 =ty [jdt > (2.144)
0
> Tupn = P [ el s (- o a > (2145)
I 1 |
z—In—a'"Plal+In )" 0(4,?}—1?’0- (2.146)
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Portanto, para quaisquer wy, ws € Wo'C(§2), temos

(Swy — Swe, wy — wa) = (2.147)
1—11 2 -~1 1
> Z/n | Vun — Vs [ (| Vaoy | + | Vg )72 ( 7 | Voos = Vs 1)433 >0 (2.149)

e {(Swy — Swo, w; — ws) = 0 se, ¢ somente se, w; = wo q.t.p. em Q. A desigualdade acima

também ¢ vélida para wy,ws € WHE(Q). O

Usualmente uma aplicacdo de Niemytskii enfre espagos de Orlicz nao é continua ou mesmo
definida em todo o espago. A forma peculiar de g e os lemas anteriores permitem-nos formular

o seguinte resultado de maneira similar a [DF).

LEMA 2.6. Suponhamos que (2.68)-(2.72) sejam satisfeitas. A aplicagio de Niemyrskii

u — g{u) de LE(Q}) em LE(Q) é continua e limitada.

Demonstragio. Seja u, uma seqiéncia em L(0) tal que u, — u em L%(Q). Pelo Lema
2.3, podemos supor que g{u,) — g{u) a.t.p. em Q e g{u,) < g(h) q.t.p. em ) para alguma
h e LE(Q). Por (2.126) concluimos que g(h) € LE(), entio g{un) € LE(Q) e g(u) — g(u)
em LZ(Q) pelo Teorema da Convérgencia Dominada. A limitagao é de facil conclusao. O

Precisaremos do seguinte principio de comparacao.

LEMA 2.7. Suponhamos que (2.68)-(2.72) e (2.88) sejam verificadas e que [ esteja estendida

a IR de maneira nfo-decrescente e limitada. Se wuy, uo € W1C(Q) satisfazem

— Luy 4 f(u1) € —Lua + f{u2) em D'(Q) (2.150)

e 1 < us em J€}, entado u; < uy q.t.p. em £
Demonstragio. Se | {u; > us} |> 0, entao por (2.146} e (2.150) temos

r 2] ]_
0< —l/ | Vip — Vs |° (| Vg | + | Ve |}ﬂlg(— | Vug - Vug |)dm < (2.151)
4 Juy>us} 4

< / (] Vur NV — o] Vug |)Vuo) - (Vuy — Vug)dz £ (2.152)

U U H
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< - /{ gy 1) = F ) o = wa)dz <0 (2.153)

Portanto V{(u; —us}t = 0 q.t.p. em {u; > us}, implicando (u; —ug)™ = 0 q.t.p. em {uy > uo}.
4

O seguinte problema de contorno serd crucial para construirmos uma subsolucio, isto é,

uma fun¢io » satisfazendo —Lv + f{v) > 0 fracamente.

LEMA 2.8. Suponhamos que (2.68)-(2.72) sejam vilidas em dimensdo 1. Suponhamos ainda
que {2.88)-(2.91) e que f est4 estendida continuamente e ndo-decrescente a JR. Para quaisquer
numeros reais ky, ko, T, @ existem uma Unica solugdo v = u(r, k1, ko, T, @) € C3(0, T] N C*[0, T}
do problema,
{ O RSN s 0) =0 01 2150
u(0) = 0,u(T) = «a.
Além disso u,u' 2 0em [0, T], " > 0 em (0,T), v/(0) > 0eO< u{r) <aparal<r < T.

Demeonstragio. Utilizaremos a teoria das desigualdades variacionais, exposta em [Bro], [Lio]
. ) a
e no Teorema 0.7. Para isso introduziremos o conjunto K = WOI’G(O, T) + h, onde h(r) = Tk

e o operador A: K — WHC(0, T)* definido por

T
{Au,v) = [ e g (! (r))0' () + kof (u(r))v(r)}dr (2.155)
0
para todo v € W1E(0, T).
A aplicacio A estd hem definida em vista do Lema 2.5 e da inclusao W1 ©(0, T) — C°[0, T,
veja o Lema 2.4. E facil ver que K # 0 é convexo. A inclusio anterior é compacta, logo K é

fracamente fechado. A topologia fraca que estamos considerando é o (W %C(0, T), WHC(0, T)").

Logo K é fechado.

O operador A é estritamente mondtone. De fato, a monotonia de g(t) = ¢(] t |}t, f e e ™17

implica

(Av — Av,u —v) = /OTe_k”“{[g(u’} — gW(u" — o) + ka[f (u) — f(u))(u — v)}dr > 0. (2.156)



Assim, {(Au — Av,u — v} > 0 para todo u,v € K e se anula se, e somente se, u = v = 0.

porque u e v sdo continuas em [0, 7] e se anulam em 0, veja os Lemas 2.4 e 2.5.

O operador A é hemicontinuo. De fato, seja u, uma seqiiéncia em W C(0,T) tal que

U, — u em WHC(0,T), logo u, — u uniformemente em C90, 7], veja o Lema 2.4. Temos
T k
(Au — Aug,, v) = _L e M1 {g(ul) — g(u]o’ + koe ™M7[f (un) — f(u)]o}dr — O (2.157)
para todo v € K, porque a aplicacio de Niemytskii % — (] u [Ju é continua de L%(0,T} em

LE(O, T), veja o Lema 2.6. O segundo termo da integral tende a 0 pela convergéncia uniforme.

O operador A ¢é limitado. De fato, se |[ullwrep ) < ¢, entéo existe uma constante M > 0

tal que
T ) ; .
(A [ [ o) 1Y 1+ ] Fw) (v far < M (2138)
para todo v € K tal que ||v[[wier) < 1, por (2.126) ou Lema 2.6, pela desigualdade de Holder

(2.25) e pelo Lema 2.4.

Falta mostrar a coercividade de 4. Como g(t}t > G(t) e g(t)t > G(g(t)) para t > 0, pela
designaldade de Young (2.23), g(t)s < G{g(t)) + G(s) para todo ¢, s > 0, temos
29(8)(t — 5) 2 G(t) — G(2s) (2.159)

para todo t, s € JR, porque g é fmpar em IR. Escolhendo @ € W1€(0, T) concluimos
T
{Au — Av,u —v) = / e Mgy — (W] — o) + ko[ f{u) — f{v))(w —v)}dr > (2.160)
0

T
> e_le/ g(v o' = ") = g("'dr > (2.161)
0

T1
>0 [T ) - 6@ 1 Ddr— o) meplivleoen (2102
Agora dividimos a expressao acima por ||u—v||pue (1) € levamos em consideracio a equivaléncia
com || — v'[|o(07), pela desigualdade de Poincaré (2.62) unidimensional. Pelo Lema 2.1

obtemos

1

: (Au — Av,u — vy — +oo quando ||ullyregm — +oo,u € K. (2.163)
flv — vilwreen '
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Portanto, concluimos que existe uma inica solugdo u € K tal que {Au,v — v) > 0 para
todov € K. Tomando v — uw, com w € W3(0,T), concluimos que u é de fato uma solugio

do problema (2.154).

De maneira similar ao Lema 2.7 concluimos que v > 0 em [0, T]. A regularidade de u se
segue de um argumento de bootstrap. Integramos a equagdo em (2.154) e aplicamos g1, Pelos
argumentos de monotonia obtemos a ndo-negatividade de v’ e u”. A positividade de u'((}) é

verificada nos mesmos moldes do Lema 1.3. O

O trabalho principal para se provar os teoremas estd concluido. Agora @ ¢ RN N > 1.
¢ um dominio arbitrario. Até aqui provamos nossos resultados preliminares em dominios lm-
itados. Nés utilizamos a condicdo As e outras propriedades satisfeitas por G. E importante
ressaltar que ¢ dominio {2 pode ser ilimitado nos enunciados dos teoremas. Mas as argu-
mentacgoes das demonstracdes sdo apenas locais. Iremos trabalhar em bolas, e os espagos serdo
modelados em tais bolas. Como 7 satisfaz a condicac As, os lemas acima se aplicam com

SUCeSss0.

As demonstractes seguintes serao baseadas naguelas do capitulo 1, portanto elas serdo

apresentadas de maneira resumida, ressaltando-se apenas os pontos diferentes,

Demonstracao do Teorema 2.1. Se {3y, = @, entio o teorema é verdadeiro. Se Qo. # 0,
argumentamos por contradi¢io. Suponhamos que u se anula em algum ponto em 2. Entao é
possivel achar dois pontos z1, 20 € Q e uma bola B = Br(2s) CC Q tal que 2; € 0B, u(z,j =0
60 < u(z) < cem B. Tomemoso anel Y = {z € Q: R/2 <|z—29|< R} com R > 0

suficientemente pequeno tal que 0 < a = inf{u(z) € R :| # — z» |= R/2} < . Escolhamos
2(N - 1) 5 N -1

ke 2 , para r = |z — 2o com z € Y. Usando o Lema 2.8, a funcio

R r
v{z) =v(r) = 4(R—rky,1,R/2,a) é C7, satisfaz —Lv+ f(v) <0 qtp. emY ev < uem 8Y.

Pelo LLema 2.7 nés obtemos v < u in Y. Como

t- 0

entdo Vu(z,) # 0, uma contradi¢ao. O

Demonstragdo do Teorema 2.2. Pelo Teorema de Fubini podemos selecionar uma bola
B cC Qtalquen £ 0em @B. Tomando b > 0, restringimos a fungao f ao intervalo [0, 5]
definimos k = min(u,b) € WH“(B) N L>=(B). Claramente, se u & L>(Q) podemos fazer

e
b=z = |Ju|| Loy em (2.88). Consideremos o problema
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~L(w)+ f(w) = 0 em B A 1es
{ W= em &B (2.165)

=

o qual é equivalente ao problema

—L{z+h)+flz+h) = 0 em B
{ : = 0 em OB (2.166)

Definimos o operador A : WOI’G(B) — WOI’G(B)* por

(Az,v) = /B{:p([ Vz 4+ Vh|)(Vz+ VR)Vo + f(z + h)v}dz, (2.167)

para todo v € W, ’G(B ), onde [ é estendida de maneira ndo-decrescente e limitada a IR.

Repetiremos um procedimento anslogo ao do Lema 2.8. Novamente apelamos para a teoria
dos operadores monétonos. Notemos que a aplicagio de Niemytskii v — f(u) de LE(B) em
LE(B) é continua e limitada. Em virtude do Lema 2.5, A é bem definido e limitado. Novamente
o Lema 2.5 e a monotonia de f implicam que A é estritamente mondétono. A aplicacdo de
Niemytskil definida por f e o Lema 2.6 asseguram que A é hemicontinuo. Falta mostrar a
coercividade de A. Sejaw =z +hew =Z+ h para z, T € WOI’G(B). Pela desigualdade de

Cauchy-Schwartz, (2.159) e a monotonia de f obtemos

(Az, s —7) = A@uwnw.(vw - V) + f(w)w — Bz 2 (2.168)
> [ [o(Vuhivel - o(TuhIVEl - f (w)Bds > (2.169)
> % [160ve) - c@vE)] - 1 (). (2.170)

Como [|[Vw|ize(p) cresce guando ll2llyicp cresce, temos que

1
————--—“7” o {Az,z —Z) — +oo quando |I2”WL,1'G(B) — 400 (2.171)
=W~ (B)
pelo Lema 2.1.

Portanto {2.166) tem numa tinica solucao = € WOIG(B] A comparacio com (2.165) usando
0s Lemas 2.2 e 2.7 fornecem ¢ < w < b q.t.p. em B. A regularidade de [Li2]| implica que
w € Op2(Q) para algum 0 < o < 1. Em virtude do Teorema 2.1, w > 0 em B. Como w < u
q.t.p. em B, obtemos uma constante ¢ = ¢(B) > 0 tal que u > ¢ q.t.p. em B. Concluimos a

demonstracio solucionando o problema {2.165) em cada bola de uma unido finita de bolas que
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nao se interceptam By = BU B, U.--UB,, e cobrem X. U

Demonstragdo do Teorema 2.3. Segue o mesmo raciocinio usado na demonstragio do Teo-
rema 2.1. Movemos o anel Y correspondente a B ao longo de v, trocando o centro zs por
To + v para um § suficientemente pequeno e mantemos R fixado. Usamos o Lema 2.8 para
construir v(z — §v) no novo anel Yz CC ). Pelo Lema 2.7, v(z) > w(z — §v) q.t.p. em Y.

Fazendo § — 0%, terminamos a demonstragio com o = 4'(0) > 0. O

Demonstragao do Teorema 2.4. Suponhamos inicialmente que N = 1. A funcdo M (1) =
= '/; [x H(F(s))] 'ds definida em [0, 6] é invertivel e v(r) = M ~1{r) é uma solugio C* de

—{g(v'(r))) + fv(r)) = 0 517
{ 2(0) = v'(0) = 0 (2.172)
]
definida em [0, 7], onde I = [ [x *(F(s))]'ds. Tomemos & € (0,I) e definamos a funcao

wolt) = v(—t + o) parat € [0 — [.a] e wa{i) = 0 para t > a. Dado 2o € 812 para todo
0 < o< I tal que @ < R a funcgéo u(z) = wa([ z — zg |) é uma solucao da equagio em (2,172}

em R\ {zg} que se anula se, e somente se, | z — 29 |> o,

Consideraremos agora o caso N > 2. Se zg € 8(RV \ Q) C 6 e R > 0, existe z; &  tal
que 0 < p = dist{z1, Q) < R/2. O problema estara solucionado se construirmos uma funcio
u > 0 satisfazendo —Lu + f{u) = 0 em RY \ B,(z,) e tal que u{z) = 0 se, e somente se,

| © — 2, {2 b para algum & € (p, R/2). Resolveremos o seguinte problema

{ (o)) — g () + () = 0 em (o, ) (2.173)
2(p) = wolp) 2(c) = 0
onde ¢ = min{p + 1/2, B/2). Seja A: K — (WH¥(p, o))" definido por

(Az,v) = ]:?'N‘l{gfz'(r))v'(r) + f(z(r))u(r)}dr (2.174)

para todo v € W%(p, o) em K = WiC(p, o) +h, onde h{r) = M(r —g)e K C W9 p, o).
Repetindo-se o mesmo programa do Lema 2.8 , provamos gie esgse pﬁoblema tem solugdo unica
z € C*[p,o) N Clp,ol e 2 > 0 em [p,0]. Pelo Lema 2.7 a funcio z pode ser estendida
por 0 para r > ¢ a uma solugdo (p,oc). Definamos u{z) = z(| z — z, |) para 2 € Q e
b =sup{r € [p, +o°) : z{r) > 0}(< &) para obter o resultado desejado. O



Demonstracao do Teorema 2.5. I[ntegrando a equagac e usando a hipétese do limite ve-
mos que existe um intervalo (0, R'] no qual w'(r) < 0. Podemos assumir que R = R’. Seja :
a solucdo de (2.172). Obtemos z(r) < w(r) enquanto ambas as funcdes estejam definidas se

r < ¢. Estendendo-se z por (0, c0), a fungao u(z) = z{|z = z4]) é a que precisamos. O
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CAPITULO 3

UNICIDADE DE SOLUGOES
NAO-NEGATIVAS

O propdsito deste capitulo é apresentar um resultado de unicidade para as solu¢des do

problema de Dirichlet guase linear

—Lu = f(z,u) em £
©>0 e u®ld em Q (3.1)
w=0 em Of)

onde @ < JRY N > 1, é um dominio limitado com fronteira 8§ de classe C? e L é dado por

Lu = div(g(] Vu )V u). (3.2)

Utna solugio de (3.1} é uma funcio u pertencente a Wo?(Q) ou a Wr¥(Q) e satisfazendo

(3.1) no sentido fraco.

A funcio f : 2 x {0,00) — IR é ral que

flz. ) € C°0, o0) para q.t.p. z € Q, (3.3)
f(,r) e L*(Q) para todo r 2 0, (3.4)
fle,ry , ] A N
) é estritamente decrescente em (0, 00) para q.t.0. « € ¢ (3.3)
g ;
e
flz,7) € 8,9(r) + f> para a.t.p. £ € £}, todo r > 0 e constantes f;, #» > 0. (3.6)



Estamos prontos para formular o nosso primeiro resultado.

TEOREMA 3.1. Se (1.6)-(1.9) e (3.3)—(3.6) s3o satisfeitas, entdo o problema (3.1) tem uni-

cidade de solugao em Wg7(f).
Analogamente, formulamos o seguinte resultado.

TEOREMA 3.2. Se (2.68)—(2.72) e (3.3)-(3.6) sao satisfeitas, entdo o problema (3.1} tem

unicidade de solugao em Wy (£2).

Os resultados acima foram estabelecidos em [BrOs| para o laplaciano. Em [DiSa] é consid-

erado o p-laplaciano, e o um resultado similar é provado por intermédio de uma desigualdade
advinda da monotonia de ;f_plu, a chamada Desigualdade de Diaz-Saa. No intuito de provar
nossos teoremas, generalizamos essa desigualdade inspirados por algumas idéias do Caleulo
das Variacoes presentes em [Dal] e [Da2]. Mais precisamente, os resultados de convexidade
empregados em [BrOs] e [DiSa] née se aplicam aqui, pois n&o temos nenhuma propriedade de

homogeneidade envolvendo <. Para contornarmos o problema, definimos um funcional rela-

cionado com L, provamos a sua semicontinuidade inferior e usamos este fato para provar a
sua convexidade. A expressdo da derivada de Gateaux desse funcional é a desigualdade men-
cionada acima. Conseglientemente, alguns resultados de {BrOs] e [DiSa] serdo estendidos para

uma classe maior de operadores quase lineares.

Inicialmente vamos resumir algumas estimativas extensamente utilizadas nos capi'tulos
anteriores. Fazendo n = (1,0,---,0) ¢ £ = (1,0,---,0) observamos que (1.6)-(1.9) e (2.68}-

(2.72) nos dao as seguintes estimativas em dimenséo 1:

PR g’ () < g |t P (3.7)

Tro(i#1) < g'8) < Tap(] 2 ) (38)

parat € Rt # 0. Integrando (3.7) obtemos

TPl < PP (3.9)

para t € IR, logo



oy TIPS Gt) a1t P (3.10}

parat € R e a; = 4—l‘¥——. Invertendo-se as funcdes em (3.10) obtemos

plp—1)
(1 t .|1/P) <) < (l_ff_’f) (3.11)

Qo &3]

para t € IR. Logo

|G7YY < et P (3.123

para t € IR e constantes ¢ = ¢(p, oy, @s) > 0. Portanto, a aplicagao de Niemytskii u — G~ Hu)
de LX) em LP(0) e u + G(u) de LP(f)) em L) sdo continuas e limitadas. B facil ver que
as expressoes acima definem aplicagoes de Niemytskii continuas e limitadas de L{Q2) em LE(2)

e de LE(Q}) em L1(Q)), respectivamente.
Multiplicando (3.8) por t > 0 e integrando, observamos que

(1+ MG <tgft) < (1 +T2)G (1) (3.1

para t > 0, isso implica na condigdo A» para G ( isto significa que existe k > 0 e T > 0 tal que
G(2t) < kG(t) para todo t > T ) e para a sua N-funcio conjugada G(t) = ﬁtg_l(s)ds. Dessa
maneira, o espago Wg'C(Q) é reflexivo e uma seqiiéncia un, € LE() converge em norma para
uma funcao u € LE((}) se, e somente se, LGU un—u |)dz — 0, ou seja, em média G. Notemos

que (3.7) implica que ¢ é uma N-funcao, mas neste caso L%(Q) = LP(}).
Aplicando-se G em (3.13) obtemos

GUL+Ta) gy < T ™) £ Gl (3.14)

para ¢ > 0. Por causa disso, g define uma aplicacio de Niemytskii entre LE(Q) e LE(Q). Por
(3.9), também & verdade que g define uma aplicagio de Niemytskii entre LP(Q2) e L' (). Essas

duas aplicacoes sio continuas e limitadas. Um calculo simples mostra que (3.13) fornece

G(1) tT7 L < Q) < ¢ (1) ¢ (3.15)

para 0 <t < 1. Assim, existem constantes ¢;, ¢5, k > 0 tais que

at* <G <o t* (3.16)



para t > 0 suficientemente pequeno. Isto significa que o contato entre as curvas definidas para
t > 0 por (t,0) e {t, G(t)) é de ordem finita k¥ em 0. A mesma observacio se aplica para as
curvas (0,1) e (G71(2), t).

O seguinte resultado de convergéncia serd 1til posteriormente, sua demonstragio pode ser

encontrada em [Da2].

N
LEMA 3.1. Tomemos um cubo D = H(ai,bi} c RN e uma funcio h € L?(D),1 < p £ x=.
i=1

Estendamos A por periodicidade de D em [R”Y. Entao

- 1
h{nz) — h = D 1] h(z)dz em L¥(D) quando n — +oo for 1 € p < oo. (3.17)
D
e
A(nz) > h em L*(D) quando n — +oc (3.18)
{ — e = significam respectivamente convergéncia fraca e fraca *, ¢ | . | é a medida de Lebesgue).
. 1 =z &€ Dy .
B " - . == I ]. .
Em particular, se h(z) = 1p,(z) { 0 i z € D\ Do para algum subconjunto Dg de D,
entao
1 | DO | 1 d 310
D, (nT) — D] em L*(D) quando n — +oc. (3.19)

O seguinte resultado de semicontinuidade inferior fraca é bem estudado na teoria do
Céleulo das Variacoes para funcionais dependendo explicitamente do gradiente de uma funcao.
Aqui a situagio é um pouco diferente, nosso funcional é composto. Para mais detalhes sobre

semicontinuidade sugerimos [Dal], [Da2] e [DF].
LEMA 3.2. Suponhamos que (1.6)-{1.9) sejam satisfeitas. Definamos o funcional @ : L}{Q2) —

IR pela expressao

400 caso contrario

B(w) — { /QG(| Ve Hw) |)dz se w € DP(®) (3.20)

onde DP(®) = {w € L}Q) : w > 0 qt.p. em R e G Hw) € WyP(Q)}. Entdo ® é £ +oc e

fracamente semicontinuo inferiormente.

Demonstracao. E claro que & % +oc, pois podemos avalid-lo em C®(Q) N D?(®). Vamos

provar a sua semicontinuidade fraca. Seja u, uma seqgiiéncia em L'(Q) tal que %, — u em
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LY. Se u, € D?(®) apenas para um niimero finito de indices n, entédo temos trivialmente
O(u) < ]igljnf ®(u,). Se u, € DP(P) para um nimero infinito de indices n, supomos, sem
perda denge;glcéra.lidade, que ®{un) < k para alguma constante k > 0 e todo n € IN. Ire-
mos provar que ®{u) < k. Por (3.10), | VG *(u,) | é limitada em L?(f2), entdo a seqiiéncia
G~ Y(uy,) é limitada em WyP(Q)). A reflexividade de WP(Q) implica que uma subseqiiéncia de
G~ '(un), novamente denotada por G~ (uy), converge fracamente em W, ?(£2) para uma fungio
w € Wy P(Q). A inclusdo compacta Wy ?(Q) < LP(Q}) permite-nos concluir que G~ {uy) — w
em LP(()), logo u, — G{w) em L'(), por (3.10). Portanto, w = G~ Hu) e G~ {u) € WyP(0).
Como G~ uy,), G Hu) € WHHH) e G up) — G Hu) em L1(Q), um resultado devido a Ser-

rin, que pode ser encontrado em [Mo], implica que ®(u) < lrilm inf ©{u,) <k O
—+4-00

LEMA 3.3. O resultado acima permanece valido se (3.68)—(3.72) forem satisfeitas e se DP(P)
for substituido por D (@) = {w € LY(Q):w > 0 qtp. em Ne G H{w) € WOIG(Q)}

Demonstragao. Usamos (3.16) para concluir que & # 400, pois podemos avalid-lo em
CX(Q) N DY(®). Neste caso | VG Hu,) | € limitado em LE(Q), porque ||VGHup)|1oq) <
1+ ®(u,) <1+ k,veja (2.49), e pela desigualdade de Poincaré,veja (2.62). A reflexividade de
W3 %(Q) implica que uma subseqiiéncia de G~1(u,), ainda denotada por G~ !(u,,), converge fra-
camente em W %(Q) para uma funcio w € Wg'®(Q). A inclusio compacta Wy () — LE(Q),
veja [DoTr] e (2.64), permite-nos concluir que @~ {u,) — w em LE(Q), portanto u, — G(w)
em LY(Q), porque G satisfaz a condicdo As. Logo, w = G~ 1{u) e G (u) € WOI’G(Q). Como
G Hun), G7Hu) € W) e G Hu,) — G Hu) em L1(R), o raclocinio do lema anterior im-

plica que ®(u) < k. O

Os seguintes lemas de convexidade podem ser verificados através da aplicagao da desigual-
dade de Hélder no integrando de ®, quando L é o p-laplaciano. Mas no presente trabalho
uma idéia similar néo ¢ aplicavel porque a desigualdade de Holder nao funciona bem para uma
fungao como G, veja [Co| e [HaliPo|. Portanto damos uma abordagem alternativa usando a
semicontinuidade fraca inferior de @, que é equivalente & sua semicontinuidade fraca inferior

sequencial, veja [DF].

LEMA 3.4. Suponhamos que as hipdteses do Lema 3.2 ou do Lema 3.3 sejam vilidas. Em

ambos os casos, ¢ é convexo.

Demonstragio. Seja D C RY o menor cubo que contém e tem lados paralelos ou per-

pendiculares aos eixos coordenados de RY. Tomemos um subconjunto Dg de D tal que



| Do
| D |
1p,(nz) — Alp(z) em LY(D), em particular 1p,(nz)lg(z) — Ala(z) em L(Q). Tomemos
a,b € DP(®) (ou a,b € D®(®) no segundo caso) e definamos

0 < = XA £ 1 e estendamos lp, por periodicidade de D em RY. Pelo Lema 1.

u{z} = Aa(z) + (1 — A)b{z) {3.21)

un{z) = [1p,(nz)a(z) + (1 — 1py(nz))b(z)]1la(z) (3.22)

em (). Claramente, u, v, € LY{Q) em u, — u em L'({1), porque a,b € L}(?) e 1p,(nz)1la(z) —
Ala(z) em L®(Q). Observemos que G{| VG~ !(a) |),G(| VG1(b) |) € L}{(?). Portanto

D(un(@)) = [ G VG (un(z)) [)dz = (3.23)
= [{1u(n2) G VET @) D+ (1= 1ny(n2) G VG 0) Dhdz, (324

implca que
®(u) < liminf ®(un) = A®(a) + (1 - N)@(b). O (3.25)

OBSERVACAQ. Baseado em [Dal] é possivel estabelecer um resultado reciproco. A convex-
idade de ® implica na sua semicontinuidade inferior fraca em LY((Q). De fato, seja u, € L*(Q)

uma seqliéncia tal que ¢ = liminf®(u,), quando %, — u em L'()). Podemos assumir que
Tl—¥ =38 .

! = 115{1 ®(u,). Pelo Teorema de Mazur existe uma combinacao convexa de u,, dada por
N— 00
k k

vy = Zajuj, com a; 2 0 e Zaj— =1, tal que v, — u na norma de L}()). Podemos

j=n i=n
supor que v, — u ¢.t.p. em 2. Dado ¢ > 0, existe um Indice suficientemente grande

J tal que ®(u) < ®(w,) + 7. A convexidade de ® implica que ®(u) < ¢ + z, e, portanto
$lu) < lgminfq)(uﬂ).

— =0

No resultado sezuinte calculamos a derivada de Gateaux de ®. Usamos & convexidade de
~Lu

glu)

® para obtermos a monotonia de

LEMA 3.5. Suponhamos que (1.6)-(1.9) sejam satisfeitas e seja $ definido como acima. Dado

w; € DP(®P) assumamos que
L(G_l(wi)} = LP’(Q) para E.._j = 1,2 (326}
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W1 T W VP ara « com «a =1. 27
g(G_l(ocwl +[31L‘g)) € IVO (Q) p !lB Z 0 +ﬁ 1 (3 2”
Entio
, _ - L{G Y {wy)) -
' (w)(wy — we) = /ﬂ ) (w1 — wo)dz. (3.28)
Além disso,
_L(CMwy) | —L(G™Mws)) o o
F e~ Sy o wie 2o (829

Admitamos as condigdes {3.68)-(3.72). Tomemos w;, € D% ®) de meneira que
G([VG Haw; + Bws)|) < k(z) para o,0 >0 com o+ 8 =1 e alguma funcio h € L}(Q},
independentemente de a e 3. Se substituirmos L¥ (Q) e WaP(2) acima, respectivamente, por

LE(Q) e WOI‘G(Q), entao temos os mesmos resultados.
Demonstracao. Seja v = wy — wo, entdo

-

' (w1)(—v) /g o) ) | VG ),'lVG'_l(wl)-V( ))d:r. (3.30)

g(G™ (wn)

Vamos justificar o cédlculo heuristico delineado acima. Definamos o{z,t) =
= G{| VG Hw, —tv)) |) para 0 < < 1. A convexidade de ® impica que wy — tv € DP(®) e
o(z, i) € LY{Q). Um céleulo simples dé

dolx, t)
- =gl VG — Wy — ) [P VG g — ¢ -V( )
Y g(} VG Hwy - tv) ) | VG (wy — tv) | (w1 = tv) g(G(w, - tv))
(3.31)
P} . ag(l‘.s t) 1 - .
Logo concluimos que o produto interno B € L°(9)) pela estimativa (3.9), porque

~v , . . A , .
V(Q(G‘_l('wl — tv))) € LP(Q) por (3.27) e pela desigualdade de Holder. Um cdleculo ficil

usando (3.10)-(3.12), mostra que

G VE M wy— ) ) S G (101 VE M wy) |+ VG M wa) [} (3.32)

67



para uma constante ¢ = c(p, 71, v2) > 0. Logo o(z,t) < h(z) para alguma h € L}(Q2), inde-
pendentemente de 0 < ¢ € 1. Portanto, (3.30) estd correta por diferenciacdo sob o sinal de

integragao.

Na abordagem de Orlicz-Sobolev repetimos a mesma rotina acima. A hipdtese de limitacao

em L'(2) substitui (3.31). Logo a conclusao é mais direta.

Aplicando a férmula de Green obtemos o resultado desejado (3.28). A desigualdade (3.29)

é uma conseqiiéncia da convexidade de &, O

OBSERVACAO. Se a constante ¢ em (3.32) é < 1, entéio o integrando do funcional ¢ definido

no Lema 2 & convexo. E mais, quando L é o p-laplaciano, é possivel mostrar que ¢ = 1.

Demonstragio do Teorema 3.1. Sejam ) # ug solugdes em W, P(€) de (3.1). Um resultado

de [Se] mostra que elas pertencem a L™(02). Entdo f(z,u;(x)) € L*(}) para i = 1,2. De fato,

= | S @ il zeoey) 1S fzwal2)) £ 01g(] wile) }) + 62 (3.33)

De [L11] concuimos que u; € CH*(f1) para algum 0 < o < 1. Como u; < [[ug]|zee(q) temos

oy s L@ =) 3.34
flavus) 2 o S0 (3.34)

Portanto f{z,u;) > c;u? " para alguma constanie ¢; > 0, por {3.9). Aplicando principio

i
do maximo forte do capitulo 1, a —Lu; + ciuf”l > 0 em 2, obtemos u; > 0 em O e

8%' . ; Uy
5 > 0 em 89, onde v denota o vetor unitdrio normal interior a 8. O quociente —

1y Uo
é limitado em ), como podemos ver se definiimos m = sup{g € R : u; — pur > 0

em {)}. Entdo m > 0 e u; > mus em £. De fato, se existisse z' € ( tal que

1 - - .
us{z') < mua(z’), entdo ui(zs) — —us(z,) € 0 para alguma seqiiéneia z, € Q. Existe uma
n —
subseqiiéncia z,,, ainda denotada por zp, que converge para um ponto T € {2. Como
ui(zn) — ui(T) conclulmos que u,(Z) £ 0, e, claramente v (T) = 0, implicando que T € 84).

Assim
duy i (zp) — T 1 fun(zy) — uol(®
2y gy B mlE) Iim—( 2(n) = w2l )) -0 (3.35)
ov n—ec g, — T | n—oon | 2, — T |
; - . (S5
d4 uma contradigzo. Trocando-se 41 e us uma pela outra, concluimos que 0 < m; < = < my
U

em (), para constantes mi,ma > 0. BEsta limitacao fol utilizada em [Sa] em circunstincias

diferentes. Seja w; = G(u;), entdo u; = G~ Hw;), w; € DP(®), w; € C1* (D e 0 < ky < a3 < kn
wo
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em (), para constantes ki, ks > 0. A limitagdo anterior pode ser deduzida de (3.10). Seja

v = w — We. Logo,

g(G™ (w1 — tw))

e se anula em 9 para 0 <t < 1. De fato, temos em {2

e CHQY N CO(QY)

w] — v
0D« < G
= (G Hwy —tw)) T

_1(“"’1 - t”):

por causa da desigualdade

G(s) < sg(s)
para s > 0. Tomando-se o limite em (3.37) quando z se aproxima de 8¢, obtemos

w — fu _
9(G (w1 — tv))
em 0f) para 0 <t <1, porque wy — tv = 0 em 8. Como

'wl—-t‘l}

1 1
0 < min{l, —1} < < max{1, —
min(1, £} L)

U

em {) para 0 <t < 1, temos

Wy ({31 U — v
0

g(G~Ywy —tv))  wy - v g(G{w; — tv)) -

w . }
em 9 para 0 <t < 1. Usamos 0 < k; < — < ko in para concluir que
Wa

wa . ELE W
g(G Hawy —tv))  wr g{G (w1 — tv))

em Jf) pela argumentaciao anterior.

=0

Portanto,

—Lu - —Lus uy) — Gluy =
o5 [ (S5 - 222 (0w - Ofusas

= f(x’ ul) _ f(lB,UQ) uy ) — uojlar
‘L( (1) () )(G( 1) — Gluz))dz < 0

fornece uma contradicao. O
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Demonstragio do Teorema 3.2, No ambiente de W¢"C() repetimos o mesmo programa
acima com o auxilio dos resultados de limitagdo € de regularidade presentes em [Li2] e o principio
do maximo forte do capitulo 2. Notemos que, em concordancia com as hipdteses do Lema 3.5.
temos ¢ (z,%) limitado em £}, independentemente de t. A tnica diferenga é a maneira como

w . .
obtemos a limitacio para —-. A estimativa (3.16) soluciona a questdo, quando ambas uq(z) e
Wa
- . ) w
us{z) tendem a 0 quando z se aproxima de 8{). Assim temos de fato 0 < k) < =1 < ko em ()
Wa
para constantes k;, ko > 0. O
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