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Abstract

The aim of this thesis is to study mathematically the mutation of the human immunode-
ficiency virus (HIV) taking into account the process of diffusion and advection. The thesis is
divided in three parts: the current understand of the HIV biology; formulation and analysis
of a system of ordinary differential equations to understanding the persistent HIV infection;
and, finally, construction and analysis of a model of partial differential equations considering
the mutation. The models are formulated based on biological characteristics and whenever
it is possible, a parallel between biology and mathematics was established. From system of
ordinary differential equations, the persistent HIV infection can be explained by exhausting
immune system response. From partial differential equations, the main conclusion is that

mutations themselves can be used to fight the virus based on the idea of lethal mutagenesis.

Key-words: HIV, Mutation, Mathematical Model, Reaction and Diffusion.
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Resumo

Esta tese tem como objetivo abordar, matematicamente, a mutagao do virus da imunode-
ficiéncia humana (HIV) por meio de um processo de difusao e advecgao. E dividida em trés
partes: estudo e compreensao do fendmeno biologico; formulagao e analise de um primeiro
sistema de equacoes diferenciais ordinarias para estudar o tema e, finalmente, construcao e
andlise de um modelo de equagoes diferenciais parciais envolvendo a mutacao. Os modelos
sao formulados com base em caracteristicas bioldgicas, e procurando, sempre que possivel,
estabelecer um paralelo entre Biologia e Matematica. Com o modelo de equacgoes diferenciais
ordinarias mostrou-se que um sistema imunoldgico que perde sua capacidade de resposta
permite a persisténcia do virus HIV no organismo infectado. Também, do modelo com
equacoes diferenciais parciais, concluimos que usar as préprias mutagoes para combater o

virus pode ser uma alternativa, assim como na idéia de mutagenese letal.

Palavras-chave: HIV, Mutagao, Modelo matematico, Reacao e difusao.
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Capitulo 1

Introducao

A sindrome da imunodeficiéncia adquirida (AIDS) tem matado milhdes de pessoas em
todo o mundo e mobilizado tanto o meio cientifico, quanto 6rgaos governamentais, sendo
considerada um problema de satide piblica [11]. Ela é causada pelo virus da imunodeficiéncia
humana (HIV) que destrdi o sistema imunoldgico infectando células de defesa, as T-CD4*,
responsaveis por estimular e coordenar respostas imunoldgicas. Muitas pesquisas foram e
estao sendo realizadas com relacao a doenca e ao virus, mas ainda nao existe cura, e nem

uma vacina comprovadamente eficaz.

Um grande problema enfrentado para a elaboracao de vacinas ou cura da doenca é que
o HIV é altamente propenso a erros de replicacao e com isto, devido as mudancas em sua
estrutura, consegue escapar das defesas imunolégicas [27] [36] [41]. Modelos mateméticos tém
sido utilizados para o estudo da dinamica de interacao entre células do sistema imunoldgico e
o HIV [4] [5] [23] [35] [40] [42] [44] [47] [51] [52]. Mas a mutacao viral é uma caracteristica que
ainda pode ser explorada e processos de difusao e adveccao parecem ferramentas interessantes

para este fim.

Alguns modelos ja foram apresentados utilizando equacoes de difusao para abordar
mutagoes de virus ou bactérias [22] [56]. No entanto, aqui segue-se uma formulac¢do prépria
com base em caracteristicas bioldgicas do sistema imunolégico e do HIV. Nao é uma
continuidade do que foi desenvolvido nos artigos citados, embora possam existir semelhancas

ou coincidir em alguma interpretagao, mas sao trabalhos distintos. A principal semelhanca
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é admitir a existéncia de um eixo unidimensional (espaco de fendtipos) no qual a evolucao

viral pode ocorrer.

O trabalho tem como foco abordar a mutacao do virus por meio de um modelo difuso-

advectivo, procurando determinar estratégias ou alguma forma de combater o virus.

Nas duas se¢oes seguintes é apresentado um pouco do que ja se conhece sobre o sistema
imunolégico e o HIV [1] [31] [55] [58] [62]. A intenc@o ndo é esgotar o assunto, mas fornecer
uma idéia geral a respeito da parte bioldgica envolvida, que é de extrema importancia para

a formulacao e analise das equacgoes que surgem no decorrer do trabalho.

No segundo capitulo, tem-se a elaboracao e analise de um modelo em equacoes diferen-
ciais ordinarias que, além de servir de base para os desenvolvimentos seguintes, apresenta
resultados interessantes, como a formulacao de termos ainda nao modelados na literatura e
a reproducao de caracteristicas do processo de infeccao pelo HIV da fase inicial a avancada.
Nesta primeira abordagem, ilustra-se que o decaimento do nimero de células T-CD4* pode
ser visto como resultado de um enfraquecimento do sistema imunologico pelo continuo esforco
em tentar combater o virus. Existem diversos fatores que corroboram para este enfraqueci-
mento, como a existéncia de reservatérios virais que nao sao eliminados, o fato de que células

T-CD8*" matam T-CD4" infectadas e, principalmente, a existéncia de mutacoes.

No terceiro capitulo é construido um modelo em equagoes diferenciais parciais para
abordar a mutacao do virus. Sao exibidas solucoes na forma onda viajante e determinada
uma férmula para o calculo das velocidades destas ondas, a qual é estudada em funcao
dos parametros envolvidos. Nota-se que devido a mutacao o HIV pode escapar das defesas
imunolégicas. Portanto, com a intencao de evitar isto, ao final sao apresentadas algumas
tentativas de barrar a evolugao viral, a qual é interpretada como uma onda viajante que

desloca-se no espaco de fenétipos.

No quarto capitulo, tem-se as consideracoes finais. Apresenta-se um algoritmo para o
célculo da velocidade de uma onda com base em niveis de setpoints (valores praticamente
estaveis de carga viral e celular apés a fase inicial da infecgdo) e pardmetros do modelo;
uma possivel aplicagao é ilustrada com dados de carga viral e contagem de células de vinte

pacientes; e discute-se como a velocidade de uma onda pode ser compreendida.
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1.1 Sistema Imunolégico

O corpo humano é formado por um complexo sistema de defesa — o sistema imunoldgico
— formado por moléculas, células, tecidos e érgaos que trabalham em conjunto para protege-
lo contra a invasao de microorganismos, como: bactérias, fungos e virus. Possui mecanismos
de defesa naturais, sistema imunoldgico natural, e outros que adquire ao longo do tempo,
sistema imunologico adquirido. Apenas por questao de organizacao, alguns componentes
do sistema imunoldgico inato, que representam barreiras fisicas, serao abordados a parte.
Nesta secao, em linhas gerais, comentaremos um pouco sobre as barreiras fisicas, o sistema

imunolégico natural e o sistema imunolégico adquirido.

1.1.1 Barreiras Fisicas

A pele e superficies mucosas constituem uma importante linha de defesa do corpo humano,
sendo barreiras que impedem a entrada de uma grande quantidade de microorganismos. Os
virus, por precisarem da estrutura celular para se multiplicar, encontram como obstaculo
na superficie da pele multiplas camadas de células mortas, preenchidas com queratina, que
fazem dela uma rota invidavel para uma infecgao viral (a menos que esteja ou seja lesada).

Por outro lado, as superficies mucosas que protegem o trato respiratério, digestivo e
o reprodutor devem ser suficientemente permedveis para que oxigénio e nutrientes sejam
transportados através delas. Assim, sao formadas por uma ou poucas camadas de células
vivas, que fazem dos tratos respiratorio, digestivo e reprodutor melhores portas de acesso.

O trato respiratorio em sua maior parte é forrado por células que possuem cilios e
coberto de muco. Os virus que tentam entrar por esta porta sao levados pelas células
ciliadas, juntamente com o muco, ao nariz ou a boca, podendo ser expelidos ou degluti-
dos. Outro obstaculo, no percurso das vias aéreas, é a existéncia de macréfagos, células que
podem limitar o espalhamento viral.

Das trés portas citadas, o trato digestivo é uma das mais dificeis para um virus ultra-
passar. Ja na saliva existem componentes que atuam sobre varios tipos de virus e enzimas

produzidas pelo pancreas e a bile, para quebrar gorduras alimentares, podem destruir a
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cépsula proteica (envelope) que protege os virus classificados como envelopados. Para au-
mentar a dificuldade soma-se a isto a acidez do estomago, dada por um pH baixo como
2,5.

Diferente dos tratos anteriores, a vagina é protegida por um epitélio formado por multiplas
camadas de células planas (epitélio estratificado) que nao estao se proliferando. Os virus,
normalmente, se replicam melhor em células que estao se proliferando, portanto, esta porta
de acesso nao é um ambiente favoravel. Também porque, alguns virus sao sensiveis ao pH
acido do muco vaginal (por volta de 4,5 a 5) que é mantido pela produgao de dcido lactico da
flora bacteriana presente. Entretanto, os virus que entram por esta via, normalmente, tém
acesso facilitado as células que estao se proliferando, por meio de brechas como pequenas
lesoes decorrentes de uma relagao sexual ou algum tipo de ferimento.

Apesar da importante atuacao destas barreiras de protecao, sua principal fungao é dimi-

nuir a quantidade de invasores, uma vez que nao consegue barrar todos.

1.1.2 Sistema Imunolégico Inato

Quando as barreiras fisicas sao violadas, sobra para uma segunda linha de defesa, pronta
para entrar em agdo — o sistema imunoldgico inato (ou sistema imunolégico natural), que
recebe este nome pelo fato do ser humano ja nascer com ele. O sistema imunolégico inato
possui quatro componentes principais: os fagdcitos, o sistema do complemento, o sistema
interferon e células natural killer.

Os fagdcitos sao as células branca do sangue, que capturam particulas e fazem com que
atravessem sua membrana, de forma que o material, reservado em bolsas, seja destruido por
processos enzimaticos (realizam fagocitose). O macréfago é o mais conhecido destes fagicitos
e na maior parte do tempo age como coletor de residuos nos tecidos, capturando restos de
células mortas ou que estejam morrendo. Os virus que atravessam as barreiras fisicas também
sao capturados por macrofagos, resultando na eliminagao das particulas virais ou em uma
infeccao do macréfago. Outras células fagociticas que ajudam na eliminacao de invasores
sao os neutrofilos, que constituem 70% de todas as células brancas do sangue.

O sistema do complemento é composto por volta de vinte tipos diferentes de proteinas que
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auxiliam na eliminagao de virus ou seus produtos (antigenos). As proteinas do complemento
sao, principalmente, produzidas pelo figado e estao presentes em altas concentragoes no
sangue e tecidos. A proteina mais abundante do complemento é a C3, e no corpo humano,
moléculas de C3 sao continuamente quebradas em duas menores: C3a e C3b. A molécula
C3a estimula macréfagos e neutrofilos para entrarem na area de infeccao, enquanto que a
C3b liga-se a grupos quimicos comumente encontrados na superficie de virus. Esta ligacao,
desencadeia processos que podem destruir as particulas virais ou deixa-las marcadas para que
células do sistema imunoldgico o facam. Particulas marcadas para eliminagao (opsonizadas)
sao mais facilmente capturadas por células fagociticas, mas apesar desta atuacao conjunta
entre o sistema do complemento e fagocitos, as particulas virais sao destruidas somente
quando estao fora das células infectadas. Para lidar com particulas que estao no interior
de células infectadas existem o sistema de interferon e células natural killer (matadoras

naturais).

Interferons sao um grupo de glicoproteinas produzidas por células apds uma infecgao
viral (ou exposigdo a outros indutores). Interferons a e f podem ser produzidos e trans-
portados pela maioria das células do corpo. Eles atuam sinalizando para células proximas
as infectadas e “alertando” que, se também forem infectadas, devem cometer suicidio. Desta
forma, virus podem ser eliminados juntos com as células infectadas. Os virus e RNAs (4cidos
ribonucléicos) de dupla fita sao fortes indutores de interferons « e 3, que além de iniberem

a propagacao viral, também sinalizam para células NK.

O termo natural killer deriva do fato que, quando essas células sao isoladas do sangue
ou bago, elas destréem varias células-alvo sem a necessidade de ativacao adicional. As
natural killer reconhecem e matam células infectadas ou malignamente transformadas, mas

geralmente nao causam dano as células normais.

A atuagao conjunta dos componentes do sistema imunoldgico inato, em casos que a inocu-
lacao viral é baixa, as vezes consegue eliminar os agentes infecciosos, mas em outras situacoes,

normalmente, é necessario uma atuacao mais direcionada e especifica, como veremos a seguir.
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1.1.3 Sistema imunolégico Adaptativo

Os principais componentes do sistema imunoldgico adaptativo sao os linfécitos e seus
produtos. Gragas a diversidade deste tipo de célula sanguinea, iniimeros antigenos podem ser
identificados e elaborada uma resposta imunoldgica especifica ao invasor. Esta necessidade
de elaborar, para entao responder, justifica o termo “adaptativo”.

Linfécitos sao produzidos na medula dssea e apds completarem todos seus estagios de
amadurecimento entram na circulagao e se espalham pelos 6rgaos linféides periféricos (linfo-
nodos e bago) sendo chamados de virgens ou inativos, por ainda no terem sido expostos a
antigenos.

As duas classes de linfocitos melhor entendidas sao os linfocitos B e T, também chamados
de células B e T. A primeira, recebe este nome porque inicialmente foi encontrada em um
orgao chamado bursa, que existe em passaros, e a segunda, porque amadurece em um 6rgao
chamado timo, situado no mediastino, no corpo humano.

Quando linfécitos B e T inativos sao ativados pelos sinais fornecidos pelo virus e seus
produtos microbianos ou pelo sistema imunologico natural podem se diferenciar em células
especializadas. Uma parte destas sao as que efetivamente agem para eliminar o antigeno,
chamadas de efetoras, e a outra é formada por células de memoria, que guardam informacgoes
para que no caso de re-infeccoes haja uma resposta imunolégica mais rapida. Nossa atencao
serd voltada as efetoras.

Linfécitos B se diferenciam em células produtoras de anticorpos, proteinas que se ligam
a moléculas, como as presentes na superficie de virus, e provocam uma desativagao (perda
de capacidade infecciosa do virus) ou marca para a eliminagao por outras células do sistema
imunolégico (opsoniza o agente invasor). Ja os linfécitos T, algumas linhagens se diferenciam
em células auxiliares e outras em citoliticas (ou citotoxicas). As que atuam como auxiliares
sao representadas principalmente por células chamadas T-CD4* e as citoliticas, pelas T-
CD8*.

As T-CD4* desempenham um papel fundamental, especialmente no inicio de uma
resposta imunolégica, fornecendo estimulos para o crescimento e diferenciagao de células,

como as do sistema imunolégico inato e as préprias B e T. As T-CD8* agem matando
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células infectadas, sendo muito importantes para conter uma infeccao viral, uma vez que
a eliminacao de uma célula infectada impede que milhoes de novas particulas virais sejam
liberadas.

Para aumentar as chances de sucesso na erradicacao de uma infeccao existe uma
cooperacao entre o sistema imunoldgico inato e o adaptativo. Tanto um quanto outro agem
para que a resposta imunoldgica seja mais eficiente. Os macréfagos, por exemplo, podem
transportar antigenos para os linfonodos e os apresentarem as células T (embora parece que
as células dentriticas sejam as que melhor desempenham esta fungao), por outro lado, as
células T podem ativar macrofagos para que eliminem antigenos. Além da interacao
entre células, também existe a atuacao de proteinas do complemento, dos anticorpos e das
citocinas (proteinas secretadas por células e que medeiam muitas de suas fungdes, como os

interferons).

Como resultado final da resposta imunoldgica, o antigeno pode ser eliminado ou, como
geralmente ocorre com o HIV, permanecer no corpo do hospedeiro e agravar a situagao, como
veremos mais adiante. Quando o antigeno é eliminado, as células efetoras deixam de receber
estimulos para viver e morrem por um tipo de morte celular que recebe o nome de apoptose.
Recupera-se entao o estado de homeostase, situacao de normalidade em que o nimero de

células é praticamente constante.

1.2 O Virus da Imunodeficiéncia Humana (HIV)

O HIV ¢é o agente etiolégico da sindrome da imunodeficiéncia adquirida (SIDA ou, em
inglés, AIDS), em seres humanos. Pertence a um subgrupo de retrovirus conhecidos como
lentivirus, que sao virus cujo material genético é formado por RNA e caracterizados por um
longo intervalo entre a infeccao inicial e o surgimento de sintomas sérios. A infeccao pelo
virus resulta em uma doenca cronica e progressiva que pode levar a destruicao do sistema
imunolégico. Embora, normalmente, o referenciaremos no singular, existem pelo menos dois
tipos identificados, HIV-1 e HIV-2, que diferem em estrutura genomica e em termos de

antigenicidade. Tanto um quanto o outro causam AIDS, porém o HIV-1 é encontrado no
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mundo inteiro e o HIV-2, principalmente na Africa ocidental. Para todos os efeitos, HIV
soard como sinonimo de HIV-1, uma vez que este é o grande causador da doenca em nivel

mundial, mas quando necessario faremos distingao.

1.2.1 Surgimento do Virus

Em Los Angeles nos Estados Unidos (1981) foi relatado o caso de cinco rapazes que
desenvolveram um tipo, até entao, raro de pneumonia: pneumocystis carinii - pneumonia
(PCP ou pneumocistose). Este tipo de infec¢ao, que se desenvolve em pessoas imunodepri-
midas, estava ocorrendo em jovens previamente saudaveis. O fato destes rapazes, com idades
por volta dos 30 anos, serem todos homosexuais sugeriu a associacao entre alguns aspectos
do estilo de vida homossexual ou doenga adquirida por contato sexual e pneumocistose [15].

Casos semelhantes ao citado ocorreram em outras cidades dos Estados Unidos (como
em Sao Francisco), sempre associados a uma disfungao do sistema imunoldgico, evidenciada
pelo aparecimento de sintomas como pneumocistose, candidiase e sarcoma de Kaposi. Estes
acontecimentos marcaram o inicio do que um ano mais tarde veio a ser conhecido como
Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (AIDS).

Nesta época, muitos estudos foram iniciados na tentativa de identificar o agente etiolégico
da AIDS, possivelmente um virus. Dois grupos que se destacaram neste sentido foram os
chefiados pelos doutores Luc Montagnier do Instituto Pasteur de Paris, e o de Robert Gallo,
nos Estados Unidos.

Em 1983, Francoise Barré-Sinoussi, que trabalhava com Montagnier, isolou células do
linfonodo do pescogo de um paciente que sofria de linfadenopatia associada a AIDS [12].
Nestas amostras ela identificou a atividade da enzima trancriptase reversa, normalmente
identificada em uma classe de virus chamada retrovirus. Gallo tinha descoberto e estudado
os retrovirus HTLV-1 e HTLV-2 [19] [46], entao amostras para andlise foram enviadas a ele
e comegou-se uma colaboracao entre os laboratoérios.

Os dois grupos contribuiram com pesquisas neste sentido, mas surgiu um impasse sobre
quem teria descoberto o virus, sendo chamado de HTLV-3 (virus humano linfotrépico da

célula T - tipo 3) pelos americanos e LAV (virus associado a linfadenopatia) pelos fran-
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ceses. Resolvido todos os embaracos, a comunidade cientifica internacional chegou a um
consenso de chama-lo de HIV (virus da imunodeficiéncia humana). Francoise Barre-Sinoussi
e Luc Montagnier receberam o Prémio Nobel de Medicina em 2008 pela descoberta do virus

causador da AIDS.

1.2.2 Estrutura e Infeccao de Células

A porc¢ao infecciosa do virus consiste de dois cordoes idénticos de RNA dentro de um
nucleo de proteinas virais cercado por um involucro de duas camadas lipidicas. Na Figura 1.1
tem-se uma representacao da estrutura do HIV, mostrando também uma parte da membrana

de uma célula T.

Camada dupla de lipidio

Transcriptase
reversa

Protease
Integrase

Receptor de
quimiocina

Superficie de

linfocito Mv{gm

Figura 1.1: Representacdo de uma particula de HIV infecciosa (virion) sobre a superficie de

uma célula T. Adaptado de [1].

A dupla camada de lipidio que envolve o HIV é originada da superficie de células que
ele infecta e além de proteinas de membrana celular também apresenta algumas codificadas

pelo virus (gp41/gp120). Este “casaco” que reveste o virus, chamado de envelope, tem como
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funcao protege-lo e auxiliar na infeccao de células.

As glicoproteinas de invélucro gp120 (externa a superficie viral) e gp41 (transmembrénica)
formam um complexo denominado Env, que medeia um processo de multiplas etapas na fusao
do envelope de uma particula viral infecciosa (virion) com a membrana da célula alvo. Neste
processo, a molécula de CD4 atua como um receptor viral, mas para que o virus se ligue a
membrana celular também ¢é necessario a presenca de um co-receptor de molécula. Os co-
receptores, frequentemente, utilizados pelo HIV sao proteinas que, normalmente, funcionam
como receptores para uma classe de citocinas conhecidas como quimiocinas (ex.: CCR5 e
CXCR4 ). Quanto a matriz de proteina p17, que na Figura 1.1 aparece ligada ao complexo
Env, evidéncias sugerem que ela seja importante para incorporagao e transporte do virus
para dentro da célula [64].

Mais internamente, tem-se um nucleo em forma de cone composto de proteina p24 que
encerra o RNA viral e enzimas associadas (em testes de detecgao de antigeno viral, o antigeno
p24 é identificado no plasma de pacientes infectados em todos os estagios da infecgao).

As enzimas transcriptase reversa, integrase e protease viral sao necessarias para a re-
plicacao viral. A primeira, atua sobre o RNA do virus, duplicando-o para uma forma de
DNA (pré-virus). A segunda, catalisa a integracdo do DNA viral ao genoma da célula hos-
pedeira. E, a terceira, é responsavel pela producao de proteinas basicas, necessarias para a
montagem de particulas virais infecciosas (ex.: p24 e pl7).

Do ponto de vista gendmico, o RNA do HIV tem aproximadamente 9,2 kb (quilobase; 9,2
mil pares de base) de comprimento e possui um arranjo bésico de sequéncias de acido nucléico
caracteristico de todos os retrovirus conhecidos. Existém trés genes estruturais: gag, pol e
env; e seis outros genes reguladores: tat, rev, vif, nef, vpr e vpu (a diferenca genomica entre
o HIV-1 e o HIV-2 consiste na substitui¢do do gene vpu por vpx). Em cada extremidade
do genoma, repeticoes longas de terminais (LTRs) regulam a integragao do virus no genoma
hospedeiro, a expressao dos genes no virus e a sua replicagao.

Na Figura 1.2 tem-se uma representacao do genoma do HIV e a seguir um resumo das

funcoes de quatro dos genes citados.

gag — Codifica proteinas estruturais basicas, para a constituicao do nucleocapsidio e



1.2. O Virus da Imunodeficiéncia Humana (HIV) 11

tat

vif rev
LTR  gag vpu LTR

vpr
pol env nef

Figura 1.2: Estrutura genomica do HIV. Adaptado de [55].

da Matriz (p24 e p17).

pol — Codifica as enzimas transcriptase reversa, integrase e protease viral, necessarias

para a replicacao viral.

env — Codifica proteinas de revestimento viral (gp120 e gp41) mediando ligacao de

receptor de CD4 e quimiocina e fusao da membrana.

vif — Aumenta a capacidade de infeccao de particulas virais.
Infeccao de células

As células, preferencialmente, infectadas pelo HIV sao as T-CD4*. Embora, ele também
possa infectar outros tipos celulares, como macréfagos e mondcitos (algumas cepas podem
infectar até células em um padrao que nao se correlaciona com a expressao CD4). No entanto,
todas as cepas virais podem infectar e se replicar em células T-CD4* isoladas de humanos

ativadas in vitro. A Figura 1.3 descreve passo a passo como ocorre a infeccao de uma célula.

1. Ligacao do virion com receptor de CD4 e quimiocina.
2. Fusao da membrana de HIV com a celular; ingresso do genoma viral no citoplasma.
3. Sintese mediada por transcriptase reversa do DNA pré-viral.

4. Integracao do pro-virus no genoma celular.
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Figura 1.3: Ciclo de vida do HIV. Adaptado de [1].

5. Ativacao da célula por citocina; transcricao do genoma do HIV; transporte de RNAs

com e sem junc¢ao para o citoplasma.
6. Sintese de proteinas do HIV; montagem de estrutura basica do virion.

7. Expressao de gp120 e gp4l (Env) na superficie celular; brotagdo de virion maduro.

1.2.3 Progressao a Doenca

Como vimos, o HIV infecta principalmente as T-CD4*, células que desempenham um
papel crucial na resposta especifica ao antigeno, fornecendo estimulos para o crescimento e
diferenciacao de outras que efetivamente tentarao conter a infeccao. Devido ao virus, ha uma
reducgao no numero de células T-CD4* e uma perda da funcionalidade do sistema imunologico
que resulta em AIDS.

Tudo comega com a transmissao do virus, pela troca de fluidos como: sangue, sémen,
secregao vaginal e pelo leite materno [8]. O curso da infec¢ao pelo HIV pode ser acompanhado

medindo-se a quantidade de virus no plasma do paciente (carga viral) e por contagem de
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células T-CD4* no sangue [9].

Embora, a progressao natural a doenca pode variar de um pessoa para outra, na
maioria das vezes se desenvolve de maneira caracteristica [43], em que distinguimos trés
fases: uma inicial, que dura em média doze semanas, marcada pela elevada carga viral; uma
intermedidria (laténcia clinica) que se estende por oito a dez anos, com baixa carga viral;
e uma avancada, na qual o sistema imunoldgico encontra-se bastante debilitado e com o
aparecimento de doengas oportunistas (ver Apéndice D) o ntimero de particulas virais torna

a crescer (ver Figura 1.4).

1200
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Figura 1.4: Curso clinico da doenga do HIV. Adaptado de [61]

Durante a fase inicial pode surgir algumas manifestagoes clinicas que variam de um
quadro gripal até uma sindrome aguda do HIV, além de outros sintomas de infeccao viral,
tais como: febre, ulceragoes muco-cutaneas envolvendo mucosa oral, perda de peso, nauseas,
vomitos, etc [8]. H4 uma ampla disseminagao do virus, que se espalham pelos orgaos linféides
(linfonodos e bago) onde a produgao viral é intensa.

Na fase intermediaria, o sistema imunolégico permanece competente para lidar com a mai-
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oria das infeccoes por microorganismos oportunistas, e poucas, ou nenhuma, manifestagoes
clinicas da infeccao com HIV estao presentes. Por isso é chamada de periodo de laténcia
clinica, embora o ntimero de células T-CD4* segue decrescendo e o virus em atividade nos
érgaos linféides [1].

Com o passar do tempo, o paciente pode apresentar sinais e sintomas inespecificos e de
intensidade varidvel, também como os primeiros sintomas constituintes: candidiase oral e
vaginal (mais comum infec¢ao fungica em pacientes portadores do HIV), leucoplasia pilosa
oral, ulceras aftosas, diarréia, Herpes Zoster, entre outros.

O progresso da infeccao conduz a fase avancada, chamada AIDS, em que a destruicao do
tecido linféide periférico estd essencialmente terminada e o sistema imunolégico comprome-
tido. Ainda que existam diferentes defini¢oes para um caso de AIDS, a doenca é caracterizada
principalmente por contagem de células T-CD4* abaixo de 200 células/mm? e pelo estabe-
lecimento de doencas oportunistas. No Apéndice D apresentamos uma definicao de caso de

AIDS utilizada no Brasil e uma lista de sinais, sintomas ou doencas que a definem.



Capitulo 2

Uma primeira abordagem da

dinamica do HIV

O virus da imunodeficiéncia humana, infectando células T-CD4*, consegue comprometer
gravemente o funcionamento do sistema imunoldgico, resultando em AIDS. Neste capitulo,
formulamos e analisamos um modelo matemaético para este processo de infec¢ao. Foi possivel
encontrar um limiar para a permanéncia do virus na corrente sanguinea e evidenciar a ne-
cessidade da apoptose de células ativadas apds a eliminacao do antigeno. Por meio da in-
trodugao de um termo de exaustdo cumulativa (resultado da constante tentativa do sistema
imunoldgico responder & infecgdo pelo HIV) também reproduzimos a diminui¢do do ntimero

de células T-CD4* ao longo dos anos.

2.1 Elaboracao de um Modelo

O processo de infeccao foi estudado levando em consideragao a concentracao de particulas
virais livres na corrente sanguinea e sua destruicao, dada de maneira indireta, pela acao de
anticorpos e células T-CD8*. As varidveis V' (t), Y (t) e Z(t) representam, respectivamente,
as concentragoes de virus, linfécitos inativos (células T-CD4* que nao foram expostas ao
virus) e linfocitos ativados, compostos pelas células B e T, estimuladas por T-CD4* que

iniciam a resposta imunolégica. Por simplicidade, embora as células B e T formem classes

15
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distintas, reunimos estas duas em Z e chamamos de populacao de células efetoras, dado que
sao elas que promovem o ataque ao virus.

Para formular nosso modelo, partimos das seguintes consideracoes:

e As células inativas podem ser produzidas pela medula éssea a uma taxa k, podem
morrer, uyY, ser infectadas, aV'Y, ou ativadas para iniciar uma resposta imunoldgica,

BYV.

e A concentracao viral pode aumentar devido a producao de virus pelas células infecta-
das, n(1-¢)aYV, e diminuir tanto por erros de replicagao, puyV, quanto pela agao de

anticorpos, pV Z, e de células T-CD8", .

e A populacao de células efetoras pode aumentar devido a ativagao, SY'V, e diferenciacao,

TZ, e por outro lado, diminui pela mortalidade, uzZ.

e A persistente presenca do virus produz um enfraquecimento no sistema imunolégico,

¥, pelo continuado estimulo.

e O enfraquecimento compromete a resposta humoral. Assim, assumimos que o termo
wV Z, que corresponde a reposta humoral, reduz de uma parcela oWV proporcional ao

enfraquecimento e a presenca de virus.

Com isto, temos o modelo descrito pelo sistema de equagoes

d

d_‘t/ =n(1-2)aYV —uyV - (pZ - ol)V,
Cil—}t/:m—,uyY—onY—BVY—‘ll, (2.1)
% _BVY - uyZ + Y7,

Na Figura 2.1 apresentamos dois diagramas para (2.1), que estabelecem um paralelo entre
um esquema biolégico e um matematico.

Interpretacoes para os parametros:
1. n, quantidade de virus liberada por célula T-CD4* infectada;

2. €, agao de células citotdxicas; (0 <e< 1)
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(a) Bioldgico. (b) Matemético.

Figura 2.1: Diagramas representando a dinamica do modelo (2.1).

a, taxa de infeccao das células inativas devido ao contato com o virus;

. v, taxa de inativac@o viral (replicagao defeituosa, sair da circulagao sanguinea, etc);

p, taxa de eliminacao de virus devido a acao de anticorpos;

k, taxa de reposicao de células inativas pela medula dssea;

. py, taxa de mortalidade das células inativas;
. B, taxa de ativagao das células inativas;

. lz, taxa de mortalidade das células ativadas;

T, taxa de diferenciacao das células ativadas;
U, enfraquecimento esforco-dependente;

o, efeito do enfraquecimento.

Apés a ativacao linfocitdria, segue a proliferacao e diferenciacao celular. O parametro T,

chamado simplesmente de taxa de diferenciacao, representa de maneira resumida o aumento
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da populagao de células efetoras devido a estes eventos. Consideramos YT na forma
T(V)=nV +9, (2.2)

com o objetivo de analisar os casos em que a diferenciacao depende diretamente do estimulo
viral (diferenciagdo estimulo-dependente), e de maneira indireta (diferenciacao estimulo-
independente). Os parametros v, e 72 sdo, respectivamente, as taxas de diferenciacdo
estimulo-dependente e estimulo-independente.

Outra questao que requer uma melhor explanagao diz respeito ao enfraquecimento
esforgo-dependente. Atribuimos este nome a W para idealizar a suposicao de que existe
um enfraquecimento do sistema imunoldgico devido ao constante estimulo fornecido pela
presenca do HIV, que resulta em um desgaste provocado pelo continuo esforco em tentar
combater a infeccao. O enfraquecimento pode ser evidenciado pelo fato de que a resposta
imunoloégica é prejudicada pela perda de células T-CD4* e por defeitos no sistema imu-
nolégico de individuos infectados por HIV, identificados mesmo antes da deplecao significa-
tiva das T-CD4*[1]. Quanto ao esforco, basta lembrarmos que células devem ser produzidas
e que além de responder ao HIV o sistema imunoldgico também precisa proteger o orga-
nismo de outros agentes infecciosos, estas acoes dispendem tanto matéria como energia. A
questao, no entanto, seria a maneira de modelar este enfraquecimento, dado a complexidade
do fendmeno biolégico. Como resposta, estabelecemos para U a expressao

~ 7n _ t
V(7)== com 7 = [ Z(s)ds, (2.3)
Zm+ Fn 0
e n um expoente positivo. A escolha desta forma para ¥ é por estar de acordo com os

seguintes itens:

(a) No comego de uma infec¢ao pelo HIV, o sistema imunolégico permanece compe-
tente para lidar com a maioria das infecgoes por microorganismos oportunistas.
Portanto, se uma expressao puder descrever o processo de enfraquecimento, deve

ser tal que no inicio nao influencie muito.

(b) Como a presenca do virus estimula a ativagao de células para ataca-lo e a0 mesmo

tempo que o sistema imunoldgico tenta responder a infeccao ele também pode
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desencadear fatores adversos (como a eliminacao de celulas T-CD4+), de alguma
forma ¥ deve depender de Z, pois a resposta imunoldgica é representada no

modelo pela varidvel Z.

Quando o nimero de células T-CD4* encontra-se abaixo de 200 células/mm3 tem-
se um alto risco para doengas oportunistas e isto ocorre (considerando apenas o
curso natural da doenca) em média por volta de uns oito a dez anos. Desta forma,
o enfraquecimento deve ser algo resultante de um esfor¢co cumulativo ao longo do

tempo.

Em (2.3), a varidvel Z representa o esfor¢o cumulativo; F', interpretamos como sendo

o quanto o sistema imunoldgico consegue resistir a infeccao; ®, uma taxa ponderando o

enfraquecimento; e o expoente n, um parametro que atenua o efeito do enfraquecimento

quando o esfor¢o ainda nao é sentido (préximo de 0) e o torna mais forte para o caso de um

esforco maior.

A expressao definida para W, em (2.3), foi construida com base nos itens (a), (b) e (c).

Talvez existam outras formas funcionais que possam ser testadas, mas para este modelo nao

encontramos nenhuma outra maneira. Além disso, por simulagoes numéricas, o valor n = 2

em (2.3) parece ser uma escolha satisfatéria na descrigdo do fenémeno bioldgico.

Para simplificar a analise matematica do modelo, convém escrevé-lo na forma adimensi-

onal. Representando por T', a dimensao de tempo e C', de concentracao, as dimensoes das

variaveis e taxas que aparecem no modelo sao dadas por:

Consequentemente, [Z] = [F] = CT. Os parametros n, n e € sdo adimensionais, sendo &

um valor entre 0 e 1, que de maneira simplificada associamos ao efeito das células T-CDS&*.

Quanto mais préximo esteja ¢ de 1, maior é o efeito das células T-CD8* para conter o
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crescimento da populagao viral. Faz-se a mudanca de variaveis

\%4 Y Z 3% My
V*:— Y*z— Z*z— R . o * = Y
Yh’ Yh7 Yh’ My AOéYh7 1%3% AOéYh’ g XYy,
I L o e B
A’ Ao’ Ao’ "7 T Aoy, N T Aa’ T Ay,
T ) U
T = —— = V* 42, P* = *

= e \1/ = —
AaY), AaY?’ AaY?’
com A =n(1-¢). Omitindo os asteriscos, para nao sobrecarregar a notagao, as equagoes em

(2.1), na forma adimensional, tornam-se

d

d—‘t/ =YV -uyV-oVZ+0oUV,

ay

% :ILLY—,LLYY—OZVY—BVY—‘I/, (24)
A

0;—t = BVY — uyZ+ Y7,

Note que, agora, Y, V e Z correspondem a relacao entre as variaveis antigas e a constante
Y, = Kk/py, que representa a concentragdo de células T-CD4* no estado de homeostase,
situacao em que o numero de células é praticamente constante.

Na segao 2.2, estudamos (2.4) focando a atencao nas formas de diferenciagdo 7, e 79, na

secao 2.3 incluimos o efeito de W.

2.2 Inicio da Infeccao

Normalmente, no comeco da infeccao pelo HIV, o sistema imunolégico permanece compe-
tente para lidar com a maioria das infec¢oes por microorganismos oportunistas, tornando-se
consideravelmente debilitado somente ao longo de anos. Como F' representa o quanto o sis-
tema imunoldgico consegue resistir a infeccao, deve assumir um valor suficientemente grande,
de forma que na fase inicial da infeccao W seja desprezivel. Para estudar esta situagao, fixa-

mos ¥ = 0. Com isto, (2.4) torna-se

% =YV -y V-9pVZ,

dy

— =y =Y —aVY - VY, (2.5)
dZ

— =08VY —uZ +YZ.
di B Uzt +



2.2. Inicio da Infecgao 21

Queremos determinar os pontos de equilibrio (ou estados estaciondrios) das solugoes de (2.5)

e analisar a estabilidade destes pontos, na regiao invariante de interesse biolégico:
Q={(V,Y,Z):V20,Y20e Z>0}.

As restrigoes em €2 estabelecem que as concentracoes de virus e células devem assumir so-
mente valores positivos, como os demais parametros do modelo. Com a analise de esta-
bilidade, estamos interessados em saber a que cenario a evolugao temporal do processo de
infeccao pode conduzir, tentando responder perguntas como “Sob que condigoes o virus
permanece no organismo hospedeiro?” ou “Qual agao (alterar o valor de qual parametro)
permite eliminar as particulas virais ou ao menos reduzir o nimero?”. Neste sentido, um
ponto de equilibrio representa uma situacao que pode ocorrer passado um periodo de tempo
e o fato de ser estdvel ou instavel, que ocorre (estavel) ou nao (instdvel) sob determinadas
condicoes. Por exemplo: Se um ponto de equilibrio Ej representa a eliminacao de virus,
dizer que sob determinadas condicoes ele é estavel, intuitivamente, significa que quando as
condigoes sao obedecidas o virus é eliminado. Instével, nao é eliminado. Este tipo de in-
terpretacao justifica porque em varios momentos estaremos procurando pontos de equilibrio
e preocupados com a andlise de estabilidade. (As nogoes de estabilidade e instabilidade de
pontos de equilibrio, do ponto de vista matematico, podem ser consultadas no Apéndice A)

Note que TZ, na terceira equagdo em (2.5), é equivalente & 1V Z + 2 (veja (2.2)).
Analisamos a influéncia de cada parcela desta soma de maneira isolada e, posteriormente, a

situacao em que as duas estao presentes no modelo, por meio dos casos:
(1) 71 =0e 7 # 0, diferenciacao estimulo-independente;

(ii) 71 #0 e 2 =0, diferenciagao estimulo-dependente; e

(iii) 71 #0 e 72 # 0, com os dois tipos de estimulos.

Pontos de equilibrio para (2.5) sdo procurados impondo dV'/dt = dY [dt = dZ[dt = 0 e resol-
vendo como um sistema de equagoes algébricas nas variaveis V', Y e Z. Com este procedi-

mento, implicitamente supoem-se que passado um periodo de tempo suficientemente grande
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as concentracoes de virus, linfécitos inativos e células efetoras praticamente nao variam em
funcao do tempo (se estabilizam).
(i) Diferenciagao estimulo-independente: Para v; =0 e 72 # 0, em (2.2), os pontos

de equilibrio sao dados pelas solucoes do sistema algébrico

0=YV -y V-pVZ (2.6)
O=py —puyY —aVy - vy (2.7)
0=8VY - uzZ + v 2, (2.8)

nas incégnitas V', Y e Z.

Para determinar pontos de equilibrio triviais, que representam situacoes com auséncia
de virus, impomos V' =0 em (2.6)-(2.8) e determinamos Y e Z. Supondo py >0 e uz # 72,
de (2.7) obtemos Y =1 e de (2.8), Z = 0. Logo, a tnica solugdo é V=0, Y =1e Z =0,
coordenadas de

EO = (V7777) = (07 170)

As barras sobre as variaveis sao apenas para indicar que os valores de V| Y e Z, no equilibrio,
nao estao mais variando com o tempo.

Agora, impondo V' # 0 em (2.6)-(2.8), de (2.7) e (2.8), respectivamente, obtém-se Y e
Z em funcdo de V. Substituindo estas varidveis em (2.6), V' pode ser escrito em fungao de
parametros do modelo. Assim, nao ¢ dificil verificar que existe apenas um ponto de equilibrio

nao-trivial:

E - (V.V.7)- ( py (pz = 72) (1 = py) Ky BVY ), (2.9)

v (pz =v2) (e + B) + By py + (a+ )V 1z =Y

que representa uma situacao em que passado um periodo de tempo suficientemente grande

o virus nao pode ser eliminado da corrente sanguinea (tem-se a presenga do virus, V # 0).
A anadlise de estabilidade de Ej e E; é estabelecida pela proposicao seguinte. No entanto,

primeiro consideremos o

Lema 2.1 O polinémio caracteristico associado a uma matriz As.s = (a;;) tem a forma:
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P(A) = A3+ a\? + a1 A + ag, cujos coeficientes sao dados por

—(&11 + Qg2 t a33),

a2

ay Q11022 +QA11G33 t Q22033 — (a12a21 + ai3as; + a23a32),

ap = Q11023032 + Q12091033 + Q13022031 — (12023031 + Q11022033 + A13021032).
A validade deste lema pode ser verificada sem nenhum artificio, apenas fazendo as contas.

Proposicao 2.1 Sejam py, @, puy, o, B e py parametros estritamente positivos. Além
disso, seja Y(V) =1V +72, com v1 =0 e v #0. Os pontos de equilibrio do sistema (2.5),
Ey = (0,1,0) e Ey = (V,Y,Z), dado em (2.9), sio localmente assintoticamente estdveis

(L.A.E) nas sequintes situagoes:

(a) pv>1epg>v=— FEy é L.AE,

(b)) py<lepz>vy=— E, é L.AFE.

Demonstragao. (a) Os autovalores da matriz Jacobiana de (2.5), linearizado em torno de

E07
1 2% 0 0
J(Eo) = -(a+B) —py 0 ; (2.10)
B 0 —(pz-7)

sao: A1 = 1=y, Ao =—py e A3 =—(uz —72). Das hipéteses puy >0, py > 1 e gz > s, 0s trés
autovalores sao negativos. Consequentemente, Fy é L.A.E.

(b) Para demonstrar este item, aplicamos o critério de Routh-Hurwitz (Apéndice B) aos
coeficientes do polinémio caracteristico associado a matriz Jacobiana de (2.5), linearizado

em torno de Ej,

0 |4 —QOV
J(EY) = =(a+B)Y —(uy +(a+pB)V) 0
5? 57 _(MZ —72)

Utilizando o Lema 2.1 a esta matriz, obtemos o polinémio caracteristico

p(N\) = X+ ao)? + a1\ + ag, (2.11)
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sendo,

as = py + (o + B)V + iz =72,
ar = (py + (a+B)V)(pz =72) + V(e + B)Y +pVEY,
ag=V(a+B)Y (uz —2) +¢V(uy + (a+B)V)BY -V (a+ )YV
=V(a+B)Y (1z —72) +¢Vuy fY. (2.12)
Da hipétese py < 1 e puy > 7, segue que V, Y e Z sdo positivos (veja (2.9)). Disto e de
[tz > Y2, resulta a; >0, 7 =0,1,2. Portanto, resta-nos apenas mostrar a segunda condi¢ao do

critério de Routh-Hurwitz: ajas —ag > 0. Definindo

1 = ,UY"'(OC"'ﬁ)V; Co = Uz — 72, c3:V(a+ﬂ)7,
OVRY, e c¢5= ch(oz + B)?BV,

Cy
vemos que
ajas —ag = (¢1 +co)(c1ca + c3 + ¢4) — €309 — cqc1 + 5 > 0.
Logo, E; é L.ALE. [

Nota 2.2.1 Nas condigdes do item (a), E1 ndo pertence a regido de interesse bioldgico, pois
V torna-se negativo (veja (2.9)). Nas condig¢ées do item (b), o ponto de equilibrio Ey ¢é

instavel, visto que Ay =1 — py € positivo.

(ii) Diferenciagao estimulo-dependente: Quando v; # 0 e 5 = 0, procedemos de

maneira analoga ao item anterior. Os pontos de equilibrio sao dados pelas solucoes de

0=YV -y V-pVZ (2.13)
0=py —puyY -aVyY - vy (2.14)
0=pVY —uzZ +mVZ. (2.15)

Se V=0, de (2.14) temos Y =1 e de (2.15), Z = 0. Portanto, como anteriormente, temos o
tinico ponto de equilibrio trivial Ey = (0,1,0). Se V' # 0, das mesmas equagoes, encontramos

Y = Hy o 72 VY
py + (o + B)V pz =1V

(2.16)
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Substituindo (2.16) em (2.13), V serd solugao da equagao de segunda ordem

+
Mv2—l(1—uv)l+(a+ﬁ)“—Z+‘p—6]1/+(1 )2 < o. (2.17)
ny My Hy M v

O discriminante desta equagao assume valor positivo para parametros nao nulos e tem a

forma

>
Il

[(1—Mv) +(a+ﬂ)“—z+“"—5] A=) L )2
2%

[(1 ) 21— (s )2 ]+2[<1 ) 2L+ (e ) ]W (*"5)

Ky

Consequentemente, teremos duas solugoes reais:

[(1 ,uv)lu—+( +B)—+M— \/_]

Hy

271(a+ﬂ) 219

sendo V, >0, quando puy <1, ou V_<0e V, >0, quando py > 1.
As solucoes V., e V_ fornecem dois pontos de equilibrio, E, = (V+,7+,7+) e E_ =
(V_,Y_,Z_), em que Y, e Z, sio obtidos substituindo V' =V, em (2.16).

Lema 2.2 Sejam V_ eV, dadas por (2.18) e suponhamos que os pardmetros nas expressoes

que definem V_ e V, sejam estritamente positivos. Entdo, Wz — %V_ >0 e puz - %V+ < 0.

Demonstracao. Consideremos a desigualdade

B

2[(1%); (@ +ﬂ)£]u—v<2[(1 2L+ o +ﬂ)“zl(’pﬁ

1247

valida para parametros estritamente positivos. Somando o termo
2 2
- 2o pz] (2]
v Ky v
a ambos os membros da desigualdade e extraindo a raiz, obtemos

‘(1—/;‘/)7 -(« +ﬂ)—+—<\/_
1 [y

Retirando o médulo e somando de ambos os lados o termo 2(« + 6)%, a desigualdade se
Hy

mantém. Assim,

(1- Mv)—+( +ﬂ)—+<p—6< A+2(a+ﬂ)’u—z
|37 Ky
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Organizando estes termos e multiplicando por 1/v1, resulta

gl pz  pB Iy Wz
~ ) L Rz (20 At Hz
[(1 MV)MV " (a+ﬂ)MY " % va 2v1(a+B) < T

O primeiro membro desta expressao é exatamente V_. Portanto, j; — v,V _ > 0.

A demonstracao de que py — 71V, < 0 segue de forma semelhante:

(1—uv)l— a+5)'u—z+(’0—5 <\/Z:>—(1—uv)l+(a )———<\/_:>(a+5)

2% Hy  pv
(_1_M)/L_v+,u_+\/_:>2(a+6) <(1_Mv)_+(a+ﬂ),u—y+,u—+\/_ %<
‘(1—/1\/)’3 +( +ﬂ)’uz+ +\/_‘|271(a+ﬂ) /Lz—")/lv+<0. | ]

Nota 2.2.2 O Lema 2.2 garante que Z_ >0 e Z, <0. Como consequéncia, E, ¢ Q e, quando
py < 1 (condicdo necessdria para que V_ >0 e Y_ >0, veja (2.16) e (2.17) ), E_ € Q. Em
outras palavras, para que exista ao menos um ponto nao-trivial, E_, na regiao de interesse

biolégico, a condicao puy <1 deve ser obedecida.

Seguindo a mesma notagao do caso (i), representamos o ponto de equilibrio nao-trivial

por By = (V,Y,Z), lembrando que para (ii),
B =(V,Y,Z)=(V_,Y_,Z), (2.19)

sendo V_ dado por (2.18) e as componentes Y _ e Z_ obtidas com a substituicio de V por

V_em (2.16).

Proposicao 2.2 Sejam py, ¢, py, a, B e pgy parametros estritamente positivos. Considere
YT(V)=mV+72, comy #0 ey =0. Os pontos de equilibrio do sistema (2.5), Eq = (0,1,0)
e By = (V,?,?), dado por (2.19), sao localmente assintoticamente estdveis nas sequintes

situacoes:

(a) py>0,uz>0epuy>1=— Ey é L.AE;

(b) puy>0,uz>0epuy<1l=— E; é L.AFE.
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Demonstragao. (a) Para (ii), os autovalores da matriz jacobiana de (2.5), linearizado em

torno de Ej,
1-py 0 0
J(Eo)=|-(a+B) -py 0 [, (2.20)
B 0  -—pz
sa0: Ay =1 -y, Ao =—py e A3 = —uz. Logo, a hipdtese uy > 1 implica que Ey é L.A.E.
(b) Aplicando o Lema 2.1 a

0 \% —ng
J(E1) = ~(a+B)Y —(puy +(a+p)V) 0 )
5? + 717 BV ~(pz - 71V)

obtemos o polinomio caracteristico
p(N) = X+ a)? + a1\ + ag, (2.21)
sendo,
ag = py + (a+B)YW+puz -1V,
(ny + (a+ B)V)(pz -nV) +V(a+B)Y + oV (BY +nZ),
V(e+ B)Y (uz =nV) + oV (uy + (a+B)V)(BY +1Z) +
~¢V(a+B)Y BV

= V(a+B)Y (g —nV)+oVuy (BY + 1 Z) + oV (a+ BV Z.

ai

Qo

Da condicao gy < 1 e do Lema 2.2, temos que V >0, Y >0 e Z > 0. Portanto, a; >0,
7 =0,1,2. Resta-nos verificar a segunda condi¢ao do critério de Routh-Hurwitz: ajas—ag > 0.

Denotando por

cCp = ,uy+(0é+ﬂ)v, 02=/LZ—’717, C3=V(Oé+6)?,
Cqy = W(57+ ’717)7 € G5 = 907(04 + 6)?67,
segue que
ajas —ag = (c1 + ca)(c1ea + c3+¢4) — c309 — 401 + 5 > 0. (2.22)

Portando, para uy <1, E; é L.ALE. ]
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Nota 2.2.3 Como py <1 é uma condi¢do necessdria para que V_>0 e Y_>0 (veja (2.16)
e (2.17)), para o item (a), Ey ndo pertence a regido de interesse bioldgico. Nas condigoes do

item (b), Ey € instdvel, pois o autovalor A\; =1 — py € positivo.
(iii) Quando v, #0 e v, # 0, os pontos de equilibrio sdo as soluges de

0=YV -puyV-pVZ
0=py —puyY -aVY -pvVyYy
0=pVY = (uz-7)Z+mVZ.

Definindo fiz = pz — 2, quando pz > 79, recaimos no caso (ii) e os cdlculo algébricos seguem
de maneira idéntica, bastando substituir 1z por fiz em todas as expressoes em (ii). Quando
pz < Yo, dZ]dt = BVY + (vo — uz)Z + nVZ > 0 para todo t. Semelhante ao caso (i), Z
cresce indefinidamente, com uma pequena diferenca de que o crescimento é um pouco mais
acentuado devido ao termo 1,V 7.

As Figuras 2.2 e 2.3 resumem o comportamento tipico das solugoes de (2.5). Na
primeira, (a) representa uma situagao em que apds o surgimento de particulas virais na cor-
rente sanguinea, a concentracao de células T-CD4* inicialmente decai de seu valor normal
(representado pelo ntimero 1, no eixo vertical), enquanto isso, ocorre um aumento da con-
centragao de células efetoras (resposta imunoldgica). Ao final, as concentragoes de virus,
células T-CD4* e efetoras fixam-se, respectivamente, nos valores 0, 1 e 0, dados pelo ponto
de equilibrio trivial Fy = (0,1,0). Em (b), inicialmente a concentragao viral aumenta e apds
atingir um pico, que representa uma alta concentracao viral, decresce e fixa-se, assim como
as demais populacoes, no valor correspondente ao dado pelo ponto de equilibrio nao-trivial
Ey, = (V,Y,Z). Em (c), o ponto de equilibrio trivial é instavel, tem-se a eliminacio das
particulas virais e recuperacao do ntimero de células T-CD4* a niveis normais, mas uma vez
iniciada a resposta imunoldgica, a concentracao de células efetoras cresce indefinidamente.
Este crescimento atipico da populacao de células efetoras também pode ser verificado em
(d). Nesta, o ponto de equilibrio nao-trivial é instével.

Na Figura 2.3, os itens (b) e (d) ndo apresentam grandes diferencas em termos de com-

portamento (apenas uma pequena alteracao nos valores de equilibrio, que pode ser percebido
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Figura 2.2: Comportamento tipico das solugoes de (2.5), para o caso (i). Parametros fixos utili-
zados nestas simulagoes: 1 = 0; ¢ =0,6; a = 0,001, 8 =0,17; puy =0,15; uz = 0,25. Parametros
varidveis sdo puy e 72, que assumem, respectivamente: (a) 1,1 e 0,23; (b) 0,4 e 0,23; (c) 1,1 e 0,26;

e (d) 0,4 e 0,26. Valores iniciais utilizados sao: V(0) =0,1; Y(0) =1 e Z(0) = 0.
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Figura 2.3: Comportamento tipico das solugoes de (2.5), para o caso (ii). Parametros fixos
utilizados nestas simulagoes: v =0; ¢ =0,6; = 0,001, 8 =0,26; puy =0,15; uz = 0,25. Parametros

varidveis sdo py e 72, que assumem, respectivamente: (a) 1,1 e 0,23; (b) 0,4 e 0,23; (c) 1,1 e 0,26;

e (d) 0,4 e 0,26. Valores iniciais utilizados sdo: V' (0) =0,1; Y (0) =1 e Z(0) = 0.

olhando as curvas referentes a concentracao de células efetoras). Podemos observar que para

py > 1, (a) e (¢), a populagao viral é eliminada da corrente sanguinea e para puy < 1, (b)
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e (d), ela permanece. As Figuras 2.2 e 2.3 exibem comportamentos parecidos. A principal
diferenca, entretanto, é que na ultima néo ocorre o crescimento desordenado, (c) e (d), da
populacao de células efetoras, estando assim mais coerente com o comportamento conhecido

do sistema imunologico.

2.3 Declinio das T-CD4" ao Longo dos Anos

Na secao anterior, fixando ¥ = 0, abordamos o inicio da infeccao pelo HIV, até o ponto em
que o virus se estabelece na corrente sanguinea. Com o passar dos anos, o enfraquecimento do
sistema imunologico torna-se acentuado, nao sendo possivel desprezar o efeito de W. Nesta
segao, assumindo ¥ # 0, estudamos (2.4) para um longo periodo de tempo, além da fase
inicial.

Cabe ressaltar que, do ponto de vista matematico, nao conhecemos um método para
analisar o sistema integro-diferencial (2.4). Portanto, focando nossos objetivos, apenas deli-
neamos as idéias principais de uma possivel abordagem.

Primeiramente, com a mudanga de parametros & = 0® e ® = fuy, escrevemos (2.4) na

forma
dv 72
=YV -y V-oVZ+5——V
dt ald y +UZQ+F2
dY 72
ar l-—=——0|-uyY -aVy - VY 2.23
dt “Y( Z2+F2) s e 0 223)
dz
— =BVY —uzZ+7YZ,
dt
em que

_ t
7 - [ Z(s)ds (2.24)
0
e, por simplicidade, consideramos
T = Y2

Para F suficientemente grande, enquanto o esforco Z é pequeno, o termo Z2 / (Z 2+ F?) tem

pouca influéncia na dinamica de (2.23). Portanto, desprezando este termo, para a fase inicial
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de infeccao, tem-se o comportamento analisado no item (i) da segao anterior. Naquele caso,

a Proposicao 2.1 garante que:

Se puy >1e uy>7T, as particulas virais sao eliminadas. (2.25)

Se puy <1 e uy>7, as particulas virais nao sao eliminadas. (2.26)

O problema persiste quando o virus consegue se estabelecer na corrente sanguinea, isto é,

quando puy <1 e puz > Y. Nestas condigoes, como a variavel Z é positiva, espera-se que a

integral em (2.24) seja divergente e, assim, tlimZQ/(ZQ +F?) = 1. Logo, supondo que o virus
— 00

se estabeleca na corrente sanguinea, aproximamos (2.23) por

% =YV -uyV-pVZ+5V,

dY

I =py(1-0) - pyY —aVY - gVY,
C;—f _BVY -y Z+ Y7,

Os pontos de equilibrio deste sistema sao dados pelas solucoes de

0 = YV-uyV-pVZ+5V,

o
Il

jiy (1= 0)-py Y —aVY - BV,

o
Il

BVY -y Z+YZ.

Procedendo como nos itens (i) e (ii), da se¢ao anterior, vemos que um possivel equilibrio
trivial é representado por Fy = (0,1-6,0) e um nao-trivial, por
B _( py (pz -1)(1-6-Uy) py (1-6) sVY )
1- 9 > )
Uv(pz =)+ B)+oBuy(1-0)" py +(a+ BV pz-T

em que Uy = py — 0.

(2.27)

Sendo V >0, as coordenadas Y e Z de E, sdo positivas quando 0 <@ <1 e uy > Y. Para
determinar quando V' > 0, consideramos o caso Uy < 0 (raciocinio parecido pode ser utilizado
para Uy > 0). Quando Uy <0, da imposigao de que o denominador da primeira componente

em (2.27) seja positivo, V > 0 se

©Buy(1-10)

<G -D@+)

(2.28)
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Realizando simulagoes numéricas para (2.23) com parametros obedecendo esta desigualdade
e as condigoes py < 1 e puz > Y, que segundo (2.26) determinam a permanéncia do virus
além da fase inicial, foi possivel reproduzir o decaimento do ntmero de células T-CD4* ao
longo dos anos. Por outro lado, quando puy > 1 e pz > T, mesmo sendo obedecida a condi¢ao

(2.28), observamos (2.25).

A Figura 2.4 ilustra o comportamento da solugao de (2.23), para um conjunto de parametros
satisfazendo (2.28). Os graficos ilustrados sao para quando as restrigdes py < 1le uz > T
também sao safisfeitas. Ou seja, o virus se estabelece na corrente sanguinea. O valor 1
para a concentragao representa o valor de homeostase das células T-CD4*, em média, 1000
células/mm?3. Sendo assim, podemos pensar o eixo vertical como estando na escala 1:1000.
Note que, para um periodo de 100 semanas, estes graficos sao semelhantes ao da Figura 2.2
(b) e a concentracao de células T-CD4* estd um pouco abaixo do valor de homeostase. O
periodo em que o sistema imunoldgico consegue responder a infecgao, mantendo o niimero de
células T-CDA4* razoavelmente préximo do valor de homeostase, esta diretamente relacionado
com o valor do parametro F. No primeiro grafico, F' = 1000, ao longo de aproximadamente
10 anos (linha vertical pontilhada), a concentracao de células T-CD4* ficou bem abaixo de
200 células/mm?; no segundo, aproximadamente 200 células/mm?3; no terceiro, por volta de
400 células/mm?3; e no dltimo, o enfraquecimento nem ¢é sentido (¥ = 0). Podemos obser-
var nestes graficos que quanto maior o valor de F', por mais tempo o sistema imunologico

mantém o numero de células T-CD4+ elevado.

Fixando py > 1 e pyz > 79, semelhante ao caso ilustrado na Figura 2.2 (a), o sistema se

estabiliza em Fj = (0,1,0), Figura 2.5.

O modelo estudado neste capitulo, o qual formulamos a partir de informagoes bioldgicas,
captura as principais caracteristicas do processo de desenvolvimento da infeccao pelo HIV,
descrevendo as fases inicial, o periodo de laténcia clinica e mostrando que a redugao do
nimero de células T-CD4" ao longo dos anos pode ser vista como consequéncia do enfraque-

cimento do Sistema Imunolégico.
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Figura 2.4: Comportamento de (2.23) para diferentes valores de F', quando puy < 1. O caso
F — oo corresponde a situagao W = (. Parametros utilizados: puy =0,4; ¢ =0,6; uy =0,15;
a =0,001; 8 =0,17, uz = 0,25; v1 = 0; e 75 = 0,24. Valores iniciais: V' (0) = 0,000001;
Y(0)=1e Z(0)=0.
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Figura 2.5: Comportamento de (2.23) para diferentes valores de F', quando py > 1 e puz > 7.
O caso F' — oo corresponde a situacao F = 0. Parametros utilizados: puy = 1,1; ¢ = 0,6;
py =0,15; a =0,001; 8=0,17, pz = 0,25; 71 = 0; e 72 = 0,24. Valores iniciais: V' (0) =0, 1;
Y(0)=1e Z(0) =0.

2.4 Modelagem da apoptose

Ao final das respostas imunolédgicas, quando o antigeno é contido, o grande aumento do

nimero de células que foram ativadas para combater o virus é controlado com a morte das
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mesmas por um processo chamado apoptose, ou morte programada, devido a auséncia de
estimulos para a sobrevivéncia e a ativagao de fatores de autodestruigao [1] [21]. Pode-se
alterar o modelo apresentado, evitando o grande crescimento do ntimero de células efetoras,
incluindo na modelagem o processo de apoptose. Para ilustrar isto, uma maneira simples de

modelar a apoptose é dada por:

tz, se V>V, V, se V>V,
Uz = eV =
oo, se V<V, 0, seV<V.

Nestas igualdades, V. representa um valor critico para a carga viral (menor valor da carga
viral que possa ser identificado por exames) abaixo do qual é considerada nula. O simbolo
oo para a taxa de mortalidade das células efetoras, quando V < V., representa um valor
extremamente elevado para a taxa de mortalidade, uyz, e pode ser interpretado como um
repentino suicidio das células efetoras apds a eliminacao do antigeno.

A Figura 2.6 ilustra o efeito desta modelagem. Os graficos foram obtidos utilizando
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Figura 2.6: Devido a apoptose, o nimero de células efetoras decai apds a elimina¢ao do antigeno

e recupera-se a homeostasia.

os mesmos parametros da Figura 2.2, itens (c) e (d), respectivamente. Como valor critico

fixou-se V. = 0,001. Quando a concentracao viral torna-se abaixo deste valor, tem-se uma
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forte queda no ntimero de células efetoras e o sistema imunoldgico recupera seu estado de

homeostase.

2.5 0O Uso de Medicamentos

Atualmente, dispoe-se das seguintes classes de drogas antirretrovirais (ARV’s) para o
tratamento do HIV: inibidores da transcriptase reversa analogos de nucleosideos, inibidores
da transcriptase reversa nao analogos de nucleosideos, inibidores da protease, inibidores
da integrase, antagonistas de CCR5 e inibidores de fusdo [24]. Com a disponibilidade de
diferentes classes de ARV’s e o uso de coquetéis anti-HIV foi possivel reduzir a morbidade e
mortalidade de individuos soropositivos [7].

A modelagem de um tratamento pode ser feita representando a eficiencia de ARV’s como
parametros que assumem valores entre 0 e 1 [28] [44], por meio de equagoes diferenciais
impulsivas [51], ou ainda modelando a dinamica de drogas ARV’s [52]. No presente trabalho,
para ilustrar como o uso de medicamentos pode afetar os resultados aqui obtidos, utilizamos
a primeira maneira.

Incluimos a eficiéncia de um tratamento no modelo trocando o termo

~ 7n _ t
UZ)= b com 7= fo Z(s)ds, (2.29)
por
U(Z)=d [(1—2{)2’]” com del0,1] e Z:[tZ(s)ds (2.30)
[(1-d)Z]" + F~' ’ 0 ’

d representa a eficiencia de um coquetel anti-HIV.

Ao considerarmos a varidvel Z multiplicada por (1 - d), implicitamente supomos que a
eficiencia de um coquetel pode reduzir o esforgo necessario para conter a infeccao. O valor
d = 1 corresponde a 100% de eficiéncia, caso em que ¥ = 0, e a dinamica do modelo reduz-se a
de (2.4). Se d =0, tem-se o modelo sem tratamento. Supondo 0 < d < 1, podemos reescrever
(2.30) como

V(7)==

Zn+(i)n7

_ t
com de(0,1) e Z:f Z(s)ds. (2.31)
0

1-d
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Segundo esta expressao, quanto mais eficiente for o medicamento por mais tempo o sistema
imunolégico pode resistir a infecgdo e menos o enfraquecimento serd sentido (para ver isto,
basta pensar em d préximo de 1, e lembrar das interpretagoes de ¥ e F'). Em outras palavras,
o uso de medicamentos pode influenciar os resultados do modelo alterando o efeito de F',
como se simplesmente trocassemos o valor deste parametro, no modelo sem tratamento, por

outro maior e equivalente a F; = F'/(1 - d).

2.6 Um pequeno resumo e algumas observacoes

Com o modelo construido neste capitulo, ao abordarmos a fase inicial da infeccao pelo
HIV, observamos que se a diferenciacao nao depender da sinalizacao do antigeno, as células
efetoras podem crescer indefinidamente, Figura 2.2 (c) e (d).

A condicao uy < 1 € crucial para a estabilidade do ponto de equilibrio que representa a
situagao em que o virus se estabelece na corrente sanguinea. Ao reescrevermos esta condicao
em termos dos parametros dimensionais, encontramos um limiar ag = py /n(1-¢)Y},, que nao
depende da acao de anticorpos, mas do efeito das células T-CD8*. O virus é eliminado para
valores de «, taxa de infeccao das células pelo virus, abaixo deste limiar e se estabelece para
valores maiores. Desta forma, quanto maior o mais eficiente o virus deve ser para conseguir
propagar a infeccao.

Analisando «g, que depende de uy, 7, € e Y, podemos observar que se o nimero de
particulas virais produzidas por célula infectada, n, ou o valor de homeostase das células
T-CD4", Y}, forem elevados, o limiar torna-se menor e, portanto, maior a dificuldade para
eliminar o virus. Por outro lado, o aumento do valor de uy, que corresponde a inativagao
viral, eleva o limiar. A intervencao por meio do uso de antirretrovirais, como os inibidores
de transcriptase reversa, que incorporando-se a cadeia de DNA que o virus cria tornam-na
defeituosa, pode ser considerada como uma forma de aumentar o valor de uy e, consequente-
mente, do limiar. O parametro «g, também permite notamos que outra possivel intervencao
para eliminar o virus seria pensar em estratégias que melhorem o efeito das células T-CD8*

(aproximar ¢ de 1).
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Por meio da introducao do termo de exaustao cumulativa, além da fase inicial, foi possivel
reproduzir a diminui¢do do nimero de células T-CD4* ao longo dos anos e o crescimento
da populacao viral, Figura 2.4, mostrando que a deplecao do sistema imunoldogico pode ser
vista como resultado de um enfraquecimento, devido a um esforco cumulativo ao longo de

anos.

Os resultados aqui apresentados deram origem a um artigo [35]. Esperamos que o tra-
balho publicado possa nortear e servir de base para pesquisas posteriores, uma vez que traz
a formulacao de termos ainda nao vistos em outros modelos, tais como: enfraquecimento
do sistema imunolégico, representado pelo termo de exaustao cumulativa (¥); resisténcia do
sistema imunolégico (F); e esforco cumulativo (Z). Estas expressoes fornecem uma forma
alternativa de abordar uma importante questao, ainda polémica: “Qual o momento ideal
para iniciar um tratamento com ARV’s?”. Subsidios para a resposta talvez sejam encon-
trados em outras questoes como: “Qual o resultado esperado ao iniciar o tratamento em
um determinado momento em que o sistema imunolégico encontra-se com um certo grau de
enfraquecimento?”, “Quando a resisténcia do sistema imunolégico pode ser considerada sufi-
ciente para resistir a infeccao sem o uso de medicamentos?”. Claramente, estas também sao
dificeis de serem respondidas, mas o modelo aqui apresentado traz uma primeira formulacao
matematica que possibilita pensarmos em tal abordagem.

Uma continuagao interessante do trabalho citado, ou outro rumo que poderia ser tomado
a partir deste capitulo, seria tentar quantificar algum dos parametros comentados e explorar
um pouco mais a questao do tratamento com medicamentos, confrontando com dados de
pacientes. Para este fim, possivelmente mais caracteristicas bioldgicas devam ser incluidas

no modelo. No entanto, devido ao nosso foco, estas questoes nao serao tratadas aqui.

2.7 Preltidio a uma estratégia viral

Foram ilustradas duas possibilidades de eliminacao do virus da corrente sanguinea de
um individuo: quando a taxa de infecgdo nao ultrapassa o limiar o = py/n(1 - €)Y} (ou na

forma adimensional, py > 1, Figura 2.2 (c)); e quando a resposta imunoldgica é muito forte
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(h4 uma grande proliferacao de células efetoras, uy < 72, Figura 2.2 (d)). Entretanto, no
caso real, normalmente o HIV nao é eliminado pelo sistema imunolégico. Entao por que o
modelo permite a eliminacao? Isto pode parecer um pouco contraditério e, portanto, cabe

algumas reflexoes.

Primeiramente, o fato do virus na maioria das vezes nao ser eliminado pelo sistema
imunolégico nao implica que isto seja impossivel. Existem situagoes em que pessoas foram
expostas ao HIV, demonstraram indicios de resposta imunoldgica, porém eram soronegativas
ao virus [2] [6] [16] [30] [48] [49] [50]. Dois casos bastante interessantes, relacionadas a
eliminacao do virus, diz respeito ao caso de um grupo de 200 prostitutas do Quénia [17], e ao
de um americano [3] [25], referenciado como “paciente de Berlim”, que ap6s um trasplante
de medula éssea, mesmo interrompendo o uso de antirretrovirais, trés anos depois ainda nao

apresentava carga viral detectavel.

As profissionais do sexo, conhecidas como “prostitutas de Nairobi”, desenvolveram um
peculiar sistema imunolégico que lhes confere imunidade ao virus, cuja eficiéncia justifica-
se por uma poderosa agao de células CTL (ou T-CD8) de maneira mais eficiente que na
maioria das pessoas [17]. Ao passo que, o paciente de Berlim adquiriu de um doador células
que apresentavam uma mutacao genética no receptor de membrana CCR5, a CCR5-A32,

que o impede de ser utilizado pelo HIV para a infecgao [25].

O modelo matematico faz lembrar os dois casos citados, devido as estratégias de acao
que aparentemente foram as chaves para a contencao viral: uma forte resposta imunoldgica
mediada por CTL’s; e uma reducao na taxa de infeccao devido a uma mutacao genética. Elas
parecem estar em concordancia com as formas de eliminacao do virus previstas pelo modelo.
Afinal, se a infeccao de células diminui, maior a dificuldade do virus em superar o limiar «y
e assim se estabelecer no hospedeiro (paciente de Berlim); e se o ntimero de células efetoras
aumenta, supondo que a eficiéncia destas nao diminua, mais forte é a resposta imunoldgica

(prostitutas de Nairébi).

Uma das grandes extratégias utilizadas por um virus para escapar das defesas do sistema
imunolégico é mudar suas propriedades antigénicas por meio de mutagao [58]. De alguma

forma, as respostas imunoldgicas das quenianas parece ter contornado este problema. Pois
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tém-se demonstrado vitoriosas com relacao ao HIV, que é extremamente mutavel. As in-
formacoes contidas neste e nos paragrafos anteriores, sugerem uma resposta para a pergunta
do porqué o modelo apresentado neste capitulo permite a eliminacao do virus: No primeiro
caso, quando a taxa de infeccao é menor do que o limiar, o modelo permite a eliminagao viral
porque, ainda que em situacoes especificas, isto demonstra-se possivel. Se nao ocorre com
frequeéncia é porque a taxa de infecgao normalmente deve superar o limiar. No segundo caso,
com uma forte resposta imunolégica, é porque nao foi considerada nas equacoes a mutacao

viral. Assunto que sera abordado na sequéncia.
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Capitulo 3

Mutacao como Tatica de Evasao

Neste capitulo, formulamos um modelo em que o surgimento de novas cepas de HIV ¢é
interpretada como um processo difuso-advectivo, como consequéncia, identificamos a veloci-
dade de solucoes na forma onda viajante a de ocorréncia de mutacoes. Determinamos uma

equacao para a velocidade da onda e a estudamos em funcao dos parametros envolvidos.

3.1 Introducao

Antes do material genético viral integrar o genoma celular ele é transcrito para uma
forma de DNA chamada pré-virus (Capitulo 1). A transcriptase reversa, responsavel por
esta transcricao, é altamente propensa a erros, cerca de 10.000 a 100.000 vezes mais do que
a DNA polimerase [27], e contribui para o acimulo de mutagoes pontuais (substituicoes,
duplicagoes, delecgoes e insergoes) de forma que cada novo virus, embora muito semelhante
ao que lhe deu origem, pode carregar pequenas diferencas genéticas que permitem um escape
das defesas do sistema imunoldgico [22] [36] [41].

Mudangas mais drasticas no genoma viral normalmente surgem como consequéncia da
recombinacao génica, que ocorre quando o material genético de virus diferentes estao presen-
tes em uma mesma célula e associam-se permitindo o surgimento de novas cepas virais [60].
Alteracoes no genoma viral provocadas por recombinacao sao chamadas de shift antigénico

e devidas a mutagoes pontuais, drift antigénico [36].

43
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A conjugacao dos fenomenos de drift e shift antigénicos permite a existéncia de uma
elevada diversidade genética de HIV’s [27] [36] [60]. Individuos infectados parecem abrigar
uma quase-espécie do virus (populagao intimamente relacionada mas de distintos genomas)
com uma distribui¢ao ampla sobre o espaco de sequéncias [41]. Embora conhe¢amos que tais
sequencias sao o que determinam caracteristicas estruturais, e consequentemente fenotipicas,
nao é totalmente conhecido como as alteragoes genéticas podem influenciar o fenétipo viral.

Matematicamente, podemos imaginar que cada mudanca no fendtipo viral, em termos
de antigenicidade, devido a uma alteracao genética, corresponde a um ponto sobre um eixo
unidimensional, chamado eixo dos fenotipos, e que supomos imitar a evolucao do HIV ao

longo do tempo em que um individuo permanece infectado, Figura 3.1

Espago dos fenotipos X

Figura 3.1: Representacao pictorica para a evolucao do HIV. Cada ponto no eixo = representa

uma variacao da espécie viral.

Idéias semelhantes as utilizadas aqui, em que a evolugao ocorre sobre um espaco unidi-
mensional, também podem ser encontradas nos trabalhos [22], [32] e [56]. Em [22] e [506]
apresenta-se um modelo, compartimental de duas equagoes, para a evolucao de um patdgeno
(virus, bactéria e protozodrios). O modelo em [22] é muito semelhante ao proposto em [56]
mas difere pela inclusao e adaptacao de parametros que permitem o estudo de reacao cruzada
na estimulagao antigénica. Enquanto [22] e [56] abordam a evolugao de um patégeno ao nivel
microscopico, em [32] foca-se a atengdo na dinamica inter-hospedeiro, com um modelo da

forma SIR [39] que leva em consideracao a evolugao do virus da influenza A mediante drift
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antigénico.

A principal semelhanca de nosso modelo com aqueles comentados é o estudo do fenomeno
de mutacao por meio de uma equacao de difusao-adveccao. A qual deduzimos a seguir,
fazendo uma analogia com o movimento aleatério de uma particula [57] em um espago

unidimensional.

3.2 0O modelo

Considere uma cepa viral 7 como um ponto sobre uma linha enumerada, com espaca-
mentos de tamanho Az, e suponhamos que ela possa dar origem as cepas jq € j., Figura

3.2. Assim, cada mutacao necessaria para gerar uma nova cepa viral pode ser pensada como

Ry R
je e j-l ] j+1 LA ]d
—_—
AX

Espaco dos fenotipos

Figura 3.2: Esquema para obtencao da equacao de difusao no nétipos.

um deslocamento de tamanho Ax de um ponto para um adjacente. Suponhamos que estas
mutagoes ocorram com probabilidades py para a direita (sentido de j4), p. para a esquerda
(sentido de j.) e p; de mutagoes letais, sendo p = pg + pe + p. Quando pg > pe (Pg < pe), ©
surgimento da cepa j4 € favorecido; pg = pe, ja € Je possuem iguais chances de serem geradas.
Seja V; j o tamanho da populagdo da cepa j apds k passos (k pequenos intervalos de tempo)
e N o numero esperado de copias. Entao, o tamanho da populacao da cepa j apds o préximo

passo é o tamanho da populagdo provinda de j, [1+ (1 -p)N]V, mais o que foi originado
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de pontos adjacentes, peNVj.1k +palNVj_1 . Ou seja,
Vika = [1+ (L =p)N]V; i+ peNVjii g + paN Vi1 g (3.1)

Se r = jAx e t = kKAt, assumindo que Az e At sao suficientemente pequenos, podemos

reescrever (3.1) como:

V(z,t+At) - V(x,t)

NV (2,t) - piNV () + p.NV (2 + Az, £)

(e + )NV (2,8) + paNV (& = A, 1)

= NV(2,t) - p NV (z, t)+%(pe 4+ pa) N[V (& + A, 1)

SOV () + V(x - Axt)] - %(pd _p )NV (2 + Az, )
V(2= Axb)], (3.2)

V(x,t) representa a densidade de uma cepa viral 2 em um instante ¢. Utilizando expansao de

Taylor em ambos os lados de (3.2) com respeito a Az e At em torno de x e t, respectivamente,

obtemos
D At o((A1)?) = NV t)-piV V()2 s p) V2D (A
G- pIN L) ar s (a0 33)

Assumindo que, quando Az e At aproximam-se de 0, N/At, pyN, (pe + pa) N(Ax)? e (pg -
pe) NAx decrescem com mesma magnitude que At, isto é, existem ndmeros g, fiy, D e w

tais que

N e plN

_ (pe + pa) N (Ax)? (pa —pe)NAz
- N .V} ) D —_— R
INREAN S 2AL ¢ N, “

aproximamos a equagao (3.3) por

oV 2V oV
_ pZY v 4
or TPV oV D s wa (3-4)

Usualmente, o parametro D representa o grau de dispersao aleatéria e é chamado de coefici-

ente de difusao; a velocidade w é referenciada como advecgao (ou transporte) [57]. Continu-

aremos chamando de coeficiente de difusao e transporte, apenas observando que esta difusao
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e este transporte ocorre num eixo de variantes antigénicas. Assim, D mede como as cepas
estao aleatoriamente dispersas no eixo de fenoétipos e w, a velocidade com que mutagoes
ocorrem em uma direcao privilegiada. A aleatoriedade e lentidao no processo de divusao
permite, de maneira natural, associarmos D ao efeito drift. Supondo que a presenca de mais
de um genoma viral em uma célula possa aumentar a probabilidade de mutacao no sentido
de alguma cepa, w é um parametro que pode ser influenciado pelo efeito shift; ou ainda, pela
pressao seletiva oferecida por antirretrovirais.

Para considerar a dinamica de células do sistema imunoldgico, assumimos a taxa de

produgao viral proporcional ao niimero de células infectadas,
pV =pl,

e incluimos a acao de células efetoras (termo —pV' Z) na equacao (3.4). Com isto, obtemos

o modelo
oV 0%V oV
— =pl - - Z+D—F —w—o
gr ~ LoV eV Dgg mwgs
a—Y=l€ - uyY — aVY - VY,
oz '
E:BVY - uzZ + YZ,
%=OA/Y - ozl — rl.

Note que o parametro jiy também foi trocado por py. Como no capitulo anterior, puy
representa nao apenas mutagoes letais mas, de maneira um pouco mais geral, um taxa de
inativacao viral que também pode ser dada por algum outro fator. A varidvel V = V(x,t)
representa a populagao de virus do tipo z no instante t; Y = Y (x,t) e Z = Z(x,t) representam,
respectivamente, as populacoes de linfécitos inativos e ativados, com receptores para z; e
I =1(x,t), células infectadas por x. As relagoes entre as varidveis e taxas presentes em (3.5)
encontram-se na Figura 3.3. A ilustragao corresponde a “dinamica homogénea no espacgo de
fenétipos” (w=0e D =0).

Embora algumas notacgoes e interpretagoes sao como no capitulo anterior, a seguir apre-

sentamos o significado dos parametros presentes em (3.5).

1. «, taxa de infeccao das células inativas devido ao contato com o virus;
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Medula éssea

J produz J K
morre infecta morre A% aVyY @ uyY
Resposta produz origina A pl aVyYy
humoral
ativa BsvVY
C Resposta C Ak
multiplica celular YZ
J morre morre J Uz ]
(a) Bioldgico. (b) Matemético.

Figura 3.3: Diagramas representando a dinamica do modelo (3.5)
2. py, taxa de inativacao viral (replicacao defeituosa, sair da circulagao sanguinea, etc);
3. p, taxa de eliminacao de virus devido a acao de anticorpos;
4. K, taxa de reposicao de células inativas pela medula dssea;
5. py, taxa de mortalidade das células inativas;
6. [, taxa de ativacao das células inativas;
7. uz, taxa de mortalidade das células ativadas;
8. T, taxa de diferenciacao das células ativadas;
9. ¢, acao das células citotéxicas (chamada de € em (2.1));

10. p, taxa com que particulas virais produzidas por célula infectada sao liberadas na

corrente sanguinea;

11. r, taxa de mortalidade de uma célula infectada.
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A fim de diminuir o nimero de parametros, adotamos a mudanca de variaveis:

\% Y 7 I Y

Yh_i> V*:_7Y*:_> Z*:_>I*:_a MV*:M_V> gp*:u’

Hy Yi Ys Ys Yi p p
w* = Lw ILLY* = ILL_Y a* = Of—)/h /6* = % /"LZ* = M_Z T* = —

VoD p p’ p P p’

Y
¢*=@, r*zf, t“=tp e x*-= L (3.6)

p p D

Com isto, (3.5) é escrito na forma adimensional

ov o*V ov

A OV T+ =

o oV VI s

—Y:,uy - wyY — aVyY - pgvVY

ot 3.7)
07 7 (3.
EzﬁVY—,uZZ+TZ

1

%zaVY—¢ZI—rI

que apresenta trés parametros a menos que as equagoes originais, p, K e D. Os asteriscos

das novas variaveis foram omitidos para nao sobrecarregar a notagao.

3.3 Dinamica Homogénea no Espaco de Fenétipos

Quando nao hé variagdo na espécie viral (D =0 e w = 0) as varidveis V, Y, Z e I nao
dependem da coordenada espacial x e o estudo de (3.5) se reduz ao do sistema de equagoes

diferenciais ordindrias

av

-V -pVZ

di % ¥

Y

d—:uy—uyY—aVY—ﬁVY

P - ®
EZBVY—/L2Z+TZ

1

%:QVY—¢ZI—TI

O comportamento deste sistema é o que chamamos de dindmica homogénea de (3.5). A
analise deste caso permite compreender melhor o nao-homogéneo.

Os pontos de equilibrios de (3.8) sdo determinados resolvendo-se o sistema de equagoes
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algébricas, nas incégnitas V', Y, Z e I, dado por

0=1-u,V-9oVZ (3.9)
O=py —puyY —aVy - vy (3.10)
0=BVY -y Z+YZ (3.11)
0=aVY -¢ZI-rl. (3.12)

Assumindo V =0 em (3.9)-(3.12), como temos feito até entdo, facilmente obtém-se o ponto
de equilibrio trivial Ey = (V)Y, Z,1) = (0,1,0,0).
Agora, para V # 0, das equagoes (3.10)-(3.12), respectivamente, seguem as relagoes

Iy psvVY aVy
Y = = I= ) 3.13
py + (a+ BV’ pz =T’ ¢ r+oZ (3.13)

Ao substituirmos (3.13) em (3.9), manipulando algebricamente, obtemos uma equagao de

segunda ordem, na incégnita V', dada por
M[N-+r(a+B)JVAH Mrpy +py N+r(a + B)(uv—g)]uny(uv_g) =0,
r r

sendo M = [py (pz = T)(a+B) + eBuy]/[ny(pz = Y)] e N =¢Buy/(uz —Y). Logo, podem

existir duas solucoes reais

~ -B+vVB2-4AC

V+ 54 ,

(3.14)

emque, A=M[N+r(a+p)], B=Mruy+pyN+r(a+8)(py—afr)eC=ruy(uy —ar)
sao os coeficientes da equacao. Como estamos interessados em solugoes reais e positivas, em

(3.14), devemos impor C < 0 para termos V., > 0. Disto resulta a condigao
wy < 2 (3.15)
r

Sendo V' positivo, para que Y, Z e I também sejam, devemos impor que o denominador da
expressao dada para Z, (3.13), seja maior que zero, i.e, uz > Y.
Portanto, sob as condigoes encontradas, existe um tunico ponto de equilibrio nao-trivial

biologicamente vidvel (populagoes positivas) representado por

B =(V,Y,Z,1), (3.16)
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sendo V=V, eY, Z e I, obtidas com a substituicdo de V por V, em (3.13).
A andlise de estabilidade local do ponto de equilibrio trivial é feita considerando os

autovalores da matriz jacobiana associada a (3.8), linearizado em torno de Ej:

—y 0 0 1

J(EO) _ —(Oé+ﬂ) —y 0 0
B 0 —(,uZ - T) 0

o 0 0 -r

Cujo polinémio caracteristico, p(\) = det[ J(Ey) — Myx4], é dado por
p(N) = (y + N (pz =T+ N[N+ (r + py) X +rpy —al.

A partir dos dois primeiros fatores desta expressao, observamos que A\; = —piy € Ao = —(uz—=71)
serao duas raizes negativas, quando py >0 e uz > Y. Aplicando o critério de Routh-Hurwitz

ao fator
N+ (r+py)N+rpy —a, (3.17)

as demais raizes de p(\) assumem valores negativos se uy > a/r. Isto implica que o ponto
de equilibrio trivial sera L.A.E se

o
uz>T e py>—.
r

A analise de estabilidade de F, da mesma forma, é realizada por meio da matriz jacobiana

associada ao sistema (3.8), linearizado em torno deste ponto,

~(pv +9Z) 0 ~pV 1
HE,) - ~(a +_ﬂ)7 (o BV] 0 0 |
Y 1% ~(nz-17) 0
aY aV -1 _(¢7 +7)
com polinomio caracteristico
~(pv+9oZ)-A 0 -V 1
—(a+pB)Y  —[puy+(a+rB)V]-A 0 0
p(A) = _ _
pY pV ~(uz="1)-A 0
aY aV o —(¢pZ+1)-\
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Desenvolvendo este determinante, pela regra de Laplace, utilizando a terceira coluna, obte-

mos p(A) = —pVp1(A) = (uz = T+ A)p2(X) + ¢Ips(X), sendo

~(a+p)Y ~[py +(a+B)V]- A 0
pi(A) = BY BV 0 ;
aY aV —(pZ +7) -\
—(pv +9Z) = A 0 1
p2(A) = ~(a+B)Y  ~fuy+(a+B)V]-A 0
aY aV ~(¢Z +71) -\
~(py +9Z) - A 0 1
p3(A) = ~(a+B)Y ~[py + (a+B)V]-A 0
Y BV 0

O célculo destes determinantes nos fornece

p(A) = [PV (OZ +7+ X))+ dI{~(a+B)Y BV +BY [y + (a+ B)V] + BY N}
+(pz =T+ N {(uy +0Z + N[y + (a+ BV + X[ (¢Z + 1+ )
+(a+p)YaV —aY[uy + (a+B)V]-aY A}

Para simplificar a escrita, pomos ¢; = iy +(a+8)V, o = iz =Y, cs = (uy +pZ) e ¢c; = ¢pZ +r.

Com isto,

[©V (cr+ A) + @I[-(a+ B)Y BV + BY (c1 + )]
+(ea + M) [ (s + N (c1 + N)(cr +A) + (a+ B)YaV - aY (e + )]

p(N)

= (QVBY —aY)A2 + [@VBY (c1 +¢7) —aY (c1 + ) — oV (a+ B)Y SV
+0IBY + (a+B)YaVIA+oVEYcicr —aYeico —pV(a+ B)YBVer
+0IBY c1 + (a+ B)YaVey — dl(a+ B)Y BV + psy(N),

sendo py(A) = (1 + A)(e2 + AN)(cg + N)(c7 + A). Desenvolvendo e organizando estes termos,
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escrevemos p(\) = A* + a1 A3 + aA? + az\ + a4, com

ay = C1+Cy+CgtCr
Gy = C1Cy+ C1Cg + C1C7 + CoCg + CoC7 + CgCr — Y + VY
az = 166 + 10907 + cger(cr + ) + OV BY (¢q + ¢7)

—aY (c1+¢3)-pV(a+ B)YBV+oIBY + (a+B)YaV

= C1eacg + c10a0r + cer(cy + ) + VY py + oV BY ¢;

~aY (¢ +¢) +pIBY + (a+B)YaV

a; = cicacger + OV BEY eer — aYeey — oV(a + )Y Ve

+¢IBY e, + (a+B)YaVe - ¢l(a+B)Y BV

= c1cac6e7+V BY pycr—aY eica+dIBY piy +(a+ B)Y aVe,.

Podemos verificar, a partir de (3.9) - (3.12), que cgc; = aY. Utilizando esta igualdade e

denotando ¢y = @V BY, ¢y = py, c1o = pIBY e ¢y = (a + B)V, os coeficientes anteriores

tornam-se

a

a2

a3

Qg

C1 + Co + Cg + C7,
C1Cg + C1Cg + C1C7 + CoCg + CoC7 + Cy,
C1C9Cg + C1C9C7 + C4Cg + C4C7 + C19 + CC7C1 1,

C4C9C7 + C10C9 + CC7C11C2.

O equilibrio £, = (V,Y,Z,1) serd localmente assintoticamente estével se as raizes de p()\)

forem todas negativas. Para que isto ocorra, pelo critério de Routh-Hurwitz, os coeficientes

de p()\) devem ser tais que

a; >0,7=1,2,3,4, ajap-az3>0 e alagag—a%a4—a§>0.

A seguir, provaremos que estas condigdes sao satisfeitas quando pz > Y e uy < afr.

Quando puz > T e py < afr, as populagoes V,Y, Z e I sao positivas. Consequentemente,

os coeficientes a1, as, as e ay também sao, uma vez que sao somas de termos positivos. Entao,

precisamos verificar apenas as outras duas condigoes do critério de Routh-Hurwitz.
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Prova de que ayas —az > 0: Pondo P; = ajas — ag, desenvolvendo, segue que

P1 C%CQ + C%Cﬁ + C%C'y + C1CoCg + C1C2C7 + C1C4 + ClC% + C1C9Cg + C1CoC7 + C%Cﬁ
+C§C7 + CoCy + C1CoC + Cng + C1CgC7 + CQC% + CoCgC7 + CgCq + C1Co2C7 + C1CCr

+ClC% + CoCgCr + CQC% + CyC7 — (ClCQC(j + C1CoC7 + C4Cq + C4C7 + C10 + 6607011).

COIIIO, C1Cyq = (Cg+Cll)C4 = C4C9+CyC11, C1CaCT = (Cg+011)0607 = CgCgC7+C11CsC7 €, de (39)—(312),

C10 = CeCrCy — CaC7CaCs, com cg = 7/(PZ + 1), resulta

P1 = C%CQ + C%C@ + C%C'y + C4C11 + ClC% + C1C9Cq + C1CoC7 + C%C@ + 0367 + CoCyq + C1CCq

+ClC§ + CgC7Cqo + CQC% + CgCq + C1CoC7 + C1CaCr + clcg + CoCgCr + CQC% + CgC7CoCs.

Logo, como todas as parcelas nesta soma sao positivas, P; > 0.
Prova de que ag(ajas —az) —atay > 0: Pondo P, = agPy e P3 = alay, utilizando o software

Mathematica para desenvolver estes termos, obtemos

2 2 2 2 2
PQ = (10C11C4 + C10C2Cy4 + C10C5C6 T C10C4Cs + C10C2Cq + C10C3C7 + C11C4C7 + CoCyCr
2 2 2 2.2 2
+C10C2C6CT + C11C4C6C7 + C11C2C4CC7 + C53C4C6CT + C4CeCT + C11C53CECr + C11C4CCT
+CoC4CeCT + C11CoCRCT + C1gCaCE + CACACE + C11CACECE + CoC4CaCE + C11CoCACE
+CQC4C§ + C11C2C6C$ + C";’(C%C@ + CQC% + C%C'y + 2C2C6C7 + CQC%) + C10C2C6C7C8
2 2.2 2 2 2 2 2
+C2C4CeC7C8 + €C11C2CgCHCE + C11C4C9 + C2CyCg + C5C4CaCY + C4CeCy + C2C4CuCy
2 2 2 2.2
+C5 C4C7C9 + C109CeC7C9 + C2C4CeC7C9 + C2C4C7 Cg + C4CeCH Cg + C11CxCy Cg
2 2 3 2.2 3 3
+C2C4CeCTC8CY + C4CpC7CH + 01(01002 + C10C6 +C5C6 + 20266 + C2Cg + C10C7 + CoC7
+ 2 2 2 2 2.2 2
Co9CyC7 + C11C2CgC7 + 4C20607 + C4CgC7 + C11C4CT7 + 2C2C6C7 + 2C5C7 + C4Ch
2 2 3 2
+C11CC7 + 202C6C7 t CoC7 + CaCyCy + C4CpCy + C4C7C9) +C1 (C10C2 + 20100206
+ 2 2 3.2 2 2.3 2
C11C2C4Cq + C53C4Cs + C10Cqg t+ CyCg + C2C4Ch + C53C5 + 4C109C2C7 + C11C2C4C7
2 2 2 2 3 3 2 2 2 2.2
+ C5C4Cr + C10C6C7+0116206C7+ C2C6C7+ CoCyCgC7+ C11C2C6C7+ C5CgCr
+C4CaCT + C11CaCr + C10C2 + CCE + 2C2C4C2+2C11CoCECE+2C5CECE + C4CaCo
+C%C§+C4C§ + Cncﬁc§ + C%C%C'ng + C%CﬁC%Cg + C%C4Cg + 202040609 + C4C§Cg

+2C2C4C7Cy + C4CECTCy + CoCaCrCy + C4CECY + CoCeCaCy) €
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Py = cucgcﬁcy + 2011630§c7 + 011020307 + QCncgcﬁcg + ZCucgcgcg+cucgcﬁc?7’+6100309

+2¢19C2C6Co +cloc§cg +2¢10C2C7Cy +c§c40709 +2C10C6C7Cy + 2C2CaCeCTCY + c4c§cwg

+CloChcy + 209C4Chcy + 2c4cCicy + cucicg + ci(C11CaCeCr + CloCo + CaCrCo)

+Cl(2611030667 + 2611626(2307 + 2611026663 + 20106209 + 20100609 + 26100769

+2c904C7Ce + 2c4C6C7Cy + 2¢4C3cy).

Para provarmos que az(ajas — agz) — a2ay > 0, ou seja, P, — P3 > 0, é suficiente desenvolvemos

a soma, S, dos termos em negrito, na expressao de P, e mostrarmos que S > P5. De fato,

S = 611626207 + CHCQCgcg + CllCQC@C?% + 262130206674-611626%0%08+610066769+C406C$CQ

+C3C11CaC6Cr + ACECaCeCr + CLeaCaCr + 203 CoChCr + CC4CH+2C3 CoceCo+CrcyCrCy

+clcloc§ + 2c1¢10CaCe + c1c10c§ + 2c1c10CaC7 + 2clc§c4c7+clclocﬁc7+2qc§cﬁc7

+3c1CaCaCCr + 201011020307 + 201630307 + 61046367 + c1c10c$ + 201020403

+2qcncgcﬁc$ +2¢ C%cﬁcg +cq 040603 +cq 0403 +201C9C4C7Co+C1CaCeCTC +clc40309.

Utilizando as igualdades ¢y = ¢g + €11 € cacger = €19 + CoCCrCs, apenas manipulando algebrica-

mente, podemos mostrar que

C1C10C6C7
20?020607
4cicacecr
2c2 cocier

2 2
2c]coceCs

2.2 2.2
C9C10CeCr + C11C2CEC7 — C11C2CHCrCs,
2c3 + 2c] +2¢2
C1C9C10 C1C9CoCC7CY C1C11C2C6C,
4010902010 + 401090%060708 + 4010110%0607,
2010906010 + 201020%070809 + 201011020207,

2cicoCipCr + 2010902060308 + 201011020603.
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Ao substituir estas igualdades em S, organizando os termos de forma conveniente, obtemos
S = 2ciCceCr + 2e1Chcker + cricacicr + 201 CaceCE + 2011CoCECE + C11CaC6CE + C1C10C
2 2 2
+2¢1€10C2C6+C1C1oCE+2C1 C10CoCr+2C1 C5C4C7+2C10C6C7CY +3C1 CoCaCaCr+C1C4CECT
2 2 2 2 3, .2 2
+C1C10C7 + 261020467 t C4CeC7Co + C1C4CeCy + C1C4Cq + C1C11C2CCT + 26109610
+C%C4C7Cg + 401611036667 + 201611020%67 + 201011020663-‘1-4616902010 + 2016966010
+2C1C9C10C7 + 2C1C2C4C7Cy + C1CaCeCTCY + c%c4c6c7 + 01040309 + 20%0902060708
2.2 2 2 2 2
+cicyCr + 2c1 11620607 + 4C1CoCoCeCrCs + 21 CaCoCgCrCy + 201C11C2CCy
2 2
+2c1c9Cac6C7C8 + 201011 C2C6C7.
A seguir, apenas reescrevemos S de maneira a facilitar a comparagao com Ps.

S = 2ciCcecr +2ciChcker + Cricacicy + 2¢1CaceCE + 2011 CoCACE + C11CoCeCE
2 2 2
+C10C5C1 + 2€10C2C6C1 + C10CEC1 + 2C10C2C7C1 + 2¢5¢4C7C1 + 2€10C6C7Cy
2 2 2 2 2
+3CaC4CC7C1 + C4CECTCY + CloCrCL + 2C2C4C7C1 + C4CeC7Co + C4CaC7CY
3 2 2 2
+CyCrCy + 61(611020667 + 201069 + C4C7Cg) + 01(4611026667 + 2011620667
2
+2c1109C6C7 + 4c19Cacy + 2¢19C6Cy + 2C9C10C7 + 2CaC4C7Cy + C4CaCrCY
2 2 2
+C1C4C6CT+C4C7Co+C1 CoCT+2C1CoCaCeCrCy + 2€1C11CaCeCr + 4CoCoyCeCrCy
2 2 2 2

+209CoCaCrCs + 2011CaCECT + 2C9CaCaChCs + 2C11CaCeCH).
Como ¢; = c¢g + ¢11, comparando esta ultima expressao com P, podemos observar que
S=P;+ R, sendo R=5-P;>0. Logo, S > P; e consequentemente az(ajas —ag) — atay > 0.

Com isto, concluimos a analise de estabilidade local de Ej.

Em poucas palavras, nesta se¢ao, mostramos que o sistema (3.8) possui dois pontos de
equilibrio: Ey = (0,1,0,0), que representa uma situagdo em que nao ha virus na corrente
sanguinea e Ey = (V,Y,Z, 1), associado a presenca de virus. No entanto, para que V,Y, Z e
T assumam valores positivos e assim possamos interpreta-las como populacoes, as condicoes
Wy > % e uz > T devem ser obedecidas.

A anédlise de estabilidade local dos pontos de equilibrio do sistema (3.8) pode ser resumida

em termos do
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Teorema 3.1 Sejam py, ¢, py, o, B, iz, ¢ er parametros estritamente positivos. Admita
T(V)=%V+v, comy =0 ey #0. Os pontos de equilibrio do sistema (3.8), Ey = (0,1,0,0)
e B, =(V,Y,Z,I), dado em (3.16), serdo localmente assintoticamente estdveis (L.A.E) nas

sequintes situagoes:

(a) ,uv>% epy>Y = FE, é L.A.E;

(b) uv<% ¢ uy>T— E, é LAE.

Observagao. Analisamos matematicamente somente o caso Y (V) =V +7,, com v =0 e
~v9 # 0. Pois, por simulagoes numéricas, observamos que quando v; #0 e v =0ou~vy; #0 e
72 # 0, o sistema (3.8) apresenta comportamento qualitativo semelhante aos casos (i), (ii) e

(iii) do modelo (2.5).

Nota 3.3.1 No item (a), Ey nao pertence a regiao de interesse bioldgico, visto que deve
satisfazer a condi¢ao py < afr para que assuma coordenadas positivas (veja (3.15)). No
item (b), a condi¢do py < afr implica que Ey é instdvel, visto que o polinémio (3.17) assume

uma raiz positiva.

3.4 Solucoes na Forma Onda Viajante

Embora estabeleceremos a forma matematica de uma onda viajante, para nossos propésitos,
visualmente, ela pode ser pensada como o grafico de uma funcao, f, que se move ao longo do
eixo x, sem mudar sua forma e com uma velocidade constante ¢, Figura 3.4. Nesta figura, um
ponto P desloca-se na horizontal com a mesma velocidade ¢ e num instante ¢ encontra-se na
posicao x = {+ct. A forma da onda nao precisa ser a ilustrada na Figura 3.4 e a interpretacao
de um ponto sobre ela depende de como interpretamos as variaveis em questao. No entanto,
apenas para fixar a idéia de “onda”, representamos o grafico de uma funcao que, com um
pouco de imaginacao, faz lembrar uma onda como aquelas que vemos no mar e P, poderia
representar a posicao de um objeto levado por ela.

As ondas viajantes que buscamos terao interpretacoes em termos de mutagoes do HIV.

Mas independente do que representa a onda dada pelo grafico de f, a idéia anterior pode
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0 § y f%ct

Figura 3.4: Representacao esquemética de uma onda vianjante.

ser capturada por uma funcao da forma F(xz,t) = f(z — ct) em que x e t representam as
coordenadas espacial e temporal, respectivamente, e ¢ é a velocidade da onda. Se ¢ > 0, para
cada t fixo, a fungao f;(x) = F(x,t) = f(z—ct) representa uma translacao da func¢ao f para a
direita por meio da quantidade ct, reproduzindo um movimento para a direita (Figura 3.4).
Da mesma forma, quando ¢ < 0, tem-se um onda viajando (transladando) para a esquerda.

Portanto, compreenderemos por uma solucao onda viajante para o sistema

l% RV oV
AR oV I+ =
o wV VI G Ty
oY =puy —puyY —aVyY - vy
L ot (3.18)
07 '
L BVY - uyZ+ Y7
ot
% =aVY -oZl-rl

, funcoes V', Y, Z e I que obedecam estas equacoes e sejam tais que

(V(,0), Y (2,t), Z(x,t), I(x,t)) = (v(£), y(£), 2(£),i(£)), (3.19)

sendo £ = x — ¢t e ¢ uma constante que corresponde a velocidade da onda. Sem perda de
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generalidade, suporemos ¢ > 0, com isto, & = x — ct corresponde a uma onda para a direita e
& = x + ct, para a esquerda. Por simplicidade, as vezes usaremos apenas o termo onda para
se referir a uma onda viajante.

Diremos que uma onda conecta os pontos P, = (V1,Y1,Z1,11) e Py = (Va,Y3, 75, 15) se
limg,—oo (v(€),5(£),2(6),i(§)) = P1 e limgrioo (v(£),y(€),2(€),i(£)) = Po.

Nesta secao, focaremos a atencao em estabelecer condi¢oes necessarias para a existéncia
de uma solucao onda viajante que conecte os pontos F; e Ey, encontrados na secao anterior,
e determinar uma equacao para a velocidade da onda. Nao nos empenharemos em justificar
rigorosamente a matemédtica envolvida, pois o procedimento utilizado é, como em [33], [34],
[38], [59], suficiente para o desenvolvimento que serd realizado.

Vimos que uma solugao onda viajante, para (3.18), deve ser da forma (3.19) e satisfazer
as equacoes do sistema. Sendo assim, pondo ¢ = x — ¢t e fazendo a mudanca de variaveis

Vz,t) = v(§), Y(x,t) = y(&), Z(x,t) = 2(§) e I(x,t) = i(§), as novas varidveis devem

obedecer
dv . d?v dv
_Cd_§ :z—,uvv—gpvz+d—§2—wal—5
—c@ = - —avy — fu
e =y — Hyy Yy Yy
—c;l—z =pvy—puzz+ 7Tz
_Cd_g = Uy — ¢zl — 11

Com a notacao u = dv/d¢ e um pouco de manipulagdo algébrica, obtemos o sistema de

equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem

dv

i u

du :

d_f =(w=c)u—1i+pyv+puz

d

d_?g = (1/c)(~py + pyy + avy + Boy) | (3.20)
T = (o) (-Boy + iz 2)

3—2 = (1/c)(—awy + ¢pzi +ri)

Ao impormos que estas equacgoes sejam nulas, para determinar os pontos de equilibrio

deste sistema, recaimos nas mesmas contas feitas na secao anterior para encontrar Fy =
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(0,1,0,0) e By = (V,Y,Z,I), com a diferenca que agora os pontos encontrados, Ey =
i),

(0,0,1,0,0) e E, = (7,0,7,%,1), estdo em um espaco de dimensio cinco, sendo o=V, =Y,

z=Zei=1. ComoV,Y, Z e[ eram positivas para uz > T e puy < a/r, isto continua vélido
para v, y, Z e 1.
Uma condicao necessaria para a existéncia de uma onda viajante conectando Fy e Fjy é

que exista uma variedade estavel em Ey e uma instével em F;, de forma que a solucao de
(3.20) permanega em uma regiao em que V, Y, Z e I assumam valores positivos.

O trabalho de analisar os autovalores da jacobiana associada a El, para sabermos da
existéncia da variedade instavel, torna-se algebricamente “tedioso”, entretanto exibiremos
solugoes na forma onda viajante por meio de simulagoes numéricas.

Por outro lado, devemos analisar os autovalores da jacobiana, J (EO), associada a EO.
Pois, este ponto possui coordenada nula representando populagao e a solucao pode assumir
valores negativos se apresentar comportamento oscilatério em sua vizinhanca. Precisamos

determinar sob que condigoes

0 1 0 0 0

Hy w-c 0 0 -1

JEy | LD oy
C C

_r

B o o k2 0

s c .

2 o o o =

& C

-A 1 0 0 0

Ly w—c—A 0 0 -1
e N = i 0 0

B ’ -1

_E 0 0 Kz -A 0

& ¢ r

—— 0 0 0 --A

C C

Simplificando esta expressao, utilizando a terceira coluna para desenvolver o determinante
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pela regra de Laplace, vemos que

-\ 1 0
_ By pz =T
p(A\) = . . M| gy w-c-X -1
_2 0 Ty
c c
Assim,
My pz =T r a r
(V) = [ 2 - EDY Y PHIPEY NP IS L
c c c
o joas )(“Z_T—A {—A[AQ—(—+w—6)A+ < ]+3—M+ V/\}
c c c c c
o oo )(MZ_T—)\{—)\3+(Z+w—c))\2— P W uv)\}
C C C C C C

Desta ultima igualdade, tem-se que \; = py/c e Ay = (uz — Y)/c s@o dois autovalores reais e

os demais sao dados como raizes do polinomio de terceiro grau, na variavel A,

PN, ) ==X+ (g +w —c))\2 + ( - w; Sy +Mv))\ + (g —,uv)f. (3.21)

T C

Note que para cada valor de ¢, P(\, ¢) representa um polinomio diferente. Portanto,
diremos que p(\,¢) é uma c-familia de polindmios e para nos referirmos a um especifico,
correspondente a um c¢ fixado, escreveremos p.(\).

Supondo py < afr (uma das condigdo necessdrias para a positividade das varidveis em
El), p(0,¢) é positivo e, além disso, Al_i)rinooﬁ(A, ¢) = Foo. Nestas condigdes, podemos concluir
que P(A,¢) sdo polindomios que possuem pelo menos uma raiz positiva e outras duas que,
se forem reais, serao ambas positivas ou negativas. Para que exista a possibilidade de uma
solugao onda viajante conectando E, e Ey, estas raizes devem ser reais e, a fim de garantir
uma variedade estével em Ej, pelo menos uma negativa.

Entretanto, para A <0, Cl_l)r+r(1>o P(\, ¢) = —o0 e isto implica a existéncia de uma raiz negativa
A para p(\, ¢), desde que ¢ seja escolhido suficientemente grande, garantindo uma variedade
estavel em EO.

Na Figura 3.5 temos representado o tipico comportamento de polinomios da c-familia

P(\, ¢). Geometricamente, é possivel observar que existe um valor limiar ¢ = ¢, separando
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i)
&
¥

Figura 3.5: Trés polindémios da c-familia p(\, ¢).

polinémios de p( A, ¢) que possuem raizes complexas (¢ < ¢,,) dos que nao possuem (¢ > ¢,,).
Este valor limiar é a velocidade minima para a qual pode existir uma onda viajante. De
fato, como verificado em vérios trabalhos, [33], [34], [38], [59] e também neste, por meio
de simulagoes numéricas, constata-se que as solucgoes ondas viajantes (que correspondem a
trajetérias estdveis) deslocam-se segundo a velocidade minima.

Obter uma férmula explicita para c,, aparentemente seria algo interessante, para estudar
seu comportamento em funcao de parametros do modelo. No entanto, isto requer a resolucao

do sistema algébrico:

Il
)

p(X¢)

op (3.22)
a()\, C) =

, que nao é um trabalho trivial. Além do mais, se possivel resolver, ¢,,, provavelmente, nao
teria uma formula de facil analise. Por isso, contornamos este problema reduzindo o sistema
(3.22) a uma tnica equagao, da qual ¢, pode ser determinado ao se fixar adequadamente

valores para alguns parametros.
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Derivando p(\,¢) em relacao a A, obtemos
b
O\

polinomios de segunda ordem cujas raizes

2
1 —
)\i(c):g{£+w—0i\l (£+w—c) +3(—wc Cr+,uv)},

fornecem, respectivamente, os valores de maximo e minimo locais de polinomios da c-familia

w-—-=c

()\,c):—S)\2+2(£+w—c))\— T+ Ly,

P(A, ¢). De acordo com a primeira expressao em (3.22), p( A, ¢m) = Pe,, (A ) = 0 (veja Figura

3.5). Entao, impondo A_(¢) = A\, ¢, serd o valor de ¢ tal que
ﬁ()‘—(c)’ C) =0,
ou seja,

3

al ) Rl G 00| B Et)

Cor =T =W, +\ [ 2 | — +w—cp | +3¢2,| - T+ t—|—+w-cp
27c§n|: " \/ "\ e " Crm aid 92 \ ¢,

2
9 o (T 2 ) W= Cpy 1 W — Cppy
e, —r—wemt\ /i | — +tw—cp | +3ci, | - r+uy | —=— |- T+ py
Crm Crm 3Cm Cm

2 —
. cil—r—wcm+\/c%1(L+w—cm) +3c2, (_w Cmr+uv)]+(g—uv)i =0. (3.23)
T

Cm m Cm

3.5 Velocidade da onda em funcao de parametros

A expressao (3.23) estabelece, de maneira implicita, uma relagdo entre a velocidade de
uma onda viajante, ¢,,, e os parametros py, «, r e w, i.e., ¢, = ¢p(py, @, r,w). Podemos
visualizar o comportamento de ¢,, em funcao de um destes quatro parametros atribuindo
valores aos trés restantes e utilizando o software Maple para obter um grafico. Contudo, de-
vido ao grande ntiimero de possibilidades, convém estabelecer alguns valores como referéncia,

em torno dos quais analisaremos o comportamento grafico de ¢,,.

3.5.1 Parametros de referéncia

Com base em outros trabalhos e nas equagoes de nosso modelo construimos a Tabela 3.1.

43

Nem todos os valores foram encontrados na literatura, para fixar aqueles indicados com
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@ ” procedemos como segue.

Tabela 3.1: Valores para os parametros de (3.5). *Escolhidos com base no modelo.

Parametro Valor dimensional Fonte Valor adimensional
ne 0,0187 dia™* a 0,0060
@ 4,9867- 104 mm3dia™* | @ 0,1596

0 0
Ly 0,02 dia™ [44] 0,0064

2,4 -10-"mm3dia™" [45], [29] 0,0077

3,76 - 10~*mm3dia™" a 0,1203
tiz 0,5 dia™" [18], [26] 0,1600
T 0,25 dia™ a 0,0800
b 0,0133 mm3dia™ a 4,2553
r 0,5 dia™" [51], [52] 0,1600
p 3,125 dia™" [52] -
D _
K 20 mm-3dia~" a -
Yy, 1000 mm~™3 1] -

De Y}, = 1000 mm=3, puy = 0,02 dia™ e Y}, = s/puy, resulta x = 20 mm-3dia™'. Para um
ponto de equilibrio nao trivial, V', Y, Z e I obedecem as relacgoes
:I—,qu7 ﬁ:,uy(l—Y)—onY7 Z:BV—Y . ¢:aVY—7‘]7
VZ VY iy T 71
obtidas de (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12), respectivamente. Como assumimos ¢, 3, Z e ¢

(3.24)

positivos, das igualdades anteriores, segue que

I
0<py < v (3.25)
py(1-Y)
0 3.26
Ca<—o o (3.26)
0<T< g, (3.27)

0<I<2yvV. (3.28)
T
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Uma vez conhecidos py, pz, a, v, V e Y, as desigualdades (3.25) — (3.28) estabelecem
intervalos de variagao para puy, o, T e I. Considerando os valores de puy, piz, o e r fornecidos

na Tabela 3.1, que foram obtidos da literatura, e usando Y = 0,5e V' = 0,05, de (3.25)-(3.28),

tem-se
0< < L (3.29)
M <005 '
0<a<0,4, (3.30)
0<7Y<0,16, (3.31)
0<1<0,0012. (3.32)

Observe que Y = 0,5 corresponde a 500 células T-CD4*/mm3 e V = 0,05 a 50 virions/mms3.
Poderiamos ter escolhido outros valores, mas optamos por estes, que correspondem a niveis
de setpoint em que a contagem de T-CD4* ainda é considerada normal e a carga viral re-
lativamente alta. Os valores apresentados na Tabela 3.1 sao apenas uma referéncia, outros
também serao utilizados. Além disso, usamos py = 0,0060 e T = 0,0800, que correspondem
aos valores médios dos intervalos (3.29) e (3.31), apds fixado I = 0,0006 em (3.32). Final-
mente, dispondo de py, iz, a, v, V, Y I, uy e T, de (3.24) obtém-se ¢ = 0,1596, 3 = 0,1203
e ¢ =4,2553. A seguir, focaremos nossa atencao em como c¢,, se comporta em funcao dos

parametros py, r, @ € w.

3.5.2 Comportamento grafico da velocidade

Utilizando o software Maple para construir o grafico de forma implicita da equagao (3.23),
uma série de figuras foram obtidas para analisar a velocidade de uma onda viajante e algumas
delas encontram-se no Apéndice C. Aqui, apresentamos apenas algumas que resumem as
principais caracteristicas que pretendemos analisar. Os quatro graficos na Figura 3.6 ilustram
o comportamento de ¢, em fungao de puy, r, @ e w. A notagdo ¢, (uy;0,0077;0,16;0),
referente ao item (a), significa que estamos olhando ¢, como uma fungao apenas de py e
que «, r e w foram fixados, respectivamente, como 0,0077, 0,16 e 0; analogamente para
os demais itens. Nestes graficos, a ordenada de um ponto sobre uma curva no primeiro

quadrante corresponde a velocidade de uma frente de onda deslocando-se no sentido positivo
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/Pa/

0,005 0,010

~0.10 -005 0 0.10| | -0,010 -0,005 0

-0,51

Figura 3.6: Solugoes de (3.23), ¢y = cn(pyv;a5mw).  (a) ¢n(py;0,0077;0,16;0); (b)
¢m(0,006; ;0,16;0); (¢) ¢,,(0,006;0,0077;7;0); e (d) ¢,,(0,006;0,0077;0,16;w).

do eixo dos fendtipos. No segundo e terceiro quadrantes, figuram parametros negativos
que nao estamos considerando no modelo, no entanto, foram representados para fornecer
uma idéia geral de (3.23). No quarto quadrante, a ordenada de um ponto sobre uma curva
estd associada a velocidade de uma frente de onda deslocando-se no sentido negativo do

eixo dos fendtipos. Nos gréficos, as ordenadas de P, = (.,c.) e Py = (.,¢q) representam,
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respectivamente, as velocidades de frentes de onda esquerda e direita. Com relagao ao valor
de w, no item (d), as velocidades podem ser: uma nula e outra nao, pontos P e Py; de
modulos distintos e sentidos opostos, P3 e Py; e de modulos distintos e mesmo sentido, P, e
P..

Na Figura 3.6, em (a), (b) e (c), fixou-se w = 0. O efeito de w sobre estes graficos basi-
camente se resume em um deslocamento vertical, como na Figura 3.7. Ainda que ilustrado
somente para ¢, em funcao de r, este comportamento também pode ser observado em relacao

ao outros parametros nas figuras do Apéndice C.

|
6

i
il

\;";
I

\

S
|
T

Figura 3.7: Comportamento de ¢, em fungdo de r. Em (a) é ilustrado uma sequéncia de
graficos obtidos fazendo w = 0,1-1, para [ =1,2,...,10. A medida que [ aumenta o grafico
desloca-se para cima. Em (b), apés uma ampliagdo da imagem e restricdo ao primeiro

quadrante, é reprentado um dos gréficos de (a), obtido com w = 1.

O comportamento de ¢,,, na regido em que os parametros assumem valores positivos (pri-
meiro quadrande dos graficos da Figura 3.6), é ilustrado na Figura 3.8. Nesta, utilizando a
notagao usual de limites (setas) para indicar aproximacao, em (a), ¢, - 0 quando pj, - afr;
em (b), ¢, > 0 quando o — py -r; em (c), ¢, > 0 quando r~ - «a/uy; e em (d), para os
parametros fixados, ¢,, - 0 quando w* — 0,41 (frente de onda esquerda) e ¢, - 3,3 quando

a
w~ — 0 (frente de onda direita). As linhas verticais pontilhadas correspondem a py = — e a
r
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obliqua, a reta bissetriz. Os graficos (a), (b) e (c) ilustram que a redugao da velocidade ¢,

’ . .. «
¢ regulada basicamente pelo limiar gy, < —.
T

0,57 : I
0,41 0,81
0,31 ? 0,6
c 3 c
m m
0.2
0,11 o
:}’
0 —_— . -
0 0,02 004 0,06 008 0,10 0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010
MV o
(a) (b)
055- . 2-
0.4- L]
i e =w
0.3 3 o
Cm : Cm 1 ‘
0.2
| 0,5
0.11 o
“ v
0 : 0+ : : : -
0 05 1.5 2 0 05 1 1.5 2
r w
(c) (d)

Figura 3.8: Comportamento de ¢, em fungao dos pardmetros py, a, r e w. (a) ¢, =
em(py50,0077;0,16;0); (b) ¢ = ¢ (0,006; 5 0,16;0); (¢) ¢ = ¢,(0,006;0,0077;7;0); e (d)
¢m = ¢m(0,006;0,0077;0,16; w).
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As Figuras 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12 ilustram as quatro possiveis situacoes para as frentes de
onda: simétricas, Figura 3.9; no mesmo sentido, Figura 3.10; com uma frente freada, Figura

3.11; e em sentidos opostos, com velocidades de médulos distintos, Figura 3.12.

0.02

0.01- ce = —0,25 ca=0,25 1

Concentracao viral

0.0051 7

-400 -200 0 200 400
Espago de fendétipos

Figura 3.9: Onda viajante associada aos parametros correspondentes aos pontos P, e Py, da
Figura 3.6 (a). A concentracao viral cresce até atingir o valor de equilibrio e entao segue uma
frente de onda com velocidade ¢, = —0,25 para a esquerda e uma com velocidade ¢4 = 0,25

para a direita. As frentes direita e esquerda deslocam-se simetricamente em sentidos opostos.

3.6 O escape das defesas imunolégicas

O modelo visto no capitulo anterior permite a eliminacao do HIV de duas maneiras:
quando a taxa de infeccao estd abaixo de um limiar; e com uma forte resposta imunologica
(representada por uma grande proliferacao de células efetoras). A justificativa para tais
possibilidades estd em admitir a existéncia de situagoes em que ele possa ser eliminado e
por nao termos considerado nas equacoes a mutacao viral. Com o modelo deste capitulo,
veremos que, mesmo nas condicoes de uma das formas de eliminagao comentadas, o virus

pode evadir das defesas imunolégicas devido a mutacao.
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Figura 3.10: Onda viajante associada aos parametros correspondentes aos pontos P, e Py,
da Figura 3.6 (d). As frentes de onda direita e esquerda deslocam-se no mesmo sentido, com

velocidades ¢, = 0,41 e ¢4 =1, 25.
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Figura 3.11: Onda viajante associada aos parametros correspondentes aos pontos P, e Ps,
da Figura 3.6 (d). A frente de onda esquerda ¢ freada (c. = 0) e a da direita segue com

velocidade ¢4 =0, 70.
3.6.1 Consequéncia da mutacao

Visando complementacoes futuras, além da mutacao, também foi incluida no modelo

deste capitulo a dinamica de células infectadas. Com isto, houve uma alteracao na forma



3.6. O escape das defesas imunolégicas 71

0.06

(T

—800 -200 -100 100 200 300 400 500 600
Espago de fenotipos

o
o
=

o

o

[\
T

Concentragao viral
o
o
9"

o

o

—_
T

Figura 3.12: Onda viajante associada aos parametros correspondentes aos pontos P e Py,
da Figura 3.6 (d). As frentes de onda esquerda e direita deslocam-se em sentidos opostos e

com velocidades de modulos distintos.

do limiar, que antes era representado por ag = uy/n(1 - €)Y, e agora por ag = pyr/pYs.
Esta tltima expressao foi obtida da condigao py > afr, que sem a omissao dos asteriscos,
realizada para simplificacdo da notagao, é de fato uj, > a*/r*. Pela mudanca de varidveis

(3.6), isto é equivalente a a < puyr/pYy = ap.

Quando no modelo desconsideramos a mutagao, a andlise é dada por meio de (3.8).
Este sistema de equacoes diferenciais ordinarias permite as duas formas de eliminagao viral
comentadas no inicio da segao, como pode ser observado nos graficos (a) e (b) da Figura
3.13. Em (a), tem-se a eliminac¢do do virus pelo limiar nao ser superado e em (b), devido a

uma forte resposta imunoldgica.

A dinamica mais geral, em que a mutacao nao é desprezada, é dada pelo sistema de
equagoes diferenciais parciais (3.18). Mesmo assim, quando o limiar nao é superado, nova-
mente, a infecgao é barrada pelo sistema imunoldgico. A Figura 3.14, obtida com o mesmo
conjunto de parametros da Figura 3.13 (a), ilustra esta situagdo. No grafico, uma concen-
tracao viral inicial é admitida em torno da origem. A base formada pela curva em forma de

sino torna-se mais larga com o tempo, indicando a ocorréncia de mutacao no eixo de fenétipos,
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1 1
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10.8 0.8+
S 0.1 3
gv o6 %0.&
€ €
[0 [0]
2 104 204
80.05 8 -
_ —virus
—virus lg.2 0.2 —T CD4+
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Figura 3.13: Para o item (a), foram usados os parametros py =0,7; ¢ = 0,1596; puy =0,1; a =0, 1;
B =0,06; ¢ =4,2553; 7 = 0,16 ¢ T = 0,08; em (b), puy = 0,01; ¢ = 0,1596; py = 0,1; a = 0, 1;
8=0,06; ¢=4,2553: 7 =0,16 ¢ T = 0, 161.

B0 15 0 5 0 5 10 15 20
Espaco de fenotipos

Figura 3.14: Quando o limiar nao é superado, mesmo com mutacao, a concentracao viral

tende a zero.

ao passo que sua altura diminui, representando a eliminacgao viral. Uma explicacao para isto
em termos de py pode ser dada reinterpretando a condigao a < puyr/pYs = ag, que corres-
ponde a este caso. Note que « < uyr/pY;, é equivalente a uy > apYy/r. Além disso, py é a
taxa de inativagao viral, dada, principalmente, pela ocorréncia de mutagoes letais (selegao

negativa). Assim, o comportamento ilustrado pode ocorrer se o virus produzir um nimero
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Figura 3.15: Evasao viral frente as defesas imunolégicas, devida a mutacao.

demasiado de mutagoes letais, tantas que facam com que uy seja maior que apYy/r, ou se
existir algum outro fator, tal como uma vacina, que provoque uma inativacao viral eficiente.

Quando o virus produz poucas mutacoes letais ou nao é eficientemente inativado (uy <
apY,/r), mesmo com uma forte agao das células efetoras (uz < 1), ele pode escapar das defe-
sas do sistema imunolégico. A Figura 3.15 ilustra isto para o mesmo conjunto de parametros
utilizados na Figura 3.13 (b). Nesta, ainda que uma forte resposta imunolégica consegue
controlar cepas virais primitivas (levando a concentracao viral a zero na parte esquerda da
linha pontilhada) uma onda mutante escapa (curva em vermelho) e a defesa imunolégica (em

azul) segue sempre em desvantagem.

3.6.2 Apoptose no modelo com variagao antigénica

Apés a eliminacao do antigeno, as células efetoras morrem por apoptose. O aumento no
numero destas, ilustrado a esquerda da linha pontilhada, na Figura 3.15, pode ser contido
se incluirmos a modelagem da apoptose. Para mostrar isto, de maneira simplificada, proce-
demos como na secao “Controle celular pela apoptose”. Aqui no entanto, o caso é um pouco
mais complicado e, primeiramente, convém comentar alguns detalhes importantes para a
realizacao de simulagoes numéricas.

Como o modelo do capitulo anterior é dado por um sistema de EDQO’s, as condigoes
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iniciais utilizadas sdo valores numéricos. Por exemplo, V(0) = 0,1, Y(0) =1 e Z(0) = 0.
Estas, significam que a partir de um instante inicial em que a concentracao de células T-
CD4* encontra-se normal, uma carga viral é admitida e o sistema imunolégico nao dispoe
de células efetoras especificas para o antigeno.

No caso do modelo deste capitulo, por tratar-se de um sistema de EDP’s, as condigoes
inicias sao fungoes (definidas em R, que corresponde ao eixo dos fendtipos). Fixamos Z =
Z(x,0)=0,1=1(z,0)=0e Y =Y(x,0) = 1, para indicar a auséncia de células infectadas
e efetoras, e um nimero normal de células T-CD4*. Para a concentracao viral foi admitida
uma curva em forma de “sino”com centro na origem, para representar uma distribuicao de
tipos antigénicos em torno de um dominante (tipo 0), cuja concentragao é representada pelo

ponto mais alto da curva, Figura 3.16. A linha horizontal em vermelho corresponde a um
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Figura 3.16: Condicao inicial.

valor critico V, para a concentragao viral, abaixo do qual é considerada nula. Para esta figura
fixou-se V. = 0,00001. Com base neste valor, a apoptose foi incluida no modelo por meio das

seguintes expressoes:

1, se V>V, 0, seV<V,eA=1 oo, seV<V.,eA=1
A= V= €z =
0, c. c V, c. c Iz, C. C.
A variavel A foi definida para indicar a criacao de tipos antigénicos, . Quando a carga viral

de x for maior do que o valor critico, V,, ele é considerado como existente e, por definicao,
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A =1; caso contrario, A =0. A carga viral, V, é admitida nula se assumir um valor abaixo
de V. e o tipo antigénico em questdo for considerado existente (A = 1); caso contrario, V'
permanece com o valor obtido na simulacao numérica das equagoes do modelo. Na expressao
para pz, ele é admitido como um valor constante (p.ex. pz = 0,16). Se V< V. e A =1,

¢é atribuido um valor arbitrariamente grande para puz, para significar um forte aumento na

taxa de mortalidade das células efetoras. A Figura 3.17 ilustra o efeito desta modelagem.

1 T
‘ —virus
—T CD4+
0.8- —efetoras
—infectadas
o
Qg
0.6 i i
i morte das células
S efetoras
(&)
S 0.4 evasdo de novas h
&) cepas virais
controle de cepas
0.2- primitivas :
0 l l

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Espaco de Fendtipos
Figura 3.17: Evasao viral frente as defesas imunoldgicas, devida a mutacao. Apds a eli-

minacao de cepas primitivas, células efetoras epecificas a elas morrem por apoptose.

3.7 Estratégias para tentar conter a evasao viral

Fagamos uma retrospectiva e vejamos de que maneira podemos tentar conter o avanco
da frente de onda mutante observada na secao anterior. Inicialmente, cabe observar que ao
formularmos o modelo (se¢ao 3.2), supomos duas possibilidades de mutagao: para um tipo
Je da esquerda ou para um jz da direita. Desta forma, os intervalos de tamanho Az que se
estendem da origem a j, (ou j.) s@o como as sucessiveis evolugdes que um tipo antigénico
zero deve passar para transformar-se em j; (ou j.). Na Figura 3.17, devido a simetria,
esbocamos somente um sentido mutacional. A Figura 3.18 ilustra os dois sentidos. Assim,

tem-se uma frente de onda para a direita e outra para a esquerda. Na secao 3.5.2, vimos que
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Figura 3.18: Evasao viral frente as defesas imunoldgicas, devida a mutacao. Uma frente de

onda desloca-se para a direita e outra para a esquerda.

era possivel barrar o avango de uma frente de onda mexendo no valor do parametro w. Com
isto, tinhamos somente uma frente de onda deslocando-se para a direita, enquanto a outra
encontrava-se parada. Mesmo assim, a area abaixo da curva, que pode ser interpretada como
a soma de todos os tipos antigénicos existentes de uma frente de onda a outra, aumenta com
o tempo (veja Figura 3.11). Por outro lado, segundo o modelo, cepas primitivas podem ser
barradas com uma forte resposta imunoldgica, Figura 3.17. Entao, nossa primeira estratégia
seria: barrar uma frente de onda utilizando w e fornecer uma forte resposta imunolégica com
Y2 > pnz. O resultado de tal tentativa encontra-se ilustrado nas Figuras 3.19, 3.20 e 3.21.
Utilizando o software Maple para resolver implicitamente a equacao (3.23), encontramos que,
para o mesmo conjunto de parametros da Figura 3.17, w = 1,568929531 ou w = -1, 567948281
sao os valores que fazem com que a velocidade ¢, se anule. Isto é, uma frente seja freada.
Se w for o valor positivo, frea-se a frente da esquerda e do contrario, da direita. Para as
trés ilustragoes utilizamos w negativo e aproximando-se de —1,567948281. A medida que
w aproxima-se deste valor, a frente de onda da direita assume valores cada vez mais baixos,
de forma que para w = —1,5679, na Figura 3.21, foi eliminada. Ao passo que a frente da

esquerda desloca-se mais rapidamente e com uma concentracao maior que anteriormente.

Lembremos que w nao nulo significa a ocorréncia de mutagdes em um sentido privile-
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Figura 3.19: Frentes de onda para w = —1.
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Figura 3.20: Frentes de onda para w = -1, 3.

giado (secao 3.2). Assim, w negativo significa que mutagoes para tipos da esquerda sao
privilegiadas. Portanto, nossa estratégia de tentar barrar uma onda mutante com w nao
nulo e uma forte resposta imunoldgica significa favorecer o surgimento de outro tipo de cepa
(as da esquerda). Fascinantemente, este comportamento nos remete ao fato, conhecido da
literatura, de que: o uso de antirretrovirais provoca pressao seletiva sobre o HIV, de forma
que quando algumas pessoas param de tomar tais medicamentos, cepas mutantes se afloram

[7]. A final, num certo sentido, barrar alguns tipos virais (aqueles que sdo suscetiveis ao
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Figura 3.21: Frente de onda para w = -1, 5689.

medicamento) e nao impedir que outros (aqueles que ndo sao afetados pelo medicamento)
se aflorem, nao deixa de ser uma maneira de privilegiar a geracao de uma cepa viral. Em
outras palavras, o efeito desta primeira estratégia parece identificar-se com o provocado pelo
uso de antirretrovirais: embora contenha um pouco a infecgao, nao elimina o virus.

Pelo que obtemos até entao, nao vemos muitas alternativas a nao ser mexer no limiar, que

como visto no inicio da secao 3.6.1, na forma adimensional, é dado por meio da desigualdade
Q@

v > —. (3.33)
r

Segundo o modelo, se esta desigualdade for obedecida, entao o virus é eliminado. No caso
~ . , « . p
em questao, ilustrado nos graficos comentados a pouco, tem-se py < —. Vimos, também,
r
que os quatro graficos na Figura 3.8 indicam que a velocidade ¢,, é regulada principalmente

pela condicao

frv < % (3.34)

As observacgoes anteriores sugerem uma segunda estratégia: fazer com que uma situacao
em que a condi¢ao (3.34) é obedecida transforme-se em outra em que (3.33) seja satisfeita.

Para tentar isto, temos trés caminhos:
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. a
(i) aumentar o valor de py de forma que ultrapasse —; ou
r
ey gis . a
(ii) diminuir o de maneira que — fique menor que py; ou
r
o
(iii) aumentar r, fazendo com que — fique menor que py .
r

Para seguir um dos caminhos (i), (ii) ou (iii), a maneira vista foi admitir que um dos
parametros seja dependente do tempo. Mais precisamente, substituir py, a e r, respectiva-

mente, por:

(i’) fu, (t), uma funcdo positiva para a qual exista 7' > 0 tal que

fuy (£) > % para todo ¢t > T'; ou

(ii’) fa(t), uma fungdo positiva para a qual exista 7' > 0 tal que

ol
,uv>f—()paratodot>T; ou
r

(iii’) f,(t), uma funcdo positiva para a qual exista 7' > 0 tal que

«
Wy > —— para todo t > T.

fr (1)

Do ponto de vista matematico, uma maneira bem simples de obter isto é supondo uy e r
fungoes positivas estritamente crescentes e «, uma fungao positiva estritamente decrescente.
Biologicamente, significaria aumentar a inativagao viral, uy, diminuir a taxa de infeccao,
a, ou aumentar a mortalidade das células infectadas, r, ao longo do tempo. Para testar a
segunda estratégia, supondo uy, « e r fixados de tal forma que py < %, definimos as fungoes

dadas por:

t

fuv(t):/iv*‘(%—uv)f; fa(t)=a+(7"uv—a)% e fr(t)=7"+(/%—r)%,

sendo T" > 0 um parametro fixado, que pode ser interpretado como o tempo para que o limiar
de existéncia viral seja atingido. Note que estas funcoes estao de acordo com as condigoes
(i"), (i1") e (i4i"), respectivamente. Além disso, para facilitar a comparagao do efeito dado
por cada uma, elas foram definidas obedecendo uma mesma regra. Sao fungoes afim, tais que
fe(0) =€ e fe(T) é o valor que & deveria assumir para que py = %, ¢ e {puy,a,r}. Em outras
palavras, cada funcao, inicialmente, assume um valor que nao obedece a condicao py < % e

seu valor vai aumentando (no caso de py e r) ou diminuindo (no caso de «) até que obedega
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Figura 3.22: Resultado da estratégia para eliminacao viral aumentando o valor de py.

Graficos obtidos com a substituicao do parametro py por f,,, com T = 400, nas equagoes

do modelo 3.7.

y > %, a igualdade ocorre em t = T'. Poderiamos utilizar outras funcoes, mas o objetivo
aqui é basicamente testar se de fato nossa estratégia para eliminar o virus pode funcionar.
A forma afim foi empregada por ser a mais simples imaginada, envolvendo os parametros da
condi¢ao (3.34). Para cada funcdo fe, com & € {uy,a,r}, utilizando o mesmo conjunto de
parametros, obtemos as Figuras 3.22, 3.23 e 3.24. Todas as trés ilustram a possibilidade de

eliminacao do virus. No entanto, podemos fazer as seguintes observacgoes:

1. Na Figura 3.22, tanto a concentracao viral quanto a de células efetoras mantém-se

baixa.
2. Na Figura 3.23, a concentracao viral permanece mais alta que nas demais.

3. Na Figura 3.24, embora a concentracao viral esteja baixa, a de células efetoras mantém-

se elevada.

Estas observacgoes sugerem que aumentar o valor de py seja o caminho mais interessante,
visto que resultou em maior efeito (eliminagao viral) com menor esforgo (produgao de células

efetoras). Vejamos a que reflexdes, do ponto de vista biol6gico, isto pode conduzir.
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Figura 3.23: Resultado da estratégia para eliminacao viral diminuindo o valor de a. Graficos

obtidos com a substituicao do parametro o por f,, com T = 400, nas equagoes do modelo
3.7.
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Figura 3.24: Resultado da estratégia para eliminagao viral aumentando o valor de r. Graficos

obtidos com a substituicao do parametro r por f,., com 7' = 400, nas equagoes do modelo 3.7.
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As estratégias para eliminar o HIV alterando o valor dos parametros py, o e r vao de
encontro com as tentativas atuais de combater o virus. Um exemplo disto estd na forma de
atuagdo dos medicamentos anti-HIV disponiveis (Tabela D) pois afetam direta ou indireta-
mente os parametros comentados. Os inibidores de fusao e integrase impedem, respectiva-
mente, a entrada do virus na célula e a insercao do pré-virus ao DNA humano. Portanto,
reduzem a taxa de infeccao a. Os inibidores da transcriptase reversa e protease influenciam
o valor de py, pois limitam o aumento da populacao viral com a introdugao de erros durante

a replicacao ou bloqueando sua agao.

Além dos atiretrovirais exitem tentativas mais ousadas para conter o HIV, como por
exemplo acelerar a evolucao viral. Isto parece contraditério mas ja foi proposto e tem sido
assunto de reflexao entre cientistas [13] [53] [54]. A idéia parte do principio de que a maior
parte das mutacoes ocorridas sao letais. Assim, aumentando a taxa de mutacao pode-se
reduzir o numero de boas proles. Pensando em termos do modelo aqui apresentado, esta
estratégia se traduz em elevar o valor de py, uma vez que a expectativa é que o virus evolua

até a morte devido a mutacoes letais.

Um detalhe importante que deve ser levado em consideracao é a aleatoriedade das
mutacoes. Embora, nem toda prole seja viavel, existe uma parcela que, geralmente, con-
segue desenvolver a infeccao e com chances de carregar alguma caracteristica adaptativa
favoravel ao escape das defesas imunolégicas. De acordo com o modelo, se ao tentar acelerar
ou influenciar o processo evolutivo ocorrer uma pressao seletiva no sentido de alguma cepa
viral (w nao nulo) embora algumas sejam barradas (onda viajante freada) outras podem
escapar com uma velocidade mais rapida no sentido da geracao de um novo tipo antigénico.
I[sto sugere que a estratégia de aumentar py, pode falhar se o valor de w for alterado. Entao,
é conveniente pensar em mais algum caminho de intervencao caso ocorra o favorecimento de

uma cepa mutante.

Outra estratégia para conter o virus pode ser elaborada com base na Figura 3.21, que
foi obtida barrando o avancgo da frente de onda no sentido positivo do eixo dos fendtipos e,
assim, possibilitando o escape viral no sentido oposto. Neste caso em que existem apenas

duas alternativas para a evolucao é possivel prever que se ela nao acontecer para a direita



3.7. Estratégias para tentar conter a evasao viral 83

no eixo dos fendétipos s6 pode ocorrer para a esquerda. Assim, para barra-la basta impor a

condigao
V(x,t) =0, para |z| > x.. (3.35)
Biologicamente, isto significa assumir que o virus pode ser eliminado se
1. evoluir até a morte, como na teoria de mutagénese letal [13]; ou

2. evoluir na direcao de tipos antigénicos x. ou —z., que de alguma forma podem ser

eliminados.

O resultado da imposicao (3.35) encontra-se ilustrado na Figura 3.25.
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Figura 3.25: Eliminacao do virus por evoluir na direcao de um tipo antigénico suposto

conhecido e eliminavel. Neste caso, x. = 400.

Na ilustracao, foram utilizados os mesmos parametros da Figura 3.21. A onda da direita é
freada e eliminada, o virus tenta escapar para a esquerda, mas também nao consegue porque
evolui para —x..

Acontece que na vida real nao existem apenas duas alternativas para a evolucao do HIV

e também nao sabemos para qual evoluirda. Mas se soubéssemos qual virus seria criado e
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como elimina-lo isto poderia ser utilizado contra ele. Porém, existem algumas dificuldades
que ja foram encontradas por alguns que tentaram fazer o virus evoluir até a morte, como
toxidade e o fato de medicamentos utilizados poderem induzir nao apenas mutagao viral mas

também celular, além do risco de canceres [20].

Dificuldades semelhantes as recém comentadas devem ser encontradas ao tentar fazer o
virus mutar para tipos eliminaveis. Além disso, nao encontramos na literatura se alguma
variante pode ser eliminada. Caso nao existam, o caminho seria crid-las de tal forma que
carregassem epitopos sensiveis a medicamentos, como se ficassem opsonizados (marcados)
para a acao de remédios. Aqui também h&é outro empecilho: criar virus é algo bastante
delicado e assunto para discussao, ainda que alterar estruturas virais é uma pratica comum

para se obter virus atenuados para a elaboragao de vacinas [63].

Com o advento da engenharia genética é possivel a manipulacao do genoma de microorga-
nismos vivos e a consequente capacidade de alteracao de suas potencialidades, o que permite
cogitar a possibilidade de tentar conduzir mutagdes [14]. Claramente, isto pode trazer tanto
riscos como beneficios e portanto é uma questao de escolha ou avaliacao de pros e contras. A
idéia de conduzir mutacoes nao significa necessariamente tentar controla-las em um sentido
estrito como que dominando a situacao por completo, mas sim usar o conhecimento que se

tem ou adquira com o tempo para tentar eliminar um pouco da caracteristica aleatoria.

Se em uma urna existirem muitas bolas numeradas a probabilidade de retirar uma es-
pecifica é pequena, mas se reduzir o niimero de bolas as chances aumentam. Analogamente,
se o virus nao possuir muitas possibilidades para mutar, as chances de que ele mute para
um tipo especifico ou cepas semelhantes também aumentam. Quem sabe isto seja possivel
alterando o ambiente em que ele se encontra de maneira a torna-lo proprio para algumas

mutacoes e impréprio para outras.

E inquestiondvel que as caracteristicas do ambiente alteram o fluxo das coisas ou a
dinamica de uma populagao. A construcao de pontes estradas ou mesmo irregularidades
da superficie terrestre fazem com que pessoas, animais, rios, ventos ou outros elementos
tomem determinados rumos. Até mesmo eventos aleatérios como a retirada de bolas em

uma urna pode deixar de ser aleatéria se alterada a forma da urna de maneira que as bolas
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fiquem enfileiradas; ou, como outro exemplo, a busca de comida por formigas, que deixa de
ser aleatoria quando os caminhos tornam-se marcados por feromonio. No caso do virus, o
ambiente pode ser o corpo humano, células ou liquido no qual se encontra imerso. O pro-
blema é que nao sabemos como construir os caminhos adequados e fazer com que o virus
siga por algum deles.

Nota-se que de fato existe uma necessidade de melhor compreensao de como ocorrem
as mutacoes e dos fatores que as provocam. Assim talvez seja possivel conduzi-las. Nesta
tentativa, ao menos enquanto nao conhecermos o inimigo por completo, a idéia nao seria
necessariamente forgar a mutacao mas direciona-la. Afinal, como diz a terceira lei de Newton,

que aqui assumimos mais como algo para reflexao:

“Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem: sine corporum duorum actiones

in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.”

“A toda acao ha sempre uma reacao oposta e de igual intensidade: ou as agoes mutuas de

dois corpos um sobre o outro sao sempre iguais e dirigidas em diregoes opostas.”
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Capitulo 4

Consideracoes finais e conclusao

Alguns dos topicos abordados ainda podem ser mais explorados, como o uso de antirre-
trovirais e o modelo apresentado no segundo capitulo. Embora teérico e, consideravelmente,
abstrato, em algum momento pretende-se dar um carater mais aplicado a este trabalho. No
entanto, deste ponto em diante, surge a necessidade de uma maior interagao com outros pro-
fissionais, principalmente da area médica, para um estabelecimento de relagoes mais fortes
entre teoria e pratica. Na proxima secao, procuramos ilustrar uma idéia de como isto pode

ser iniciado e a forma que interpretamos a velocidade de uma onda.

4.1 Uma possivel aplicagao

Estamos interessados em responder a seguinte pergunta: Conhecidos os niveis de setpoint
da carga viral e das células T-CD4 de um individuo, como obter o perfil e a velocidade de
uma onda mutante que comega a se propagar apos atingir estes niveis? Claramente, isto
nao depende simplesmente da concentracao de virus e células, mas também da dinamica do

sistema e dos valores dos parametros envolvidos no modelo.

4.1.1 Um algoritmo para o calculo da velocidade

Estabelecemos um método para fixar os valores dos parametros com base na dinamica

do sistema, na carga viral e contagens de células T-CD4. Com isto, podemos calcular a

87
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velocidade. A idéia é seguir alguns passos que ja foram apresentados anteriormente e estao

resumidos no seguinte algoritmo:
1. Receber valores de Y e V (niveis de setpoint da carga viral e das células T-CD4).
2. Fixar parametros py, gz, r e w.

3. Considerar

Luy(1-Y) laYV 117 1
= _-—-— I:— = =_-— TZ— .
2 vy 3 4 o MvTay ©i TRk
4. Calcular
I -V 1-Y)-aVY VY VY -rl
ooV py(=Y)—aVV ) BVY L aVY ol
VZ VY TP 71

e velocidade da onda pela equagao (3.23).

5. Simular numericamente o modelo (3.18) com parametros estababelecidos nos itens

anteriores.

O primeiro item estabelece uma correspondéncia entre os niveis de setpoint de um in-
dividuo e as coordenadas Y e V do ponto de equilibrio néo trivial do modelo. Os valores de
Wy, bz e r, do item 2, foram fixados com base na literatura, Tabela 3.1. Estes parametros
devem variar para cada individuo, mas os valores utilizados eram os que dispunhamos. Des-
considerando mutagoes em algum sentido privilegiado, fixamos w = 0. Vimos que, segundo o
modelo, a, I, uy e T devem pertencer nos intervalos definidos por (3.25)-(3.28). Assim, no
item 3, consideramos para eles os valores médios de tais intervalos (para sermos imparciais,
e por nao termos outra referéncia). O item 4 segue diretamente das equagoes (3.24) e (3.23).
O perfil da onda pode ser obtido utilizando o software MatLab para simular o modelo com
os valores de parametros estabelecidos nos itens descritos.

A fim de ilustrar o procedimento, executamos o algoritmo anterior para as cargas virais
e contagem de células T-CD4 de vinte pacientes. Os valores de V e Y foram obtidos do
artigo de Perelson [44]. Na Tabela 4.1 s@o apresentados os parametros calculados para cada

paciente. Para estes dados, a velocidade ¢, variou entre os valores 0,5288 e 2,1051 com um
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Tabela 4.1: Valores dos parametros para vinte pacientes (P).

%

v

Y

Z

1

2

¢

Wy

Cm

—_

0,1930
0,0800
0,0410
0,1210
0,0880
0,1750
0,1850
0,5540
0,0150
0,1300
0,0700
0,1000

© o0 N O ot s W N

— = =
w N = O

0,1010
0,0550
0,1260
0,2440
0,0180
0,0230
0,2560
0,0990
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0,0760
0,2090
0,2930
0,1740
0,2690
0,3120
0,3860
0,0490
0,3570
0,1070
0,0590
0,0470
0,2280
0,1690
0,1200
0,0460
0,4900
0,0360
0,0670
0,1030

0,0370
0,0316
0,0283
0,0330
0,0292
0,0275
0,0246
0,0380
0,0257
0,0357
0,0376
0,0381
0,0309
0,0332
0,0352
0,0382
0,0204
0,0386
0,0373
0,0359

0,0092
0,0079
0,0071
0,0083
0,0073
0,0069
0,0061
0,0095
0,0064
0,0089
0,0094
0,0095
0,0077
0,0083
0,0088
0,0095
0,0051
0,0096
0,0093
0,0090

0,6477
1,5625
3,0488
1,0331
1,4205
0,7143
0,6757
0,2256
8,3333
0,9615
1,7857
1,2500
1,2376
2,2727
0,9921
0,5123
6,9444
5,4348
0,4883
1,2626

4,3290
5,0569
5,6577
14,8426
5,4720
5,8140
6,5147
4,2061
6,2208
4,4793
4,2508
4,1973
5,1813
4,8135
4,5455
4,1929
78431
4,1494
4,2872
4,4593

0,0239
0,0494
0,0862
0,0341
0,0415
0,0197
0,0166
0,0086
0,2143
0,0343
0,0672
0,0476
0,0382
0,0755
0,0349
0,0195
0,1417
0,2096
0,0182
0,0453

0,2016
0,1514
0,1883
0,1255
0,0988
0,0403
0,0275
0,1121
0,3842
0,2054
0,7291
0,6489
0,1073
0,2861
0,1862
0,2720
0,1850
3,7256
0,1741
0,2815

0,9970
0,8831
0,9029
0,8511
0,7769
0,6012
0,5288
0,8571
1,0186
0,9904
1,3955
1,3659
0,8035
1,0490
0,9608
1,0921
0,8317
2,1051
0,9618
1,0755

valor médio de 1,004. As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 ilustram o perfil da onda mutante para estes

valores.

Nas Figuras 4.1, 4.2 e 4.3, foram ilustradas somente as concentracao de células T-CD4*

e virus. Na Figura 4.4 tem-se uma ilustracao mostrando também a concentragao das demais

células. Da mesma forma, seus valores fixam segundo os apresentados na Tabela 4.1.
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Figura 4.1: Perfil e velocidade da onda mutante para o paciente 7. A medida que a onda
avanca a “cauda” (parte da curva préxima da origem, do espago de fendtipos) se estabelece
na altura V e o nimero de células T-CD4 decai para o nivel Y. O valor de ¢, neste caso foi

o menor dentre os vinte pacientes.
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Figura 4.2: Perfil e velocidade da onda mutante para o paciente 9. Os valores de V e Y
se estabelecem de acordo com a Tabela 4.1 e a onda mutante desloca-se com velocidade ¢,,

proxima do valor médio das velocidades calculadas.
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Figura 4.3: Perfil e velocidade da onda mutante para o paciente 18. Maior velocidade

encontrada dentre os vinte valores tabelados .
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Figura 4.4: (a) Perfil da onda mutante para o paciente 7, apresentando também células

infectadas, I, e efetoras, Z. (b) Restricao da imagem a um intervalo menor no eixo vertical,

para melhor visualizacao de baixas concentracoes.

4.1.2 Compreensao da velocidade

O calculo de ¢, é realizado por meio de parametros adimensionais, obtidos sem o conhe-

cimento prévio do valor de D. No entanto, a velocidade de uma onda viajante em termos
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dimensionais fica na dependéncia do valor deste parametro. Sendo dada por

dx

& /oD. 4.1
AV (4.1)

Isto pode ser verificado derivando z* em relacao a t, observando que

x*—\/px t"=pt e c _da:*
VD7 -F O de

As igualdades para x* e t* seguem da mudanga de varidveis (3.6) e a tltima é devida ao fato
do célculo de ¢, ser realizado com o modelo adimensional, no qual omitiu-se os asteriscos
para simplificar a escrita.

A equagdo (4.1) estabelece uma relagdo entre a velocidade de uma onda mutante
“real” (dada em termos de parametros dimensionais) e a velocidade de uma onda mutante
“abstrata” (dada em termos de parametros adimensionais). A primeira corresponde a dz/dt
e a segunda, dx*/dt*. Os termos real e abstrata estdao sendo usados com os significados
apresentados entre parénteses. A final, ordenar as diversas variantes de um virus num eixo
unidimensional ja é uma abstracao.

A velocidade dx/dt possui dimensoes de espago por tempo. A varidvel ¢ pode ser pensada
em termos de dias meses ou anos, mas e x?7 Como z representa um tipo viral, podemos
imaginar o valor de x como sendo a medida de uma caracteristica que distingue uma forma
viral de uma variante. Por exemplo, diferencas na estrutura do envelope viral, infectividade,
ou alguma outra caracteristica que permita comparar e identificar a diferencas antigénicas
entre os tipos virais. Claramente, medir estas caracteristicas de maneira fisica, por algum
procedimento pratico, ja seria um problema, ordené-las entao seria algo ainda mais complexo,
para nao dizer impossivel. Dai a vantagem e beleza da abstracao matematica. Entretanto,
como nem tudo sao divagagoes, continuemos e vejamos como estas idéias podem ser uteis de
alguma forma.

Atualmente, as diferencas entre tipos antigénicos sao trabalhadas em termos de sequéncias
genéticas, com o calculo de taxas de mutagoes e construgao de arvores filogenéticas, que se
utilizam tanto de processos laboratdriais quanto simulagoes de algoritmos genéticos em super

computadores. Estas abordagens diferem da apresentada aqui e, embora talvez seja possivel
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estabelecer uma relagao entre elas por meio da equagdo (4.1), nao realizamos isto neste
trabalho.

Uma vez que modelos matemaéticos sao aproximacoes da realidade, nao estamos preocu-
pados em trabalhar realizando calculos a niveis moleculares e nem tentando descrever com
exatidao a evolucao real. O que procuramos aqui foi apresentar uma caricatura do processo
de infeccao pelo HIV em um individuo, com a presenca de mutacao viral. As equagoes do
modelo, baseadas em caracteristicas bioldgicas, sao como um motor que rege este fenomeno,
a onda viajante, “com um pouco de imaginacao”, é o eshoco desta evolucao e a velocidade
da onda, a medida.

Sendo a velocidade da onda uma medida, precisamos estabelecer uma unidade. Voltemos
a equacao

Cji—f =cm\/ pD. (4.2)
Medir é comparar. Como o valor de ¢,,, na igualdade anterior, é o nimero de vezes que a
quantidade \/pD esté contida em dz/dt, podemos utilizar \/pD como unidade de medida.
Assim, dizer que a velocidade de uma onda mutante no espaco de fenétipos abstrato é 0,52
significa dizer que a velocidade de uma onda no espaco de fendtipos real é de 0,52 vezes a
quantidade \/pD, a qual chamamos de unidade de velocidade fenotipica e representamos por
vpt (v de velocidade; p do grego pheno, evidente, brilhante; e t de typos, caracteristico.).
Desta forma, neste contexto, um vpt é, por definicao, a velocidade no espago de fendtipos
real (referente a um modelo matematico dimensional) que faz com que uma onda mutante
em um espago de fenétipos abstrato (referente ao modelo matematico adimensionalizado) se
desloque com velocidade 1. Segundo esta definicao, um vpt depende do modelo matemaético
em questao e sempre que utilizado deve-se explicitar o modelo. Neste sentido, dizemos
que a evolucao viral dos pacientes 1 e 2, listados na Tabela (4.1), possui, respectivamente,
velocidades 0,9970 vpt e 0,8831 vpt, segundo o modelo (3.5).

Uma continuidade natural do que iniciou-se nesta secao seria tentar analisar o perfil e
velocidade de ondas mutantes tentando relaciona-las ao quadro clinico de pacientes. Para
isto é necessario uma andlise mais detalhada e calibracao dos parametros do modelo, que nao

sao faceis de serem obtidos. Neste nivel, possivelmente seja necessario adaptar as equacoes e
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também incluir modelagens relacionadas ao uso de antirretrovirais, visto que a pressao ofe-
recida por eles sobre as populacoes virais é um dos importantes fatores que corroboram para
o surgimento de virus mutantes. No caso do modelo que apresentamos, esperamos abordar
isto em outro momento, pensando em termos do parametro w, devido a sua caracteristica
de aumentar ou diminuir a velocidade de uma onda mutante. Mas tanto isto quanto ou-
tras idéias precisam ser melhor analisadas e sentimos a necessidade de uma maior interagao
com outros profissionais, para nao nos enveredarmos em um amontoado de abstragoes sem

sentido.

4.2 Conclusao

Num primeiro momento, formulou-se um modelo em que o decaimento do niimero de
células T-CD4* ao longo do tempo pode ser visto como resultado de um enfraquecimento
do sistema imunoldgico, devido ao continuo esforco em tentar combater a infeccao. Alguns
fatores que ajudam para a deplecao do sistema imunolégico sao a existéncia de reservatorios
virais nao exauridos, o fato de que as células T-CD8* eliminam T-CD4* infectadas e prin-
cipalmente a mutagao, que vem sendo o maior obstaculo narrado por diversos autores para
combater o HIV. Todos estes fatores ficaram subjacentes a modelagem utilizada, na qual
focou-se primordialmente a consequéncia e nao o meio. Este estudo inicial resultou em
artigo [35] e serviu de base para o restante do trabalho.

Em um segundo estagio os esforcos foram direcionados na abordagem da mutacao, sendo
incluida também outra populacao celular. A consideracao da classe de células infectadas
nao refletiu em grandes consequéncias qualitativas com relagao ao caso em que nao estava
presente, mas abriu espaco para novas formulacoes e extensoes do modelo em que possi-
velmente sua importancia seja evidenciada. Por outro lado, a introdugao dos termos de
difusao-adveccao para a abordagem da mutacao trouxeram mudancas significativas e permi-
tiram, com base em reflexdes sugeridas pelo modelo e trabalho como um todo, a formagao

de algumas opinides com relagao ao assunto:

1. O maior problema com relagdo as mutagoes virais nao é a ocorréncia mas a aleatorie-
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dade.

2. Para conduzir mutagoes é importante que se conhega como alterar o ambiente em que

elas ocorrem de forma a tentar reduzir a caracteristica imprevisivel do fendmeno.

3. E importante que se desenvolva pesquisas na tentativa de conduzir mutagoes ou do

contrario sempre estaremos na dependéncia do acaso.

O trabalho é condizente com a idéia de usar as mutagoes contra o préprio virus, como
na teoria da mutageénese letal, na qual sugere-se a evolucao do virus até a morte com o
aumento da taxa de mutacao. No entanto, com base no modelo, pode-se acrescentar que
de fato é necessario reduzir a aleatoriedade para que nao haja o escape do virus as defesas
imunoldgicas. Portanto, é conveniente conhecer como conduzir mutagoes. De maneira que
se nao evoluir até a morte ao menos seja direcionado para alguma cepa controlavel por meio
de medicamentos.

A mutacao viral é um assunto bastante complexo e as consequéncias da abordagem
apresentada aqui ainda precisam ser mais exploradas. Como Darwin levou vinte anos para
desenvolver sua teoria da evolucao, embora nao esteja sendo feito o mesmo, este trabalho é
apenas inicio de algo que pode ser melhorado e de alguma forma trazer contribuicoes nao
apenas para abordagens relacionadas ao HIV, mas também outros fenomenos analogos em

que o reconhecimento de padroes semelhantes possam ser descritos pela Matematica.
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Apeéndice A

Nocoes e alguns termos de sistemas

dinamicos

Sejam f;: AxR, - B,i=1,2,...,n, funcoes de A cR” em B ¢ R. Considere um sistema

com n equagoes diferenciais de primeira ordem:

dx
d_tl = fl(xl,xg,...,wn,t),
dx
d_t2 = fa(@1,29,. .., T, 1),
(A.1)
dx,,
E fn(x17x27"'7xn7t)’

dx
ou, na forma vetorial: i f(x,t), sendo x(t) = (z1(t),z2(t),z3(t)). Sistemas como este
foram estudados nos capitulos anteriores. Convém no entanto, mesmo que superficialmente,

explicitar o significado de alguns termos relacionados a (A.1).

Espago de estados (ou espago de fases): E um espaco n-dimensional, cujos eixos coor-

denados sao o eixo-ry, €ixXo-Ts, ..., €iX0-T,,.

Estado: Para cada t, um estado corresponde a um ponto (z1(t),z2(t),...,z,(t)) no espago
de fases.

Variaveis de estado: Sao as variaveis dependentes 1, xs, ..., Tp.

97
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Campo de velocidades: Funcao vetorial f = (f1, fa,..., fn)-

Dimensao do espago de fases: Equivale ao nimero de equagoes de primeira ordem ne-

cessarias para descrever o sistema, que ¢ igual ao niimero de variaveis de estado.

Condigao inicial: Ponto z(tg) = (z1(to), x2(t0),- ., (to)), sendo ¢ty um valor fixo (nor-

malmente ¢y = 0) que corresponde ao instante a partir do qual um sistema evolui.

Solugéo: E uma funcio z*(t) = (2 (t), 25(t),...,25(t)) que torna verdadeira cada uma das
igualdades em (A.1) e também x*(ty) = x(ty), sendo z(ty) um condigao inicial dada.
Uma vez que as coordenadas z7(t), x5(t), ..., z;(t) definem x*(¢), por vezes também

dizemos que elas sao solugoes do sistema.

Retrato de fases: Conjunto de curvas obtidas pela evolucao temporal do sistema a partir

de todas as condicoes iniciais nas quais as funcoes f; sao definidas.

Ponto de equilibrio (ou estado estacionario): E um ponto T = (Z1,Ts, ..., %,) tal que
f(T) = 0. As barras sdao apenas para indicar que Ty, Ta, ..., T, Nao variam com o
tempo. Se uma condi¢ao inicial coincide com um ponto de equilibrio, x(tg) = T, entao

o sistema ai permanece indefinidamente, ou seja, z(t) = T para todo t.

Ponto ordindrio (ou regular) : E qualquer ponto x, que nao seja ponto de equilibrio.

Pode-se dizer que uma soluc¢ao « para o sistema (A.1) é um caminho no espago de fases
percorrido com velocidade Ccll—f, que coincide, em cada ponto, com o campo de velocidades f,
Figura A.1.

Um conjunto de equacoes diferenciais, lineares ou nao, que nao depende explicitamente da
variavel temporal t é chamado de sistema autonomo. Quando (A.1) representar um sistema

autonomo, o escreveremos da seguinte forma

dx
d_tl = fl(xlaan"'axn)
dx
d_; = fQ(xlaan"'axn)
(A2)
dzx,,
TR fn(‘rl?x%‘”axn)?

dt
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T3

caminho

Figura A.1: Interpretacao geométrica de alguns termos comentados, em um espaco de

dimensao trés. Os eixos representam o espaco de fases; o caminho, a solugao; o ponto
dx .

x(t) = (x1(t),x2(t), 23(t)), um estado; e — = f(x,t), a velocidade com que o ponto x(t) se

dt
desloca sobre o caminho no espaco de fases.

dx
ou, — = f(x).
T dt
Se fi(x1,29,...,7,) = ¥ a7, para i = 1,...,n, sendo a;; constantes, dizemos que

(A.2) é um sistema linear; e, caso contrario, ndo-linear. Em geral, um sistema nao-linear é
mais dificil de ser estudado. Mas, em algumas situacoes, um problema nao-linear pode ser
aproximado, nas vizinhancas de um ponto, por outro linear. Essa aproximacao, chamamos

. N . dz
de linearizagao e consiste em trocar i f(x) por

%:J(E)w,
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a matriz jacobiana associada a (A.2), linearizado em torno do ponto de equilibrio 7.

Uma outra nogao que, devido a sua importancia, comentamos a parte é a de estabilidade
no sentido de Lyapunov.

Dizemos que um ponto de equilibrio T ¢é assintoticamente estével se todas as trajetorias
x(t), cujas condicoes iniciais estdo contidas numa esfera de raio 0 com centro em 7, tendem
para T conforme o tempo passa. Assim, para qualquer pertubagao na condicao inicial x(ty) =
T que nao retire a solucao de dentro dessa esfera, tem-se que a trajetéria x(t) - T quando
t — o0. Se essa esfera possui raio finito,  é ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estavel. Se tal esfera possui raio infinito, ou seja, abrange todo espaco de fases, o ponto de
equilibrio é globalmente assintoticamente estavel. Em ambos os casos o ponto é classificado
como atrator. O conjunto de todas as condigoes iniciais que convergem para um mesmo
atrator formam a bacia de atracao desse atrator.

Dizemos que T é neutramente ou marginalmente estavel se existe uma esfera de raio ¢
centrada em T tal que, para qualquer trajetéria com condigao inicial z(¢) pertencente a essa
esfera, entdo x(t) permanece dentro de uma outra esfera de raio € centrada em Z, conforme
o tempo passa. Nesse caso, porém, z(t) nao tende para T quando t — oo.

O ponto de equilibrio T é instdavel se nao existe esfera de raio ¢ centrada em z tal que
todas as trajetorias, cujas condigoes iniciais pertencem a essa esfera, ficariam confinadas
no interior de uma segunda esfera de raio € com centro em Z. Assim, ha pelo menos uma
trajetéria com condigao inicial z(ty) pertencente a esfera de raio § que deixa a esfera de raio
€ num tempo finito.

Destas nocoes de estabilidade segundo Lyapunov, cabe destacar uma que utilizamos com
frequéncia nos capitulos anteriores e, por isso, a escrevemos de maneira um pouco mais

“formal”, por meio da
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Definicao A.1 Um ponto de equilibrio T € localmente assintoticamente estavel se
Ve> 0,30 >0;||z(to) —Z|| < d = (t > o0 = ||z(t) = Z|| = 0).

Em poucas palavras, esta definicao estabelece que para t suficientemente grande a solugao
do sistema se aproxima do ponto de equilibrio desde que a condicao inicial esteja proxima o

bastante deste valor.

Este apéndice foi elaborado com base na referéncia [37].
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Apeéendice B
Critérios de Routh-Hurwitz

O problema de descobrir se todas as raizes de um polinomio de grau n tém parte real
negativa, sem calcular explicitamente essas raizes, foi solucionado em 1877 por E. J. Routh
(1831-1907). Em 1895, A. Hurwitz (1859-1919) encontrou, independentemente, uma solugao
equivalente. A seguir, descreveremos de que forma isto pode ser feito.

Seja ap €R, kel ={1,2,...,n}, e p o polindomio dado por
PN = A"+ @ A"+ @\ 4+ A+ ay,. (B.1)

Utilizando os coeficientes de p(A), podemos construir uma matriz H = [h;j]n«, do seguinte

modo:

e Na primeira linha, escrevem-se os coeficientes a; com indice impar, k£ em ordem cres-
cente; na segunda linha escrevem-se os coeficientes a; com k par, k em ordem crescente.
O coeficiente de \", ag, é 1. As demais posicoes destas linhas, de n elementos, sao pre-

enchidas com zeros.

e As duas linhas seguintes sao obtidas deslocando-se as duas primeiras uma coluna para

a direita, e completando com zeros as posicoes que ficaram vazias.

e As demais linhas sao construidas repetindo esse procedimento, até a, ocupar o canto

inferior direito da matriz.
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Nota: H é chamada de matriz de Hurwitz.

Exemplo: Para n =6, p(A) = A6 + a1 A% + agA* + ag A3 + ag A% + as\ + ag e

ay as das 0 0
Ao A4 Qg 0
a; asz as 0

1 ay as ag

o o o o o

0 ay as as

o o o o =

0 1 ay a4 ag

O critério de Hurwitz estabelece que as raizes Ay de p(\), k € I, possuem parte real
negativa, Re(A;) <0, se
(a)  ar>0, Vkel;

(b)  det(hy)>0, Vkel; hy=[hijlr

Exemplo (Critério de Hurwitz para n =2): Se n=2, p(A\) = A2 +a; A +as e
H -

Condigoes do critério:

(a) a;>0eay>0;
(b) det (hl) = |CL1| =a > 07

ay 0
det (hg) = =aqas > 0.
1

a2

Neste caso, como (a) implica em (b), o critério se resume na condigao (a).

Exemplo (Critério de Hurwitz para n=3): Se n =3, p(A) = A3+ a1 A2 + a\ + a3 e

a; das 0
H = 1 [45) 0

0 a; das
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Condicoes do critério:
(a) a1>0,ay>0eaz>0;

(b) det (hl) = |CL1| =ay > O,

a; das
det (hg) = =ajag —as > 07
1 ag
a; as 0
det(hs)=| 1 ay 0 |=a1aza3-aj=(aras—az)az>0.
0 a; as

Uma vez que, a; >0, a3 >0 e ajas — az > 0 implicam em det (k1) >0 e det (h3) > 0, o critério
se resume as condicoes

ap >0, a, >0, a3 >0 e ajas —az > 0.

Exemplo (Critério de Hurwitz para n=4): Se n =4, p(A) = M + a1 A3 + agA? + agA + aq €

a; das 0 0
1 Ao Qg 0
0 a; as 0

0 1 o QAy4.

Condigoes do critério:
(a) a3>0,a2>0,a3>0e ay>0;

(b) det (hl) = |CL1| =ap > 07

ap as
det (hg) = =a10a9 — A3 >0;
1 a9
ay; das 0
2 2 2 4 Q.
det (h3) =| 1 ay ay |=a1a0a3 —ajas — a3 = (araz — az)ag — aja* > 0;
0 a; as

a; as 0 0

1 Ao Ay 0 4
det (hy) = = a*det (hg) > 0.
0 a; das 0
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Analogamente aos casos anteriores, é possivel observar que sao suficientes as condigoes:
2 4
a; >0, a9 >0,a3>0,a4>0e (a1az —ag)as — aja* > 0.

Normalmente, os nomes Routh e Hurwitz sao citados juntos. Enquanto Hurwitz estabe-
lece o uso da matriz H, para determinar se a parte real das raizes do polinomio (B.1) séo

negativas, Routh considera uma tabela construida da seguinte forma:

e Na primeira linha, escrevem-se os coeficientes a; com indice par, k£ em ordem crescente;

na segunda linha, os coeficientes a, com indice impar, com k crescente.

e Para obter cada elememento da coluna-i das n—1 linhas, calcule o determinante da ma-
triz de ordem 2 cuja primeira coluna ¢é formada pelos dois elementos da primeira coluna
da tabela que estao nas linhas imediatamente acima e a segunda coluna é formada pelos
dois elementos da coluna-(i+1) da tabela que estdo nas linhas imediatamente acima.
Divida esse determinante pelo elemento da primeira coluna na linha imediatamente

acima, tomado com sinal contrario.

e Essa tabela contém n+1 linhas, sendo que ha apenas um elemento nas duas tdltimas

linhas.
Exemplo: Para n =6, a tabela de Routh é

1 ay as ag

ay az as

by by b3
1 C

dy dy

€1

S
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sendo

111 a 111 a 111 a

bl___ ? ) b2:__ ! ) b3:__ ° )
ax a; das ax a1 as ax aq 0
1|{a1 a3 1{a as 1101 bo

Cl =—7 ) Co=—7— ) d1=—— )
bl b1 bg bl b1 b3 ‘G C1 Co
1|01 b3 1]1a ¢ 1| di dy

dy = —— ) €1=—d— N
€ C1 0 1 dl dg €1 €1 0

Se a, > 0, k € I, o critério de Routh estabelece que Re(A;) < 0, se todos os elementos da
primeira coluna dessa tabela sao positivos. Se ha troca de sinal na primeira coluna, entao o

nimero de trocas de sinais corresponde ao ntmero de raizes com parte real positiva.

Exemplo: Para n =2, p(\) = A2+ a1\ + ay e a tabela de Routh é

ai

a2

O polinémio tera duas raizes com parte real negativa se a; >0 e as >0, como no critério
de Hurwitz. Se a; >0 e ay <0 ou a; <0 e as < 0, houve uma troca de sinal, existird uma
raiz com parte real positiva. Caso ocorra a; < 0 e as > 0, duas trocas de sinais, existirao

duas raizes com parte real positiva. Se ha elemento nulo na primeira coluna, entao existe

raiz nula e/ou com parte real positiva.

Este apéndice foi elaborado com base nas reféréncias [37] e [39].
Em poucas palavras, nesta se¢ao, mostramos que o sistema (3.8) possui dois pontos de
equilibrio: Ey = (0,1,0,0), que representa uma situacdo em que nao ha virus na corrente

sanguinea e Fy = (V,Y, Z, 1), associado a presenca de virus. No entanto, para que V, Y, Z e
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I assumam valores positivos e assim possamos interpreta-las como populagoes, as condigoes

! .
y > e Hz > T devem ser obedecidas.

O principal resultado foi a andlise dos pontos de equilibrio do sistema e esta pode ser

resumida em termos do



Apeéendice C
Graficos auxiliares

Na secao 3.4 encontramos uma expressao que relaciona a velocidade de uma onda, c,,, e

os parametros py, r, a e w. A saber:

3
1 9 T 2 W—Cpy 1 T
Cor=T=WC, +\ [ 2 | — +w=cp | +3c2,| - r+uy )| t=——+w-cp,
27¢3, Cm Cm 9¢2, \cp,

2
o (T 2 5 W — Cpy, 1 W — Cpy,
e, —r—wemt\ /i, | —Ftw—cyp | +3c;, | - r+uy || —— |- T+ [y
Cm, Cm, 3Cm Cm

[

9 o (T 2 o [ W= Cnm a r
e, —r—wep [ i | —+w-cp, | +3ci, | - r+uy || +|——-pv | —=0.
Cm Cm r Cm

Utilizando o software Maple, por meio desta equacao, obtemos as quatro figuras seguintes,
C.1, C.2, C.3 e C.4, que expressam c¢,, em funcao de uy, r, a e w, respectivamente. Em
cada figura, dispomos trés sequéncias na vertical de quatro graficos na horizontal. O quarto
de cada sequéncia rotulado com “Acoplados” corresponde aos trés anteriores representados
simultaneamente para facilitar a comparacao. Os parametros envolvidos na equagao e nao
comentados em cada ilustracao foram fixados como na Tabela 3.1, uy = 0,0060, r» = 0, 1600,
a=0,0077 e w=0.

Embora interessa apenas o primeiro quadrante, em que ¢, e o parametro correspondente
assumem valores positivos, para se ter uma idéia global, em todos os gréaficos a seguir também
esbocamos a parte negativa dos eixos vertical e horizontal. As figuras comentadas na segao

3.5 correspondem, nesta ordem, a C.1 (a), C.2 (a), C.3 (a), C.4 (a) e C.2 (k), ap6s focar a
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regiao de interesse e ampliar a imagem.
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(i) w=0,01 (G) w=0,1 (k) w=1 (1) Acoplados

Figura C.1: Comportamento de ¢, em fungao de py. Nos gréficos (a)-(d) variou-se «; (e)-(h), 7;

e (1)-(1),w.
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Figura C.2: Comportamento de ¢, em fungao de r. Nos gréficos (a)-(d) variou-se py; (e)-(h), «;

e (1)-(1),w.
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R -
v b
R -
R -

-4 2 4 4 2 4 -4 2 4 -4 2 4
-1 o I\« -1 o -1 o
-2 =3 -2 -2
-3 -3 -3 -3
-4 -4 -4 -4
(a) py =0,006 (b) py =0,06 (c) py =0,6 (d) Acoplados
41 41 41 n
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Figura C.3: Comportamento de ¢, em fungao de a. Nos graficos (a)-(d) variou-se py; (e)-(h), 7;

e (1)-(1),w.
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41 4 41 4
3 31 3 3
“n 2 “n 21 “m 2 )
1 11 1 1
2 4 2 4 4 2 4 2 4
w w noow w
_9]
-3
_4]
(a) py =0,00048 (b) pv =0,0048 (c) py =0,048 (d) Acoplados
4] 4] 4] 4
3 31 3 3
€ € ol € s

(i) »=0,011 (G) r=0,11 (k) r=1,1 (1) Acoplados

Figura C.4: Comportamento de ¢,, em fungao de w. Nos gréficos (a)-(d) variou-se uy; (e)-(h), «;

e (1)-(),r.



Apeéendice D

Definicao para Caso de AIDS e

Doencas Oportunistas

Aqui, procuramos apresentar ao menos uma definicdo do que vem ser considerado caso
de AIDS e uma pequena lista de doengas oportunistas [10]. Ao final, tem-se também uma
tabela com as classes de medicamentos atualmente disponiveis. A defini¢ao a seguir é apenas
para individuos com treze anos ou mais e a utilizada no Brasil para esta faixa etaria (Critério

Rio de Janeiro-Caracas).

Considera-se como um caso de aids todo aquele que apresente evidéncia laboratorial de
infeccao pelo HIV e um somatério de, no minimo, 10 pontos de acordo com a escala de
sinais, sintomas ou doencas em pacientes comprovadamente infectados pelo HIV, tabelados

e descritos como segue
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Sinais, Sintomas ou Doencas Pontos

Sarcoma de Kaposi 10

—_
S

Tuberculose disseminada/extrapulmonar/pulmonar nao-cavitaria

Candidiase oral e/ou leucoplasia pilosa

Tuberculose pulmonar cavitaria ou nao-especificada

Herpes zéster em individuo com até 60 anos

Disfuncao do sistema nervoso central

Diarréia por um periodo igual ou superior a 1 més

Febre maior ou igual a 38°C (periodo > a um més)

Caquexia ou perda de peso corporal superior a 10%

Astenia por um periodo igual ou superior a 1 meés

Dermatite persistente

Anemia e/ou linfopenia e/ou trombocitopenia

Tosse persistente ou qualquer pneumonia (exceto tuberculose)

DO | N[ DN N[N N[N N Ot Ot Ot | Ot

Linfadenopatia maior ou igual a 1 cm, em 2 ou mais sitios

extra-inguinais, por um periodo igual ou superior a 1 meés

Descricao:

Sarcoma de Kaposi: diagndstico definitivo (microscopia) ou presuntivo, por meio do reco-
nhecimento macroscopico de nédulos, tumoragoes ou placas eritematosas ou violaceas

caracteristicas na pele e/ou mucosas.

Tuberculose disseminada/extrapulmonar nao-cavitaria: tuberculose disseminada (es-
pecialmente do sistema nervoso central, ou SNC), incluindo as formas pulmonares,
radiologicamente atipicas ou nao, associadas a outra localizacao extrapulmonar ou tu-
berculose extrapulmonar em mais de uma localizagao (especialmente ganglionar); ou
tuberculose pulmonar com padrao radiolégico atipico (miliar, infiltrado interstical, nao

cavitdrio). Diagndstico etiolégico por meio de baciloscopia, histologia ou cultura.

Disfungao do sistema nervoso central: indicada por convulsdo mental (e.x.: desorientagao

temporal ou espacial), deméncia, diminui¢ao do nivel de consciéncia (exemplo: estupor
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ou coma), convulsoes, encefalite, meningites de qualquer etiologia (exceto por cripto-

coco), incluindo as de etiologia desconhecida, mielites e/ou testes cerebelares anormais.

Candidiase oral: pode ser diagnosticada pela aparéncia macroscopica de placas brancas

em base eritematosa, removiveis na mucosa oral.

Leucoplasia pilosa oral: placas brancas pilosas nao removiveis na lingua e/ou cavidade

oral.

Diarréia por um periodo igual ou superior a 1 més: duas ou mais evacuagoes brou-

xas ou liquidas por dia, constante ou intermitente, por pelo menos um mes.

Febre igual ou superior a 38°, por um periodo igual ou superior a 1 més: constante

ou intermitente.

Caquexia ou perda de peso superior a 10%: emaciacdo ou perda de peso superior a

10% do peso normal do paciente.

Anemia: hematdcrito inferior a 30% em homens e a 25% em mulheres, ou hemoglobina

inferior a 11 mg/ml em homens e 10mg/ml em mulheres.
Linfopenia: contagem absoluta de linfécitos inferior a 1.000/mm3.
Trombocitopenia: inferior a 100.000/mm?3.

Tosse persistente ou qualquer pneumonia (exceto tuberculose): qualquer pneu-
monia ou pneumonite determinada radiologicamente, ou por outro método de di-

agnostico.
Doencgas Oportunistas

Sao doencas que se desenvolvem em decorréncia de uma alteracao imunitaria do hospedeiro.
Geralmente de origem infecciosa, porém, varias neoplasias também podem ser consideradas
oportunistas.

As doencas oportunistas associadas a AIDS sao varias, podendo ser causadas por virus,

protozoarios, fungos e certas neoplasias:
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e Virus: Citomegalovirose, Herpes simples, Leucoencafalopati Multifocal Progressiva.

e Bactérias: Micobacteioses (tuberculose e complexo Mycobacterium avium-intracellulare),

Pneumonias (S. pneumoniae), Salmonelose,
e Fungos: Pneumocistose, Candidiase, Criptococose, Histoplasmose, Histoplasmose,
e Protozoarios: Toxoplasmose, Criptosporiodiese, Isosporiase,

e Neoplasias: sarcoma de Kaposi, linfomas nao-Hodgkin, neoplasias intra-epiteliais anal

cervical.
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Tabela D.1: Atuacao de diferentes classes de medicamento anti-HIV [8].

Classes de medicamentos antirretrovirais

Inibidores Nucleosideos da Transcriptase Reversa - atuam na enzima trans-
criptase reversa, incorporando-se a cadeia de DNA que o virus cria. Tornam essa
cadeia defeituosa, impedindo que o virus se reproduza.

Sao eles: Zidovudina, Abacavir, Didanosina, Estavudina, Lamivudina e Tenofovir.
Inibidores Nao Nucleosideos da Transcriptase Reversa - bloqueiam direta-
mente a acao da enzima e a multiplicacao do virus.

Sao eles: Efavirenz, Nevirapina e Etravirina.

Inibidores de Protease — atuam na enzima protease, bloqueando sua acao e
impedindo a producao de novas copias de células infectadas com HIV.

Sao eles: Atazanavir, Darunavir, Fosamprenavir, Indinavir, Lopinavir/r, Nelfinavir,
Ritonavir e Saquinavir.

Inibidores de fusao - impedem a entrada do virus na célula e, por isso, ele nao
pode se reproduzir.

E a Enfuvirtida.

Inibidores da Integrase — bloqueiam a atividade da enzima integrase, respon-
savel pela inser¢ao do DNA do HIV ao DNA humano (cédigo genético da célula).
Assim, inibe a replicacao do virus e sua capacidade de infectar novas células.

Eo Raltegravir.
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