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1. ABSTRACT

?Inexisténcia de blow-up hiperbdlico simples para a eguacdo
guasi-geostrdfica”

Title: Nonexistence of simpie hyperbolic blow-up for the quasigeosiroph-
ic equation

This master dissertation deals with the quasigeostrophic equations,
a svstem of integro-differential equations that has been proposed as a
model for the process of large-scale front formation in the atmosphere.
‘These equations have a structure that resembles the system of two di-
mensional incompressible and ideal fluid dynamics but, in their scaling
behavior, they bear an important analogy with the three dimensional
equations. An important problem of current interest is the possibil-
ity of spontaneous singularity formation in initially smooth solutions
of the quasigeostrophic equations, a problem bearing similarity with
the celebrated analogous problem regarding solutions of 3D Euler and
Navier-Stokes. The main objective of this dissertation is to examine
the unexpected Cordoba Theorem (D. Cordoba, Ann. of Math. 148
(1998), 1135-1152), where it was established the impossibility of sin-
gularity formation through simple hyperbolic blow-up, which had been
previously proposed and numerically investigated as a probable mech-

anism for singularity formation.



2. REsUMO

A presente dissertacao de mestrado trata sobre as equacdes guasegeostré-

ficas, um sistema de eguacGes integro-diferenciais que se propde como
modelo para o processo de formacdo de frentes em larga escala na at-
mosfera. Estas equacdes possuem uma estrutura semelhante ao sistema
de equagodes da dindmica dos fluidos ideais e incompressiveis em duas
dimensoes espaciais, mas com relacdes de escala que tem uma analogia
importante com as equagoes em tres dimensoes espaciais. Uma questdo
importante presente na literatura é a possibilidade de formacdo espon-
tanea de singularidades em solugbes inicialmente suaves das equagOes
gquasegeostrdficas, em analogia com a famosa questao andloga para 3D
Euler e Navier-Stokes. O objetivo principal da dissertacio é examinar
o surpreendente Teorema de Cordoba (D. Cordoba, Ann. Of Math.,
148 (1998) 1135-1152), que estabelece a impossibilidade de formacio de
singularidades pelo processo de blow-up hiperbélico simples, que havia
sido proposto e estudado numericamente como o mecanismo provavel

para formagao de singularidades.



3. INTRODUCAO

Um importante problema em dinfdmica dos fluidos é responder se
dado uma condicao inicial suave, existe solugdo global no tempo. Neste
contexto, considere ¢ sistema de equacbes de Navier-Stokes para um

fuido incompressivel:

(1) v+ (u-Viu = ~Vp+rvldutg

Veou = 0,

com condic¢do inicial w(z,0). Quando v = G, o sistema é chamado

equacdes de Euler.

O “ millennium prize problems” nimero seis € o seguinte:
Se u(z.0) é suave entdo existe solucdo u(z.t} suave pare todo €7

Para mais detalhes consultar o endereco [30].

Umz resultado conhecido, é que existe solugdo local suave no tempo
(116]). Por [20], a resposta para essa pergunta em duas dimensdes &
sim. Em trés dimensoes ainda é um problema em aberto.

Neste trabalho consideraremos a equacgio quasi-geostréfica em 2D do

tipo escalar ativo (QG) :

(2) (O +u-V§=0

u=V"¢onde § = —(—~A)iY e

B(x.0) = fy suave. Aqui # = #{z.%), comz € R®.¢t € R™, é um

escalar, u é a volocidade, e ¢ é a fun¢do corrente ( funcgdo stream).
5



Em [26]. P. Constantin e J. Wu apresentam resultados de existéncia
e suavidade de solucdo fraca para uma versio generalizada do sistema
(2), junto com algumas estimativas de decaimento.

Na secao § deste trabalho ¢ feita uma analogia entre o sistema (1)
em trés dimenstes, para o caso p =0, v = 0 e g = {), e 0 sistema quasi-
geostréfico (12); mostrando a importancia do estudo das equagdes QG
para a solucdo do problema em aberto.

A referéneia [24] motivou o desenvolvimento de [5], na medida que
fornece respaldo numérico para as hipotéses presentes em [5]. Em [24],
P. Constantin, A. Maida e E. Tabak, através de experimentos numéri-
cos junto com alguns resultados tedricos, chegaram & seguinte conjec-
tura:

“Se a topologia das curvas de nivel da solugao para a equacgao
quasi-geostréfica em 2D do tipo escalar ativo, em uma regiao
de altos valores para o mdédulo do gradiente, nao tiver um
cendrio do tipo sela hiperbélica, entio nao é possivel acontecer
uma singularidade em tempo finito ”.

Pode-se fazer uma pergunta complementar a essa conjectura: ” Se
a topologia das curvas de nivel tiver um cendrio hiperbdlico. ocor-
rerd o colapso das hipérboles e a consequente singularidade? 7 Es-
td € a questdo a ser discutida nessa dissertagdo. Simulacbes numéri-
cas mostraram evidéncia de um comportamento singular sob essas
condigdes. No teorema principal de [5], que é examinado nesta disser-
tacdo, D. Cordoba mostra que o colapso néo pode ocorrer em tempo
finito. Além disso obtem-se uma estimativa para o fechamento do angu-
lo entre as assintotas das hipérboles. O fatc de nao fechar malis rdpido
que uma dupla exponencial, elucida a caracteristica do fenémeno que

gerou 0s erros das previsdes numéricas.

6



Fazende uma comparacdo com resultados anteriores, no artigo existe
uma maior liberdade para a deformacio das curvas de nivel com o
tempo, se coufrontado por exemplo com [6].

Em [5], Remark 6, D. Cordoba faz ¢ seguinte comentdrio para o ca-
so em gque a topologia das curvas de nivel é eliptica: o colapso das
elipses também nao pode acontecer mais rapido que uma dupla ex-
ponencial (colapso das elipses significa fechar em direcdo ao semi-eixo
maior). Isto é esperado pois, pelas técnicas empregadas, o importante
& o comportamento polinomial (de conicas) das hipérboles.

INa dltima secdo sao discutidos a extensdo dos métodos para eguagoes
com propriedades parecidas a QG e uma generalizagio para fluidos
2D. No caso das equacgbes de Euler e MHD, resultados anslogos sio

encontrados (ver [7], [11] e [10]).



4. PRELIMINARES

4.1. Definicbes e notagdes bdsicas. Nesta secho iremos fazer al-
gumas definicbes e assumir algumas notagdes que serdo utilizadas na
presente dissertacao.

COrdem de grandeze.

Sejam alt) e b(f) duas fungbes reais com mesmo dominio real U.
Dizemos que a(t) é da mesma ordem de grandeza ou aprorimadamente
igual a b(1}, se existir constantes positivas C; e Oy, independentes de

t, tais que

Cralt) < b(t) < Chalt),

para todo ¢t € U,

Denotamos essa relacio por a{t) ~ b(t). E facil mostrar que ~ é uma
relacdo de equivaléncia.

Definicdo de O(f{x)).

Sejam f e g duas funcgdes de B* em R. Dizemos que g(z) = O(f{z}}

em I = a, se

lim (M) < 00,

z—ra (3;‘)
Em particular se ¢ = 0 e f(z) = z, temos que glx) = O(f(z})) =
Oz} se

11m(g(—{)—) < 00,
@30 T

o que equivale a dizer que existe § > 0 tal que. se |z| < J, entdo

g(z)] < (e + [C)z]
8



para algum e > 0.
Norma de wm operador linear.
Seja. V' um espago vetorial. Considere T : V. — V, um operador

linear sobre V. Definimos a norma de T como

7| = sup [T ()|

g1
E fdcil mostrar que o operador & continuo se e somente se ||T]] < oo
(ver [13]).
Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Seja V' wma espaco vetorial normado, com a norma gerada por um
produto internc. Se a e b forem dois vetores em V. ent&o vale a de-

sigualdade

| < ab>]< el -]l

Espagos LF
Considere um espaco de medida (X, M, ). Se f for uma funcéo

mensurdvel em X ¢ 0 < p < oc. entdo definimos

PIX. My ={f:X — C: fmensuravel e | f|}, < o},

onde

1l = ([ 17Pd)?

E facil ver, que o espaco L? é uma espaco vetorial completo com a
norma t! fl|, (ver [15]).

Desigualdade de Holder. Suponha que 1 <p<oce =+ é =1. Se f

i
v
e g forem mensurdveis em A, entao

t



fgiie < iflleilglle

Para a demonstragéo ver {15].

Multi-indice

Um multi-indice é uma n-upla ordenada de inteiros nao negativos,
ou seja, @ = (@, ...,y onde cada ¢; € N. Define-se as seguintes
operagoes associadas a um multi-indice o:

ol = T an ol = [T e, 0% = ()% ()% e 2% = [T 22

O espago vetorial CI{R™)

Definimos o espago vetorial das fungdes 7 diferencidveis C7{R”) como:

CHR™ = {f : B - R tal que 8°f(z) existe ¢ & continua para
qualquer ¢ tal que ja| = j € N} Se f € CY(R"), entdo dizemos que
f & 7 -continuamente diferencidvel. Se f € C7(R") para todo j € I,
entdo dizemos que f € C*(R") ou que f é suave.

Semi-norma C?{R™)

Seja f € C/(R™), j > 1. Definimos a semi-norma C?(R") de f como

J

1 flles = sup | > 18°F

- n
TERT A jai=1

O espago vetorial C/(R"™) ¢ um espaco de Frechet com a familia de
semi-normas {|| |lci}.
Espaco de Schwartz

Seja N € N e o um multi-indice. Definimos

1 fiva = sup (1 + [z))Y]0% f{z)]

T R?

10



S=1{feC®R"): [Ifllwa < oo para todo N, o}

S ¢ chamado espaco de Schwartz. Assim vemos que S & o espago
de todas as fungdes C* que se anulam no infinito mais répido do que

qualquer polindmio de

x|, junto com todas as suas derivadas. Para
malores detalhes ver [15].

Convolugdo

Sejam [ e g fungoes mensurdvels em RB™. A convolugio de fegéa

fungdo [ * g definida como

(Fro@) = [ fa-paw)dy

para todo z tal que a integral exista.

Se f € L', g € C*, e 0%g & limitada para |a] < k, entfo

fxgeCfe d*(f=g) = f =0,

para | < k. Isto é, basta que uma das funcdes seja suave para a
convolugdo ser suave. Para a demonstracao ver [15].

Transformada de Fourier

Seia f € L*(R"). Definimos a transformada de Fourier de f (No-

tacao: f(£)) como

fl& =] floye™dz.
Bn

Transformada de Fourier da convolugdo

Se f.g € L*(R"™) entdo
11



(f*g) (£

li
L*‘H)
I
et
Ly
o
Sy
pa——

Gradiente perpendicular

Sejav = (v1.19) € B2 Definimos o vetor perpendicular v— de v como
vt = (—va, v1).

Seja [ uma fungfo diferencidvel de B* em K. Definimos gradiente

perpendicular de f {Notagio: V=) como

af af .
et L 5,
Oxs’ 5$1}‘I)

V() = (
4.2. Um Lema de existéncia de limite. Seja [ : [¢,6) — R uma
funcio limitada, com derivada limitada. Entfo existe lim,_.; f(x).
Demonstracio
Suponha que lim,.; f{z) ndo exista. Como f é limitada, existem
duas sequéncias, a saber (z,, )70, e (x,, )52, convergindo para b, tais

que
E_Lrilof(xnk) =L, ;clin;f(xsk) =Ly,
T, < Ts, Yk € Ne Ly # Lo Para cada k, existe I € {z,,. 7., ) tal

que

f('rSk) - f{xﬂx)

Tg, = Tn

= [ (Zx).

k

Como f (z) é limitada,

limsup f (Z) < .

12



Por outro lado,

flas,) — Fzn,)

limsup f (%) = Lmsup =
Ty, = In

_ Ly — Ly o
o ﬁmk_}oo(xnk — Isk) -

k

Portanto temos um absurdo e segue o enunciado do Lema. Poderfamos
tirar a hipStese de f ser limitada, pols como a derivada é limitada em

um intervalo limitado, entdo a funcédo também tem que ser limitada.

4.3. Operadores do tipo multiplicador de Fourier. Seja T o op-
erador em S definido da seguinte forma:
T{f)E) = m(g}f{g}, onde m{x) é uma funcio tal que existe um

polindmio F satisfazendo
im(&)] < ClPIEN1

para todo £ € R". Como [ pertence a S entdo m(:c)j?(x) e L?. Assim
T{f) estd bem definida, como a inversa de Fourier de m(z)f(a:) A

fungdo m{z) é chamado o multiplicador de Fourier para o operador 7.

4.3.1. Poténcias fraciondrias do Laplaciano. Seja f € S. Definimos T =

~A% pe Rpor:

(~AFf) (@) = (2n|z))* fla).

Notemos que, para p = 2, recaimos na definicio tradicional do Lapla-
ciano. Como o primeiro termo do produto ndo pertence a L?) nao
podemos usar o teorema da transformada de Fourier da convolugao
para inverter a transformada de Fourier. Um caso de especial inter-
esse para essa dissertacac € o de p negativo. Se p = —a onde 0 <
o < m,entdo @ possivel fazer a inversdo através do seguinte resultado:

Lema: Para toda funcdo f € S e 0 < o < n vale a identidade
13



fRﬁ lz|7" " fz)dz = j’;ﬂ (o) (2mlz]) "% f (z)dz,

onde

Para a demonstragio ver [14].

Usando o lema acima para calcular a inversa da transformada de

Fourier de (—A~%f)" encontramos
A D) = (=559 ) = [ @rla)F (@)evas =
—o ) = izl f cc
= fm(zw[m[) (flz — ) = 200) fmi e fr + yjdz.

Paraocasoem que n = 2 e a = 1, temos o caso do Laplaciano a
1.

5

ot =i [ HEr L[ e,

21 Jon 2] T g e -]
4.4. Propriedades de conservacio das equagoes de transporte.
Considere um dominio £2, ocupado por um fluido. Classicamente, sen
estado é descrito através das varidveis densidade p, presséo p e veloci-
dade u = (u3, ug, u3).

Existem duas maneiras equivalentes de descrever um fluxc: A Eule-
riana que corresponde a determinar as grandezas p, p e u para cada
ponto do fuido em um determinado instante, e a Lagrangiana que cor-
responde a expressar o fluxo através das trajetérias individuais de suas
particulas (ver {22]) :

Dizemos que X = X(«,%) & a descri¢io Lagrangiana de um fluxo

suave u = (&1, %2, £3,t), se X satisfaz a EDO:
14



| d . i
(3) ¥ =ulX.1)

X, 0) = e

Ambas as descricbes s@o Uteis, e por isse torna-se importante en-
contrar o Jacobiano da mudanca de varidveis entre elas. Considere a

notacio J = J(a,t) = @et{‘g’z}(a, t). Em [1], mostra-se que

o

(4) ZJ(a.t) = div(u)(X (a,8), )(J (0,1)).
Considere um campo w = u(x1,Zy, z3.t) e uma funcio diferencidvel
escalar #{z,t}, com z € R" e ¢t € [0,00). Define-se derivada material

de 6 com respeito ao campo u da seguinte forma:

B} D _ , _d
(5) Dttt =80 +u- Vb = EE@(X(Q,L‘),L‘).

Da ultima equago é ficil notar que calcular a derivada material
equivale a calcular a derivada ao longo das trajetérias de particulas.
Se %Q(x, t) = 0, entdo dizemos que § & transportado pelo campo u.

Proposicido 1: Seja f : R — R uma funcdo diferencidvel. Se ¢ for
transportado pelo campo u, entdo f(#) também serd transportado pelo
Mesmo campo.

Demonstragdo:

Sabemos que £6(X (. t),t) = 0. Caleulando d% (B(X (a, ), t}) temos

SHO(X(0,0,0)) = F(6(X(0,1),0) - £0(X(@.9),1) =0,

pois f é diferencidvel.



Proposicao 2: Se 6 for transportado pelo campo u e div{u} = 0,

entaoe

d
il Oz, t)dz = 0,

ou seja, [, #(x,t)dx é conservada no tempo.

Demonsiracao

Calculando primeiro £ J{q, 1) = div(u){X (0, 1)){J (e, 1)) = 0, pois div(u) = 0.

Agora caleulando £ [0 6(z, t)dz, temos

d [ d [ dX dJ
havenl y .f d?: - N . J1 ‘. = - —_— Jo— =
= L Oz, t)dx 7 J{?o (X (o, t), 1) J (X e, t})dox V/{EO(QJ—FVH 7 J—;—th)d.az

f (8,6 +u - V.60)Jdo = / (60 + - Vo0)dz = 0.
Qo Qé

Se tomarmos f(z) = 2® temos pela Proposicdo 1, que [, 0°(z, t)dr =

const.

Em particular, para o sistema quasi-geostréfico, temos
div{u) = div(V=y) = 0.

Portanto pelas Proposices 1 e 2, com f(x) = 2%, obtemos
d., )
—|18ll;, = 8(z, t)dx = const.

Assim vemos que o sistema quasi-geostréfico conserva a norma L2

Conservacgao da norma L :

Suponha que {}8{z.0)|[z« < oo. Assumindo que 8 é transporta-
do, temos que %B{X(a:t),t) = (. Assim a0 longo das trajetérias de

particulas, € é constante. Logo, para ¢ fixo,
16



sup [f{z,1)| = sup [6(X({e,1),1)] = sup (X (e, 0),0)]

reR? ot R* aER?
= sup Ao, 0) = ||8(z,0)] 1.
Qg RY



5. ORIGEM FISICA DO PROBLEMA

Nesta secdo faremos nma deduclo resumida das equagdes quasi-
geostroficas.  Mailores detalhes podem ser encontrados na referéncia
(13].

5.1. Equacdes do movimento em coordenadas esféricas. O cendrio
onde aplicaremos as equacoes de fluidos é a atmosfera. Por isso vamos
expressar as leis da dindmica de um fluldo em coordenadas esféricas.
Seja 6. ¢ e r a latitude, longitude e a distdncia ao centro da terra
respectivamente. As velocidades leste, norte e vertical 8&0 u.v. e w
respectivamente. Se {1 é a velocidade angular da terra, a equacao de

conservacao da massa em coordenadas esféricas toma a seguinte forma:

() EE % ‘ 22& 1 Olvcosf} 1 _c?_:r_{ _
b DtTp 9r 7 rcosf  Of WTCGSE)@@ -

onde

D_0, w0 vo_ b
Di 0t rcosBoe  rof Yo

E as equacoes de conservacao do momento 820

£
iy

: ” 1 &8 p
EE + v B and — 20 sin 6 + 2Qw cos 6 = -———““zi)f -2
Dt ¥ r ,O?"COSQ@@ &

Dy vw ol 10p Jg
\ —— L g — 20usin A = —— = L el
(8) 7 - - an usin 36 p
Dw w? -+ 1op J,
) + - 207 = et —.
(9) T . 1% COS oor

18



onde J; ,para 1 = ¢.# e r, sho as componentes das forcas de atrito
agindo no fluido.
Note que temos cinco incdgnitas. p,u, v, w € p, € quatro equacoes.

Portanto o sistema ainda ndo é fechado.

5.2. Variaveis adimensionais. Em geofisica, geralmente, os feno-
menos possuem uma escala de variacio definida. Por exemplo: suponha
que tenhamos a informacdo de que em um certo lugar os ventos na al-
tura de 1km, possuem velocidades horizontais da ordem de 20 m/s .

Entdo escrevemos as varidveis u (velocidade) e z {altura) como:

u=0Uvez=1Lz

sendo U igual a 20m/s e L igual a lkm. As varidveis v’ e 2’ sfo
ditas as varidvels adimensionais para o fenémeno. [/ e L sio ditas
as escalas de variacdo do fendmeno. A aproximagio geostréfica, a ser
utilizada posteriormente, falha em regifes préximas ao equador. Vamos
supor que o problema em questdo ocorre em latitudes médias com uma
latitude central . Sabendo que 7y € o ralo da terra, introduza as

seguintes varidveis:

(10) T = @rocosfy
o= (9 —_ 90)?"(}.
{11) z = r—ry

Temos as seguintes relacOes:
19



8 d
2 — = -
(12) 5 T €OS By 5
o _ .9
Y
\ & 9
(13) o = &

Usando varidveis adimensionais, expressamos 7, y, 2, ¢, u, U € W COmo:

! ! ’ I.;.'
(14) v = Li.y=Ly.z=Dst=Z1e
f ! D ’
o= Uy ,v=Uv, w=—=Uw.
u U, v, 7 %

Podemos expressar a presséo e a densidade como medias globais no

nivel z, mais um complemento de flutuagdo. Mais precisamente, temos:

(15) p = pdz)+pzy, 2,1t)
(16) e = plz)+plz,y 2t

A escala de variacdo de p é

(17) ps["?fOL-
Por iss0 podemos escrever:
?5 == iOSLTfOLpI;

’ 2 g » - - s
onde p & a varidvel adimensional associada com p.
Em fenémenos de larga escala, como o quasigeostréfico, a aproxi-

magao hidrostdtica é uma boa suposicdo. Assim a escala de variacdo

&3]
i

de 2£ &

w
&
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o,Ufol
I3 H

onde
fo = 28icos by

& o parametro de Coriolis na latitude 85, Assim, como pg é da mesma
ordem que de grandeza que g—f—, a flutuacido de densidade p pode ser

estimada por

pszijL
gD

Logo podemos escrever g como

(18) p=ps(2)[1+cFp,
onde
r 272
U o BE
Jfol gD

F é chamado o ntmero de Rossby. ¢ pode ser interpretado como
uma comparagdo entre o efeito da velocidade angular do fenémeno e
da terra na latitude ;. Se a velocidade relativa é pequena, isto é, se o

nimero de Rossby for pequenc temos a aproximacao

Ips
{103 = AR
\19.1 82 ps( )g

Se substituirmos as equagdes (14}, (17), {18) e {19} nas equagdes do
momento obtemos, depois de dividir por constantes apropriadas, as

seguintes equagoes:



d L in# g
(20) .{——?—{+—Ou%wuuané’}} zs,m +5wC_OS

df - T« sin & sin fy
21) _ —costyry 8;9 1 Jii
(2 - cosfl 7. 6:1;17'}?!9 0, Ufo
d .
(22) {_z“j““?“£5l’tbmu tan@i}wus_mg
dt T« sinfy
. T 319 1 N Jeo .
rOyl+eFp  pUf
dw el ducost
‘ 1eF 552"':_-" .2—[- }2 —
(23) (1-+cFp) 7 -~ (v +v°) e }
= D pp) ~pr s
582 i - Pfoo :
onde
d g  cosfrg O To . 8
—— I o e e e e ‘u;_._
di Ot cosfr.0r  r.oy Jz
e
D
5= -

(O subscrito = denota as varidveis dimensionais. Note que

(24)
dp | Twdp, dw D ury L rg cos fo Ou

eF= + (1+2Fp) [~5%+ 5o+ 2w+ -2 — ~vtand + =0

HFC{f o Pl | p Oz Oz v dy r. _T*man 7. cosf B:c;

22



(Os termos de atrito seréo considerados apenas em camadas limitadas;
a saber em camadas proximas a superficie. No presente problema, como
estamos tratando da circulacdo atmosféricas em alturas da ordem de

10km, vamos desprezar as forgas de atrito.

Diefina
20 id
By = —cosfy = (——f) :
o n dﬂ =g
€
LU
o= 3oL?
Repare que
f L
§g£ = — cot g,
g Ty

tem escala de variacio ;‘% Assim

8oL/ fs _ BoL*
e U

tem escala de variagao

L

Tof

Na atmosfera, ventos em larga escala (1000km de extensdo hori-
zontal), na altura de 10km (troposfera) tem velocidades da ordem de

10m/s. Em médias latitudes fy 22 107457 e 3, = 107 Hem ™5™ Nes-

tas condicGes temos

(25) e = 107 81
D 2
(26) F o= 10t=e 5mf::—10—-~—_'ﬂa‘2e
. 5L
(27) L O T
Ta e



Estamos interessados em aproximar as equacdes do momento e da

continuidade sob as condigtes
(28) << le =1

Repare que as condigdes atmosféricas citadas estdo de acordo com
(28). Note também que (28) implica em um nimero de Rossby pequeno
(F).

Assim, expandimos sin . cos 8 e tanf usando Taylor e substituimos
para encontrar um novo sistema de equagbes. Nesse sistermna as varidvels
w, v.w e p estdo implicitamente relacionadas com L, D, vy, ¢ ¢ [/

Expandindo u, v, w e p em suas £ — series, isto é

w(z,y, 2.t =uplz,y, 2, 1) +eu(z, 4, 2, 1) e

e substituindo no sistema obtido. podemos encontrar wug, v, we € Py
depois de usar as aproximacoes £ 2 ;‘% << 1led=1. Apds extensos

calculos, encontramaos:

(29) v = %%
w = _%%9
b= =lom
(30) ¢ = i%(wapsH%?——%.

Portanto, usando as duas primeiras equac¢des do sistema (29) na
equacao (30). temos

a
0= — (wop,) -

'
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Como existe uma altura z, tal que wy = 0 para e << 1 (ver [18}]),
entdo wy € sempre igual a zero, Precisamos substituir a perda dessa

equacao expressando w em termos de ordem superior em &; ou seja
(31) w o= swy + £ Wy

Substituindo em (20), (22), (23) e (24), e usando a aproximacdo

geostrdfica £ << 1, obtemos a equagdo da vorticidade

dolCo+By) _ 18

(25 4Y .
{3“> dt o, 82 i.ﬁs%l}a

onde (, é a vorticidade, ou seja,

=2 O
T o oy

Neste ponto, ainda estamos com um sistema que néo & fechado, pois
temos cinco equagles e seis varidveis. Para completar a teoria e fechar
o sisterna precisamos de mais uma relagdo envolvendo w;. Para tanto

vamos fazer consideracoes termodindmicas.

5.3. Equagdes de estado de um gds. Na atmosfera as equacgoes
termodindmicas e a lel dos gases ideais sdo uma boa aproximacio para
as suas relacoes de estado. A primeira lei da termodinamica na forma

da equacio do calor é

a7 3 Q
33 S L RT 4 X
(33) s

Usando a temperatura potencial # para reescrever (33), obternos

N b 8 [k,
(34) dthpT(pvriQ)

25



onde

(35) 9=T<%>%:

sendo p, p e T relacionadas por

(36) p = pRT (lei dos gases ideais).

R & a constante para o ar. Substituindo {36) em (35}, encontramos

- _m (P
(30 meg <p0>

onde v = —ga Para a densidade temos a seguinte relagdo:
p=po(l—all -T)),
onde « é o pardmetro de dilatacao.

5.4. Equagao de vorticidade quasi-geostréfica. Nesta sub-secdo,
voltaremos a utilizar as versdes dimensionais { subscrito *) das var-

igveis. Por {37), sabemos que

1
In@, = —lInp, —Inp,.

Usando o desenvolvimento de Taylor para In{1 + z) e substituindo

as exXpressoes para p e 0, encontramaos

1 1 ¢L? X
(38nd, = (— Inp, —- 1nps> +—In (1 +6fOL p) —~In[l + eFp
g Ps/ 05
1 1 272
= (mlﬁps mlnps> + —efal £ —eFp+ O(°F).
g v Ps/ps



Portanto

(39) 6. =8,{z)(1+cFf{z,y, 2t}

1
Ints{z) = —Inp:(z) — Inp,(2) + const.
/

Expandindo # em £ -séries, temos:

Y Ps
Usando
O,
Do = -
Gi/p, £
em
-1
Py = Za—z(pspo) ,
obtemos
Bpg 1 693
4 By = — — Dy .
(40) L R

Para a atmosfera, na altura de 10km, temos que

106, D130

8.5z 6005 W

logo

(41) o




Assim, usando a aproximagao geostréfica (¢ << 1},chegamos a aprox-

imacio hidrostdtica

_!’3230
by = 5

Substituindo (39) em (34), obtemos

a8 w Of M, \ 6. gD
42) — —{l+eff) = —
(42) &t FE ) <cp:a> 6, 0%y
onde
-
(43} M, = —VT. + Q..
Denotando

M,
M= (-—-I— _9.:_1_)_
CoT.) URfy
e substituindo (31) em (42), podemos escrever

dybo

(44) dt

+ ’LL}S = .fw,

onde

dq .
7 =y -+ {Ug, vg) View

e S é o pardmetro de estratificacdo. S é dado por:

F=198,  N2D?

R S

onde



e T 6. de DO, dz

Como F' = ¢, por (41} temos
S(z) = 1.

Resolvendo (44) em func¢do de w; e substituindo em (32}, temos:

(45)
L9 )= 5@%” 1dy (9 [Psg L o1 [(Qua 86y Fvo 084
PR a/5f AL 8z or | 0z oy )

&

A aproximacgao hidrotdtica junto com as equagdes {29} geram as

equagtes de vento termal:

Oug  9f
9z by
vy 0by
8z bz’

Aplicando essas relagbes em (45), o ultimo termo se anula e a equagao

da vorticidade pode ser escrita como:

dg 18 /p, 10 “\/f

3

Na auséncia de calor, isto é, M = 0, encontramos

% o g (5e)] =0

Usando as aproximactes geostrdfica e hidrostdtica podemos expres-
sar cada varidvel dependente em funcio de ¥ = py. Assim, a dltima

equacio transforma-se em
29



{83‘?&‘7)6:}:(}
COIn

o : 10 [p 0¥
Umv“beg&:f(b)Zﬁkb*?*"lgﬂéz('gg)—By

&
Essa equacio é tridimensional. Estamos interessados na versao 2D
das equagdes quasi-geostréfica. Para z fivo, temos nma equacao sobre
uma esfera que dista z da superficie da terra.

Considere uma onda sencidal sobre essa superficie
1 = Re \1"{.’13 y)eigfiz-i-iy—wtj_

Sabe-se que na altura z, a amplitude decal exponencialmente com z.

Isto &:

(z,y) = nlz,y)e ™,

onde K2 = k* +1? {ver {17]) . Assim,se analisarmos a relacdo de ¢ e o

no dominio da frequéncia, vemos que a expressao

1o (&f’&)
p, 0z \ 5 0z

gera um termo |£| multiplicando a tranformada de Fourier de o). Isso

. ‘ L < : ;
mostra que existe um termo em — (—ike) na relacao de v com ¢.
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6. A EQUAGCAO QUASE-GEOTROPICA EM 2D DO TIPO ESCALAR

ATIVO COMO UM MODELC 2D PARA EULER 3D
Fazendo v = p = g = 0 nas equacbes de Navier-Stokes (1), obtemos
uma versao simplificada das equacdes de Euler 3D incompressivel:
(46) w+{v-Vie = 0
Vou = 0.
Calculando o rotacional na parte de transporte da eguagio, encon-

trainos a versao para vorticldade das equagbes de Euler 3D incom-

pressivel &
{47) (Ge+u-Viw=(Vu) w

onde w = V x u € a vorticidade e a velocidade tem divergente nulo.
Usando a lei de Biot-Savart (ver [22]), podemos recuperar a velocidade
através da vorticidade

1 y X wlz+y,t)
48) u{x,t) = ———f ey
( 4r Jga lyl®

Seja L a parte simétrica do gradiente da velocidade {Vu}, isto €,

L=

wla—'

5 [(Vu) + (V).

Calculando o gradiente de w(z, ) usando(48), encontramos que L{z)
¢ dado em termos da vorticidade, através da seguinte integral singular

dy

) 3
(49) L{z) = 4“f My wlz+y))—s e

onde ¥° = - ; M{y® w) é dado por

(50) M(yﬂmz—»%[w@(@/%w s (5 % 0) @]
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onde a @b = (a;b;) & matriz formada pelo produto tensorial. O lado
direito de (47}, chamado estiramento de voriicidade, pode ser escrito
em termos de L e w.

Em [20]. Beale, Kato e Madja mostraram que uma condicdo necessaria

e suficiente para se ter uma singularidade em um tempo finito 7 é

T 7
/ Hw(t)||eedt = 400,
Jo

Baseado neste resultade, Constantin, Ferflerman e Madja [23] provaram

que se a direcio do campo w, &(z) = 2

() = wlz)]? £ suave Droximo de TegIGes

de altos {w/| entdo o blow-up nac ocorrerd.

Qutro caminho para entender o problema é pela construgao e estudo
de modelos em baixas dimensdes. Constantin, Lax e Madja [27] estu-
daram o seguinte modelo unidimensional para a equagado de vorticidade
de Euler 3D,

Ow

Aqui H ¢é a transformada de Hilbert (H(£) = 7-sgn(€)) e a velocidade
é definida como u = ffm wly)dy. Eles mostraram que existem solucdes
que deixam de ser suaves em tempo finitc (breakdown).

Um modelo 2D da equacdo quase-geostréfica foi estudado em [24].
Neste trabalho é mostrado que as curvas de nivel da solugo 8 (sis-
tema (12)) sdo andlogas as linhas da vorticidade para Euler 3D e que
existe uma similaridade geométrica e analitica entre ambas equacoes.
E também mostrado que resultados anslogos aos mencionados acima
para Euler 3D ([20] e [25]) também sdo vélidos para a equacdo 2D
quasi-geostrdficas escalar ativa.

Para tanto é nescessirio escrever (2) de forma similar a (47). Difer-

enciando (2), temos
32



(8; -+ u - VIV = (Tu) - V6.

Neste caso, em vez da vorticidade, obtemos o gradiente perpendicular
de 4, isto &, V7.

Desde qgue € tenha decaimento suficiente, a fungo corrente pode ser
escrita como

Yy yz) = “.};2 Bw—;:@@
Portanto
o= - [ THEELY,
R? 1%

e obviamente a velocidade tem divergente nulo. A parte simétrica
de Vu para a 2D quasi-geostréfica tem a seguinte representacac em

integral singular:
(31) Liz) = Z{(Vu)+ (Vu)]

N 0,@ ~Dr + d—y
[N () )2k

I}
k\ PO o

onde y° = “%T N{y° w) é dado por

(52) V) = 5 [0 @t et @]

Em [24], é feito o comentério que assim como nas equagdes de Euler
3D, a parte de Vu que contribui para a formacéo de singularidades &
a sua parte simétrica L{z).

Fazendo uma identificagio entre w (caso Euler 3D) e V=4 (caso QG
2D) temos as seguintes semelhancas:

w= | Ki(ywlz+yldy,

B
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onde K (y} é homogéneo de grau 1 — « em R* para a = 2 (caso QG

2D) e a = 3 (casc Euler 3D). Portanto, de (49) e (51)

temn uma representacdo em termos de w(z -y} via una integral singular
com um niicleo homogéneo de grau —g em R®, com a = 2, 3. Repare
que os operadores (50} e (32) s&o muito similares na geometria das suas
formulas.

Um fato bem conhecido para as equagdes de Euler 3D incompressivel
& que as linhas de vorticidade movem-se com o fluxe. Um fato andlogo
para as equagdes QG em 2D do tipo escalar ativo é que V8 é tangente
as curvas de nivel § = const e estas curvas de nivel movem-se com 0
fluido. Portanto pela associacio feita entre V*4 e w, podemos dizer que
as linhas de vorticidade para as equagoes de Euler 3D incompressivel
sao analogas as curvas de nivel de 8.

Para completar a analogia geométrica, em [24] pode ser encontra-
da as equacdes de evolucdo do comprimento infinitesimal das linhas
de vorticidade {Euler 3D) e as equacdes de evolugdo do comprimento
infinitesimal das curvas de nivel de § (QG 2D).

Fuler 3D:

onde

alx,t) = L{z, t)€ - £

Aqui £(z.%) € a direcdo do vetor vorticidade (). Como definido

acima, L{z.t} é a parte simétrica.
3
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DIv=-g, .
e = ]V H
pr DT
onde
oz, 8) = Liz DE - €
Aqui &[z,t) & a direcio do vetor V*+8 («%Z«»é«g}‘) Como definido acima,

L{x, 1) é a parte simétrica.

Em [24], s8o obtidos reultados similares aos das equagdes de Euler
3D incompressivels para QG 2D:

Se fo(z) € H*(R?) k > 3, entho uma condicio necesséria e suficiente

para existir uma singularidade em T ¢ que

T
/ V=8| edt = +00.
0

Se a diregao do campo £(z) = @33

é suave proximo das regides de
| o~ ~
alto |V~#! entdo o blow-up nio pode ocorrer.
Outra similaridade é que em ambos os casos a energia cinética ¢

conservada em todo o tempo.



7. SIMULAGOES NUMERICAS

Nesta secao, iremos praticamente reproduzir as colocagdes do autor
de {5].

Nao € conhecido se a equagao quase-geostréfica desenvolve singular-
idades em um tempo finito. Tem-se feitc, [21], [24] e [28], diversas
tentativas numeéricas para encontrar um candidato para condigdo ini-
cial que desenvolva um forte comportamento singular num tempo finito.

Em [24] o dado inicial
8(x.0) = sen(zy)sen(xy) + cos{zz)

foi estudado numericamente e encontrou-se uma forte comportamento
singular. Uma assintética empirica para max |V=#] foi obtida fazendo

(T. — )78 com T, = 8§, 25.

A Figura 1 (Pagina 37) representa a evolucio do dado inicial men-
cionade acima nos tempo t = 0.2,4,6. As linhas sdo as curvas de nivel
de #. Estd claro que para t = 0 as curvas de nivel contém uma sela
hiperbélica. Quando o tempo evolui, a Figura 1 mostra que a sela vai
fechando muito rdpido. Portanto existe a formacao de uma frente forte.

Ohkitani e Yamada [21] ddo outra interpretacdo desta frente em par-
ticular. Eles sugerem que o méximo do gradiente nao vai para o in-
finito num tempo finito, mas vai para o infinito com uma exponencial
dupla no tempo. Recentemente, Constantin, Nie e Schorghfer [28] fizer-
am cuidadosas medicdes e reuniram substancials evidéncias numéricas
contra uma singularidade para este caso particular.

Em [5], ¢ feito o comentdrio que nenhum outro dadoe inicial que

desenvolve uma rdpida frente, além do mencionado, foi encontrado.
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Simulacdes numeéricas

FiGura 1

8. CENARIC DA SELA HIPERBOLICA

A secio anterior sugere que um cendrio onde as curvas de nivel do
campo escalar ativo contém uma sela hiperbdlica, pode gerar uma sin-
gularidade em tempo finito. Para tratar o problema de forma rigorasa,
precisamos de uma definicao precisa de sela hiperbdlica.

Nesta secao definiremos uma idéia naturalmente associada com a
nocao de cendrio blow-up hiperbdlico simples e anunciaremos resul-
tados que excluem a possibilidade de formacao de singularidades em

tempo finito neste cendrio.
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Definicao 1. Uma sela hiperbdlica simples na vizinhacga de U da

origem €& formada pelo conjunto de curvas p = const onde

p = (nB(t) + y2) (1:0(2) — y2),
e uma mudanca de coordenada dependente do tempo

Y= Fﬂi(x;:ﬁ?z;i)

Yz = Fﬁ(xlyﬂjﬁet}:

com A(),6(t) € CHI0.T)). Fi € €T x [0,7.0, 13,18 < C.8(8) +

8(t) 2 0,] det Z£| > ¢ > 0 quando (z,¢) € U » [0, 7.].

E permitido 4 sela rodar e dilatar-se com relacio ao tempo. O centro
da sela pode mover-se em {7 com o tempo.

O angulo de abertura da sela é v & S+4. A restricdo 5(¢}+4{(t) > 0
é feita apenas para evitar o trabalho com |vl, e a restri¢do |5],16] < C
pode ser retirada de acordo com {3}, [4] e [5].

A definigio dada em 16] para p fol p = 41y —cot - y3. Essa definicao
é mais restritiva que a considerada no artigo. o qual é objeto dessa
dissertacio de mestrado. Em [6] apenas um ramo da hipérbole, ¢ =
tan o - ;. pode fechar ou mover-se com o tempo; enquanto que em |3
os dois ramos (yz = —F(t)y1, ¥ = 6(¢)y1) tem liberdade para fechar e
mover-se, inclusive em diferentes velocidades.

A possibilidade de singularidade neste cendrio é devido a v(¢) tornando-
se zero em um tempo finito. O teorema a seguir mostrard que nao é
possivel e que v{¢) ndc pode ir para zero mais rdpido que uma expo-
nencial dupla.

Teorema 1. Seja U um aberto limitado contendo a origem munido
de um cendrio hiperbélico simples. Considere que #(x;, z2,t) é uma

solugdo suave de (2) em 0 < ¢ < T,,{z;,72) € R* e que 8{z,t) € S
38



para todo ¢t € [0,7,). Assuma que em 0 < ¢t < T,.a familia de curvas
p = const seja o conjunto das curvas de nivel para 6 . Assuma também
que, para cada ¢ fixo . # ndo é constante em um disco em /. Entdo
Hmy, ., ¥(t) existe e ndo & 0.

Corolario 1. Counsidere # como no Teorema 1. Defina £ = rg—:-% Se
Vel < Cem (RAU) x [0,T,], entdo dado £ > 0, # pode ser extendido
como solugéo de (2) para R?x [0, 7. + ¢].

Teorema 2. Considere u(z,, z0.1),0(z1.22.1). 3, 6, U e F; como no
Teorema 1, mas com T, = oc. Assuma que as {’—seminormas de F;
séo limitadas para todo tempo ¢ € [0,00). Se 3 > 0 tal que se { <¢

implica (v(f)] < K < 1. entdo

1 . \
| loglog ?)—E < (eonst) -t + const
8

para todo t € [(,00).
Coroldrio 2. Considere 6 como no Teorema 2. Defina £ = % Se
Ve < O(t) em (RA\U) % [0, 00), entéo

k3
oo [§e® +9(shias

Vi <e

em R? x [0,00).
Observacao: Se acrescentarmos que 3 ¢ > 0 tal que se { < ¢ implica
(1) < K < 1, a estimativa também seria vdlida sob as hipdteses do

Teorema I para t € [(,T.).

3¢



9. MUDANCA DE VARIAVEL E FUNCACQ CORRENTE

Nesta secao estaremos supondo vdlidas as hip6teses dos Teoremas 1
e 2.

9.1. Mudanca de varidvel. O propdsito desta subsecdo € obter wmna
expressdo para a fungdo corrente em um novo conjunto de varidveis
(p,0). A varidvel p = p(x,,23,t) é considerada como na Definicdo
1 { pégina 38 ) e ¢ serd um numero que localizard o ponto (z;,xs)
sobre a sua correspondente curva de nfvel. Dessa forma obteremos
uIna representacao mails conveniente que facilitard estimativas futuras
para a funcdo corrente. Faremos as contas somente para o caso p > 0,
pois na demostracao do teorema & nescessdrio trabalhar apenas com
pontos nessa regido. Para ficar registrado, as contas para p < 0 séo
completamente anilogas e podem ser reduzidas ao caso p > 0, tomando

—p(y1,¥2,t) no lugar de p(y;,vs,%). Definimos o da seguinte forma:

Mudanca de variivel

Ficura 2
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Considere B{y;.y2.t) = 0 o bissetor do dngulo v, p > 0 e a notagio
olp) como sendo a intersecgao de B = { com a correspondente curva
de nivel p = const (como mostra a Figura 2). Denote também ¢{p(z))
como ¢(z).

Assim, para cada z, definimos o(z) implicitamente através da seguinte
EDO:

Z(s) = aVyplZ(s),1)
{ Z(0y =0z} e Z(1) =z

para cada ¢ fixo. Denotamos este sistema por

(53) exp(aV; p)lo(x)] = =.

O sistema
Z(s) = Vzp(Z(s).1)
{ Z(0) = ¢(z) e Z(o) =z
tem solugdo unica Zy(s), pois Vip(z,t) € CHU x [0,T.]) (ver Teo-
rema de Picard [13]). Y (s) = Zy{os) é solugdo de (33}, pois

(54) i@éfﬂ = 0Zo(s) = oVzp(Zo(os),t) = oVip(Y(s),1)
(55) Y{0) = Zolo-0) = Z(0) = o()
(56) Y{(1) = Zylo)==x

Integrando o sistema e usando a soluglo Y'(s), temos:

Zo{o) = Zo(0) = / o Vip(Zolos), t)ds = 7 — B(x) = ] VL p(Zo(s). )ds

Como ga(:r) ¢ independente de ¢. derivando sob o sinal de integracao,

encontramos:



dx _ O([y Vip(Za(s).t)ds)

57) o do

= Vip(Zola),t) = Vip(z,1).

Note que, quando ¢ varia, exp(cVp)[o(z)] move-se ao longo da
curva p = const. Assim o{x) é bem definido paraz € U e p > 0.

Considere que #(z;,z2,%) € uma sclucio suave de (2) definida em
0 <t <T,. (z1,24) € R% Assuma que em 0 < ¢ < T,, a familia de
curvas p = const seja 0 conjunto das curvas de nivel para § . Assim
podemos escrever #(z,¢) = 6{p.t) para alguma funcéo 6. Considere
também a seguinte notagio: ¢(z,t) = w(p,o,t). Por (57), temos as

seguintes relacoes:

Oz _ 9
do N 532
oz __ G0
do h 3231

Isso mostra que a mudanca de variavel (p, o) — (a1, 79) € C*{(p(T) x
O—(i)) (para p > O) jd que p = ,0(551:332, ?ﬁ) = Cg(ﬁ X [G;T*]), no caso do

Teorema 1 e p= plx, 9.1} € C3(U x [0,20)) no caso do Teorema 2.

9.2. Estimativa para as ¢ -coordenadas quando p — 0. Nesta
subseccdo estamos interessados em obter uma estimativa para as o-
coordenadas, quando fizermos um ponto ¢; sobre uma hipérbole tender
para o ponto ¢ (sobre a assintota do ramo correspondente) de mesma
abscissa {ver figura 3, pdgina 48). Faremos a demonstragdo simultanea-
mente sob as hipdteses dos Teorema I e 2, destacando as passagens gue
sao diferentes. Escrevendo q; = z e aplicando a diferencial (ou a sua in-
versa) da mudanca de coordenadas dependente do tempo da Definicao
/ em ambos os lados do sistema exp(cVip){¢(z)] = z,0btemos as

seguintes relagoes para as o -coordenadas de ¢; para ¢ fixo:
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=

Z(s) = oVEp(Z(s),1)
Z(0) =lz) e Z(1) =z

1 d 3D . G 1 ! 5
(D P EEL = Z(s) =5 - { (D F) Vi p(F(Z(s)). 1)

ds -1 0

0 1
-1 0

§ L(5> =0 (Dz(s}F)

(Do F)~ Vip(Lis),t) = o - det F - A L{s)

10) = F(Z(0)) = F(3(z)) = 6lp) ¢ 1(1) = F(Z(1)) = F(z) =

S

288 —(3-0)

Resolvendo o sistema para L(s) encontramos:

Qnde.iixli(d_'g) 2 }

L(s) = é(p) - exp(o - /G det(F(z(r))dr - A) = y = L(1) = ¢(p) - exp(c f@ det(F(z(r)c

Note que
det(A~M)=0= X ~(+82 =0= A=+ 5) = £~

a b

Assim existe M =
c d

} inversivel tal que MJ4M ™ = A. Logo

y = olp)Mexp(o- /i det{F(z(r))dr- J,)M ™' =
0

= yM = o(p)M explo / det(F{z(r))dr - J4) =
0

1
= |yM| = |0(p)M exp(o / det(F{z(r))dr - Ja}l.
0
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Quando p; e g, tendem a p e g através da linha que liga p e ¢,
jy € limitado, isto ¢é, existern ) e Cp malores do que zero tals gue

C, < |yl < Cy Assim

(38)

< 5((}51& —+ @"‘}b)eg-"‘f—(‘{ol dei{F{z(r})drj; + §<@1C “ ézd)emg-n‘»-(fol det(F(z(r)}dr}{ < O

Escreva ¢(p) como

onde ¢y = ady, p = (F+ )(§ ~ )¢’ e o & 0 coeficiente angular
do bissetor. Como F € C*U x [0,T.]), det F € CHU x [0,T.]) e
det F > ¢ > 0 para todo (x,t) € U x [0,T.], existem C, e C; positivas

tais gque

(59) 01 < /1 det(F(z(r))dr < Cg.
0

No caso do Teorema 2 obtemos a mesma estimativa (59} usando o fato
que F & C*U x [0,cc)). det F € CHU x [0,00)) e det F > ¢ > 0 para
todo (z.t) € U x [0, 00).

Substituindo em (58), obtemos novas constantes positivas(Ci e Cs)

tais que:

Cy < {a-+kb)o e + |{c+ kd)p,e™7| < (.

Como M é inverstvel, (a -+ kb) e (¢ + kd) ndo podem ser zero simul-
raneamente. Suponha sem perda de generalidade que (¢ + kd) = 0.

Entao de
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C; < |P§%€U'A’{ < (s
Passando logaritimo em ambos os lados
1 ,
min{log C1,log Co} < 5 log ip| + v <max{log Cy,log Ca }.

Assim

1 ‘ 1
min{log Ci.log Ca} — 5 log ol <o-v < max{logCy,logCy} — 5 log ||
Para p suficientemente pequeno, 3 C > 0 tal que

max {|min{log C1,log C2}], Imax{log Cy, log Ca}i} < Clloglpll.

Portanto existe C > 0 tal que
o= |aly < Cllog pll.
Desde que ¢ é fixo, v{¢} € uma constante e finalmente temos
o] < Cllogpll,

para p suficientemente pequeno.

Se (g + kd) = 0, concluiriamos que o é negativo e que seu mddulo
nao cresce mais rdpido do que Cllogip||- Se os dois fossem diferentes
de zero, a depender do sinal de o, teriamos que um dos dois termos da
parte interna da desigualdade seria limitado e por isso conseguirfarmos

uma estimativa garantindo que | < Cilog|pl.
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9.3. Fungao corrente nas coordenadas (p, o). Fazendo a mudanca
de varidveis na equacic 2. nds obtemos

a6 , 80 &y 8z O .
¢ Vel = =5 G B T B B

dp
sendo

0 88 0p By
S+ eale )=
gt Odp ot do

Derivando a dltima equacdo temos

86 38 7 7
5(3¢1+a( o Hg(p.gt)+—§—€(%>:‘?ﬁ§&}26
Jo Jo T dp* Bo dp* do
pois 8 nao depende de o. Como g—i é independente de o e § nido é

constante em wm disco, existe § > 0 tal que |p| < &, -gg # 0 para
qualquer ¢. Assim % = () ¢ H; é independente de ¢. Portanto

v dp
do Ot

Agora fazendo a integracdo em ambos os lados da igualdade encon-

(60) + Hi(p. t).

Lramaos

(61) G(p,a:t)ZH«i(p,t)-a—r/J %’gda#ﬂg(p,t),
0

Oﬁde H‘E{pt} = 'L'(,O- Oi)
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10. DEMOSTRAGOES DOS TEOREMAS E COROLARIOS

A hipdétese U limitado pode ser retirada, pols nas demostracdes dos
teoremas, trabalharemos com pontos p e ¢ (nas v~ coordenadas), junto
com ¢ segmento gue liga esses dois pontos. Como [p, ¢} & compacto,
F~Y{[p.q]) é compacto {F € C?{U x[0,7.])} e portanto podemos escol-
her um compacto K e um aberto V' {os dois contendo a origem), tais
que F7'{[p.g]) C V € K C U. Assim reduzimos o problema ao caso
[/ limitado. Para os coroldrios, a hipétese U limitadc foi usada nas
demonstragoes.

A idéia principal da demonstracio dos Teoremas 1 e 2, é fazer uma
estimativa da diferenca da funcéo corrente entre dois pontos (p e ¢),
um sobre ¢ ramo inferior da assintota da hipérbole e o outro sobre
o ramo superior. Esses dois pontos serfo tomados de forma que eles
tenham a mesma abiscissa y;. Tomaremos pontos apropriados sobre a
hipérbole e depois passaremos o limite (Leme £ e 3). Usaremos duas
expressoes para a funcao corrente: A primeira vem de uma igualdade
do sistema quasi-geostrofico (§ = —(—A)3¢) e a segunda € a expressio

(61) obtida da mudanca de varigveis da secic 9.3.

Lema 1. Considerando que 8 & a soluco da equacio (2}, §,(z) € §
para todo t € [0.7.), p = (y1. —B()y1) e g = (31, 6(H)y:) (ver definicio

geométrica na figura 3). Entéo
26> 0, talquese [p—¢ <& = |¥(p) —vig) < Kilv-logv|

onde K, é uma constante e [p — gl ~ v {ver subsecdo 4.1. Definicdes
e notagoes bdsicas ).

Como a equagio geostréfica é uma equacdo de transporte, sabemos
que 6 é limitado para todo o tempo; isto é verdade, porque em uma

equacdo de transporte, a derivada com respeito ao tempo ao longo das
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e Bl

Definicio de 2 4. . e 7

FiGgura 3

trajetérias de Lagrange € zero. #(z,t) pertence a L? para um ¢ fixo,
com a norma de L? independente de ; isso ocorre porque a norma ||
l|lp, para p par e diferente de zero, é transportada pela equaco (ver
subsecdo 4.4 Propriedades das Equacées de transporte).

Do sistema (2), sabemos que 6 = —(—A)%%. Aplicando a transfor-

mada de Fourier em ambos os lados temos
6°(&) = (—(~L)3¢) (&) = —(2nl)2y (&) =
= ¢ (&) = (2nl]) 3 (-0) =
= P(z) = (—L)"2(-6)(2).

Logo podemos expressar ¢(z) como

__ L by, 1 [ W .
P(z) = 7 [Rn 7 dy = — . /Rn o y{dy { ver 4.3. Operaudores Multiplier)



Agora calculando a diferenca da fungio corrente entre g e p

. , 1 1
I =v(g)—¥(p) = | 8y - - )dy.
R? v—p ¥4

Chame 7 = |p — ¢/. Dividindo a integral [ em trés partes

Im/ ‘+‘f "‘j[ “—'—"f}_‘?‘fg'?‘fg,
S y—piLer 2r<jy~pish k< y~p!

onde £ > 27 & um nimero fixo.

Estimativa de I,

L 1 1
N e e
ly—pig2r Y Mpl iy — 4
1 1
< C- l - — g‘dy
yepi<or LU =Dl |y —4q]
<

1 1
y—pl<er (¥ — P ly—-piglr Jy — g
i 1
ef A iy
ly—-pi<2r Jy - p1 ly—pi<3r |¥ — p!

C- 1dr —:—J/ Ldr
ri<2r r|<37

Cr.

AN

VAN

AN

Estimative de L
Se s é um ponto entre e sobre a linha reta que liga p e g. Se 27 <

ly — pl <k, entdo vale a seguinte desigualdade
y-plSly—s+s—pl<Sly—s+is—pl<2y—s|

poisly—siZly—pl—ls—p|>2r—7=7>|s~pl|

Agora,
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H H 1 Ers
(63) Aol = | f V{ i{p -~ q)dy]
2r<|y—p|<k T?J S

sy — ]

1
: max{ - ) dy
L’r(i'gw?fﬁk § (;y_Slz

1
. J[ 1y
27 < |y~pi<k 1y Wp|"

) 1 X
< Cr f s |V (—— )idy
2rliy—pik

A
a
-

IA
O
~)

k1
< CT'J[ -7
ar T

2
< C’T-\logETg

A

2
(64) Cr(llog E‘ + |log )

Como lim. o log7| = 00,3 §; > 0 tal que 7 < &; e entdollog 2| <

log 7!, Substituindo em {64) , encontramos

Fstimativa de I3
Para estimar /3 usaremos, como dito anteriormente, o fato que [ R? 62 dz

¢ conservado por todo o tempo. Com isso é facil verificar que |[I3] < C-7.
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Vejamos.

(65)

3

AN

A

VAN

IA

IA

_ 1 1 :
{ B{y)(- - dy
JLW ) ly — p éywa) 4

I ;;2(]; = )
" 1 1 5 i
A A Rl v T

k<ly
=1 1 1
C - “rdr)?
(ji (T‘ ?”—i'"’i”) ra’r)
o0 —

1

C(j{ (m)"ﬂiﬂﬁ

Portanto, combinando as trés estimativas para [, > e I3, podemos

estimar |/}

I < L]+ 15| + |13 < C(27 + 7 - [log )

Agora, como lim, ¢ [log 7] = oc, 3 62 > 0 tal que se 7 < &5 entdo

2 < |logTl|.

Considere d3 = min{d;, éz}. Assim, se 7 < §; teremos |I| < Cr -

|log7|. Como 7 ~ «,3 C; & Cy tais que C17 < v < Ca7. Deste modo,

I < Cv - llogCiyl < Cv{|logCy| + [log7]). Como anteriormente,

36 > 0 tal que se v < &, entdo ilogCy| < jlog~v|. Portanto [I] <

C - log |, para v < 6.

Para provar o Lema 2 e o Lema 3, usaremos a seguinte notacio

Py, t) = (y1, —B()y)-

Gy t) = (1. 8(t)y).
51



Lema 2. Com as mesmas suposicdes do Teorema 1, considere ¢ dado

pela expressdo (61} da seco (9.3) e (p, ¢) definido como antes. Entdo

PR dd o ~1 s .
Sy =(g) ~¢lp) = o ji S R0) d’yi / Dt Cf 7+ O
onde U = |det g%i
Demonstacdo. Primeiro vamos avaliar ¥ nos pontos p; e ¢; que estio
sobre uma mesma curva de nivel de 6 e estdo sobre o segmento que liga
pa g (ver Figura 3). Expressando esses pontos nas coordenadas (p, o),
temos p; = (poy) e g = (pog) com o # gy . Outra observagho
importante, vem do fato de ¥ ser expressa como uma convolugao de |—;w
e §; isso garante que ¢ € tA0 suave quanto € (ver preliminares). Usando

a expressao (61) para v
[ee] a
Vig) — ¥(p) = Hi(p,t) - (01 —03) + f pd

Estimativa para Hi(p.t) - (o) — 02}

Agora fazemos p; — p e g; — ¢ sobre o segmento que liga p a ¢. Isso
implica que p — 0.

Pela estimativa da da subsecdo 9.2, as o-cordenadas de p,g nao
crescem mais rdpido que logp {mais precisamente, 3 6 > 0 tal que
se p < 0, entdo |o| < Clog p) quando p; — p e g — g. H; é indepen-

dente de ¢ e & dado pela seguinte equagio {ver segéo 9.3):

_Ou Op

Como v é suave, u = V4 também & suave. Portanto, para cada
¢t fixo, u(z,t} é limitado em U ( pois U é limitade). Calculando a_ﬁ,

encontramaos
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iy Ow dzx,  Gv Oz, O Op L' o Bp

{ ? —_— = - S -

(67) do Oz, do  Ozy Oo Oz, dxe Oz Oxy
. . Op dp.  dp dp

(68) = Mg T, T T U Vel Ty

Para ¢ & [0,7.) fixo, podemos limitar H; por {usando Cauchy-

Schwartz 1o termo u - V,p)

Hi(p ) < Jul - [Va| + -ég
Aplicando a regra da cadeia
o0 _ Do 0 Dpow 0y
Bz, Oy Oxy Oy Oz YT oz
00 _Opdy , Op 0w  dG-0) | dig) ,
ot oy 9t By, ot | @t L RT T 4

Levando em conta a definicdo de p = p{y1, 42,1}, ¥ = F{z1, 22,1} € que
Fy € CH{U x {0, T.]). temos

Ip 5 Oy

5l = (V50| <1Vl (50)

2(6 = 3), =22 + 11 (6 — B))| 1D F - &

AN
v
=

&
+
R
iV}

< (cont) -yl 1D F| < (const) - Jy|, pois F; € C3(U x [0.T.)).

ap. I Ay | ld(§— 3) d{38)
=2 < SO A T g, T2
15 = g(vyﬂ)(at)}z i a7 Y142 d "
< (Vo) Doy F - es] + (const) [yl
< iyl - (const), pois F; € CH{U x [0,7.])) e U limitado.
Assim

Hilp,1)] < fyl - (const)
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{esta constante pode depender de ). A desigualdade vale para qualquer
y pertencente a curva de nivél associada com p. I particular vale para
oy que é a intersecao da hipérbole com o bissetor das duas assintotas
da hipérbole. Assim podemos escrever p = (y,5(¢) + y {1 0(1) — ya) =
(5 + a){d — a)yi, onde o é o coeficiente angular do bissetor dos dois
ramos da hipérbole. Como o € o coeficiente angular do bissetor, o

termo (3 -+ a)(d —~ a) # 0. Agora podemos estimar y através de p:

s
_ : 1+
Y= VItaly]= ———
VIB+a)( - o)

Assim ly| < (comst) - pz. Portanto, estimando |Hy| através de p

13ge

p

obtemos |H,(p,t)| < (const)- pi , quando p - 0. Isto implica que

i

Hm |Hy(p.1) - (01 — 02)] < (const) lim(p? - log p) = 0.
-0 ps{)

Estimative pare f;f %’?dﬂ

Considere o seguinte conjunto

= {(y1,y2) * p = const}.

Calculando %jf usando a mudanca de varidveis e regra da cadeia, temos

?m?ﬁ _ Oy; Oy " Oy; Oxy _Mayi dp N dy; Op
do Bz Op  Dxe Op Oz Ozs  Oze 01
0w 000w | 00 du, _ u 0o 0y 0p 0w
Jzq Oy Oxa  Oys Oz’ Oxy Oyr Oy Oyp 011

Expresando de forma mais compacta

by _ _pOp By _ Op
Jor ayg7 do ayl

Gadyl_ :aG' dyzw ’

a4



Integrar de oy a 09, significa integrar em I'.Usando as f6rmulas an-

teriores para calcular a integral em [ encontramos

7 p T Op Oy, [T Op Ou
Loa® ) e apaT

dié — 3) fo° d(3é) o
+ P /01 11 da-w—dt /01 Y do.

onde

P Y

P o D- 6"’ Oy, Ot n
¥ 1{:?yg -

Iz = - s Dot i
5 { SN

I, = ( 3) Y- g; 4,

o D- oy

63

I4 f— f D aap dyl

Yz

Assim temos quatro casos a considerar, onde iremos estimar I;(¢) — I (p)

('Zt: 14)
Caso 1.

Lig) = hip) = /le@(; t))) o

3@1
+ f D ﬁ' §l7 8t (p(yl? ))dyl

{q f“ % (p —5"-(9‘)
= 3
/[ ot Dig)
= O~}

P (. ) +




DOIS

v 2 (e | ¥l _L
(6 + Bl < ’f
‘( ) o D{) yl% =
l%(q)
< v-lpl sup |2
3 g€ F (U} | D{g)
< Cvy =00y
e lembrando que 3] e ¢ < C, temos
L opw Sny g i v1 1 1oy, |
5 [T -E 0 <0 [T e VU5 Sh@) ) p-
\z ‘/£ D) D(q>) 1 | o \eer@xoren L OF e '
E 10y 2
< 18 sup (Ve =) ™
qeP{Tx[0,Te]) | D ot
< Cy=0(),
lembrando que [p - g| = [(0, =(d + B)y1)| = v|wl.
Caso Is.
Fazendo a mesma estimativa gque no case I;, encontramos
v 8U2 (5047 O ¢ it g
p(¥1,1)) (g(41.1))
o -hp = [ (EERD 0,
o DPGWLY) DG, )
= Olv),
Caso Is.
d{é — 3) 1 J[y‘ 5] & -
I7 = I{g) — Ii(p) = — — . _ o - — diy.
s = BB = =" 505 ), DEe.  Daw
Caso 1.



| d(se)y 1w 1 L rdi
= = = -+ ~f o N 1
B=n@-L0="3" 53 ), Bew.o  Dawn "

Acima foram usados os seguintes fatos:

p, o 0P

¢ -1 (3 + &), =— By = g8 +0
aQQ \Q(gl )) yl( )ayi(p( 1 )} yl( )
dp . o . Odp .. . .
—— (Gl t)) = 848, e Lt = B8+ 9
gy, (A0 1)) = 83:(8 +8), 5= (53, 1) = B3 (5 + )

e que a fungdo 54 —3— ¢ CH{U x [0,T,]). Os célculos do Lema 2 sdo vali-
dos scb as hipéteses do Teorema £, pois nas passagens onde aparecem
termos do tipo Sup . pwu(or,)). Usa-se o fato que a norma HE|lgz &

limitada para todc tempo.

Adicionando I & Ij obtemos

ds (" @ d8 (%
fTde Jo Dyt dt Sy D 1))

e finalmente, adicionando f;e [o, achamos

do J[w 0 . dg ™ Y1 .
Sp= = e dyr b e dy) + O().
&y e @ S DT

Lema 3. Sob as mesmas suposicdes acima e (g, r) como na Figura 2

(pagina 40). temos

Sy =Ulg) - ¥{r) = J/ D{q E(z1, 1, 1)

onde E é limitada para todo tempo.
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Na demonstracdo iremos, ao contrario da demonstracio do Lema 2
onde foi feito apenas um comentério, separar as estimativas para o Teo-
rema 1 e o Teorema 2. Para provar o Lema 3, de forma andloga ao
Lemg 2, vamos usar a expressao (61) para a funcdo corrente e avaliar
nos pontos ¢{p) e q;, onde estes pertencem a mesma curva de nivel
associada a p . A diferenca é que neste caso, ¢(p) substitul p;. Entéo
tomamos 0s limites ¢(p) — 7 e g — g o que significa que p — 0.
A igualdade segue os mesmos passos da demonstracao do Lema2 O
primeiro dos dois casos, [ e [, nos dard a funcdo limitada F(z;. z,, 1)
procurada, e 03 cutros casos, o termo integal do lado direito da igual-
dade.

Demonstracao

wwg—wamw:mmxywﬂ+/”%$a

0

De forma completamente andlogo ao Lema 2, o primeiro termo do
lado direito da igualdade vai a zero quando p — 0. Para o outro termo,

fazendo a integral de 0 a ¢y { pois ¢{p) = (p, 0), na coordenadas (p, o)}

obtemos
72 dp 2 dp O 72 dp Bys
—do = —— ——do + w——do +

A0 325 SO 3y1 (35" 0 3y2 ai
dE-8) [ _d(B) [,
; di /@ Y1 - Yodo = pr ./j) yida
= I (@] -+ -+ alg)],

onde



o 9p oy

Jr‘i - =
g L) f’;i ﬁyq ot d #
107
I o= —
: . Dad
dio =) [ 4 g
I = — ' J/ L
5 1
dt 0 D-ﬁ
53 ih”
14 T (dt) U 5 dgjg
o D52
Novamente temos quatro casos a considerar:
Caso 1.
Teorema 1
Lig)| = f/yl *“—T“?;m—?gl(g(ﬁ‘--f))d%
o D@y, t) ot -
. 9
= 5§g ’ —%(~) %71‘
/o D(g) |
| |
< Bw sp 2
F(Tx[o T#j)’ D(g) |
< C
Teorema 2
3@/ i '
L) = \] (4(41,1))dg
G {q i -5 4, )
N Y1 _ym{q,) §
!{J% dy-
o o DG %\r
By ]
< -y oswp 2 -4)]
g€ F(U x0,0¢)) | (Q)|
< ¢
Coso Is.



Teorema 1

1 1 v OMiais 4
L{g) = f - (~q(~1 )))dyl'
N
< oy osup = (?’35
geF(Tx[0.T2)) D(Q)§
< C
Teorema 2
3 Ve 2 ({1, 1)) |
Llg) = / ~—~———————}d
| J 0 D{\q(yl‘?ﬁ)) yi‘
2@
< Yy sup AL
qu(ﬁx{G,m}}g D(Q’)
< O
Caso 13
I3 = Lg) = —— / 5 d
dt I ) 0 D(q(gl )))yl Y1
Caso 14
. d(34) 1 v 1
L=iig="3" [ d.
it B+ ), Do)
= {g) —L(T)_I1+[9_¢wj3mjd_§é s ~§1
_ dt Jo  D{g(z1.t)
o dd
T @ / D) **"El(qaf)*i“Ez(qz“ﬁ)
e
= @), D T EE

&0

'é"IE‘Q“I‘)



Usamos novamente o fato que a fungéo é%ﬂ* € CHT x[0,T.]) para o
Teorema 1, que [[F |2 € limitada para todo o tempo para ¢ Teorema

Z e que d < C. E é&limitada em ¢, pois E;, e E» sdo limitadas.
10.1. Demonstragdes dos Teorema 1 e 2. Considere as fungies

i 7

K d
{p) J[ D U1

Entao o Lema & pode ser escrito como

do

(69) dt

K( ) SQ—-E(xi,;Ig;f).

Usando o Lemnag 2

dé  df o do

70)  Si=(5 + 5K + Tkl - K(p)] +00)

Como ¢ € tao suave quanto 8, segue que Sy é limitado em {7 para
todo tempo.Portanto em (69) e (70), Sy e E sdo limitadas para todo o
tempo. Sabemos também que existem duas constantes positivas M, e

Moy tais que My > K{g) = My > 0e M, > K(p) > M, > 0, pois

v 7
n -
K = — ]
) fg DG, 0)
< sup le[
gEF(Tx[0.Tx]) | D(g)|

M,
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P _ b 0 .
A@“ﬁ B v

j[ ’_é}lcigL m_lmﬂf
0 gEF (T x[0.Tw])

= ﬂ/‘[z ’

.

Dig)|

v

onde usamos o fato que D = \det > c>0eDeCHU x[0,T.]) .
Sob as hipdteses do Teorema 2, a demonstragao dessa desigualdade é a
mesma, com a diferenca que em vez de usar o fato D € CHTU x [0,7.])
para & estimativa superior, usamos a hipGtese da || F||c2 ser limitada
para todo tempo.
Pelo fato de Sy ser imitada, % também & limitada (ver equaggo (69)
e 7{})). Analogamente, invertendo p e ¢. podemos concluir o mesmo

para d -. Como

dv dd  dj

e RV S

dt  dt  dt

entaoc % também é limitada.

\ 7 N
K(p) - K(g)| = / BT
K Dmyi Dl t)
< n sup lp—qf  sup V o ’
g e peF(Ux[0,Tyl) g F (U x[0,Ty]) D( j)
< Cy=0(»),

onde usamos o fato que € CYU % [0,T,]) para o Teorema 1

..’E’TZ LY
Dlgizn )
e que ||Fllee é limitada para todo tempo para o Teorema. 2.

Como K{p) — K{g) = O(y), combinando (69) e (70) e usando o fato

que %%‘5 é limitada, obtemos

dy q )
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Portanto

§d"f’ \‘ , \
Ry |+ 10(7)]
ﬁdf\f‘i 1
I . 31
@ = R TI00
1

< Sk
< g7 (S A)-

Considere o conjunto A = {¢ € (tg,00);v{t) < (}. A é um conjunto
aberto pois () é continua. Logo existem abertos {I,}22, tal que A =
22 In. Set € A entdo existe ng tal que ¢t € .. Seja o € ;. Usando

o Lemal para estimar 5, encontramos

dﬁ;"‘s A | ﬂ"’
=1 = (@st)(ly - logvyl + kly]) < (const)(]y - logy Tozs
, log»™ Y|+~ ]
= zcrlm“i:( L < t
|( Ob GO h ‘ }.Og ,_1) Ef}/log(y)} P (con ) =

= (loglog~") < (const) =
i
= / (loglogv(s)™"Yds < (const)(t — t5) =

= |loglog —| < const - t + const,

1
¥(t)

desde que v,0u seja,

s

¢ seja suficientemente pequeno. Se ¢ € AN

[to. 00) entdo K = ~{t) > {. Logo pedemos encontrar C > 0 tal que

itoglo < C.

1
7y (t)

Portanto existem constante C; e Csy tais que

) 1
tloglog m] <Ot A+ Gy,

83
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Tomando o méximo das constantes, o Teorema £ estd demonstrado.
Como ~ e %} sao limitados em [0, T4 ), limy 7, 7(t) existe (ver Prelim-
inares). Suponha gue imy sy, v(£) = 0. Logo dado 1 > ( > 0. existe
a < T, tal que se t € (a,7.) entho ~(t) < (. Usando a estimativa (71},

chegamos a um absurdo pois

1
lim |loglog —| =
Jim | loglog wnt oC e
lirgr; (const -t -+ const) = const.
[ 3 I

Asgsim

Lim ~(t) > 0,

o qgue mostra o Teorema 1.

10.2. Demonstragoes dos Corolarios 1 e 2. Nesta subsegdo, o ob-
jetivo é demonstrar os Coreoldrios I e 2. Na demonstracdo utilizaremos

duas férmulas: A primeira que pode ser encontrada em [29] é

(72) (2 4w V)V = |V
at |

onde o &

~ 1 t

£ é a direcao do campo de V+8. A segunda que fornece uma represen-
tacao de o e pode ser encontrada em [24] é

ale) = [ (L @iele+ o) €T+ )
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Utilizaremos também uma estimativa superior para o, encontrada

em |24l

(74)  lafe)l < ClO (@) ulx)] + (FG (@) + D(G10]100 + FT1161]2)],

onde ', ¥ s&o constantes e

Glz) = sup |V&(z + y)|.

fyis7

Estimativa para u(z):

Pelo sistema de equacdes quasigeostrofico em 2D do tipo escalar ati-

VO, 1emaos

(75) u{z) = Vylz)

(76) = / v (,.}m) Bz + y)dy
R2 !y‘

Para 7 > 0 e considere A'(7) uma funcio suave ndo negativa tal que
N(ry=1para0<r <leN(r)=0parar > 2 Usando N{(r) vamos

expressar u(z) em duas integrais, da seguinte forma:

* Syl bz -+
4 R2 v ‘ylﬁ_ R 7 iyl



Integrando I; por partes, temos

8z +y)
j/g ’\r( - )Myw dy

/ < }93:+ydy;

T)In =

.
[*4]
—1

p—

A

1

—V-8(x + dyg—%/ —0(x + y)ul ds
[yl(?”‘ |U ( ) [ 8 ly= QT‘}‘y{ ( E
(82) < 27-sup|VH0] 4 o6l ec2nr

(83) < Crosup V| +C

para um & & fixo.

Para I, temos

B [ - vy e,

[
_ j[ | l(wz:y)dy
wis2r |y

_ J[ lg%@jy)dyj‘—f IQ!(I;y)dy
2relyi<k 1Y wize Yl

) 1 1
< elm ([ )+l ( dy)
e 27 <|yi<k ly]? 1ellz ly| >k Iy|4
< O (f ~ds—;—/ —ds)
2r<s<k 8 s>k 53

< Clogr+C.

Portanto

1 1
[u{z)l < Cr7sup (V=0 + Cy|log = + Cs.

L

Escolhendo 7 = ST

-, temos

(84) lu{z)| < Cllog(sup |V-8|)] +
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se
sup |V=b| > e > 0.

Eistimativa para G{z) quando jz| > { > 0:
Sejarze V=U"\{z <(}ez< B, coma mesma abscissa y; de z,

onde 5, & uma vizinhanca de x contida em V. Tome v = z — . Assim,

g(m%}—f(ﬂf) < _©_

£

< Ce,
para todo z € B,. Como £(x) é suave, temos
Vel < Ce
Portanto
G(z) = sup |VE(z + )] < Ce.
¥

Estimativa para |¢

Por (74), temos

@) € Cle@)|u@) + (FG() + 1)(G8]lew + 721101155)]
< Cf(e) 11og(sup [V40])] + (e
< Ce*|log(sup [V-0))]
< Clog!|V=8]|zecc”.

Proposigdo: Seja uma funcdo f = f{p,t} independentie de o. Entdo

a derivada material (D, = % + - V) de f é também # independente
de o.
Demonstracao
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Célculando a derivada material de f, temos

a af 8f op v

D.f =

Da equacio (60) e do fato que as funcgbes %{- f;f Sa0 mdependentes de

o, temos que a derivada materia} de f também é independente de o.
Proposiciao: A fungdo L = v ¢ independente de o.
Demonstragdo:

Para ¢ = 1 e 2, temos pela regra da cadeia

80(p.t) 0p _ 3b(p. 1) bo

(85) 5&?5}@’@ - 8p Oz o O
_ DB(p.t) O
o Bp Oz

Assim

2 2
a8 . [ o8 ~ 2
ORONES
h a0 \* 9\ dp

o) T \5m
Portanto segue o enunciado da proposicao.

Usando a regra do produto para diferenciacao, podemos escrever a

derivada material de F como:

Al 1 | _ 1

(36) Dt(‘lw ) = WDAIV*HE) +§v~glpt(m)
_ 1, Vo)
= {a-+ |VP[Dt(—|)) o

depois de usar (72).
8lvp|
Estimativa para vp 5

Pela regra da cadeia obtemos

Vep=Vyp- D F.
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Como Fe CHU x [0.T.]) e V,p € CO(IZ" x [0, T.]) temos que

OV 0l @ Vyp
- <
ot } =Tt

Calculando | 2|V, 6?|, temos

1r & -
812 y;ol ‘ == ( 2?4135-%“7;’2(5 3)) —-—(w?_y2+y1(§—3))2:)}
3(t), 6(t) sao limitadas em [0,T.] e y; = Fi(z,f) ,y2 = Falz, 1), (y1)e

e (yo): sdo limitadas em U7 x [0, 7.]. Assim chegamos a estimativa, apos
derivar a equagao em relacdo a f e agrupar em termos que 8o produtos
de A(t). (), y1, Y2 e suas respectivas derivadas,

) do,

é E
=V, g C
B Vel = Gl

dg
-+ Czi"g-"l + const.
Se |V, p| = 0 entdo

24186 +ya(0 - 5) = 0

I
©

—2y2 + y1(6 - §)
Logo

y1(v(8)) = 0.
Pelos Teoremas 1 e 2, y(t) # 0 para todo ¢ e por isso 7; e conse-
quentemente y, sao iguais a zero. Por (85) sabemos que

o4
Op

Logo se ||[V8||r= > & > 0, entdo |V,p| > € > 0. Assim, se [|[V=0}(pn >

Vit = -V ,p.

et entio | Vypl > C > 0 e podemos encontrar constantes positivas tais

que

0 < C1 < |Vypl < o,
69



para todo y = Flz,t) tal que z € V.

Como
el ; d ]
|| | ; [ b
entao Onalmente
EINET e AT
I B
dé d3.
< " I roms
< Cljdt‘+czidt§ L const

Estimative para Vp|Dy(rd5) em V.

§7) VoDd)l = DIVl
- |+ Il
< ;vl—p(&gtp'+t|us|Lw|V<1vp))
< clgfi" 02[ ]—rCIOg A
Na demonstracdo do Lema 5, mostra-se que 5‘2‘5 §§—‘g§ < C. Assim,

combinando (86) e (87), obtemos

1 : oy
1 < e log ||V 8| Lo + const,

o+ Vp D)
VoD

em V' quando [|V=0!|1o > €. Logo, por (86) temos

| | vl
(88) D, L < ;(& Vi Dt(|_|))‘ Vo |

N V4|
(E)Qj < ‘ee iog v 9 Lo + CORS?.{ vpl
(90) < e 10g [V 0] 1m0 - L

em V quando ||[V=8!| 1o > €.



Como L ¢ independente de o, pela Proposicdo ... temos que é enten-
dido D, L € independente de o. Logo a inequacéo (88) depende somente
de pet.

Se |z < (, pode-se encontrar & € V com p(z) = p(&). Como a
inequacao (88) ndo dependende de o, temos que (88) vale também
para r. Assim, (88) vale, ndo somente em V, mas também em U,

Estimativa pare D,(|V+10)) em U

Usando a regra da diferenciacfo para o produto, temos
(91) Dy(|V~8!) = D,(|Vp - L) = |Vp| - D.L+ L - D,(|Vp|).

A estimativa do primeiro termo do lado direito da igualdade (91) foi

obtida em {88). Para o segundo termo sabemos que em V,

V-0l

99 L<
(92) Vi

Como F é independente de ¢, a inequacgdo {92) é vilida em U. Assim,

combinando (92) e (87) encontramos para (91)

DY) < Vel DLl + L DIV

H ty ] 5 1 i
< [ DL = [Vbllee | D(151)
dé ds : : :
< % s o2 1 vty vt e
< UL+ |+ 17 o 08 17 e

< IEVMHHLOO log |§vi6’HLoceet-
Se r € RP\U entdo V& < ®(¢). Logo

(93) Gl < o).
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Usando (84) e (93) em (74) para estimar «, e depois substituindo em

(72) encontramos
DAV < ClV 8 re log ||V 1o @(2)
CHY 0] 1o log |1 V6] oo (D(2) + )

em z € RA\U.

Portanto
:d 11 Lo | vl ; LY et
(94) %&gézv*fi’mx! < CHV O oo log [V 0] Leole® + @(1)),

sempre que || V=01 > e°.
No tempo t = 0, {[V8ll1. < ¢ pois por hipGtese 8 & de Schwartz.
A prova do Coroldrio 2 segue diretamente da integracio (94) de 0 a ¢.

Integrando (94) obtemos
Vb(z, t)] < e dhe et

em R?> x [0,7.). Assim |[V*#(z.¢)| é limitado em [0,7.) para todo

z € R?. Portanto, como #(z, t) é suave para t € [0,7.), temos que

lim 6(x,1)

t—+T

existe. Para a demonstracao do Coroldrio 1, defina a seguinte extensio

de 6{x,t) para {0,27.):

6{z.t) = 6(x,t), para t € [0,71.),

6z, T.) = lim 8(z,t)

-

Bzt +T.) = Or (2.0),
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onde fr (x.1) &€ uma solugdo suave do sistema (2) em [0,7.) com a

seguinte condicdo iniclal:

Or. (2, 0) = lim &(z, t).

T

Assim

limsup ([|[V=8(t)|lee) = lim sup ([[V70(t)]|100) < 0.

tei T ter T

f

Portanto, pelo B.K.M (ver [20]), 0(x,t) & suave e segue o Coroldrio



11. RESULTADOS SIMILARES PARA OUTRAS EQUACOES

11.1. Euler.

11.1.1. Euler 2D. A equagio de Euler 2D na forma de vorticidade é

(65) (0+u-Viw=0

u = V4 onde w = Ay,

Repare que esse sistema € similar a0 guasi-geostréfico, com uma nica
diferenca na definic&o da fungao corrente. Neste caso w faz o papel de
. Essa similaridade, permite-nos utilizar as técnicas desenvoldas em
15| e examinadas nesta dissertagdo para chegar a resultados similares.
Com as mesmas suposi¢des do Teorema I (procedendo como na secio
8), supomos que w € constante sobre as hipérboles e definimos v como
o angulo de abertura da sela. Depois de usar a funcdo de Green no
plano {log |z|) para inverter o Laplaciano, obtemos a expressdo para v

o1 ‘ ,
Y=o sz(rwy) log [y|dy.

O préximo passo é estimar a funcéo corrente(v) em dois pontos sobre
as assintotas:

(96) w(p) —vlg) < K|yl

Depois expressamos 1 nas varidveis (p, o) e procedendo de forma andlo-

ga & se¢ao 9. chegamos & estimativa para -
Hog~v(t)] < (const) - £.

Isso significa que v ndo pode ir a zero mais rdpido que wma exponen-
cial. Os Lemas 2 e 3 sAo andlogos, pois suas demonstracbes dependem

somente da parte de transporte da equacio e do fato u = V—¢. Por
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outro lado a estimativa (96) merece ser demonstrada, pois possui alguns

passos diferentes.

Demonstragdo de (96)

1= ()~ v(p) = [ wi)logly - 5l = logly = aly

Denote 7 = |p — ¢|. Dividindo a integral 7 em trés partes

fmf *] m,// :flﬂ?fgwiwfg,
ly—pi <27 27 <|y—pi<k k<ly—p

onde £ & um numero fixo. Temos assim, trés casos a considerar:

Caso I,

|

o< e

AN

27
< C/ rlogrdr +
0

if rlogrdr!

i | 1 |
st-gf log |y — p| — logly — gldy|
: y—-pt <27 |

- f iog|y——p|dy§+§/ 10%|3/"Q\d’£/‘

3T 3
< C- / rlocrdrg =C- (—f rlogrdr)
0 ! 0

Integrando por partes temos

37
[ rlogrdr
o

< C7%|log3ri+CT°

Logo

1] £ Y logr] + O

Claso Is

-1
D

| TQ 37 3r r
= lim | -logr} -

o\ D . 2

E T

—dr

-




Se s € um ponio entre e sobre a linha reta que liga p e g. Se 27 <
'y — pl < k, entdo vale a seguinte desigualdade
y=pi<|y—-s+s—p <ly—sl+is—pl <2y~ s,
pois|ly—s| 2 ly—pl—lsa—pl > —7=7>ls~ph

Estimando I

(97) o= V(logy ~ 5:[)(p - g)dy|
2r<iy—pi<k
< CT'] max |{ ld
2r<y—pi<k s '\T!y__sg)‘ Y
1
< CT-f - dy
2rZly-pl<k iy - P

k

< C?“-f dr
v

< Cr-(k=271).

Caso I3
Como w & transportado por u, temos que f w2 [widz é conservada para
todo o tempo (ver subsecdo 4.4).

] ‘ |
@86l = [ wl)ogly -l ~ logly = a)dy
0 k<|y—p| i

A

[ et osty = ol ~togly ~alay

< |jwllz, sup {(logly — pl — logly — ql)]
k<|y—p]

. | v +p—ql.

< [jwllz, sup | (log LTEZEL)

k<ly! | |

< Cmax{,sup%(log (l_;_r_))‘ ,sup!(log (lm T—));}
r>k; r : >kt r :

Usando o desenvolvimento em série de Taylor para log(1 + z) temos

log(1 + z) =z + O(z?).
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Assim dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se |z < ¢ entdo

|log(1+ ) < (1= ed)lal.

Como k € arbitrdrio, podemos toma-lo de forma que 7 < ¢ e substi-

tuindo em (98) obtemos:

ot < omas g1+ 3) o - 5)
< Csupll+ 85):;:

rk

%(1 +ed)r

A

< Cr.

Portanto, combinando os trés casos, podemos estimar |I| como:

I < L+ L] + |5

< ClC7%[log3r|+ Cr? +7 - (k—27) +7)
< 0(72\10g37|+?"2+f)
< Cr,

para 7 suficientemente pequeno; pois

i 72 log 37 + 77

7ot} T

= 0.

E finalmente, como ~ & da mesma ordemn de grandeza que 7, temos

que



A nao formacgdo de singularidade em tempo finito (T) para a 2D
Fuler, pode também ser deduzida pelo Teorema de Beale, Kato e Majda
( abreviadamente B.K.M, ver [20]). De fato:

Por {895), vemos que w(z,t) é transportado. Assim

Hwlz, )] eogrey = |lw{x, 0} || 1oo gy ( ver subse 0 4.4 ).

Logo

T
ji[ (@, ) oo reydt = |Jw(z, 0)||porey - T < o0,
Jo

desde que o dado inicial seja limitado para todo z € R®. Portanto

pelo B.K.M, ndo pode haver uma singularidade em tempo finito 7.

11.1.2. Euler 8D. A versdo 3D para as equagdes de Euler de um fluido

incompressivel séo:

u+{u-Viu = 0

Vou = 0.

Como foi mensionado na secdo 6, a equacgho quasi-geostrdfica em 2D
do tipo escalar ativo sAo um modelo 2D para a Euler 3D incompressivel.
Esse fato nos faz esperar resultados similares aos da equacdo quasi-
gepstréfica. De fato:

Teorema 3. Considere gque w{z,t) é uma solugho suave da equacdo
de Euler 3D incompressivel em {0, 7.)x R3, tal que o rotacional de u é
da seguinte forma.:
rot(u)| . Bp dp

r dxy’ Oz,
T8

w=rot{u) =

0).



Aqui, 7 = |Vpl|, u élimitada parat = T, e p é definido como no Teorema
1, com a mesma mudanca de coordenada ndoc-linear dependente do
tempo € as mesmas suposicoes do Teorema I . Se w ndo é zero em um
disco de U, entao im;or (1) existe e & diferente de zero.

Coroldrio 3. Considere u como no Teorema 5. Defina £ = . Supon-
do que |V& < C em (RM\U) x [0,7.], entdo, dado £ > 0, § pode ser
extendido como solugdo de (2) em R? x [0, 7, + ¢].

Uma estimativa similar a do Teorema 2 para o dngulo da sela + é

obtida (ver demonstracdo em }4}).

11.2. Equagdoc Magneto-hidrodinamica ideal em 2D (MHD).
As varidveis para essa equacao sdo o escalar 8(xz,t) e a velocidade u.

As equacdes 5ao

(8, ~uV,)8 = 0

(O +uV ) w = (Vi@)VzAIQ

9(1‘, 0) = 90
u(z,0) = wuqg
onde fy e uy sdo suaves e w € a vorticidade (w = g%im e gﬁzﬁf}. Ainda

podemos escrever

u=Videw= Ao

onde ¢ é chamada a funcio corrente para a velocidade.
Um resultado similar a0 Teorema de Beale, Kato e Majda (B.K.M)
para a MHD (ver referéncias {7], [11] e [20] ) garante que uma singu-

laridade nao pode se desenvolver em tempo finito T a menos que
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f <Sup \w(z, t)] + sup |A,8(x, t)!) dt = oo.
- T x

Em [11] resultados andlogos sio cbtidos para a MHD usando a mes-
ma defini¢ao de cendrio hipérbolico da secdo 9. sob as mesmas condicdes

dos Teoremas I e £ e uma suposicao mais forte sobre a velocidade:

(100) uilzserrxioray < o0

A demosntragao dos Lemas 2 ¢ § seguem 05 Iesmos passos. Para
o Lema I & encontrada uma versdo ligeiramente diferente. Em vez de
uma limitacdo em termos de |vlog | é obtida uma em termos de ~v. A

suposicao {100) simplifica bastante a demonstraco:

@(p(t).1) — olq(t), 1]

< ( sup §Dxd>(ﬂat)l> lp— 4l

{z1)e0 x0,T4]

< ullpe@ oz P g
< % u[JLW{Uxé(},T#D -
pois
u=V+o.

O Teorema 1 é exatamente o mesmo. Para o Teorema 2 obtem-se

uma outra estimativa para o fechamento da sela:

logv(t)] < Cyt + Ca,

onde C; e (5 sdo constantes positivas. Note que o fortalecimento do
resultado & devido a estimativa mais forte obtida para o Lema I{ver

Demonstracies dos Teoremas 1 e 2.
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11.3. The Equacaoc de Boussinesq. Novamente as varidveis para

essa equacdo sio o escalar 6(x,?) e a velocidade u. As equacgdes sdo

(O +uV,)w = —8,
9(13 C’) = 9{3
w{z.0) = wug

onde fy e ug sho suaves e w & a vorticidade (w = g—;—f - g—g—?—).
Um resultado similar ao BKM para a equacdo de Boussinesq (ver
referéncia [7] ), garante que uma singularidade ndo pode se formar em

tempo finito 7 a menos que

/(supiw(z,tﬂ) dt = ooe
T pt
(101) ] /Sup%\"?ﬁ(:c,sﬂdsdt = oo.
o Jo =

11.4. Fluidos 2D. Nesta subsecdo citaremos uma generalizagao do
cendrio hiperbdlico de [3], encontrada em [7}] e [9].

Em vez do cendrio hiperbdlico, considere, para ¢ = 1,2, as curvas

(102)
T.(t) = {(z1,29) € R*1 25 = filz,. 1), 2, €a, b} parat € [0,T).

onde as funcdes f; € C'([a,b] x [0,T)), satisfazendo

filzi,t) < folzy,t) para todo (z3,1) € [a,b! x [0,T).
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Cada f; representa um ramc das curvas de nivel da selucdo. O co-

iapso neste cendric oCOTTETS se

thl%ln (falz1,t) — filzy. 1)) = 0 para todo &1 € [a,d]

e folzy,t) — filzy, t) for limitada para todo (xy,t) € [a,b] x [0,T).
Quando is50 ocorre dizemos que hd formacio de uma frente forte. Con-
sidere as seguintes defini¢Oes:

Definicdo 2: Parat € [0,7), defini-se a largura da frente no instante

t (6{t)) como

6(t) = max [fa(z1,) — fi(z:,7)].

I:;EEQ,&}
Definicio §: Dizemos que I'; (para ¢ = 1,2} &€ uma frente semi-
uniforme, se existe uma constante ¢; independente do tempo tal que

cié(t) < min [fo(xy,#) — fi(zy,1)] para todo t € [0, T).

T1E6,0]

Definigdo 4: Diz-se que um fluido tem crescimento da velocidade

controlado se

T
/ sup{ju(ay, 2.t} 1 21 € [a,B], fi{z1,t) < 20 < folzy, 1)}t < .
Jo

Em [7] ¢ [9] encontramos os seguintes resultados
Teorema 4: Seja u(x, f) um Auido 2D com divergéncia livre (div{u) =
0). Se além disso o fluido tem crescimento da velocidade controlado,

entao uma frente forte ndo pode se formar.
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Em particular as solugbes das equagtes MHD, quasi-geostrdfica e
Boussinesg com crescimento da velocidade controlado, nie podem de-

senvolver frente forte.
Teorema 5: Para o sistema quasi-geostrofico (2), com uma frente

semi-uniforme, temos a seguinte estimativa para a largura da frente

(6(2)):

5(1) > e ™7 paratodot € [0, T).

As constantes A e B s30 independentes de £ ¢ z.
Teorema 6: Para uma soluc¢do da 2D Euler com uma frente semi-

uniforme, a largura da frente (§(¢)) satisfaz

§(t) > e~ 5 para todo t € [0, 7).

O Teorema 5 generaliza o cendrio hiperbélico de [3].
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