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INTRODUCAO

A teoria dos espagos de interpolagio tem sua origem em dois teoremas cldssicos: o
teorema de interpolagio de M. Riesz (1927) e o teorema de interpolagio de Marcinkiewicz
(1938). No caso mais simples ("caso diagonal”) o teorema de Riesz diz que se T é um
operador linear que aplica (aqui, aplica significa, aplica continuamente} LP° em LP0 e LP
em LP, onde pyp e p; sdo nameros dados, 1 < pg < ;1 < 00, entdo T aplica I? em
I?, para cada p € (po,p1), € o teorema de Marcinkiewicz é um resultado semelhante
com os "espagos extremos” trocados por apropriados espagos "fracos” (f € LP-fraco
& supyso A* - [{|f] > A} < o0). Estes teoremas criaram uma variedade de aplicagdes
em Anéilise, embora 2 importancia do teorema de Marcinkiewicz, por um longo tempo em
esquecimento, ndo tenha sido compreendida até os anos 50, quando foi redemonstrado por
A.Zygmund e independentemente por M.Cotlar.

A era moderna foi iniciada por volta de 1960 e centraliza 0s nomes de N.Aronszajn,
J.L.Lions, E.Gagliardo, A.P.Calderdn, $5.G.Krein, J.Peetre, etc. Curiosamente, parte do
impulso para estes estudos vieram de problemas relacionados com Equagtes Diferenciais
Parciais, envolvendo a escala de espagos de Sobolev H*(R).

A colocagao é essencialmente a seguinte: Consideremos dois espagos de Banach £y e
E,, ambos continuamente imersos em um mesmo espaco vetorial topolégico de Hausdorff
A (o par (Eq, F1) é chamado um par de Banach). Temos interesse em espacos de Banach
E, intermedidrios, ou seja, tais que Fy N By — E « Ey + Ey ("—7 sigaifica inclusio
continua), com a propriedade que se I' é um operador linear definido em A tal que T
aplica Ey em Eg e E; em E; entdo T aplica ¥ em F. Nesse caso dizemos que F é um
espago de interpolagdo com respeito ao par (Eg, Fi). Existe uma generalizagio imedi-
ata com dois pares (Eq, F1) e (Fy, F1), fornecendo a nogio de dois espagos de Banach
E e F serem espacos de interpolacio relativos aos pares (FEg, Ey) e (Fy, F1). O trata-
mento deste problema é funtorial: E de interesse construges gerais (funtores ou métodos
de interpolagio) que a cada par de Banach (&p, E;) associa um espago de interpolagio
E = F(Ey, Ey).

0s métodos de interpolagio mais importantes, pelo menos do ponto de vista das
aplicagdes, sdo os métodos real e complexo: O método complexo, usualmente associado
ao nome de A.P.Calderdn, é uma descendéncia da demonstracio de G.0Q.Thorin (1939) ao
teorema de Riesz (o teorema de Riesz- Thorin), enquanto que o método real (originado
em idéias de J.L.Lions e E.Gagliazdo, segundo J.Peetre) é em algum sentido, ligado com
o teorema de Marcinkiewicz e foi cristalizado num trabalho agora cldssico, de J.L.Lions e
J.Peetre. A precisa ligag8o entre o teorema de Marcinkiewicz e a teoria de Lions-Peetre,
foi feita por M.Cotlar num manuscrito de circulagdo restrita. Um passo decisivo para a
compreensao do método real, foi a introdugdo do K- e J-funcional por J.Peetre, embora



idéias relacionadas j& aparecam de forma implicita nos trabalhos de E.Gagliardo.
Recordemos que

K(t,0)= it (Jlaollm +ellealls, ), 0<t<oo, a€Fot By

J(t,a) = max( ||a||&, |||z, ), 0<t<coo, a€ Eyn Ey.

Na interpretagdo de J.Peetre, o K(¢,e) funcional aparece, & grosso modo, como a en-
voltéria convexa do ”conjunto de Gagliardo” associado & a € Eq+ Ey (ver [1]). O funcional
J(t,a) é claramente um funcional dual.

E também compreensivel que o0s espagos de interpolagio tém importantes aplicagdes,
além de em E.D.P., por exemplo, na Andlise Harmoénica e na Teoria de Aproximacéo.
De fato, a conexéo com a Teoria de Aproximagio reside na observagio que o médulo de
continuidade pode ser interpretado como um apropriado X-funcional. Por outro lado, o
J-funcional pode ser pensado como um funcional de melhor aproximagio. Estas idéias
estdo registradas no cldssico curso de Brasilia, proferido por J.Peetre ¢ desenvolvidas ex-
tensivamente por P.L.Butzer e sta escola em Aachen.

Os espagos de interpolacdo gerados pelos K- e J-funcionais aplicam-se fortemente em
ambientes gerados pelos espagos LP isto é, aos préprios espagos IP, aos Sobolev-L?, etc.

A interpolagio dos espagos de Orlicz também tem sua histéria (e pré- histéria). A
(pré-) histéria comega, como néo poderia deixar de ser, com um teorema de W.Orlicz e
culmina com teoremas de A.Torchinski. Estes teoremas tém o aspecto cldssico paralelo aos
teoremas de Riesz-Thorin e de Marcinkiewicz. As teorias abstratas aparecem ligadas ao
nome de J.Peetre, primeiro utilizando o K-funcional e depois num trabalho originado em
idéias (implicitas) de E.Gagliardo. O trabalho utilizando o K -funcional, apesar de resolver
essencialmente o problema, di origem a um método pouce pratico e dificil de repetir o
sucesso do K-método no ambiente LP. Por outro lado, o trabalho baseado nas idéias de
E.Gagliardo tratava-se de um registro de reflexées profundas, mas preliminares, Este tra-
balho (1971) cristalizou-se num trabalho definitivo, escrito em 1977, em colaboragio com
J.Gustavsson. A diferenca essencial com o K-método (ou melhor o J-método), é que utiliza
sequéncias "incondicionalmente somaveis” no lugar das sequéncias £,-somdveis utilizadas
no K- (e J-) método. O método de Gustavsson-Peetre mostra-se bastante adaptdivel na
interpolagio de espagos de Orlicz e de espacos de fungbes modelados em espagos de Orlicz,
como por exemplo, os espacos de Sobolev- Orlicz.

O problema gue se coloca entdo, é o de se conhecer melhor 0 método de Gustavsson-
Peetre, com o intdito de obter resultados interessantes nos ambientes modelados em
espacos de Orlicz, como é o caso do K- ¢ J- métodos no ambiente LP. Por exemplo, € de
interesse para 2 geometria dos espagos de Banach, saber se um método de interpolagio
comuta com I?, isto é, se F(LP(Ep), LP(Ey)) = LP(F(Ey, Ey)). Esta comutagio é vélida
no caso do K- e J-métodos e uma questdo ji levantada por J.Peetre, é se esta comutagio

ii



também continua valida no caso do método de Gustavsson-Peetre (uma consequéncia ime-
diata desta comutacio seria que os espagos de Orlicz reflexivos tém a propriedade U.M.D.
(Unconditional Martingale Differences) desenvolvida por D.L.Burkholder (ver [3])). Na
tentativa de obter esta comutagio deparamo-nos com virios obsticulos, que nos levaram
a fazer modificacdes no método original de Gustavsson-Peetre, e criar uma variante desse
método.

O objetivo desse trabalho é expor de forma sistemitica a teoria dessa variante, bem
como aplicé-la aos espagos de fungdes modelados em espagos de Orlicz, como por exemplo,
os espacos de Besov-Sobolev-Triebel-Ozrlicz.

No que segue faremos comentdrios sobre o desenvolvimento do trabalho em cada
capitulo separadamente.

No Capitulo I, fazemos uma breve exposi¢io dos espagos de Orlicz, de fungdes veto-
riais, com peso. Apresentamos os indices de Boyd associados 3s fungdes de Orlicz, e um
teorema de interpolacio do tipo Marcinkiewicz para espacos de Orlicz, que sera utilizado
no Capitulo II. Os resultados deste capitulo serdo apresentados sem demonstragio, visto
que podem ser encontradas nas referéncias.

No Capitulo I, é demonstrado um resultado que generaliza um teorema de inter-
polagio, citado na bibliografia como de Fefferman-Stein. A demonstragio segue basica-
mente as mesmas técnicas do teorema de Fefferman-Stein, sendo que o ponto crucial é a
obteng¢ao de um teorema para os espagos de Qrlicz, que generaliza uma desigualdade de
Fefferman-Stein (ver [8], [28]). Acreditamos que para os espagos de Orlicz estes resultados
sd0 novos, ou pelo menos ndo encontramos referéncias,

No Capitulo ITI, comecamos a nos preparar para obtermos resultados de interpolagio
abstrata para os espagos de Orlicz e espacos de funcdes modelados em espagos de Orlicz.
Introduzimos um método de interpolacio, denotado por < , >,,, onde 1 < p < 0o &
p é um parametro funcional, que é uma variante do método de Gustavsson-Peetre ([12]).
Demonstramos algumas propriedades que confirmam que a nossa defini¢io consiste de fato
em um método de interpolacdo. Nio encontramos na literatura, uma demonstragio de
que os espagos gerados pelo método de Gustavsson-Peetre sdo completos. Portanto de-
senvolvemos uma técnica para demonstrarmos que 08 espagos gerados pelo nosso método
sdo completos. A demonstracdo de que <, >,, é realmente um método de interpolagio
é modelada na de Gustavsson-Peetre, mas envolve agora uma propriedade delicada de
simetria das fungbes de Rademacher,

Comegamos a desenvolver no Capitulo IV os resultados de interpolacio eavolvendo
o método < , >,5. Inicialmente demonstramos que o nosso método comuta com LP,
isto é, LP(< FEo, Fh >,p) =< LP(Fy), LP(E1) >pp. A seguir apresentamos outros teo-
remas de interpolacio destacando o caso p(t) = #¥ e os casos limites. Duas ferramentas
que sio frequentemente utilizadas neste capitulo e nos seguintes, sio a desigualdade de
Khintchine-Maurey e uma versdo vetorial de uma desigualdade do Carlson { [12] ). A
primeira destas desigualdades é uma versdo vetorial da desigualdade de Khintchine e
encontra-se demonstrada em {19], ji a segunda acreditamos ser nma versio nova da de-
signaldade de Carlson na formulagdo de J.Peetre (ver [12]).
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Eno Capitulo V que se apresenta um dos resultados centrais de nosso trabalho. Aqui
obtivemos um resultado, que caracteriza os espagos de Orlicz reflexivos como interpolagio
de espagos L7, Esse resultado permite que algumas propriedades que sio estiveis por
interpolagio sejam repassadas de L? aos espagos de Orlicz, como por exemplo, a pro-
priedade U.M.D. Apresentamos também um caso limite para o teorema de caracterizagio
acima referido.

No Capitule VI continuamos a desenvolver os teoremas de interpolagio para os espagos
de Orlicz com peso, apresentando inicialmente um resultado, que estabelece uma co-
mutagao dos espagos de Orlicz com o método < , >,,. Destacamos também o caso
p(t) = ¢ e casos limites.

A partir de idéias de L.Hormander, os espacos de Lipschitz e de Sobolev foram
generalizados por diversos autores, principalmente J.Peetre ([23]) e H.Triebel (ver [29]).
Atualmente essas generalizacdes s3o denominadas de espagos de Besov-Sobolev-Triebel e
sd0 denotadoes por By , e F7 . O primeiro destes espagos generaliza os espacos de Lipschitz
(B0 = Lips) e 0 segundo os espagos de Sobolev (F7, = H). As versoes com peso desses
espagos foram tratadas principalmente por Bui Hui Qui ([24]). O objetivo do Capitulo VII
é obtermos uma nova generalizacido dos espacos de Besov-Sobolev-Triebel, que chamare-
mos de Besov-Sobolev-Triebel-Orlicz com peso, e denotaremos por B;,‘ e Fq,"” onde &
é uma fungio de Orlicz, w um peso , 1 £ ¢ < 00 e 8 é um pa,rametro real Quando
®(2) = 17, 1 < p < 0, 0s espagos By’ e Fy'/ s30 os espagos de Besov-Sobolev-Triebel
com peso, estudados por B.H.Qui ([24]). Como acontece com os espagos de Orlicz, os
€5pacos B” e F;;" também podem ser caracterizados como espagos de interpolagio dos
espagos Bs’w e Fg', respectivamente. Como consequéncia concluimos que os espagos de
Besov—Sobolev Tnebel-Orhcz com peso tém a propriedade U.M.D.

Finalmente, no Capitulo VIII extendemos a defini¢ao dos espagos B;‘: e F;":", onde
trocamos o parametro real s por um parametro funcional o, pertencente a uma classe con-
veniente. Caracterizamos os espagos By e Fg'' via interpolacio dos espagos Bgee Fgy
respectivamente. Como consequéncia teremos que By, e Fg', tém a propriedade U.M.D,
Para cogcluirmos, demonstramos ontros teoremas de interpolagio onde destacamos o caso
p(t) =1,

No trabalho, indicagdes do tipo Teorema II1.2.1, referem-se ao teorema 2.1 do Capitulo
IT1. Se a indicacio for para um resultado do préprio capitulo nio usaremos o algarismo
romano.
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CAPITULO I

ESPACOS DE ORLICZ

Neste capitulo faremos uma rapida exposicao dos espagos de Orlicz de fungies veto-
riais e com peso. Iniciaremos apresentando as fungdes que geram os espacos de Orlicz
e os {ndices de Boyd associados a tais fun¢des. Estes indices terao papel importante no
desenvolvimento de todo nosso trabalho. A seguir recordaremos a defini¢io dos espagos
de Orlicz a valores vetoriais e introduziremos os espacos de Orlicz a valores vetoriais com
peso. Um feorema de interpolacio do tipo Marcinkiewicz para espagos de Orlicz serd
enunciado para futuro uso no capftulo IL

Os espagos de Orlicz a valores vetoriais sio mencionados, por exemplo, em [10], [27],
[30], {31]. Os resultados envolvendo as fungées de Orlicz (condigdo-Ag, indices, etc) podem
ser encontrados em [9], [16], [18], [20], ete.

1. FUNCOES DE ORLICZ

1.1. Por uma funcio de Orlicz entenderemos uma fungio ® : [0,00) — [0,00) que &
continua, convexa e $(0) = 0.
Cada funcio de Orlicz é nio decrescente e tem uma representagao da forma

W) #(t)= [ plo)is

onde ¢ é ndo-decrescente e continua 3 direita (derivada & direita de &, chamada também
densidade de ).

1.2. A fungfio conjugada ®* de uma fungio de Orlicz ®, é definida em [0, 00) por

1) #(s) = max(st — (1)) .

Relacionando as fungdes ® e @* temos a desigualdade de Young, isto é,

(2) st < ®(t) + ®*(s) -

1.8, Em diversas situagdes trabalharemos com funcbes de Orlicz que satisfazem a
condigdo-Agy, ou seja, com as fungbes @ para as quais existe uma constante C > 1



tal que para todo t > 0 temos

(1) ®(26) < Ce(t) ,
ou equivalentemente, para cada ¢ > 1, existe uma constante positiva C = C(r), tal que
para todo t > 0,

(2) o(rt) < CB(1) .

Outra caracterizagio da condigio-A, é dada através da fungdo densidade, mais pre-
cisamente, uma funcio de Orlicz @ satisfaz a condigio-A,, se e somente se existe uma
constante @ > 1 tal que

(3) tp(t) < a®(t) (t>0),

onde  é a densidade de ®.
Ainda envolvendo a fungao densidade, temos que nma funcio de Orlicz ® satisfaz a
condi¢io-Ag, se e somente se para cada r > 1 existe uma constante positiva € = C(r) tal

que

(4) p(rt) < Cp(t) .
Com relacdo 3 conjugada de @, temos que ®* satisfaz a condi¢lo-Ag, se e somente se
existe o > 1 tal que

(5) a®(t) <tp(t) (t>0).

1.4, Seja ® uma funcio de Orlicz e consideremos a fungdo g : (0,00) —— IR definida
por

(1)
ha(s) = S10 F-irary -
Vamos considerar também a funcéo
_ —loghg(s)
a(s) = logs

Os indices inferior e superior de Boyd associados a ® sfo definidos respectiva-
mente por

Bo = sup Mg(s) = lim My(s)
s>1 400

oy = 02}21 My(s) = 31iré1+ Ms(s) -



Temos que 0 < f¢ < ap < 1.
0 expoente inferior ¢ superior de Boyd associados a @, sio dados respectivamente

por
Go=— ¢ po=-
®” e *= bo

Aqui entendemos que pp = o0 se g = 0 e vice-versa. Assim 1 < gp < pg < 00. Agora
se ¥ satisfaz a condigio-Ag entdo pg < co. Analogamente se ®* satisfaz a condi¢io-Ag

entao gp > 1.
Seja ® uma func¢éo de Orlicz que satisfaz a condigdo- Ag. Entdose 0 < 7 < ¢g e
0<s<loups <r<ooes>]1 temos que existe uma constante positiva C > 1 tal que

para todo ¢ > 0 vale

(1) o(st) < CsTD(L) .

2. ESPACOS DE ORLICZ A VALORES VETORIAIS

2.1. Em quase tudo o que segue fixaremos um espago de medida (ndo-negativa) o-finita
(Q,%, ). Seja E um espaco de Banach. Uma fungio f : @ — E é chamada simples se

N
f =) mixa
i=1

onde z; € E, xp, ¢ a funcdo caracteristica do conjunto p- mensuravel B; e u(B;) < oc.
Uma fungdo f :  — FE é fortemente g-mensurdvel se existe uma sequéncia de
fungoes simples { fn)n>o tal que

lim f|fa—fllE=0 p-—ae.

=00

2.2. Seja @ uma funcdo de Orlicz ¢ £ um espaco de Banach., O espaco de Orlicz
L%(9,%,1; E) = L2(E) é o espago vetorial de todas as (classes de equivaléncia médulo
igualdade p-a.e.) funcdes f : 8 — F fortemente y- mensuravel tais que

0 [ o (1Y g, <

para algum A > 0. O espago L®(E) torna-se um espaco de Banach quando munido de
uma das duas normas equivalentes, definidas por

2) |[f|]Lq.(E)=inf{A>0 : /ﬂ@(%) d,u51}

e



@ Wiligrey =sue { [ 15@llsllo@llods : g € 22" E), lollg g < 1}

onde F' denota o dual topoldgico de E.
Se ®(t) = 1*, 1 < p < 0, entdo LE(E) = IP(E) e para cada f € L¥(E) tem-se

1/p
S Wy =2 ( [ 17@ds)
onde % 51,— =1.

Quando E = IR escreveremos L® para L2(R).

Valem as seguintes propriedades

) ey < 1= [ @@ lImn < 1
(6) £l ) < 2 fleeEyllgllpeszy  (Hblder)

para f € L¥(E) e g € LY (E").
Dadas (fu)nya € f em L2(E), diremos que (fa)n>o converge em média para f se

[ 2l fn(z) = f(@}llm)dp = 0.

ﬂ""OO

Pode-se provar que convergéncia em norma é equivalente a convergéncia em média se
P satisfaz a condicdo- A;. Como consequéncia segue que o conjunto das fungdes simples
é denso em F se ® satisfaz a condicdo-A,,

Consideremos agora w : {8 — IR um peso, isto é, uma funcio y-mensurivel e
positiva. O espaco de Orlicz com peso L (E) é definido como o espaco das fungdes

f ¢ @ — E tais que fw € L¥(E). O espa.go L{w)(E) munido da norma

”f”L?’w)(E} = [|fellze (g

torna-se um espago de Banach. Além disso o conjunto formado das fungdes f : § — E
tais que fw é simples é denso em L?w)(E).

2.3. Denotaremos por M(£,Z,4; E)} o espaco das fungdes f : Q — E fortemente
g-mensurdveis. Sejam E e F dois espagos de Banach e (2, X, 1) e (§, %, v) dois espagos
de medida o-finita. Diremos que um operador



T : M(Q,Z,u E) — M, 3, v; F)
é quase-aditivo se existe uma constante positiva C' tal que

(1) IT(f + g)(@)llr < CUITH(2)r + ITg(=)l|r)-

Diremos também que um operador
T : I, Z, 4 E) — M, 2, v; F)

é do tipo-fraco (LP(E),LP(F)), 1 < p < 00, se existe uma constante positiva C tal que
para toda f € LP(Q, %, ; F) e todo A € Ry temos

(2 vy e ISl > M) S 0N [ [15(e) .

No caso p = oo se entende por tipo-fraco (L®(E), L°(F)) a limitagdo em norma
(3) T f(|zoe (@5 05y € CllFl|ne (0,38

O préximo teorema foi demonstrado em [9] para funcdes 3 valores escalares, mas o
resultado vale sem alterar a linha da demonstragéo, para fungdes & valores em um espago

de Banach F.

2.4. TEOREMA: Consideremos r e s fais que 1<r<gps<pp <5< 0
e T:L"(E)+ L°(E} — M(¥,%,v; F) um operador quase-aditivo do tipo-fraco
(L7(E),L7(F)) e do tipo-fraco (L*(E),L°(F)). Se ® & uma fun¢io de Orlicz que jun-
tamente com sua conjugada satisfagam a condicio-A,, entdio T estd definido em LE(E) e
se f € L®(E) temos

L’¢(||Tf(y)||p)dvg L'I’(”f(a’)“E)dp.

Além disso se T é positivamente homogéneo, i.é., [T(AN)»)|r = |A] IT®)|!F,
entio

1T £l zay < Cllfllzez)-
(F)



CAPITULO II

UM TEOREMA TIPO FEFFERMAN - STEIN

Neste capitulo apresentaremos uma versdo vetorial, para os espacos de Orlicz, de um
teorema de interpolacdo referido na literatura como de Fefferman - Stein. Para tanto
apresentaremos jnicialmente as fun¢des maximais de Hardy-Littlewood e sharp que estdo
estreitamente ligadas ao problema. Qutro resultado basico é a decomposi¢io de Calderdn-
Zygmund, que serd fortemente usado para demonstrarmos uma generalizacio de uma de-
sigualdade de Fefferman-Stein. Essa desigualdade, por sua vez, auxiliard na demonstragio
do resultado central deste capitulo.

O espago de medida considerado neste capitulo serd ("™, B, ), onde B é a o-dlgebra
de Borel e p é uma medida positiva, finita em compactos e tendo a propriedade doubling,
ou seja, u(Q% < Cp(Q) onde @ é um cubo qualquer do R® e Q7 significa a dilatagio
de @, dobrando os lados e preservando o centro de . A condigio doubling implica que
para cada a > 0, existe uma constante C = C(a) > 0, dependendo somente de o, tal que
#(Q%) < Cu(Q), onde Q* tem significado anslogo ao de Q2.

Os resultados deste capitulo para os espacos LP podem ser encontrados em [8] e [28].

Espacos de Banach arbitrdrios serdo denotados pelas letras E, F, etc.

1. AS FUNCOES MAXIMATS

1.1. Seja F um espaco de Banach e L], (IR", E) = L, (E) o espago das fungdes definidas
no IR™ a valores em E que sio localmente integriveis. Para f € L}, (E) a fungdo
maximal de Hardy- Littlewood de f é definida por

1 n
(1) M (o) = sup s jQ 1f@)llzde (v € BY)

onde o supremo é tomado sobre todos os cubos de lados paralelos aos eixos (simplesmente
cubos a partir de agora}, e que contém 2.

1.2. A fun¢io maximal de Hardy-Litilewood verifica a seguinte desigualdade para
l<p<L 0

(1) IMfllee < Clifllemy (€ L(E))



onde a constante C depende somente de p e n.
Observemos em 1.2(1), que a maximal M f é escalar.

1.3, Para f € L} (E) a fungdio maximal sharp de f é definida por

#(19) ]Q 179) - folleds  (z € BY)

onde o supremo é como em 1.2. e fg é o valor médio de f sobre o cubo @, isto é,

(2) fa= L F@)dp.

1.4. Valem as seguintes desigualdades para f € L} (E) e z € IR®

(1) M*f(z) = sup

(1) M(IFOls)(=) = Mf(z),
(2) M f(z) < 2M £(o)
(3) MY(I()lle)(e) < 2M*f(=).

2. O TEOREMA DA‘VDIFERENCIAQIK'O DE LEBESGUE E
A DECOMPOSICAO DE CALDERON-ZYGMUND

2.1, O Teorema da Diferenciacio de Lebesgue (caso escalar) nos assegura que para funcdes
localmente integriveis, vale a seguinte ignaldade para quase todo z € ",

L1 e
(1) i 07} Jo, f(y)dp = f(2)

onde @, derotam cubos centrados em z e de raio r.

2.2. Aplicando 2.1(1) & fungiio = ~ ||f(z)||e para f € L} (E), teremos imediatamente
que

(1) | f(=)l|e < M f(=) §— a.e.

2.3. Para cada k € Z, consideremos o conjunto Az = 27*Z", formado pelos pontos do
IR™ cujas coordenadas sio miltiplos inteiros de 2%, Seja D a colegiio dos cubos cujos
vértices estdo em Ay e os lados tém comprimento 2=%_ Os elementos de D = U oDk
sdo chamados cubos diddicos.



Para o préximo resultado a ferramenta bésica utilizada serd a seguinte decomposigio
de Calderén-Zygmund com respeito a medida p (ver [8]).

2.4. TEOREMA: Sejam f € L(E) e t > (. Existe uma familia C; = Ci{ f, ), de cubos
com interiores disjuntos, consistindo de cubos diddicos maximais tais que

1
(1) e /Q 1 f(2)||sdi > t

que satisfazem

2

@) < 2y Jo 1F@lledu < ¢

para cada @ € Cy;

(3) 7 (=)lle < ¢

para p-ae. ¢ € U{@ : @ € Ci}. Além disso, para cada ¢ > 0, o conjunto

={z e R": Mf(z) >t} CV{@® : Q € Cyc}, e temos a estimativa

(@) pB) <C1 [ £ e
3. UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA
DE FEFFERMAN-STEIN
O préximo resultado é uma generalizagio de uma designaldade de Fefferman-Stein.

3.1. TEOREMA: Seja ® uma fun¢io de Orlicz que satisfaz a condigio-A; e f uma
funcio tal que M f € L para algum po com 0 < po < ¢o. Entdo

(1) [ eGt@na<c [ o(ise)an,

com C independente de f.

Demonstragiio. Levando em conta 1.4(1), 1.4(3) e o fato que & satisfaz a condigio-A,,
para demonstrarmos (1), podemos supor sem perda de generalidade que f é real e positiva.

Vamos inicialmente nos certificar que a decomposigao de Calderén-Zygmund pode ser
aplicada & f. Seja entdo ¢ > 0 e suponha que ¢ é um cubo tal que

(2) fo= ﬁ _L f(z)dp > t.

Entdo para cada z € §} temos



1< fo < Mf(z)

e assim, como M f € L™, temos

L ogy < - C
"< gy S g
implicando em
3) HQ) S .

Logo se 3y C @2 C --- (inclusdo estrita) é uma familia crescente de cubos diddicos
tais que
1
Qr) Jou

segue de (3) e do fato que g é doubling que tal familia é necessariamente finita, pois por
(3), (@) é limitada independente de k. Desta forma, cada cubo diddico satisfazendo (2)
estd contido em um maximal.

Consideremos entdo {@);} a familia dos cubos diddicos maximais satisfazendo

flz)dp >t

(4) 1< fQj < (Ct.

Vamos denotar esta familia por {Q:;} para indicar a dependéncia em ¢. Por 2.4(3)
temos que f(z) < ¢ para p-a.e. ¥ € UQ;;. Notemos tamhém que se { < s < f, ;, entdo
@s,; C @ para algum k.

Dado ¢ > 0 fixemos Qo = Q(20)-1¢,5, € s€ja A > 0 arbitrdrio. Existem duas possibili-
dades

) Qo (& : M'f(x)> 7}

ou

©) Qg {o : Mfz)> 7)

No primeiro caso temos
) Y (@) < pllz : Mf()> )
{t: Q¢ ;CQ0}

e no segundo caso

®) — [ 1(5)  fauldp < 5
1(Qo) Jg, TV TR =g



Usando (4) temos que

® fan < C(20) M =

e novamente por (4) e (9)

(t- DQus) = t(Qus)— £1(@1s)
[Q Wi — pQuilfa,

= j‘; 5 f(y)dp — fq 5 foodp
o, 1)~ Sauld

IA

IA

Assim sendo segue de (8) que

t
> t-m@) < ¥ [ 1) - foldu
{t: Qe,;CQ0} {t:Q¢,;CQ0} Quj
< [ 1) = Jaoldn
< AYip(Qo)
consequentemente,
(10) Y #@u) < A71u(Q0)3 = 24 (o).
{t:Q:,;CQo0)

Agora, somando sob todos os possiveis s, usando (7) e (10) temos
t -
2om(Qu) < pl{e + M) > =)+ 2471 Y uQpaoye)-
i 3

Sejam a(t) = 3; w(Qez) e B() = p({z : Mf(z) > t}). Segue de (4) que se 2 € UQ,;
entdo M f(z) > t, logo o(t) < (%), Além disso, da dltima parte do Teorema 2.4 temos

(11) B(t) € Do p(Q%-1e5) < Crex(t/C).
J
Em termos de ot} temos a seguinte desigualdade

(12) o)) < (fe : MU(z) > T}) + 247 a(s/20).

10



Para cada N > 0 consideremos
N
Ipj == / (p(t)o:(t)dt
0
onde ¢ ¢é a densidade de ®. Segue entdo que
N
(13) v < ["ewpw.
Como ¥ satisfaz a condicio-Ag, segue de 1.1.3(3) que existe r > 1 tal que

(14) e(t) < t7rd®(t)  (t>0).
Além disso, segne de L.1.4(1) e da hipStese que 0 < pg < ¢, que existe & > 0 tal que

(15) B(st) < ksPB(t) (0<s<1,t2>0)
Entdo, usando (13), (14) e (15) temos

N
In < jﬂ i 8(2)B(1)dt
= r foeré(-}N)ﬁ(t)dt
N t
< r [k es
krd(N) [N

kr®(N)

T M@ < .

Além disso, usando (12) temos

s [ elulle : M) > Thi+247 [ oat/ac)ar

Agora, usando L.1.3(4) temos que

N 2ON
f o(a(t/2C)dt = 2C f o(2Ct)a(t)dt
[1] 0
20N
< 2cc f o(t)al)ds.

Por outro lado, fazendo A = 8CC' e usando novamente 1.1.3(4) temos

11



[ otomtts : m1se) > ooyt =
BCC'N
= scC /0 P(8CCDp({z + MEf(z) > t})dt
ON
< C fa oBu{z : Mf () > t))ds.

donde,

= C ]C (pfe : MVf(a) > )it + / (H)at)dt

ON 2WON
Iv < C / otz : Mif(z) > t})dt + 20C"28CCY L o(t)alt)dt

e entdo, fazendo N — o0 segue que

(16) fo o(t)a(t)dt < C f Oul{z : M) > 1))dt.
Finalmente, usando (11}, (16) e 1.1,3(4) temos

| ewiena = [~ ewms

G /D ~ o(t)alt/C)dt

= ¢ fo ” o(Cha(t)dt

cf ” e(a()dt

< ¢ [ eoults : Mife) >
= ¢ /R e f(z))dy

A

IA

onde C' é uma constante que ndo depende de f. Fica entdo demonstrado o teorema.
3.2. COROLARIO: Com as hip6teses do Teorema 3.1 temos

(1) 1M £||zs < C||MHf|| s

Demonstrag¢io., Novamente vamos supor f real e positiva. Segue do Teorema 3.1 que

12



(2) [ 2005w <C [ et (a)au

Suponhamos que Ay = ||[MUf|l;« > 0 e seja Ay = ||Mf||e. Se Az < A; nada
resta a demonstrar. Vamos supor entdo que Ay < Ay e tomemos oy, az tais que
A1 < a1 < g < Ag. Assim segue da convexidade de & que

ooy’ < agal_I/ @(%(m))dp
n 2

= 0:2{.\!;1 /Rn ¢ (QIHEIM) d,Ur

@

< 0:2051_10.'16!2_1 / ] o (.M__-f_(f_).) du

431
= [ @ (—Mf(x)) dy.
n al
Notemos agora que para o > 0 temos

Maf)(e) = sup s | (@f)(e)iu = ad f(z)

(@fe = gy (@D = ode,
logo
M(af)(a) = swp s [ W) = (@falds = adf (o)

Assim, usando (2) e 1.2.2(5)

aoi’ < [ o (m(Lye))au
< C R“Q(M“(c—{;)(m)) dp

C ¢ (m) du
Rn

i

Qg

MY f(z)
< C Rn@(T)duSC

ou seja ag < Cary quaisquer que sejam o € &z com Ay < a1 < @z < Az. Logo, por um
processo limite temos que

13



|Mfllze < C||MVf]lze.

3.3. O espaco BMO(F), das funcdes de oscilagiio média limitada, é definido como o
espago das funcdes f € L}OC(E) tais que MU f e L.
Para f € BMO(E) definimos

1) |1l arocz) = || M f]|zoo.

Apo6s identificacdo de fungdes que diferem por constantes temos que ||-|| paso(z) € uma
norma que torna BMO(E) um espaco de Banach.

Finalmente vamos passar ao teorema que extende o teorema de interpolagio de
Fefferman-Stein.

3.4. TEOREMA: Sejam F e F espagos de Banach e & uma funcao de Orlicz que
juntamente com sua conjugada satisfagam a condicio-Aj. Seja T um operador linear tal
que

(1) T L”“(E) — L”"(F)
continuamente para algum pg, com 1 < po < ¢p, €

(2) T : L®(E)— BMO(F)
continuamente. Entdo

(3) T : LY%E) — L%F)

de maneira continua.
Demonstragdo. Se f € LP°(F) segue de (1), 1.2(1) e 1.4(2) que

(4) IM o Tf||Lr0 < CIITflzroz) < Cllfipro(m)

Por outro lado, como por definicio temos || M f}|z~ = ||f] |Baro(r), usando (2) segue
que

5 14" o Tf||Loe = |ITfllBamor) < Cllfllze(m)

Mas segue de (4) e (5) que M*oT é do tipo-fraco (L?(E), [?°) e (L*°(E), L*). Assim,
sege do Teorema 1.2.4 que

(6) 1Y o T fl|s < ClIf|| o)

14



Agora, como por 2.2 temos |[Tf(z)||r < M o T f(z) p-a.e., segue que

(7) T fllrem) < (|1M o Tflige.
Logo, segue de (6), (7) e do Coroldrio 3.2 que

T flizemy < HM o Tfllre < Cl|M* o Tf||1s < CliflILs(z)

o0 que demonstra (3).

15



CAPITULO III

O METODO DE INTERPOLACAO <, >,,

Em [12], J.Gustavsson e J.Peetre introduziram um método de interpolagio apropriado
para interpolar espacos de Orlicz. Neste capitulo, introduziremos uma variante do método
de Gustavsson- Peetre, ¢ demonstraremos alguns resultados para esta variante, que sio
aqueles que essencialmente usaremos no decorrer deste trabalho. Qutros resultados como
dualidade, reiteracio, etc, pretendemos tentar estabelecer futuramente.

0 objetivo inicial (e principal) de nosso trabalho era procurar demonstrar que o método
de Gustavsson-Peetre comutava com os espacos LP. Infelizmente, encontramos diver-
sas dificuldades, que n3o conseguimos transpor. Mas, por outro lado, essas dificuldades
mostravam que algumas modificactes no método poderiam levar 4 comutagio desejada.
Isto de fato aconteceu, e mais ainda, todas as propriedades estabelecidas para o método
de Gustavsson- Peetre mostraram-se vilidas também para a variante introduzida.

1. A DEFINIGAO DO METODO <, >,,

0 método que introduziremos dependers de um para@metro funcional tomado em uma
conveniente classe de funcdes.

1.1. Por P indicaremos a classe das fungdes p : [0,00) — [0,00) que s3o positivas em
(0,00) ¢ quase-concavas, isto &,
(1) p(st) < C max(1,t)p(s) (8t>0).

Se p € P entdo segue de (1) que p(t) é " quase-crescente” e p(z}/t & quase-decrescente”,
isto é, para 0 < 1y < 11 temos

(2) p(to) < Cplty) (il) C,ogzo)

Indicaremos por P+~ a subclasse das fungdes p € P tais que

(3) p(t) = sup ‘0(( )) = o(max(1,1)).

onde entendemos pela expressao f(a:) = o(g(z)) que o quociente f(z)}/g(x) tende a zero
gquando z tende a zero e gquando z tende a infinito.
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A expressio R(s,t) = sp(t/s) é bem definida para s > 0 e quando s = 0, colocaremos
por defini¢do R(0,2} = 0.

Se p € Pt- existe uma fun¢do concava po tal que p ~ po, isto é, existem constantes
Cy e C; tais que Cipo() < p(t) € Capo(t) (ver [17)).

1.2. LEMA: Se p é uma fun¢io concava entdo a funcio R definida acima também ¢
concava.

Demonstracio. Sejam o, 8 > 0 com a+ 8 =1 e (81,11}, (82, ;) quaisquer com s;,%; > 0,

¢ = 0,1. Entdo

R(a(s1,t1) + B(sa,12)) = R(asy + fs,ats + Bsg)

_ aty ﬁt2
= (0531 + ﬁ32),0 (as + ﬂ32 + as) + ﬁsz)
= (0’31 + }332))0 (

o5y 2 PBsz )
- (a31+ﬁ82)p( _._93_1___+f_2(1__ev_§1_))

sy asy + fsg sy a8 4+ fs2
§1 081 + ﬁsz 32 asy + (383

> (as1+ fBs2) (as +1}532 Loy )+( ﬁ) p(h ))

1
= asw(s—ll) + ﬁsw(s—z)
= aR(sl,tl) + ﬁR(Sg,tg).

o que prova o Lema.

1.3. As fungbes de Rademacher r; : [0, 1] — {-1,1}, i = 0,1,2,--- s80 definidas
como se segue. A primeira 7o vale 1 em [0,3) e —1 em [£,1]; a segunda 1y vale 1 em
[0,5)U[3,3) mas vale —1 em {1, 3) U[3,1] e assim por diante.

A partir das fun¢des de Rademacher vamos definir para n € 7Z,

io=d T sen > 0,
" Tol-t S n < 0.

Sejam E um espago de Banach, F um subconjunto finito qualquer de Z e (#;, Juer,
(75, Jner duas subsequéncias finitas de (#,)nez. Como todas as fungbes de Rademacher
tém a mesma funcio distribuicio, segue que se (@, )ncr é uma sequéncia finita e arbitéria
de elementos de £ entao

(1) [ I futanlipds= [ 'S #in(tanlisar

neF neF
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onde 1 < p < co.

1.4. Seja (Ep, £y) um par de Banach, isto &, E; ¢ E; sio espagos de Banach ambos
continnamente imersos em um mesmo espago vetorial topolégico de Hausdorfl.
O espaco intersecgao Fy N E; é um espago de Banach quando munido da norma

”m“EnﬁE1 = ma‘x(”m”Eu’ ”w”El)

O espago soma Ey + E; também é um espago de Banach quando munido da norma

\|z)|zo+2: = inf{[|ol| 5, + [l1]le, }

onde o infimo é tomado sobre todas as decomposicbes z = xg + 2y, z; € E;, ¢ = 0,1,

1.5. Lembremos que dada uma sequéncia (&, )ncz de elementos de um espago vetorial
normado F, dizemos que essa sequéncia é somdvel e tem por soma a € E, e escrevemos
a = Y ez 0n, se, dado ¢ > 0, existe um subconjunto finito F, C Z tal que, para todo
subconjunto finito F C Z com F, C F temos

lle— 3 anlle<e

neFr

Lembremos também que uma sequéncia (@, )ncz de elementos de um espago vetorial
normado & satisfaz a condigao de Cauchy se, dado ¢ > 0, existe um subconjunto finito
F, C Z tal que, se F' C Z é finito e F' N F, = § temos

1Y el <e

neF?

0O Critério de Cauchy nos diz que se £ é um espago de Banach entdo uma condicao
necessiria e suficiente para que uma sequéncia de elementos de E seja somivel é que sat-
isfaca a condicdo de Cauchy.

Outro resultado gue utilizarernos com frequéncia € que um espago vetorial normado
¢ completo se e somente se toda sequéncia (ay )pez de elementos de E que é absoluta-
mente somavel ((||ax||E)nez é somdvel), deve ser somdvel.

1.6. Seja (Fo, E1) um par de Banach, O espago < Eg, By >4, 1 < p < 00, é 0 espago
vetorial dos elementos ¢ € Eg+ E; tais que existe uma sequéncia (ay, Jnez em FoN Ey que
satisfaz

o0

(1) a= ), a, (convergénciaem Eo+ Ey ),
n=—o
. gkn
(2) max sup | EF: o) gyl oo ) < 00,

18



onde o supremo ¢é tomado sobre todos os subconjuntos finitos de Z, e

akn
(3) (fn(')man)nez é somdvel em LP([O, 1],Ek) s k= 0, 1.

Uma sequéncia (ap)sez em Eo N By que satisfaz (1), (2) e (3) serd chamada uma
sequéncia admissivel para a com relagio ao par (Ey, Ey).

Equipamos o espago < Ey, By >,, com a norma

i _ 2Im
|lal<Es, B>, = inf fax sup I %}‘n(');@;janllm([o,ﬂﬂk)

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias admissiveis para a.

No que se segue o seguinte resultado nos ser til.
1.7. LEMA:Sepe Pt el <p<coentioy o0 (min(p(?"), E(QzTﬂl))p, é convergente.
Demonstragio. Inicialmente temos que para p € PT™ e 5 > 0 vale ([12])

) ([ (mincs, 500" %)™ < et

com a modificagio usual se p = oc. Fazendo s = 1 em (1) e usando 1.1(2) temos

@ s 5 L7 (min b)) %

n=--0o0

> Cpn_zw /;:H-l (mm(l —)p(2“)) dt
> cpn;w ]ml (mjn(l,.})p(zﬂ))ﬂﬁ +C,,E /2"“ (mn(l _)p(zﬂ-)) dt

Agora, para n £ —1 temos 2™ < 1 e na primeira integral da dltima desigualdade acima
temos t < 2" < 2, ou seJa, 1 < L Além disso, na segunda integral temos que

2“+1>t>2”>1eentan < 1. Logo

-1 an+t1 ny\ P 00 gn+l iy P

p(2 )) dt / (p(Z )) di

P> a2 Jy = Lk Sl i
log2 = n 2 2 11 p(27)\? di
S AP EDY [ G5 T
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282 3 (mingoer), 22’

n=—00
o que prova o Lema.
1.8. OBSERVAGOES: 1.) A condi¢io 1.6(3) implica em 1.6(2). Com efeito: como
L#([0,1], Ey), k = 0,1, é completo, segue de 1.6(3) que a sequéncia (#,(-)2" a,, /p(2" ) )nez

satisfaz a condi¢do de Cauchy, e assim, dado ¢ > 0, existe F, C Z finito tal que se
FNE, =10 com F C Z finito entéo

2
“ ; Tn(')p(zn)

Por outro lado se F'N F, # { entdo

@n)|Lo([0,1],B) < &

N
{ zrﬂ(')maﬂllLP([O,l],Ek) <
F
gkn kn

2
< T an + o) ——a 1],
||F§ n() || ze(0.11,85) ”th;' Fn(-) (2 allZ2 (011,55

< € Fal _aﬂ »
IIF% () igmyanllzeon 2

Segue entdo que

okn
sup § Z‘-“n 2,,)%”1.1’([0 1.E) <€+ ma.x ||Z Fa(") o2 “n”Lp([o 11,8, <+
pois existe somente uma quantidade finita de subconjuntos F de Z com F C F..

2.) A condigdo 1.6(2) implica na convergéncia da série que aparece em 1.6(1). De fato:

> lanllgorm, < Z ||ﬂn||Eu+Z||ﬂn||E1

n=—00 n=0
- n p(2)
= n;wp@ I (zn)llEn Z | (2,,_) an|E,
<

(me (p(z”‘), (27‘))) ma.‘)i sup || z'rﬂ( ) (QR)GnHLp([o 1),Ex)

Agora o Lema 1.7 conclui a demonstragio.
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3.) Se pg e p1 sdo dois pardmetros funcionais em P+~ tais que po ~ py entdo

< .E[], E]_ >p0,p=< EO, E] >p1 K]

com equivaléncia de normas, qualquer que seja o par de Banach (Ep, B} e 1 < p < oo.

4.) Uma parte dos resultados que obtivemos neste trabalho poderiam ainda ser obtidos
se 0 nosso método de interpolagio fosse definido sem a condi¢do 1.6(3). Contudo para
outros resultados essa condigio é tecnicamente vantajosa, como por exemplo o resultado
de densidade gque vamos apresentar mais adiante.

2. PROPRIEDADES DE <, >,,

2.1. TEOREMA: Seja (Fo, E1) um par de Banach, p € Pt~ e 1 < p < . Entdo
< By, By >, € um espago de Banach.

Demonstragio. Seja A,, = A,p(Fo, F1) o espago vetorial de todas as sequéncias
(an)nez em Eg N E) tais que

(@)l = maxsup | an( ﬂn”Lv([o 1.5 < +00

e (7o ()2, [ p(2™))pez é somavel em LP([0,1], Ek) E facil ver que ||| Ay € UMa norma,
Vamos verificar que A, é completo. Consideremos entdo (a;)2, = ((6} )nez )2 uma
sequéncia em A, ,, absolutamente somavel, ou seja

00
> - llaifla,, < +oo.
=0

Notemos inicialmente que para cada n € Z temos

Yollellmon, <3 (lablls + ek lls)
i=0 1-_0
- (2" 9(2") 2
g(”.\a ) (2,1)” 0+” (2”’) ﬂ”El)
< max (p(27), 2 )Z(up(z,, s+l m éills,)
< ( )gkrgaoégﬁupllz:?‘n( o & | 2o (0,11, 5)

- max( (2 )) S laila,, < +oo.

=0
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Entio, (al)2,, n € Z, é absolutamente somével em Ey N By que é completo. Seja
an € Fo N Fy, n € Z, tal que
m -
an, = Za; ( convergéncia em FEoN Fy )
=0

Seja @ = (4n)ncz © vamos provar que a € A, ,. Temos que

”(aﬂ)'ﬂez“l\p,p = kn;%?g Sgp ” Z Tﬂ( 211.) aﬁ-l ILP(IU 1] Ek)

= maxsupllzf‘n ’) (2n)(z n)”Lp([Ol LE)

1—0

A

maxsupZIlZ n() (Qn n||Lp([o1 1,Ek)
=0

Im
Zf_l_%‘)isup“z:?’n Yoy FeD) G|z (0,11, B4)

=0

A

= Z”a"“l\p,p < +oo.

=0

Falta somente demosirar que (7,(-)2"a,,/p(2"))nez é somével em L7(]0, 1], E).). Sabe-
mos que dado £ > 0 existe ¢ € IV, tal que se 7 > ig entdo

oo
Z lladla,, < &-
i=j3+1

Além disso, como para cada ¢ € IV temos que (7,(-)2*"a% /p(2"))pez é somével em
Lr([0,1], Fy) e portanto satisfaz o critério de Cauchy, segue que dado & > 0 existe Fcz
finito tal que se FY N F¥ = @ com F' C Z finito entdo

” ZTn( ) (2,1) n”L"([O 1],E%) <

Vamos considerar F, = UL F3 e F' C Z finito com F' N F, = {). Para tais F' temos
que F' N Fi = se i < dg, € assim

I|qu (zn)“ﬂ”Lﬁ([o 1.Ee) = ||E Fn(*) (2n)(2ﬂfz)|lu([o.1],Ek)

=0
< E ” Zrﬂ( ) (2,1) n”LP([O 1),By)

=0 F
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—;}HZ ) (2,,,) ah || Le(o,1),B4) + Z |IZ?‘n() (2,,,) a,||Lo(o,1),,)

r 1—80+1 F

iu o0
£
SZES,_{_ 3 Izcr_;aoxsup”§ () —omes (2,,,) AN

i=ig+1
—_ Z + E ”a"‘”App < 28’
1‘“"0 i=ip+1

o que mostra que (Fo(-)2""a,/ P(2"))nez satisfaz o critério de Cauchy e portanto é somdvel
em LP([0,1], Ei), donde concluimos que @ € A, .

Vamos demonstrar agoraque @ = ) 2 a; em A, . Sejaentdoe > 0 e j suficientemente
grande para que

i ||aila,, < €.

d=j1

Como a, = Y 2o ai, em Fo N Ey segue que a, — )Y o0l = ot aé e entdo

i

i .
lle - Z tillay, = l(an) - ;(aa)llnm
03 an)lia,,

i=g+1

it

Inax sup||Z’rn() o2 ,m)( 2 ::;)”LP([U,I].E:;}

i=j+1
< Z ”a"”Ap,p < E.
i=j+1

Isto mostra que ¢ = ) 24 a; e consequentemente que A, , é completo.
A seguir consideremos o subespago

o0
N={(an)€App i Y. an=0 {convergénciaem Ey+ Ey )}

n=—0oo

e vamos mostrar que A é fechado em A, Seja entio ()2 = ((¢i)nez)X, uma
sequéncia em N e ¢ = (ap)nez € Ayp tal que ¢; — a em A, ,, € vamos provar que a € A

Temos que
2k‘n
” (23}) ﬂ

—tnllE, < llai—alls,, (k#=0,1)
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para cada n € Z. Entdo dado £ > 0, existe 39 € IV tal que se i > ig e n € Z temos

an”E;,<5 (k 01)

F

p(z“)
Além disso, existe F! C Z finito tal que se F C Z é finito com F? C F entéo

” Za:zllEo+E1 <&
F

pois a; € M. Finalmente tomando F, = F¥ segue que se F C Z 6 finito com F. C F
temos

1D aallgors S 11208 — aallBors + 11D a2 |5t 5,
Fo F F

< 12268 = anlimern: + 11 )0 — anllmsm +¢
Fy F_
< Ellﬂf{' — tullg, + leﬁff — (g + €
< ZE + E ep(2®) 4-¢
n=0 n=—oco
= o Y min(®ED pam) +1)

=00

e usando o Lema 1.7 segue que

” zaﬂ”Eu+E1 < Ce
F

donde concluimos que Y22 a, = 0 com convergéncia em Fo + Ey. Logo A é fechado
em A,, Desta forma o espago quociente A, /N é um espaco de Banach munido com a
norma

ll(@n} + Nl = 1] [F o

(bn)€ ( )+JV

Consideremos agora a aplicagdo T :< Ep, By >, p— A, p/N definida como se segue.
Seja & €< FEg, By >,p € (Gn)nez uma sequéncia admissivel para ¢. Definimos entdo
Ta = (a,) + N. Observemos que T estd bem definida pois se tomarmos (a,) e (b,) duas
sequéncias admissfveis para a segue de 1.6(1) que Y52 _ (@, — by) = 0, 0 que mostra que
(an — by) = (@) — (bn) € N, ou seja a, + N = b, + V. Fica também provado que T é
uma aplicacdo injetora., Vejamos que T € sobrejetora. Segue da defini¢io de A, , que se
(an) + N € App/N entio
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2kn
I|;@'ﬁ,:)"ﬂnllEk < |[(an)nezlla,, (% =0,1)

e usando o Lema 1.7 temos

o0 -1 oo
3 el = 3 lanllsorss + 3 llenllzors,
-1 o0
< Y llaallz + X laalls,
Rz= 00 a=0
= pE™)
< D 2)en)lla,, + Z = 1(@n)]a gy
n=—0o0 n=0
= i@l 3 min(o(z®), A22) < +oo

Logo (@n)ncz € absolutamente somdvel em Ey 4+ E), e consequentemente existe
a € Eg+ Py tal que

o0
a= Z a, (convergénciaem Fy+ Ey)
n=—0od
e como (an)pez € Appy segue que a €< Eg, B >,p ¢ Ta = (a) + N, ou seja T é
sobrejetora. Além disso T é linear, pois se « € R, a,b €< Ep, B1 >,p € (Gn),(bn)
sdo sequéncias admissiveis para a e b respectivamente entdo (aa, + b,) ¢ uma sequéncia
admissivel para ae +be

Tlaa+b) = (aa,+b)+ N
a((an) + M) + (b)) + N)
= aTa+Th.

Temos ainda que T’ é uma isometria, pois se (a,) é uma sequéncia admissivel para
aE< Eﬂ, E] >p,p entao

ITell- = |l(en) + Nlu = {1(8)lap,

{bn )e( )+M

- (bn)E(a£)+JU'k—01 F ”;r"( )p(gn) ﬂ”LP{[o 1,E)
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- (an-a.,)emfn—%’isup”;”( (zn) bnl|Lo(io,11,54)

= Zan_l__fz ) E“%J%s;pIIEf‘n(')Wf’nHm[o,u,Ek}

= & Egagsg,pllzm (2n) ballLe(0,1], )

= “a'”(EOuEl)p,p'

Fica entdo demonstrado que || - ||<&y,E,>,, é uma norma e que < Eo, By >,, é iso-
morfo e isométrico a A, /A e consequentemente é um espago de Banach.

Vamos demonstrar agora que < Ey, By >, é um espaco intermedidrio, isto é,
2.2. TEOREMA: Seja (Fp, E;) um par de Banach e 1 £ p < oo. Entdo
Demonstragio. Seja a € Fy N Ey e (@, )nez definida por

a. =4 @ sen=10
T 10 sen#0.

Desta forma (@, )nez é uma sequéncia admissfvel para ¢ e

2kn
< ()=
|all<Bo,B1>pp < pax sup Il EF:rn( ) p(zn)ﬂn”u([u,l],E,,}

= max||al|g, = ||e
malal, = llallzun
demonstrando assim a primeira inclusio de (1).

Para demonstrar a segunda inclusido tomemos ¢ €< Ep, Ey >,, e (@, )nez uma
sequéncia admissivel arbitrdria. Usando 1.6(1) e o Lema 1.7, segue como na observacio
1.8 que

Le+)

Ol
llallgy+m, = || E anllEpt By £ Z [n| | Eot-

i=—00 n=—00

2
< 7 {.
< Cmaxeup] ;'fn( ) p(zn)aﬂ”L”([oul]uEk)
Como (agp)nez 8 arbitrdria temos
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lla||zy+2, < Cllall<zo,B> s
o que conclui a demonstragdo.

Um fato bésico é que o método <, >,, é um método de interpolagao.

2.3. TEOREMA: Sejam (Ey, Ey), (Fo, F}) dois pares de Banach e 1 < p < co. Entdo se
T € L(Ex, F}) (o espago dos operadores lineares continuos de Fy em F}), k = 0,1, temos
que T € L(< Fo, By >0, < Fo, FA >pp) @

M
(1) 71l < 20005 (37
OIlde Mk = ”Tllﬁ(Ek,Fk): k = 0,1.

Demonstracio. Seja ¢ €< Ep, Fy >, e (Gn)nez uma sequéncia admissivel arbitrazia.
Seja m € Z tal que

My m om+1
(2) MO e [2 ‘.'2 )'

Consideremos by, = Tyt Como

> Gnim  (em Eo+ Ey)

n=—00
e T: Ep+ By — Fy+ Fy é continuo segure que
e 4]
(3) Ta= Y by (emFy+F)

n=—0o0

Por outro lado, como T' € L Ey, Fy) temos que

1 1
Pl ) —r<bn ) = Fa(*)—<Tntm )
|I;T ()p(Q“) o0, 7) IIZ?‘ ()9(2,,) @ntm|iLo([0,1), o)
= ||T (E ‘rﬂ'( 2ﬂ an+m) ||Lp( 4] 1] Fu)
< M0||Z’?‘n(')mﬂwmllw{ma]ﬂo)

1
= Myl| Z Fr—m(*) (Qn_m)“n”LP([Ol] Fa)
F-m
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Agora, como
1 e
p(2n—m) = p(27)

e levando em conta (2) e 1.3(1), temos

A

1 . ) 1
(4) II;?n(')mbullm[ﬂ,u.ﬁb) < Mpp(2 )||Fgm?‘n—m(-)manllm([o,u,_eu)

M

Mop(2™)]| Z () 2n)aﬂ”LP{[0 1],Eo)

IA

Mo (3 )n 5 ) sgmyenllzeny

De modoe analogo, como g—f,l- < 2Mjy, segue que

—i

" 2n 2
(5) ”Z‘-"n(')MTn)bn”LP([U,I],Fﬂ < MlllFZ Frem(- (%_m)ﬂnflm([uu}sg)
F ~1H

< M1p(2 Jj 2 Fal) (2n)ﬂn||m([01 Bo)

My _
< w732 )nz )oggyeellimon s
T

_{M . 2
< 2Mpp (El]‘) ] z : TN(')P(Qn)aﬂl|LP(I0;1];E|J}‘
F-m

Segue de (3), (4) e (5) que (bn)nez é uma sequéncia admissivel para Ta e pela arbi-
trariedade de (an)nez temos também que

M
ITell<ri s < 2Mop (37 ) lall<Euzss
concluindo a demonstragio do Teorema.

O préxime resultado é uma consequéncia imediata do seguinte resultado de
J.P.Kahane.

2.4. LEMA: (Kahane [19]) Seja E um espago de Banach e 1 < r < 0o. Entdo para cada
escolha de vetores (a;)%, em F temos

[ WS raleds ~ ([ 135 riallparyt/
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com constante de equivaléncia independente da escolha dos vetores em F.
2.5. PROPOSI(}AO: Seja (Eg, Fq) um par de Banach e 1 < p,¢ < oo. Entdo

o) < Eo, By >pp=< Eo, E1 >p,q,

com equivaléncia de normas.
Demonstragio. Segue imediatamente do Lema 2.4,

Temos o seguinte resultado de densidade, onde a condigio de somabilidade 1.6(3) faz-
se necessaria pela primeira vez.

2.6. TEOREMA: Seja (Ep, E;) um par de Banach e 1 < p < 00. Entdo EqN Ey é denso
em < EO,E]_ >p’p.

Demonstiragio. Seja ¢ €< Ey, By >, e (an)ncz uma sequéncia admissivel para a.

Considerando A; = En_ ayn temos que A; € EgNEyea—A; = Zl“l» a, em Fg+ Eq.
Seja Fj = {n:|n|<j}e vamos definir para cada j € IV a sequéncia

po=d o se n & Fj,
n 0 sencFj.

Vamos verificar que (b))nez é uma sequéncia admissivel para a — A;. Clara-
mente temos ¢ — A; =3 =2 b com convergéncia em Eo 4+ Fy. Por outro lado, como
(Fn ()25 [ p(Z* ez & somével em LP([0,1], Ey.), segue que dado ¢ > 0 existe F. C Z
finito tal que se F' N F; = § com F' C Z finito temos

) 2kn
(1) : fl Z 7'n(')—z,.,ﬁ"n|Ltsra([o,q,}-:,,,) <.

Seja agora FY = F, U F; e tomemos F' C Z finito tal que F' N F/ = ). Para tais F'
temos que F’nF =0, F’ﬂF =0 e entio

Im
I|Z?‘n() (2,1,) b | zeqoas,En = HZ?‘n() (2n)0n|ILP([01] B) <€

Logo, para cada j € IV, temos que (7,(-)2"8/p(2™))nez é L*([0,1), Ex)-somdvel e

Qkn
Fr( ) oy bn = n b;‘;
S%P”;T () p(2“) ||LP([0,1},E,,) FSHP ||Z" () (2n) ||Ln([o 1],Ey)

J—

1A

sup I ;f‘n(');@—n)“anllm({OJ],Ek) < 00.
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Assim, (b),ez € uma sequéncia admissivel para ¢ — A;. Além disso, para cada
7 > jo = max{|n| : n € F.}, usando (1) e notando que ¥' N F; = @ implica F N F, = §,
temos que

o 2m
e — Ajll <Bo.Er>pp < max Fflg,l-):a I ;rn(.)manllm(m,nﬂk) <¢

o que mostra que A; — a em < Eo, y >, ,, ou seja Eo M Ey é denso em < o, By >, ;.
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CAPITULO IV

INTERPOLAGAO DE ESPAGOS L/, (E)

Um problema proposto por Peetre é o de determinar todos os métodos de interpolacio
F, que comutam com os espagos LP, ou seja, quais os métodos de interpolacdo tais que
F(I?(Fo), LP(Ey)) = LP(F(Ey, Ey)), onde {Fy, Fy) é um par de Banach. O nosso primeiro
resultado deste capitulo é demonstrar que o método que introduzimos neste trabalho co-
muta com Ly, mas com a restri¢cio de que o par de Banach (Fq, F;) seja constituido por
reticulados de Banach com uma certa propriedade geométrica. Desta forma, iniciaremos
este capftulo com uma se¢io relembrando a nogéo de g-concavidade e cotipo de um retic-
ulado de Banach. Nessa se¢io demonstraremos uma versdo vetorial de uma desigualdade
tipo Carlson e enunciaremos a versio vetorial da desigualdade de Khintchine.

Ainda neste capitulo demonstraremos outros teoremas de interpolagio para os espacos
L?w} (E), onde variamos w, p ¢ E no mesmo resultado. Para essa situagio, precisaremos
restringir o parametro funcional p para o caso p(t) = t¥. Apresentaremos ainda alguns
casos limites dos resultados obtidos.

1. RETICULADOS DE BANACH

A seguir, relembraremos a nogdo de reticulados de Banach e de certas propriedades
geométricas de tais espagos.

1.1. DEFINIGAO: Um espago de Banach E sobre IR, parcialmente ordenado é chamado
um reticulado de Banach se

(i) ¢ < y implica & + 2 < ¥y + 2, para cada z,¥,2 € E,

(ii) az > 0 para cada = > D em F e cada a > 0 em IR,

(iii) dados &,y € F existe ¢ V y = sup{e,y} e £ Ay = inf{z, y},

(iv) ||zllg < ||¥l|E sempre que |z] < |y|, onde o valor absoluto |z| de z € F é definido por
|z| =z v (—2).

1.2, O préximo resultado que estabeleceremos é uma versdo vetorial de uma designaldade

do tipo Carlson, onde aparece uma expressao do tipo (X%, jei]?)/?, 1 < p < o0, com
()%, em um reticulado de Banach F e a modificagio usual para p = oo. Segundo
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Lindenstrauss-Tzafriri [19], definiremos

i n n
(1) N lal?)? = sup{Y gt € R e Y|’ <1}
i=1 i=1 i=1
onde 1/p+ 1/p' = 1. Segue imediatamente de (1) a seguinte desigualdade de Hélder,
n n ' ' n
2 3 aiai < O 1P Y (X |asf?) P
i=1 i=1 i=1

ondeaq; E Rea; € E,i=1,.--+,n. Além disso, se n < m entio

(3) Sl < (3 ).

i=1 i=1

1.8. PROPOSIGAO: (Carlson) Seja (4;)%, uma sequéncia de elementos de um reticu-
lado de Banach E. Entio para p € PT~ e 1 < p < 00 temos

© IS allz<CR (1|(Z":<|as|/p(2*'))?)”?||g, u(im‘las|/p(2‘))P)1f?||E) ,

=1 i=1 i=1

onde R(s,t) = sp(t/s).

Demonstracdo. Seja Ap = ||, (2% |a:|/p(2))P)?||g, k = 0,1 e s € IRy qualquer.
Vamos demonstrar inicialmente (1) para p = 1. Temos que

1S alls = 1 a4 3 ails

i=1 28‘53 Fing
< 1Y, p(2)aifp(2) +I|ZP )9t as /(2|
2"53 ng

e como por 1IL1.1(1) p(¢) £ C'max(1,%), temos que

1Sl < Co)ll Y lal/p@)llz + 2 s)u 3 2lail/p(2) &
=1

2i<s Zins

(Ao + ?) p(s).

Tomando agora s = Aj [Ap, segue que

A

13 aill < Cop(ArfAo) = CR{Ao, A1)

i=1
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o que prova (1) para p = 1. Suponhamos agora 1 < p < oo. Segue de 1.2(2) que

) DL (E p(B) VP o + (3 ()2 V7 .

fe=]

Mas como p € P*™ segue que (ver [12])

([ mintt, Doop %)™ < 0000

e entio

coy 2 Y [ (min(l,f)pa))p‘f‘f

> ”
> ¢ ; [ minge, £yo( %
oiyye Ot P rdt
= CE/ (mm(l,t ))IJ + 2/ (min(1, )P( ) 7
> ey [ “’”“)P“‘“Z/ﬁ Py
2i<s 2t>s
log2 g log 2 p(?f')
Agsim
@) Cp(s) > Z’o 2:)1’ )lfp
2i<s
(4) cr () 5 > (257 Byt
2')8

Substituindo (3) e (4) em (2) com s = A1/A, obtemos (1).
1.4. DEFINICAO: Diremos que um reticulado de Banach E tem concavidade

finita(ou é g-coneavo) se existe ¢ com 1 £ ¢ < o0 e uma constante C' > 0 tal que
para qualquer sequéncia (a;)7; em E temos

(1) (Z ltadlig) e < cn(z ORAI

=1
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Para reticulados de Banach com concavidade finita vale uma designaldade que nos
serd de grande utilidade no restante do nosso trabalho.

1.5. TEOREMA: (Khintchine-Maurey, [19]) Seja £ um reticulado de Banach com
concavidade finita. Ent3o para qualquer sequéncia (¢;)%., em E temos

) Gl ~ 13 el

f==1

com constante de equivaléncia independente da escolha da sequénciaem Fe 1< p < oo,

1.6. DEFINICAO: Um reticulado de Banach E tem cotipo finito (cotipo q), se existe
g, 2 < g < 00 e uma constante C' > 0 tal que para qualquer sequéncia (a;); em F temos

I n T

® [ I rellsdt > 07 lladi .
t=1 =1

1.7. OBSERVA96ES: 1.) Os espagos LP gdo de cotipo max(2,p). Entio, segue de

[19, pg 88] que L? & g-concavo para cada ¢ > max(2,p).

2.) Um reticulado de Banach que é g-concavo para algum ¢ > 2 é de cotipo ¢. Além disso

se E é de cotipo r com 1 < r < co entdo F é g-concavo para cada g > 7. (ver [19])

1.8. PROPOSICAQ: Se F é um reticulado de Banach de cotipo finito, entdo L?(E)
tem concavidade finita.

Demonstracdo. Suponhamos que F tem cotipo g. Seja r > max(p,q¢). Entdo IP e E
sio r-concavos. Se (f;)%, € uma sequéncia qualquer em L?(E) entdo

Sl Al = (IOl

fm=1 =1

< GO IAOIE Iz

i=1

CzIICzII(iIfs(-)l")”’llEIlL»

=1

NV lowiay
i=1

7N

i

o que mostra que LP(E) é r-concavo.
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2. INTERPOLACAO DE ESPAGOS wa)(E)

O nosso primeiro resultado neste sentido é uma comutacio de L’(’w) com o método de
inferpolagio <, >,y.

2.1. TEOREMA: Sejam (Fy, E4) um par de Banach formado de reticulados de Banach
com concavidade finita, 1 < p < 00 e w um peso. Entdo

(1) < L?w)(Eﬂ)sL?w)(El) 2 pp= L;(’w)(< Eo, By >p)

com equivaléncia de normas.

Demonstraciao. Seja ¢ € L?w)(< Ey, By >,p) uma fungdo tal que aw é simples a valores
em < Ep, By >,,, isto é,

N
aw = ZaﬁXB:'
i=1
onde a; €< Fo, Ey >,,. Para cada j = 1,-+-, N seja (&) )ncz uma sequéncia admissivel
para a; tal que
Loy 2
(2) max sup || ;Tn(')ﬁ")‘ﬂi“muo,ﬂ.m) < 2llajl|<Ey Br> 0

Para cada n € Z seja a, definida por

o) sex€B;,j=1,N,
an(:c)w(m)-'—'-{ On sezﬂUj?;.J ,

Seja ¥ C Z um conjunto finito qualquer. Segne de (2) e do Teorema de Fubini que
LIS 0wty ot = [ [1{ T2 b dud
Falt)——a t=// Pu(t)——an({z) | w(z '
0 “ = ﬂ( )p(zn) e wa){gk) o ﬂ” = ﬂ( )p(zn) 'ﬂr( ) ( )”E,, 14
N 1 an -
n(t al ||z, did
b Joy W 0yl
N
23" [ NailZgy 6,5,
i=17B;

2 [ a(@)0(e)| 5,5, 1

(A

e entio
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(3) ||Z #n(-) (zn)an”m([o 1,07, (Ex)) < [|0”LP ) (<Eo.E1 >p,p)"

Logo, (3) nos mostra que @, € L(w)(E(}) n wa)(El) e

(4) k_msuP”Z‘-"n( (2n)anI|LP([01]Lw)(Ek))- 2llallzg,,(<BoBr>ap)
Vamos verificar agora que (Fn(")2"an/p(2%))ncz é L?([0, 1],L(w)(Ek))-somé.vel.

Temos que dado £ > 0, existem Fg C Z finitos, § = 1,-++, N tais que se ¥/ N Fg =) com
F' C Z finito entio

1/p
(5) IIZ%() 2,,,) &l || Le(o,1.5:) < (m) -

Consideremos entdo F = Uj=1Fg e F! C Z finito com F'NF, = §. Assim F'NF! =@
para cada j = 1,-++, N e usando o Teorema de Fubini e (5) temos

[ ||ze-n(f) el = [ ||( IO e 2,@) ()) w(z)| [,
. _z: L, [ |lzfn(t)—(2-,;5a£,,|ladtdp

s ZjB Zﬂ#(B d'u:'g

o que prova a somabilidade desejada.
Sejam agora Fy C Z_ e Fy C Z subconjuntos finitos quaisquer. Segue de (2) que

N
[ ater@n = 3 [ 15 s
F i=1 3
p(2*) !
< Z»[B, (Z zlm p(Qn)afz“Ek) dp’
= Z/ ( )||G:||<EO,EI>,,,,) dp

(22"(2 )) J @) Eep, 5,
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e entio

p(2")
I Zﬂnlngw)(Ek) < 22QTlla”wa)(<Eu,E1>p,p)'
1, F

Assim (@n)nco € wa)(Eg)—somé.veI e (@n)apo §é wa)(El)-somével. Sejam
bo = n__w an e b = 3% 6, em wa)(Eg) e wa)(El) respectivamente, Considere-
mos ainda w" Ei__i al, up = o) anev; =3¢ gan. Comoa; =R __al em
FEy + E1 temos que w’ - a; em Fg + Ey. Além disso, u; — by em L (Eg) ev; — by em
L{w)(El) Logo existe subsequéncia (u;, ) tal que u;, (z)w(z) — bo(m)w(m) em Fy p-a.e.
Por outro lado v;, — b; em L ) (F1) e entdo existe (v;, ) tal que v, (z)w(z) — by(z)w(z)
em E; p-a.e. Temos ta.mbem que

(wig, (2) + iy, (@))o(2) — (bo(2) + by(2))w(z)

em Fy + Fy p-a.e. Além disso

ik,.

(i, (2) + 03, (2)w(2) = ( Z an(7) + Y an(®))w(z)

n——tk,. n=0
Tky ) )
= Y d= w), - aj = a(w)w(z)

ﬂ=—3‘kr

em Ey + Eq. Logo a(z) = bo(x) + b1(x) p-a.c., e

Ny
le— )" ﬂn“Lw)(Eo)+wa)(E1)S“bﬂ_ > onllzg, (o) + 101 = > 0n||wa)(El)
n=Ni M<n<0 o<n< Ny

demonstrando que @ = Y ;o . @, com convergéncia em wa)(Eo) + wa)(El). Assim

(@n)nez é uma sequéncia admissivel para ¢ e segue de (4) que

(6) lellezz,,
Agora, se ¢ € um elemento qualquer de L (< Eo, Bt >pp), segue de 1.2.2 que

existe uma sequéncia (@n)n>¢ em L(w}(< Eo, E1 >pp) tal que e,w é simples, a, — a

em wa)(< Eg, Ey >,5) e por (6)

(Bo) L (Ba)>pp S 2lallip, (<BoB1> )

(7) l|anll<zz L2 (Bo) L (B1)>0p & 2||an||wa)(<Ea,E1>p,,,)

Usando o Teorema I11.2.2(1) vemos também que
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(8) < L{y(Eo), LYy (Er) >pp Ly (Eo) + L{,(Er)

(9) wa}(‘( Eg, By >p, p) — Lf J(E{) + El).
Mas, segue de [6] que L(w)(Eo + Ep) = L(w)(Eo) + L(w)(El) e entdo

(10) Liy(< Eo, By >p0) < Lf(Eo) + L7,y (En)
Segue de (8) e (10) com passagem ao limite em (7) que

(11) || ||<LF

{uy (Foh- L

(W) {E1)>P;P S 2I |a'| |L‘Fw}(<E0 ,E1 >p,p)

0 que mostra que

Consideremos agora a €< L(w)(E(}) L(w)(El) >pp € (8n)acz uma sequéncia
admissivel para a tal que
(12) max sup I Zf‘n( ) (Qn)an”}:?([o 1022, @ < 2ellery )02, 215,

Fixemos F por um momento e vamos considerar

bn() = { o wngh

Entéo (bn(2))nez é uma sequéncia admissivel para 3 5 a,(z). De fato, inicialmente
vernos que

oo
Y an(z)= Y. ba(z) (convergénciaem Ep+ E).
F

n=—00

Por outro lado como (Fn()25%bn(2}/p(2"Vnez = (Fa(-)2"an(2)/ p(2%) ncF, segue a
I*(]0,1], E)-somabilidade de {#,(-)2*"b,(#)/p(2*))nez. Finalmente usando a desigual-
dade de Khintchine-Maurey temos

2Im 2)m
I AT = Fo (e
sup {l g?"n( ) o) n(2)]| £o(j0,1), 1) sup Il %:?‘ () o) an (2)|[e(0,1,E,)

[

[P

C sup [1(Q X 2l an(2)))?|
Ger S p(2M) " o
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[Fa

0||(;(%an(w))2)muzk

IA

C“Z?‘n (gn ‘”)”Lr{[o 1),5)"

Assim, temos que

an
1Y en(e)lctm >, < maxsup|| D Fol)—robn(2)llre(o,,m)
fa k=01 ¢ G p(2")

k=0,1

N
< Cmax|| z?‘n(°)?“n(a’)llfap([ﬂ,1]£k)
()

e usando (12) e o Teorema de Fubini

kn
/ |]Zan(w)w(m)||<Eo,El>” < €7 max / ||EFn(')“%—i;;)'an(w)w(m)”%p([o;],}_:,‘k)dﬂ

= P max f ] ||Zr,,,(t) (2n)an(m)w(m)I|Ekdpdt

k=0,1

= (P n n
maxII;T ()p@n)a ||Lp([o1] 18,5 (Ex))

S c ||a”<wa)(Eu),wa)(E1)>p,p.
Entio
(13) I ;anll%)(@o,&»m) < Cllallezy,, (@)L, ()5 -

Nos célculos acima vimos também que

L, 2k
(14) | ;anll%(wo.zo,,,,; <C foax Il %j rn(-);@—janlle{[o,I],qw)(Ekn-

Como (#,(-}2*"a,, [ p(2*Vnez é LP([0,1], wa)(Ek))-somé,vel segue de (14) que (@, )nez
é somdivel em wa](< Eo,Ey >,p). Assim segue da primeira inclusio e do Teorema
II1.2.2(1) que ¢ = Y320 _, 6, €m Li’w)(*( Eo, Ey >,,). Finalmente tomando limite em
(13} temos

llallze, (<BoBy>pp) < € Hlall<zz, (20,22, (E1)> 0
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Fica entdo terminada a demonstracio do Teorema.

No restante do nosso trabalho vamos supor, sem perda de generalidade, que a con-
stante de "quase-concavidade” do pardmetro funcional p vale 1.
O seguinte teorema generaliza um teorema devido a Gustavsson [11].

2.2, TEOREMA: Sejam F um reticulado de Banach com concavidade finita, wg, w1
dois pesos ¢ 1 < p < co. Se

(1) w = wo/ p(wo/w1)
entio
(2) < L(wo}(E) L(wl)(E) >pp= L{’w) (E).

com equivaléncia de normas.

Demonstragdo. Seja ¢ € L( )( ) e consideremos

B,={zcQ: Ege[zﬂ-lzﬂ)}

Entdo = UnezBn € By N By, = P se n 3 m. Vamos definir a seguinte sequéncia

Ana(z) se x € By,
an(z} = { se ; ¢ By,

onde (A }nez é uma sequéncia de nimeros reais positivos com 3 22 _ A, = 1. Verifique-
mos que (& )rez é uma sequéncia admissivel para ¢. Temos que em B, vale
D) (wo(z))* w(a)

(3) p(2ﬂ—k) (Wl(f«'?))kp(wo(:c)/wl(m)) = ‘UJk((B) (k =0, 1)

Seja. F' C Z um suconjunto finito qualquer. Entdo, para k& = 0,1, usando (3) temos

% 2t p -
L (;rn(r)@antz))wk(z)m -/ ||( (QR)a(w))wm)uEda

nel
< o 2l a:c)w z}||zd
PR /u(gn_ (2) ) wa(a)l[pdn
< @2 0P [ la@u)lpd
nel

¢ que mostra que
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4) HZ u(*) Qn)anllm[o,u, L E) < < 2 E)‘ lielley,, &)

De (4) podemos concluir que @, € L(wo)( )n (w1)(E)’ (Fa()2%" a0/ p(X ez 6
Lr([o,1], wak (F))-somavel e

(5) mgﬁﬁgpllzfn() 2n)an||Lr([o1] @ < 2llallzz (m)-

Consideremos agora Fy C Z- e Fy C Z4 dois subconjuntos finitos quaisquer. Entdo,
usando (3) temos

JI Sl = 3 [ lhste)un el

NGF;;
2kn -1)
< z)||Bd,
< 2%, Il
< (X WP [ llofeyu(o)ipd
n€Fy
ou seja,
(6) ”E‘%”L” B S ;)‘ nl(@ll2 ) (5 -

De (6) concluimos que (aﬂ)n@ é L )(E) somavel e (ay)n>0 é L(w y(£)-somdvel,

Considerando by = Y n2_ oo tn € by = En—o an €m L(“w y(E) e L7, }(E) respectivamente,
segue que a =bp+h e

Ny
lla— Y @nllzg, @9z, @) < lbo — > anllzg, (@) b1 - 3. Gnllzg, (2)
n=N; N;<n<0 <L Ng

demonstrando que & = ) 92 _ @n com convergéncia em L(%)(E) + L wy)(E), € entdo
{(tn)ncz é uma sequéncia admissivel para a¢. Segue de (5) que

”a”<L” o) ELLE, )(E)>p,, > ”“’”L" (B
demonstrando a inclusdo
(w) (B) =< L( )(E)sL(wl)(E) 2pp -

Consideremos agora a €< L(w y(E), (w1}(E) >pp € (8n)nez uma sequéncia ad-
missivel para a tal que
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(7 m%{S}PHETn() (2,,,) anllgone, (@) < 2lall<ry, @02, @00

Aplicando a desigualdade de Khintchine-Maurey para ¥ temos

2kn N/ < ¢ PN
H(;(;@",r)]ﬂn(fﬂ)n) Iz < ||;Tn(');)(—z,r)ﬂn(w)llm([OJ],E)

e usando o Teorema de Fubini

kn )
LIS Gyl ustellsde < 2 [ [ [¥> ) san(e) o) i
= CT-’/ “Z (2“’) ‘R”LP )(E)
ou seja,
® WSl iy, 0 < OV T ) rson o, o

Como (7n(-)2Fan/p(2"))nez é LP([0, 1],L{wk)(E))-soma.ve1 segue que dado ¢ > 0
existe F. C Z finito tal que se F/ C Z ¢ finito com F' N F. = { entdo usando (8),
temos

(9) Z(p(zn)l nl ”L fw )(E'} <E
Da Proposigao 1.3 temos que

Ilzan(w Me < C'R(II(Z 2,,‘)Iam(w)l )2)s IIC Z(p(zn lan(2))?)!/?12)

e entio fazendo A; = (L p(2|a.(2)|/p(2%))?)V/? vamos ter que

A

1) en()w(@)lf < CP(R(|[Aollz, || AsllE)w(=))?
F

C(R(1SED] ,|t‘4;“’(1§)|m)w(w))p

cP (maac HAkwk(a:)HER( 1 ) (w))

wo(z) wy(2)

¢ pax llavon(@ (5o (25) wie))

wo(z)" \wy(z)

EFAN

= P bl
= max | Avwn(a)llG
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Assim,

r 2kn 24112 P
@) [ IS el < 0 max [ rmlon@) (ol

e usando (9) segue que

2kn 2\1/2
(11) I ;anllwa}(E) < C max II(;(p(Qn)Ianl) Y )lzg, ) < Ce

e entdo (G )nez ¢ somivel em wa)(E). Usando a primeira inclusdo e o Teorema II1.2.2,
conclufmos que @ = Yp2 o an em Lf \(F). Finalmente usando (7), (8) e (11) temos

I anller, &) < Cllallczz, ()22, | (B
F
donde passando o limite obtemos

lallzy, & < Cllatlezz, .22, (B

e 0 Teorema fica demonsirado.

3. CASO p(t)=1*

Tomando p(t) = t° obteremos resultados mais gerais que os Teoremas 2.1 e 2.2. Mas
necessitaremos do seguinte Lema.

8.1, LEMA: Sejam (Ey, E1) um par de Banach formado de reticulados de Banach com
concavidade finita, p(2) = %, 0 < 8 < 1, @ €< Eg,E1 >pp ¢ (an)nez uma sequéncia
admissivel para a. Ento

@ llall<p>,, < Csup G2 lanl) Y215 NS 2 el ) 211,
F F

Demonstracio. Seja t € IR e [t] o menor inteiro maior ou igual a ¢. Temos que

(2 t<[<t+1

Considerando by, = @y, temos que {(by )¢z € uma sequéncia admiss{vel para a. Com
efeito, certamente temos que ¢ = ¥ oo _ . b,. Além disso, dado £ > 0 existe F, C Z finito
tal que se F' N F, = B com F' C Z finito temos

1> #( 2 a|| pooamy <€ > k=0,1.
Fl
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Seja Fil = F. +[f] e F' C Z finito tal que ' N F¥ = 0. Entao (F —[()NF =B e
usando a desigunaldade de Khintchine-Maurey temos

3) 113 7 (2% || ooy £ CI D E My )| 5,
F

T
= O Z (2{3#—9‘)(11'—[f]},5.,ﬂ)2)11’2||E"=

Pt
= 20-9Hc| 37 (26-a,)) g,
FoH
< 26-RHCY 3 ()25 0| oo,z
F-{t]

< 2R,

mostrando que (7 (-)2¢=%by, )nez é LP([0,1], (Ex))-somavel. Do mesmo modo mostramos
que

(4)51;}1 113 #a( )20, oo (mayy < 20-BMC sup 13 #0260 0| oot ) -
7 F

Logo (brn)nez é uma sequéncia admissivel para a. Assim usando (2) e wn célculo
andlogo a (3) temos

llall<Eo,Es>,, < max sup]| Y #0250 || oggo,01, 24
et § F F
< Csup (29[‘”! > (27 an)?) g, + 27 M Y (20, )M 2||E1)
F F I
< Csup (28(t+1) “ E(Q—nb‘an)Z)lﬁ”Eu + 2—#(1—8)” E(z(l—ﬂ)nan)z)lﬂl |E1)
F F F

< 2°C'sup (QE‘H 32 a2V g, + 2719 320 ma, ) 2”&)
F F F

Agora, notando que para t = log, £ temos
2t9$ + 2—t(1—9)y — 23}1_939,
e podemos concluir (1).

3.2. TEOREMA:; Sejam (Ey, E;) um par de Banach formado de reticulados de Banach
com concavidade finita e w um peso. Entdo para p(t) =1%,0< 8 < 1,1 < pp,;y < o0 e

44



1 1-8¢ ¢
(1) - = -|- —_
r Do 41
temos
(2) (‘w)(Eo)’Lpl)(El) >P|P_ L(w}(< Eo: El >p,p)

com equivaléncia de normas,

Demonstragao. Seja ¢ € L{w)(< Ep, Ey >,,) uma fungao tal que aw é simples a valores
em < Fo, By >,p, ist0 é,

aw =) a;Xs,
j=1
onde ¢; €< Ey, Ey >, e suponhamos que ”““wa)(<Eu,E1>p,,,) < 1. Paracadaj=1,---,N

seja (] )nez uma sequéncia admissivel para a; tal que

(3) pax sy sup || Z‘P (2000 | roto.11,50) < 2115l < B0 21 > o

ou, usando a desigualdade de Khintchine-Maurey para Ey,

(4) max sup |32 )Y lm, < Cllajlli<m o> e
na A

Consideremos agora A definido por

(5) po(1 - Af) =

Desta forma A também satisfaz a equagio

(6) 1+ M1-8)=p,

pois, usando (1) e (5), temos

[
il

p
(1~ )1~ X0) + .-

f

10—+ 22+ 05
pal
donde

1+r-M=2L2
i)
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implicando em (6).
Para cada n € Z seja an definida por

al _ sex€B; ,j=1,---N,
an(:c)w(m):{o" ’ sewgujéjj

onde z = [t] = {Alog; {|ajll<Eo,Er>, ] Mostremos que (an }nez é uma sequéncia admissivel
para a. Seja entio F C Z um conjunto finito qualquer. Segue de (4), (5), (6), o Lema
I11.2.4, a desigualdade de Khintchine-Maurey ¢ o Teorema de Fubini, que

”ZT (o an“m([o L0 (Br)} = < C“Z" (-)2tk=O)n an”m([o 1LEG (Ee))
1/px
=C ( f /ﬁ ”(Zfn(i)fZ{k—B)nan(w))w(m)||pE"kd#dt)
0 F
Y 1 . 1/pe
=C L f / 132 Fae)2®-00al || dtdy
j=1 BJ 0 r
N ) 1/vx
¢ 3 [ I mad_ ) d
i=1 B; F
1/px
(E] I Z(g(k—ﬂ)nla |)2 1/2“PJ: 2(k—9)zpkdu)

B Fiz

A

1/ps
<C (Z/ CP::”%“<EO,E1>‘Op2(k—9)(k+)\losz ”a.f||<Eﬂ,E1>p,p}pkd#)

1/pk
_ ME—~¢
= ¢olk—8)k (E/ ”a’.?l <E0,E1>p.pIlajll(%ﬂ’gf;p.pdp)

7=1
1/px
= Cgtk-o (E Mo )
F=1
L/pk
= 9lk-0)k (/ ||a(= w(¢)||<Eu,El>pp “)
- CQ(k—G)k”a”Pka < CQ(k"a)k

Lf ) (<Bo By >p,p) =

Fica entdo demonstrado que a,, € L(w)(Eo) n L(w)(El) e que

% (. (k-0
(7 I ;?n( )2 ﬂn“r,:n([cn LTk (Bg)) = <C.
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Consideremos agora fy C Z. e Fy C Z, subconjuntos finitos quaisquer. Segue de

(3): (5) e (6) que

/uzan w(eB = Jo N el

J=1

Dk
( z 2(6-k)(n+z)||2{k-6)na§7;“Ek2(k—6)z) dp,
Fp4z

S
(2 2 2(3_"‘)(“"'7')I|aj-|I<ED’E1>pp2(k_9}(k+/\1°52||“j”{Eu,E1>p,p) dp
Fpt-z

It

N
Z_}f
3 k—8)A Pr
2 f (2Z2(9—k)ﬂ|Iﬂj”<ED,E1>p,p”aj||‘(<§D’)E1>plp2{k-—8)k) »

F

f (-0 Z 2B-Fynyen g | CH D e g

21+k(k_s)22(a—k)n)m [ llae)w(@)| g, 5,5,

S (21+k(k—9) 22(9—k)ﬂ)pk
Fy,

Assim
(8) I E || 2% () < ol+k(k—0) Z 90—k}

o que mostra. que {ap)nco & L(w)(Eg) -soméavel e (ap)nyo é L(w}(EI }-somdvel. Considerando
bo=Y 2 aneb =2, a, em L(w)(Eo) e L‘E")(El) respectwa.mente, podemos con-
cluir como no Teorema 2.1 que @ = b -+ b; eentio ¢ = > 02 _  a, com convergéncia em

Ligy(Eo)+ L, (El) Vamos verificar agora que (7,()25~9%a, ),c 2 é LP([0, 1], Ly (Ex))-
somével. Como (Fal- )2“‘ nad Voezz & (a.bsolutamente) somdvel em L?([0,1], Ex) segue que
dado ¢ > 0, existem FY C Z finitos, j = 1,---, N tais que se FNFl=0comF CcZ
finito entdo

@) D UF(2% a6 oo, 11,54 S |2t=00mad || g,
o B

glfpk
2000k || |25, 25, (s (By)) e
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Consideremos entio F, = UN,(F7 — z) e F! C Z finito com F' N F, = §. Logo
(F' -+ 2z)N F! = B para cada § = 1,--+, N e usando (5), (6) e (9) temos

N
L||(zﬁn(t)g(k—s)nan(m))w(a:)]|%“kdp < Z/ ( E ||2(k“ﬂ)"af;|[Ek2(k‘9)”)p’°d,u
F!

=1 ‘BJ Flyz

N glh’k P
<3 / e B olk=0)(k+Alogs llejll<io. 1505 | gy
=185 \ 2=0¥|lagl| g 5, o (im (B5)) P

_ — P
y 205-0¥)la]| 5, B> 7 )
= Z/ k—6)k A(k—-6) N 1 dp =&
=178 \ 20:-6) I|“§||<EO,E1>plp(Zj=1 p(B;))He

o que prova a somabilidade desejada. Concluimos entdo que (a,)nez € uma sequéncia
admissivel para a. Finalmente segue de (7) que

”a“(L{pg)(Eo),Lﬁ)(El))p,p S C
A conclusio da inclusdo
wa)(< FEqo, By >ﬂ,p) =< Lﬁ,)(Eﬁ)s L?;)(El) o

segue por densidade como no Teorema 2.1.

. ro p
Consideremos agora o €< Lig,(Fo), L(:u) (E1) >,p com ||af |<Lfg)(Eo),Lffu)(E1)>p,p <le
seja (@y Jnez wma sequéncia admissivel para a tal que

(10) I?:%ﬁ s1}1rp || ; ﬁn(')2(k_a)ﬂaﬂ|ILP([O,I],LF";] (Ex)) <1

ou usando a desigualdade de Khintchine-Maurey para Ey, segue de (10) que

(1) e sup I3 24 lan)) gy 5 < €

Temos que (F,(-)20~"a, ) ez 6 I7([0,1], Lf%) (Ex))-somavel, e entio dado & > 0
existe F, C Z finito tal que se F' N F, = § com F' C Z finito, segue apds usarmos a
desigualdade de Khintchine-Maurey que

(12) I lan)) o (g, <
Ff
Consideremos agora

a,(z) senc F'
bn(-’-f):{on() Seng‘prf
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Assim, como no Teorema 2.1 temos que (b,(2)) ez é uma sequéncia admissivel para
3 r an(z). Usando o Lema 3.1 temos que

I Zan($)||<Eu,E1>p.p <
< Caup ]|(;(2‘9"|bn(m)|)2)1/ 2lIEGIl(;(Z(l's)“lbn(m)l)Q)” gl
=C sup, II(E(2'3“Ibn(w)I)2)1/ zllb;"lI(E(2(1‘9)“Ibn(m)l)2)” i
< CII(Z(T"“I% )N 2(2(1 D an(2)) )2,

e entio

”Zan iB)‘UJ ”(EO:El)‘pp S

< CII(ZZ"’”Ian(m)l)g)l’%(m)lIEO"II(Z2(“9’“Ian(m)l) ) 2w(@)lE,
=

Agora, integrando a inequagio acima e usande a desigualdade de Holder
1”%91)-]- p%p = 1) e (12) temos que

JADSCHCTO L FERNE
< & [ I 2 " an@)) 0@l I 20 an())) 20 (z)1F du
@ F

;9p

o ([ ST @ Pa ) ™ x
.

A

g
Yy
([ D2 e ke )
)
< re(~fpgb — Oper

ou seja

(13) | Z A ty (SE0LE1> pp) = < Ce.
I

Assim temos que (ap)nez € somdvel em wa}(«( o, Bn >pp).  Segue da
primeira inclusio e do Teorema IIT.2.2(1) que ¢ = Y oo _ &, com convergéncia em
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wa)( < By, Fy >,,). Agora exatamente da mesma maneira & que obtivemos (13) temos
para F C Z finito qualquer que

e apds passagem a0 limite em (14) concluimos o Teorema.

3.3. TEOREMA: Sejam F um reticulado de Banach com concavidade finita e wq, wy
dois pesos. Entio para p(t) = ?#,0<0<1,1<py,m <o,

-8 &
) 1_1-0,6
P Po n
e
® | w = ufuf,
temos
(3) < L3 (B), 1D,y (B) >pp= Lf,)(E).

com equivaléncia de normas,

Demonstragdo. Seja @ € wa)(E) com “"’”Lf () < 1 e (ap)nez definida come no
Teorema 2.2, mas agora

Bn = {z € Q: |la(@)[X " w}/™ ()P (z) € [2771,27)}

onde
1 1 1
4 L R
(4) = o
Das relagdes (1) e (4) temos que

8 1-8
5 1——p)=(1-20 1— ——n) =@
(8) Po( plp) (1-8p , mnl -~ p) =bp
e

' ¢ 1-0

(6) po(l - ;P) =p=pm(l - —?:'"P)

Verifiquemos que (@y)nez € uma sequéncia admissivel para a. Seja F C Z um
conjunto finito qualquer, entdo usando (2}, (5} e (6) temos
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JICC @z e = 3 [ 12 da(eun(o)]

ner

s ZA” f ()i ud ()l )5 ™" w5 7P™ ()™ (2)a

neF
Z,\n)m/ [|a( m)”pu(lwﬁplr)wpu(l Ep’(pl)(;c)wf”(w)dp
nefl
= (X2 [ llate)lfpuf ™)l (@)
neF
(2 [ lageho(@lpdu < (5 My
nel nekF

Do mesmo modo,

SN et Tanyon@)dn = 3 [, 120" dale)un(o) e

neF

< E*”‘f o)1 ()20~ la(a) [~ g =R E g oo =Rl )

nEF
<(2(1 8 Z,\ )m/ ”a(m)”m(l-!-(l—a)ﬂ") (1- 9}?($)wp1(1 (- 9)?:’?0)(3)({”
ncl
=0 L [ la@lpuf = (@of?(@)n
nel
<@ Y 2 [ ezl < 209 3 A
nel” nefl

Concluimos entéo que a, € L(m}(E) n L(wl)( )e
(7) l Zr O PN T A D
neF

Podemos concluir também de (7) que (Fn(-)2%ma)cz é LP([0,1], L(w )(E))-
somével e que

(8) e 13702 anll ooz, o < 27"

Finalmente consideremos Fg C Z_ e Py C Z, subconjuntos finitos quaisquer. Segue
de (2), (5) e (6) que
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LIS artem@ligds < (Can [ 2l ats)unla)pds
< (Z Ay )P0
R

e do mesmo modo

f 1Y an(@)wn()|igdp < (ZAn)”lfB 2=t | 2(=00m a0y, () |5 dps
Q R 131 n
< (29 Z Ap )P
F

Logo,
” Ean“L;’: )(E] < ok(1-6) Z An
F & F,

e entio (an)uco € L(w (E)-somivel e (an)nyo é L )(E) -somével, Considerando

bo=Yrt aneb =Y2qa, em Lp 0 )(E) e L }(E) respectivamente podemos con-

cluir como no Teorema 2.2 que @ = bg + b5 e a, = 3o . Gn COM convergéncia em

L”" (E) + L (E) Desta forma demonstramos que (&, )nez é uma sequéncia admissivel
pa.ra aede (8) segue que

1-4
”a”<L”° o (BWL] 1 N EZer = s2

mostrando que

Para demonstrarmos a outra inclusio vamos considerar a €< L(WJ(E), wal )(E) >pp
com ”al|<Lf30)(E)-Lff.,l)(E)>p.p < 1 e (8n)nez uma sequéncia admissivel para a tal que

(9) max S}p”Er (-)2tk=0)n "an| Lo(jo,11, Lf: (E) <1

Como no Teorema 2.2, usando a desigualdade de KhJ_ntchjne-Ma,urey para E temos

(10) ||(Z(2(k"9)n[ﬂ’- [)2)”2||ka B S <C ||27'n ()2t "l (o, It (E)

Como (rn(-)Q(k‘sJ“aﬂ)nez é LP([0, 1], L7 \(E))-somével segue que dado ¢ > 0 existe
F. ¢ Z finito tal que se F’ C Z ¢ finito com F' N F, = §§ entéo usando (10), temos
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(1) II(§(2“'9)“I%I)2)” zllLE’zk)(E) <e.

Da Proposigao 1.3 temos que para qualquer F' C Z finito,

{ ;an(m)IIE < CI|(;(Q_E"Ifﬂn(x)l)z)mlI}g_al|(;(2(1_8)“!%(2?)I)z)mfl%
e da relagio (2) temos entdo

I3 an(z)u(=)llz < C II(;(T"“I%(m)I)z)” 2ag(2)|[5° 120" an()])?) 2un (2)]I
F

F

Logo, usando a desigualdade de Holder e (11) temos

(12) JRDEOECT-E
cr 200, (2)])2V 2w ()|~ OP
<cf Iz o)) (e 577

x II(;@““’)“I%(@I?)“ *uy (2)| | dp

¢ ( / |lcg(z-”ﬂancz)|)2)1f2wo(w)ng’dﬁ) "X

<
[ It o)
< POt — (Ceyp

0 que mostra que ||} p aﬂ”LFw)(E} < Cg, ou seja, (an)ncz € somivel em L’(’w)(E). Segue

da primeira inclusio e o Teorema [11.2.2 que ¢ = o2 _ . a, com convergéncia em L?w) (E).
Exatamente do mesmo modo ao que obtivemos (12) temos para F C Z finito qualquer,
usando (9) e (10) que

(13) »» an“wa)(E) <C
F

e passando a0 limite em (13) concluimos o Teorema.
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4. CASOS LIMITES

0s préximos resultados sdo casos limites do Teorema 3.3. Necessitamos da seguinte
definicdo usada em [11].

4.1. DEFINIGAO: Sejam E um espago de Banach, w um peso e f € M(L,3, 4; E).
Diremos que f € L‘(’:;)(E) se

fllegs iy = sup | f(@)ulelliz < 00 s~ ae.
zel}

4.2, TEOREMA: Sejam £ um reticulado de Banach com concavidade finita e wq, w1
dois pesos. Entdo para p(t) =/, 0 <8< 1,1 < po < 00,

1 1-8
1 =
M) ? Po
e w como no Teorema 3.3(2), temos
(2) < IRy (B), L3 (B) > pp= L,y (E).

com equivaléncia de normas.

Demonstracgdo. Seja a € wa)(E) com ”a“Lf’w)(E) < 1 e consideremos (@ )ncz como no
Teorema 2.2 onde

B, ={z €Q: la@ym(=)||T € 2,27}

Assim @ = UBy, e BpN By = @ se n # m. Verifiquemos que (@, )necz é uma sequéncia
admissive] para a. Seja F' C Z um conjunto finito qualquer, entdo

LI (el = 3 [ 1127 dnaleun()| e

nel

<X [l @l d

nel

ST M [l uft - ute(z)ay
necF L

(S M [ lla@ule)lpdu < (X 2.
nel neF

. quI:to nos mostra que @, € Lffm)(E), (Fa()27%8, ) ez 6 somdvel em L2([0,1] ,Lffuu)(E))
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3) sup | 3 ()2 anllpoozpo () <
¥R

Por outro lado, temos que

IIZT 2| m) —SHPH(Z?‘ ()20 6u(2))w1(2)|| &

< max sup |j2!~f2(t-8)- 1’Ana(m)wl(w)llg

nef »€B,
S 270 Y An sup |la(e)un(o)slla(z)un(2)lI5"
neF  2€Bn
<Y h p-ae,
neF

mostrando ¢ que a, € LT 1 (E), ()25, )nez & LP([0, 1], L3, y(E))-somével e que

(4) sup I E?‘ ()2 ey iLao,, L (&) < <2174
Agorase FC Z_ é ﬁmto, temos
N S etz < (Do [ 12 aleen(a) e < (50
0 que mostra que (@n)n<o € somével em L )(E) Analogamente se F C Z, é finito

" (1-8)n 1-¢
I ganllz(wl)w) < magsup |20 Ana(e)un (2)l| < 2 ;An

mostrando que (@, )n>a é L&)(E) -somdve], Disto podemos concluir como no Teorema 3.3
quea =y o> apcom convergéncia em L wo) (E)+L75,y(E). Desta forma demonstramos
que (@, )ncz € uma sequéncia admissivel pa.ra. aede (3) (4) segue que

1-4
”a”<Lf"wo}(E), o) (B> p S

demonstrando gue

)(E) =< L(MJ(E)} Co)(E) >0p -

Para demonstrarmos a outra inclusio vamos considerar a €< L(wu)( ) Ly (E) >op
eom ]|a]|<L n(ELLE )0 < 1 e (ap)nez uma sequéncia admissivel para ¢ tal que

) sgp[|zﬁn(- "anlleqon.zn (5 < 1
7
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5]
(6) suleZr ()20 an | oo, gy, () <

Agora usando a desigualdade de Khintchine-Maurey para E em (5) e (6) temos

(7) s%p |[(;(2_9“|an|)2)1/2”Lf$a)(E} <C
e
®) N2 anl) iy < O

Segue de (8) que se F C Z ¢ finito entdo
© I (@) Pl <O = ne

Agora como (F(- )2(’c M annez & L7([0,1], LT5, 1 (E))-somdvel e IP([0, 1], L33, \(E))-
somdavel para k& = 0,1 respectivamente, segue que ({ado €>0,existe F, C Z ﬁmto tal que
se F' ¢ Z é finito com F' N F, = B entio, apés usarmos a desigualdade de Khintchine-

Maurey para F, temos

(10) II(;(2“9“|%|)2)112|| . S
(11) ”(z o(1- 6‘Jn|a )Z)IIZHLW () < <e

¢ entdo de (11)
(12) 1@ an(2) ) P (e)lle <€ p—ae
F.I'
Pela Proposicio 1.3 temos que para qualquer F' C Z finito,

1Y an@llz < N @ an (@)Y 21581 RM D7 an()DD G
F F F

e da relagdo entre w, wo € wy temos entdo

1D an(z)u(z)lls < € II(;(T”"I%(w)I)Z)” 2‘~'-t»*u(fv)||}g'9|I(;(Zu“”"Iﬂn.(f~‘:)l)2)” (o)l
F

Usando (9) temos que
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IS an(@)w(@)l|e < (3 (2" |an(2) ) 2wo(=) |58 4 — aee.
F F

Agora, integrando e usando (1) e (10} temos

I entewtoldn < 07 [0 onll) Fun(a)lg™ds
=cf ||(Z<2-9“|an(m)n2)‘f2wo(m)HE s < (Ce
%

o que mostra que || > 25| L, (B) < Ct e portanto (ay, )nez é somivel em wa)(E) & como
no Teorema 3.3 terminamos a demonstragio.

Um outro caso limite do Teorema 3.3 é o seguinte:

4.3. TEOREMA: Sejam F um reticulado de Banach com concavidade finita e wq, wy
dois pesos. Entdo para p(t) =#,0 <0< 1,1 < p; < o0,

1 4
1 ===
™) Y Y
e w como no Teorema 3.3(2), temos
@ < L0y (), I, (B} = Ty (E).

com equivaléncia de normas.
Demonstracio. Seja ¢ e (a,)nez definidas como no Teorema anterior, onde agora
By = {z € 0:||a(z)wo(=)|[¥’ € [2",2")}.

Seja F C Z um conjunto finito qualquer, entdo

maxsup ”2_9“/\“(3(&7)1.09(32)“3'
neF g

> A sup [|a{z)un(= )llzlla(z)wo(=)liz! = 3 An

nel Bn neF

13- (82" anllrs \(m)
F

IA

0 que nos mostra que a, € L‘(ﬁo)(E), (#n(-)27 % ay )nez € somével em LP([0, 1],Lm)(5))
e que
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(3) sup || 3 Fa(1)2" " anl|mo(o,.132, (o) < 1
F F e

Por outro lado, temos que

[N (2 an @y (o)l dn < 3022 [ |12 20-00Da(a)u ()4
@ p

neF Bn

<@L [l lum@)E " b

nef

=@ L [ el w7 " (o)d (@)
ner "

<@ X 0 [ lla(@ul@)lfads < (210 T .
nel’ neF

Entdo a, € Lf,,(E), (Fu(-)20-Og,), ez & LP([0,1], I 3 (B))-somével e

(4) sup | z‘-"‘n(')2(1_6)“Gn||1;p([u,1],1‘,{; J8) < 2t
F 1

Com o mesmo procedimento do Teorema 4.2 e usando as técnicas acima concluimos
que (@n)nco é somdvel em LT \(E) e (@n)n0 é somével em Lf:m(E), donde concluimos
que a = 3 50 _  ay com convergéncia em L‘(’fUOJ(E) + L?;)(E). Assim demonstramos que
(@4 )nez é uma sequéncia admissivel para @ e de (3) e (4) segue que

1-6
“ﬂf|<ngo)(E),Lf,},1)(E}>p.p <2

mostrando que
Ly (B) =< LT (B, LY, {(E) >pp -

‘A inclusdo < Ly, (E),L’(’;u}(E) >0 L’(’w) (E) demonstra-se de forma totalmente
andloga ao Teorema 4.2.
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CAPITULO V

CARACTERIZACAO DE ESPACOS DE ORLICZ
COMO ESPACOS DE INTERPOLAGCAO

Veremos neste capitulo que os espagos de Orlicz gerados por funces de Orlicz que
juntamente com sua conjugada satisfazem a condi¢do-As, podem ser caracterizados via
interpolagdo de espagos LP. Apresentaremos também um caso limite de tal caracterizagéo.

Demonstraremos ainda neste capitulo, como consequécia desta caracterizagio, que os
espagos de Orlicz descritos acima tém a propriedade UM.D. (Unconditional Martingale
Differences). Uma condigdo necesséria e suficiente para que um espago de Banach ¥ tenha
a propriedade U.M.D. é que a transformada de Hilbert induz uma transformacio linear
continua H de LP(R, E) em LP(IR, E) (ver [2], [3]).

Outra consequéncia que vamos obter para os espagos de Orlicz acima referidos é gue
terdo as propriedades geométricas de ¢-concavidade e p-convexidade.

1. CARACTERIZAGAO DE ESPACOS DE ORLICZ

Antes de demonstrarmos o teorema de caracterizagio dos espagos de Orlicz reflexivos
via interpolacio de espagos L?, vamos relembrar o seguinte fato apresentado em 1.1.4(1).

1.1. Seja ® uma fungdo de Orlicz que satisfaz a condigdo-Ag. Se
DO0<r<gp,0<8<1,t>00upp <r<00,8>1,¢> 0 entdo existe C' > 1 tal que

(1) B(st) < C's™8(t)

ou equivalentemente

(2) sHr@=1(t) < 7Y(Cst).

Mas como ®~! é nma funcio concava temos para « < 1 que
ad® (1) < & at).

Logo, se C > 1 segue que
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$7H(Ct) < C7L(1).
Desta forma, se 7 estd nas condigdes de (i), segue de (2) que

(3) s (1) < Co7(st).

1.2. TEOREMA: Sejam ® uma fun¢io de Orlicz que juntamente com sua conjugada
satisfacam a condigio-Ag, w um peso e £ um reticulado de Banach com concavidade

finita. Entdo existem pg,p1 com 1 < pg,p1 < 0o tal que

(1) < L5 (E), Ly (B) >pp= L{,)(E)
com equivaléncia de normas,onde 1 <p< e

TED tb"‘l(tp?p; ) t>0

2 i) = 1= TH )y L]

(2) (1) { ‘ £>0

Demonstragido. Segue de 1.1.4 que podemos escolher py,p; com

3) l<m< g <ps < po < 0.

Vamos demonstrar inicialmente que p definida por (2) pertence a P+~. Em primeiro
lugar provaremos que p é quase-concava. Para 0 < 1y < #; temos que

. PamL
tol PO@— (tgo Pl)

3
Y. 1o \ Pi-po 0 1, PPl
— tr: Py ((E) i) l(tgu P1 )

Fpr]
Tomando r = py e 8 = (fo/t1)P1~%0 segue que r > pg e s > 1, e entdo usando 1.1(3)
temos

p(to)

P t pﬂ—l—_"m PoFl
) < Cth ™yl (—9) 1T g
2( o) < 1 ( t 0

P _PF
= CEFREER) = Cp(n).

De modo anilogo temos

1

PO EoP1 ram
P(tl) .y ) (t_l) P-po \ ™ @—l(tpn—m )
t 0 i 1
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_Ppt
Considerando agora r = py e s = (¥ /to)"1-% temos que 7 < ¢g ¢ 0 < s < 1, e usando
novamente 1.1(3)

Lofy
p(tl) < CtéTIE—DEQ"I ((_tl) P1=ro t;jﬁﬁa—%‘ﬁ)

iy - to
Fo FOF| t)
— (R g=lPory o P(O_
PR e = o2

Demonstramos assim que p é quase-concava. Resta provar que

() A(t) = o(max(1,1)).

Para tanto seja

n(po — pe) polge —m))
pa(po — 1) ¢a(Bo — 1)/

Segue de (3) que 0 < ¢ < 1. Verifiquemos que

0<€<mjn(

(5) A(t) < C max(i®, 7).

Constderando 0 < #p < # temos

1 _.2_1_._... Rl
20— )
p—
e 2\ B () e
= AR (_) @-l(tpu m)
3 tl Q N

Seja r tal que

lzpl—ﬂ)( n —s)
r o1 \P1—Po

PnP
e s = (ip/t1)P~7. Segue da escolha de £ que

1 -
- _|_ p._.ﬂ__....mS
r Po Pon

1
i_I_PO"‘PlPl(PO_P‘I’)
1

<
po P pe(po— p1)

Po—Po

B0 Pobo
1_1_

1,1 1_1
P pz Po Po
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ou seja r > pp € 8 > 1. Entdo segue de 1.1(3) que

. 20P1 pypy
(6) p(tO) < Ctmp—m _SQ—I (tU)Pl —ro tpn-fm
& - 71 t
r
tPI—PlJ _EQ._EI_ +
= O 1t5 @_I(tm Pl) CP( 1)
1 1
Da mesma forma temos
o) pEo-ilee | HEL
tl-—-s = t;l o ‘I) 1(t{0 1'-*1)
1
_Po FOPLN “popy (pn—ro+) FOP1_
_ tm—m"” ((E},) "1"’0) —-l(t:}u—m)

Considerando r tal que

lzplhpo( Do +s)
T Popr \P1—Jo

oy
e 8 = (11 /to)P1=7 , segue da escolha de ¢ que
1 1 -
1 _ 1 _p-m,

r M PoP1
1 po—pipolge —p1)

-3

n pp ge(po—p1)
_ 1l _e@-n

M 1499

1,1 1 1

nh % ™M g3
ouseja 0 < r<gpel<s<1. Entdo por 1.1(3) temos que

_pﬂ_L P
p(tl) _P_D_+E -1 (tl) _PQ:L
L T P~ P1
™ g S o e{ ()T
P1—Pp PPl ( )
i = to
- C Otl_s i) I(ti’u ?1) Cp
0 0

Agorase 0 <t <1es>0 temos de (6) que
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P(st) o P(8)

(st)e = 7 &°

implicando em,

(8) i’o((St)) < Ot < Cmax(#5,17°),

Analogamente se ¢ > 1 e s > 0 segue de (7) que
§ot) 2o

(St)l—e - 31 -

o que implica em

(9) p((‘“)) < Cf* < C max(t, 1),

Desta forma (5) segue de (8) e (9). Agora como 0 < ¢ < 1 temos usando {5) que

p(t) < Olim max(t, %)

N < * £ 41—= —
(10) P—I»%max(l,t)_ t-0 max(1,t) _C‘}l_{%ma.x(t,t })=0
e
A(t) max(¢*", %) _ -
< — < o1 4=¢) =
) B, S MLy S O max(T) =0

e entdo (4) segue de (10) e (11), mostrando que p € P+,

No que se segue podemos supor sem perda de generalidade que a constante de quase-
concavidade do pardmetro funcional p é igual a 1. Vamos provar agora que

(12) L8 (E) < L2)(E), LT (B) >4

Notemos inicialmente que considerando ®(t) = %, k = 0,1 segue de (2) que

-1
(13) 3 = a5 (%—f) -
0

Entdo existe uma fungdo continna & (ver [12]), tal que

(v ) = (p(h(yn)mz(%)m

Seja a € L(w)(E) com ““”LE" (5) <1, e para cada n € Z definimos (¢, )rez como no
Teorema IV.2.2 onde estamos considerando agora
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B, = {z € Q: lla(z)u(2)||z € A2 ([2",2%))}.

Assim B, é y-mensurdvel, 2 = Upez By ¢ By N By, = 0 se n # m. Segue de (14) que
em B, vale

lle(@el@lls" o (_lla@uw@ile V" _ g0y,
@ (560 ) = Ghtia@aaimy) = e@wtele

e

raew(alls\” _ (liaey@lshlaEEls\" _ )
“6)( o) )"( ey ) = ellem)ls)

Seja F' C Z um subconjunto finito qualquer. Entdo segue de (15) que

1 . 1 (B dy = A alz)w(z) Py
L O grean@iEs = 3 [ e S,

<z n“(‘"")‘” '“")u%‘d

A

/n ®(||o(z)o(a) |5)dp < 1.

Analogamente segue de (16) que

R PR A n Ao 2" a(z)w(2),
AR Cr e LOROT L M ,.”ZF ety I

n— 1&

< f #(llu(s )w(x)ue)d»g.

[FAN

Logo, concluimos que ay, € L{’fv)(E) n Lm)(E) e

NG
(a7 12O gl omags,am < % 2

Podemos também concluir de (17) que (7#5(-)2a,/ p(2"))nez é LP([0,1], L(w)(E)}
somével &

(18) ma‘x S]lp ” Zrn( .) (2“,) ﬂ”LP([g i, LPI: (E)} ( 2.
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Agora se F' C Z_ é finito, segue de (15) que

_ a(m)w(m) 7
/Q| l”“d#<2f 1 e < 1

Do mesmo modo, se F C Z. é finito segue de (16) que

Santeuefans 3 [, 17 S g <

z,\

Entdo para k = 0,1 temos que
I E%IIL&)(E) < Z}\n
F F

0 que mostra que (ax}n<o € somével em Lm’)(E) e (@n)n>0 & somdvel em L(w)(E). Logo,

considerando by = Y0_ ..ty € by = Yooy @y temos que a = by + b; e

la—Zan||Lw,w>+Lﬂ,w)<llbo- 2 ol b= 3 anlin )
N1 <n<0 0<n< Ny

mostrando assim que ¢ = Y32 __ a, com convergéncia em (w)(E) + L(w}(E).
Demonstramos assim que (ap)pcz é uma sequéncia admissivel para a, ou seja
a €< Ligy (B}, LT,y (E) >pp. Além disso segue de (18) que

lall<zpo, ()22 (250 < 2

demonstrando entdo (12).
Vamos agora demonstrar a inclusio

(19) (w)(E)? Lf:u)(E) >pp L?w)(E)-

SeJa a < L(w)(E)?L(w](E) >P,p com HGHCLPG](E) Lpl)(E)>pp < le (Gn)nez uma
sequéncia admissivel para ¢ tal que

N
(20) fax sup Il;Tn(-);@;ﬁﬂnIle([o,u,L{;)(E)) =1

ou, usando a desigualdade de Khintchine-Maurey

(21) kn_lg.xisupl|(z(f)(2n)l n])z)m“y’k)(g) <C
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Por outro lado como (Fr(-}2F%a,/p(2*)nez é LP([0,1], L(w)(E))-somé.vel temos que
dado € > 0, existe F, C Z finito tal que se F' C Z ¢ finito com F' N F; = @ entdo, apés
usarmos a desigualdade de Khintchine-Maurey temos

(2) [ el gy gy <

Segue agora da Proposi¢io IV.1.3 (Carlson) que se F C Z ¢é finito entdo
1 n
|I;ﬂn(-’8)w($)|lﬂ <CR (“(;(mlan(w)l)z)lﬂw(x)ufh”(;(ﬁlan(m)l)z)”zw(a’)l|E)
onde R(s,t) = sp(t/s). Counsideremos Ag(z) = |[(ZF;(ﬁ%mﬂ(m)nz)lﬂw(m)ﬂg e
A(z) = maxp=o1(4r(z)/2¢)Pk. Segue de (13) que

2_é¥||§an(w)w(m)llE < R(.A%,Alg_i‘”))

R(A(z)/7, A2)'7) = 271 (A(2))

A

e por convexidade

1
(23) ¢ (mll ; an(ﬂ»‘)w(-’ﬂ)llE)

1A
b = /""\

N

Logo, segue de (22) e (23) que

o [o(m nZan(x)w(:c)uE)dnsg L)+ (M) <

ou seja || Yopr an||Lq> (B) < 2Ce. Assim (an)ncz é somdvel em L?w)(E) Mas por (12) e
o Teorema I111.2.2 temos que L(w)(E) — L(w)(E) + L 2y (), e desde que a = 302 ay

em L7 (B} + L{;)(E) segue que @ = 322, ay em L( y(E) provando que a € Lf,\(E).
Agora, repetindo 0 mesmo processo acima para obter (24), mas usando (21) no lugar de
(22), vamos ter que

(25) l 2%”;:&(3) <C
F
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para qualquer F C Z finito. Passando o limite em (25) teremos que ||af| 13,® S <C,o0

que prova (19) e entdo o Teorema.
Podemos também formular um "caso limite” para o Teorema 1.2.

1.3. TEOREMA: Se¢jam & uma fun¢io de Orlicz que juntamente com sua conjugada
satisfacam a condigdo-Ag, w um peso e F um reticulado de Banach com concavidade
finita. Entéo existe py com 1 < pg < o tal que

(1) < Lioy (B), LZ)(E) > 5= Ly (E)

com equivaléncia de normas, onde 1 < p<oc e

@) o) _{ 1®-1(t™), >0,

Demonstragio. Segue de 1.1.(4) que podemos escolher py com

t=0.

(3) 1< pp<ge <ps < oo.

Vamos demonstrar inicialmente que p € PT~. Em primeiro lugar provaremos que p é
quase-concava. Para () < #g < #1 temos que

o) = 1087 (7) = ((2)” )%"l(ta”‘*).

e tomando r = py e 8 = (f/t1)"° segue que r < ¢p ¢ 0 < 8 < 1. E entdo usando 1.1(3)
temos

(4) p(to) < Ct1 87! ((z?) ""’) Ct1971(t7™) = Cp(t).
Por outro lado como ! é crescente, temos
pt1) _ &-1/,-m _1,-p0y _ P(t0)
O 2 =etry s o) = B2

Demonstramos assim que p é quase-concava. Resta provar que

(6) A(t) = ofmax(1,2)).
Para tanto, seja ¢ tal que

9¢ — Po @)_

0<s<min( )
9% Po

Segue de (3) que 0 < £ < 1. Considerando 0 < #p < t1 temos por um lado que
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P(;;o) = h-e®-1(1570) = gl ((@_) "'") o $-1(157).

e tomando 7 = pp/1 — €, s = ({o/t1)P teremos

1 1-c¢ 1 l(qq»—po)_l i( @)
Do Po Po 9o P P 4o

3

ousejar < gs e 0 < s < 1. Entdo usando 1.1(3) temos

Po
p(t;:)) S Ct}_EQ_I ((%) ta?o) — Ct}_stﬁ"l(t;p‘]) Op(tll)

Por outro lado temos

) _ go-igm) - 5 () *’“)ﬁ (™),

e fo

@ se tomarmos r = pofc e 8 = (t1/to)™, temos s > 1l e

1 £ 1
—=— < —
r P P

ou seja r > pg e usando novamente 1.1(3) concluimos que

p(i1) CP( 0)
tl_e — tl "

Como no Teorema 1.2. obtemos (6), mostrando assim que p € P+~

No que se segue podemos supor sem perda de generalidade que a constante de quase-
concavidade do pardmetro funcional p vale 1. Vamos provar agora que

(7) L(w)(E) =< L(w)(E)» LEy(E) >pp
Observemos que tomando ®p(t) = t*°, temos
(8) T 2.
0 @El

Entio existe uma fun¢do continua h (ver [12]), tal que yh(y) = p(h(y)) e
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©) o) = (57)
Y= \p(k (@)
Seja @ € L(w)(E) com [|a| |LE‘L.)(E) < 1, e para cada n € Z definimos {a,)ncz como

anteriormente onde
B, = {z € Q: |la(z)w(z)||s € A7I([2~,2")]}.

Assim B,, é y-mensurdvel, @ = UpezBn € By N By, = B se n # m. Segue de (9) que
em B, temos

lla(z)w(@)]ls )™ la(zyw(@)lle ™ _ gi1a(eYo(e
o (*5557) < Galemeney) - s

Seja F' C Z um subconjunto finito qualquer. Entdo segue de (10) que

Z/NIIEF j);i’f) )|y

E a(m(;()w) |5 dp

]n &(|la(zyw()|lx)dp < 1.

1 . 1 o
L s (Pt an(e (o)

L O

IA

IA

0 que mostra que

(11) | an( Vo (2,,) @nl|zoo,11,00, (m)) < Z)\n
e entio a, € L’(’“ (E) e (Fa(")an/p(2"))nez é LP([0,1], L7, (E))-somdvel. Lembrando
agora que yh(y) = p(h(y)) temos que
on 2% 1g(z)w(z)
”22 An Z (t)p(zn)an”L(";}(E] < I}}gf’.},{sg “E A p(zn_l) ”E

F
an— -1 wliz

IA

i —a.e

Mas em B, temos que

21 h(lla(e)u(z)]5)
o@D = p(lla(z)u(e)ls))

0 que mostra que
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(12) B PLI0 (2,,)%”1,»([0 1) S 22

Logo a, € L w)(E) e (Fa()2%n [ p(2"))nez € LFP([0,1], L(w)(E))-somé.vel. Podemos
também concluir de (11) e (12) que

(13) = ”z?‘n( (2n)“nl|z,v([o L, (B) = =1
e

N
(14 e 12 7)oy nlleaoaagzy oy < 2

Tomemos agora F' C Z_ finito. Assim segue de (10) que

Ba< Y f II“(ﬁ();gm |[Zodp < 1

0 que mostra que (@s}ngo é somdvel em L?&)(E). Analogamente temos para F C Z;
finito que

1 2" g(z)w(z)
= 2 aallze 5y < 27 az)w(z) e
e entdo (an)uyo é somdvel em L (E). Logo, considerando bo = SO a4y e

by =322 a,temosquea=by+ b e
lla - Zan“ﬁ’ﬂ)(mw(w}(f:) <llbo— D, @allzzo gy + lox >, anllng @)
Ny <ng0 Ocn< Ny
mostrando assim que ¢ = ) o> _ __ 4, com convergéncia em L(w](E) + L(w)(E). Tudo isto
nos leva a concluir que (@, )nez é uma sequéncia admissivel para a, e consequentemente
a €< L?L}(E),L’(’:H)(E) >pp- Além disso segue de (13) e (14) que

llall<rze @).280,(8)> 0 < 2

provando entdo (7).
Vamos agora demonstrar a inclusdo

(15) (w)(E) o) (£) >pp— L?w)(E)‘

Seja a4 e< L(w)( ),L(w)(E) >p‘p com ”a||<L?3,)(E)»LF$)(E)>p,p < le (an)nez uma
sequéncia admissivel para a tal que
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(16) sup I Z Fu(- )i (2,,,) Ol Lr(o.Lr2 (B) <

e
(17) sup I Z?‘n( 2n an”LP([o 1L, (B) <
ou, usando a desigualdade de Khmtchme-Ma.urey para E,
1

18 su an|)?)' /2 <C
(18) up II(;(p@n)I al)?) llzro (=) <
e
(19) sup II(E anl)) e () < €

Segue de (19) que se F' C Z ¢ finito entdo

(20) !I(Z( (gn)l an(2) ) u(e)le S C . p-ae

Agora, levando em conta que (F,(-)es/p(2"))nez © (Fa(-)2"an [ p(2"))nez S0 somiveis
em LP([0, 1},L’(’3) (E)) e L7([0,1], ) (E)) respectivamente, segue que dado ¢ > 0, existe
F, ¢ Z finito tal que se F! C Z é finito com F' N F, = () entdo, apds usarmos a

desigualdade de Khintchine-Maurey temos

(21) ll(Z(p(2n)f an])?) 1/2|le ,(B) S <e

e

Yl

(22) B <€

w)(

Temos que (22) implica em

(23) (o3 (2n|n D) u(@)llg 5y e . p-ae.

Segue agora da Propomga.o IV.1.3 (Carlson) que se F C Z é finito entdo

@) | Sl <
L (N2 2 o (2N 220
< CR (I g los @ ol ISy bl (el
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onde R(s,t) = sp(t/s). Notemos agora que p(Ct) < Cp(t) para C > 1 (pois p(¥)/t é
decrescente). Assim usando (20) e (24) temos

(25) 13" tn(e)u(@)le < CR(|{(;(R;;S]an(mﬂ)2)1"21::(:.9)”3, 1)

Seja Ao(x) = GGII(Tpelspmylan(z)))) 2w (z)|[g)7. Segue de (8) e (23) que

IA

1 1/ra 2 A (s
Ell%‘ﬂn(ﬁ)w(-’ﬂ)llE R(e(Ao(2))V ,ll(;(P(zﬂﬂ (@))% 2w (2)||z)

R(e(Ao(2))V/7, ¢)
eR((Ao(2))/™,1)
e® Ap(z)) , p-—a2e.

1A 1A

e entdo usando (21),

(26) L@(éﬂgan(m)w(m)]lg) dp < /( I Z(lan(m)|)2 Y2u(z)| ) dp
<1

ou seja || g anl| 13, (®) < Ce. Agora fazendo uso de (25) a conclusdo do Teorema se

procede exatamente como no Teorema 1.2.

2. CONSEQUENCIAS

Como consequéncia do Teorema 1.2, usando os Teoremas III.2.3 e IV.2.1 vere-
mos que 0s espagos L?’w) reflexivos t8m a propriedade U.M.D.(Unconditional Martin-
gale Differences). Para detalhes sobre a propriedade U.M.D. sugerimos os artigos de
D.L.Burkholder([3]} e J.Bourgain([2]). Uma caracterizagéo bastante 1til é que um espaco
de Banach F tem a propriedade U.M.D. se e somente se a transformada de Hilbert tem
uma extensio continua H de LP(IR,F) em LP(R,E), 1 < p < 0. Sao fatos conhecidos

que 08 espagos wa) (onde o peso ndo atrapalha em nada) tém a propriedade U.M.D. ([25]).

2.1. TEOREMA: Seja ¢ uma funcdo de Orlicz que juntamente com sua conjugada
satisfacam a condigdo-As e w um peso. Entao L?w) tem a propriedade U.M.D,

Demonstragio. Segue do Teorema 1.2 (com E = IR} que existem pg,p; com
1< po,p1 < 00 e p € P tais que

(1) < Lioy Ly o= L{y
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Mas como L’("w), 1 < p < oo, tem a propriedade U.M.D. segue que a transformada de
Hiibert tem uma extensdo continua

s DP(I2) — IP(I)

para k = 0,1 e 1 < p < oo. Entio aplicando o Teorema II1.2.3 temos que
@) M < T LP(ERL)) >pa=r< IP(LED)), LP(EL) >
Porém segue do Teorema IV.2.1 que
(3) < DPLG ) D (LG ) >pp= LP(< Ly, Liyy >0p)
e entdo usando (1), (2) e (3) temos finalmente que
H: IP(L,) — LP(LE,)
ou seja L, tem a propriedade U.M.D.

2.2. COROLARIO: Se & é uma funcéo de Orlicz que juntamente com sua conjugada
satisfacam a condigio-Az e w é um peso, entido L?w) € p-convexo € ¢-concavo para certos
I1<p<Lg<c

Demonstracio. Segue de [25] e do Teorema 2.1.
2.3. COROLARIO: Seja & uma funcio de Orlicz que juntamente com sua conjugada
satisfagam a condi¢zo-A; e w um peso. Se £ é um reticulado de Banach de cotipo finito

entdo LEI’wJ(E) tem concavidade finita.

Demonstracao. Igual & da Proposicao IV.1.8.
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CAPITULO VI

INTERPOLAGAO DE ESPACOS DE ORLICZ COM PESO

Neste capitulo demonstraremos os teoremas de interpolagio envolvendo os espacos de
Orlicz com peso e a valores vetoriais. O primeiro resultade é um teorema de comutagio
dos espagos de Orlicz com o método <, >,,. A seguir demonsiraremos outros teoremas
onde variaremos os parametros envolvidos na definicio de Lf’w) (E), destacando o8 casos
onde p(t) = t? e o0s casos limites.

Em [12], J.Gustavsson e J.Peectre demonstraram um teorema de irnterpolagdo para
espacos de Orlicz, onde era exigido a condigdo- A, para as funcdes de Orlicz envolvidas,
e o caso tratado era o escalar. Em nossos resultados, conseguimos eliminar a condigdo-As
e tratamos do caso de fun¢des vetoriais.

1. INTERPOLAQ:&O DOS ESPACOS L?w)(E). CASO GERAL
O préximo reseltado serd necessario para alguns dos outros que o sucedem.

1.1. LEMA: Se p € P+~ 4 concava e &, ¥, sdo fungdes de Orlicz entéio & definida por

. -1
(1) 7! =857 (ﬁ)

0
também é uma fun¢io de Orlicz. Além disso, se @y e P, satisfazem a condigio-As entdo
@ também satisfaz tal condigdo.

Demonsiragiao. Notemos inicialmente que ® é continua, e como p € Pt~ segue que
R(s,t) = sp(t/s) é ndo-decrescente em cada varidvel e assim concluimos da relagio (1)
que & é nio-decrescente. Por outro lado segue do Lema IT1.1,2 que R é concava e como ®y,
k = 0,1 sdo funges de Orlicz segue que &, sdo concavas. Consideremos agora o+ 4 = 1,
o,8 > 0es,t> 0. Entio

R(®5 as + 6t), 87 (as + 61))
R(a®;(s) + B85 (t),a®7 (s) + BB (1))
R(a(®57(s), 377 (s)) + B(85 (1), B3 (%))

& as + Bt)

v

It
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v

aR(®;(s), 87 (s)) + BR(P; (1), 87 (1))
a®™(s) + S22,

o que mostra que ® é convexa. Logo ¢ é uma fungdo de Orlicz.
Suponhamos agora que ¥, k = 0,1 satisfacam a condigdo- As, isto é,

(2) ®r(2t) < CP(1)

ou equivalentemente

(3) 28;1(t) < 851(C).
Desta forma segue de (3) e da homogeneidade de R que

207(t) = 2R(®;'(1),@1'(1)) = R(2857(¢), 2877(¥))
< R(®;7(Ct), 97 (Ct)) = 97(Ct)

mostrando que $ satisfaz a condigio-As,.
Vamos agora ao teorema de comutacio.

1.2. TEOREMA: Sejam (Fg, Ey) um par de Banach constituldo de reticulados de
Banach com concavidade finita e w um peso. Se ® & uma func¢do de Orlicz que juntamente
com sua conjugada satisfazem a condigio-Agz e 1 < p < o0 entdo

(1) < L?w)(EO):L?w)(EI) >pp= L?w)(< Eo, By >pp)

com equivaléncia de normas,

Demonstragso. Seja @ € LP(< EoE >,;) uma fungio tal que
||a“L?w)(<E0’E1>P|P) _<_ 1) isto é,

@ | @(lall<zn 15, )dn < 1.

Suponhamos também que aw é simples a valores em < Eo, Fy >, ,, isto &,
N

aw = zaijj
=1

onde a; €< Eo, Ey >,,. Para cada j = 1,---, N seja (6 Jncz uma sequéncia admissfvel
para a; tal que
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(3) IICE%JESI;P“ZM( ) 2n)a»““5,,[[0 10,5) < 265l <o,y pps

ou usando a desigualdade de Khintchine-Maurey

) maxswp (3 (Qn)! A, < Cll1<B0B> 5

Para cada n € Z seja a, deﬁruda, por

ol sex€B;,j=1,--N,
an(m)w(m) ={ (]ﬂ se & ¢U.JBJ'. ,

Seja F' C Z um conjunto finito qualquer. Segue de (2) e (4) que

& (SISt s, ) s =
o gy lan(® w(z)l|E, }dp =

—Z:f ( I

J"'l

zn)l ;’;I)z)l"‘IIEk) dy

= Z [, sl crn 0,

= /ﬁ 8(|[a(e)w(@)]|<BoEr >, )i < 1

e entao

5 2k 21/2 <
(8) | ||(Z(p(2n)|ﬁn|) Yoy, gy < €

Mas segue do Coroldrio V.2.3 que L (Ek), k = 0,1, tem concavidade finita, e entio
usando a desigualdade de Khmtchme-Maurey para. L ) (£3), temos de (5) que

(6) }énlaoag sup || Z Fals ) 2n) n”Ln([o 1] L(w)(Ek)) <C

Logo, (6) nos mostra que a,, € L(w)(Eg) N L(w)(El).

Agora, como (F,(-)2%ad [ p(2") Jne z é (absolutamente) somével em L7([0,1], E;) segue
que dado ¢ > 0, existem FJ C Z finitos, j = 1,-+-,N taisquese FFNF/ = fcom F' C Z
finito entdo

ghkn
(") lem( i p(2") &l oo, 5,) = ZII (Qn)a:lllﬁk < ellagl|<Bo,m:> -
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Consideremos entdo F. = UN,Fi e F' C Z finito tal que F' N F. = §. Assim
"N Ff = @ para cada j = 1,--+, N e usando (2) e (7)

N

1 . 9kn
L@(g”(;f‘n() (21;) (3))"”(3)”5';;) dp < Z/ ( “z (211.) ﬂ”E")

[FAN
Z

3 [ 8(llall<tomis o)l
B;

F=1

0(||ajl|< By, Bypp)dp < 1

I
?5--5

e entio
2!::1
IIZrn (2n anlle([ouL b E) SE

o que mostra que (7,(£)2" a5/ p(2"))necz é somdvel em LP([0,1], L(w)( %)) O Lema IIL1.7
nos di, que

i min (p(Z”), &22;:3) < o0

n=—co

Logo dado & > 0, existem FC C Z_ e F} C Z, finitos tais que se F C Z_ e Fl C Z,
sdo finitos com FNF¥ =9,k = 0,1, entio

0 z:";k?

Segue de (2), (3) e (8) que

e ( I3 te w(m)ng,c)

L
1t
]

It
™=
T

, ® (—HZG IIEk) dp

1 ( ")
5@ (26 ”,0(2“’) n”Ek) L

(”aj”<Eﬂ|E1>p,p)d#

L
1
[

IA
.Mz
S

=

IA
“\.

i=1"B;

| @la(e)o@)ll<snmimp)ds < 1

IA

77



e entdo || g an| 13, (B < < 2¢, donde concluimos que (@n)p<co € L{w)(E[)) -somavel e

(2n)n>0 é L(w)(El) somavel Agora a prova de que @ = Y oo @, com convergéncia
em L{w)(Eo) + L(w}(EI) é feita de maneira andloga ao Teorema IV.2.1. Assim (@,)pez é
uma sequéncia admissfvel para a e segue de (6) que

llallezz, Eo)2g, (E)>0n < €

¢ pelo mesmo argumento de densidade usado no Teorema IV.2.1 concluimos que
L?w)(‘( Eo, Er >pp) =< L?w)(Eﬂ)aL?w)(El) Zpp

Consideremos agora ¢ €< L(w)(Eo) L(w)(El) >,p com flally, b (Eo) Ly (E) >y < le
(an)nez uma sequéncia admissivel para a tal que

(9) max supllz?‘n ) (2,,,) ﬂ”LP([O.l] Gy (B} <1

Repetindo argumentos do Teorema. IV.2.1 temos para F C Z finito que

. 2kn
I Zan (@) <Bo,E15pp < Cflgdg [ ;%(')m“n(m)nm([ﬂd]ﬂk)

assim
_ 2kn
I ”_; an”<Eo,E1>p.p||Lg> < Cﬂ%’g It ;?‘n(');@,ﬁﬂnl|LP([0,1],E;,}||LEI;)-

Mas, utilizando o Lema T1.2.4 (Kahane), temos

. 9kn
IL1] ;f‘n(');("zT)anl|Lr({o.1],Ek)HLg'w} <
okn
< Pl ) a2
<l ;f‘n( ) llewonslzy,
1 . 2kn

= Cll | 12 #0) rynllsadelg,
1 okn

< 2 (NS

<0 [N falt)msonllnll, d
1 . 2kn

=0 [ IS0 sgmyenll e

Loy 2
<l EF: fn(')man”m[o,u,%) (Bx))
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e entdo,

(10) | Z%”L‘P  (<BoEr>pp) S C Inax | z?'n( ) Vo) “n”LP([D 1.L3, (B)):

Fmalmente como (7(-)25"ay /p(2"))nez é somével em LP([0,1], L(w)(Ek)) segue de
(10) que (@n)nez é somivel em L{w)(-( Eo, £1 >, ). Assim segue da primeira inclusio e
do Teorema I11.2.2(1) que a = 3252 a, em L (< Eo, Bt >,,). Além disso, segue de
(9) e (10) que

”;%||L§‘w)(<Eo,El>,,,p) <C
e apds passagem ao limite obtemos que

||ﬂ||L§'w](<Eo,Ez>p.p) sC

Fica entdo terminada a demonstracdo do Teorema.

1.3. TEOREMA: Sejam ¢ uma funcdo de Orlicz, £ um reticulado de Banach com
concavidade finita, wo, w; dois pesos e 1 < p < 00. Se

(1) w = wo/p(wo/w1)
entido
(2) < L) (B), L8, ) (B) >pp= L{,)(E).

com equivaléncia de normas.
Demonstragio. Seja a € L(w](E) com ”aHLEﬁ () < 1, ou seja

®) [ #(la@yu@ ) < 1.

Consideremos (@, )nez como no Teorema IV.2.2 onde

Bu={re: 28 et ),

Entdo § = Upez Brn € Bn N By, = 6 se n # m. Verifiquemos que (a, )¢z é uma sequéncia
admissivel para ¢. Temos que em B, vale

w(z) 2n-1 wo(2) w(z)

1 1
O = M) fm@®) ~ woz) © AED) S mi@)plwela)mi (@) wila)
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Seja F' C Z um suconjunto finito qualquer. Entdo, para k& = 0,1, usando (3} e (4)
temos

Lo (sl (Zf (2 (m))w(w)n )d -
1 gkn
=3 / (2,,2 -l (Anp(zn)a(w)) wk(m)ug) dy

neF
(n—
< [ * (1 gmeernls) 4
< [ #(la(eue)lz)dn < 1
e entio
(5) IIZ () (Qn)a"”L”([Ull B S 2 E"‘

De (5) podemos concluir que @, € L(wo)( N L{w,)(E): (Fa() 2" /02 nez &
L7([0,1], L(wk)( ))-somdvel, k = 0,1, e

(6) . krﬁ%;i S‘;'P ” E"ﬂ( ) (2n)“ﬂ”LP{[O.1] )(E)) <2

Consideremos agora Fy C Z.. e F} C Z, dois subconjuntos finitos quaisquer. Entdo,
usando (3) e (4) temos

fﬂ@ (mlfzan(w)%(m)ﬂa@) dp =
- Z/ ¢(2"Z A ”/\na(.'c)wk(m)”E)

neF;
2k(n—1)
< ngk f,, (“p(gn—k) a(m)wk(m)”E) du

< /Q ®(||a(2)w(a)||z)dp < 1

ou seja,

”Z%HLEP B < 263",
Fi P Fj
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0 que mostra que (&, )nco & L(W)(E)-somé,vel e (an)n>o & L(w )(E) -somavel. Como no

Teorema IV.2.2 concluimos que @ = > o> _ @y, com convergéncia em L(w )(E) + L )(E)

F entdo (e, )pez € uma sequéncia admissivel para ¢ e segue de {6) que

lallerg, (m)28, @), < 2
provando que
L?w)(E) =< L?‘wﬂ)(E)’ L?w;}(E) >Pup .
Consideremos agora a €< L(WJ(E),L(M)(E) >pp COM ||a|[Lp oy BV LE (D> <le

(@ )nez uma sequéncia admissivel para a tal que

n ggxsupllzrn ) (2n)aﬂllLﬁ([01] L@ St

Segue da Proposicdo IV.1.3 (Carlson) que

1D an(z)w(z)llE < CR(Ao(z), As(z))u(z)
¥
onde Ag(z) = (Tr(2|an(z)|/p(2")))". Logo,

AU(Q?)WO(G:) A1(m)w1(a:)
wo(z) ' wi(z)

C max ”Ak(x)wk(m)“ER(
C }c‘i%fi [|Ax(z)wi(2)l|z

[Fa

I Z an(e)u(z)llz < CR( Jw(z)

IA

e T

e usando a desigualdade de Khintchine-Maurey para E temos

(74N

n
® IS enllig i S O a3 22,,)|an|)2)1f2llf,g @

|A

¢ maXHZ“-"n() (2,,.) anllo o g, (=)
Como (#,(:)2"ay [ p(2"Vnez & LP([0,1], L we) (££))-somdvel segue de (8) que (an)necz

& somdvel em L? (E). Usando a primeira mclusa.o e o Teorema II1.2.2, concluimos que

a= Y2 o Gpem L( w)(E). Além disso, usando (7) e (8) temos

81



||;ﬂn||ng)(E) <C

donde passando o limite concluimos que ||aff L2, ®) < C, terminando a demonstragio do

Teorema.

1.4. TEOREMA: Sejam @y, ®; funcdes de Oilicz , w um peso e E um reticulado de
Banach com concavidade finita. Se ® é dada por 1.1(1) entdo

) < LS (E), L3 (E) >pp= LE,(E)

com equivaléncia de normas, onde 1 < p < co.
Demonstracio. Consideremos inicialmente & € L‘(I’w)(E) com ||a| L3,,(B) < 1, isto é,

(2) [ 3(la@)o@lia)n < 1.

Com ® definida por 1.1(1), vé-se em [12, pg 47] que existe uma fun¢io continua A tal
que

3) (v} = o (p(;(’?f))) = (,f{ﬁ%;‘:i)) ‘

Para cada n € Z seja (@5 )nez definida como no Teorema IV.2.2 onde agora

B, = {z € 0 ||a(z)w(z)||z € B7Y([2"1,27))}.

Assim B, é p-mensurdvel, @ = Upcz By e By N By, = @ se n # m. Segue de (3) que em
By, vale para k = 0,1,

20D la(e)u(z)]
o) %( B E) < #(llofe)u(=))lz)

Seja F' C Z um subconjunto finito qualquer. Entdo usando (2) e (4) temos

2kn

1 .
/Q Dy, (mll(; Ful?) (@) an(v’f))w(m)llﬂ) dp <

A, 2 Ug(2)u(z)
< ;/n ;. (ZF }‘n” p(2ﬂ—k) ”E) dy

< fg &(||a(z)w(z)||z)de < 1.
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Logo, concluimos que @, € L(w)(E) N L (E) e

P A k
() D3 )p(gn)an|le{[o,1;,Lgf)(En S22

Podemos também concluir de (5) que (Fo(-)2""@n/p(2"))necz é LP([O,l],Lﬁg](E)}
somavel, £ = 0,1, e

. ok
0 B ety <2

A seguir consideremos Fy C Z_ e Fy C Z dois conjuntos finitos quaisquer. Entdo
usando novamente (2) e (4) temos

Lo (50

Ila(m)w(m)IIE)

o« Fho(

2!: n—1
¥ [, o (1 meretolls) o
[ #dlla(@)w(@)ls)du < 1

IA

IA

Entdo para k = 0,1 temos que
“ Zaﬂ-”L‘:’k (E} S zAn
B () £,

o que mostra que {an)n<o ¢ somdvel em L(w)( ) e (@n)n>o0 é somdvel em L?t:)(E). De
modo analogo ao Teorema V.1.2 provamos que @ = ) ne.. ., On COM cOnvergéncia em
(w)(E) + L (E) Assim (@n)ncz é uma sequéncia admissivel para a, e desta forma

a €< L(w)(E) L (£} >pp- Além disso segue de (6) que

lled |<L?£)(E)!L?:;)(EJ>P,P <2

provando que L( )(E) =< L (E) L(w) (E) >4

Seja agora a €< L(w)(E),L(w)(E) >pp COM ||a||<L?‘g)(E)‘L?1)(E)%p < 1e (ap)nez

uma sequéncia admissive]l para ¢ tal que

(7) ﬂ%’isup”z"“() (2“) “”LP({OIIL £ (E) st
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Usando (7) e a desigualdade de Khintchine-Maurey para E temos

(8) k—O, P “(z ,0(2’1’)' nl)z)lnllL@k (E)

e entdo

) masewp [ 00 (G oyl (ol e <
k=0,1 4 T p(2™) " B -

Por outro lado como (7,(-)25a, /p(2*))necz é LP([0, 1],L‘(I"°}(E))-soméve1 temos que
dado £ > 0, existe F. C Z finito tal que se F' C Z é finito com F' N F; = § ento, apds
usarmos a desigualdade de Khintchin-Maurey para £ temos

(o S loal 2l <

ou equivalentemente

ki
(10 [ (FIOD g ol el ) <
Fl

Pela Proposi¢io IV.1.3 temos para F C Z finito que
a1l )we _1'-(123 21{2‘&'].’3 iﬂm 21‘{2133?
I entayotele < C (I grglnta)) (el I one))P) el |

onde R(s,t) = sp(¢/s). Consideremos Ai(z) = |[(EF;(%]aﬂ(wﬂ)g)ugw(m)l|E e
A(z) = maxg=p ®r(Ar(x)/2¢). Entdo

A

(404

2 ' 2%
R(357(A(z)), 87 1(A(2))) = 7 (A(2))

20 S an(e)utalle

IA

e usando (10) e convexidade temos

/ﬂ@(g—é—;lr;an(m)w(m)l|,g) s [ (20(2) 1 e (A2))q,

Fa¥
PO | =
S
o
KR
S
e
P
m |2
B,
~—”
+
K
el
P
e
——
8
L ——_
—”
N
£,
A
—

ou seja
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(11) 13 onllag, < 2=

Assim (@, )nez € somével em L‘(I’w)(E) e entdo usando a primeira inclusio e o Teorema

I11.2.2 concluimos que ¢ = Y o2 @, em L?w)(E) provando que ¢ € L‘(I’w)(E). Agora,
repetindo o mesmo processo trocando € por € e usando (9) temos

I ;an”wa)(E) <CG

para qualquer ¥ C Z finito. Firalmente passando o limite na desigualdade acima temos
que ||af lLf () < €, terminando a demonstragio.

2. CASO p(t) =1

Nesta secdo demonstraremos teoremas de interpolagdo onde variamos mais de um
parametro dos espagos de Orlicz considerados.

2.1. TEOREMA: Sejam (Eo, F1) um par de Banach de reticulados de Banach de cotipo
finito, ®g, ®; fung¢des de Orlicz que juntamente com suas conjugadas satisfacam a condigio-,
Aj e w um peso. Se p(t) =%, 0 < 8 < 1 e @ & definida por

(1) 3 = (g ey’
entdo
(2) < L‘(I:ﬂ}(EU)ng;)(EI) Zpp= L?w}(< Eo, E1 > )

com equivaléncia de normas.

Demonstrag¢io. Seja a € L?w}(< Ey, Ey >p5), com ||a||ng)(<Eo’El>p,p) < 1, ou equiva-

lentemente,

) | ellla(@)w()il<z 55, n < 1.
Vamos supor também que aw é uma fungdo simples a valores em < Ey, Ey >,,, isto
é,
N
aw =Y a;xp;
j=1

com a; €< Fo, By >,p. Paracada j = 1,---, N seja (ag;)nez uma sequéncia admissivel
para ¢; tal que
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(4) max sup 13 7 (02503 || Lo, ) < 215l <Bo, B> 0
=0, ~

on, usando a desigualdade de Khintchine-Maurey para E,

(5 s sup (X216 g, < Clletns,y

Para cada n € Z seja a, definida por

ai—z SEIEB', '=1,"'N:
an(e)w(e) = { 0 se & Q’U:?Bjj

onde z = [t] = [log, h{|la;j||<z,5>,,)] € h é uma fungdo continua tal que

(6) B(y) = Bo(yh(y)’) = B1(vh(y)"~).
Como t < [t] £ ¢ 4 1 temos que

(7) 2707 < 97 8ln Mlissll<to.Br>00) = B70(|aj||<Bp By 500 )
e
(8) 9(1-0)(z-1) < 9(1-6)log; h(llall<By.By >0p) = h=0(|)as]|<Bo, B> 55 )

Seja F' C Z um conjunto finito qualquer. Segue de (3), (4), (5), (6), (7) e (8) que

. 1 _
(et (D anla P Putel, )
-y [ # | sl @mad 2269 s, | d
- j=1YB; 2H1-0)C F4z " '
N
<X [ #xlliaslicrms,, )2 ")an
j=1Y8;

N
<Y [ 0ulaili<zmispsh 2 lasll<r, > )
j=1%%1

= [ 8(lo(e)o@)ll<g, o5, )du < 1

ou equivalentemente

{(k—0)n 231/2 k(1-0)
) II(;@ laa|)) II%(E&)sz’ c
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Usando a desigualdade de Khintchine-Maurey para L?tﬁj(Ek) (ver Coroldrio V.2.3)
temos de (9) que

(10) 152 2ty 4 ) < 20,
F
Podemos assim concluir que a, € L'(I:g)(Eg) N L&)(El) e que

(k—8)n
(11) “ZT ()2 “ﬂ”Lp({m] L(w){E;@)) <C

Consideremos agora Fy C Z_ e Fy C Z, subconjuntos finitos quaisquer. Segue de

(3), (4), (6), (7) e (8) que

' 1
¢ () w(z du <
_/5; k(21+k(1—6‘) Y5, 2(8—k)n”§k: (z)w( )”Ek) #
1 .
< z/ & (21+k(1 N S5 | §z ﬂi!lm) dp

1 .
= i olt-k)(ntz)||olk—On 4i || . o(k—8)z | 4
Z/ k (21+k(1—e) EF;, o(8—k)n sz-}-z Il n”Ek £

=1

DI (‘z: s 2 2Ol iy 2 ”(z—“) du
j=1 ?

N
< [ #0105 <Boc 1051 B 5 )

= [ ®(laa)u(o)|<tn 2rs,, ) < 1
e entéo

14+k{1-8 —k
* B

0 que prova que (g )nco é Lgﬁ)(Eg) -somavel e (an)n>o0 ¢ Lﬁ;)(El) -somével. Consequente-

mente, podemos concluir que & = § o0

Agora como (7 (-)2¢-Mgd), 5 & (absoluta,mente) somavel em LP([0, 1], Ey) segue que
dado ¢ > 0, existem FY C Z finitos, j = 1,---,N tals que se ' N Fi = Qcom F' C Z
finito entao

T oo (n COmM convergéncia em L( 0}(E0) + L(w)(EI)
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(12) > (2% 6l | oo, ) =
F.l'
= 3" |12t )|,
Fl

<

€ 16k -1 1
I ; i — |,
2k(1_9} (”a.?”<EO:E1>p,p) k ( j};l H(BJ))

Seja Fr = UM (F{ — 2) e F' C Z finito com F' N F. = §. Assim (F' +z)nF{ = ¢
para cada § = 1,-+-, N e usando (3), (7), (8) e (12) temos

A (%l|(Zfn(t)z("-”“aﬂ(m))w(w)l|E,,) dp <

k(1
< Ef B, (2 E ”2(k 9),-.35” (k-—ﬂ}(z-—k)) dys

Fiqz
N gH1-o k—b)n, k-8
SZ/B &y, Z 1267004 ||, B2 (|05l <o, Br> ) |
F=1"% Fliz

£ oo ) o

e entdo

E—8)n
A2 el 5y S

o que mostra que (7,(-)2¢~"g,), c é somavel em L([0, 1],5?")( ). Mostramos assim

que (@ )nez é uma sequéncia admissivel para ¢ e usando (11) temos que

”a”<L:ﬂ)(En) L?‘:)(El)>m? <C

A conclusio da inclusao
L(w}(< Eo, By >pp) =< L(w) (¥o), L(w) (E1) >pp
segue por densidade,

Consideremos agora @ €< L(w)(Eo) L(w) (E1) >pp com ”“”<L <le

(O (Bo)Lg2 (B1)> o
seja (@y lnez wma sequéncia admissivel para @ tal que
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k-0
(13) fmax S“P”Z" (250l gLl @y <1

ou usando a desigualdade de Khmtdune-Ma,urey para Ey, segue de (13) que
(k—8)n N11/2
(14) pax sup II(;(2 o))l gy < €

De maneira andloga ao Teorema IV.3.2 temos para F' C Z finito que

13" en(@)o(@) <o Br>pp <
F
SC'II(E2"’“Ian(w)l)2)l"2w(m)llsu"ll(z2“ M a(2)))")" w(a)||E,
F

Agora como (Fo()26-0%g, ),z é L7({0, 1],L?J)(Ek))-soma’,ve1 temos que dado ¢ > 0
existe Fr C Z finito tal que se F' N F, = §) com F' C Z finito, segue apds usarmos a
desigualdade de Khintchine-Maurey para Fy, que

(15) 1% aa DY £ (8 <
I ()"
A seguir vamos considerar Ai(z) = [(Zp 20O an(2))) Y 2w(2)|s, e

A(z) = maxg=0,1 ¥1(Ar(z)/2¢). Entdo usando (1) e (15) temos

(16) é“”zan(ff)w(m)”{% B> pp < C(857 (A(2))) (871 (A(2)))’ = C71(A(x)).

Agora fazendo uso de (3), (15), (16) e convexidade temos

K (ﬁu gan(x)w(w)l|<go,&>,,,,,) ausy [ (20 (282) 4o () g1

Agsim || p “n”Lg’w)(xch.Epp.pJ < 2Ce, mostrando que (an)nez é somdvel em
L?w)(< Fo, By >,p). Mas usando a primeira inclusdo e o Teorema IN.2.2 segue que

= ) o2 _ 8, com convergéncia em L?w)(< Eq, By >,5). Repetindo o raciocnio
acima, usando (14) no lugar de (15) concluimos para F C Z finito gualquer, que
13 Faq) LE,) (<Eo,Br>0z) < C e apis passagem ao limite concluimos o Teorema.

2.2. TEOREMA: Sejam ®q, %1 func¢des de Ordicz e wo, w1 dois pesos. Se E é um
reticulado de Banach com concavidade finita, p(¢) = %, 0 < 6 < 1, e ® e w sdo definidos

por

(1) -1 = (1) 0871, w=witl,
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entao

(2) < L% )(E) L(wl)(E) > pip= L(w)(E)°

com equivaléncia de normas.

Demonstragio. Seja a € L(w)(E) com ][aIIL(cp (B) < 1 e k uma funcédo continua tal que

(3) ®(y) = o(yh(y)™’) = @1(yh(y)'~%).
Consideremos (@, )pez definida como no Teorema IV.2.2 onde

B={zen: o < 28 2 hla)ufe)ls) < 2°)

Assim B, é p-mensurével, @ = UB;, e B, N By, = ) se n # m. Verifiquemos que (a,)ncz
é uma sequéncia admissivel para a. Se F' C Z é um conjunto finito qualquer, segue de (3)
que

an)Wo(m)HE) dp =

f(so
VA (
z Wo(2 )h al{zyw(z - )d
EF fe (ra(m)wo()( S hla(e)u(@)ls)) s ) da
> [, Boletewtalznla(e)utols)*)in

""Ana(m)wo(m)ns) dy

n€F

/ (laeyu(z)|ls)dp < 1
mostrando que

(4) 122702 el o220y S 2 M
yal (g} nelF

Do mesmo modo,

j 21 (ﬁ%’r,|(Zfn(t)Q(l—e)nan)wI(w)”E) dp =

T L (5

neFr

- |-\ e (o))
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1-¢
[ @ (|1a(m)w1(z) (2 seyuto)lz)) ||E) du

- / #1(la(e)oflshlte)o(els)!

“""--1
L=

[ ®(lla(z)u(z)|z)dp < 1
ou seja
? : %:ﬁ“(')z(l_e)n%li.gp([o s <27 E An.

Fica assim provado por (4) e (8) que a,, € Lq"' wo) (£) D }.5'1’1 )(E) (Fa 2000 )z 6
Lr(o,1], LQ" )(E)) -somavel e que

(©) el 2, a2 P anll g sy <27

Resta somente mostra que & = Y o2 _ _ a,, com convergéncia em L(wo )( )+ L?:il)(E).
Mas para F' C Z_ temos

[ (z: ) zanwo(m)ng) du =
= 3 [ %o (A2l ety do

nel

-
WA (na(m)wo(w)("”"E”ih(na(w)w(m)ug)) ug) d
= 3 [ @olllate)u(o)llshlla(eolo)lz))a
nel

< ]ﬂ &(||a(z)w(z)||)dp < 1

e analogamente para F C Z, finito temos

Lo (s nzanwl(m)u,@) n=
= 3 [ & (el Da(a)un (o)l ) d

neF

1-4
<[ @1(1a<w)w1(m)( o w(e)ln) ) nE) du

ngl
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= 3 [ Bill(@)(e)lsh(lla(@)u(e)ls)~")dn

ner

< [ (el < 1
0 que mostra que

”Zaﬂ”L‘{’k (E < Z
F

sek=0eF C Zrousek =1e F C Z_. Logo (an)nco é L?:fm}(E) -somavel e
(ﬂn)n>o é LEDI )( )-somével. Considerando by = Yt oo @r € b1 = 322 4, em LQ" 0 (E)
(w J(E) respectivamente, temos @ = by + by e a = } 532 6y com convergencm em
(W)(E) + L?‘ )(E) Desta forma demonstramos que (@, ),cz € nma sequéncia admissivel
para a e além disso segue de (6) que

1-9
”a“<L"'o (E} wl)(E)>PP <2

mostrando que |
L(w)(E) =< L(M)(E),LE;I)(E) Zop -

Para demonstrarmos a outra inclusdo vamos considerar a €< L(m)(E) L(M)(E) >pp
com ||al| < L“’ﬂ ()L L4 B0 < 1 € (Gn)necz uma sequéncia admissivel para q tal que

= ¢ Ao(k—8)n
(7) maxsup| Z'rn( 25 el 0,588 iy S 1
Desde que (7,(-)2:=0"g, )pecz 6 LP([0,1], L{w )(£))-somével segue que dado € > 0

existe F, C Z finito tal que se F¥ C Z é finito com F' N F; = §), temos apds usarmos a
designaldade de Khintchine-Maurey para F que

(k=8)n) . \D1/2
(8) l|(§(2 |aa])) H%")(E) <¢
Agora, da Proposi¢do IV.1.3 temos

IIZan iz < CI( 2(2‘”“Ian ) pk&liy ‘QII(Z(Z(1 a2 1%

e da relagio (1) temos entdo
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1
!l en(@utalle <
< 120 an(2? o) (2(2“ O an(@)) 20 ()
Fr

Seja Ay(z) = ||(Xp 25-00an (m)l)z)”zw(m)llEk e A(z) = maxi=o,1 Px(Ax(z)/2).
Entdo usando (1) temos

© gl S ameulals € (B AN @ AR = #7(4E)

Agora fazendo uso de (8), (9) e convexidade temos

f# (55 I3 aneola) @) an <5 [ (00 (22) 400 (2)) ) g

ou seja, || p “”‘“LE';)(E) £ 2Ce, mostrando que (@g)nez € somdvel em

w) (E). Mas usando a primeire inclusio e o Teorema IIL2. 2 concluimos que

(w)(E) - L(w.,}(E) + L )(E) Agoradesde que e = Y32 @ em )(E)-i-L )(E)
segue que ¢ = y o> _ an em L( (E), ou seja, ¢ € L‘(" (&). Além dJSSO repetindo o pro-
cesso acima, usando (7) e a demgualdade de Khmtchme-Ma.urey, concluimos quese F C Z
é finito entéo || Y_p ax|| L3 (B) < C e apds passagem ao limite concluimos 0 Teorema.

3. CASOS LIMITES

Para o Teorema 1.4 temos o seguinte caso limite,

3.1. TEOREMA: Sejam &; uma fungio de Orlicz, w um peso e F um reticulado de
Banach com concavidade finita. Se ® é dada por

(1) 71 = g5 (3%)
entio
(2) (E)} L{w) (E) Zop= L?w) (E)

com equivaléncia de normas, onde 1£p< o,

Demonstragio. Seja a € L(w)(E) com ||a| L2, (8) < 1, ou equivalentemente
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(3) [ #laeo@)lls)de < 1
Seja h uma funcio continua (ver [12]), tal que yh(y) = p(A(y)) e

¥
4 O(y) =& (—)
) ®) =2 )
Para cada n € Z definimos (@y)nez como antes, mas com
By = {z € @ : |la(z)uw(z)||lz € A7'([2*~1,2"))}.
Assim B, é p-mensurivel, @ = UyezBr e By, N By, = 0 se n 7 m. Segue de (4) que em

B, vale

Q g, (12N < a(llaeufallz
e lembrando que yh(y) = p(h(y)) temos
2 h(lla(z)w(@)llE) _ -1
) o < o) < Dph(la@yu(e)liz)) — HEEE
Seja F' C Z um subconjunto finito qualquer. Entdo como no Teorema 1.4 temos

. 1
(7) ” ;ﬁ:(')man”m({o}q} ?.3}{3)} < ;/\n-

Por outro lado, fazendo uso de (6) temos que

1 . v A 2%a(z)w(z),,
I35, ;T“(ﬂp(ﬂ“)a"”%w’ SRl X, pem  IES]
e entdo
2“
(8) ) () —asallze [0,1],E2 <2) A,
; sy ooz, @) ;
Concluimos entdo de (7) e (8) que ay, € L?:g (EYN LG, (E) e (#n(-)2"an / p(2*nez,
k = 0,1 sdo respectivamente somdveis em LP([0, 1],Lﬁg (E)) e LP([0, 1],L‘(’;’;)(E)),
v 1
(%) sup ”;"" n() iyl ooz sy < 1
e
- 2 <
(10) sup ”;rn(')manl|LP([0,1],L(°;)(E)) <2
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Novamente como no Teorema 1.4 concluimos que (an)aco é somdvel em Lﬁﬂ)(E).
Usando outra vez (6) temos para ¥ C Z, finito que

A 2" la(2)uw(z)

HZ 5, (B) <maacsu1:’|}z @) <1l u—ae
e entdo [|Xr an” 1%)(E) < Y pAn, mostrando que (@n)nyo € somdvel em
L{3)(E). Como consequéncia temos que & = 332 o a, com convergéncia em

ch }(E)+ L( }( ). Entdo (an)pcz 6 uma sequéncia admissivel para a, e consequente-
mente g €< L(w)(E) L(w)(E) >, p- Além disso segue de (9) e (10) que

”a”(L% (E}L, )(E)>pp $2
provando que L?w)(E) =< Lﬁg}(E),LEﬁ] (E) >pp

Seja @ €< LD )(E) L(w)(E) >pp com |af < 1 e (@n)nez uma

sequéncia adnnsswel para a tal que

it 00
<L (BLLG, (B)>pp

(11) ' supllzfn ) (Zn)an”LP{[O 1),L, °)(E))
e
" 2"
(12) sup ||;?‘n(‘)m“ﬂ”LP{[OJ].L{’:,)(E}} <1
Usando a desigualdade de Khintchine-Maurey para E, segue de (11) e (12) que
1 21/2 <
(13) gl g s < O
e
(14) SuP” Z( zn)fanl)g)mllx. = (&) < C1

Segue de (14) que se F C Z é finito entdo
2ﬂ
(15) I mylam@IF Y Fuelle < Co s e
Como (7 (-)an/p(2")nez © (Fn(*)2"ayn/P(2"))necz 530 somdveis em LP([0,1], L(w) (F))
e L¥([0, 1], LE;, (E)) respectivamente, temos que dado £ > 0, existe ¥, C Z finito tal que se

F' C Z é finito com F'NF, = ( entdo, apss usarmos a desigualdade de Khintchine-Maurey
para F temos
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(16) I 2,,)1 anl)*)ll 0 gy <

Ff

(17) II(Z( (2“)1 al) 2)1/2||L = @) <€

Temos que (17) implica em
o) (ol Putell < e, p-se

Considerando Ax(z) = ||[(C (2 |an(2)]/p(2)) M *w(2)]|g segue de (1), (18) e da
Proposigdo IV.1.3 que

IS on(eu=ls < o (202), 2]} ¢ op (Hl2) )

Usando agora (16) temos

fe (én ;an(:c)w(w)ng) du< [ o (24) gu <1

ou seja || g anlqua , (B) < Ce, provando que (8,)ncz é somdvel em L(w)( ) e pela

primeira inclusdo e o Teorema 111.2.2 segue que ¢ = Y 50 _ . @n em L( y(#). Além disso,
trocando ¢ por € e usando (13) e (15) temos que || ¥ p anIIL&}(E} < C. Passando o limite

concluimos o Teorema.

O caso limite do Teorema 2.2 ¢ o seguinte.

3.2. TEOREMA: Sejam ¢ uma fungio de Orlicz, wo, wn dois pesos e E um reticulado
de Banach com concavidade finita. Se p(t) = 7,0 < 8 < 1, e @ e w sdo definidos por
1< po< oo,

(1) 7 = (370, w=wp ]

entio

(2) < L( W) L) (E) >pp= L?w)(E)-
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(16) Lo3 2,,,)|asn,|)2 Pl oo sy < ¢

e
(17) ||(Z(p(2,,,)| an|)? UZHL(";)(E) <e
Temos que (17) implica em
(18) Il(Z(%lan(w)l)z)mw(m)lIE <e, p-ae
| 2

Considerando Ax(z) = ||[(m (2 |an(2)|/p(2"))Y 2w (z)| |5 segue de (1), (18) e da
Proposi¢io IV.1.3 que

DR CR(““’(“’),AI(”)gcx(*‘h(m),l)

[ £ £

- (@51 (% (Ags(m))) ,1) _ ool (% (Agg(m)))

Usando agora (16) temos

/ (—||Zan(a:)w ||E) d,u(f@ (Ao(m))d <1

ou seja || g enl| L3, (5) < C¢, provando que (Gn)ncz & somdvel em L‘I’ )(E) e pela

primeira incluséo ¢ o Teorema NI.2.2 segue que a = )2 Gn €m LE" (E) Além disso,
trocando € por € e usando (13) e (15) temos que || ¥z ax|| 12,.(B) <C. Passa;ndo o limite

concliimos o Teorema.
Q caso limite do Teorema 2.2 & o seguinte.

3.2. TEOREMA: Sejam ®¢ uma fung¢io de Orlicz, wo, 1 dois pesos e E um reticulado
de Banach com concavidade finita. Se p(2) = ¢, 0 < 8 < 1, ¢ ® e w sfo definidos por
1< pp < oo,

) 7 = (85" )' 0, w=wp 0w
entio '
(2) < Lo (E), L3,y (B) >pp= L, (E)-
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com equivaléncia de normas.

Demonstragio. Seja a € L?w) (E) com “““L&){E) < 1, ou equivalentemente,

(3 [ #(la@w@ladn < 1.
Seja h definida por
_1
(4) h(y) =y~ 73,
Assim h é uma fungao continua para y > 0, e segue de (1) que
(5) (y) = So(yh(y)~).
Com efeito,

&7 (B0(y™7))
= (8 (Bo(y 7)) = y

o que prova (5). Considerando para n € Z, (&4 )nez como no Teorema IV.2.2 com

&~ (Bo(yh(y)~?))

H

Wo & -—
B = {o € 2: 2 (la(e)u(o)lls) € [2*,2%)
w(z)
temos que @ = UB, e B, N B, = § se n # m. Verifiquemos que (&,)nez é uma
sequéncia admissivel para a. Para tanto notemos inicialmente que da definicio de : temos
yh(y) = h(y)? e entdo usando (5) temos que em B, vale

(6) Bo(||27"a(2)wolz) |z < Bo(lla(e)w(z)||sh~0(]|a(z)w(z)||5))
= ¥(|la(z)w(z)|z)
(20 e(@)u()lr = 2'0))20- 00 Va(a)w(e)l|p

< 2 a(z)w(z)|lgh ~(|la(2)w(z)||z) = 2'~°

Seja F' C Z um conjunto finito qualquer, entdo como no Teorema 2.2 mostramos que

(8) ! ; Fa( )2l oo, 20y < ; An

Por outro lado usando (7) temos que
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L " —8)n
I S el <

< max sup [ 20~V a(z)uy(o)]|s < 1

neF gep, F n

e entio
©) I zfn(-)z(l"‘”"anl|mao,u,.a==:,,1,u-:» LARDIP T
F

Logo, segue de (8} ¢ (9) que a, € LQ )(E) N Lg; )(E) (Fo(-)2-0ng,) e sdo soméveis

em Lﬁg )(E) e L(wl)(E) respectlvamente para k 0,1e

(10) S}]‘_"p ” ;ﬁﬂr(') a“”Lp[[o 1] L(w )(E)) S 1

e

(11) sup I Z" -y2= a)nan”LP([O,l]L @) S 21-f,

Novamente como no Teorema 2.2 concluimos que {(g)neco ¢ somdvel em L )(E) Por
outro lado se F' C Z é finito temos usando novamente (7) que

200 a(eywy(e)llz < 1

uF— S anll, 9 < magsupllss

2F An

mostrando que (@n)a>0 é L, }(E) -somivel. Disto podemos concluir que & = 3 o2 an
com convergéncia em L(w., (E) + L (E) Desta forma demonstramos que (@, )ucz é
uma sequéncia admissivel para a e de (1{]) e (11) segue que

< 1-4
”“”dm EVLE (B> pp = 2

mostrando que

L(w}(E) =< L )(E)a LEa(E) >pp -

Seja agora a €< L(m}(E) L (E) >pp com ||t:s|[<L(x,(J B, (B0 < le(tp)nem

uma sequéncia admissivel para ¢ tal que

—on
(12) stp IIZ?‘n( 027" anll oy Loy () =1

88



e
(13) sup | ZT (12 [ ooy, 0L, () S

Agora nsando a demgua.ldade de Khintchine-Maurey para F, segue de (12) e (13) que
(14) sup |32 anl) 20 5y < Co

F wy)
e
(15) sup 1(320 0 anl )z, 2y <
F

Segue de (15) que se F' C Z é finito entdo

(16) II(Z(?“'E)“I%(w)Dz)” 'mellls <O p-ae

Agora como (7a(1)2¢~"a, ), ez & L7([0,1], LT y(B))-somdvel e L7([0,1], L3, (E))-
somdvel para k = 0,1 respectivamente, segue que dfa.do e > 0, existe F. C Z finito tal que
se F! C Z ¢ finito com F' N F. = ( entdo, apds usarmos a designaldade de Khintchine-
Maurey para F, temos

(17) 1032027 an)®) 211 20 m S E
F (wo)
(18) H(Z(Z(l_g)“h hHY 2”L°° B S E

De (18) temos

(19) Q2@ an(@)?) Pur(e)ile S p-ae.
Ff
A seguir vamos comsiderar Ai(z) = ||(Tp 250 a,(z)))  2wi(2)||5, e

A(z) = maxy—p1 Pr(Axr(2z)/2¢). Temos usando (1), (19) ¢ a Proposigio IV.1.3 que

o) ()
< o(4)" o (n(42))
o ((4) e
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e entdo usando (17) temos

f,# (G D onterotoln) o [ 20 (282) <

ou seja, || 3 el L2, (E) < Ce, mostrande que (@, )pez & somavel em LEI’w)(E) e pela
primeira inclusdo e o Teorema IT1.2.2 segue que ¢ = Y o0 @, em L?w)(E), ou seja,
a€ L?w)(E). Além disso, repetindo o processo acima, trocando ¢ por €7 e usando (12)
e (16) vamos obter que || Y. Fay| 13,.(8) < € e apds passagem ao limite concluimos o
Teorema.
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CAPITULO VII

OS ESPACOS B3" E F§"

No presente capitulo vamos definir os espagos de Besov-Triebel-Orlicz B;;f;" e F;,’: onde

$ é uma funcgdo de Orlicz, w um peso, 1 < ¢ £ ¢ e 5 é um pardmetro real. Um resultado
preliminar que apresentaremos, e de fundamental importicia no desenvolver da teoria, é
um teorema de multiplicadores para os espagos de Orlicz L3(£3). A seguir passaremos a
definir os espagos de Besov-Triebel-Orlicz e apresentaremos algumas propriedades desses
espagos. Finalmente, faremos uso dos resultados dos capitulos V e VI e de um teorema
de retragio para demonstrarmos os teoremas de interpolagéio para os espagos By, e Fg't'.
Dentre esses teoremas aparecerd um que caracteriza os espagos de Besov-Triebel-Orlicz via
interpolagio dos espacos de Besov-Triebel usuais, que aparecem por exemplo em [24] (em
particular os espagos de Sobolev-Orlicz sdo caracterizados como espagos de interpolagio
de espagos de Sobolev-L?).

1. NOTACOES

No que segue faremos uma exposi¢do das notacdes que usaremos neste e no préximo
capitulo.

1.1. Seja & = (21, *, %) um ponto do espago Euclidiano n-dimensional R" e ., 8 € IN™,
isto é, @ = (o, -+, an) e B = (B1,:++,0n) com a;, F; € N, 1 < ¢ < n. Definimos

|C€| =o1+ -+ @,
a!l =o'l agl,
a'l"ﬂ = (al +ﬁ1s"'1aﬂ+ﬁﬂ.)
& _‘—'CE'!_“ a]_ ol an
ﬂ ﬂ'(ﬂf—ﬁ)’ ﬂl ﬂn
onde a < §,isto é, o; < fB;,i=1,--+,n. Para z € R* e & € IN™ colocaremos
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O 1 | W22 n
z _wl .’82 Ty

Derivadas parciais serdo denotadas por 9%, 1< j< n,epara a € IN" colocaremos
dlel
T ozt B2

1.2. Seja U C IR™ um conjunto aberto. O espago vetorial de todas as fung¢bes a valores
complexos definidas em U que tem derivadas de todas as ordens serd denotado por C*°(U).
Para f,g em C°(U) vale a seguinte regra de Leibnitz

Dﬂ

1) D(fgy=% ( Z ) (DA £)(DPq)

fla
1.3. Seja f : U C M® — €, onde U é um subconjunto aberto do corpo dos niimeros com-
plexos €. Definimos o suporte de f e denotaremos supp f, o fecho em U do conjunto

{z€U: f(z) #0}.

1.4, Por C°(U) denotaremos o espago vetorial das fungdes de C*°(U) que tem suporte
compacto em U,

1.5, Se f,g sio duas fungdes localmente integrdveis em R", com f ou g em CP(R™)
entdo, f % g, a convolugao de f e g, é definida por

(Frode) = [ He-9e@)iy= [ FGe(o - v)dy
onde a integragdo é no sentido de Lebesgue.

1.8. A classe de Schwartz S(JR") & a classe das fungdes de decrescimento répido, isto
é, das fungdes f € CP(R"™) tais que

(1) Pap(f) = sup |2°DPf(z)| < Cap < o0
se R

para todos o, € IN".

A familia de seminormas (P, g) define uma topologia localmente convexa de Hausdorff
em S(R"). Pode-se demonstrar também que tal topologia é metrizdvel e completa, e entdo
S(IR™) é um espaco de Frechet.

Uma sequéncia (¢;) converge a zero em S(JR") se e somente se 2°DP¢;(z) — 0
uniformemente em JE” para todo o, 8§ € IN™.

Tem-se as seguintes imersdes continuas

CP(IR™) — S(R") — C=(IR")
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As inclusbes acima sio densas.

1.7. A transformada de Fourier de uma func¢do f € S(IR") é definida por
ZIORYORY Mt (07

onde -y =214 + '+ Enln.
A transformada de Fourier define uma transformacio linear continua de S(JR") em
S(IR™), com inversa definida por

Ff@) = fey= [ e .
Temos também que F~! : S(JR") — S(IR") é continua e portanto F : S(R™) — S{(R")

é um isomorfismo topoldgico.
Valem as seguintes propriedades para f,g € S(R")

(1) frg=7-3
a8
) Fg=7+3

1.8. Os elementos de §'(JR™), o dual topolégico de S(IR"), sio chamados distribuigdes
temperadas. Se T € S'(IR") e ¢ € S(IR"), entdo a agio de T em ¢ seri denotada por

<T,p>.
Cada funcio f pertencente a um espaco de Orlicz L2(JR") define uma distribuicio

temperada quando colocamos

1) <he>= [ [z, (9 SE).
De fato, temos pela desigualdade de Hélder que

| < fr9 > | < W Alelldllce-

Agora, observando que se uma sequéncia (¢b;) converge a zero em S(JR™) ela converge a
zero também em L2, concluimos que cada f € L® define um funcional linear continuo em

S(IR*).

1.9. Se T € 8'(IR™), sua transformada de Fourier, é a distribui¢gio temperada definida
por

(1) <P p>=< FT, 6 >=<T, 6>, (¢€ S(R™).

Analogamente a transformada inversa é definida por
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(2) <T,¢p>=< F T, p>=<T, 6>, (p€SURY)).

Temos também que F : §'(IR") — S'(JR"™) é um isomorfismo.

1.10. Seja T' € 8'(/R™). O suporie de T, supp T, é definido como o complementar do
maior subconjunto aberto do IR™ onde T é zero. Se T € §'(R™) e T tem suporte com-
pacto, entdo pelo Teorema de Paley-Wiener-Schwartz (ver [13), [26] ou [32]), segue que
T = T(z) é uma funcio analitica, e entdo pode ser representada como em 1.8(1).

1.11. Para ¢ € S(IR™) e T € §'(IR™) o produto ¢T" € S'(JR™) é definido por
< ¢, >=<T,¢p> (e S(UR"))
e a convolugéo ¢ +T =T * ¢ é dada por
<PpxTyp>=<T,d*9p> (e SR"))
onde Hz) = ¢(—=).

Para maiores detalhes a respeito do que foi explanado acima sugerimos as referéncias
[15], [26], ete.

2. UM TEOREMA DE MULTIPLICADORES PARA L%, (£)

2.1, Sejam F um espago de Banach, 1 < ¢ £ w0 e s € IR. O seguinte espaco sequencial
com peso serd bastante utilizado

L(E) = {(a5)520 C E : (2°[a5]1E)iz0 € £}

O espago £5( E) torna-se um espago de Banach quando munido da norma

(@)izolleey = 12 lasllmdisolle, = (3@ llasllm))e

7=0

Quando E = IR usaremos a notagio £3.

2.2. Seja ® uma funcio de Orlicz e w um peso. Denotaremos por L2 o espago de Orlicz
L®(R™,dp) onde du(z) = w(z)dz.

Estaremos interessados na situagio em que o peso w se encontra na classe de
Muckenhoupt A,.
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2.3. Diz-se que um peso w : IR® — IR, pertence i classe Ay, 1 < p < o0, e escreve-se
w € Ay, se

(1) (ﬁ/@w(z)d&c) (ﬁj@w(m)_ﬁ?dm)p_l <C

para todo cubo @ do R™.

2.4, PROPOSIGAO: Se w € A, entiio
(a} w é localmente integravel ,

(b) existegcom 1 < g < ptalque w € 4, ,
(c) we Ay para todo g tal que p< ¢ < o0,
(d) existe ¢ > 0 tal que w'** € A,, ¢

(e) se 0 < & < 1 temos que w* € Agpyy—s -

A definicio 2.3 pode ser extendida para fungdes de Orlicz .

2.5, DEFINICAO: Se & é uma funcio de Orlicz diz-se que um peso w : R* — R,
pertence & classe Ag, € escreve-se w € Ag, se

) (ﬁ ]Q w(a:)da:) ¢ (I_Q%T /Q o1 (ﬁ) d:r) <C

para todo cubo @ do IR™, onde ¢ é a fungio densidade de ®.
Em [14], R.A.Kerman e A.Torchinsky demonstraram a seguinte equivaléncia

2.6, PROPOSICAO: Seja w : B® — IR+ localmente integrivel e ® uma fungéo de
Orlicz que juntamente com sua conjugada satisfacam a condigiio-As. Entio w € Ag se e
somente se w € Ag,-

Passemos agora ao teorema de multiplicadores para os espacos Lg(ﬁ;). Vamos denotar
por £§° o espago das sequéncias de mimeros reais que sdo nulos 2 menos de uma quanti-
dade finita de indices, ¢ por S(JR™,£3°) o espago das quase-nulas sequéncias de funcdes de
S(R") .

2.7. TEOREMA: Seja M(t) = (mi;(t))-coci,jcoo Uma matriz com my; € L®(R").
Assuma que mg; é de classe C* fora da origem, com k = [r/2], e satisfaz

o0

1 Domy ()| %dt < C Rl
® Joguan, 2 1Pt <

t,3=—co

para cada multi-indice « tal que || < k. Se ® & uma funcéo de Orlicz que juntamente
com sua conjugada satisfazem a condigio-Az e se w € A/, n/k < go < 00, entdo o
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operador Ty dado por

@ @R = [ He-FWl , (F=(fno € SEE)),

onde M = (; ;)i; & i (1) = M ;(—1), aplica (apés extensio) LI(£3) em L2(£5), e temos
que ||Ty]| £ BC onde 3 depende somente de @ e n. Além disso, se

(3) m;j=0, para i#J ,
entdo T aplica (apés extensio) L3 (£2) em L3(£2) para tode 1 < ¢ < 00, com ||Ti| < +C

onde v depende somente de @, ¢ e n.

Demonstracdo. Dado w € Ag, /s, podemos escolher r tal que 1 < r < gok/n e w € 4,
(Proposigio 2.4(b)). Tomemos p € PT~, pp, ;1 com
1<p <rafk < qe < pp < po < o0

tal que w € Apgsm , ¢ = 0,1, e o Teorema V.1.2 seja verdadeiro com a medida
du(z) = w(z)de e E = £3, isto é,
(4) < IR(6), LB (€) >op= Liy(fy) -

Agora a demonstragio segue de (4) e [6, Teorema 5).
2.8. OBSERVAGAO: No Teorema 5 de [6] o resultado continua ainda verdadeiro se
exigirmos maior regularidade para m; ;. Por exemplo, se m;; é de classe C'° podemos

tomar o peso w na classe A,. Entdo no Teorema 2.7, se considerarmos m; ; na classe C'®
podemos tomar o peso w na classe Ag.

3. DEFINI(}AO E PROPRIEDADES DE By E Fg'/

3.1. DEFINIGAO: Seja O(IR") a colegiio de todos os sistemas ¢ = (4;);50 C S(R™)
tais que ¢;(2) 20,5 =0,1,---, e (1), (2) e (3) abaixo sdo verificados,

(1) supp%a={x€ﬂ“ b el < 2} '
supp ¢; = {e € R* : "1 < |2| < 2/*1} paraj=1,2,....

Para cada multi-indice @ € IN™, existe um niimero positivo C, tal que

) |D*¢;(2)| < Caz™de

para todo z ¢ R*, j =0,1,--- e

(3) S di(a)=1 (seR").
=0
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Vamos verificar que O(IR") & ndo-vazio.

3.2. PROPOSICAO: Existe um sistema ¢ = (¢;);»0 C S(IB") tal que q;j(a:) >0e
3.1(1)-(3) sdo verificadas.

Demonstragio. Segue do Lema 6.1.7 de [B-L] que existe ¢ € S(R") com %(z) > 0
satisfazendo

(1) suppd ={z e R" : 27! < |¢] < 2},

(2) #z)>0 se 271 < o] <2

e

(3) i W2 Fe)=1 se z#0
k=—-0

Definimos o sistema ¢ = (¢;)i>0 por

{ qSJ(z) (2 iz) se j=1,2,-
¢0( ) =1- 23—1¢J( )
Vamos supor j = 1,2,--- e tomemos & € supp qfaj Entéo existe (#;)i>0 C IR™ com

z; — @ e dim) = 1/)(2‘3:::,) # 0. Segue entéio de (1) que 2-! < |z;] < 271 & entdo
271 < |z] < 2911, ou seja

(4)

(5) supp ¢; C {z € R™: 2! < |z] < 27+'}.

Vamos considerar agora z tal que 297! < |z < 271, Entdo § < 2792 < 2, ou
seja, 2~ € supp ¥ e assim existe uma sequéncia (#:)i>o com 'r,b(:c ) # 0ex; » 279z, ou
equivalentemente, 2z; — z. Se y; = 2/2; entdo qb,(y,) = (2 ig;) = 1/)(:1:,) #0ey — z,
mostrando que & € supp q&, e consequentemente

(6) {z € R": 27! < |z} < 27!} C supp 35.

Suponhamos agora que |z| > 2. Notemos que se j < 0 temos |2‘Jm| > 91 > 9.
e usando (1) temos que $(277z) = 0. Agora segue de (3) que X52; ¢;(x) = 1 e entdo
$o(z) = 0, implicando em

W) supp o C {z € B*: |2} < 2}.
A seguir consideremos z tal que 0 < |z] < 2. Se j > 2, [277z| < 277 < L ¢ entdo
#(279z) = 0. Logo
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2
(8) do(z) = 1= 3_8i(e).
. i=1

Por outro lado, para 0 < || < 2 e |z] # 1, existe § < 1 tal que 2/-1 < [2| < 2711, Com
efeito, se 1 < |z| < 2 temos que j = 0 serve. Suponhamos entéo 0 < |z} < 1 e tomemos j
tal que

(9) j—1<logglz| < j+1.
Como log, |z] < 0, segue de (9) que j < 1 e 27! < 2| < 2¥t*, Temos também que
para § < [2]| < 2,

() 1= E P2 e) = Z $(279z) = Z W27 2) + $i(2) + ba(z)

F=~=00 J==00 J=—00

Segue da observacdo acima e de (1) que se |z]| # 1,0 < |z < 2entdo Z?=_w H(2-iz) >
0. Assim usando (10) temos que do(z) + $1(z) < 1 e segue de (8) que ggg’(a:) # 0 se
0<fr|<2elz|#1,ouseja{r €ER":|z|#£1e0< [2| <2} C{zcR": ¢o(2) # 0}.
Tomando o fecho, temos
(11) {z € R": |z} < 2} C supp o

Desta forma, usando (5), (6), (7) e (11) fica demonstrado 3.1(1). Além disse, 3.1(3)
segue imediatamente de (4). Finalmente se j = 1,2, temos que

(12) 1D%6i()| = D2 a))| = 2Rl (D)2 a)|
Mas, como 4 € S(JR") temos que existe C tal que {D*$)(2~7z)} < C.. Logo
(13) [D*gi(z) < Ca27 j=1,2,-

Por outro la.do, se |z| > 2 entdo éu(z) =0 o que implica em |D“¢o(m)| =0ese|z| <2
temos que do(z) = 1 - é1(2), e entdo [D*@o(z)| = |D*¢1(z)| < Co. De qualquer modo
temos

(14) | |D*@o(z)| < Ca

Assim, (13) e (14) demonstram 3.1(2) e com isto fica demonstrada a Proposigio.

Podemos agora formular nossas defini¢des béasicas. Consideremos entdo w : R* — R,
um peso, 1 < ¢ < o0, s € IR, ® uma fungio de Orlicz e ¢ = (¢;)j>0 € O(R™).

3.8. DEFINIQE&O: Os espacos de Besov-Orlicz e Triebel-Orlicz com peso sdo
definidos respectivamente por
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By, ={f € S'(B") : ||f||f;;f; = |[(45 * fliolleg(zg) < oo}

Fy ={] € S'(B") : |ifllfgw = l(85 * Nizollzgeey < o},
com as interpretaches usuais quando ¢ = oo.

3.4, OBSERVAGAO: Quando &(t) = #, 1 < p < oo, temos que By e Fa sio os

espagos By e F) que aparecem em [24].

3.5. PROPOSIGAO: Os espagos By, e Fg'y sdo espagos vetoriais normados.
Demonstragao. A tnica dificuldade esta em mostrar que

1) fllfge =0 (ou [I71se = 0)

implica em f = 0. Se (1) ocorrer segue que ¢; * f = 0 em S(IR™). Vamos considerar
P € S(IR™) qualquer e §; = 3% $;. Como (#;);>0 € O(IR™) segue que

1 se |of < 27
&i(z) = < i(z) se 2 <|o| < 2P
0 se [z| > 2

Assim, usando a regra de Leibnitz temos

Pap(é9=9) = sup [s"D(¢;s —4)(x)|

= sup |« DP( (& - 1)9)(z)|

|22

= sup |z ___ﬁ}mﬁ—v‘_w-yw
|m|21§:‘i ,‘ge(ﬂ—'y)!q«!D (& — 1)(=)D"(=)|

< Y2 D@ D)

v<p B =1 giguigoin
Mas como (¢;);>0 € O(IR") segue de 3.1(2) que para todo z € JR" temos
(2) - |DP1g5(a)] < Cpqp2ilP

Por outro lado, como ¥ € S(R"), segue de 1.6(1) que para todo z € R™
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) 2 D7(a)| < Cor
Logo, usando (2) e (3) temos que
Popléip— ) < Zﬁ (ﬁﬂTCﬂﬂCa w2 —518—~|
LY

0 que mostra que P, g(£;% — ) — 0 quando j — co. Entdo £;9 — ¢ em S(R™). Agora,
como ¢; * f = 0 segue que E}=0 @; * f = 0 e entdo

0—Z¢J*f Z¢J*f Z¢J

3-0

Consequentemente se ¢ € S(IR™) é qualquer, entdo

0 <E¢J o >= <f,Z¢, ¥ >—< fL0 >

i= _ i=0
ou seja, < [, >=0 para toda 9 € S(R"), mostrando finalmente que f = 0.

Na definicio da norma dos espagos By e Fg')' vimos a agdo direta do sistema
¢ € O(R"). Contudo, se nusarmos um outro sistema teremos uma equivaléncia das normas
obtidas. £ o que demonstraremos no préximo resultado.

3.6. PROPOSIGAO: Sejam ¢ = (¢5)iz0 @ ¥ = (¥;);>0 dois sistemas em O(R"). Entdo
se & é uma fungéo de Orlicz que juntamente com sua conjugada satisfazem a condigio-A,
e w € Ag, temos que

(1) 17llgge ~ IflGee  (1<g<00)
e
(2) ||f||i-;:j: ~ ”f”;:b-;:;" (l<g<oo)

Demonstracdo. Tendo em vista as hipdteses para o suporte de @ temos que se
z € supp ¥; entdo Pr{z)=0parak<j—1lek > j+ 1. Logo

00 1
=X Bz} = 3 Piele)  ($1=0)
k=0 r=—1

Assim,
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¢J'($) = ‘?51(3) Z ¢'J+r($)"' Z ﬂf’J '¢'J+f z)

r=-1 r=-1
———

E (¢; * '(bj+r Z b % Piar)(2)

r=—1 r=-1

fl

o que mostra que ¢; = S b__, @i * Pj4r. Entdo se f € S'(JR") temos que

1
(3) dirf= > ¢i*tiprnf

r=-—1
Para demonstrar (1) vamos utilizar o Teorema 2.7 com (m; ;) definida por mq 1(t) =

(};j(t),mgj =0sei# 1#jeF =(f;) definida por fy = ¢y xfe f =0se j# L
Notando que

|D°3(2)] < Calz[
segue que ggj satisfaz 2.7(1) e 2.7(3), ¢ entdo segue da Observa.gao 2.8 que o operador

Ty = convolugiio com ¢; é continuo (apés extensio) de L3(£2) em LE(£2), ou seja

T Fllrgesy = lids* i * Fllos
< Ol * fllzs

com constante C' dependendo somente de ® e n. Desta forma,

(4) 1(®; * Ptr * Pivolleswzy = GO (21165 % Pir * fllzg))H?
§=0
< QL@ Clljar * fllzg )
=0}
< Cli(#isr * Nizolleyze)
Usando (3) e (4) vemos que
1
(5) (i * izolleway < € 3 N(#ir * Fizolleyza)
r=~=1
Consequentemente,
(6) £l <3
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Como os sistemas (¢;);>0 e (¥;)j>0 sdo arbitrdrios a equivaléncia (1) segue de (6).
Agora para demonstrarmos (2) vamos considerar (m; ;) e (f;) definidas por

mis)={ §O wizi=gbe

0 caso contrario

0 caso contrario

fi(2) = { ($ir # F)(z) 825 =0,1,---

Segue da Definicdo 3.1 que

(i | D% ()2 < el

=0

o que mostra que 2.7(1) é satisfeito e entdo

(7) (85 * $yer * Plllzg ey < CU@ar * Pz e
com constante dependendo somente de ®, n e g. Usando a seguir (3) e (7) temos que
1
(8) (5 * llzgesy < € 37 NWsr % Hllza ey
r=—1

o que implica que
(9) 11l < 3CI AN am
Logo, (2) segue de (9) e da arbitrariedade dos sistemas.

3.7. OBSERVACOES: 1.) Em tudo o que segue vamos considerar as funcdes de Orlicz,
bem como suas conjugadas, satisfazendo a condi¢io-A;. Consideraremos também o peso
w sempre na classe de Muckenhoupt modelada em fungdes de Orlicz (classe Ag).

2.) Em vista da Proposicdo 3.6 vamos trocar a notacio || - ||g;,1; ( resp. || - ||$;,:, ) por

- lgze (esp. - e )

A seguir estudaremos algumas imersdes dos espagos By e Fy''.
3.8. TEOREMA: (i) Se —0c0o < 50 £ sy < o0 e 1 < g € 0o entao
) By B« ER e B

(ii)Se 1 € o < £ 00 e —00 < 8 < 00 entdo

112



8w

(2) .Bq, 90 ‘—*.BQ " e F@’w — FQ,Q]. .
(ili)See > 0,1 < go,qn <00 e —00 < 8 < 00 entio

' ste,w atew s+s w . petew
(3) B@ @ B‘I’,q; F FQ 41’ :

(iv) Se —o0 < 8p € 8 < o0 entdo
. a1,w ¥ ¥ 1
(4) By <s BRI o BRY < FOY

(V)Se—-oo<so$s1<ooelgqgooenta.o

() B o Fgv

Demonstragfo. (1) e (2) seguem do carater mondtono das normas dos espagos £ e LT,
Para demonstrar (3) suponhamos inicialmente que 1 < ¢ < co. Temos entdo que

o /a1 o /m
(2(2”1|¢j*f||z.g)m) = (2(21‘*“)“%*fll.csz‘f")“)

§=0 =0

< sup?! Gtg; « “L“’(Z giemyta

3=0

C'sup 29049 « flie
J

it

0 que mostra que

6 . ' Bs+=,w s B
&0

Mas por (2) e (6) concluimos que B‘;‘E‘ «+ B’y . Agora supondo ¢ = oo segue de
(1) que Bg'o™ — By'y e usando novamente (2) temos Bylo™ — Bg'so- Analogamente

vale Fs"'”’ - F@,ql' Passemos agora & demonstragio de (4). Desde que sp ~ 53 < 0,
temos

Al = 22085 fllzg

§=0

= Y2 mnlgy ¢ flg

j=0

< Zzﬂ‘“-*ﬂsupzm!lcb * fllzs
§=0

= Cllfllggye -
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Da mesma forma temos

Al = 1122065 % 1 llzg
,

< Yooitommoin g« flia

4=0

< Y 2ilams) sup 271¢;+ flizg

i=0

= Cllfllpgy -

o que demounstra (4). Usando {2} e (4) demonstramos (5). Com efeito,

2) (4) (2)
81,’!.0_( &1, 50 W 80,1
By, = By, = Fg)y — Foy -

4. TEOREMA DE CARACTERIZAGAO E CONSEQUENCIAS

Neste pardgrafo desenvolveremos um teorema que caracteriza os espagos By e Fg'y
a L] -~ * i !
via interpolagio dos espagos Bp¥' e 27 com o auxilio de uma ferramenta chamada re-
tracdo. Vamos 3 definicio e aos resultados auxiliares.

4.1. DEFINICAO: Um espaco vetorial normado E é uma retragao de um outro espago
vetorial normado F, se existirem aplicacdes lineares continmas R : £ > Fe S : F o E
tais que So B = g, onde Mg é a aplicaciio identidade de E.

4.2. LEMA: Seja ¢ = (¢)iz0 € O(R") e suponha que (o;)jp0 € £3(L2) ou
()0 € LI(£3) com 1 < ¢ € oco. Entdo colocando 9; = Yooe_; $jyr (¥—1 = 0),
teremos que 35724 ¥; * a; converge em S'(R").

Demonstragio. Vamos supor inicialmente que &(¢) = #?, 1 < p < co. Suponhamos
também que (@;);j>0 € £5(LE) e £ € S(IR™) é arbitrdrio. Entdo

k k
| < ¥ixai 6> < Y|<¢iva;E>|
=t J:i
k W
= Z|<aj,ﬂ,bj#§>|.
j=t

Mas, desde que a; € L%, segue que (ver 1.8)
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|_<aj!7!‘;*f>|

<

1A

| [, i) + (@i

Jow

laj(2yw(@)? | (%5 * €)()w(z) #|de

llexsllzg 145 % €|

onde v = w~1p-1 ¢ 1/p+ 1/p = 1. Além disso

(i *E)(z) =

e entio

1 # €ll

onde # = 4, Tomando £ > § temos

k
|<Z¢j*aj'.l£>|

i=i

IA

| itz - veway
[ it -2y
[ b= = e-wy

/}R iz - y)é(y)dy
(% * E)(~=)

Jo 1655+ @) s(2)da
o 1554 O o(z)de
S 1055 4 B@)o( ~s)da
i % il g

L
3 llosllzg s+ Elg

j=i

k
3>

j=i

k
3 2ol 274y » ]

2909l g ) sup 27+ gy x €]
] u
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< 3IIEIIB—=+=,«(Z (2 lail] g )7)H/9 22"“ Y

j"‘t

3l et o)zl (Lg)(zz e e

J=t

Mas, sabemos que se w € Ap, 1 < p < o0 el < ¢ < o0 entdo S(R") — By (ver
[24]), Além disso, temos também que u € Ay se w € A,. De fato, usando a relagao

1/p+1/p =1 temos

(i [ o) (i [ e sae) = |
- (e o) (—zﬂ /e vm-mx)ﬁ
- L) (g )
:((ﬁ [ wtee) (= [, vto p_ldx)p_l)p_ o

ste,b

[FAN

Desta forma concluimos que E €EB, " €

| < Z:f,b; v, &> | < 0(22-”" e

i= J=t

e assim segue a convergéncia desejada. Suponhamos agora {(e;);>0 € L2,(£;). Da mesma
forma temos que

|<:§¢j*aj,c>r = |i S 05() @i % E)(o)dal
< [ ng,,(mn | % £)(e)de
< II§2"S“*)I%I g smp 2+ €] ]
- I!JZ_;W“’I%I lzgllwp 24155 €]
S 8l el (s Zz-m Pl

j=t
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< 3||E||p—=+=ull(a;)pollz,ﬁ(za)(zf"“ A
Jei

e notando que S(R") — F,;,gs‘“ ([24]) segue a convergéncia. Para terminarmos a demon-
stragio, suponhamos agora que ® é qualquer e vamos escolher {Teorema V.1.2) pg, py tais
que 1 < po,p1 <00, w € Apy, N Ay, e

< L (E), LR (E) >pp= Lﬁ(E):

Usando o Teorema I11.2.2, e [4] temos

ﬁ;(Lﬁ) = L LY, I8 >pp)
o (e + IR
= G4
e
L3y = < IF(E), IBE3) >pp

—  LEN&) + LT (£3).
Logo se, (a;)j>0 € f;(Lz) (ou Lﬁ(f;)), entdo (a;);>0 = (B;)i>0 + (§;);50 com
(Bi)i>0 € E;(L{l‘,’) (ou Lﬁ?(ﬁ;)) e (8;)i>0 € E;(Lﬁ}) (ou L2 (f;)). Consequentemente
[ea) o] o0
Z’(,bj*aj = Z%*ﬁf'{'zwf*af
i=0 i=0 j=0

e a demonstracgio fica completa.

4.3. TEOREMA: By, (tesp. Fg'y, 1< ¢ < 00) é uma retracdo de £5(L3) (resp. L3(£3),
1< g< o)

Demonstracdo. Seja (¢5);50 € O(R") e vamos definir para f € S'(BR") e
(f)izo C 8'(B"), as aplicagbes

(1) R(f) = (@i * Flszo0
e
(2) f.i-‘).?>0 Z: Pi* i
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onde ¥; = Lr—_y $igr- Se (fi)izo € £2(L2) ou (f7)i>0 € LE(£2), segue do Lema 4.2 que
5 é bem definida. Segue das hip6teses no suporte de ¢; que §o R = Hg/(pn). Com efeito,

SCR() = S((5 Fliso) = 3 w5+ 5+ 1
i=0

Mas se £ € supp ¢; temos que {b}(m) = 1 e entdo ¥; * ¢; = ¢;, donde obte-
mos que S(R(f)) = 32320 ®; * f. Mas, na demonstracdo da Proposi¢io 3.5 vimos que
Yisabixf FE) f, e entdo S(R(S)) = f se f € 8'(JR*). Agora, vamos demonstrar que
S5 é uma aplicagio linear continua, de £5(L3) (resp. L3(£),1 < ¢ < ) em By, (resp.
Fgs 1 < ¢ < 00), e B é uma aplicagdo linear continua de By’ (resp. Fy'/, 1< ¢ < 00)
em f;(Lg) (resp. L3(€2), 1 < ¢ < o). A conclusiio para R segue imediatamente de (1).
Vamos & demonstragio para S. Das hipéteses no suporte de ¢;, temos

I15((f3)i20)l By < (i(?‘lléj # S((fillog )
§=0

Notando que
0 2
(3) i S((f))=di+ D tr*fe= 3 bi*Bitr* Figrs
k=0 r=-—2
(¥ = fr = 0se k < 0), segue que
o0 2
(4) IS((f)izolllsge < (D27 D s # %ir # Fiarllig )N
3=0 r=~2

Considerando agora my1(t) = (¢;  Pi4r)(1), mi;(t) =0se i £ 1 £ je F = (9x)k0
definido por ¢4 = fi4r, gr = 0 se k 3 1 temos que (m; ;) satisfaz as hipéteses (1) e (3) do
Teorema 2.7. Entéo

2 2
(3) 2o 185 % Pisr * fiaellzg S C 3 fiaellrg

r==2 r==2

com C independente de j. Portanto, segne de (4) e (5) que

[15((F)iz0)llmge < 5CI(fi)izolleyns

Por outro lado, temos usando novamente (3} que

' 2
1S((SdizoMlrg < D7 185 % bigr * firr)izollLgiey) -

r=—2
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A seguir aplicaremos o Teorema 2.7 duas vezes consecutivas. Na primeira aplicacio
consideramos (m; ;) e (g;) definidas por

mgj(:r)={ qb‘,(:c) set=§=0,1,-

caso contrario

gi(z) = { (Yi4r * fize}(z) se j=0,1,-

caso contrario

Assim, usando 3.1(1)-(2) observamos que

(iolIJ'J"'i*%«-(w)lg)lf’2 < Cla| ™

3=0
o que mostra que vale 2.7(1). Entfo

{5 * igr * Frardizollzg ey < Cll(birr * fivr)izollrg e

Aplicando novamente o Teorema 2.7 com

7”13(37)={ ¢J+"'(‘r) sei=j=0,1,

caso contrario

v ) FipeHz) sej=0,1,--
9i(e) = { 0 caso contririo

segue que

(%4 * figr )a'?,O“Lg:(z;) <C l|(f3’+r);izo||L3(e;)
Logo,

I15((f)i20)llmge < C Z I(f54r)izollgies) < BCU(F5)i20llLs )

r=—3

o que conclui a demonstragio do Teorema.

4.4, COROLARIO: Os espaos Bg, (1< g < ) e Fgy (1< g < oo)sao espagos de
Banach.
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Demonstracgio. Segue imediatamente do fato que retracio de espacos de Banach sio
espagos de Banach.

Podemos agora demonstrar o Teorema de caracterizacio.

4.5. TEOREMA: Exisiem 1 < pp,p1 < ¢ e p € P¥~ tais que

(1) < B Bply Zop= %’:: ) 1<gL @
e
(2) < B Fola Zo0= Fg'y l1<g<oo.

Demonstracgiio. Podemos escolher po,p1 e p € PP~ iais que w ¢ Ay N Ap, € 0
Teorema V.1.2 vale, i.e.,

(3) < IZ(E), LEE) >pp= Lo(E) .

Desde que £5(E) = L‘fu)(JN ydp; E) onde p é a medida contagem 322, 6; com &;(5) = 1
set=je&i{j)=0sei#jeu(r)=2%,nés temos, usando o Teorema IV.2.1 e (3) com
E =R, que

(4) <L (LE), (LR >pp= £3(L3) -

Agora, usando o Teorema 4.3 com ®;(t) = ¥, ¢ = 0, 1, temos
(5) R : By — £3(15)
e ainda pelo Teorema 4.3
(6) S i £y(Ly) — BgY.

Segue de (5), (6), do Teorema I1L2.3 e (4) que

R :< By, Byt >p5— £5(Ly)
e como Ro 5 = X, temos
< Byoas Boig Zen™ B;,: .

Usando novamente o Teorema 4.3 vemos que
. R @
R B;,‘l; — L(Ly)

e procedendo como anteriormente
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. e ' 1
§ : £(Ly) —< By Byl >p

o que nos da a inclusdo

(7) Bgly =< B, Bty Zop

donde concluimos (1). De forma semelhante temos

R By — Lij(4)

S Li(ly) — Fgy .
Logo, usando (3) e o Teorema, I11.2.3

. &y £ ¢ J:}
R < B, Fite > pp— Ly(£3)

o que demonstra que

(8) < B o >ow Foly
Por outro lado temos
R F(;’,;” — LE’,(E;)
¢ novamente por (3)

S 1 L) —< Fau, Fa8 >,

o que d4 a inclusdo contréria de (8) e consequentemente concluimos (2).
A seguir apresentaremos algumas consequéncias do Teorema 4.5.

4.6. COROLARIO: (i) S(B*) — B3 — S'(R™) (1 < ¢ € ).
(ii) S(B") — Fg¥ — S'(B") (1 < g < x).

Demonstragio. As afirmagles do Coroldrio sio verdadeiras para &(¢) = %, 1 < p < oo,
(ver [24]). Sejam 1 < pg,p1 < o e p € P¥~ tais que w € Ap, N Ay, € 0 Teorema 4.5 vale,
isto &,

(1) - < Byt Bply >ep= B%’,‘; v < Fpoar Fola > o= 5:;0

Logo a conclusdo do Corolério segue de (1) e do Teorema III.2.2, pois
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SUR™) = By N Byt =< By, By >00= By — Byl + Bty — S'(&B"),

valendo o mesmo para Fg', .
4.7. COROLARIO: Existem r < min{¢s,q) e t > max(pyp,q) tais que
€)) 3. = T3y = By -

Demonstracido. Sejam pp,pr e p € Pt taisque 1 < py < gs < pp < po < 00 € 0
Teorema 4.5 vale, isto é,

< By Byta >o0= Bey o < Fn Byl >o0= Foy
Sejam r = min(p,,q) e ¢ = max(pg, q). Assim segue de 3.8(2) que

3w __ 8, 8, W 8yir
B@,r =< Bpé,r’Bpi,r Zpp < pu,uﬁn(pu,q}’Bpi.r Zow

pois 7 < min{po,¢). Mas pelo Teorema 2.6 de [24] temos

&, 8 ) LE] 5,0 _
< ‘Bpu,min(pu,q}’ Bpnr Zpp=r< ch;,q’pr,q 2 pp= F@.q

S0 &, iy A LR
Folg =< Fpoar Foiia o< B Bm‘maX(m,qJ e

e usando novamente 3.8(2) temos

sw Psw s s psw _ pEHw
< BPIJJ'—' 1, max(p1,9) >P:P < Bpo,t’ p1,i >P;P_ B@,t H

o que demonstra (1).
4.8. COROLARIO: Fg'y = LY.
Demonstragio. Segue de [24, Teorema 1.4] e Teoremas V.1.2 e 4.5. Com efeito,
Fgly =< B, By >pp=< IR, L0 >, = LY.
4.9. TEOREMA: Se 1 < ¢ < oo entéo os espagos By, e Fg',' tém a propriedade U.M.D.
Demonstragdo. Os espagos £5, 1 < g < o¢, tém a propriedade U.M.D. uma vez que £,,

1 < g < oo tem tal propriedade. De fato,
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1t

HH ) eges) NP H ) o) = [HE@ )l e,

CI@* Fi)llzeeg) = (I(Filaes)

ou sefa, H 1 LP(£7) — LP(£;). Por outro lado, o espago de Calderén X(E) tem a pro-
priedade U.M.D. se e somente se X e E tém a propriedade U.M.D. (ver [25]). Além disso
Cobos-Fernandez demonstraram em [5] que retragio de espagos com a propriedade U.M.D.
herda essa propriedade. Logo, usando o Teorema 4.3 concluimos a demonstracio.

Fa
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CAPITULO VIII

0S ESPAGOS Bg" E F3*

Neste iltimo capftulo vamos extender as defini¢des dos espagos By, e Fg/, onde

¥
trocamos o pardmetro real s por um pardmetro funcional ¢ pertencente a uma classe
conveniente. Apresenta,remos uma caracterizagio dos espagos By e Fg"' via interpolagio

dos espagos By, 3 © Fq,‘ respectivamente. Finalizando, demonstra;remos outros teoremas
de interpolagio onde destacaremos o caso geral de p e o caso p(t) = .

1. DEF]NI(}()ES E PROPRIEDADES

A seguir generalizaremos os espagos By, e Fy'/ trocando o nimero real s por um
parametro funcional.

1.1. Seja B a classe dos pardmetros funcionais continnos ¢ : {0,00) — (0,00) com
o(1) =1 e tais que

a(st)

(1) o*(t)wsup o(s) < o0,

Os indices de Boyd o7 e 87 do pardmetro funcional o sdo definidos por

log &°(1) — tm log&(t)
>1 logt tmoo logt

by = logb'"( loga(t) _ i log&(t)

0<¢<1 logt = logt

Os indices o7 e G5 satisfazem (ver [21] )

(2) —wo<Flar< o,

oo dt
(3) o7 < 0 seesomente se / a(t)? < 0o
1

e
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1
(4) fz >0 se e somente se f F(t)% <X,
0
1.2. Paraoc € B,1 € ¢ € o0 ¢ F um espa¢o de Banach consideremos o espago de Banach
£5(E) = {(a5)i20 C E : [I(a5)i>olleg(m) = |l(@(2)llasll&)sp0lle, < o0},

com a interpretagio usual quando ¢ = co. Escreveremos £7 no lugar de £5(IR).

1.3. Para ¢ € B ok espagos Byl e Fg'/ sio definidos do mesmo modo que os espagos
Bg, e Fg’ trocando o niimero real s pelo parimetro funcional o.

No que segue vamos considerar sempre ¢ € B. Necessitaremos do seguinte resultado
auxiliar.
1.4. LEMA: Para o € B existem 39,81 € R e p € P~ tais que

g0

(1) | | o(t) = FEEDE

Demonstracdo. Sejam sg, s; tais que
—00 < 8 < min(0,f7) < max(1,a7) < 8p < ®

e vamos definir p por

t’ﬂisl
p(t) = —7=—.
a(to—=1)
Desta forma temos que (ver [21])

3 1
@ plt) = 1" (1)
e

___ = — B < ap= so_ __Ps
89— & 80— %1 8qg =~ 81 80— 51

Assim, da escolha de 8o e s temos que 0 < 7 < az < 1. Vejamos que esta dltima
expressio é equivalente a p € PT—. Como gz > 0, podemos supor sem perda de gener-
alidade que p é crescente e tomando £() = ¢~ p(t) segue que o7 = —1+ a7 < 0 e entéo
também podemos supor que £(1) é decrescente (ver [22]). Logo, p é quase- concava. Vamos
mostrar agora que

o0

3) > min(1,277)5(2"*) < 0 (s> 0).

j=—o0
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De fato, usando 1.1(4) temos

. 1 2(3+1)‘ " dt

p2") = a2

T = ok [ e
< 2(j+1)’ dt

1
N
gslog2 244 p()t
1
R /ﬁ(t)%<oo

slog2 Jo

e por 1.1(3) temos

27

_— 1
25(23) = J.gslog?, oAi—1)s ()"

>0

slog2 /1

o que prova (3). Porém (3) implica em p(t) = o(max(1,£)), pois dado £ > 0 existe tp = 240*
{com jo suficientemente pequeno) tal que, para ¢ < tg, temos

p(t) <p(2P") < Y H(2F) <.

J<io
Por outro lado, existe &y = 29°% tal que se t > p entio

1) <E2*) < Y0 <

izjo

Assim p € Pt~ e o Lema fica provado.

1.5. TEOREMA: O teorema de multiplicadores, Teorema VIL2.7 continua verdadeiro
para L2 wl(£9).

Demonstragao. Sejam sp,s; e p € Pt~ como no Lema 1.4 Desde que = L‘f (IV,dp)
com u(®) = 0(2%) e p a medida contagem, temos pelo Teorema IV.2.2 e 1 A.(1), que

(1) <L Spp=17 -

Agora, desde que o método < , >,, é um método de interpolagio, a prova do Teorema,
segue de (1) e dos Teoremas VII.2.7 e VI.1.2.
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1.6. TEOREMA: O espago By, 1 < ¢ < oo (resp. Fg:;”, 1 < ¢ < 0) & uma retragio
de Eg(LE’,), 1 < ¢ € oo (resp. Lﬁ(fg), 1< g<o0)

Demonstracdo. Andloga 3 demonstragio do Teorema VII.4.3, usando o Teorema 1.5 no
lugar do Teorema VIL.2.7.

Como consequéncias temos

1.7. COROLARIO: Os espagos By, (1< g< )e Fg'' (1< g < o0)sho espagos de
Banach.

s

1.8. COROLARIO: Se 1 < ¢ < oo entiio 0s espagos By, e Fg', tém a propriedade
U.M.D.

2. TEOREMAS DE INTERPOLAGAO E CONSEQUENCIAS.
CASO GERAL

Os espacos Bg‘: e F;:;" podem ser caracterizados como espagos de interpolagio entre
EXT Syt .
0§ espacos Bq,"q e Fq,'q , respectivamente.

2.1. TEOREMA: Existem 3,81 € IR ¢ p € P+~ tais que

(1 < By, »Bsy >p»= By, (1<g=< )
e
(2) < Fgi' Fay >ow=Fg, (1<g<oo).

Demonstragio. Sejam sg,81 ¢ p € Pt~ dadas no Lema 1.4. Como no Teorema 1.5
temos

(3) < LB LG (E) »pp=45(E),

onde E é um reticulado de Banach com concavidade finita. Entdo usando (3) e os Teore-
mas de retracio temos

< B;O,;w’ : c?,:;w >p,p‘§’< fﬁ“(Lﬁ),ﬂ? (L3) >pp= 33'(133) 2 BE,"':

127



By B 45(18) =< £2(L8), 62 (12) >0 < B\ BEy >0

Lembrando que § o R = X, podemos concluir (1). Observemos agora que pelo
Teorema VI.1.2 e (3) com E = IR temos

() | < L2(820), L2(£) > 0= LE(£2) :

Assim, usando (4) e os Teoremas de retragio obtemos (2) através de
F;nqw,Fsh >pp_> L (f"') ﬁg:;ﬂ
Fge BL300) S< FM, g >0 .

A prova esta completa.

2.2. COROLARIO: (i) S(B") < BZ¥ — 8'(IR") (1< ¢ < o)
(ii) S(B™) — Fgiy = S(R") (1< ¢< oo)

Demonstrac¢io. Segue do Coroldrio VII.4.6 e dos Teoremas I11.2.2 ¢ 2.1.
2.3. COROLARIO: Existem r < min(gg,q) e ¢ > max(ps, q) tais que

(1) I Baw s Fa',w s Bcr,w
Demonstracio. Segue do Coroldrio VI1.4.7 e do Teorema 2.1.

Para alguns dos préximos resultados, necessitaremos do seguinte resultado aunxiliar,

2.4. LEMA: Sejam ®q,®; funcles de Orlicz e ® dada por VL1.1(1). Se w € A4,,
r = min{¢a,/2,qs, /2) entdo w € Ag.

Demonstracio. Lembrando que Ms(8) = sup,,o(®@1(2)/®1(st)) temos que

7H1) = R(Bg'(2), B7'(2)) S R(May(s)25(st), Mo, ()07 (s1))

< max Ms, (s)R(®5"(st), 977(s1)) = max Ma, ()27 (st)

o que mostra que Mg (s) < maxy—g, Ms,(s). Entdo para todo 0 < s < 1 temos

~ max log Mg, (s) = nuon —log Mg, (s) £ —log Ms(s)
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e assim

—log Ms(s) < ming—p 1 — log Mg, (s)

<
(1) & = log s - logs
ax —log Mo, () < —log Mg, (s) + —log M3, (3)
£=0,1 log s log s log s

Por outro lado, se n € IN é arbitrério, existem 0 < 8,8, < 1 tais que

_loqu,o(s,.,) < o +1 o - log My, (s},)
log sy, ° ' n log s,

Vamos supor inicialmente s,, < 8},. Entdo Mg, (s;,) < Mg,(sn) e usando (2)

1
(2) ad, -I- -,

—~log Mg, (s)) = —log Mg, (sﬂ) —log Mg, (3)
(3) < < <
log s, log &f, log s,

Supondo agora 8!, < s, teremos que My, (3,) £ Mg, (s],) e usando novamente (2)

1
a@u'l';

"IOgM‘l’i(Sn) —log Mg, (s n) _loqu’l(s:‘l)
log s, s log s, = log &,
Desta forma, temos usando (1), (3) ¢ (4) que ag < ag, + 0o, + 2/n e desde que n é
arbitrdrio temos age < @g, + g, . Isto implica que ap < 2maxg—g; ®g, = Maxj=g; 2ag,
e consequentemente

1
(4) ap, + E

1 1
®w = — 20—
&g 2maXp—o3 0o,

— — 4o
&=0,1 20“1’k k=0,1 2

A conclusio segue de VII.2.4(c) e da Proposigio VIL.2.6.

2,5. TEOREMA: Sejam $o, ?1, ® ¢ w como no Lema 2.4, entéo

(1) < Bgowq"B@l W >Ptp'"' B@q (1 S q S OO)
e
(2) < FQ'; Q’F‘I’i q Zop= Fg‘;ﬂ (1 <g< 00) .

Demonstracdoe. Segue dos Teoremas I11.2.1 e V1.1.4 que
(3) < (L"), G (La}) > pp= £7(L3)
e
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(4) | < LR (€9), L1 (€2) >pp= LE(£2) .

Entdo, (1) segue de (3) e Teoremas 1.6, I11.2.3, TV.2.1, VL.1.4 e (2) segue de (4) e
Teoremas 1.6, I11.2.3, VL.1.4.

2.6. TEOREMA: Sejam 09,01 € B e 7 = 0pf/a1. Se a5 < 0 ou G5 > 0 entdo
(1) < B B >,p= Byy (1S4 o0)

e

(2) < Fgot Fah >pp= Fgly (1< g<o0)

com ¢ = go/f p(7).

Demonstragio. Segue de [4] que ¢ € B. A seguir, tomando ux(z) = 04(2%), k& = 0,1
teremos que u(z) = 6(2%) = wo(x)/p(uo(z)/u1(2)) e entdo pelo Teorema IV,2.2 temos

(3) < LP(E)LTHE) >pp=< Ly (E), L, y(E) >pp= L 4(E) = £5(E)

onde F é um reticulado de Banach com concavidade finita. Assim, (1) segue de (3) e dos
Teoremas 1.6 e I11.2.3. Com efeito,

o'y R & S o
< B‘I’?f; ’B;t&w >P|P'_> Eg(Lw) - B‘I’,q

e
By B ao(18) < BE” B >op
Por outro lado (2) segue de (3) e dos Teoremas 1.6, I11.2.3 e V1.1.4, pois
< Foow o s B popey 5 pow
g .7 Qg 4 wi\"g $.q
e

FO’ i R LQ (ea') S ;ﬂq?w’ Fafl!w >p,p

Fica entido demonstrado o Teorema.
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3. CASO p(t)=1*

Para encerrar este trabalho, apresentaremos um resultado que engloha alguns dos
Teoremas anteriores no caso que p(t) =, 0 < 0 < 1.

3.1. TEOREMA: Seja p(t) = t*, 0 < < 1. Entio,
(1) Se ®g, ®, sdo fungdes de Orlicz , w € A,, onde r é como no Lema 2.4, ® é dada por
VL11(1) e 1< gp, 1 < o0, temos que

1 1-8 8
o, Tyt — Rp%W = —
(1) . < BQO‘QO,B@1|9_'1 >p’p_ ‘I"Q ! q - qD + ql '
(ii) Se g9, 01 e o sdo como no Teorema 2.6, e 1 < go,41 < 00, temos que
1 1-8 8
AR o1, — RoWw e —_
(2) < B‘I't:qu ’B‘i’tgl Zop= dq * q - % @ .
(iii) Se @ , o, k= 0,1, & e 0 s80 como em (i) e (i), e 1 < ¢ < o0, temos que
1 1-8¢ @8
0, o1, _ T, W i —_
(3) < QOIQO’Fél:Q1 >p,'p— FQ:Q‘ ' q - g0 + i3] *

Demonstragio. A prova de (1) segue dos Teoremas 1.6, 11.2.3, IV.3.2 e VL.1.4. Para a
prova de (2) é suficiente usarmos os Teoremas 1.6, I11.2.3 e 1V.3.3. Finalmente a prova de
(3) é consequéncia dos Teoremas 1.6, I11.2.3, IV.3.3 e VL.2.1.
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