Universidade Estadual de Campinas
Instituto de Matematica Estatistica e Computagao Cientifica
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Funcoes Ordens Fracas e a Distancia
Minima dos Cdédigos Geométricos de
Goppa

Ercilio Carvalho da Silva

Doutorado em Matematica - Campinas - SP

Orientador: Prof. Dr. Fernando Eduardo Torres Orihuela



Funcoes Ordens Fracas e a Distancia Minima dos

Cdodigos Geométricos de Goppa

Este exemplar corresponde a redagao
final da tese devidamente corrigida
e defendida por Ercilio Carvalho
da Silva e aprovada pela comissao
julgadora.

Campinas, 30 de julho de 2004.

Prof. Dr. Fernando Eduardo Torres
Orihuela

(Orientador)

Banca Examinadora:

AR e

Prof.
Prof.
Prof.
Prof.
Prof.
Prof.

. Fernando Eduardo Torres Orihuela
. Cicero Fernandes de Carvalho

. Daniel Levcovitz

. Reginaldo Palazzo

. José Plinio de Oliveira Santos

. Paulo Roberto Brumatti

Tese apresentada ao Instituto de
Matemaética, Estatistica e Computacao
Cientifica, UNICAMP, como requi-
sito parcial para obtencao do Titulo de
Doutor em Matematica.



A Deus

“Senhor, se hoje percorro este caminho é porque vos o trilhares para mim;
Me formastes desde o ventre de minha mae e,

me designastes ser um instrumento em tuas maos;

Me destes sabedoria para aprender e discernir;

coragem para lutar e, perseveranca para vencer...

Obrigado Senhor, por ser o que sou e, por hoje chegar onde estou!”



Aos meus Pais

Erci Brandao da Silva e Maria Mercedes Carvalho

“De vocés recebi o dom mais precioso do universo: A vida.

Ja por isso seria infinitamente grato, mas vocés nao se contentaram em presentear-me

apenas com ela: revestiram minha existéncia de amor, carinho e dedicagao, cultivaram na criagao todos os valores.
Abriram as portas do meu futuro, iluminando o meu caminho com a luz mais brilhante que puderam encontrar: o estudo.
Trabalharam dobrado, sacrificando seus sonhos em favor dos meus e nao foram apenas pais,

mas amigos e companheiros, mesmo nas horas em que meus ideais pareciam distantes e inatingiveis.

Divido, pois, com vocés, os méritos desta conquista, porque ela lhes pertence, ela é tao de vocés quanto minha.

Obrigado, meus pais, por tudo que fizeram e fazem por mim sem que ao menos eu saiba.

Obrigado pelo sonho que realizo.

E, sobretudo, obrigado pela licdo de amor que me ensinaram durante toda a vida.

s . . ~ "
Tomara Deus que eu possa transmiti-la no exercicio de minha profissao.



A minha Esposa
[lma Aparecida Marques Silva
”Aquela que deu um novo sentido & minha vida!

Nada melhor do que um sonho para criar um futuro!

Obrigado, eternamente, por tudo!”



“Uma grande descoberta resolve um grande problema,

mas ha sempre uma pitada de descoberta na resolugao de qualquer problema.
O problema pode ser modesto,

mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas,
quem o resolver por seus proprios meios,

experimentard a tensao e gozara o triunfo da descoberta.

Experiéncias tais, numa idade susceptivel,

poderao gerar o gosto pelo trabalho mental e deixar,

por toda vida,

. ’”
a sua marca na mente e no carater.



Agradecimentos

Agradeco:

Em especial, ao meu orientador Prof. Dr. Fernando Torres, pela excelente orientacao,
paciéncia, atencao, e valiosos ensinamentos proporcionados durante a realizacao deste
trabalho.

Ao professor Cicero Carvalho, pelo constante apoio e incentivo para seguir sempre em
frente na conquista de cada etapa e também pelas valiosas discussoes, sugestoes, e ainda
por sua amizade, paciéncia e atengao.

Aos professores da banca examinadora: Prof. Dr. Cicero Fernandes de Carvalho, Prof.
Dr. Daniel Levcovitz, Prof. Dr. Reginaldo Palazzo, Prof. Dr. José Plinio de Oliveira
Santos, Prof. Dr. Paulo Roberto Brumatti.

Ao meu grande e eterno mestre, prof. Luiz Alberto Duran Salomao.

Aos meus tios Astramiro e Cecilia, que me acolheram no inicio dos meus estudos.

Aos meus queridos irmaos Emerson, Eliezer, Evandro, Tania, Vania e Ercilia.

Aos funcionérios da Unicamp, em especial Cidinha, Ednaldo e Tania, pela contribuicao
e disponibilidade.

Aos colegas Amauri, Mércio, Paulo César, Cristiane, Daniela e Marcela, pela amizade.

A Capes, pelo apoio financeiro.

A Universidade Federal de Uberlandia e a Faculdade de Matematica, pelo respaldo
financeiro e apoio irrestrito durante todo o periodo do doutorado.



Resumo

Como uma generalizagao do conceito de Funcao Ordem, introduzido por T. Hgholdt,
J. H. van Lint e R. Pellikaan, nesta tese apresentamos a nocao de Fungao Ordem Fraca
com o objetivo de obter construcoes alternativas dos cédigos geométricos de Goppa.

Os cédigos obtidos por Hgholdt, van Lint e Pellikaan estao tipicamente associados aos
cbdigos pontuais de Goppa; ja os nossos, correspondem aos codigos bi-pontuais. Em varios
destes casos, a cota inferior para a distancia minima do cédigo é melhor que qualquer cota

correspondente conhecida na literatura.



Abstract

Hoholdt, van Lint and Pellikaan introduced the order functions and apply them to the con-
struction of good codes. For the case of curves, their theory fits very well for the so-called
one-point Goppa codes. In this work we define the notion of “weak order function”and

show that we can construct good two-point Goppa codes.
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Notacoes

CGG: Codigo de Goppa Geométrico;

X: curva projetiva, nao singular e absolutamente irredutivel;

K: corpo;

K(X): corpo de fungoes da curva X;

Ca(D,G): codigo geométrico de Goppa associado aos divisores D e G;
F,: corpo finito com ¢ elementos;

X(F,): quantidade de pontos F,-racionais da curva X,

Q(G — D): espago das diferenciais w sobre X" tal que div(w) + (G — D) = 0;
resp(w): residuo da diferencial w sobre X’ no ponto P;

div(f): divisor da fungao f € K(X);

dive(f): divisor dos pélos da funcdo f € K(X);

d(l): cota ordem;

dg: cota de Goppa;

N: conjunto dos inteiros positivos;



Notacoes ii
Ny: conjunto dos inteiros nao negativos;

R: K-élgebra (anel comutativo com unidade contendo K);

H(Qq, - ,Qmn): semigrupo de Weierstrass associado aos pontos Q1, - , Qm;

G(Q1,- -+ ,Qn): conjunto das lacunas de Weierstrass nos pontos Q1, -+ , Qm;

Go(Q1,- -+ ,Qm): conjunto das lacunas puras de Weierstrass nos pontos Q1, -« , Qm;
L(G): espago das fungoes f € K(X) tal que div(f) + G = 0, unido com o 0;

['(P,Q): relacao entre as lacunas de P e lacunas de Q);

deg(G): grau do divisor G;

R(P): anel das fungoes que tém pdlos, possivelmente, em P;

R(P,Q): anel das fungoes que tém pdlos, possivelmente, em P elou @Q;

R(Q1, -+ ,Qn): anel das fungoes que tém pdlos, possivelmente, nos pontos Q1, - -+ , Qum;
vp: valorizag¢ao no ponto P;

w(y): peso da palavra y;

d(l,m): cota ordem fraca.



Introducao

A Teoria dos Cddigos Corretores de Erros foi fundada pelo matematico C. E. Shannon, do
Laboratorio Bell, num trabalho publicado em 1948. Inicialmente, os maiores interessados
em Teoria dos Cédigos foram os matematicos que a desenvolveram consideravelmente nas
décadas de 50 e 60. A partir da década de 70, com as pesquisas espaciais e a popularizagao
dos computadores, essa teoria comecou a interessar também aos engenheiros. Hoje em dia,
os codigos corretores de erros sao utilizados sempre que se deseja transmitir ou armazenar
dados. Sao exemplos disso todas as comunicacoes via satélite, as comunicacoes internas
de um computador, o armazenamento de dados em fitas ou disquetes magnéticos, ou o
armazenamento otico de dados.

A classe de codigos mais utilizada na pratica é a classe dos Cdédigos Lineares. Um
cddigo linear C' é um subespaco vetorial de Fyy e d(a, b) = #{i : a; # b;} é a distancia entre
os elementos (palavras) a e b de C. Tal cédigo é caracterizado pelos parametros [n, k, d|
onde n é o seu comprimento, k é a sua dimensao e d = Min{d(a,b) : a,b € C N a # b} é
a sua distancia minima. Este ultimo parametro também é conhecido como o peso do
cédigo C, denotado por w(C'), onde w(C) = Min{w(c) : ¢ € C\{0}} e w(c) =#{i:c €
C A ¢ # 0}, pois d = w(C).

Os Cédigos Geométricos de Goppa (ou simplesmente, CGG) formam uma sub-
classe especial na classe dos c6digos lineares. Desde sua construgao [7], [9], [8], resulta-
dos relevantes na Teoria dos Cddigos Lineares foram provados; como por exemplo, o de
Tsfasman-Vladut-Zink sobre a construcao de uma sequéncia de codigos que excedem a
cota de Gilbert-Varshamov [18], [17].

Um cédigo geométrico de Goppa C' esta determinado pelos seguintes dados:

e Uma curva base X projetiva, absolutamente irredutivel e nao singular definida sobre
F, (ou simplesmente, uma curva sobre F,);

e Dois divisores F -racionais sobre X, D = P, + --- 4+ P, e G tais que seus suportes
nao se interceptam, P; # P; para i # j e P, € X(F,) para todo i.
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Logo,
C = Cq(D,G) := {(resp, (w),- - - ,resp, (w)) € Fy - w € Q(G — D)},

onde Q(G — D) é o espago das diferenciais sobre X" tal que w = 0 ou div(w) = G — D.
Na Teoria dos Codigos Lineares, a distancia minima tem papel relevante, pois é dela que
se obtém a capacidade de deteccao e correcao de erros. Em geral, nao se conhece este
valor exato. Assim, a busca por cotas inferiores para este valor passou a ser fonte de
pesquisa. No caso dos CGG, um dos principais aspectos é que sua distancia minima ¢é
limitada inferiormente pela chamada cota de Goppa dg; isto é,

d > dg := deg(G) — (29 — 2), (1)

onde deg(G) denota o grau do divisor G.

Neste trabalho, estamos interessados na possibilidade de melhorar a cota de Goppa,
equagao (1). Se C' é pontual, isto é, G = @), Goppa observou que uma selegao adequada
de [ com respeito ao semigrupo de Weierstrass em @) pode implicar d > dg+1 [8, p. 139-
141]; este fato foi generalizado por Garcia e Lax [6]. No caso em que C' é “bi-pontual”,
isto é, G = a1Q1 + a2@Q2, Homma-Kim [12] e Matthews [15] provaram que d > dg + 2
e d > dg + 3, respectivamente, sempre que (ai, as) seja selecionado adequadamente com
respeito ao semigrupo de Weierstrass em (Q1, ()2). As curvas basicas utilizadas neste caso
foram as Hiperelipticas, as Hermitianas (e alguns de seus quocientes) e as de Suzuki. De
forma natural, C. Carvalho e F. Torres [4] generalizaram o resultado de Homma-Kim para
m pontos, de modo que d > dg + m.

Em [10], Hoholdt, van Lint e Pellikaan propuseram um método alternativo ao de
Goppa, sobre construcao de cédigos lineares, utilizando rudimentos de Algebra Linear em
vez de conhecimentos de Curvas Algébricas. Nesta situacao, a curva X foi substituida por
uma F -dlgebra R e o espago (G — D) foi substituido pela no¢ao de Fungao Ordem.
Em outras palavras, estes autores propuseram uma generalizacao dos cédigos geométricos
de Goppa pontuais, chamando-os de Cédigos Avaliados. A construcao de tais codigos
¢ feita via um morfismo ¢ : R — F7 de Fy-dlgebras, onde n ¢ o comprimento do cédigo.
Mais precisamente, um codigo avaliado é o dual da imagem de um certo subespaco de
R por ¢. Tal subespaco é gerado pelos elementos de uma F,-base de R e esta, por sua
vez, é determinada por uma funcao ordem sobre R. Assim como na construcao feita por
Goppa, existe uma cota inferior para a distancia minima destes cddigos [10, p. 917], a
qual é uma funcao numérica que depende da base usada. Em varios casos, a cota destes
autores é melhor do que a cota de Goppa (Exemplo 1.26 e Exemplo 1.27)

Quando a fungdo ordem é uma Fungao Peso, Matsumoto [16] mostrou que uma
K-élgebra R (K corpo) munida de uma fungao peso p é nada mais do que o anel de
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coordenadas de uma curva X' com certo ponto distinguido P, onde —p é igual a valorizagao
em P; portanto, sob o ponto de vista de codigos, neste caso estamos lidando com os c6édigos
geométricos de Goppa pontuais. A propriedade que distingue P é dada em termos de R;
isto é, R = R(P) ¢ a intersegao dos anéis de valorizagdes Og do corpo de fungoes de X
com S # P.

Generalizando o conceito de funcao ordem, no Capitulo 2 apresentamos a nocao de
Funcgao Ordem Fraca e estudamos algumas de suas propriedades dentre as quais desta-
camos: (1) Caracterizagao de fungdes ordens em termos de funcoes ordens fracas (Lema
2.12); (2) Caracterizacao de uma K-dlgebra em termos de uma fungao ordem fraca (Teo-
rema 2.17); (3) Construcao de fungdes ordens fracas sobre K-dlgebras (Teorema 2.18);
(4) Existéncia de bases sobre K-dlgebras (Teorema 2.20). A justificativa para a palavra
FRACA que aparece em nossa defini¢ao se deve ao enfraquecimento que fazemos nos Ax-
iomas (4) e (5) da defini¢ao de fungdo ordem (Defini¢ao 1.4). Na verdade, restringimos a
validade destes axiomas a um subconjunto especifico da K-algebra, das nao-unidades,
que depende fundamentalmente da funcao em questao. No entanto, esta restricao torna
nossa definicao mais abrangente.

No Capitulo 3, discutimos cotas inferiores para codigos geométricos de Goppa bi-
pontuais. Para isto, se X é uma curva, inicialmente consideramos uma situacao analoga
ao caso pontual; a saber, consideramos a F,-dlgebra R = R(P, (), intersecao dos anéis
de valorizagoes Og do corpo de fungoes da curva X com S # P e S # @), e as fungoes

ordens fracas

—00, se f=0
p(f) =< 0, se vp(f)>0e f#0
| —un(f), se wp(f) <0
’ ( —00, se f=0
o(f)=14¢ 0, se vo(f)>0e f#0
| —ve(f), se wo(f) <0

Em seguida, usando p e o, geramos uma F -base especial de R(P, Q). Munidos com
esta base e um morfismo ¢ de R(P, Q) em F}, construimos codigos avaliados e exibimos
uma cota inferior para os mesmos, cujo calculo depende fortemente das propriedades dos
elementos da base. Em linhas gerais, se {fo, f1,---} U{g1,92, -} é a tal base, fixando
os elementos ¢q,-- -, gs, um codigo avaliado é o dual da imagem do subespaco vetorial
(fo, -, f)® {91, , 9a) pela aplicagdo . Finalmente, provamos um resultado (Teorema
3.9) que nos fornece uma cota maior ou igual a cota estabelecida por Goppa e exibimos
alguns exemplos onde a mesma supera a de Goppa.
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Pergunta: Existe uma caracterizagao de K-algebras munidas com funcgoes pesos fracos?

(cf. [16])



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é familiarizar o leitor sobre alguns resultados com respeito aos
semigrupos de Weierstrass e sua ligacao com CGG, assim como fatos basicos do trabalho
de Hgholdt, van Lint e Pellikaan em [10]. Neste capitulo, K denotara um corpo.

1.1 Semigrupos de Weierstrass e Codigos (Geométricos

de GGoppa

Seja X uma curva sobre K de género g, K finito, e sejam @)1, - - , Q),, pontos K-racionais
de X, distintos dois a dois. O conjunto

H :H(Qba@m>
={d:= (a1, -+ ,am) € NJ': If € K(X) com diveo(f) = a1Q1 + -+ - + 0@ },

¢ um subsemigrupo de (N{',+) e é chamado de semigrupo de Weierstrass de X
em Q1, - ,Qm. Os elementos do complemento G = G(Q1,--- ,Q,,) de H em Nf* sdo
chamados de lacunas de Weierstrass de X em Q)q,---,Q,,. Tais conjuntos tem as

seguintes caracterizagoes (veja [4]):
e dc Hel(a)={(ad—e¢)+ 1paratodoi=1,...,m;
e i€ G < existei €{1,...,m} tal que ¢ (a) = {(d — €&);

onde #K > m, €; denota o vetor em Nj* com 1 na i-ésima posicao e 0 nas demais, ¢ (@) =
dimg L (@) e £L(a@) = L(a1Q1+- - +amQm) = {f € K(X)*: (a1Q1+ - -+anQum)+div(f) =
0} U {0}. Para aplicdo em CGG, hé interesse especial nas assim chamadas lacunas de
Weierstrass puras, que sao aquelas lacunas d tais que {(d) = ¢(d — €;), para todo
i=1,---,m. Tal conjunto é denotado por Go(Q1, - , Qm)-

5
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O caso m = 1 é o semigrupo classico e a nogao para m > 2 foi introduzida por
Arbarello, Cornalba, Griffiths a Harris [2, p. 365]. Deste semigrupo, espera-se obter
informagoes relevantes de X'. O caso m = 2 foi extensivamente estudado por Homma e
Kim [11], [12], [13]. Eles mostraram a existéncia de um conjunto minimo I'( P, )) gerador
de H(P, Q). Para descrever I'(P, Q)), sejam G(P) = {{; < --- < l,} e G(Q)={l} < --- <
¢,}. Para cada lacuna ¢; em P, o inteiro Min{a € No : ({;,a) € H(P,Q)} é uma lacuna
em (), digamos E’T(i), e esta correspondéncia d4 uma bijecao entre G(P) e G(Q) [13, Lema

2.6]. Assim, 7 é uma permutacao no conjunto {1,..., g} e consequentemente,

I'(P,Q) = {(61’6’7(1)), R (69’ ;(g))}'

No caso em que m > 2, hd um resultado andlogo [4, Cor. 2.11]. Nesta situagio, a
descrigdo de I'(Q4, . . ., @) é mais complicada. Um critério que determina o subconjunto
minimo de H(Q1,...,Qmn) que o gera, foi obtido por Matthews [14]. Outros resultados
foram obtidos por Ballico e Kim [3], Delgado [5], Carvalho e Torres [4].

Agora, considere C' um CGG com G = a1Q1 + - -+ + ¢,;n@Qp- O problema em consid-
eracao é obter um limitante inferior para d(C') maior do que dg. Um caminho que nos
permite dar uma resposta a esta questao, esta ligado ao conceito de lacunas de Weier-
strass. Para ilustrar, brevemente, tal ligagao, considere as duas situacoes particulares
a seguir. Primeiro, considere G = 3@Q; e C = Cq(D,3Q;). Assim, ji sabemos que
d(C) > dg = 3+ (29 — 2). Suponha que L(3Q)) = L(4Q1); isto é, 4 € G(Q). As-
sim, Q(3Q1 — D) = Q(4Q, — D) e, portanto, C' = Cq(D,3Q1) = Cqo(D,4Q). Logo,
d(C) >4+ (29 —2) =dg+ 1. Agora, considere G = 3Q1 + 5@Q3 e C = Cq(D, G). Assim,
d(C) > dg = 8+ (29 —2). Suponha que L(G) = L(4Q1 +6Q2). Pelo mesmo raciocinio da
situagao anterior, C' = Cqo(D, G) = Cq(D,4Q1+6Q2). Logo, d(C) > 10+(29—2) = dc+2.

Agora, citamos alguns resultados que melhoram a cota de Goppa. Para isto, sejam X
uma curva sobre Fy de género g, D = P, + --- + P, com Py, ..., P, pontos F -racionais,
distintos dois a dois, G um divisor sobre X cujo suporte {Q1,...,Q,} é disjunto do
suporte de D e C' = Cq(D, G). Suponha também que @1, . .., @, sdo pontos F-racionais.

Teorema 1.1 ([15, Teorema 2.1]) Assuma que (ai,as) € G(Q1,Q2) com a; > 1 e
U(a1Q1 + as@2) = {((a1 — 1)Q1 + a2Q2). Suponha que (ny,ny —t — 1) € G(Q1,Q2) para
todot =0,...,Min{ny—1,2g—1—(a1+as)}. Seja G = (a1 +n1—1)Q1+ (az+n2—1)Qs.
Se a dimensao de C' € positiva, entao

d(C) > deg(G) =29 +3=dg + 1.
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Teorema 1.2 ([12, Teorema 3.3]) Sejam (a1, as), (n1,ns) € N? e coloque t; := n; — a;

para i =1,2. Assuma que t; >0 parai=1,2, e
{(p1,p2) a1 < pr < my, ag <py <na} C Go(Qr, Q).
Se G = (a1 +mn; —1)Q1 + (a2 +ne — 1)Q2 e C # 0, entdo
d(C) > deg(G) — (29 — 2) +ty + o +2 = dg + 11 + t5 + 2.
O proximo resultado generaliza o Teorema 1.2.

Teorema 1.3 ([, Teorema 3.4]) Suponha que a; < n; para todoi =1,...,m, e que cada
m-upla (p1,...,pm) € Go(Q1,...,Qm), com a; < p; < n; para todo i = 1,...,m. Seja

G = Z(ai +n; —1)Q;. Se C' #0, entao
i=1

d(C) > deg(G) — (29 —2) +m+ > (ni—a) =dg+m+ Y (ni— ay).
i=1 i=1

Nestes resultados (Teoremas 1.1 1.2, 1.3) foi utilizado o conceito de lacunas de Weier-
strass na determinacao de cotas melhores do que a cota de Goppa. No que segue, o
caminho escolhido para obtencao de cotas melhores do que a cota de Goppa é outro, o
caminho das fungoes ordens.

1.2 Cédigos Geométricos de Goppa Segundo Hgholdt,

van Lint e Pellikaan

Nesta segao revisaremos o material contido em [10]. Como ja foi mencionado na in-
troducao, é possivel construir codigos sem ter que fazer uso da Teoria de Curvas Algébricas.
Para esse fim, sera introduzido o conceito de fungao ordem (peso).

No que segue, R denotara uma K-algebra, isto é, R é um anel comutativo com unidade
contendo K.

1.2.1 Funcoes ordens

Definicao 1.4 Uma fungio p: R — Ny U {—o0} é chamada uma fungao ordem sobre
R se as sequintes propriedades sao satisfeitas. Sejam f,qg,h € R.

(1) p(f) = —o0 se, e somente se, f =0;
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(2) Para X € K*, p(Af) = p(f);

(3) p(f +9) <max{p(f),p(9)}, € a igualdade vale sempre que p(f) # p(g);
(4) Se p(f) < p(g) e h#0, entio p(fh) < p(gh);

(5) Se p(f) = p(g) # 0, entdo existe A € K* tal que p(f — Ag) < p(g)-

A fungao p é chamada uma funcao peso sobre R, se além de (1) — (5) também satisfaz:
(6) p(fg) = p(f)+ p(9).
Aqui, —00 +n = —oo para todo n € Ny U {—o0}.

Exemplo 1.5 Um exemplo de uma K-dlgebra R com uma func¢ao peso p é obtida tomando
R = K[X] e fazendo p(f) = grau(f) para f € R.

Exemplo 1.6 Seja K(X) o corpo de fungoes de uma curva X sobre K. Seja P um ponto
K-racional. Seja R := R(P) a K-dlgebra dada pela intersecao dos anéis locais Og de
K(X), nos pontos S, com S # P. Seja vp a valoriza¢ao em P. Portanto, vp(f) <0 para
todo f ndo nulo em R. Defina p(f) := —vp(f) para f € R. E consequéncia imediata das
propriedades de valorizacao discreta que p € uma fungao peso.

Observagao 1.7 No Ezemplo 1.6 acima temos que p(R*) = H(P) onde R* = R — {0}

e H(P) é o semigrupo de Weierstrass no ponto P.
O resultado abaixo estabelece propriedades de uma funcao ordem qualquer.

Lema 1.8 Seja p uma fungao ordem sobre R. Entao,

(1) Se p(f) = p(g) entao p(fh) = p(gh) para todo h € R.

(2) Se f € R e f#0 entao p(1) < p(f).

(3) K={f R p(f) < p(1)}.

(4) Se p(f) = p(g) entao existe um unico A € K* tal que p(f — Ag) < p(g).

Proposicao 1.9 Se eziste uma funcdo ordem p sobre R, entao R é um dominio de
integridade.

Agora daremos um contra-exemplo para a reciproca da Proposicao 1.9.
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Exemplo 1.10 A K-dlgebra R = K[X,Y]/(XY — 1) é um dominio de integridade. Va-
mos mostrar que nao existe fungao ordem sobre R. Denote x para a classe X + (XY —1)
ey para a classe Y + (XY —1). Logo, R = K[z] + K[y]. E claro que, © # 0 e y # 0.
Se p é uma fungao ordem sobre R entdo p(1) < p(x) e assim p(y) < p(xzy) = p(1). Logo,
p(y) = p(1) e da mesma forma obtemos que p(x) = p(1). Portanto, p(f) < p(1) para todo
f € R. Isto nos mostra que R = K, por (8) do Lema 1.8. Isto é uma contradi¢do, pois
ré¢ K.

Agora veremos que a existéncia de fungoes ordens sobre R esta ligada a existéncia de
certas K-bases de R. O préoximo teorema nos mostra que se existe uma funcao ordem
sobre uma K-algebra R entao existe uma K-base de R, R visto como K-espago vetorial,
com certas propriedades. Tal base nos permite construir os chamados Cédigos Avaliados
e suas respectivas propriedades serao de fundamental importancia para a determinagao

de uma cota inferior para a distancia minima dos mesmos.

Teorema 1.11 Seja R uma K-dlgebra com fun¢ao ordem p. Assuma que R # K.

(1) Entao existe uma base {f; : 1 € N} de R sobre K tal que p(fi;) < p(fix1) para todo i.
(2)Se feRef=MNfi+ -+ Nfionde ), -\ € K e\ #0 entao p(f) = p(fi).
(3) Seja l(i,7) :=1 tal que p(fif;) = p(fi). Assim, I(i,5) < (i +1,7) para todo i e j.

(4) Seja p; = p(fi). Se p € fungao peso entio piiz) = pi + p;-

O proximo resultado nos fornece um caminho a ser seguido quando buscamos exemplos
de fungoes ordens sobre uma K-algebra dada qualquer. O Exemplo 1.10 nos mostra que

nem sempre isso é possivel.

Teorema 1.12 Seja R uma K-dlgebra. Seja {f; : i € N} uma K-base de R como espago
vetorial com f1 = 1. Seja L; o espago vetorial gerado por fi,--- , fi. Seja l(i,5) o menor
inteiro | tal que fif; € L;. Suponha que l(i,5) < (i + 1,7) para todo 1,5 € N. Seja
(pi = 1 € N) uma sequéncia estritamente crescente de inteiros nao negativos. Defina
p(0) = —oo e p(f) = p; se i é o menor inteiro tal que f € L;. Entdo p é uma funcao
ordem sobre R.

O exemplo a seguir ilustra o Teorema 1.12.

Exemplo 1.13 Considere a ordem lexicogrdfica graduada < no conjunto dos mondomios
{X9Y? : a,b € Ny}, isto é, XYY" < XY? se, e somente se, a+b < c+doua+b=
c+d e (a,b) <L (¢,d) onde <y, é a ordem lexicogrdfica. Sejam fi, fa, - a enumeragdo
do conjunto dos monomios tal que f; < fiv1, para todo i € N. Abaixo apresentamos
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duas matrizes. Uma corresponde ao conjunto dos monomios e a outra corresponde aos

respectivos indices, sequndo a enumera¢ao acima.

Yy’ . . . . 122 -
Y5 | XY . . . .. 11623
Y4 XYt X2y . 1111724
Y3 | XY3 | X?Y3 | X3y3 o 711211825
Y2 XY? | X?Y? | X3Y? . e 418 113]19
2
1

Y | XY | X?Y | X3Y | X4y | ... 519 14(20]...
1 X X? X3 Xt | X° 6 |10 |15 21

SejaR:=K[X,Y]ef=Mfi+ 4+ A\fn em R. Defina p(0) = —oc0 e p(f) =n—1 se
An # 0. E'fdcil de ver que p € funcao ordem sobre R. Neste caso, fs = XY?, fo = X?Y
e fafo = X3Y?3 = fo5. Logo, 1(8,9) = 25.

Para generalizar < basta introduzir um “peso”nas varidveis X e Y. Por exemplo, se o
"peso”de X €4 e o "peso”deY €5 entdo X*Y? < XYY se, e somente se, 4a+5b < dc+5d
ou 4a + 5b = 4c + 5d e (a,b) <, (¢,d). No primeiro caso os "pesos”de X eY sao iguais
al.

O préximo resultado trata da existéncia de fungoes pesos para uma classe especifica
de K-algebras.

Proposicao 1.14 Seja I o ideal em K[X,Y] gerado por um polinémio da forma XY ¢+
uY* e+ G comu € K*, G € K[X,Y], degy(G) = d < a, deg(G) < b+c e mdc(a,b) = 1.
Seja S = K[X,Y|/I, x = X+ 1 ey =Y +1. Seja R o espago vetorial gerado por
{2%y? 1, €Ny A a<a A ca < (a—d)S}. Entio R é uma K-dlgebra com fungdo
peso p tal que p(x) =b e p(y) = a.

Vejamos alguns exemplos que ilustram a Proposicao 1.14

2

Exemplo 1.15 Seja g = r®, onde r € poténcia de um numero primo. Considere a curva

Hermitiana sobre F, com equacao afim
Xty —Y =0.

Entao esta equacdo € da forma XY+ uY? ¢ 4+ G = 0, como na Proposicio 1.14, com
a=r+1,b=r,c=d=0,u=—-1eG = -Y. Considere o caso r = 4. Seja R a
Fi6-dlgebra dada por R = Fi[X,Y]/(X? —=Y*-Y). R tem

{z%9’ . a < 5}
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como base. Entdo p(z®y®) = 4a + 58 dd uma funcdio peso sobre R. A sequéncia (f :
[ € N) € uma enumeragdo crescente da base, com relagio aos seus pesos. Os primeiros

termos e seus respectivos pesos $ao:

2 3 4

y 2?2 wy y* 2 2ty ay? Y’ 2t 2Py 2y’ oay’ oyt aly
5 8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Neste caso, [(4,7) = 15 pois fy = 22, fr = 23 e fufs = 2° = y* +y = fi5 + f3. Note
também que p; = p(f;) =1+ 5, para todo [ > 7.

Exemplo 1.16 A qudrtica de Klein sobre Fg com equacgao afim
X3Y 4+ Y3+ X =0,

¢ da forma X°Y° + uY* + G = 0, como na Proposicio 1.14, com a = 3, b = 2,
c=d=1,u=1eG=X. Seja R a Fy-subdlgebra de Fs[X,Y]/(X3Y + Y3+ X) gerada
pelos elementos x*y° tais que o < 3 e a < 23. Entdo R tem

(Bu{z*y’:a<2 A 16}

como base, com p(1) = 0 e p(z*y”) = 2a + 33 gerando uma funcio peso sobre R. A
sequéncia (f; : | € N) € uma enumeracao crescente da base, com relagio aos seus pesos.

Os primeiros termos e seus respectivos pesos sao:

1y oy o 2%y oy o® 2% 2 yt 2%y’
03 5 6 7 § 9 10 11 12 13

Neste caso, 1(3,5) = 10 pois fs = xy, f5 = 2’y e fsfs = 2°y* = —y* — 2y = —f10 — f3.
Note também que p; = p(fi) =1+ 2, para todo | > 3.

1.2.2 Cddigos avaliados e distancia minima dual

Seja p uma funcao ordem sobre R e K = F,. Apresentamos nesta subsecao os Cddigos
Avaliados sobre R e exibimos uma cota para a distancia minima dos respectivos codigos
duais.

O Teorema 1.11 nos mostra que existe {f; : i« € N} base de R sobre F, tal que
p(fi) < p(fiz1) paratodoi € N, e paratodo 0 # f € R existe um j € N com p(f) = p(f;).
Seja L; o espagco gerado por fi,-- -, f;. Entao, paratodo 0 # f € R temos que p(f) = p(f)
se, e somente se, [ é o menor inteiro tal que f € L;. Assim, [(i, ) é o menor inteiro [ tal

que fif; € Ly pois I(7, j) := [ tal que p(fif;) = p(f1)-
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Com o objetivo de tornar Fj uma F-dlgebra introduzimos a seguinte multiplicagao *

em F7. Sejam a,b € F}. Por definicio, a * b := (a;b1,--- ,a,b,) onde a = (a1,--- ,a,) e
b= (b1, - ,bn). O espago vetorial F} com a multiplicagao * torna-se um anel comutativo
com unidade (1,---,1). Identificando {(A,---,\) : A € Fy} com F, temos que Fy; ¢ uma

F ,-algebra.
Definigao 1.17 A aplicagao
p:R—F,

¢ chamada um morfismo de F-dlgebras se ¢ é F-linear e

o(fg) = o(f) *¢(g)-

O Cédigo Avaliado E; e seu dual Cy sao dados por

Ep = o(Li) =< @(fi),-o(fi) >,
C, = {cEFZ:c~g0(fi) =0 para todoz'gl}.

A sequéncia de codigos (E; : | € N) é crescente com respeito a inclusdo e todos eles
sao subespagos de Fj. Logo, existe um N natural tal que E; = Ey para todo [ > N.
Naturalmente, Ex = ¢(R). Seja h; := ¢(f;) para todo i < N.

Exemplo 1.18 Considere o conjunto P consistindo dos n pontos distintos Py, --- | P, em
F7'. Seja R =Fy[Xy, -+, X,]. Considere a aplicagio avaliagao

avp : R — F,

dada por avp(f) = (f(FP1), -, f(Pn)). Isto € um morfismo de F,-dlgebras, pois FG(P) =
F(P) x G(P) para quaisquer polinomios F e G e qualquer ponto P em F{".

Com isto, podemos exibir um morfismo de uma curva em Fy. De fato, suponha que I é
um ideal no anel F,[X,--- , Xs] e Py, -+, P, s@o zeros de I. Entao, a aplicacao avaliacao
induz uma aplicacao linear (bem definida)

avp : F Xy, -, Xp|/I — Fn

q

a qual é também um morfismo de F-dlgebras.
Agora vamos mostrar a importante conexao entre Cédigos Avaliados construidos sobre

R(P) = ﬂ Op com a fungao ordem p = —vp e CGG (pontuais) no ponto P.
S#P
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Exemplo 1.19 Sejam R, P e p como no Exemplo 1.6. Agora, tome Py,--- , P, pontos,
distintos dois a dois, Fy-racionais de X diferentes de P e considere o diwvisor D 1= P, +
<o+ P,. Sejam (f; : i € N) base de R tal que p; == p(fi) < p(fiz1) = pir1- Da
Observagao 1.7 seque que H(P) = {p; : i € N} € o semigrupo de Weierstrass de P (ou
o conjunto das ndao-lacunas de P). Como L(pP) = {f € R : p(f) < p}, entao os
elementos da base de R que estao em L(p,P) formam uma F,-base de L(p,P). Portanto,
L(pP) =< f1,--+, fi >= L;. Logo, podemos concluir que

El = aUp(Ll> = CLU7)<£<plP>> = C(D, plP>

onde C(D, pP) denota o Cddigo Geométrico de Goppa associado aos divisores D e p,P.
Assim,

Cy, = Ej* = C(D, p,P)* = Co(D, p/P),

onde a ultima igualdade é um resultado conhecido sobre CGG.

Nosso préximo passo é construir uma cota inferior d(l) para a distancia minima d; de
C;. No caso particular do Exemplo 1.19, esta cota serd uma cota inferior para a distancia

minima d; de Cq(D, p,P). Recordando, Goppa mostrou que neste caso
dy = pr— (29 — 2),

onde g denota o género de X'. Veremos, por meio dos exemplos, que para alguns valores
de I < N a cota d(I) é melhor do que a cota de Goppa. Mais precisamente,

dy > d(l) > py — (29 - 2).

Agora vamos trilhar o caminho que nos fornecera d(l). Para isto, recorde que h; = ¢(f;)
para todo i < N e E; = Ey = ¢(R) para todo [ > N. Seja H a matriz N x n cuja
i-ésima linha é dada pelo vetor ;. Se ¢ nao é sobrejetora entao H nao gera Fj. Nesta
situagao, sejam hAnyi1,..., vy em Fyoe ﬁ a matriz (N + t) X n obtida acrescentando
os vetores hyy1,...,hyy abaixo da tdltima linha de H de forma que ﬁ gera F’;. Para

y € F} considere as matrizes S(y) e S(y) das sindromes de y dadas por

~

S(y) = (sij(y) : 1 <i,5 < N +1) e S(y) = (si(y) : 1 <4,j < N),

~

onde s;;(y) := y-(h;*h;). Assim, S(y) é uma submatriz de S(y) e, portanto, posto (S(y)) <
posto <S(y)> O préximo resultado nos mostra uma relagao entre o peso de um elemento

y de Fy, denotado por w(y), com o posto das matrizes acima contruidas.
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Lema 1.20 Seja y € Fy e D(y) a matriz diagonal com y na diagonal. Entdo

~ ~T ~

S(y) =HD(y)H ¢ w(y) = posto (S(y)) = posto (S(y))

Observagao 1.21 Em [10], os autores trabalham a todo momento com a hipdtese de que
¢ seja sobrejetora. Neste caso, H=He g(y) = S(y). Na verdade, eles provaram
o Lema 1.20 nesta situacao especifica. Mas afirmamos que isso nao nos trard nenhum
problema pois a demonstragao é exatamente a mesma para §(y) e IN{ O que mais importa

¢ que w(y) > posto (S(y)) sendo ¢ sobrejetora ou nao.

Com base nos dois resultados que vem a seguir, poderemos expressar uma cota para
a distancia minima de C; para todo [ < N. O lema abaixo vale apenas para os elementos
de S(y).

Lema 1.22 (1) Sey € C; e l(i, ) < entdo s;;(y) =

0.
(2) Sey € C\Ciy1 el(i,j) =141 entdo s;;(y) # 0.

Para [ € Ny considere as seguintes definicoes:

Ny ={(3,5) e N*: (i, §) = 1 + 1};
1% ZI#NI.

Se p é uma funcao peso entao
Ny = {(i,5) € N*: p(fi) + p(f;) = p(fir1) } -

O lema anterior nos permite provar o proximo resultado. Este por sua vez, s6 pode
ser aplicado para os valores de [ tais que [ +1 < N.

Proposicao 1.23 Se y € C)\Cj41 entao w(y) > v.

Finalmente, enunciamos o principal resultado desta secao. Este, é consequéncia ime-

diata da proposicao 1.23. Para isto, considere o seguinte ntiimero:
d(l) == Min{vy, : m > 1}.
Teorema 1.24 O nidmero d(l) € cota inferior para a distincia minima de Cj, ou seja,
d(Cy) > d(1).

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 1.25 Sejam R = F[X] e p(f) = grau(f) a fungao ordem do Ezxemplo 1.5.
Seja fi = X't Para um elemento primitivo o de F, e n = ¢ — 1 seja ¢ : R — Fy
definida por p(f) = (f(a®), -+, f(a"™")). Entio Cy={ce€F}:c-p(fi)=0, 1 <i<I}
€ um codigo ciclico com
v =#{(0,5): fify = fin} = #{,) : XX = X1}

=#{(0,j):i+j=1+2}

=1+1.
e portanto d(l) =1+ 1.

Nos dois exemplos seguintes temos que p é uma fungao peso. Assim

Ny =A{(.7) : pi + pj = pr1}

onde p; = p(f;). Também, sejam P e D como no Exemplo 1.19. Logo, C; = Cqo(D, pP) e
H(P) ={p; :i € N}. Em cada caso, P seréa descrito. Veremos nos exemplos abaixo que
d(l) > dg(1), para alguns valores de [.

Exemplo 1.26 FEste é uma continuacao do Exemplo 1.16 com a qudrtica de Klein de
género g = 3. Neste caso, o semigrupo de Weierstrass de P =(0:1:0) €{0,3,5,6,7,...}
e R = R(P) [1, Lema 3.4]. A tabela abaizo nos fornece uma lista dos valores p;, v, d(1)
edg(l) com1<1<9.

I 1 2 345678 9
pm 0 3 56789 10 11
v 2 2 32445 6 T
dl) 2 2 22445 6 7
de(l) =4 -1 1 2 3 45 6 7

E fdcil de ver que d(l) = v, =1 — 2 = dg(1) para todo | > 6.

Exemplo 1.27 FEste é uma continuacao do Exemplo 1.15 com a curva Hermitiana sobre
Fis de género g = 6. Neste caso, para qualquer ponto Fig-racional é sabido que seu
semigrupo de Weierstrass é {0,4,5,8,9,10,12,13,...}. Para P = (0 : 1 : 0) temos que
R = R(P). A tabela abaizo nos fornece uma lista dos valores de py, v, d(l) e dg(l) onde
1 <1< 16.

l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
P 0 4 5 8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
v 2 2 3 4 3 4 6 6 4 5 8 9 8 9 10 12
d(l) 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 8 8 8 9 10 12

d¢(l) =10 -6 -5 =2 -1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Temos também que d(l) = v, =1 —5 = dg(l), para todo | > 16.

16



Capitulo 2

Funcoes Ordens Fracas

Este capitulo é parte fundamental desta tese. Nele, estendemos os conceitos de funcao
ordem e funcao peso, e apresentamos alguns resultados. Para modificarmos tais conceitos,

vamos introduzir a seguintes notacoes. Seja
p:R— NoU{—o0}

uma fungao. As nao-unidades e unidades de R com respeito a p sao, respectivamente,

0s conjuntos:

M=M,={feR:p(f)>p(1)} e
U=U, ={feR:[#0ep(f) <pl)}

Ao longo deste capitulo, R denotara uma K-dlgebra diferente de K.

Definicao 2.1 A funcdo p é chamada uma fungao ordem fraca sobre R se as sequintes
propriedades sao satisfeitas. Sejam f,g,h € R.

(D) p(f) = —oc se, e somente se, f = 0;
(II) Para X € K*, p(Af) = p(f);
(IIL) p(f +g) < max{p(f),p(9)}, € a igualdade vale sempre que p(f) # p(g);
(IV) Se p(f) < p(g) e h € M, entio p(fh) < p(gh);
(V) Se p(f) = plg) e f,g € M, entdo existe X € K* tal que p(f — Ag) < p(g).

A fungdo p é chamada de fungao peso fraco sobre R, se além de (I) — (V) também

satisfaz:

17
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(VD) p(fg) = p(f) + plg) sempre que f,g € M.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.2 Naturalmente, uma fungao ordem € uma funcdao ordem fraca comU = K*
(Lema 1.8(3)).

Exemplo 2.3 (FUNGAO CONSTANTE) Seja ¢ € Ng. Para f € R definimos p(f) = —o0
se f=0ep(f)=csef#0. Assim, U = R* e M = (). Note que, por vacuidade,
os Aziomas (IV) e (V) sdo satisfeitos. E imediato que p é fungio ordem fraca sobre
R mas NAO ¢ func¢io ordem sobre R. De fato, lembre que R # K. Seja f € R\ K.
Assim, p(f) = p(1). Se p é func¢ao ordem, seque do Azioma (5) que existe A € K* tal
que p(f — A1) < p(1) = ¢. Ou seja, p(f — A1) = —o0 e, portanto, f — A1 = 0. Logo,
f=Ae K, o que é uma contradicao.

A aplicacao em codigos sera feita sobre as K-dlgebras do préximo exemplo.

Exemplo 2.4 (GENERALIZA O EXEMPLO 1.6) Seja K(X) o corpo de fungoes de uma
curva X sobre K. Sejam P e Q pontos distintos e K -racionais de X. Seja R := R(P, Q)
a K-dlgebra dada pela interse¢ao dos anéis locais Og de K(X), nos pontos S, com S # P
e S # Q. Sejav:=wvp awvalorizacao em P e p a funcdo definida por

—00, se f=0
p(f) =140, sev(f)>0and f#0
—v(f), sev(f) <0

para f € R. Vamos mostrar que p € uma fungao ordem fraca sobre R. Os Azxiomas

(1) e (II) seguem, respectivamente, da definicao de p e da propriedade v(f) = v(Af).

Azioma (III): sejam f,g € R tal que p(f) < p(g) (%); primeiro vamos mostrar que
p(f +9) < p(g). Por absurdo, suponha que p(f + g) > p(g). Entio, v(g) < 0 ou
v(f+g) < 0. No primeiro caso, v(f+g) <0 e assimv(f+g) < v(g). De (%), v(g) < v(f).
Pela propriedade de valoriza¢ao temos que v(g) = v(f + g) < v(g), uma contradi¢ao. No
outro caso, v(g) > 0. Logo, (%) nos mostra que v(f) > 0 e portanto 0 < v(f+g) <0, uma
contradi¢cdo. Agora vamos mostrar que p(f + g) = p(g) se p(f) < p(g) (*1). Se v(g) >0,
de (x1) temos que p(f) <0, assim f =0 e o resultado seque trivialmente. Seja v(g) < 0.
A desigualdade (x1) nos permite concluir que v(g) < v(f) e portanto v(f + g) = v(g), ou

seja, p(f +g) = p(g).
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Azioma (IV): sejam f,g,h € R tal que p(f) < p(g) e p(1) =0 < p(h) = —v(h). Vamos
mostrar que p(fh) < p(gh). Temos que v(f) < 0 ouwv(g) < 0. No primeiro caso, v(g) <0
e portanto —v(f) < —v(g). Assim, p(fh) = —v(fh) < —v(gh) = p(gh). No outro caso,
v(f) > 0. Desde que p(gh) = —v(gh) > 0 (%2), podemos assumir que v(fh) < 0. Devemos
mostrar que —v(fh) < —v(g), ou equivalentemente, —v(f) < —v(g). Isto seque de (x3).

Axioma (V): Sejam f,g € R tais que 0 = p(1
assim existe A € K* tal que v(f — \g) > v(g).
Por outro lado, se v(f — Ag) <0, p(f — Ag) =

) < p(f) = plg). Entao v(f) = v(g) e
Sev(f—Xg) >0, p(f —Ag) <0 < p(g).
—v(f = Ag) < —v(g) = p(g)-

Na verdade, p € fungdo peso fraco sobre R, pois v(fg) = v(f) + v(g) para todo f,g € R.
Neste caso, U = R(Q)*. Isto nos mostra que p nao € fungao ordem sobre R. Além
disso, p nao satisfaz os Aziomas (4), (5) e (6) da definicao de fungao ordem. Estd
fungdo peso fraco sobre R = R(P,Q) pode ser definida sobre uma K-dlgebra mais geral.
A saber, sejam P,Q1,--- ,Q.,, pontos K-racionais da curva X, diferentes entre si. Seja
R := R(P,Q1, - ,Qn) a K-dlgebra dada pela intersecio dos anéis locais Og de K(X),
nos pontos S, com S # P e S # Q; para todo i tal que 1 < i < m. Nesta situagao,
U=R(Q1,,Qm)"

Observe (Exemplos 2.3 e 2.4) que jé temos fungoes ordens fracas diferentes de fungoes
ordens. Os proximos exemplos também gozam desta propriedade. Neste momento, nao
justificaremos, utilizando a definigao de fungao ordem fraca (Definigao 2.1), que as fungdes
apresentadas abaixo sao fungoes ordens fracas. Queremos apenas evitar calculos enfadon-
hos e repetitivos. Na verdade, a construgao destes exemplos se enquadram numa situagao
mais geral; isto é, existe um método que nos permite construir fun¢oes ordens fracas so-
bre K-algebras. Mais a frente exibiremos este método, e ai sim justificaremos que tais
exemplos sao de fato fungoes ordens fracas.

Exemplo 2.5 (GENERALIZA O EXEMPLO 1.13) Consideremos a ordem lezicogrdfica
graduada < no conjunto dos mondémios Ry = {X*Y?:a,b € Ng A a+b > 2}, isto ¢,
XYt < XYY se, e somente se, a+b<c+douva+b=c+d e (ab) < (c,d) onde
<r € a ordem lexicogrdfica. Sejam fi, fo, -+ a enumera¢do do conjunto dos mondémios
acima tal que f; < fiy1 para todo i € N. Abairo, apresentamos duas matrizes. Uma
corresponde ao conjunto dos monomios e a outra corresponde aos respectivos indices,
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sequndo a enumerag¢ao acima.

Yy’ . . . . . 119
Y| XY? . 13| 20
Y4 | XY*| X2y . 8§ (14 (21| -
Y3 XY3 | X2Y3 | X3Y3 . e 419 11522
Y2 XY? | X?Y? | X3Y? . 1{5(10{16] -
XY | X%y | X3Y | XY | ... 216 |11 (17|...
X? X3 X4 | X5 37|12 18

Seja R := K[X,Y] e Rg:={1,X,Y}. Assim, R = (Rg) ®(Ry). Se f € R entao existem
inicos fo € (Ro) e A\, , N\ € K tais que

f=fo+Ofi+-+MNfr)

A fungdo p definida por
—o00, se f=0
t, se f#0
¢ uma fungdao ordem fraca sobre R com U = (Rg)*. A mesma construcao pode ser feita,

considerando Rg = {X*Y?:a,b e Ng A a+b<n} eR; ={X¥V’:a,b e Ny A a+b>
n+1}. Assim,

p(f) =

R = (Roy) ® (Ry)
eU = (Ro)". Note que U U {0} NAO é um anel.

Exemplo 2.6 (GENERALIZA O EXEMPLO 1.5) Seja R := K[X]. Logo, R = (1,--- , X™)®
(Xt X2 ) para qualquer n € Ny fizo. Assim, para f € K[X] existem tinicos
foe(d,---, X™ eA,-- , N\ € K tais que

f:f0+(/\1Xn+1+"'+>\tXn+t)-

A funcgao p definida por

—o00, se f=0
p(f) =10, se grau(f) <n,
t, se grau(f) =n+t>n
¢ uma fungdo ordem fraca sobre R comU = (1,--- , X™". Aqui, U U{0} tampouco é um

anel.
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Agora, vamos provar alguns resultdos andlogos aos apresentados na Subsecao 1.2.1. O

primeiro, refere-se ao Lema 1.8(1).

Lema 2.7 Seja p uma fungdao ordem fraca. Se f,g,h € M e p(f) = p(g) entdo p(fh) =
p(gh).

Prova. Pelo Axioma (V), existe A € K* tal que p(f — Ag) < p(g). Disto, aplicando
os Axiomas (IV) e (II), respectivamente, temos que p(fh — Agh) < p(gh) = p(Agh).
Portanto, aplicando o Axioma (III) para as fungoes (fh — Agh) e Agh, concluimos que

p(fh) = p((fh — Agh) + Agh) = p(Agh) = p(gh).

O proéximo resultado nos mostra uma generalizagao da Proposicao 1.9. Seja
U=UU {0}.

Proposicao 2.8 A K-dlgebra R € um dominio de integridade se, e somente se, existe
uma fungdo ordem fraca p sobre R tal que Yf:= U U {0} é um subanel de R que é um

dominio.

Prova. Suponha que R é um dominio de integridade. Tome p a funcao ordem fraca
constante (veja Exemplo 2.3). Assim, U= R.

Agora, seja p funcao ordem fraca sobre R tal que Z:[ ¢ dominio de integridade. Tome
f,g € R*. Devemos mostrar que fg # 0. Se f,g € Z/N{, por hipdtese, nao hé nada a fazer.
Assim, suponha que f € M ou g € M. Sem perda de generalidade, admita que f € M,
isto é, p(1) < p(f). Como g # 0, entdao p(0) < p(g). Logo, aplicando o Axioma (IV),
temos que p(0) < p(fg). Portanto, fg # 0. O

Observacao 2.9 O Ezxemplo 1.10 exibe uma K-dlgebra, mais precisamente um dominio,
que nao possui funcdao ordem. No nosso caso, isto nao € possivel como prova a proposi¢ao
anterior (p = constante ), sempre que R # K. No prézimo exemplo exibimos uma fung¢ao

ordem fraca, diferente da constante, neste mesmo domaiio.

Exemplo 2.10 Seja R = K[X,Y]/(XY — 1) = K[z] + K[y| a K-dlgebra do Exemplo
1.10, onde x = X, y =Y e xy = 1. Vamos exibir uma funcdio ordem fraca p,diferente
da constante, que nao € funcao ordem. Como nos exemplos acima, nao provaremos neste

momento que p € fung¢ao ordem fraca. A mesma € construida utilizando o método que em
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breve apresentaremos. Assim, R = K[x] ® (y,y%,v3,--+) e portanto, para todo f € R,
existem unicos f(x) e f(y) com deg(f(y)) # 0 tais que

f= 1)+ f(y).
Seja p tal que
—00, se f=0
p(f) =40, se f(y) =0
deg(f(y)), se f(y) #0.

Temos que p € uma fungdo ordem fraca com U = K [x]*.

Podemos questionar se existe K-algebra que nao possui funcao ordem fraca diferente

da constante. O exemplo abaixo da resposta a isto.

Exemplo 2.11 Seja R uma K-dlgebra diferente de K e g € R\K. A fun¢do p := p,
definida por

—o0, se f=0
pe(f) =40,  sefe(g)\{0}
1, sef¢(g)

¢ uma funcao ordem fraca com U, = R*. Vamos provar isso. Da definicao, € imediato
que os Axiomas (I) e (II) sao satisfeitos. Por vacuidade, os Aziomas (IV) e (V) sao
satisfeitos. Resta-nos testar o Azioma (III). Primeiro vamos mostrar que py(f + h) <
Maz{p,(f),ps(h)}. Sejam f,h € R. Se f+h =0, seque o que queremos. Se 0 # f+h =
Ag entao f # 0 ou h # 0 e, portanto, p,(f +h) = 0 < py(f) ou p,(f + h) < py(h).

Se 0 # f+h ¢ (g9) entao f ¢ (g) ouh & (g) e, portanto, p,(f +h) =1 = py(f) ou
pg(f +h)=1= py(h). Agora vamos mostrar que vale a igualdade se py(f) < pg(h). Se

f =0, € imediato o que queremos. Se 0 # f € (g) entao h & (g), f+ h & {(g) e portanto
pg(f + 1) = pg(h).

O resultado abaixo caracteriza a funcao ordem em termos da funcao ordem fraca.

Lema 2.12 Seja p: R — NoU{—o00} uma funcao. Entao p é uma fun¢ao ordem se, e

somente se, p € uma funcdo ordem fraca tal que U = K*.

Prova. Admita que p é uma funcao ordem. Da definicao segue que p é funcao ordem
fraca. Do Lema 1.8(3) segue que K* =U.

Suponha que p é funcao ordem fraca com U = K*. Temos que provar que p satisfaz
os axiomas da defini¢do de ordem fraca (veja 1.4). Da defini¢ao de funcdo ordem fraca é
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imediato que p satisfaz os Axiomas (1), (2) e (3). Sejam f,g,h € R tal que h # 0. Note
que R = MUU = MUK*. Primeiro, vamos provar que p satisfaz o Axioma (4). De fato,
admita que p(f) < p(g). Se h € M entao pelo Axioma (IV) temos que p(fh) < p(gh). Se
h € U = K* entao pelo Axioma (II) temos que p(fh) = p(f) < p(g) = p(gh). Portanto, p
satisfaz o Axioma (4). Para finalizar, provaremos que p satisfaz o Axioma (5). Suponha
que —oco < p(f) = p(g). Se f,g € M entao pelo Axioma (V) existe A € K* tal que

p(f —Ag) < p(f). Se f,g € U = K* tome \ := g. Assim, p(f — Ag) < p(f). Logo, p
satisfaz o Axioma (5). O

Agora trataremos da unicidade de A € K* satisfazendo o Axioma (V). No caso de p
ser fungao ordem esta questao foi tratada no Lema 1.8(4).

Lema 2.13 Se p(1) < p(f) = p(g) entao existe inico X € K* tal que p(f — Ag) < p(f).

Prova. A existéncia é garantida pelo Axioma (V). Vamos mostrar a unicidade. E imedi-
ato que g # 0. Admita que existem A, u € K* tais que p(f—Ag) < p(f) e p(f—pg) < p(f)-
Assim, dos Axiomas (II) e (III) segue que

p((n—Ng) = p((f —Ag) — (f — ng)) < Max{p(f — Ag),p(f — 1g)}.

Logo,
p((n = AN)g) < plg).
Isto acontece apenas se u — A = 0, pois g # 0. Disto temos que p = . U

Nosso objetivo agora ¢ provar um resultado andlogo ao Teorema 1.11. Para isto,

precisamos dos lemas auxiliares abaixo.

Lema 2.14 Seja p fungao ordem fraca tal que U # R*. Entao M # () e o conjunto p(M)
possui infinitos elementos.

Prova. E imediato que M # (), pois do contrdrio Y = R*. Seja f € M. Aplicando o

Axioma (IV) sucessivas vezes temos que

p(1) < p(f) < p(f*) < p(f*) <

Isto nos mostra que p(M) possui infinitos elementos. U

Observacao 2.15 Para p como no lema anterior, admita que

pM) ={p1 <p2<pg<--- }

Seja F :={f; € M :i € N} tal que p(fi) = pi, para todo i € N. Assim, p(F) = p(M).
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Lema 2.16 Seja p funcdao ordem fraca com U # R* e F nas condigoes da observagao
acima. Se f € M e p(f) = p(fn) entao existem unicos Ai,--- , A\, € K, A\, # 0 tais que

F=Ofit -+ €U,

Prova. Vamos provar a existéncia. Usaremos indugao sobre n. Suponha que p(f) = p(f1)-
Pelo Axioma (V), existe \; € K* tal que

p(f = Afi) < p(f).

Isto nos mostra que (f — A1 f1) € Zj{, pois p(h) > p(f1) para todo h € M por construgao.
Suponha que vale a propriedade para m < n. Se p(f) = p(f.), pelo Axioma (V) existe
An € K™ tal que

p(f = Anfn) < p(fn)-

Caso f — A\ fn =0, tome \; =--- = \,_1 = 0. Assim,
f=Oufit+f) €U

Caso contrério, existe a < n tal que p(f — A\ofn) = p(fa). Pela hipdtese de indugao,
existem Aj, .-+, A\, € K, A\, # 0, tal que

(f_/\n)_()‘lfl+"'+)\afa)e&-

Fazendo A\, 11 = --- = \,_1 = 0, se necessario for, temos que

F=Ofit -+ Af)EU.

Vamos mostrar a unicidade. Suponha que existam Ay,--- A\, € K e puy,--+ ,pup, € K
tais que A\, #0, u #0 e

hy=f—(Mfi++Af) EU e

~

h2 :f_(:ulfl"i_"i_,unfn)eu

Assim,

p(f = Mfn) = plha + M fi+ -+ A fo1) < p(fn) e
p(f = tnfn) = plha + pafr+ -+ pafr) < p(fn)-

Do Lema 2.13 segue que A, = u,,. Argumento analogo nos mostra que \; = pu; para todo
ttalque 1 <i<n—1. O
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Teorema 2.17 (ANALOGO A0 TEOREMA 1.11) Seja p uma func¢ao ordem fraca sobre
R tal que U # R*.

(1) Eziste um conjunto linearmente independente F' = {f; : 1 € N} C M tal que p(f;) <
p(fir1) e p(F) = p(M).

(2) Seja f € R. Entao f pode ser escrito, de maneira inica, da forma

f=f+Mfi+-+fn

onde fy € Zj{ eM,...,\n € K. Em outras palavras,
R =/ @ (F).

Se f #0 en é o menor inteiro tal que f pode ser escrito da forma acima, entao p(f) =

p(fn)-
(3) Seja l(i,7) o menor inteiro | tal que p(fif;) = p(fi). Entao l(i,5) < (i +1,7) para
todo 1 € Ng e j € N. Se p é funcdao peso fraco e i,7 € N, entao
PiGi.j) = Pi T Pj
onde p(f;) = pi-

Prova. (1) Da Observagao 2.15 segue que existe F' = {f; : i € N} C M tal que
p(fi) < p(fix1) e p(F) = p(M). Vamos mostrar que F' é linearmente independente.
Suponha que

Sem perda de generalidade, admita que A, # 0. Assim,

contradicao. Logo, Ay =--- =\, = 0.

(2) Se f = 0 o resultado é imediato. Suponha f € R*. Se f € U, ndao hé nada a
provar. Assim, f € M e existe n € N tal que p(f) = p(f,). Do Lema 2.16, existem
unicos A1, -+, A\, € K, A\, # 0, tal que

for=f—fid-F+Mfa) €U

Isto nos mostra que fy é tnico. Portanto, f pode ser escrito de maneira tunica. Agora,

admita que n é o menor inteiro tal que

0# f=forAfit+- 4 Afa
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Se f € U entdo f = fy e p(f) = p(fo). Se f € M entao A\, # 0. Dos Axiomas (II) e (III)
segue que p(f) = pOnfn) = Alfu):

(3) Ja sabemos que p(f;) < p(fis1) para todo ¢ € Ng. Aqui, fy representa qualquer
elemento de /. Seja j € N. Assim, f; € M e pelo Axioma (IV) temos que p(fif;) <
p(fi+1f;), como querfamos demonstrar. Da defini¢do de fungdo peso fraco segue que
Pii,j) = pi + pj, sempre que 4, j € N. Il

Finalmente, vamos exibir o método que nos permite construir funcoes ordens fracas

sobre uma K-algebra.

Teorema 2.18 Seja {f; : i € N} CR\K um conjunto linearmente independente e Ry o
seu completamento que determina uma K-base de R. Assim,

R = (Ro) @ (fi, fa, -+ ) -

Sejam Ly = (Ro), Li = Ro @& (f1,- -+, fi) para todo l € N e l(i,j) = Min{l : f;f; € Li}.
Para todo i € Ny, suponha que

1(i,5) <U(i+1,5)
para todo 7 € N e que
1(i,0) < I(i+1,0).

Seja (p; i € No) uma sequéncia estritamente crescente de inteiros nao negativos. Defina
p(0) = —oo e p(f) = pi se l € o menor inteiro tal que f € L;. Entdo p é uma fun¢ao
ordem fraca sobre R. Se além disso, py;j) = p; + pj para todo i,j € N, entdo p € uma

funcao peso.

Prova. Os Axiomas (I), (II), (III) e (V) sdo consequéncias imediatas das defini¢oes.
Vamos provar que o Axioma (IV) é satisfeito. Sejam f, g, h € R tais que

f:f0+)\1f1+"'+/\rfra

9290+51f1+"’+ﬁsfs,
h=hy+yfi+-+2%nft,

r<sel <t Assim, p(f) = p < ps = p(g9). Se f =0 o Axioma (IV) é satisfeito.
Suponha que f # 0. Logo, s > 1. Para 1 <14 < s temos que fih € Ly e goh € Ly,

pois Ly € Liay € Liws. Portanto, gh € Lyys). Pelo mesmo raciocinio, temos que
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fh € Ly, Por hipétese, I(z,7) < (i + 1, j) para todo j € N. Assim, como ¢ > 1 segue
que t € N e, portanto,

Wt,r) <lt,r+1) <lt,r+2)<---.

Consequentemente,
I(t,r) <---<l(t,s—1)<I(t,s)

pois r < s — 1 < s. Isto nos mostra que,

p(fh) < piery < pies) = p(gh)

onde a tltima igualdade vale pois gh € Ly 5\ Lt,s—1). Do contrario, fsfi € Lyts-1) 0 que
é um absurdo. Logo, podemos concluir que p é funcao ordem fraca. Agora veremos que
p ¢ fungao peso sobre R. J4 sabemos que 1 < s,t. Se py; ;) = p; + p; para todo ¢, € N
entao

p(gh) = pues) = pe + ps = p(h) + p(g) = p(g) + p(h).

Isto mostra que p é funcao peso. O

Com isto podemos justificar que nossos exemplos anteriores sao fungoes ordens fracas.

Em cada um dos exemplos, devemos mostrar a condi¢ao imposta sobre (i, j).

(1) Justificando Exemplo 2.5:
Sejam f; = XY < fii1 = XY%e f; = X"Y® com 2 < r + 5. Assim, ¢ facil ver que

Jifi < Jivrf;

para todo 7,7 € Ny, pois (a+7)+(b+s) < (c+7)+(d+s) ou (a+7,b+s) <L (c+7r,d+5s)
se (a+r)+(b+s)=(c+r)+(d+s). Logo, l(i,j) < I(i+1,7). O

(2) Justificando Exemplo 2.10:
Lembremos que f; =y para todo i > 1, fo € K[z] e zy = 1. Também, p(f;) = deg,(f:).
Assim, se 1 < j entao
p(fif;) = deg,(fif;)

< deg,(fi) + deg,(f;)

< deg,(fir1) + deg(f;)

= degy(fiJrlfj)

= p(fisrfj)
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Logo, I(i,7) < l(i+1,7). Se 7 =0, é imediato que

p(fif;) = deg,(fifo) < deg,(fir1fo) = p(fix1fo)-

Portanto, 1(i,0) < (i + 1,0). O

Agora, vamos fazer algumas consideracoes com o objetivo de se determinar uma K-base
para R por meio de fungoes ordens fracas. Recordemos que, se p é uma fungao ordem fraca
sobre R entao existe um subconjunto F' = {f; : i € N} C M, linearmente independente
sobre K, tal que

R =U, & (F).

Portanto, p gerou um conjunto linearmente independente sobre K, que por sua vez pode
ser completado gerando uma K-base de R. Agora, imagine que o é uma outra fungao
ordem fraca sobre R tal que U, € U,, isto é, U, N M, # 0. Em alguns exemplos, vimos

que U, nao ¢ um anel. Particularizando, admita que U, é um anel. Logo, o, := O'lZ; é
P

funcao ordem fraca sobre U, com U,, = U,NU,. Assim, existe G = {g; : i € N} C M,, =
M,NU,, linearmente independente sobre K, tal que U,= Z//l; @ (G). Portanto,

R=U, o (G (F)=UNU & (G F).

Se U, NU, = K* entao
R=Ko(G)ad (F),

e portanto p e o “geram”uma K-base de R. Esta andlise motiva a préxima definicao e

também nos faz entender as condigoes suficientes que aparecem no teorema abaixo.

Definicao 2.19 Dizemos que uma fun¢ao ordem fraca p sobre R, tem a propriedade

de anel quando U, ¢ um subanel de R.

Agora vamos construir uma K-base de R. O préximo resultado generaliza o item (1)

do Teorema 1.11.

Teorema 2.20 Sejam py,--- , pn funcoes ordens fracas sobre R com a propriedade de
anel, Uy =U,, e M; = M, para 1 <1i < n. Suponha que

R DU DUNU D DU NUy, = K.

Entao, existem Fy :={f1;: je N} C My e F,:={fi; :JeN}CUsN---NU_1) "M,
para 2 <1 < n tais que:
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(1) pi(fi5) < pi(fig+1) para 1 <i<nejeN;
(2) pr(F1) = pr(Ma) e pi(Fi) = piUy O - - N U1 N M),

(3) O conjunto Fy U---U F, U{1} forma uma K-base de R. Ou seja,
R=(F)®--(F) & (1).

Prova. Provaremos usando indugao sobre n. Se n = 1, entao U; = K* e portanto p; é
uma funcao ordem sobre R (Lema 2.12). Pelo Teorema 1.11(1) segue o resultado. Admita,
por hipétese de inducao que o resultado é verdadeiro para m < n. Aplicando o Teorema
2.17 para p;, temos que existe Fy = {f1; : 7 € N} C My, linearmente independente sobre
K, tal que
p1(f1j) < pi(fig+y) e
Agora, para 2 < i < n considere p) := pilz?' Assim, ph, -+, p! sdo fungbes ordens fracas
1
sobre Uy, com a propriedade de anel, tais que

Z/[Z/ = Up; :Lﬁ ﬂL{i e M; = Mp; ZZ/[1 ﬂ/\/li.

Logo,
UyN--NU =U NUs N - U
e portanto
h DU D 2UN - U, = K
pois

~ X

Uy =Uh 2UuNUy 2 ---2UN---NU, = K"
Pela hipétese de inducao, existem
Fo={fj:jeN}CM,=UiNM; e
Fo={fij:jeN}CUyN---NU_ "M, =UrN---NU_1 N M,
para 3 <1 < n tais que
pi(fi;) = Pi(fi5) < pi(fig+n) = pilfig+1) e

pi(Fy) = pi(Fy) = piUh N -+ NU—1 N M) = pi(Uh N - - N Uiy N M)
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para todo 2 <7 < n. Mais ainda,
FKRuU---UF,U{l}
é uma K-base de 1/71. Portanto, da equagao 2.1 segue que
FUFRU---UF,U{l}

gera R. Para terminar, vamos mostrar que o conjunto acima ¢ linearmente independente.

Sejam f = Z&lgfu yeg= ZZanU U F{1}) Zjl tais que
=2 j=1
Zalaflj +Zzo‘wfw =
=2 j=1

Sem perda de generalidade, suponha que «y,, # 0. Entao, pelos Axioma (II) e (III),
temos que

0 <pi(1) < pi(fir) = pr(ear fir) = pr(f) = p1(f +g) = p1(0) = —o0.

Contradigao. Assim, a,, = 0. Pelo mesmo raciocinio, segue que aq; = -+ - = ay(r,—1) = 0.
Como FoU---U F, U {1} é um conjunto linearmente independente sobre K, segue que
a;; =0 paratodo2 <i<nel<j<r;. Portanto, Fy UF,U---UF,U{l} é uma K-base
de R. ]



Capitulo 3

Sobre a Distancia Minima de

Cddigos bi-Pontuais

Neste capitulo, utilizaremos as fungoes ordens fracas para construirmos cédigos em m
pontos, da mesma forma que Hgholdt, van Lint e Pellikaan fizeram utilizando funcoes
ordens. Aqui, também apresentaremos uma cota para a distancia minima dos codigos
duais que construiremos e veremos exemplos onde esta cota é melhor do que a cota de
Goppa.

Primeiro vamos estudar o caso m = 2 para em seguida fazermos a generalizagao. Para
isso, vamos fixar alguns elementos. Seja R a K-algebra vista no Exemplo 2.4. Recordando,
seja K (X) o corpo de fungoes de uma curva X’ sobre K de género g. Sejam P e () pontos
K-racionais. Seja R := R(P, Q) a K-édlgebra dada pela interse¢ao dos anéis locais Og de
K(X), nos pontos S, com S # P e S # (). Seja v := vp a valorizacao em P e p a funcao

ordem fraca definida por

—00, se f=0
p(f) =10, sev(f)>0ef#0
—v(f), sewv(f) <0

para f € R. Na verdade, p é funcao peso fraco sobre R. Da mesma forma, assossiada ao
ponto @, definimos o. Assim, U, = R(Q)*, U, = R(P)* e

U, U, = K*.
Logo,

R* DU, DU NU, = K*.

31
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Aplicando o Teorema 2.20, existe F'UG; U {1} C R uma K-base de R tal que:

(

(F={fi:ieN}CM,
p(fi) < p(firr)
( p(F) = p(M,)
((Gi1={g;:i €N} CU,N M, = R(Q)" N M, = R(Q\K (3.1)

o(gi) < o(giy1)

( 0(Gh) = o(U, N M,) = a(R(Q)\K)

R= (F)& (G1) & (1)
\ = (fo,f1.fa. ) ®(91,92,03,---) onde fy=1.

O préximo lema relaciona os elementos da base com elementos do semigrupo de Weier-
strass em P, Q e (P, Q).

Lema 3.1
(1) p(M,) = N;
(2) o(U, " M) = o(R(Q\K) = H(Q)".

Prova. (1) Da definigao, é imediato que p(M,) C N. Agora, sejan € N. Se n € H(P),
entao existe f € K(X) tal que dive(f) = nP. Assim, f € R(P) C R(P,Q) = R
e p(f) = n. Caso n € G(P), entao existe m € G(Q) tal que (n,m) € H(P,Q) e
m = Min{s € N : (n,s) € H(P,Q)} (secao 1.1). Em outras palavras, existe f € K(X)
tal que diveo(f) = nP +mQ. Logo, f € R e p(f) = n. Portanto, p(M,) = N.

(2) Imediato. O

Ainda estabelecendo as condigoes sobre os elementos de F' e G, suponha que H(Q) =

{0 < my <mgy < ---}. De acordo com a demonstragao do lema anterior, para todo i € N
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temos:
[ p(fi) =i
i 0 sei € H(P)
() { Min{a: (i,a) € H(P,Q)} € G(Q) seie€ G(P) (32)
L o(gi) =m; .

De agora em diante, consideramos as fungoes f;,g; € R = R(P, Q) satisfazendo as
condigoes dadas em (3.1) e (3.2). Também, considere que

G@Q) =1{li <<},

Seja GG um divisor sobre a curva X.

A prova da proposicao a seguir nos permitira fazer a conexao entre cédigos avaliados
e codigos geométricos de Goppa (equagao 3.5). Como consequéncia, exibiremos uma cota
para a distancia minima dos mesmos (Teorema 3.9). Também, a proposigao seguinte
juntamente com o Teorema 3.9 nos fornecera um caminho na busca por cédigos MDS
(Corolério 3.11). No entanto, o resultado da proposigao a seguir é interessante por si sé.

Proposicao 3.2 Se G =[P +mQ e l, <m entdo
UG) =deg(G)+1—g.

Prova. Sabemos que £(G) C R e que FUG; U {1} (*) é uma K-base de R. Vamos
mostrar que A == {fy,---, i} U{g; : m; < m} é uma K-base de L(G). Ja sabemos que o
conjunto ¢ linearmente independente. Da construgao de f; e g;, é imediato que A C L(G).
Resta-nos mostrar que o conjunto A gera L£(G). Seja f € L(G). Logo, f € R. De (%),
existem ¢ € No, j € N, A\q,--- , N, € K ev,---,7; € K tais que

f=Xfo+ -+ Xfi+7ng+-+79-
Sem perda de generalidade, suponha que \; # 0. Assim,

. 0, se =0
zzp(fz’):ﬂ(f):{ —vp(f), se i>1.

Como —vp(f) <, pois f € L(G), segue que

1 <. (%1)
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Também, sem perda de generalidade, suponha que «; # 0. Assim,

mj = 0o(g;) = o(ngr+ - +79;) =o(f — Qofo+ -+ Nifi))

Agora,

o) — 0, se vo(f)>0
) {—va, se vg(f) < 0.

Disto e do fato de f estar em L(G), segue que o(f) < m. Lembre que, por construgao,
o(fi) <1, para todo i € No. Consequentemente, o(Aofo + -+ + Aifi) < [ Portanto,

m; =o(f—Aofo+ -+ Nfi))
< Maz{o(f),oc(Xofo+ -+ Nfi)}
< Maz{m, [} = m. (*2)

Logo, (*1) e (*2) nos mostram que A gera £(G). Assim sendo,

UG) =#A
= (I +1) +#{g; : m; <m}

Agora, I;, < m nos diz que existem exatamente (m — g) elementos no conjunto {g; : m; <
m}. De fato, existem exatamente (m — g) elementos m;, maiores que 1 e menores ou

iguais a m (tiramos as ¢ lacunas). Portanto,

UG)=(14+1)+(m—g) =deg(G)+1—g.

O
Corolério 3.3 Se G =1P +mQ el <m entao
(W —-G)=0,
onde W € um divisor canonico.
Prova. Segue da Proposicao 3.2 e do Teorema de Riemann-Roch. Il

Observacao 3.4 O resultado do coroldrio anterior ja era conhecido sempre que 2g —1 <
l+m. O coroldrio anterior nos diz que podemos ter [+m < 2g—1, mas ainda (W —G) = 0

/
se lggm.
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Agora vamos fazer uma aplicagao aos Cdédigos Geométricos de Goppa, assim
como fizeram Hgholdt, van Lint e Pellikaan na Subsecao 1.2.2. Sé que no nosso caso os
codigos serao bi-pontuais.

De agora em diante, vamos trabalhar com K = F,.

Sejam Py, --- , P, pontos F,-racionais de X, diferentes dois a dois, e diferentes de P e

Consideremos m € N. Seja a € N tal que m, <m < mg1.

Considere, como na Subsecao 1.2.2, o morfismo de F,-dlgebras

¥ <f07f17"'>@<917927"'> — FZ

Para [ € Ny, sejam
Ll = <f07"' 7fl>@<g17"' aga>7

El = ()O(Ll)a

Cl = EZL
Logo, existe N € N tal que Ey = E; e Cy = C) para todo N < [. Assim,

EcCEC---CEyCEF)

Co2C,2---D2CxD{0}.

Para [,s € N, sejam

c(s) == Maz{o(fo), -, o(fs)},
N(lm):={(i,j) ENgri+j=1+1 A o(fi)+c(j) <m+1},

v(l,m) :=#N(l,m).

Mais adiante exploraremos as propriedades das fungdes numéricas c(s) e v(l,m).

Admita que
N(l>m) = {<i1aj1)> ) (it>jt>}
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com i < --- < 4. Logo, 73 > -+ > 7.

Por outro lado, para y € Fy recordemos que

w(y) = posto(S(y)),
onde S(y) = (sij(y) =y - (hi*hj) : 1 <4,j < N) e h; = ¢(f;) (Lema 1.20).

Fixemos [ € N tal que
[+ 1<N.

Agora estamos prontos para provar um resultado de fundamental importancia na deter-
minagao de uma cota para a distancia minima do codigo Cj.

Proposicao 3.5 Se y € C)\Cj.1 entdio
w(y) > v(l,m).
Prova. Seja (iy, ju) € N(I,m).
Primeiro, vamos mostrar que s;,;, = 0 se t > v > u > 1. De fato, como (i, j,) €

N(l,m) entao
wtju=1+1 e o(fi,)+o(f;) <m

se v > u. Em outras palavras,

iu +]v < [ e U(fiufjv) < U(fiu) + U(fjv) <m

se v > u. Logo, fi,f;, € Ly se v > u. Isto nos mostra que ¢(f;, fj,) € £ se v > u e,
portanto,

Siwje(¥) =y - (fi f3,) = 0,

pois y € (.

Agora, vamos mostrar que s;,;, (y) # 0. Neste caso, recordemos que

ivt+Jju=1+1 e o(fi fi.) <o(fi,) +o(f) <m.

Isto nos mostra que f;, fj, € Li+1\L;. Assim, existem Ay € F, e f € L; tais que

fiwfiw = N1 i1 + f.
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Logo,
Siva¥) =Y - o(fin f)
= Xy e(fir) +y - o(f)
= Ny - SO(flJrl) #0

pois y & Cip1 e Mgy # 0.

Para finalizar, vamos mostrar que
posto (S(y)) > t.

Aplicando operagoes elementares sobre a matriz S(y), primeiro coloque as linhas iy, - - - , 4
como as t primeiras linhas e em seguida coloque as colunas j;, - -+, J; como as t primeiras

colunas. Assim, temos que

Siv g (y) Siljt—l(y) “t 0 Siigs (y) Sivj (y)
Siaji (y) Si2jt71<y) Tt Sigga (y)

Siy_ 175t (y) Sit_1je—1
Siy it (y)

Se y € C)\Cy41, dos dois pardgrafos anteriores segue que

O O s O Siljl (y)
~—
#0
0 0 e S (Y)
N——
#0
S(y) ~
0 Siy_1jt—1
#0
Sivji (Y)
N——
#0

Portanto,
w(y) = posto (S(y)) = t = v(l,m).

g

Note que o morfismo ¢ : R(P,Q) — F} é sobrejetor pois Lp}R(P) é sobrejetor. Assim,
Ey =F} e Oy = {0}. Logo, podemos fazer a seguinte definicao.
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Definicao 3.6 Sejam l,m € N tal que [+ 1 < N. O nimero d(l,m) é chamado de cota
ordem fraca onde

d(l,m) := Min{v(r,m) :r > l}.

Teorema 3.7 O ndmero d(l,m) é uma cota inferior para a distancia minima de Cj, isto

s

€,

Prova. O teorema é consequéncia direta da Definicao 3.6 e da Proposigao 3.5. U

Observacao 3.8 Note que o nimero d(l,m) depende, exclusivamente, da K -base FUGU
{1} de R(P,Q), pois N(I,m), e consequentemente v(l,m), depende de F'UGy U {1}. No
caso de Hgholdt, van Lint e Pellikaan isto ndo acontecia. A justificativa para isto, € que
no caso deles, a imagem da K-base {f; : i € Ng} de R pela fun¢ao ordem p é invariante.
Jd no nosso caso, a imagem dos elementos f; € F' pela aplicagao p € invariante, POREM,

a tmagem dos mesmos pela aplicagio o nao € invariante (veja Observagao 2.15).

Com o objetivo de comparar o numero d(l,m) com a cota de Goppa d¢ (Teorema 3.9),
vamos, neste momento, dar uma expressao para o mesmo. Para isto, vamos examinar o

conjunto N(I,m). Primeiro, vamos fixar o conjunto das lacunas de P por
GP)={h < - <l,}.
Recorde que ja definimos o conjunto das lacunas de () por

GQ) ={l <--- <L},

Observe que
v(l,m) <l+2.

De agora em diante, considere
/
lg <m.

Assim, (i,7) € N(I,m) sempre que i +j =1+ 1ei € H(P). De fato, neste caso
o(fi) +c(j) = 04 c(j) <y <m.

Portanto, para determinar N (I, m) basta verificar se o par (I;,l + 1 —1[;) € N(l,m) para
todo [; < [. Disto, concluimos que

v(lom) =1+2— {0 <1: (Il +1— 1) & N(I,m)}. (3.3)
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Para podermos formalizar o que dissemos acima, lembre que Kim [13] mostrou a existéncia

de uma permutacao 7 de {1,--- , g} tal que (li, I (i)) € HPQ)e l’T(i) = Min{s: (l;,s) €

H(P,Q)}. Entao '
D(P.Q) = {(h.lrwy) - (lgy L)) } -

O estudo de N(I,m) passa, primeiro, pelo estudo de ¢(s). Lembre que

c(s) = Maz{o(fo),--- ,o(fs)}-
Esta funcao tem as seguintes propriedades:

(1) c(s) = Maz{ll, : I; < s};

(3

(2) c(s) =1, se s > ly;

(3) e(1) = U

(4) c(s) é nao-decrescente: c¢(s) < ¢(s') se s < §.
Agora, paral € N e m € Ny definimos:

B(l,m) := {zi EGP): i<l A Uy +ell+1-1) 2m+1};

b(l,m) .= #B(l,m).
A fungao b(l,m) tem as seguintes propriedades:

(1) 0<b(l,m) <g;
(ii) b(1,0) =g se l > ly;

0 se 21’7(1)<m+1
1 se 2[’7(1)2m+1;

(iii) b(1,m) = {

(iv) b(l,m +1) < b(l,m) < b(I +1,m).
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E imediato da definicao de b(l,m) e da equagao 3.3 que
v(l,m)=1+2-=>b(,m).

Portanto,
d(l,m) = Min{v(j,m):j>1}
= Min{j +2—0b(j,m): 75 >1}.

Como b(j, m) < g para todo j > 1, temos que
JE2-bm) > 42— g > 12— b(lm)
sempre que j > 1+ g — b(l,m). Isto nos mostra que
d(l,m) = Min{j+2—-0b(j,m): 1 <j<Il4+g—>b(l,m)}. (3.4)

Com o objetivo de ver o cdédigo C; como um codigo de Goppa, note que a prova da
Proposicao 3.2 nos mostra que

Li = L(IP + mQ),

e portanto

Gy = Co(D,IP + mQ). (3.5)

Desta forma, assim como fizeram Hgholdt, van Lint e Pellikaan, podemos comparar d(I, m)
com dg(l,m) =1+m — (29 — 2). Veremos que em algumas situagoes, d(l,m) > dg(l,m).

Agora, vamos enunciar o Teorema Principal deste capitulo.

Teorema 3.9 Seja G = [P+mQ tal quel;, <m el+m < n. Entio C := Cqo(D,G) # {0}
e
d(C) > d(l,m).

Além disso, se d(l,m) = j + 2 — b(j,m), para algum j onde | < 7 < Il+g—>b(l,m) e
m < 2g+(j—1)—b(j,m) entao

d(C) > d(i,m) > de(l,m).

Prova. A condicao [ +m < n nos mostra que o morfismo g0| L nao é sobrejetor. Assim,
Ey & Fyy e, portanto, C; # {0}. A condicao [;, < m implica que C' = C; (equagdo (3.5)) e
que d(C) > d(l,m) (Teorema 3.7).

Agora, das condigoes d(l,m) =7 +2—0b(j,m) e m <29+ (5 —1) — b(j, m) é imediato
que d(l,m) > dg(l,m). d
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Corolario 3.10 Considere o codigo C do Teorema 3.9. Se k = dim C', entao

k=n—{G).
Prova. Como C' é o dual de C(D, G), entao

k =n—dim C¢(D,G).
Por outro lado, Goppa mostrou que
dim C(D,G) =(G) — (G — D) =U(G),

pois degG = [ +m < n = degD. Logo,

k=n—{G).

g

Corolario 3.11 Considere o cédigo C' do Teorema 3.9. Se d denota a distancia minima
de C, entao
dilim)<d<n—-k+1=1+2+(m—g).

Em particular, quando d(l,m) =1+ 2 temos
[+2<d<Ii+24(m—g).
Se além disso, m = g entao o codigo C é MDS.

Prova. A desigualdade d(l,m) < d segue do Teorema 3.9. Agora, a desigualdade d <
n — k + 1 é conhecida (Singleton). Ja a igualdade n —k+1 =1+ 2+ (m — g) segue do
Corolario 3.10 e da Proposicao 3.2. O

Observacao 3.12 O Coroldrio 3.11 nos fornece um caminho a ser sequido na busca por

codigos MDS.

Como nosso método primeiro fixa m > [} e depois faz [ variar, vamos determinar nesse
momento uma cota superior (condi¢do necesséria) para m de acordo com o Teorema
3.9.
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Observacao 3.13  Devemos testar os valores de m tais que I;, <m < 2g — 1.

De fato, da definicao (equagao (3.4)) € imediato que d(l,m) = 7+ 2 —b(j,m) < I+
2—=0(l,m) onde l < j <1+ g—>b(l,m). Logo, (j —1) —b(j,m) < —=b(l,m). Assim, se
m < 2g+ (5 —1)—b(j,m) entdo

m <29+ (j —1) —b(j,m) < 29 —b(l,m) < 2g,
e o Teorema 3.9 nos informa que
d(l,m) > dg(l,m).

Se m = 2g, seque que d(I,m) <1+2—">b(l,m) e dz(l,m) =1+ 2. Isto nos mostra que

d(l,m) % dg(l,m). Portanto, devemos testar os valores m tais que I, <m < 2g — 1.

Finalmente, vamos exibir alguns exemplos onde d(l,m) > ds (I, m). Recorde que, para
se determinar d(l,m) precisamos conhecer I'(P, Q). Em [13] Kim descreve I'(P, Q)) em
varias situacoes. Nossos exemplos estao baseados nestes casos. Aqui, n é o nimero de
pontos racionais da curva X sobre F, menos dois (P e Q)), D ¢ a soma destes n pontos e
p ¢ a caracteristica de F,. Recorde também que, G =[P +m@Q e C = Cq(D,G).

Exemplo 3.14 [13, Exemplo 2.2] Seja X uma qudrtica com p > 5; logo g = 3. Sejam P
e () pontos F,-racionais tais que

F(Pa Q) = {(173)7 (2’ 1>’ (472)}'

De acordo com a Observagao 3.13, devemos testar os valores de m tais que 3 < m < 5.
CAso m = 3:
Veja que b(1,3) =1, b(2,3) = b(3,3) =2 e que b([,3) = 3 se l > 4. Logo,

d(l,3) =1+2—-5(l,3).
Portanto, do Teorema 3.9 seque que
d(C) >d(l,3) > dg(l,3) =1—1,

sempre que 1 <[ < 3.
CAaso m = 4:
Neste caso, b(1,4) = b(2,4) =b(3,4) =1 e b(l,4) =2 se | > 4. Logo,

d(l,4) = 1+2 — b(l,4).
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Portanto, do Teorema 3.9 seque que
d(C) > d(1,4) > dg(l,4) =1,

sempre que 1 < [ < 3.
CASO m = 5:

Neste caso nao melhoramos a cota de Goppa pois d(1,5) =141 = dg(l,5), haja visto que
b(l,5) =1 sel>1.

Exemplo 3.15 [13, Exemplo 2.3(2)] Seja X uma curva hipereliptica de género g, p # 2,
P e Q) pontos F,-racionais tais que

F<P> Q) = {(179)7 (2,9 - 1)7 R (g - 172)’ (ga 1>}

De acordo com a Observacao 3.13, devemos testar os valores de m tais que g < m < 2g—1.
Para m nessas condigoes e 1 <1 < g, temos que b(l,m) = 1. Logo,

d(l,m) = 2.
Portanto, do Teorema 3.9 seque que
d(C) >d(l,m) > dg(l,m) =2+ [(l + m) — 2¢],
sempre que | +m < 2g.

No préximo exemplo, apresentamos um codigo onde a cota obtida para a distancia
minima utilizando nosso método é melhor do que a cota encontrada por G. Mattews no
Teorema 1.1. O cédigo que apresentamos é um caso particular do Exemplo 3.15.

Exemplo 3.16 No Fxemplo 3.15, temos que

G(P,Q) ={(a,b) :a+b< g} — {(0,0)}.

Agora vamos em busca de (ay,as) e (n1,n2) que satisfacam as hipdteses do Teorema 1.1.
Veja que (a1,a2) = (1,2) € G(P,Q) e {(P +2Q) = ((2Q) = 1. Também, para (ny,ny) =
(1,9) temos que (ny,ne —t—1) = (1,9 —1—1t) € G(P,Q) para todot =0,1,--- ,g — 1.
Portanto, pelo Teorema 1.1 com G = (a1 +ny — 1)P + (aa +ne — 1)Q = P+ (9 + 1)@,

temos que a cota obtida por Gretchen é:

d(C) > de(l,g+1)+1=—g+5.
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No nosso caso, pelo Exemplo 3.15, temos que
d(C) >d(l,g+1)=2.
Portanto, para g > 4 seque que
d(C)>d(l,g+1) > da(1,9+ 1).

Exemplo 3.17 [13, Exemplo 2.3(1)] Seja X uma curva hipereliptica de género g, p # 2,
P e Q) pontos F -racionais tais que

I(p,Q) ={(1,1),...,(9,9)}-

De acordo com a Observagao 3.13, devemos testar os valores de m tais que g < m < 2g—1.

Neste caso, seque que:

(1)
b(l,m) =0
sel<I<g-—1.
2) (
g, se m =

g—1, se m=g—+1

2g—1, se m=1
L 0, se l+1<m<2g—1
seg<Il<2g—2.
(3)
(g, se m =

g—1, se m=g+1

2, se m=2g—2

se m=2g—1
sel>2g—1.
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Assim sendo, para 1 <l <g—1em=g+u ondel <u<g—1, temos que

d(l,m) = Min {j+2-0b(j,m):1<j<Il+g}

= Min {Min{j+2—b(j,g+u):l§j§g—1};
Min{j+2=0b(j,g+u):g<j<l+g}}

= Min {Min{j+2:1<j<g—1};
Min{j+2—(g—u):9<j<l+g}}
= Min {l+2;u+2}.

Ou seja,

d(l,m) = [+2, se [<u
’ N u+2, se [ >u

Isto mos mostra que
d(l,m) #1+2—>b(l,m)

sel > u.

Do Teorema 3.9 seque que
d(C) > d(l,m) > dg(l,m) =l +u+2—g

sempre que 1 <l <g—1lem=g4+ucoml<u<g-—1.
Para ilustrar o resultado, vamos considerar que g = 10 e uw = 5,7, isto €, m = 15,17.

Assim, temos as sequintes tabelas:

l 1 234567389
dl,15) 3 456 7 7 777
de(1,15) =2 =1 01 2 3 4 5 6
l 123456789
d(,17) 3 45 6 78 9 9 9
de(1,17) 01 2 3 4 5 6 7 8

Agora, mencionaremos alguns problemas que, se resolvidos, deixariam esta tese mais

completa.
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Propostas para Futuros Trabalhos:

1) Construir cédigos geométricos de Goppa m-pontuais e exibir uma cota inferior para a

distancia minima dos mesmos via fungoes ordens fracas.
2) Fazer um estudo sobre a decodificacao dos cédigos avaliados.

3) Dar uma resposta a pergunta feita na introdugao: existe uma caracterizagao de K-
algebras munidas com fungoes pesos fracos?
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