"TIPO E COTIPO: CARACTERIZACAO VIA FUNCOES DE RADEMACHER
GENERALIZADAS E CONTRIBUICOES A TEORIA DE APLICACOES
MULTILINEARES E POLINOMIOS HOMOGENEOS EM ESPACOS DE BANACH

Este exemplar corresponde a redagéo final
da tese devidamente corrigida ¢ defendida
pelo Sr. Geraldo Marcio de Azevedo
Botelho, ¢ aprovada pela Comissdo

Julgadora.

Campinas, 7 de dezembro de 1995.

ﬁ&%ﬁﬂe@oﬁ

Prof Dr. Raymundo Luiz de féncar

Orientador

Tese apresentada ao Instituto de Matema-
tica, Estatistica e Ciéncia da Computagio,
UNICAMP, como requisito parcial para
obtengdo do Titulo de DOUTOR em

Ciéncias.

LMICAMP
PO TECK CEMTREL




umunDE____: ﬂ"C/

=

Oy {a00h~ 3

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

B657t

Botelho, Geraldo Marcio de Azevedo

Tipo e cotipo: caracterizagfio via fungées de Rademacher generalizadas
e contribuigtes 3 teoria de aplicagdes multilineares e polingmios
homogéneos em espagos de Banach./Geraldo Marcio de Azevedo Botelho., -
Campinas, {SP: s.n.], 1995,

Orientador : Raymundo Luiz de Alencar

Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matemadtica, Estatistica e Ciéncia da Computagio.

1. Banach, espagos de. 2.Polindmios. 3.*Tipo e cotipo. 1. Alencar,
Raymundo Luiz de.I | Universidade Estadual de Campinas. Instituto de
Matematica , Estatistica e Ciéncia da Computagfo. III. Titulo.




Tese de Doutorado defendida e aprovadaem 7 de dezembro .de 1995

pela Banca Examinadora composta peios Profs. Drs.

Prof {(a, JORGE TULIO MUJIGA ASCUT

%’#@%’7

Prof (a). Dr (a)! MARIO CARVALHO DE. MATOS

g

Profg) Dr (ak ROBERTO LUIZ SORAGGL

/
Prof (a). Dr (a). MARY LILIAN LOURENGO

oo L5 & 42

Prof (a). Dr (a). RATMUNDC IUIZ DE ALENCAR



AGRADECIMENTOS

Agradeco a minha esposa, Marisa, por me premiar com seu amor. Sem sua dedica-
¢do, compreensdo e estimulo intelectual este doutoramento ndo teria passado
de um sonho. A ela e ao nosso filho, Jodo Paulo, este trabalho ¢ dedicado.

Ao meu orientador e amigo, Raymundo, por ter colocado a minha disposi¢do, mais
uma vez, todo 0 seu extenso cabedal de conhecimentos matematicos.

Aos meus pais, Geraldo ¢ Carmem, ¢ 4 minha irm4 Maria Lucia, que me propicia-
ram um ambiente familiar sadio e estimulante, ¢ me incutiram, desde cedo,
a dose de autoconfianca necessaria para a atividade cientifica.

A Prof* Otilia Paques, que me atraiu para a Matematica ¢ me iniciou na Andlise.

Aos Profs. Mario C. Matos e Klaus Floret, pelos comentarios e sugestdes que muito
contribuiram para o enriquecimento deste trabalho.

Aos meus colegas do Departamento de Matematica e & Universidade Federal de
Uberlédndia, pelo afastamento concedido.

Aos participantes do seminario semanal de Analise do IMECC: Ary, Mério, Mujica,
Raymundo e Sueli; pois as exposigdes ali apresentadas (por mim e pelos
outros) foram muito importantes no desenvolvimento desta tese.

Aos colegas Alexandre, Alveri, Carlos Braga, Cida, Janete, Jodo Marcos, Marcelo,
Osvaldo, Soninha e Valdair; que contribuiram para tornar as fases iniciais
deste doutoramento menos penosas.

Ao casal Salom3o, Luiz Alberto ¢ Maria Ignéz, pelo apoio logistico em Uberlandia
nesses anos de afastamento; e, sobretudo, pelo incentivo, pelo exemplo
profissional ¢ pela amizade duradoura.

Ao convénio UFU/CAPES-PICD, pela bolsa concedida.

Finalmente agradego a Deus, por ter possibilitado todos os agradecimentos acima.



"Esta capacidade de resolugdo deve possivelmente muito
ao estudo da matemdtica e especialmente daquele mais
alto ramo dessa ciéncia que ... foi chamado ... ‘andlise’.

O poder analitico ndo deve ser confundido com o
simples engenho; porque, quando o andlista é
necessariamente engenhoso, o homem
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um analista.”
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ABSTRACT

The main purpose of this thesis is to study the connections between the
notions of type and cotype, the generalized Rademacher functions and the theory
of multilinear mappings and homogeneous polynomials in Banach spaces.

In chapter 1 we prove that the traditional Rademacher functions can be
replaced by the generalized ones in the definitions of type and cotype in complex
Banach spaces. It is also shown that there are standard type Kahane inequalities for
the generalized Rademacher functions.

Next we provide new applications of the notions of type and cotype to the
theory of multilinear mappings and homogeneous polynomials in Banach spaces.
In chapter 2 we show how the notion of type can be used to construct Lebesgue-
Bochner spaces-valued multilinear mappings and homogeneous polynomials. With
the help of the notion of cotype, in chapter 3 we prove several results about

absolutely summing multilinear mappings and homogeneous polynomials.



INTRODUCAO

A area do conhecimento matematico na qual este trabalho se insere € a Ana-
lise Funcional, mais especificamente a Andlise em Dimensdo Infinita ¢ a Teoria dos
espacos de Banach.

Os conceitos de tipo e cotipo foram introduzidos na matematica nos pri-
meiros anos da década de 70, por J. Hoffiann-Jergensen, na Dinamarca, no estudo
de séries de variaveis aleatdrias a valores em espagos de Banach; e pela escola
francesa (principalmente B. Maurey) no estudo da teoria de operadores. Desde sua
introdugdo tais nogdes tiveram sua relevancia reconhecida, pois varios resultados
entdo conhecidos puderam ser traduzidos na linguagem de tipo/cotipo (por exempio,
o Teorema de S. Kwapien sobre a caracterizagdo de espagos hilbertizaveis — veja
1.3 m1). Mas o interesse em torno desses conceitos aumentou substancialmente a
partir da segunda metade da década de setenta, quando vérios trabalhos, especial-
mente os de B. Maurey e G. Pisier, os associaram a aspectos geométricos dos espa-
¢os de Banach. Desde entdio o interesse ndo parou de crescer, € hoje os conceitos
de tipo e cotipo encontram aplicages nas mais variadas arcas, entre as quais
podemos citar:

— Geometria dos espagos de Banach (veja [35]);

— Teoria de Operadores Lineares (veja [35]);

— Teoria Local dos espagos de Banach (por defini¢fo);

— Andlise Harménica (veja [35] sec¢do 4.b);

— Probabilidade em espagos de Banach (veja [21]);

— Medidas Vetoriais (veja [1]);

— Produtos Tensoriais Topologicos (veja [9]);

— C*-algebras (veja [35] capitulo 9);



— Reticulados de Banach (veja [11] capitulo 16),

— Ideais de Operadores (veja [9]).

Ao contrario das areas acima citadas, as possiveis contribui¢gdes dos con-
ceitos de tipo e cotipo a teoria de aplica¢des multilineares e polinémios homogé-
neos em espagos de Banach ainda ndo foram devidamente exploradas. Algumas
incursées ja foram feitas em [3], [10], [16] e [17], mas, no entender do autor, tais
conceitos ainda t&ém muito a oferecer a esta teoria.

Considerando que:

— 08 conceitos de tipo e cotipo sdo definidios através das fungtes de Rademacher;
— as funcdes de Rademacher generalizadas, introduzidas por R. Aron ¢ J. Globevnik
em [6] (veja 1.4), se mostraram muito adequadas no trato com aplica¢Ges
multilineares e polinémios homogéneos, tanto no sentido de se obter novos resul-
tados, como no de simplificar demonstragdes de resultados conhecidos;

toma-se natural tomar as fun¢Ges de Rademacher generalizadas como ponto de
partida na tentativa de encontrar conexdes entre 0os conceitos de tipo e cotipo ¢ a
teoria de aplica¢des multilineares e polindémios homogéneos em espagos de Banach.

Um primeiro passo € analisar as situagdes onde as Rademacher tradicionais
aparecem normalmente, substitui-las pelas Rademacher generalizadas e investigar
as consequéncias desta substitui¢io. Nesta direcdo, K. Floret e M. Matos demonstra-
ram em [16] desigualdades de Khintchine para as fungtes de Rademacher generali-
zadas, e na parte A do capitulo 1 fazemos o mesmo para as desigualdades de
Kahane. Prosseguindo nesta dire¢do, na parte C provamos que as Rademacher gene-
ralizadas sfo perfeitamente compativeis com as no¢des de tipo ¢ cotipo, no sentido
de que para todo nimero natural n > 2, a sequéncia das fun¢Ges n-Rademacher pode
substituir a sequéncia das fungdes de Rademacher tradicionais nas defini¢ces de tipo

¢ cotipo em espagos de Banach complexos.
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Em seguida, o presente trabalho se propde a obter novas aplicagtes dos
conceitos de tipo e cotipo a teoria das aplicagdes multilineares e polindmios homo-
géneos. O conceito de tipo sera tratado no capitulo 2: com o auxilio dos resultados
do capitulo 1, veremos que se E ¢ um espago de Banach de tipo r, entdo todo poli-
ndémio n-homogéneo de E em Lp(u) pode ser convenientemente estendido a um
polindmio n-homogéneo de £(E) em Lo(u, &) (resultado andlogo também ¢ obtido
para aplica¢des multilineares). Veremos ainda que, quando traduzido para a lingua-
gem dos produtos tensoriais topolégicos, este problema nos leva a uma demonstra-
¢éo da continuidade do produto tensorial de certas aplicagdes multilineares e polind-
mios homogéneos. Em particular, quando nos restringimos ao caso linear, obtemos
a continuidade do produto tensorial de determinados operadores lineares.

Para obter aplicagdes do conceito de cotipo, buscamos inspiragdo no papel
relevante que esta nogio desempenha na teoria de operadores lineares absolutamente
somantes. No capitulo 3 mostramos que esta situagio se repete no contexto
multilinear, sendo interessante observar que o conceito de cotipo pode ser utilizado
tanto no sentido de se obter versdes multilineares e polinomiais de alguns resultados
do caso linear (e.g. Teoremas 3.8, 3.15 ¢ 3.17), incluindo uma caracterizagdo dos
espagos que tém cotipo n > 2 através de polindmios n-homogéneos (1,1)-somantes
(Corolario 3.9), como também para provar que nem sempre tais generaliza¢des sfo
verdadeiras (Teorema 3.21).

Esta tese ndo tem como objetivo principal a demonstragdo de qualquer
resultado em particular. A idéia central € ampliar a inser¢do dos conceitos de tipo
e cotipo, relacionando-os estreitamente com as fun¢des de Rademacher genera-
lizadas e com a teoria de aplica¢gdes multilineares e polinémios homogéneos em
espacos de Banach. Como disse P. Halmos, mathematics is, after dall, not a

collection of theorems but a collection of ideas.



CAPITULO 1

TIPO, COTIPO E AS FUNCOES DE RADEMACHER GENERALIZADAS

Referencial teérico

Os conceitos de tipo e cotipo em espagos de Banach normalmente sdo
introduzidos utilizando as conhecidissimas fung6es de Rademacher. Mas o que esta
por tras desse uso € o fato de que tais fun¢des formam uma sequéncia de Bernoulli,
isto é: uma sequéncia de varidveis aleatérias reais independentes (no sentido esto-
castico) simétricas e tais que os conjuntos onde cada uma dessas fungdes assume
os valores 1 ¢ -1 t8ém medida 1/2. Na verdade qualquer sequéncia de fungdes satis-
fazendo estas condigdes pode ser usada nas defini¢des de tipo e cotipo, 0 que ocorre
¢ que dentre tais sequéncias, a das fungdes de Rademacher é a mais conhecida e a
de manipulagfio mais simples.

Acontece que ndo apenas as sequéncias de Bemoulli podem substituir as
fun¢des de Rademacher nas defini¢Ges de tipo e cotipo. Como exemplo podemos
tomar uma sequéncia de variaveis aleatorias gaussianas independentes. E fato
conhecido que ao substituirmos as fun¢des de Rademacher pelas varidveis aleatérias
gaussianas, 0s conceitos de tipo e cotipo (para espagos e ndo para operadores) per-
manecem inalterados (neste capitulo provaremos algo mais geral que isso, mas para
uma demonstragdo apenas deste fato veja [29] ou [41]). Isso confere uma flexibili-
dade muito grande a esses conceitos, pois quando precisamos de uma sequéncia de
Bernoulli, usamos as fun¢des de Rademacher, e quando necessitamos da invariincia

rotacional, utilizamos as varidveis aleatorias gaussianas.
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Em [6], Aron e Globevnik introduziram as fun¢des de Rademacher genera-
lizadas, que ao invés de tomarem os valores 1 ¢ -1, assumem as raizes n-ésimas da
unidade de um inteiro positivo n > 1 fixado. Essas fungdes, apesar de serem fruto
de uma idéia muito simples, tornaram-se rapidamente uma ferramenta poderosa na
teoria das aplicagdes multilineares e polindmios homogéneos em espagos de
Banach. Em [3], [7], [16], [17] ¢ [27] (dentre muitos outros trabalhos aqui omitidos)
podemos encontrar varias aplicagdes dessas fungdes tanto no sentido de simplificar
demonstracdes de resultados conhecidos como no de obter novos ¢ importantes
teoremas.

Como os conceitos de tipo e cotipo sfo flexiveis no sentido de aceitarem em
suas defini¢des sequéncias de fun¢des que mais se adaptem ao objeto que s¢ esta
considerando, é natural questionar se tal fendmeno se repete com as fungdes de
Rademacher generalizadas. Se a resposta for afirmativa teremos mais liberdade para
trabalhar com aplica¢des multilineares € polindmios homogéneos a luz das proprie-
dades de tipo e cotipo dos espagos de Banach que estiverem servindo de dominio
e/ou contradominio de tais aplicagdes.

O problema de substituir as fungdes de Rademacher por uma sequéncia
simétrica de variaveis aleatorias reais nas defini¢des de tipo e cotipo ja foi exausti-
vamente estudado (principalmente no contexto de Probabilidade em espagos de
Banach), e na se¢do 9.2 de [24] podemos encontrar uma séri¢ de resultados neste
sentido. A situacdo com que nos deparamos neste capitulo ndo se encaixa nestes
resultados, pois para n impar a sequéncia das fungdes n-Rademacher ndo € simétrica
e para n > 2 tais fun¢®es ndo sdo reais. Ao contrario do que acontece muitas vezes
em Anélise, aqui a passagem para o caso complexo ndo ¢ trivial. Na demonstrag&o
da Proposigdo 1.18 chamaremos a aten¢do para o ponto exato onde o artificio usado

no caso real nfio pode ser estendido imediatamente ao caso complexo. A Parte B



deste capitulo vem no sentido de contornar o problema da simetria (considerada no
sentido probabilistico do termo — veja [20]). Ao introduzirmos o conceito de n-
simetria, que generaliza de maneira natural a idéia de simetria, encontramos a
propriedade que nos permite comparar as médias Rademacher generalizadas, num
primeiro momento com as meédias gaussianas, e em seguida com as médias
Rademacher originais.

A seguir, na Parte C respondemos afirmativamente ao questionamento feito
acima, provando que as fun¢Ges de Rademacher generalizadas podem tomar o lugar
das Rademacher originais nas defini¢des de tipo e cotipo em espagos complexos.
A demonstracdo foi inspirada nas demonstragdes conhecidas da equivaléncia dos
conceitos de tipo (e cotipo) Rademacher com os de tipo (e cotipo) Gaussiano, que
podem ser encontradas em, por exemplo, [29] ou {41] (mas a idéia verdadeiramente
original, devida a B. Maurey e G. Pisier, que relaciona a questio com aspectos
geomeétricos dos espagos de Banach, encontra-se em [28]). Deve-se salientar, mais
uma vez, que tais resultados se referem para tipo/cotipo de espagos e ndo de
operadores (para o caso de tipo/cotipo de operadores veja 1.25).

Um teorema, anterior ao aparecimento dos conceitos de tipo ¢ cotipo, muito
contribuiu para que tais conceitos ganhassem importincia ¢ longevidade dentro da
matematica: as desigualdades de Kahane (que apareceram em [23] num contexto de
Andlise Harmdnica). Tais desigualdades flexibilizam a manipulagio das no¢des de
tipo ¢ cotipo, permitindo assim a obten¢do de importantes teoremas ¢ facilitando o
calculo do tipo e cotipo de uma grande variedade de espagos. Torna-se entfo natural
(e necessario para o que faremos no Capitulo 2) querer saber se existem desigual-
dades do tipo Kahane para as fun¢des de Rademacher generalizadas. Na Parte A
deste capitulo apresentamos uma adaptacdo de uma demonstragdo das desigualdades

de Kahane para obter o0 mesmo tipo de desigualdade para as Rademacher genera-
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lizadas. Deve ser dito que K. Floret ¢ M. Matos ja provaram a validade deste tipo
de gencralizagdo para as desigualdades de Khintchine (veja antincio em [7],

enunciado em 1.5(v) e demonstra¢do em [16]).

PRELIMINARES

A partir de agora E denotara sempre um espaco de Banach complexo.

1.1 Definicdio: Sejam 1 <p,q< e (rj);l a sequéncia das fun¢des de Rademacher,
isto €: paraje Ne te [0,1], ri(t) = sign[sen(zjnt)]. Dizemos que E tem tipo p se
existe uma constante C > 0 tal que para toda sequéncia finita x, ..., X, de elemen-

tos de E tivermos que

1 i 2d % C ; p%
[ 1Eroxfal <c| Zipp.

E tem cotipo q se existe C = 0 tal que para todos xy, ..., x| € E tivermos que

1

k 1 Lk 1
[j%"lel"]q < CUO ||j§rj(t)xj||2dt]2.

1.2 Propriedades: Listamos abaixo as principais propriedades dos conceitos acima
introduzidos. Ao final de cada propriedade fornecemos uma referéncia onde sua

demonstragio pode ser encontrada.

1) Se E tem tipo p (resp. cotipo q) entdo p < 2 (resp. q = 2) (f11] 11.5 (b)).
ii) Todo espago de Banach tem tipo 1 € cotipo o« ([11] 11.5 (c) e (d)).



ii1) Se E tem tipo p (resp. cotipo. q)el <p;<p(resp. q <q; <) entdo E também
tem tipo p; (resp. cotipo q;) ([11] 11.5 (e) e (f)).

1v) Se E tem tipo p entdo seu dual E' tem cotipo p’, onde 1/p + 1/p' =1 ([11]
Teorema 11.10). Afirmag&o analoga ndo vale para cotipo, pois {; tem cotipo
2 enquanto {_ ndo tem tipo 2. A reciproca também ndo é verdadeira pois
¢; tem cotipo 2 enquanto ¢, ndo tem tipo 2 (veja exemplos abaixo).

v) Tipo e cotipo sdo herdados por subespacos. Na verdade vale algo muito mais
forte: tipo e cotipo sfo superpropriedades, no sentido de que sdo herdados
por representabilidade finita ([11] Teorema 11.6).

vi) Tipo € herdado por quocientes, mas cotipo nio ¢ ([38] pag.77).

vii) A menos de uma troca de constantes, as normas L, que aparecem nas defi-
ni¢hes podem ser substituidas por qualquer norma L_ (0 < r < «) (segue
imediatamente das desigualdades de Kahane — cf. Parte A deste capitulo).

viil) Se E tem algum tipo p > 1 entdio E também tem algum cotipo q < o« (segue do
Teorema de Maurey-Pisier [35] Teorema 3.11). A reciproca nédo é verda-

deira, pois {; tem cotipo 2 e tem apenas tipo 1 (veja exemplos abaixo).

1.3 Exemplos

i) Sdo exemplos de espagos que t€m apenas tipo 1 e cotipo «: ¢y, ¢, L, C(K) para
qualquer compacto Hausdorff K. Isso pode ser generalizado da seguinte
forma: qualquer & -espago (cf. definigdo no cap.3) tem apenas tipo 1 e
cotipo <« ([9] pag.305 Corolario 3(1)).

i1) Os espagos t!p e Lp tém tipo min{2,p} ¢ ndo mais do que isso no caso de
dimensdo infinita, e cotipo max{2,p} ¢ ndo menos do que isso se a
dimensdo ¢ infinita ([38] 11.2 a 11.5). As generaliza¢des para os ‘;.Pp-espa(;,os

podem ser encontradas em [11] Teorema 11.7.



ii1) Espagos de Hilbert tém tipo 2 e cotipo 2 (6bvio). O Teorema de Kwapien ([35]
Teorema 3.3} diz que se um espago de Banach E tem tipo 2 e cotipo 2
entdo E ¢ isomorfo a um espago de Hilbert.

1v) Espagos uniformemente convexos tém algum tipo p > 1 ¢ algum cotipo q < o
([35] pag.39). Novamente a reciproca nfo ¢ verdadeira: em [22] James exibe
um espago de tipo 2 que ndo é reflexivo.

v) Todo espago de Banach tem o mesmo tipo ¢ 0 mesmo cotipo que seu bidual

(segue de 1.2(v) e do Principio da Reflexividade Local - veja [9] pag.75).
Veja o tipo € o cotipo dos espagos de Lebesgue-Bochner na Proposi¢io 1.7.

1.4 Funcdes de Rademacher Generalizadas

Seguiremos aqui a descri¢do que [16] faz das fun¢Ses de Rademacher gene-
ralizadas. Seja n um inteiro positivo fixado e tomemos as raizes n-ésimas da unida-
de 1 = A, ..., A, consideradas na ordem crescente de seus argumentos.

O intervalo [0,1] ¢ dividido em n intervalos disjuntos de mesma amplitude
[, ..., [, descritos na ordem que aparecem da esquerda para a direita de [0,1].
Definimos s,: [0,1] = C por: s;(t) = Kj se t pertence ao interior de Ij paraj=1, ...,
n; € s;(t) = 1 se t € uma extremidade de algum dos intervalos Ij.

As demais fungdes sdo definidas recursivamente. Supondo s, ..., 5, defini-
das, s, ¢ definida da seguinte forma: cada intervalo I usado na construgio de s,
¢ dividido em n intervalos J,, ..., J | de mesma maneira que [0,1] o foi na primeira
construgdo; e entdo defintmos sp () = ?uj se t esta no mtenior de algum J i e Si+1(D
=1 se t € uma extremidade de algum desses intervalos.

A sequéncia (.sk),':=l sera chamada de sequéncia das fungdes n-Rademacher,

e quando houver perigo de ambiguidade em relagéio a n escreveremos (sé"));l .



Note que fazendo n = 2 obtemos as fun¢des de Rademacher originais. Como era de
se esperar, a sequéncia das fun¢es n-Rademacher compartilha de vérias proprie-

dades com as Rademacher originais. Vejamos algumas dessas propriedades.
1.5 Proposicdio: Seja n > 2 um inteiro fixado.
i) Para cada k€ N e te [0,1], temos que [s.(t)| = 1.

1
it) A integral f sil(t) w8, (#)dt éigualal sei;=..=i eigual a0 caso contrario.
0 i3

iii) Se j;, ..., J sdo inteiros positivos diferentes, entdo para o'j(t) = sj(t) ou sj(_t) a
1

integral f 0;:'(:) U;-:k(t)dt éigualalsem; =..=m =0 (modn) e igual a 0
0

caso contrario.

1v) As funcdes n-Rademacher sdo (estocasticamente) independentes.

v) Desigualdades de Khintchine generalizadas: Dado p € (0,00) existem constantes a,

e bp (independentes de n) tais que para todos ke Ne o, ..., oy € C valem as desi-

gualdades

k 1 k 1 1
ai[j§|aj|2]2 < (f01|j§ajsj(t)r’dr]*’ < bp[ |a.|2]2. )]
P

Para as demonstra¢es de ii) e iit), veja [7]. 1) é obvio. Para iv) basta
adaptar a demonstracdo da independéncia das Rademacher originais (p. ex. [18]
pag.134). Para v) veja [16] Teorema 2.4.

1.6 Espacos de sequéncias e espacos de Lebesgue-Bochner

Sejam p € [1,0) ¢ E um espaco de Banach. Denotaremos por Qp(E) 0 espago
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das sequéncias absolutamente p-somaveis em E, que se torna Banach com a norma
1

H(.xj);l il, = ( ) I!lelp]p . Para p = « fazemos as modificagdes usuais.
j=1

O espago das sequéncias em E que sdo fracamente absolutamente p-
somaveis, isto €: o espago formado pelas sequéncias (xj)j <N de elementos de E tais
que (q)(xj))j eNE Qp( C) para todo funcional ¢ € E', sera denotado por QPW(E }. Este

espago s¢ torna Banach com a norma natural
15l = sup (@), -
peB

Aqui B denota a bola unitaria fechada de E'.

Consideremos agora (€, u) um espago de medida qualquer. Lp(Q, u,E) deno-
tara o espago de todas as (classes de equivaléncia de) fungdes p-Bochner integraveis

f: Q@ — E tais que

1

71, = ([ 1 Pdu)? < .

O funcional f > |f llp define uma norma em Lp(Q, I, E) que assim se torna um es-
pago de Banach (a demonstragdo ¢ feita exatamente como no caso escalar). Nova-
mente as alteragdes usuais sdo feitas no caso p = . Quando ndo houver perigo de
ambiguidade escreveremos apenas Lp(p.,E). Para maiores informagdes sobre a
integral de Bochner ¢ sobre os espagos de Lebesgue-Bochner ora introduzidos veja
a se¢do 1.2 de [12].

Quando E for o corpo dos escalares escreveremos apenas 6 e Lp(u), e

quando p for a medida de Lebesgue em [0,1] escreveremos apenas Lp(E).
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1.7 Proposicao: Seja 1 <p < w.
1) E € (isomorfo isometricamente a um subespago) complementado em {(E).

11) Lp(u) ¢ (isomorfo isometricamente a um subespago) complementado em Lp(p,, E).
i) 1f ¥ < [117. @
1tv) Se E tem tipo r (resp. cotipo q) entdo EP(E) ¢ Lp(u,E) tém tipo min{r,p} (resp.

cotipo max{q,p}).

Demonstracio:
1) Basta considerar a "inclusfo" x€E —» (x, 0,0, ...)e Qp(E) e a projecdo (X, X,, ...)
€ Ep(E) —> (x4, 0,0, . )eEc ﬂp(E).

11) Fixe um elemento x € E de norma 1. Veremos Lp(u) como subespago de Lp(p,E)
através da "inclusdo” I: L) - L,(u,E)
I()(w) = f(w).x, para toda fe Lp(u) ¢ todo we Q.

E pura rotina provar que I ¢ bem definida, linear ¢ isometria (logo injetora).
Portanto I ¢ um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, imagem esta que ¢ uma
copia de L,(un) em Lp(p, E).

Pelo Teorema de Hahn-Banach sabemos que podemos tomar ¢ € E' tal que
¢x) = |x| =1 e {o| = 1. Consideremos agora a aplicagdo T dada por

T: Ly(w,E) = Ly(w) < L(n,E)
T(H(W) = p(Ew)).x,

para toda fe Lp(u,E) ¢ todo we Q. Mais um trabalho rotineiro prova que T é bem
definida, linear, continua com [T| < 1 e que a imagem de T coincide com o
subespagco que ja sabemos ser isomorfo isometricamente a Lp(p). Falta apenas

provar que T ¢ uma projecdo. Para isso tome fe Lp(u,E) ewe Q.
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T(w) = T(T(D}W) = G(TEW)).X = G(PEW)).x ).x = GEW)).9().x = T(DOW),

provando que T?=T.

iti) Da desigualdade triangular para integrais ¢ da monotonicidade usual das normas

Lp, como p = 1 temos que

1P < (1) =a)sain) =[ip.

iv) Veja [11] Teorema 11.12. m

1.8 Varidveis aleatérias gaussianas

Chamaremos de v a medida gaussiana padrio no plano complexo, isto é:

vE) = 1 f el = 1 f e D drds,
nNJE E

8

para todo boreliano E— C, onde E ¢ visto na segunda integral como um subconjunto
de R°. .

Sabemos que os p-momentos absolutos m, = ( jc | led‘Y(Z)]; existem e sdao
finitos para 0 <p < .

Fixaremos um espago de probabilidade (€2, P) e consideraremos (gk);f:l uma
sequéncia de varidveis aleatonas gaussianas independentes, isto €: cada g, € uma
fun¢do mensuravel de Q em C cuja distribuigdio de probabilidade (denotada por

P(g,)) coincide com y. Isso quer dizer que para todo k e todo E boreliano de C
P(g, () = P((g,)"(E)) = 1(E), e logo m, = Ig)], .

Analogamente ao caso Rademacher, dizemos que E tem tipo gaussiano p se
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existe uma constante C tal que para todos x, ..., X, € E, tivermos que

1

1 —
(fnllzg}(w) %] dP(w)] < C(Eux ||P]P

E ¢ de cotipo gaussiano q se a desigualdade inversa ocorrer, com g no lugar de p.
Na Parte C deste capitulo veremos as relagbes entre os tipos (e cotipos) gaussiano

¢ Rademacher.

PARTE A: Desigualdades de Kahane Generalizadas

As desigualdades de Khintchine originais (que sdo as desigualdades 1.5(v)
com r; 1o lugar de sj) ndo podem ser generalizadas no sentido de substituir os
escalares oL, ..., oy por elementos X,, ..., X, de um espago de Banach. Na verdade,
se E € um espago de Banach onde valem as desigualdades de Khintchine , entdo E
tem tipo 2 € cotipo 2, ¢ consequentemente E ¢ isomorfo a um espago de Hilbert
(isso € o que diz o ja citado Teorema de Kwapient - cf. 1.3(iti)). Na impossibilidade
de generalizar cxatamente as desigualdades de Khintchine, J.P. Kahane apresenta

em [23] o seguinte resultado:

"Dados 0 < p < q < ® existe uma constante Kp q tal que para todo

espag¢o de Banach E, as desigualdades

IlE ||2

| Zr5 5
J‘||L »(E) ||f=1 7 Lq(E) Fliz (E)
valem para todos x, ..., x, em E."
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Como ja fo1 dito, estas desigualdades tornaram-se rapidamente ferramentas
fundamentais na teoria de tipo e cotipo. Para trés demonstragdes diferentes veja [25]
Teorema 1.e.13, [29] Apéndice 11l e [42] Teorema II1.A.18.

Conforme ja foi anunciado, apresentamos abaixo a versdo das desigualdades

de Kahane para as fun¢des de Rademacher generalizadas.

1.9 Teorema: Seja n um inteiro positivo fixado e (sk);;l a sequéncia das fungdes
n-Rademacher. Dados 0 < p < q < oo, existe uma constante K(n,p,q) tal que para

todo espago de Banach complexo E, as desigualdades

k k k
||j§'sfxf"r,p(£) < ||;)=:1 ijf“Lq(E) < K(n,p,q) ||j)iijjl[Lp(E), (3)

valem para toda sequéncia finita x,, ..., x; em E.
A demonstragdio que apresentamos abaixo ¢ uma adaptagdo da demonstra-

¢do do Teorema II1.A.18 de [42]. Assim como 1a, ¢ resultado segue do seguinte

lema:
k
1.10 Lema: Seja V(¢) = " Esj(t) X “ parate[0,1]. Se p é a medida de Lebesgue em
j=1
[0,1], entdo para todo a > 0 temos que u({t : V(t) > 2a}) < n? u({t: Vit) > on})z.
Demonstragido: Seja o > 0 fixado.
r
Parar =1, ..., k definamos V () = " Esj(t)xj “ ¢ tomemos 0s seguintes conjuntos:
j=1
A= {t: V(1) >,
Ap={t: V<o r=L ., m-leV O>a}, param=2, ..k
k k
A= l.:lA ; C, =11 ||j§nsj(t)xj“ >egpparam=1, . k;
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B={t:Vit)>a}eC={t: V({)>2a}.
As fungdes a(t) e b(t) sdo definidas da seguinte forma:

n k
a(t) = ):sj(t)xj , o) = X 5;(0)%;.

j=t j=m+1
Definiremos agora uma familia de conjuntos {D, : i =1, ..., n™} por:
Dl - {t . Sj(t) = A"I’J = 1, vers m}
D,={t:s)(H) =%, € sj(t) =A,J]=2, .., m}
E claro que cada D, ¢ um intervalo de amplitude 1/n™, a familia {D, :i=1, ..., n™}
forma uma partigdo de [0,1] e a(t) € constante em cada D,

Com fins didaticos a sequéncia da demonstragdo sera dividida em etapas.

AFIRMACAO 1: Se D ¢ um intervalo da familia {D;:1=1, .., n™} e te D, entdo
existem t, ..., t. € D tais que b(t) = Ab(t) parai=1, ., n

Demonstragdo da afirmacéo 1: Sem perda de generalidade, suponha k = m+2. Logo

b1 = S0 1 (DXps1 T Sipo®X .
As fungtes s, € s - dividem D em n® subintervalos. Chamemos estes

subintervalos de D1,1= DI,2’ e Dl’n, ey s Do onde s, (t)=A;es ()= 7Lj se
te D, i

DadoteD, parai =1, .., n, Ab(t) = A5 (OX 1+ Ay (DX, Mas
A8 (D) € Ays, 1 H(t) sdo raizes n-ésimas da unidade também, logo existem j(i) e k(i)
em {1, ..., n} tais que A,b(t) = Ay Xy 1+ My Xpy o Tomando ;€ Dy, 1y temos que
teDes, ()= ?Lj @ € Sm o) = ?“k(i)- Portanto b(t;,) = hj(i)xm qt ?“k(i)xm 2 =Ab(®)

parai=1, ..., n. n
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Notas sobre a demonstracdo da afirmacéo 1:

1) Podemos escolher t; de maneira que as suas distancias as extremidades de D;g;) .y
sejam iguais as distdncias de t as extremidades do intervalo da familia {D, J} que
contém t.
ii) Se tomarmos t' em D tal que o intervalo da familia {D, J} que contém t' ¢ dife-
rente do que contém t (isto &: s, ((t) # 5, 1(1) ou s, 5(t) # 5,,45(t)), entdo cada
t pertencera a um intervalo da familia {D, J} que ndo € o que contém ft..
iii) Se D e {D;}, je {1, ..., n} ¢ Pc D ¢ Lebesgue-mensuravel, entdo

u({teD: t ePH=u{{teD: : teP})

Demonstragdo de iii). Suponhamos novamente que k = m+ 2 ¢ consideremos os

conjuntos D, ;, Dy ,, ..., Dy, ..., ..., D, como na demonstragio da Aﬁrmagﬁo 1.
Pela Afirmacgdo 1 ¢ pelas observagdes 1) ¢ i) podemos definir de modo biunivoco
‘Pj: D—>D: ‘Pj(t) =1

paraj=1, ..., n. E facil ver que Tj ¢ uma translagdo em cada D, ., e que para cada

1,)?
par (i,}) existe um tnico par (1',)) tal que LI"J-(Di J) =D, i Em suma, LIG- estabelece
uma correspondéncia biunivoca da familia {D, J} sobre si mesma. Dado P c D,

usando a invaridncia por translagdes da medida de Lebesgue temos

pteD;ePh = wDNY'P) = u{{ U v, ) Ne;"P)) -
i,j=

= i p(ijl(Di,jﬂP)) = )n: p(Di’jﬂP) = u(P) = p(lteD;teP}).

ij=1 i,j=1

AFIRMAGAO 2: Para todos x,y € E temos que |x| <max {|x+Ay[:i=1,...,n}.

Demonstraciio da afirmacéio 2: Segue imediatamente da desigualdade triangular ¢
da igualdade A, +...+A, = 0.

Consideremos agora os conjuntos E_ = {te A : {a(D| < |a®) + b(O)[}.
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AFIRMACAO 3: w(A,) <nwE,).

Demonstragdo da afirmagdio 3: De acordo com a terminologia introduzida na

demonstragdo da afirmagdo 1, como sy, ..., s sdo constantes em cada D;, segue que

k(m)

existem D, ,..,D, taisque A,= UD, .
i ixom) m ol i

Da afirmagéo 1 temos que para todo ¢ eDij ¢ todo ¢ =1, ..., n, existe ¢, EDij tal
que b(ty) = A,b(t). Logo

k(m) (*) km){ n
p4d,) = E Wb, ) < E(QEI u({teDijiIIa(t)IlﬂIIa(f)+lgb(t)||})] =

kim){ n
= ):1 ( X u(lteD, : la@)l < ﬂa(t@)+b(tg)ll})] <
]:

(*%) k(m)
= Enp.({teD la@®)] < la@) + @) =

j=1

= nu[k(ﬁl{tED la@) < Rd(t)+b(t)ll}] =

j=1

= np(lted,: [a@®l < la@)+bO1) = nu(E,).

(*) Use a afirmagdo 2 para obter D, U {z ED la@)] < fa@) + A,b@)|}.
A

(**) Veja observagfio (ii1) sobre a demonstragio da afirmagéo 1. |

Voltando a demonstragdo do Lema 1.10, E_ < A por defini¢éo. Provemos
agoraque E_ — B: dadoteE , comote A  temos que V () = [a(®)| > o e
la()| < |a(t) + b(®)|. Logo
o < Ja(t)| £ Ja(t) + b(t)| = V(t) ¢ portanto t € B. Agora é claro que
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w(A,) <np(E ) <np(A_(1B). Entlio
k k k
uA) = p( U Am) - T A ) <n T (A, NB) - nu(ANB) <nu(B). @
= m=1 m=1

Um argumento analogo, com as adapta¢Ges adequadas, nos fornece

w(C,) < np(B) (5)

Definamos os conjuntos A, i, ..., Ay, Por:

Apy = Ap N{tsy® =R}, 0 Ay, = Ay N{t:s, (=2},
¢ analogamente C;, = C,, U..UC_ .

Da independéncia das fungdes n-Rademacher, para i = 1, ..., n obtemos

w4, ;NC, ) = npd, Y, ;) e p@,) = np@, ). (6)

Para se convencer da validade da primeira igualdade de (6) o leitor deve observar
que A NCi=A, NC,N{t:s, () =2}; e que sob a condigho de s estar fixada
os conjuntos A e C_ tornam-se independentes, pois o unico elo de dependéncia
entre A e C, € exatamente a condigdo em s .

Vejamos um esbogo da demonstragdo da segunda igualdade de (6). sejam i e j
fixados. A ;€2 unifo de alguns dos intervalos da familia {D, }. Mas para cada um
desses intervalos podemos associar um e apenas um intervalo da mesma familia que
esta contido em A, (este € o ponto onde a independéncia ¢ crucial). Logo WA, )
= u(Am’j) ¢ isso nos fornece

A = p(Am,l) + ...t p(Am’n) = nu(Am,i) parai=1, .., n

O mesmo argumento mostra que p(C, ) = nP(Cm,i)- Portanto

wA,NC,) = | U, NC, )| = Enuld, Ju(C,) = n*u, OuCpy) =
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- p2l pA,) 1 i(C,), e entdo
n n
w4, NC,) = n@d,)nC,). ()

Das defini¢des € claro que C < B < A. Provaremos agora que Amﬂ CcA NC,
Dadote (A 1C), V ,(t) < ae V(1) > 2a. logo

m- k
20 < V(@) =| jésf(’)xf <] J.EI%(% |+] jisf(r)xf |= Vi@ +| jésf(‘)xf E

ca+] Es0s

, logo l[jgsj(t)xj" >2a -0 =0,

provando que A_N1Cc A NC_.

Finalmente a demonstra¢do do Lema pode ser completada:

7

k k ( k
WO) = sANC) = u( U 4,N0)| < Zpd,NC,) = T, )(C,) s

k (3) (4)
< sup{w(C,):im=1,..,k} Elu(Am) < npB)p@) < n?uB)2. |
m:

Demonstracio do Teorema 1.9: A primeira desigualdade segue da monotonicidade
usual das normas Lp.
De acordo com a terminologia do Lema 1.10, temos que provar a existéncia

1 L 1 1
de uma constante K(n,p,q) tal que ( f V(t)th]q < Kn,p,q) ( f 4034 dt]P .
0 0

) 1
E claro que podemos supor f V({)ydr=1. Como V(t) = 0, a desigualdade de
0

P
Tchebyshev nos dd p(iz: V(e) >n¥P}) < (_1_ ||V(t)||] -1,
3P p n3
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Aplicando o Lema 1.10 indutivamente parar = 1, 2, ..., obtemos
p({e: V(@) > 27837}y < n2p({e: V() >27 0%} <
< ) ude: v >27 203 <

< ) pde:vEe)>nPHY < )P (%) =07,

Mas [0,1] ={z: V() <n®PYU[ U{¢: 2" 03P < V() < 2"n%?}), ¢ como n > 2
r=1
. segue que

flV(f)th < 3Pyue: V(@) <ndiP}y + > (274 3Py u ({2 V() > 27 0P}y <
0

r=1

<m0 4 p3? T (2907 < P 1 > @1.277)),

r=1 r=1
Basta entdo tomar K(n,p,q) = nm[l + Z (29,272 1)]_ ]

1.11 Observacdo: E importante observar que ao contrario da demonstragéo que [16]
fornece das desigualdades de Khintchine generalizadas, a demonstra¢do acima néo
permite conclusdo alguma sobre a possibilidade (ou ndo) de escolher as constantes

independentemente de n. A melhor informagdo que podemos obter é que

3
b
K(n,p,q) < Y K,,

1.12 Observagio: E fato conhecido que as desigualdades de Kahane valem também
para as varidveis aleatOrias gaussianas, com as mesmas constantes do caso Rade-

macher original. Para uma demonstragfio (puramente probabilistica) desse fato veja

21



[26} Corolario 4.8.

PARTE B: Varidveis aleatorias n-simétricas

As propriedades fundamentais que, em muitas situa¢des, permitem o inter-
cambiamento entre a sequéncia das fungbes de Rademacher ¢ uma sequéncia de
variaveis aleatorias gaussianas séo a independéncia ¢ a simetria (no sentido da defi-
ni¢do abaixo). Como queremos introduzir as fungdes de Rademacher generalizadas
neste contexto, devemos analisar tais fung¢des sob a perspectiva destas duas proprie-
dades. Como ja foi visto, para todo n a sequéncia das fun¢Ses n-Rademacher ¢
independente. Mas para n impar tal sequéncia ndo ¢ simétrica. Isso ndo permite uma
adaptacdo imediata para o caso das fun¢des n-Rademacher das demonstra¢des dos
resultados que relacionam as médias gaussianas com as médias Rademacher
originais.

E com o objetivo de contornar esta dificuldade que introduzimos abaixo o

concelto de n-simetria.

1.13 Definicdo: Seja (€2, P) um espago de probabilidade e ( f});l uma sequéncia de
variaveis aleatorias em €, isto ¢: cada t] ¢ uma fungdo complexa mensuravel defi-
nida em Q. Para cada o € Q, definimos (f;, ..., f; @) = (o), .., fi(w), ...).
Chamemos de F# a g-algebra produto (infinito enumeravel) dos borelianos de C(para
as defini¢cdes rigorosas de produtos arbitrérios de medidas, o-algebras e
distribui¢des, veja o capitulo 6 de [32]). A distribuicdo conjunta da sequéncia
( f});:l ¢ a medida de probabilidade P(fy, ..., £, ...) definida por
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P(f), ... £, . XE) = P((Fy, ..., £, YYE), VEe &

Dizemos que a sequéncia ( jj.);': ; € n-simétrica se para toda sequéncia (Gj)j < forma-
da por elementos do conjunto {A,, ..., A, } tivermos que

P(f), ..., £, .) = POf}, .., Bf. ).
Observe que para n = 2 a defini¢do acima coincide com a nogdo classica de se-

quéncia simétrica de variaveis aleatorias (veja [20] pag.9).

1.14 Exemplos:
i) Para cada inteiro positivo n > 1 fixado, a sequéncia (s,);-; das fungdes n-Rade-

macher € n-simétrica.

Demonstragdo: Chamemos de P(s;) a distribuigdo da fungdo s;, isto & P(s;}A) =

P((sj)'l)(A). Como a sequéncia das functes n-Rademacher ¢ independente, temos
que

P(SyyemnsSjyen) = Ei P(s;) (veja [32] Proposigdo 10, pag.55).

Dados je Ne Bj € {A;, ..., A} vejamos que P(sj) = P(Bjsj):
Para todo conjunto E — C mensurivel, vale uma e apenas uma das seguintes
possibilidades:
— X4, ..., A, ndo pertencem a E.

Neste caso tanto (sj)'l(E) como (stj)'l(E) sdo vazios, e portanto P(sj)(E) =
P(®;s;(E) = 0.
— Todos Ay, ..., A,
Neste caso (Bjsj)'l(E) = (sj)'l(E) = [0,1] e portanto P(sj)(E) = P(stj)(E) = 1.

— Existe exatamente uma raiz n-ésima da unidade em E.

pertencem a E.

Digamos que A;€ E. Logo existe exatamente uma outra raiz, digamos A, tal
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que Gj?LJ = Jp (relembre que {A;, ..., A} € um grupo ciclico gerado por qualquer
raiz primitiva).
Portanto (E)J-sj)'l(E) = {te[0,1]: stj(t) =M} ={t: s,(t) = M /Gj} ={t: sj(t) =M=
(s ({A}) e entiio POS,)E) = n((®;5) " )E) = R(G&) (A1) = U= (s (M)
= P(sj)(E).

E facil perceber agora que os demais casos (quando existem exatamente
duas raizes em E, ..., quando existem exatamente n-1 raizes em E) podem ser

tratados de maneira analoga ao caso anterior.

A independéncia da sequéncia (.sJ,.);,f"=l implica claramente na independéncia
da sequéncia(ej sj)jfll , logo usando novamente o teorema que garante que a distri-
bui¢do conjunta de uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes € o produto

das distribui¢gdes individuais temos
P(s)yeyS550) = %P(Sj) = f@iP(stj) = P(0,,,0,5;,...) . [ ]
j= j=

ii) A sequéncia de variaveis aleatorias gaussianas independentes (g,)., definidas

no espago de probabilidade (€2,P) ¢ n-simétrica para todone N,

Demonstragdo: Observando que a sequéncia das varidveis aleatdrias gaussianas

também ¢ independente, o mesmo argumento do item 1) nos mostra que basta
verificar que P(g,) = P(ngj) para todo je N.

Provemos isso entdo: dado E um boreliano de C,

2

2 () _lil
P()E) = P(g) )E) = 1(B) = — [ etaz = e a)-
J
1 “lw? 3 1 Cwl? _ E\ _ U E )
- 'd(gj) = fs w5 Y(aj) - P(Sfl(a;)) -

4
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=P({w : gj(w) € E/Gj}) =P({w : ejgj(w) eE}) = P(ngj)(E).

(*) Aqui fazemos a transformagdo z = w/Gj. Mais rigorosamente podemos fazer a
transformacao linear T(z) = Z/Bj e aplicar o Teorema da Mudanga de Vartavel para
R? (0 determinante da jacobiana desta transformagio é igual a 1). Isso tudo na

verdade segue da invaridncia por rotagdes da distribui¢do gaussiana. |

1.15 Proposicdio: Dados x4, ..., x, €E, pe R, ne Ne 0, .., 0, € {A, .., &}, se
po 1 k i k 1
(.sj);’=l denota a sequéncia das fungdes n-Rademacher ¢ (gj) ;1 sdo as variaveis

aleatérias gaussianas independentes, entdo
1, k » 1, k »
[1Eosonta - [[|Esonfa
k k
fn | JEI 6;8,w)x;|"dw = fn | Elgf(w)xf [ aw.
Demonstracio: Definamos a seguinte fungdo: para todo (t;, ..., {) € ck,
k
S@aesly) = ||j§1"3"‘f .

E claro que f é mensuravel. Usando o que foi provado no Exemplo 1.14(1) e o

teorema da integra¢do em relagdo 4 medida imagem, obtemnos

fo ! "j)’:‘;lsj(r)xj [Pt - L FS L) 5, () - fck FAP(s,yers;) =

1
- fck FAP@©,5,,...,0,5,) = fo F0,5,)s0,0,5,()dt =
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1, k
= fo ”j);:lefsf(t)xflfpdt'

O caso com g. ¢ 1déntico, sendo que basta comegar as igualdades acima com g no
i q ¢ g g

lugar de 5; € integrar sobre Q2. |

PARTE C: Caracterizac@io de tipo e cotipo via funcdes n-Rademacher

Introduziremos agora os conceitos de n-tipo € n-cotipo, mas isso tem apenas
motivagdo didatica, pois mostraremos mais adiante que tais conceitos sd0 equiva-

lentes aos conceitos de tipo e cotipo.

1.16 Defini¢fio: Sejam ne N, n>1, e 1 <p <2 < q £ ». Dizemos que o espago de
Banach complexo E tem n-tipo p se existe uma constante C > 0 tal que para toda

sequéncia finita x,, ..., x; de clementos de E tivermos que

Lk o) ; >
s Ox || < Cl Xx,)? |7,
J J i
¢ "j=1 j=1
E tem n-cotipe q se existe C 2 0 tal que para todos X, ..., x, € E tivermos que

I

k 1 Lk L
(£ <e([/1Es0spaf

Note que quando n = 2 temos as nog¢des tradicionais de tipo e cotipo.

E importante observar que o Teorema 1.9 garante que nas defini¢des acima

podemos substituir as normas L,(E) por qualquer norma L (E) (0 < r < ).
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Estudaremos a seguir as relagdes entre as médias gaussianas ¢ as Rade-
macher generalizadas. Antes precisamos provar o resultado abaixo, que é uma das
varias versdes do Principio da Contragdo, teorema este que ¢ muito 1itil na Probabi-

lidade em espagos de Banach. O caso real do teorema abaixo ¢ o Lema 4.1 de [19].

1.17 Teorema: Se¢jam X, ..., X, variaveis aleatorias independentes a valores em E,

p-integraveis para 1 < p < o, Se JXJ =0 paraj=1, .., k entdo

k k
" .Eafxflle(E) < 4"j=EIXf||LP(E)

para todos a,, ..., a_e C tais que |aj| <1

Antes da demonstragdo precisamos do seguinte lema:

LEMA: Sejam X, ¢ X, varidveis aleatorias independentes a valores em E ambas em

Lp(E) para algum 1 < p < 0. Se X, tem média 0 entdo |X, |lp < X+ X, p

Demonstragdo do Lema: definamos a seguinte fung3o:

f(e,t) = It +4,1P, Y (t,,t,) cE2,

Nas contas abaixo usaremos o Teorema de integracfio em relagio 4 medida imagem,
a independéncia de X, e X, (usando que a distribui¢do conjunta € o produto das
distribui¢des individuais), o Teorema de Fubini e a desigualdade (2) de 1.7. Cha-

mando ora de x ora de y o argumento das fungfes X; ¢ X, temos

(X, (0) + X, () Pdx = | f(X(x), X, (x)dx = | fdP(X|,X,) =
E2

) sz FAPE)DP(X,)) = fE( fE fdP(X)|dP(X,) =
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= [{[1x@ +x,000ax)dy = [{| [ X0 + X0 )y =

= [iIx,0)Pdy.
Elevando a desigualdade acima a 1/p obtemos o lema. |

Demonstracio do Teorema 1.17: Se o < {1,2, ..., k} do lema temos que

[Izxp < [ Exp
J

Seaj=d:1 para j = 1, ..., k, colocando ¢ = {1 Sj.<_k:aj=1}ep={l <)<k

8 = -1} a desigualdade acima nos fornece

k
“ E J"L »(E) || j)ianj “-LP(E)-'- || jgp anJ' ||LP(E) <2 " JEIXJF ||LP(E) ) ®)

Chamemos de L, = {(a;, ..., a) € ck: |aj| <lparaj=1, . ,k}e
Ko = {(by, By5 .0s by, Bk)eRzk ; lbj| <le IBJ-J <1paraj=1,.. k} E claro que
fazendo a identificagdo aj = (b;, Bj) temos que L, < K,,.

Mas K, ¢ um compacto convexo de Rk cujos pontos extremais sdo 0s 2%k
pontos da forma (1, 1, ..., £1). Logo dado a = (a;, ..., a) = (by, By, ... b, B) €
Ly, € Ky, pelo Teorema de Carathéodory (veja [11] Teorema 6.28) sabemos que a
¢ uma combina¢io convexa de no maximo 2k+ 1 pontos extremais, isto €:; existem

Ay oo Ay = O tais que

2k+1 2k~+1 2k +1
bjzmzﬂkmbjma B = E A p}m!J l,.,ke mzjllmz

onde bjmz +1 e Bjm= +1. Disso obtemos entdo o seguinte:
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k k
|| j)=:1 anJ' ||LP{E) B " j‘g(bf * ipj)Xf IILP(E) || ): b X ﬂJXJ "L (E)

< " Eb ||L (E) || j§1 BIXJ' ||LP(E) -
Kk 2k+1 ko 2k+1
g AR I PR
- 2;:”1(2(; x,) thlx():p X
m=1 j=1 L (E) m=1 j=1 L(E)
2k+1 8)
< XA "E in %], ) ij A ||ZBJmXJ||L ®)
k
< 2" jEXf ||LP(E " E ||L (E) N 4|| jEXI "LP(E)’ u

A Proposig¢do abaixo nos diz que as médias gaussianas sempre dominam as
médias Rademacher generalizadas. Quando o inteiro positivo n estiver fixado, as

fun¢des n-Rademacher serdo denotadas por (sj)}”=1 .

1.18 Proposi¢do: Se ne N, n > 1 e x|, ..., x, € E ento

| Z5ile < ol 28y
jor L@ m Vi L,(E)

Demonstragdo: Relembremos que m, = | g; |, . Utilizando o Teorema de Fubini e

a desigualdade (2) de 1.7 temos
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L,k 2y L,k 1
[ J, 12505 szt]z ol (fo | 2505 IIZdt]z -

1
2 —
dt]2 <

Z50)] [ 1gomaw]s,

j=1

-2

1

1 L& 2
< E[LL “}Esj(t)|gj(w)|xj“2dtdw}z <

(*) 4 1. & 1
) E(fg,{; "jzlsj(t)gj(W)xj||2dde]2 =

1

4 (! k 2
= ;l[fo (fn ||Elsj(t)gj(w)xj||2e:iv'w]‘::ll.‘]2 =

4 d 2
- (1L o P

sendo que a Gltima igualdade segue da n-simetria das fungdes (gj) na forma da

Proposigio 1.15.

A passagem indicada por (*) € simples no caso real (na verdade vale a
igualdade sem a constante 4 — ¢ isso segue da simetria das fungdes (gj), bastando
para isso escrever |gj(w)| = sign(gj(w)).gj(w) para cada w € {2); mas este artificio
ndo se aplica ao caso complexo, que € 0 nosso ¢aso.

Contomamos a situagdo da seguinte forma: para cada we2ej=1, .., k,
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g;w)

escrevemos |gj(w) | =

exp(i arg(g;(w)))
N _ 1 _
Entdo chamando a; = p— arg(gj(w))) e Xj(t) —Sj(f) gj(w)xj, pelo Teo-

rema 1.17 com p = 2 obtemos

> 1
j-1 exp(iarg(g;(w)))

2
dt <

J; 1 “j);‘lsj(t)lgj(W)lijth . L l 5(0) 8,0W)%,

1, k 2
< 4 J; | .Zisf(‘)gf(w)xf" a,
J:
o que justifica a passagem (*). |

J4 a majoracdo inversa entre as médias ndo vale sempre. Afortunadamente
0s casos em que vale serfio suficientes para os nossos propositos. Para descrever

esses casos precisamos da seguinte defini¢#o.

1.19 Defini¢do: A distdncia de Banach-Mazur entre os espagos de Banach E ¢ F €
definida por d(E,F) = inf{|T|.| Tl | : T: E > F é isomorfismo}.

Dizemos que o espago de Banach E ¢ finitamente representivel no espaco
de Banach F se todo subespaco de dimensdo finita de E € quase isométrico a um
subespago de F, isto é: dados € > 0 e E, um subespago de dimensdo fintta de E,
existe Fy subespago de F tal que d(Ey,Fy) <1+e.

1.20 Propriedades e exemplos:

E facil provar que a distincia de Banach-Mazur satisfaz as seguintes
propriedades:
— d(E,F) 2 1 para todos E ¢ F;
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- d(E,F) = d(F,E) para todos E ¢ F;

- d(E,G) £ &E,F).d(F,G) para todos E, F e G;

— se E ¢ isométrico a F entio d(E,F) = 1, mas a reciproca ndo & verdadeira em
geral. E possivel munir ¢q de duas normas de forma que os espagos resul-
tantes ndo sdo isométricos (uma das normas ¢ uniformemente convexa
enquanto que a outra ndo €), mas a distincia entre eles € igual a 1 (veja [41]
pag. 277).

— se E tem dimensdo finita e d(E,F) = 1 entdo E e F sdo isométricos (veja [42]

Proposigéo I1.E.7).

Fixado um inteiro positivo n, chamemos de N, a classe de todos os espagos
normados de dimensdo n, ¢ de N_ o conjunto das classes de equivaléncias de
¢lementos de N sob a relagdo: E ¢ equivalente a F se ¢ somente se d(E,F) = 1.
Quando equipado com a métrica induzida pela funcdo In(d(.,.)) em Nnx Nn, 0
conjunto 1\~In se torna um espago métrico compacto, chamado de compactum de
Minkowski (veja [41] pag. 278).

Fornecemos abaixo alguns exemplos de representabilidade finita, com refe-

réncias para as demonstracdes.

— Todo espago de Banach ¢ finitamente representavel em ¢, ([15] ex. 2 - pag. 166);

— {, ¢ finitamente representavel em todo espaco de Banach (este € o Teorema de
Dvoretsky - [11] Teorema 19.1);

— E" ¢ finitamente representavel em E, para todo espago de Banach E (este é o
Principio da Reflexividade Local - veja [9] pag. 75)

— Qualquer espac¢o L, de dimensdo infinita ¢ finitamente representavel em ﬂp para
1 <p < w ([38] phg. 56);
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— Chamando de p(E) = sup{p : E ¢ de tipo p} ¢ q(E) = inf{q : E ¢ de cotipo q},
entdo ) ¢ {yE) sdo fiitamente representaveis em E (este ¢ o Teorema

de Maurey-Pisier [35] Teorema 3.11).

1.21 Proposicdo: Sejane N, n > 1, (.sJ,.)J':"=1 a sequéncia das fun¢des n-Rademacher
e (g}.);“=1 a sequéncia de variaveis aleatorias gaussianas independentes definidas no
espago de probabilidade (€2, P). Se {_, ndo € fimitamente representavel em E entdo

existe uma constante C tal que para todos x;, ..., X, € E

k k
5w < € 15551
|| i gf Tz, &) )

O resultado original de Maurey e Pisier ([28] Corolario 1.3 pag.67) com I

no lugar de s i, Prova que a reciproca também ¢ verdadeira.

Demonstracdo: Pelo Principio da Reflexividade Local temos que ¢, também ndo é
finitamente representdvel em E. Se todo operador linear continuo de ¢, em E for
q-somante, indicaremos tal fato por Hq(co,E) = L(cqy,E). De [28] Teorema 1.2,

Remarque 1.4 e Corolario 1.2 tiramos o seguinte caso particular

TEOREMA (Maurey-Pisier):

a) Se ¢y ndo ¢ finitamente representavel em E entdo 1 2 < q < o tal que 1 (co, E)
= L(cy, E).

b) Sep,qeR, sup{2,p} <q<ooe ((u)éum espaco de medida qualquer, entdo
Hq(co, E) = L(¢y,E) = Hq(co, Lp(Q,u,E)) = L{cy, Lp(Q, u, E)).

Como ¢, ndo ¢ finitamente representavel em E, tomando p = 2 no Teorema
temos que d 2 < q < « tal que Hq(co, L,([0,11,E)) = L(cy, L([0,1],E)). Portanto

existe uma constante K > 0 tal que para todo operador linear continuo u: ¢, —
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L,([0,1],E), se nq(u) denota a norma g-somante de u (veja cap. 3), entdo

ﬂq(u) < K. |uf.
(Usando a defini¢do de operador g-somante é facil perceber que ju| < nq(u), €
portanto a identidade de Hq(co, L,([0,11,E)) em L(c,, L5([0,1],E)) é continua. Pelo
Teorema da Aplicagdo Aberta, esta identidade serd um isomorfismo, e portanto K

pode ser pensada como sendo a norma do isomorfismo inverso).

Dados x;, ..., X, € E, definamos o seguinte operador linear
k
w: ¢y —> Ly(E), u((cj)j=1) = Elcj x; sj(t).

E facil ver que u é limitado, e portanto g-somante.

AFIRMAGAO: Existem numeros positivos o, ..., o tais que o+ ... + o= 1e

¢ g
TICHIE nq(u)(:la,,-lcm] -
ha

Demonstragdo da Afirmacdo: Chamemos de Py a projegdo de ¢ nas suas primeiras

k coordenadas. A imagem de P, serd o C* com a norma | | isto &, o espago ﬂf .

Definamos o operador linear U por
k
U Lo > Ly(B), Uleysma ) = L6, 5;0).
j-1

E claro que u = U o P. E facil ver que U € g-somante (na verdade nq(U) < nq(u)).
Chamando de ¢ =(c, ..., ¢ )€ Q,f, pelo Teorema da Fatoragdo de Pietsch temos que
existe uma medida de probabilidade n na bola unitaria de ﬂlk = (ﬂ: )’ (denotada por

B) tal que
1

U@l < = (U) (fﬂﬂy,c)I"du(y)]E;
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onde cada y tem a forma y = (yy, ..., ¥ com |y, | +..+ |y | € 1.
k k I LI

Mas [{y,c)| = |_Z‘lyjcj| s Ziyllgl = Ziyl * 114l

j- i je

Dessa igualdade e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

kP 9t 1 q k ‘I_'I,L ‘1_1 k 1 1\?
ot < (£ tyit el < ( £t T Briv e
J= J=

j=1

k q-1 ¢ &
T

oy |-

Portanto |U(c,w,¢; )| < nq(U)( f Elyjllc 2 dp(y,,- ,yk)]

k 1
- 5, E el [ 010

Definindo Bj = f ij|du(y1,...,yk), observando que B, +...+ B, <1 ¢ tomando
B

obtemos o resultado. [ |

C‘j—

k
> B,
i=1

Voltando & demonstragdo da Proposigdo 1.21, da afirmagdo acima temos que

1

V(¢))j-1€Cos 1l SKIIHH(Eﬁ l¢; |q]

Portanto para todo w € Q) temos que

k 1

k 1
( fol | Z g%, S;<f)\|2dt)2 = Ju (W)l < Ku} (z: |gj(w)|e)q
s
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e elevando ao quadrado obtemos o seguinte

2
q

flu )E g(w)x; sj(t)“?dt < K? Huﬂz[iaﬂgj(w)lq] |
g "j=1 i

Integrando a desigualdade acima em relagéo a w, aplicando o Teorema da Fubini,
usando a n-simetria das (gj), a monotonicidade usual das normas Lp (lembre que q

> 2) e elevando a 1/2 temos

k 1 Lo & 1
[LIEsomsfaf - ['[ |2 g sofaval

A
ey | =

k 2 3 k
Kul fo(jgajlgj(W)l"]"dw < Klul fn(jgajlgj(W)lq]dw =

]

Kul ( [ lgl(www)E - Klulm,.

Para terminar usaremos o Teorema 1.17 com p = 2, Xj(t) = sj(t)xj para j =

1, ..., k. Logo para todos ¢, ..., ¢, € C tais que chi <1,
1, 1, k
fo || Elcfsf(f)xfuzdt <4 fo || Elsf(‘)xf"zd"
) 1, k 2 1, ¥ 5
Portanto |u |* = sup fo “;)51 ¢;5;(f) x; " dt: ]cj| <1?<4 L ||;>=:1 5;() x; " dt, e entiio

Ly & 1 1 :
j; "jE::Isj(t)xj”zdt > 7 lul? 2 e fo ||j§gj(w)xj||2dw. n
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1.22 Proposi¢do: Dados ne NNn>1lel <p <2 < q <o temos
i) E tem n-tipo p < E tem tipo gaussiano p.
ii) E tem n-cotipo q <» E tem cotipo gaussiano q.
Como caso particular (quando n = 2) obtemos as equivaléncias entre tipo

(resp. cotipo) Rademacher e tipo (resp. cotipo) gaussiano.

Demonstracio: 1) (<) ¢ ii) (=) seguem imediatamente da Proposi¢do 1.18.
i) (=) Por hipotese sabemos que E tem n-tipo p. Como p < 2 segue que existe uma

constante C tal que para todos Xy, ..., X, € E,
k k ¢
Iljgsf'xj"f,p(g) : “jasfxf"[,z(g) : C"(xf)fﬂ"ep(z)'

Da n-simetria das fungdes (g;) na forma da Proposigio 1.15 temos que para todo

te [0,1],
k k
f a || Elgj(w)xj ||Pdw = fa llj)isj(t) 8w x; up dw ,
¢ integrando em relagdio a t obtemos

p

dw

L,(E)

k
El 5;8;(W) ;

k 1 k
Lisesfon= [ Esonmstara

k k
scr[ Tigmxlaw = 7 [ X g Pz
z

Q j-1
k
= CP.(m)P. X |x|?.
pl S

Utilizando agora as desigualdades de Kahane para as varidveis aleatorias
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gaussianas (veja Observagdo 1.12), existe uma constante C' tal que

k k
“jzgfxf"LZ(E) : C,“J,ngxf ||LP(E) < C’"C'mP'||(xf)-?=1||ﬂP(E)’

0 que prova que E tem tipo gaussiano p.

ii) (<=) Por hipétese E tem cotipo gaussiano q. Se q = o a tese decorre trivialmente,
pois todo espago de Banach tem n-cotipo « (demonstragdo analoga ao caso n = 2).
Se q < o, vejamos que {,, ndo ¢ finitamente representavel em E:
Se {, fosse finitamente representavel em E, como cotipo gaussiano
¢ herdado por representabilidade finita, terifamos que £, teria cotipo
gaussiano q. Como todo espago de Banach ¢ finitamente represen-
tavel em c,, entdo todo espago de Banach também ¢ finitamente
representavel em {_, o que implica que todo espago de Banach tem
cotipo gaussiano q < «o — ABSURDO.
De posse da informagdo de que ¢ ndo é finitamente representavel em E, o resul-

tado segue imediatamente da Proposi¢ido 1.21. |
Chegamos finalmente ao resultado principal do capitulo.

1.23 Teorema: Sejam m n € N, ambos maiores que 1l e ] Sp<2<q< .

i} Se E tem n-tipo p entdio E também tem m-tipo p.

ii) Se E tem n-cotipo q entdo E também tem m-cotipo q.

Como caso particular, tomando ora n = 2 ora m = 2, este resultado nos diz
que nas definigdes de tipo e cotipo podemos substituir a sequéncia das fungdes de
Rademacher (r,);_, pela sequéncia das fungdes n-Rademacher (5{™)z., para qual-

quer inteiro n > 1.
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Demonstracdio: i) Por hipétese E tem n-tipo p. Da Proposigdo 1.22 1) (=) sabemos
que E tem tipo gaussiano p. Como m esté fixado, usando a Proposi¢io 1.22 1) (&)

para m, segue que E tem m-tipo p.

ii) Por hipétese E tem n-cotipo q. Da Proposigdo 1.22 ii) (=) sabemos que E tem
cotipo gaussiano ¢q. Como m esta fixado, usando a Proposi¢io 1.22 i1) (<) para m,

segue que E tem m-cotipo q. |

1.24 Notacdio: Em vista do Teorema 1.23, dados um espago de Banach E e um

inteiro n, fixaremos a seguinte notagdo:

k
- i . ) k
T, m(E) = mf{c.“]_)_:ls}” xj||L2(E) < CIxD 1l xl,...,xkeE}, ©)
k
] : k ) 10
C(q,n)(E) = lnf{c' “(xj)j=1“q < C “_‘E:[Sj(n xj“LZ(E), Xiseees Xy EE}. (10)

Entdo convencionando que inf @ = <o temos que

E tem tipo p & T(p’n)(E) < o ¢ E tem cotipo q <> Cy, (E) < 0.

1.25 Tipo e cotipo de operadores: Alguns dos exemplos classicos de ideais de
operadores sdo os operadores de tipo (Rademacher) p, os operadores de cotipo
(Rademacher) q e os operadores de cotipo gaussiano g, para 1<px2<qg=<wo(veja
segdo 25 de [41]). Dentro do espirito deste capitulo ¢ natural definir operadores de
n-tipo p € de n-cotipo q, substituindo as fun¢des de Rademacher pelas n-Radema-

cher, e analisar a relagdo desta defini¢do com a original.

1.25.1 Definicdo: Sejam 1 <p<2<q<o,neNn>1eT: E — Fum operador
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linear continuo entre espagos de Banach complexos. Dizemos que T tem n-tipo p

se existe C > 0 tal que para todos Xy, ..., X, € E tivermos que
)k: (n) k
O T(x, < Cl(x,);. .
“J.:ls! ( J)||L2(F) ||( J)J‘IHQP(E)
Dizemos que T tem n-cotipo ¢ se existe C = 0 tal que para todos x,, ..., X, € E,

k
k ()
T(x.));. < Cl|lXs;"x, .
"( ( J))J—IH%(F) |lj=1 J J'lle(E)
Para n = 2 obtemos as nogdes classicas de operadores de tipo p e de cotipo q. Se
substituirmos a sequéncia das fungdes n-Rademacher pela sequéncia de variaveis
aleatérias gaussianas (gj)j'i1 nas definig8es acima, obtemos as defini¢bes de opera-

dores de tipo gaussiano p ¢ de cotipo gaussiano q.

O resultado abaixo segue de uma adaptagdo imediata da demonstragéo da

Proposi¢iio 1.22.

1.25.2 Proposi¢do: Scjam p, g, n € T como na defini¢do 1.25.1.
1) T tem n-tipo p < T tem tipo gaussiano p.
i) Se T em n-cotipo q entdo T tem cotipo gaussiano q.

iii) Se {,, ndo ¢ fin. rep. em E ¢ T tem cotipo gaussiano q entdo T tem n-cotipo q.

1.25.3 Observacdo: A proposigio acima garante que na definigdo de operador de
tipo p podemos substituir as fungdes de Rademacher pelas n-Rademacher para todo
n > 2; ¢ que se { ndo for finitamente representavel em E entdo ¢ mesmo ocorre
com a defini¢do de operador de cotipo q. O autor ndo sabe o que ocorre, no caso

de operadores de cotipo q, se {, for finitamente representavel em E.
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CAPITULO 2

APLICACOES MULTILINEARES E POLINOMIOS HOMOGENEOS A
VALORES EM ESPACOS DE LEBESGUE-BOCHNER

Referencial tedrico

No 'abstract’ de [8] A. Defant e K. Floret escrevem que para muitas ques-
18es em Andlise € interessante saber se dados os operadores S € L(L q(,u); Lp( v) e
T eL(E; F) existe um operador UEL(Lq(p,E); Lp(v, F)) tal que U(fx) =Sf.Tx para
toda fungdo f €L (1) e todo elemento x € E (tradugéo do autor).

Neste capitulo estaremos interessados em uma variante deste problema, que
pode ser formulada da seguinte maneira:

Dados 1 <r <2, um espago de Banach E e um polindmio n-homo-

géneo continuo P € P("E; Lp(u)), queremos saber se¢ existe um poli-

némio n-homogéneo continuo P € P("{(E); Lp(u,ﬂz)) tal que para

todo x € E ¢ toda sequéncia (§ j);.": L,
P((§%)j-1) = (G}, - P(). (11)

Provaremos neste capitulo que se E tem tipo r entdo o problema acima tem
solugdo afirmativa, cumprindo assim a promessa de obter uma aplicag¢do do conceito
de tipo a teoria de aplicagdes multilineares ¢ polinémios homogéncos.

A relaciio deste problema com o problema original ndo € de subordinagio
em nenhum sentido, pois se por um lado o nosso problema ¢ mais geral ao

considerar polinémios no lugar de operadores, por outro lado ¢ mais restrito ao lidar
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com dominios ¢ contradominios (¢, {,,E e Lp(u)) mais especificos que o problema
original (Lq(p), Lu), Ee F).

Nosso problema pode ser visto sob outra dtica: a condigdo (11) mostra que
P & uma extensdo de P, no sentido de que P coincide com P em E. Mas o problema
ndo se reduz a obter uma extensdo de P, pois se considerarmos ® uma proje¢do
qualquer de {(E) sobre E (por exemplo, a projegéo na primeira coordenada), entdo
Pon serd um elemento de P("L(E); Lp(u, {,)) que estende P; mas Pom ndo satisfaz
(11). Na verdade, como extensdo de P, Pom ¢ desprovida de interesse, pois depende
apenas dos elementos X €E ¢ assume exatamente 08 valores P(x); ou seja, num certo
sentido Po7 ndio &, em esséncia, uma extensdio de P, é o proprio P. Portanto as
extensdes do tipo Pon ndo servem como solugdo para o nosso problema. Claro esta
entiio que o nosso problema, apesar de questionar a existéncia de determinadas
extensdes, tem natureza distinta do problema classico de extenséo de polindmios
(tratado por exemplo em [5], [30] ¢ [43]), que se preocupa apenas em provar a
existéncia (ou ndo) de extensdes. Note que no nosso caso este ultimo problema ¢
absolutamente trivial, pois E ¢ complementado em {(E).

Sob a perspectiva da obtengdo de extensdes ndo-triviais, na Proposi¢do I1.1.4
de [17] encontramos uma situagdo analoga, onde um polindémio n-homogéneo de E
em F é estendido a um polindmio n-homogéneo definido em ﬂ:,-(E) ¢ tomando
valores em Q;,,,(F ), desde que p >n (1/p + 1/p' = 1). As solugBes para o problema
proposto que apresentaremos neste capitulo independem do grau de homogeneidade,
isto &: valem para todo n € N; fato este que sugere um novo caminho, que extrapola
os limites estabelecidos para esta tese, que é a possibilidade de se tentar algum tipo
de uniformizagdo dos argumentos aqui utilizados para obter extensdes nfo-triviais
de fungdes holomorfas.

Fagamos agora um breve resumo do capitulo. Na Parte A, utilizando os
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resultados do Capitulo 1, provamos que s¢ E tem tipo r entdo o problema proposto
tem sempre solugfo afirmativa. Na Parte B mostramos que o problema resolvido na
Parte A pode ser reinterpretado usando produtos tensoriais topolégicos. Veremos
que a solugdio apresentada nos permite provar a continuidade do produto tensorial
de certas aplicag@es multilineares e polindmios homogéneos. No final voltamos ao
escopo de [8] para reconhecer as consequéncias do que foi feito anteriormente para
o caso linear (n = 1). Veremos que, neste caso, o que fizemos foi identificar
situagdes particulares onde o produto tensorial de certos operadores lineares
continuos permanece continuo.

Tudo o que foi dito até aqui tem o seu andlogo para aplicagdes multilineares
(falamos até agora em polindmios homogénos apenas para simplificar a notac¢do}.
Na verdade este sera o caso tratado nas demonstragdes, sendo que o caso de
polindmios decorrera como consequéncia imediata do caso de aplicagbes multi-

lineares em geral. Para aplicagdes multilineares o problema se transforma em:

Dados 1 <1y, ..., I, =<2, Ey, ..., E, espagos de Banach ¢ uma
aplicagdo n-linear AeL(E,, ..., E; Lp(p.)), queremos saber se existe
AeL( er(El),...,ﬂr“(En); Lp(u,ﬂz)) tal que para todos (x, ..., X ) €

E,x--xE_ e todas sequéncias (£);_; € f,m=1,.,m,

A& 5]t 5r & £)) = (& &) AGesx). (D)

No final do capitulo incluimos um apéndice que explicita o (mau) comporta-
mento dos espagos de aplicagdes multilineares e dos espagos de polinémios homo-

géneos perante os conceitos de tipo e cotipo.
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PRELIMINARES

2.1 Aplicagdes multilineares ¢ polindmios homogéneos

Dados ne N ¢ os espagos de Banach complexos E, ..., E,, E ¢ F, de-
notaremos o espago das aplicagdes n-lineares continuas de E, x--xE em F por

L(E, ..., E; F), que se torna um espago de Banach com a norma

|A] = sup{IA(x;, ... x ) Ix] <1, j=1,...,n},

para toda A € L(E, ..., E; F). Se E; = ... = E = E escreveremos L("E; F).
Dada uma aplicagfio n-linear A e L("E; F), chamemos de P a restri¢do de A
a diagonal, isto é:
P: E > F; P(x) = A(x, ..., X) para todo x €E.
Definido desta forma P é chamado de polindémio n-homogéneo (continuo) de E em
F. O espago dos polinémios n-homogénos continuos definidos em E tomando
valores em F ser4 denotado por P("E; F), que se torna um espago de Banach com

a norma

[Pl = sup{IP(): Ix] s 1} = inf {C: IP()] < C |x]",Vx€E],

para todo P € P("E; F).
Se F = Cadotaremos as notagdes simplificadas L(E, ..., E), L("E) e P("E).
Relembremos que a cada P € P("E; F) esta associada uma vinica aplicagéo
n-linear simétrica P e L("E; F) tal que P(x) = P(x, ..., x) para todo x € E. Dada uma
aplicagdo n-linear simétrica continua, basta tomar sua restrigdo a diagonal para obter
o polinémio n-homogéneo associado; e dado um polinémio n-homogéneo continuo

a formula de polarizagio (veja [13] Teorema 1.5 ou [31] Teorema 1.10) fornece a
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aplicacdo n-linear simétrica continua associada.

A proposi¢do abaixo explicita a maneira pela qual as fun¢des de Radema-
cher generalizadas flexibilizam a manipulagdo algébrica das aplicagdes multi-

lineares.

2.2 Proposicdo: Sejam n > 1, A€ L(E,, .., E; F) e x{", ., x¢ €E, ;m=1,..,n.
Entdo

k k k
A}, x]) = f lA( 20 L (3T o Es}")(:)xj")dr. (12)
j=1 0 ‘j=1 j=1

Demonstracio:

1 k
X Al X]) = L S5OSO AK k) dE =
j=1 (7 A

1 k
s () . () =
= X AGST@O%,s @) %)) dt =
jl’""jli:l

1 k k
= [ AR 0% . 25 2k 3
0 j=1 j=1

Enunciamos a seguir as desigualdades de Holder generalizadas, que serdo

uteis em demonstragdes futuras.

2.3 Proposicdo: Sejam 1 <p,, .., p, <o tais que 1/p; + ... + I/p, = 1/r < 1.

Se f el paraj=1, .., nentdo
1] P;
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ﬁf.eL e||f1f.|| < ﬁuf.n . (13)
Pric A Pnd) Pl

PARTE A: Solugfio para 0 problema proposto

Veremos aqui que quando conhecemos o tipo dos espagos de saida, sempre
conseguimos solugdes para o problema proposto. Para que a demonstragéo ndo fique

demasiadamente longa, a dividiremos em etapas, introduzindo os dois lemas abaixo.

2.4 Lema; Sc¢ja n um inteiro > 1.
i) Sejam p, q, 4y, ..., 4, MUMeros reais > 1 e A< L(Eq, ..., Eg Lp(p)). Se existir wma

1
Constante KA tal que pa.ra tOdOS xll,ou’ xk e El’ott,xln,cu-, xkn GEH’

1
k £ ™ n k L
[fﬂ[ ) |A(xj1,...,xj")(w)Iq]qdp.(w)]p <K, II [ Ellxjmllq"']q"‘ , (14

j=1 m=14\j=1

entdo definindo A: qu(El) X o X ﬂq,,(En) — L (u, 4y} por

A(x,= (5] )] oo 2,7 (@) Jom = (4 (5 )| YW,

temos que Ae L(ﬂql(El) yoers ﬂqu(Eu) ; Lp(u,(!q)).

ii) Sejam p, q € r numeros reais = 1 e P& P("E; Lp(u)). Se existir uma constante K,

tal que para todos Xy, ..., X, € E,

n

1
’ £
< Kp| Zlsl|,

j=i

k P
fn( > IP(xjxw)P]qdu(w)

j=1
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entdo definindo P: {(E) —> Lp(p., @q)) por

P(x=(x)" )W) = (PG, Ywea,
temos que P € P(" 0{(E); L(n, 0)).

Demonstracio: E claro que ii) segue de i). Mostremos que A esta bem definida.
Para isto sejam x,, ..., X, ¢como no enunciado. Devemos mostrar primeiramente que
E(xl, s XpHW) € ﬂq u-q.s. Para isso considere as fung¢des

k 2
fi(w) = ( Y| A% s )W) 7|7 para todos we Qe ke N.
j-1

Suponha que a sequéncia (f), _p nd0 convirja quase sempre. Logo existe um
conjunto mensuravel B de medida positiva tal que a sequéncia (f (W) _y N0
converge para todo w e B. Como a sequéncia (f(w)), .y ¢ monétona n3o-decres-
cente, entdo lim £ (w) = <o para todo w € B. Aplicando o Teorema da Convergéncia
Monotona, temos que

Hflfﬂﬁ‘zfsﬁflﬂ‘:m'
Mas 1550 ¢ um absurdo pois

) k ya ) n
. . . mady |9n _
llznfﬂfk < hinfnj}c < hzn(KA)P. jii (z: %™} J = (K7 I |5, [y <=

m=1\j=1 m=1

w P
Logo (f,) converge p-q.s. e portanto tomando f(w) = ( > |A(xj1,..., xj")(w) 9]
j=1

temos que lim f (w) = f{w) < « p-q.s., 0 que prova que R(xl, s X W) E ﬂq M-q.S.

Temos que mostar agora que f_&(xl, s X)) € Lp(u, Gq). Novamente pelo

Teorema da Convergéncia Mondtona temos Lim fm fi= fu f. Portanto
k
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1
VTSI ( [ G mok du(w)}v ]

1
(N5 i -

o | -

w P 1
= ( fn (,El [AQ] s Y W) I"]qdu(W)]"’ - ( f S du(W)]

1 P !
= hin( f Jiw) du(W)}" = llm[ fﬂ(iIA(x},--.,xj")(W)I")"du(W)]p <

k j=1

1

k ——
( %" |$q"']q"' . Portanto
14 j-1

< K,.lim
k J

I

m

—_ n
G E g0 S Kae T, < = (15)

provando que K(xl, o Xp) € Lp(p, ﬂq) e portanto A estd bem definida. A n-lineari-
dade de A segue da n-linearidade de A, ¢ a continuidade segue da n-linearidade e
de (15). Note que ||:&|| <Ky |

2.5 Observacdio: No caso linear (n = 1), a desigualdade (14) reveste-se de uma
importancia muito grande, pois sua ocorréncia (com q; = q) equivale ao fato do
operador em questdo ser fortemente fatoravel através de Lq(u) (isso ¢ o que diz o
Teorema da Fatoracfio de Maurey — veja [42] Proposi¢ao I1I.H.10). Mas para o caso
multilinear devemos tomar alguns cuidados; s¢ definirmos o conceito de fatoragdo

forte de aplicagBes multilineares (e de polindmios homogéneos) através de L q(p.)
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de maneira absolutamente analoga ao caso linear (veja [42] Definigcao II1.H.9), tal
conceito ndo sera equivalente & ocorréncia da desigualdade (14) com q; = ... = q,

= q. E possivel provar que a equivaléncia sera obtida com a seguinte desigualdade:

k P 1 k 1
Ua( )y |A(x.1,...,xj")(w)|q)qdp(w)]p < KA( Elllx;ll‘f...||xj"||4]",
j=1 j=

que, como (14), também € uma generalizagdo para o caso n-linear da versdo linear
de (14).

2.6 Lema: Seja n um inteiro maior que 1.
i) Se E tem tipo 1y, ..., E  tem tipor, e Ac L(E, ..., E; Lp(p,)) (1 £ p < ) entdo

: 1 1
existe uma constante K, tal que para todos xy,..., x; € E,, ..., xln,..., xk"e E,

T A
<K, I | S|,

m=1\ j=1

" ]
[ fn( XA s W) |2] * du(w)

j-

ii) Se E tem tipo 1 ¢ Pe P("E; Ly(1) (1 <p < ) entdo existe uma constante Ky tal
que para todos x,, ..., X, € E,

[ [ ||x,-||’]% .

Demonstragdo: Novamente ¢ claro que ii) segue de i). Para provar i) tomemos

1

k P 7 k
> [P(xj)(w)|2]2dp(w)] < KP.( >

Jj=1 j=1

i 1 n n
xl geeey xk 6 El’ooo’ xl grrey xk E Eno

I

1
k 1 n 2% ; 9
_EI|A(xj s X YWY [*] " dp(w) <
Jj=
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—_———
e
Lﬁ
e [
p——
f,

1,k
fn j:) | E rf(t)'A (le o0y xjn)(w) Ipdt d].l(W)] =
j=1

n k 1 =
ap. (|5 o s @ ) dt]P i
m=1\"j=1

-

1
fgl | [ .glrf(t)A(le """ xju)] (w) lpdt dp.(w)]‘IJ =
j-

1 1

k 1 k 1

k 2.1 aon p i (12)
A0 5 s O 5 | 0) [ dt duw)|P =
=1

[ ]: A(,El F(0)" 5,(2) %] oo );15_(;); Sj(z)xjn) dz] (W)\pdtdp.(w)]i ]

i

1 1

1 gk 1 N - . » ﬁ @)
f A( > rj(r)“sj(z)xj - erj(t)"sj(z)xj )(w)dz‘ dt dp(w) <
0 Y j=

i1

k 1 k 1
1 A( 2 rj(t) " sj(z) le yoony 2 rj(t)” sj(z) x}-"
j=1 j=1

1

j-1

1

k 1 i '
1“1‘1( X r ()" 5,(2) le,,,., ¥ rj(t)nsj(z)xj")(,
j-1 pa

1
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A(Erj(t) 5,(2)%, ,...,j)::lrj(t) 5,(2) %, )(w)‘ du(w))dz al? =

)(w) ‘pdz dt dp(w)]% =

1

-

)p dzdt]p <
L(w




1

n 1 L
- ||A||[f:f0‘n > (r)”sj(z)x;’||1’]dzdz]? e
m 1 i=1
1 n 11
$a ||A||(f0 [ ||Er(t)“s(z) |7 ) a ]r i

1 n ok 1 §(3)
= a, A||f 0|2 re) s()x" ai’ <
m=tlj-1" L (Ey)
1
1 7 L 7 ©
<a,|Al II K(n,2, s()x dt| <
0 m=1 L,(E,)

1 B

k 1 2 17
< ap "A“ K(n’z’ np)n fo mH - n](E )P (2 ||rj(t)"xjm"rm)fmdt =

1

n k . 7
e En)|- 1 (E %" J "

m=11 j=1

n

- 6, 141K, 2,np)"| L T
m=

Algumas observactes devem ser feitas:

— 0 numero complexo rj(t)U " designa qualquer raiz n-ésima de rj(t). Por exemplo,

i/n

podemos fixar rj(t) como sendo a raiz n-ésima de rj(t) de menor argumento

principal. Note que na ultima passagem usamos que |rj(t)““| =1.

— foi usada a Desigualdade de Holder Generalizada (13) parar=1,p; =...=p, =

1
ne f,(z) = ||j§rj(t)"sj(z)xjm"p, param=1,..,n
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— ao usar as Desigualdades de Kahane Generalizadas, devemos notar que np > n >

2,poisp = 1. =

Antes de falarmos em extenséio de uma aplicagdo A L(E;, ., E ; Lp(p.))
a uma aplicagdo AeL( ﬂql(El) goury b q,,(En) ; Lp(p., {,)) devemos deixar as coisas bem
explicitas:
— E sera visto como subespago complementado de £ (E) através da inclusdo

XeE — (x,0,0, ...)e {(E)

e da projecio Tc((xj)jeN) = x;. No produto cartesiano tomamos o produto das

projecoes.
— Lp(p,) sera visto como subespago de Lp(u,ﬂz) através do elemento (1, 0, 0, ...) de

0,, isto ¢, atraves da inclusdo fe Lp(u) —(£,0,0, .)€ Lp(p., £,) (veja 1.7).

2.7 Teorema: Sejam 1 < p < oo, (2, n) um espago de medida qualquer e n > 1.
i) Se E, tem tipo 1, ..., E; tem tipo r, entdo toda aplicagdo n-lincar A € L(E,, ...,
E; Lp(u)) induz uma nova aplicagdo n-linear Ace L( ﬂrl(El) sees & (E )5 Lp(u, )

que coincide com A em E;x--xE_ e satisfaz (11'). Mais ainda

I T(r,,,,n)(E,,,)] |A]. (16)

m=1

l41 < 14] < a, K@n,2,np)"|

ii) Se E tem tipo r entdo todo polindémio n-homogéneo P € P("E; Lp(u)) induz um
novo polindémio n-homogéneo Pe P("((E); Lp(u, {,)) que coincide com P em E ¢

satisfaz (11). Mais ainda

IP] < [P] < a, K(n,2,np)*(T,, , E))"IPI.

Demonstracdo: Na verdade quase todo o trabalho ja foi feito anteriormente. O Lema
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2.6 garante a validade de (14). Logo tomando A como definido pelo Lema 2.4
temos que Ac L(Erl(El) - Qr,,(Eu) 3 Lp(u, {,)). Vejamos que A é uma extensdo de
A:
AXpy o X )W) = AKX 0,0, ), ooy (X 0, 0, )W) =
= (AXq, ..o X)W), A0, 0, ...,0)w), ..., A0, 0, ...,0}(w), ..) =
= (A(Xy, o X)W, 0, ., 0, )= Axy, ., x)W)(1, 0,0, .} =
= A(xy, ..., X, {(W) para todos x; € E,, ..., x, €E_e todo we Q2

Vejamos agora que A satisfaz (11%: para cada w € QQ,

A((E 1)1 s & 251 )W) = (A 5 G =
= (& & A(xl,...,xn)(w));l = (a}...5;‘)}‘_‘“=1A(x1,...,x,,)(w) -

= (&8 A2 |00

A primeira desigualdade de (16) decorre imediatamente do fato de A estender A.
Para a segunda desigualdade basta recordar que na demonstra¢éio do Lema 2.6 a

constante K, associada a A€ L(E,, ..., E;; Lp(u)) tem a forma
n
K, = a,K(n,2, np)"[ ] T(rw",(Em)] 1A].
m=

Da desigualdade (15) temos entdo que

n

A r 2l 5 < 4, K, 2,mp)"] iy T, n &) 141 1z,

m=
0 que prova que

n

11 < 0, K@, 2,np)"| I T, (E,)] IAl,
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nos fornecendo assim a segunda desigualdade de (16). |

2.8 Observagdes:

i) E interessante observar que a aplicagio A — A é um isomorfismo de L, ., E,;
Lp(p.)) sobre o subespaco de L( QFI(EI),..., Qr,,(En); Lp(u,ﬂz)) formado pelas ex-
tenses A de elementos AcL(E, ..., E; Lp(p)). De acordo com o Teorema 2.7
faltaria apenas provar a linearidade da aplicagdo A — A, pois uma vez provada a
lincaridade, a injetividade e a bicontinuidade seguiriam de (16). Mas a linearidade
¢ muite facil de ser provada, pois tanto as operagdes (pontuais) de fun¢des como
as operagdes (coordenada a coordenada) de sequéncias respeitam a linearidade.
Portanto os espagos L(E,, ..., E; Lp(p)) e {E . Ael(E,, ..., E; Lp(u))} sd0

1somorfos, ¢ a demonstragdo mostra amda que a distdncia entre estes dois espagos

n

é menor ou igual a @, K(n,2, np)“[ 7, n)(Em)].
m=1 "™

Para o caso de polindmios temos
d(P("E; Ly(w), {P : P PC'E; Ly(w)}) < @, K(m,2,np)™ (T, ,, (E))".

i1) Desde o inicio sabiamos que as extensdes procuradas A (resp. 1_3) ndo deveriam
ser a simples composi¢do de A (resp. de P) com uma projecdo. A partir da
definicdo de A (resp. F) ¢ possivel provar que isso realmente acontece independen-
temente da proje¢do considerada ¢ da maneira através da qual vemos Lp(p) como

subespago de Lp(u, £,).
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PARTE B: Interpretaciio via produtos tensoriais topolégicos

Dados os operadores lineares continuos T € L(E; F;) e U € L(E,; F,), a
propriedade universal dos produtos tensoriais garante a existéncia do operador linear
TO®U: E,®E, - F|®F,
caracterizado pela relagdo T® Ux®y) = T(x) ® U(y), para todos X € E; ¢ y € E,
(nada dissemos, ainda, sobre a continuidade de T® U). Vejamos como esta nogdo

pode ser generalizada para o contexto multilinear ¢ polinomial:

2.9 Definicdo: Seja L, (E,, ..., E; F) o espago vetorial das aplicagbes n-lineares (ndo
necessariamente continuas) de E; x--xE_em F. Pa(“E; F) é definido analogamente
para polindmios. Dadas A€L,(E, ..., E; F) e Be L (G, ..., G;; H), chame de A
e B; suas linearizagdes, isto €:
A eL(E;®-QE_;F)e Aj(x,©-0x ) = AX}, ..., X,) €
B eL(G;®--QG; H)e B (y;®-®y,) =By .., Yo
Considere agora o produto tensorial de A; por By :
A ®B;: (E,®-QE)®(G;®--®G) > FIH,
A OB ((x; 90X )@ (y;©®Y,)) = AXp, - X))@ B(yy, -0, ¥p)-
Como [(E;® - QE )®(G;® -G )] e [(E;®G )V --X(E &KG,)] sdo isomorfos
como espacos vetoriais, podemos pensar
A ®B el (E,®G)®-®E RG), FO®H) ¢
A QOB ((x,®Y)) @ (X, ®Y,)) = A(Xy, ..., X)) ®B(yy, ..., ¥
Para todos espagos vetoriais U, V, ..., V_, sabemos que o espago das aplicagbes n-
lineares de V x--xV_em U ¢ o espago das aplicagdes lineares de V, & --QV_em
U sdo isomorfos (veja [36] Proposition 1.1). Chamaremos de A® B 4 aplicagio n-
linear associada a A; ®B, , isto ¢ A®B € L (E;®G, .., E ®G; FO®H) ¢
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AQBEX;®yy, ..., X,8Yy) = AX[, ..., X)) ®B(yy, ..., Yo *)
para todos x; € Ej e y; € Gy.

Dados os polindmios Pe P ("E; F) ¢ Q P ("G; H) chamaremos P® Q ao polindmio
associado a aplicacdio n-linear simétrica P®Q. Logo P®QeP,("E®RG; F®H) ¢
PRQ(x®Y) = POQ(x®Y, .., x®y) = P, ... x)®Qy, ... y) =

=P(x)®Q(y), paratodos xe EeyeG.

X

2.10 Observagiio: Vejamos que A® B € a énica aplicagdo n-linear de E\® G x -
E ®G, em FOH que satisfaz (*): se Ce L (E,®G,, ..., E,®G,; FOH) e satisfaz
(*), entdo sua linearizagdo C; coincide com A; ® B; nos tensores elementares.
Como ambas sdo lineares, temos que C; = A; @ B;, ¢ logo suas aplica¢des n-
lineares associadas também coincidem, isto é: C = A®B.

A unicidade de P® Q pode entdo ser formulada da seguinte maneira: se R
¢ um polinémio n-homogéneo de EQG em F®H tal que

R(X|®Y[, -.n X3®Y) = P(xy, ..o )@ Qyy, oy Y (**)
para todos X; € Ee y; € G, entio R = P®Q.

Veremos nesta se¢do que os resultados da parte A permitem provar que, em
determinados casos particulares, os produtos tensoriais introduzidos acima sédo
continuos. Para isso devemos especificar as topologias que consideraremos nos
produtos tensoriais. Sejam p = 1, u uma medida qualquer € F um espago de Banach.
Chamemos de A, a norma natural em L () ® F induzida por L (u,F) ¢ Ap,t a
transposi¢ao natural de Ap em F®Lp(u), isto €: para fj (S Lp(u) ey;e F,

APJ(?yf@'};') - AP(}Zf}@yf) - || ?-f}yfllLP(p,F)'
E facil ver que tanto Lp(p.) ®ApF como F®AP:LP(“) (resp. & ®ApF e
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F&'-‘p: Qp) podem ser identificados com subespagos de Lp(p,F) (resp. ﬂp(F)). Na
verdade, denotando por E um completamento do espa¢o normado E, nfio ¢ dificil

verificar que

LWy F=FQ, L) =L, p,F)e

QP®APF = F®ANQP = ﬂP(F).

Para maiores detalhes veja as se¢es 7 ¢ 8 de [9].

O resultado abaixo deve ser visto meramente como uma reinterpretacéo do

Teorema 2.7 no contexto dos produtos tensoriais topolégicos.

2.11 Proposicéio: Sejane N, n = 2.
i) Dados 1 <1y, ..., 1, <2, considere a aplicagdio n-linear continua
L S X (39 HTN (o ) B (41 W
Se E, tem tipo 1y, ..., E, tem tipo r,, entdo para toda aplicagdo n-linear continua
AeL(E,, .., E; Lp(u)) a aplicacdo n-linear
J,®A: 0r1®Ar1E1 X e X ﬂru®Ar”En - 4, ®AP’,Lp(p)

n

também ¢ continua. Mais ainda 13, @ A1 < a, K 2,np| LT, ,(E,)| 141
m=1 ™

i1} Dado r € [1,2] considere o polindmio n-homogéneo continuo

L & = b LEen) = (G )jenw
Se E tem tipo r entdo para todo polinémio n-homogéneo continuo P € P("E; ()

o polindmio n-homogéneo I ®P: {, ®ArE —> 0, ®Ap;Lp(”) também ¢ continuo.

Mais ainda |1, ®P| < ¢, K(n,2, np)* (T, »E)) |P].
Demonstracdo: Facamos apenas o caso de polinémios. Tome Pe P(" 0 (E); Lo(n, &)
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de acordo com o Teorema 2.7. Basta entfo provar que a restrigio de P a { Qs E
coincide com I, ® P, pois neste caso I, ® P herdara a continuidade € a estimativa
para a norma de P. Uma maneira de se verificar isso é provar que a restri¢do de P
a &y E satisfaz (**); e pela unicidade do polindmio que satisfaz esta propriedade
teremos a igualdade desejada. Como a economia de contas néo seria significativa,
verifiguemos diretamente que a restri¢do de Pa t Qs E coincide com [ ®P: para

1SS0 seja Zj @ X; € g ®A,E com o = (E;);‘;l el ¢ X € E.

LRP(Ze,®x)=L@P(Zo,®@%, .. Zo,®%) =
j ] J

=3.. E LOP(, ®%,...,0, QX ) = ? ? Lo, 0 YQP@, ,....x; ) =

1 Jn

= f f: (aj:l 55,,);1‘3’ P, ) = f ;S (z‘l E;”.P(x. : ...,xj"))::l =

S (ZLEAG g B ) = (PR D)) -

. R J? 7
J1 Jn i
= (P(?ijj)); = ’?((?E;xf);) = E(?“}'xj) = I;(?af@xf)‘ n

2.12 Caso lincar: O caso linear do problema tratado até aqui € claramente um
problema de verificagio da continuidade do produto tensorial de determinados
operadores em relagdo as normas Ap E sabido que, ao contrario da norma projetiva
7, as normas Ap ndo gozam da propriedade da aplicagdo métrica, isto €: se T: L (u)
- Lq(u) e U: E — F sfo operadores lineares continuos, nem sempre o operador linear

T®U: Lp(u) ®“p E — L) ®Aq F
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¢ continuo. Portanto nem sempre podemos considerar a extensdo T & U: Lp(u,E)
—> L0, F). Por exemplo, considere F: L,(R) — L,(R) a transformada de Fourier. Um
teorema de Kwapien (ver [9] 30.6) diz que F Q@ idp: Lo(R) ®a, E — L,(R) ®4,E €
continuo se e somente se¢ E ¢ isomorfo a um espago de Hilbert. No paragrafo 1.2
de [8] podemos encontrar outros exemplos concretos onde a continuidade ndo ¢
preservada ¢ um grande nimero de casos particulares onde a continuidade se
mantém. Uma grande variedade de conceitos da Analise Funcional podem ser
definidos em termos da continuidade do produto tensorial de operadores em relagdo
is normas Ap (por exemplo: espagos K-convexos, operadores absolutamente
somantes, e mesmo tipo e cotipo). Logo todo resultado que exiba casos especificos
onde a continuidade é preservada ¢ bem-vindo.

Para analisar o caso linear do problema com ¢ qual vinhamos trabalhando,
precisamos, antes de mais nada, verificar que os resultados do capitulo se mantém
verdadeiros para n = 1, pois até agora foi exigido que n fosse maior que 1. Esta
exigéncia se torna necessaria quando vamos utilizar as fun¢gdes de Rademacher ge-
neralizadas, cuja ordem deve sempre coincidir com a ordem de multilinearidade das
aplica¢bes envolvidas. Logo para n = 1 ndo faz sentido falar em fun¢des 1-Rade-
macher. Vejamos como adaptar os resultados até agora obtidos para o caso n = 1:
— Proposi¢do 2.2: ndio serd necessaria no caso n = 1.

— Proposigdo 2.3 ¢ Lema 2.4: ndo exigem que n seja maior que 1, pois ndo
requerem o uso das fungdes de Rademacher generalizadas.

— Lema 2.6: continua valido no caso n = I, apenas com uma demonstragdo infinita-
mente mais simples, e que ndo utiliza a igualdade (12). Na verdade as contas se
reduzem aquelas que aparecem na demonstragio do Corolario IILH.11 de [42], com
a unica diferenga de que aqui o espacgo tem tipo r e la tem tipo 2. Mais ainda, a

constante K associada ao operador T: E — Lp(u) tem a forma ap.K.Tr(E). IT|, onde
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K=1sep$2eK=szsep<2.
— Teorema 2.7: o caso n = | decorre da adaptagio do Lema 2.6 a este caso.

— Proposi¢do 2.11: o caso n = 1 decorre da adaptacio do Teorema 2.7 a este caso.

Com isso podemos usar os resultados obtidos também para n = 1. O caso

linear da Proposi¢do 2.11 fornece entdo o seguinte resultado:

2.12.1 Proposicao: Se E é um espaco de Banach de tipo r, T é um operador lincar
continuo de E em L,(i) e I ¢ a inclusdo natural de {_em {, entdo o operador linear

I®T Ql’ ®ArE —> 02 ®AP;‘ Lp(“’)
também ¢é continuo. Mais ainda, |[IQT| < ap.K.Tr(E).||T|[, ondeK=1sep<2e

K=Kp,zsep<2.

2.12.2 Observagdes:
1) Se r < p o resultado acima ja € conhecido, sendo um caso particular do Teorema

7.9 de [9]; e neste caso ndo € necessario que E tenha tipo .

ii) E interessante analisar mais detidamente o caso r = 1. De acordo com a abor-
dagem da Parte A, este caso ¢ trivial pois todo espagco de Banach tem tipo 1, e logo
a extensdo T: tH(E) = Lp(u,ﬂz) ¢ sempre bem definida e continua. Mas essa tri-

vialidade encontra paralelo no caso de normas tensoriais, pois A; = x, isto ¢:

Q[@ﬁlE = 'ﬂ'1®r:E = ﬂ]_(E)!

¢ a norma projetiva preserva continuidade. Logo I® T é sempre continua (relembre
que no contradominio podemos ter gualquer norma razoavel, e que as normas Ap
sd0 sempre razoaveis), € portanto tem uma Unica extensdo a ¢;(E), extensdo esta

que por unicidade coincide com T. Com isso verificamos que existe uma relagio
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entre 0s seguintes fatos:
—r1r=1 ¢ o tinico mimero tal que todo espago de Banach tem tipo r;

~1 =16 0 {nico numero tal que A== em L ®E para todo espago de Banach E.

APENDICE: Tipo € cotipo dos espagos L(E,, ..., E; F) ¢ P("E; F)

Veremos aqui que quanto aos conceitos de tipo e cotipo, 0s espagos de
aplicagBes multilineares e os espagos de polindmios homogéneos apresentam um
comportamento decepcionante. Tal comportamento ja se anuncia no caso linear,

através da seguinte consequéncia do Teorema de Dvoretsky:

2.13 Teorema ([11] Proposi¢do 19.17). Se X e¢ Y sdo espagos de Banach de
dimensio infinita, entdo o espago K(X,Y) dos operadores compactos de X em Y,

que é um subespago fechado de L(X,Y), tem apenas cotipo .

Neste apéndice ndo hd necessidade de considerarmos apenas espagos

complexos. Tudo o que serd feito vale para espagos de Banach reais ¢ complexos.

2.14 Proposicfio: Sejamne N,n>2 ¢ E|, ..., E_ ¢ E espagos de Banach de dimenséo
infinita. Entdo para todo espago de Banach F tanto L(E,, ..., E_; F) como P("E; F)

tém apenas cotipo < (¢ portanto tém apenas tipo 1).

Demonstracdo: Para o caso de aplicagdes multilineares, relembremos que em [31]

Proposigio 1.4 esta provado que os espagos L("E; F) ¢ L(E; L(n'lE; F)) sdo
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isomorfos isometricamente. Uma adaptagio imediata desta demonstragdo nos mostra
que os espagos L(E,, ..., E; F) e L(E}; L(E,, ..., E; F)) também s3o 1somorfos
isometricamente. Como tanto E; como L(E,, ..., E ; F) t€m dimensdo infinita, por
2.13 segue que L(E; L(E,, ..., E; F)) tem apenas cotipo . Consequentemente
L(E,, ..., E;; F) tem apenas cotipo .

Para o caso de polindmios escalares (F = C ou R) recorremos ao seguinte
resultado de S. Dineen:

([14] Corolario 1): Se n > 1 e E é um espago de Banach de

dimensdo infinita entdo {_, é finitamente representavel em P("E).
Como consequéncia imediata temos que P("E) nfio goza de nenhuma super-
propriedade ndo-trivial, e em particular P("E) tem apenas cotipo .

Para o caso de polinémios a valores em um espago de Banach F qualquer,
basta lembrar que P("E; F) contém cépias de P("E) (tome x € F, |x[ = 1, e consi-
dere a isometria linear P € P("E) — P.x € P("E; F)). Logo P("E; F) tem apenas

cotipo . |
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CAPITULO 3

POLINOMIOS HOMOGENEQOS ABSOLUTAMENTE SOMANTES

Referencial teénco

A teoria dos operadores lineares absolutamente somantes tem suas origens
nos trabalhos de A. Grothendieck na década de 50; fo1 formalmente (e explicita-
mente) formulada por A. Pietsch em 67, e se tornou definitivamente uma 4area cen-
tral da Teoria dos Espacos de Banach ainda no final da década de 60, com os traba-
lhos de varios matematicos, especialmente os de J. Lindenstrauss, A. Pelczynski e
S. Kwapien.

Recordemos que dados s,re[1,0] com s = r, um operador linear T € L(E; F)
¢é absolutamente (s, ¥)-somante se para toda sequéncia (xj)j cNE 0’(E) tivermos que
(T(xj))j N € L(F).

A definigio acima permite uma generalizagdo natural para o contexto de
aplicagGes multilineares e polindbmios homogeéneos, 0 que ensejou a criagdo da
teoria das aplica¢tes multilineares e polindmios homogéneos absolutamente soman-
tes. Esta teoria foi primeiramente esbogada por Pietsch em [34], fortemente
enriquecida pelos conceitos introduzidos por Alencar e Matos em [4], e se encontra
atualmente em estagio relativamente avancado (veja [4], [71, [16], [27] e [37]).

A teoria de operadores absolutamente somantes ¢ rica em resultados do
seguinte tipo: "para determinados espagos E ¢ F ¢ determinados s ¢ 1, todo operador
de E em F € (s,r)-somante”. Como exemplos desse tipo de resultado, dentre muitos

outros, podemos citar:
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— (Kwapien) Para 2 < p < < todo operador de {; em Lp ¢ (p,2)-somante (veja [33]
Teorema 22.1).

~ (Grothendteck-Maurey) Todo operador de L, em um espago de Hilbert ¢ p-
somante para todo p (veja [42] Coroldrio IILF.35).

— (Rosenthal): Sejam 2 < q < o, E um £ -espago ¢ F um 8Eq~espago. Entdo todo
operador de E em F ¢ (q,p)-somante sempre que 1 < p < q < o (veja [11]
Corolario 10.10).

Com o advento dos conceitos de tipo e cotipo, novos resultados desse tipo
s¢ tornaram possiveis, por exemplo:

— (Maurey) i) Se F tem cotipo 2 e K € um compacto Hausdorff entdo todo operador

de C(K) em F ¢ 2-somante (veja {9] 31.7).
ii) Se F tem cotipo ¢ > 2 entdo todo operador de C(K) em F € (q,p)-
somante e r-somante parap < qer > q (veja [11] Teorema 11.14).

A luz destas contribui¢des do conceito de cotipo 4 teoria dos operadores
absolutamente somantes, torna-se natural questionar se tal conceito desempenhara
um papel igualmente importante na teoria de polinémios homogéneos absolutamente
somantes. Uma primeira indicagéio de que isso, de fato, pode ocorrer é um resultado
de Floret ¢ Matos ([16] Teorema 3.1), que nos diz que todo polinémio homogéneo
de tipo dominado a valores em um espaco de cotipo q ¢ (g, 2)-somante.

Este capitulo foi idealizado sob a perspectiva de se obter resultados para
polindmios homogéneos do mesmo tipo dos resultados descritos acima para opera-
dores, tentando sempre identificar situagdes nas quais todo polindmio homogéneo
satisfaz algum tipo de somabilidade absoluta. Na Parte A consideraremos poliné-
mios homogéneos definidos (ou tomando valores) em espagos de cotipo ¢, € na
Parte B analisaremos as aplica¢Ges multilineares, especialmente as bilineares, defini-

das em espagos C(K). No final incluimos um apéndice mostrando que os resultados
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da Parte A podem ser estendidos para operadores analiticos (fungGes inteiras).

PRELIMINARES

Como ndo usaremos as fungdes de Rademacher generalizadas, neste capitulo
ndo ha necessidade de considerar apenas espagos complexos. E;, ..., E , E¢F
denotardo sempre espagos de Banach reais ou complexos e n um inteiro maior ou

igual a 1.

3.1 Defini¢do: Dados s, € [1,0], um polinémio n-homogéneo P € P("E; F) ¢ dito
absolutamente (s, r)-somante (ou simplesmente (s, r)-somante) se para toda sequéncia
%) € ¢ J(E) tivermos que (P(x)));cn € &(F).
O espago vetorial de todos os polindmios n-homogéneos (s, r)-somantes de
E em F sera denotado por P(s"')(“E; F). Para simplificar a notagfo, escreveremos:
— PI(UE; F) = P("E; F);
- POICE; F) = LOO(E; F);
_ Se F = Cou R, PED("E; F) = P&TI(AE),
Esses espagos se comportam como ideais de operadores, no sentido de que
se Pe PS("E: F), Se L(D; E) ¢ Re L(F; G) entdio (R oP o S) € PEDAD: G).
Para uma grande variedade de exemplos de polindmios homogéneos (s,1)-
somantes, veja a se¢do 2 de [27]. Se ns <r ¢ facil ver que PEDME: F) = {0}, logo
estaremos interessados apenas nos casos em que ns = r. Da monotonicidade usual
das normas 4, segue imediatamente que:
_1<r<t=PEYE; F) c PSU(E: F) e
— 1 <s <u= PEICE; F) ¢ P&IOE; F).

Para introduzir uma norma adequada nos espagos acima precisamos de uma
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caracterizagfio, em termos locais, que depende do teorema do grafico fechado para
aplicagdes multilineares. Apresentaremos abaixo uma demonstragio deste teorema,

que fo1 comunicada verbalmente ao autor pelo Prof. M. Matos.

3.2 Proposi¢fio: Sejam E4, ..., E_ ¢ F espagos de Banach ¢ A uma aplicag¢éio n-linear
de E; x--xE_em F. Suponha que A seja separadamente continua, isto €: para todos
X €Ef, .., x,€E ej=1, .., n; os operadores

Axy, ..o Xio1> Xjtl> o0 X,): Ej — F

A(xla ters Xj-]a Xj+17 vy xn)(Y) = A(Xl: Ty Xj-]s Y, Xj+l’ sees Xn)7

sdo continuos. Entdo A € continua.

Demonstra¢do: Segue de um argumento de indugdo combinado com a demonstragdo

do caso bilinear, que pode ser encontrada em, por exemplo, [9] Teorema 1.2.

3.3 Teorema do grifico fechado para aplicacdes multilineares: Sejam E,, ., E e
F espagos de Banach e A: E, x--xE_— F uma aplica¢do n-linear de grafico fechado.

Entio A € continua.

Demonstragdio: Scjam x;€E;, 1= 1, ..., n fixados. Provemos que o operador linear
A(x,, ..., x ). E; — F tem grafico fechado. Para isso seja (yj)jeNc E, tal que y; =y
em E; e A(x,, ..., xn)(yj) —>» z € F. Devemos provar que A(X,, ..., X, )¥) = z.
Como y; >y em Ei, O, X9, oo X)) > (Y, Xy, o, X)) €m Ep XX E
Mas A(y;, Xy, ..., Xp) = A(Xy, ..., xn)(yj) — z em F. Como A tem grafico fechado
segue que A(Y, Xy, .., Xy} = A(Xg, ..., X )(¥) = Z, 0 que prova que A(X,, ..., x,) tem
grafico fechado. Pelo Teorema do grafico fechado segue que A(x,, ..., x,) é con-
tinua. De maneira totalmente analoga prova-se que os operadores A(x,, X3, ..., X)),

or A(Xq, ..., X.1) também sdo continuos. Por 3.2 temos que A € continua. N
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3.4 Proposicfio: Sejam s,r€[1,¢0], ne Ne PeP("E; F). Entdo P PEDME; F) se e
somente se existe uma constante C > 0 tal que para toda sequéncia finita x;, ..., X

de elementos de E tivermos que

PG, < C 1A, )" 17

Neste caso, definindo |P| y como sendo o infimo do conjunto formado

as,(s;r
por todas as constantes C que satisfazem (17), obtemos uma norma em PED(ME: F)

que assim se torna um espago de Banach.

Demonstracfio: Para ver que a validade de (17) garante que P ¢ (s,r)-somante basta
fazer k > o em (17). Para a reciproca observe que o fato de P ser (s,r)-somante
garante que a aplicac@io
Q: L(E) = 4(F) ; QUi = PN

¢ bem definida. O fato de P ser um polindmio n-homogéneo implica que o mesmo
se passa com Q (basta tomar a aplica¢do n-linear simétrica associada a P, construir
uma nova aplicagdo n-linear de acordo com a definigdo de Q, tomar o polinémio
n-homogéneo associado a esta nova aplica¢dio n-linear e verificar que este polind-
mio coincide com Q). Falta provar que Q ¢ continuo.

Chamemos de Q a aplicagiio n-lincar simétrica associada a Q ¢ vejamos que
Q) tem grafico fechado. Para isso sejam

X1 )jeN = X1 - Knjlien = Xy

sequéncias convergentes em ﬂ,:v (E) tais que Q()«;1 i Xa J) — y em {(F). Devemos
provar que Q(xl, s Xp) =Y.

Para cada je Ne k =1, ..., n chamemos

Xgj = (xk,j,m)meN com X ; n €E € x = (x,:")meN com x; € E.

Como lim, Xy = Xy em 0Y(E) entdo parak =1, .., n e m € N temos que

e
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imy_, o Xy m = x; em E.
Para quaisquer escalares A, ..., A, temos entdo que parak =1, .., neme N
. _ m
llmj_)mlkxk,j,m = kkxk em E.
N [
Portanto para todo m € N, lim; El McX i m =El M ¥ em E.
Da continuidade de P segue entdo que para todo m € N,
n m . n
P(k)_:l MEE) = 11mj_mP(kE_:l ?“kaJ,m)-

Logo para todos escalares Ay, ..., A, temos

Q(Elkkxk] = Q(Ellk(x':n);l] ) Q((Ellkka];l) i

g (erine]

m=1 m=1

n!2% e.=:1 jew k=1
1 n

= im Ye anQ( Tex, J)
j = nl2% g-zx1 k=1



= Im Qx, ;o %, ;) = ¥
e

Logo Q tem grafico fechado. Pelo Teorema 3.3 temos que Q é continua. Por
[31] Teorema 2.2 segue que Q é continuo. Basta agora tomar C = |Q| para obter
(17).

As outras afirmag¢des podem ser provadas de maneira analoga ao caso de

operadores lineares. |

3.5 Observagiio: Dado x € E, fazendo k = 1 ¢ x; = x na Proposi¢do acima, obser-
vamos imediatamente que [P < [P],q .y para todo P e PS(RE: F). Isso garante

que a inclusdo P&O("E; F) — P("E; F) é continua e tem norma < 1.

PARTE A: Polindmios homogéneos (q,1)-somantes

Em 1933 W. Orlicz provou que s¢ 1 <p <2 e p € uma medida de probabi-
lidade entdo a identidade de Lp(u) ¢ um operador (2,1)-somante {obviamente a
terminologia era outra). Em vista disso, todo espago de Banach com essa proprieda-
de passou a ser chamado de espago com a propriedade de Ovlicz. Com o advento
dos conceitos de tipo e cotipo, percebeu-se que o que assegura a verificagdo da
propriedade de Orlicz nos espagos Lp(u), 1 <p <2, ¢éo fato de que tais espagos

tém cotipo 2. Na verdade ¢ possivel provar que:

3.6 Proposicao ([9] 24.7 ou [11] 11.17): Se E tem cotipo q < oo entdo a identidade

de E € um operador (q,1)-somante.

A reciproca desse resultado ficou em aberto bastante tempo, ¢ apds alguns

69



avangos parciais, o problema foi resolvido em 1992 por M. Talagrand da seguinte

forma:

— para q = 2 a reciproca é falsa: existe um reticulado de Banach que tem a pro-
priedade de Orlicz mas nfo tem cotipo 2 ([39] Teorema 7.1),

— para q > 2 a reciproca ¢ verdadeira ([40] Teorema 1.1),

Da maneira como estd enunciada, a Proposig¢do 3.6 ndo admite generalizagio
para o contexto de polindmios homogéneos, pois para n > 1 a identidade ndo € um
polinémio n-homogéneo. Acontece que utilizando a propriedade basica de 1deais de
operadores (e o espago dos operadores (s,r)-somantes ¢ um ideal de operadores),
podemos reescrever a Proposicdo 3.6 da seguinte forma:

"Se E tem cotipo q < o entdo todo operador definido em E ou to-

mando valores em E ¢ (q,1)-somante."”
Ou ainda:

"Se E ou F tém cotipo q < <« entdo todo operador de E em F € (q,1)-

somante."

Agora sim, esta ultima formula¢fo faz sentido no dmbito de polinémios ho-
mogéneos. A presente secdo ¢ dedicada 4 demonstracdo do caso polinomial deste
resultado. Para tanto precisamos do resultado abaixo, que € um fato bem conhecido

¢ fartamente utilizado no estudo de operadores absolutamente somantes.

3.7 Lema: Dados os elememtos x|, ..., X, do espago de Banach E, considere o
seguinte operador
v i* S E: v(g;) = xj,j =1, ..,k

e . . Ny N k
onde ¢ ¢ 0 j-€ésimo vetor basico unitario candnico de R¥, Entdo Ivi=I (x;) it 1
Demonstragido; Usaremos aqui que { € o dual de {; ¢ a seguinte consequéncia do
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Teorema de Hahn-Banach:
para todo x € E, x| = sup{lox)| : ¢ € Bg}.

Uma simples inversdo de supremos nos fornece

k
sup 1(@(x)j-1), = sup sp | Za0)| =

pEB,; q:eBE,r a=(a1,...,ak)eBe: j=1

k
1)l

Sup  Sup |(P(_Zk:ajxj)| = sup "jZk)Iajxj“ B

aEBQ: q:lEBE,r j=1 GGBE:
= sup |v@@)| = |vI. |
aeBﬁk

'm

3.8 Teorema: Sejamne Ne qe R
i) Se E tem cotipo nq, entdo todo polindmio n-homogéneo de E em F € (q,1)-

somante para todo F, € |Pll,g .1y < IP|.(ftdg ||as,(nq;l))n para todo P € P("E; F).

ii) Se F tem cotipo q, entdo todo polinémio n-homogéneo de E em F é {(q,1)-
somante para todo E, e ”P”as,(q;l) < K.Cq(F). |IP} para todo P € P("E; F), onde K

= 1 no caso complexo e K = 4" no caso real.

Demonstracio:
1) E tem cotipo nq. Pela Proposi¢do 3.6 temos que Idg € (nq,1)-somante. Dado P
€ P("E; F), fazendo P = PoIdg o resultado segue da Proposicao 2.7(2) de [27]; mas,

a guisa de completitude, exibiremos os célculos: dados x, ..., X, € E,

k 1 k 1 k 1
(.EluP(xj)u‘I]" = (_):1 ||P(IdE(xj))||4]q < ||P||.( .Elllldmj)u"*Q]q <
J= 1= J=

71



< JPL(Hdgl 5 (ngun)™ (15104 )"

0 que prova as duas afirmacdes feitas.

if) Sejam P € P("E; F) € Xy, ..., X € E. Aplicaremos agora o Lema 3.7 para o opera-

k : k
dorv: §, > F: v(ej) = P(Xj),_] =1, .., k. Logo [v] = (P(x;));-4],,; € portanto

; . 1, k 1
jEIHP(xj)"‘I]q < C(F) L“;Erj(ﬂp(-xj)“zdt]z _

= C,(F)

fﬂ )?r(t)e " dt] <

1
< C,(F).] U "):r(t)e ]2.
0

k
Como || > r}.(t) € ||Q,c =1 para todo te [0,1] temos que
i1 -

e

1
(-El uP(x,-)uq)" < C(F)WPGNF Al < K.CF)APL{IGxEAL,, )"
;

onde K = 1 no caso complexo e K = 4" no caso real. A ltima desigualdade segue

da Proposigdo 2.2 de [16]. |

3.9 Corolario: S¢ja E um espago de Banach.

i) Se E tem cotipo 2 entdo todo polinémio 2-homogéneo de E em F € (1,1)-somante
para todo espago de Banach F. A reciproca, em geral, ¢é falsa.

i) Sejane N, n > 2. E tem cotipo n se ¢ somente se todo polinémio n-homogéneo

de E em F ¢ (1,1)-somante para todo espago de Banach F.
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Demonstragio: i) Para a primeira afirmacgdo basta tomar q = 1 ¢ n = 2 na parte 1)
do Teorema 3.8. Para verificar que a reciproca nem sempre ¢ valida, chame de E
o reticulado de Banach construido por Talagrand em {39]. Como ja foi dito, E tem
a propriedade de Orlicz, e portanto pela Proposi¢do 2.9 de [27] (veja observagdo i)
abaixo) segue que P(2E; F) = P{D(2E; F) para todo F. Por outro lado, como tam-
bém ja foi dito, E ndo tem cotipo 2.

i) Se E tem cotipo n, basta tomar q = 1 na parte i) do Teorema 3.8 para obter que
P("E; F) = P(l’l)(nE; F) para todo F. Para a reciproca utilizaremos um argumento
concebido por M. Matos: dado E tome F = P("E'), ¢ considere a seguinte aplicagio:

P: E = P("E") : P(x)(¢) = ¢(x)" para todos xeE e ¢ € E".

E facil verificar que P € P("E; F), e por hip6tese sabemos que P é (1,1)-somante.
E verdade entdo que (P(x;)

)ien € 4(F) para cada sequéncia (x;);.y € & (E). Para

cada X;, je N,

PG - swp (PG = sup oG] = 15,1
peB, @€B,,

Portanto X | x,[" = Y |P(x)| < ®, o que prova que (X)) € 4(E).
j=1 j=1

Acabamos de provar que Idg € (n,1)-somante. Pelo resultado ja mencionado

de Talagrand ([40] Teorema 1.1), como n > 2, temos que E tem cotipo n. |

3.10 Observacdes:
i) E curioso observar a relagio do coroldrio acima com o seguinte resultado:
Proposigéo ([27] 2.9): Sejane N, n = 2. Se E tem a propriedade de
Oriicz entdo P("E; F) = P(1°l)(“E; F) para todo espago de Banach F.
Vejamos que para n = 2 esta proposi¢do ¢é estritamente mais geral que o nosso

Corolario, e para n > 2 ¢é o Corolario que ¢ estritamente mais geral que a

73



proposico.

—n=2: Se E tem cotipo 2, pela Proposigdo 3.6 temos que E tem a propriedade de
Orlicz. Por outro lado o reticulado de Talagrand tem a propriedade de Orlicz € ndo
tem cotipo 2.

—n > 2: Se E tem a propriedade de Orlicz, entdo Idg € (2,1)-somante, ¢ portanto
é também (n,1)-somante. Por [40] Teorema 1.1 segue que E tem cotipo n. Por outro

lado para 2 <p <n, ¢, tem cotipo n e nio tem a propriedade de Orlicz.

ii) Para polindmios escalares (F = R ou C) A. Defant ¢ J. Voigt provaram um
resultado mais forte, a saber:

([27] Proposi¢do 2.12): P("E) = P(l’l)(nE) isometricamente para todo

espaco de Banach E ¢ todone N.

iii) O argumento utilizado para demonstrar a parte ii) do Teorema 3.8 ndo tem
como ser adaptado de maneira a melhorar o resultado no sentido de provar que todo
polinémio € (q,r)-somante para r > 1. Para conseguir resultados nesse sentido
devemos nos restringir a uma classe especial de polinémios (aqueles que sédo r-
somantes para Pietsch em [34], r-dominados para Matos em [27] ¢ (1/n,r)-somantes
na nossa terminologia), ¢ ai sim Floret e Matos provaram que todo polindmio deste

tipo a valores em um espago de cotipo q € (q,2)-somante ([16] Teorema 3.1).

PARTE B: Aplicacées multilineares em espacos C(K)

Uma maneira natural de procurar casos especificos nos quais o resultado
obtido na se¢do anterior pode ser melhorado ¢ buscar inspiragdo no caso linear ¢

considerar polindmios definidos em espagos C(K). No caso linear, como ja foi
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anunciado no Referencial Tedrico deste capitulo, temos o seguinte resultado:

3.11 Teorema (B. Maurey - veja [41] Teorema 10.14 ou [9] 31.7): Se F tem cotipo
2 entfio todo operador de C(K) em F ¢ 2-somante e existe uma constante universal

¢ tal que [ul,g 5 < c.CHFX1 + logCy(F)'2 |u| para todo u e L(C(K); F).

E natural entfio investigar a existéncia de resultados andlogos a este no con-
texto multilinear (e polinomial). Nesta segdo consideraremos aplicagdes multilinea-
res absolutamente somantes, e provaremos que todo funcional bilinear continuo em
C(K) é (2,2,o)-somante; ¢ portanto todo polinébmio 2-homogéneo em C(K) a
valores escalares € 2-somante. Veremos ainda que tais funcionais bilineares e poli-
némios 2-homogéneos sdo também (1;2)-somantes. Provaremos também que este
ultimo resultado ndo se estende para aplicagdes bilineares a valores em espagos de
dimens&o infinita e nem para funcionais n-lineares se n > 2. Deve ser ressaltado o
importante papel desempenhado pelo conceito de cotipo nas demonstragdes dos
resultados desta sec¢do.

Ao longo desta secdo K sera sempre um espago topolégico compacto de
Hausdorff infinito ¢ C(K) denotara o espago de Banach das fung¢des continuas defi-

nidas em K a valores em R ou C com a norma do supremo.

3.12 Definigiio: Seja re[1,]. O espago de Banach E ¢ um &£ -espago se existe A >
1 tal que para todo subespago de dimensdo finita E; de E existe um subespago F
de E de dimensdo finita contendo E, tal que d(F; 09mEy < .,

3.13 Proposicdo:
i) ([9] pag.51 ou [11] 3.2(II)) Para todo compacto Hausdorff K, C(K) ¢ um ¢_-

espago (e a definigdo & satisfeita para todo A > 1).
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1) ([9] Corolario 1 pag.303) Se E € um &£ -espago entdo E' ¢ um £, -espago.
i1) ([9] Corolario 3 pag. 305 ou [11] 11.7) Todo &;-espago tem cotipo 2.

3.14 Definigdo: Sejam n€ Ne s,1q, ..., 1, € [1,%] tais que 1 < 1 Fowe i.
5

Tl rn
Uma aplicaglo n-linear continua A € L(E,, ..., E; F) & absolutamente (s;r,, ..., 7,)-
somante (ou (s;17,...,T,)-somante) se para todas sequéncias (xj,k)jEN € ﬂ:;(Ek), k=
1, ..., n, tivermos que (A(xj,l, Xj,n))j N € L(F).

O subespago vetorial de L(E, ..., E_; F) formado por todas estas aplicagdes
sera denotado por L J""""r")(El, .., Eyy F). Para simplificar a notagdo, se 1) = ...
= 1, = r diremos que tais aplicagdes sdo (s;r)-somantes e escreveremos L(S3r)(E1,

., By; F); e se além disso tivermos que r = s diremos que tais aplica¢des sdo s-
somantes e escreveremos L3(E,, ..., E_; F).

Deve ser observado que estamos trabalhando com os conceitos de aplicagdes
multilineares ¢ polindmios homogéneos absolutamente somantes introduzidos por
Alencar e Matos em [4]. O conceito introduzido por Pietsch em [34] pode ser visto
como um (importante!) caso particular.

Agindo como na demonstragdo da Proposicdo 3.4, mutatis mutandis, € pos-
sivel provar que uma aplicagdo A € L(E, ..., E; F) € (s;rq,...,1 )-somante se e
somente se existe uma constante C > 0 tal que para todo k € N, todos Xi1€E, ...,

J

X n € E,j=1, ..k, tivermos que

k " k
I (A y5eres X5 ))jetly < € [}1 L€ i g (18)

Neste caso, definindo |A| y como sendo o infimo do conjunto

as, (S350, 7,
formado por todas as constantes C que satisfazem (18), obtemos uma norma em

L T (E, ..., E,; F), que assim se¢ torna um espa¢o d¢ Banach.
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Adaptando novamente os argumentos utilizados no caso polinomial, ¢ atili-

zando as desigualdades de Holder, obtemos a versio multilinear do Teorema 3.8:

3.15 Teorema: Segam ne Ne q, q;, ..., 4, € K
1) Se Ej tem cotipo q (G =1, ..., n), entdio toda aplica¢do n-linear d¢ E; x--xE em

F & (s;1)-somante para todo F e todo s tal que Tl v Mais ainda,

y 4 q,
n
[Alys .1y < 1AL g by, () Para toda A € L(Ey, ..., Eg F).
m

=1

ii) Se F tem cotipo q, entdo toda aplicagdo n-linear de E| x--<E_ em F ¢ (q;1)-
somante para todos E{, ..., E; ¢ ||A||as’(q; < K.Cq(F). |A| para toda A €

L(E,, ..., E ; F), onde K = 1 no caso complexo ¢ K = 4" no caso real,

3.16 Proposi¢ao: Se todo operador linear de E em L(“'lE; F) é (s,1)-somante entdo
toda aplicagdo n-linear continua de E" em F é (s.1,%,...,0)-somante, isto €é:
LE: L(*'E; F)) = L&YE; L(™'E; F)) = L(°E; F) = L&ES2--®)"E; F).

Demonstraciio: De [31] Proposi¢do 1.4 sabemos que o operador
T: L(®E; F) — L(E; L("™'E; F)) definido por
TANX N Xg, -5 Xp) = AX), Xg, oy Xp)
para todas A € L("E; F) e todos Xy, ..., X, € E; é um isomorfismo iSométrico.
Seja A€ L("E; F). Logo T(A) e L(E; L(™1E; F)) ¢ por hipétese T(A) é (5,1)-
somante. Sejam X) 1> <o Xg 1o s X1 s > Xen € E. Entdo

k 1 k 1
( EIACK, 2s X, ) ||S]S - ( EuT(A)(x,-,l)(xj,z,...,xj,,,)||S]S s

j=1 j=1

By

<

k n
< [ SIT(A)(x; . 1O |, , ||S]
j=1 m=2
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" k 1
< I 1500 ( E| T(A)(x,-,l)nS]‘ <
m= j=

n
k k
LIS R TCAN ST (G2
nme=

0 que prova que A € (s;1,,...,%0)-somante ¢ |A| < || TA) |

as,(s;1,0,...,00) as,(s,1)’

Agora estamos em condigbes de provar o resultado desejado.

3.17 Teorema: Se K ¢ um compacto Hausdorff entdo todo funcional bilinear
continuo em C(K) ¢ (2;2,)-somante e, a fortiori, todo polinémio 2-homogéneo
definido em C(K) a valores escalares ¢ 2-somante. Ou seja,

LCCK)) = LA CK)) e PCCK)) = P?(CC(K)).
Mais ainda, existe uma constante universal ¢ tal que
[ A lys (22,00 < €CoCEYN(L + logCCEK) N2 | A| para toda A € LECK)) e
IPlys,2 < .Co(CEY)A + 1ogCp(CKYN% | P| para todo P € PCC(K)).

Demonstraciio: Pela Proposigio 3.13 sabemos que C(K) é um &, -espago e portanto
tem cotipo 2. O Teorema 3.11 garante entdo que L(C(K), C(K)') = L2(C(K), C(K)).
Da Proposigio 3.16 segue que L(2C(K)) = L@Z92C(K)). Além disso
considerando a isometria T da demonstragdo da Proposi¢do 3.16 e a constante
universal ¢ do Teorema 3.11 temos que para toda A L(2C(K)),
1Al 2:2,0) < I T(A) s 5 < €.CHCER)X1 + logCCEKN I T(A)] =

= ¢.Co(CK))(L + 1ogC,(CEKYN 1A,

As afirmacgdes sobre polinémios decorrem imediatamente. H

Apresentamos abaixo uma demonstracdo, ensinada ao autor por K. Floret,
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de um resultado que no caso polinomial € mais forte que o Teorema 3.17.

3.18 Teorema: Se K ¢ um compacto Hausdorff entdo todo funcional bilinear
continno em C(K) € (1;2)-somante e, a fortiori, todo polindmio 2-homogénco
definido em C(K) a valores escalares € (1,2)-somante. Ou seja:

LCCK)) = LEDCCEK)) e PECK)) = PRICRCK)),

Demonstracao: Tome A € L(2C(K)) e considere novamente a isometria T da de-
monstragdo da Proposi¢do 3.16. Logo T(A)e L(C(K); C(K)). Como C(K) ¢ um &_-
espago e C(K)' ¢ um ¢, -espago, pelo Teorema de Grothendieck (veja [9] 23.10)
temos que T(A) ¢ um operador 2-dominado. Pelo Teorema da Fatoragio de
Kwapien (veja [9] 19.3) segue que existe um espaco de Banach G e operadores R:
C(K) —> G e S: G —» C(K) tais que T(A) = SoR e tanto R como §' (adjunto de S)
sdo 2-somantes. Dadas f, g € C(K), fazendo a identificagdo natural de g como um

elemento de C(K)", temos que

A{f,g) = T(A)(EXg) = (S o RYB(g) = S(R(DXg) = g[SRMD)] = (S'(e)R(D)].

Disso segue que para todas f), ..., f, g, ..., g € C(K),

k k k
L |48l = Z (5@ RUNI < TIS(EIIRUI =
J= I= J=

b=

<

k 1
< (_EIIIS’(S,-)IIZ]Z. ( z IIR(J})Ilz)
j=

j=1
/ k k
< 18 gg 2 IR gy 1Yotz - 1812
o que prova que A ¢ (1;2)-somante. |

Estamos interessados agora em possiveis generalizagdes destes teoremas,
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tanto no sentido de obter formas vetoriais dos mesmos, 1sto €, queremos saber se
tais enunciados permanecem verdadeiros se considerarmos espagos de dimensdo
infinita no contradominio; como no sentido de obter resultados analogos para
funcionais n-lineares com n > 2. Um primeiro indicio de que o Teorema 3.18 nfo
se generaliza para o caso vetorial € o seguinte fato:

(M. Matos): Se 1.1 e 1 ¢ E tem dimensao infinita entdo
s

rl T'ﬂ
L("E; E) iL(S;""""r")(“E; E).

Para E = C(K) en = r, =1, = 2 temos que L(CC(K); CK)) = LED(CK); CK)).

Provaremos na sequéncia que o Teorema 3.18 ndo admite generaliza¢cbes em ne-

nhum dos dois sentidos aventados acima. Para tanto precisamos dos dois lemas

abaixo.

3.19 Lema: Se toda aplicacdo n-linear de E em F é (1/n;r)-somante entdo todo
operador de E em L(E; L(*'E; F)) é r-somante, isto é:
L(“E; F) = LIMOME: F) = L(E; L(*'E: F)) = L'E; L(™'E: F)).

Demonstracdo: S¢ja u € L(E; L(“'IE; F)). Recorrendo a isometria T da demons-
tragdo da Proposic¢do 3.16 temos que T'l(u) e L("E; F) e portanto é (r/n; r)-somante.
Mais ainda sabemos que T'l(u)(xl, Xo, vy Xp) = WEHXy, ...y X)) SEMPTE qUE X, Xy,
..., X, €E. Utilizando uma generaliza¢o do Teorema da Fatora¢do de Pietsch para
aplicagGes (r/n; r)-somantes (veja [37] Teorema 3.5), temos que existem uma cons-
tante C > 0 e probabilidades de Radon p,, ..., p, em B, com a topologia fraca* tais

que para todos x,, X,, ..., X, €E,

RICHICANE BTIEN Il CHTC A ] I
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1

< C. ( f,,gf fBEII REN NN ERILE TR I dpl(¢l)]? .

Logo para tedo x; € E,

lu(x)i = supllu(x) (x5 )1 : EARSW =2,..,0} <

1
<C sup {(fs - fs f|<pl(xl)|’... |, (x,)|" d,(¢,).. dul(cpl))’ } <

LE7 R NS |

~ |-

< C(fsfltpl(xl)l’dul(%)] ;

pois %, , ., 1%,05 [@20, ..., 19,1 <1 e p,, .., n, sdo probabilidades. Pelo Teore-

ma da Fatoracdo de Pietsch segue que u é r-somante. |

3.20 Lema (argumento de localiza¢do): Sejam E um £_-espaco ¢ F um espago de
Banach tais que todo operador de E em F ¢ (s,1)-somante. Entdo todo operador de
qualquer ¢_-espago em F também ¢ (s,r)-somante, isto é:

L(G; F) = L®(G; F) para todo &_-espago G.

Demonstragio: Como L(E; F) = L&™(E; F), existe uma constante K tal que

v y < K.|v| para tode v € L(E; F).

as,(s,r
Sejam G um & -espago, ue L(G; F) ¢ x|, ..., x, € G. Fixemos um niimero
A > 1 conveniente ¢ tomemos um subespago G, de G de dimensdo m < o tal que
X}, - Xy € Gy € d(Gy; £7) < A. Tomemos um isomorfismo T: G, —> 2 tal que
ITIIT ] <A
Tomando agora m vetores quaisquer em E, sabemos que existe um
subespaco E, de E de dimensdo finita n > m tal que d(E,, 02) < A. Tomemos entdo

um isomorfismo S: E, — 02 tal que |S|.| S'1]| < A E claro que {7 ¢ subespago de
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0* ¢ a proje¢do candnica I de ¢. em {. tem norma 1.
Usando a propriedade de extensdo de ¢, (basta usar Hahn-Banach em cada
coordenada) podemos estender S a E de forma a obter um operador S: E — 2% que

coincide com S em E; ¢ de mesma norma que S. Estamos na seguinte situac&o:

S [ T! u
E,, > L. —> {0 > G, > F
57
E
Logo (uo T o108) ¢ um operador de E em F. Como I ¢ uma proje¢do, Tl e S séo
isomorfismos existem (Unicos) vy, ..., ¥y € B, tais que (T'1 olo S)(yj) = X =1,
Lk Isto &, y; = (S1o T)(x;). Portanto
ux) = @o T o To8)y) = (o T o Lo S)y).

1

k - k -
( Ellu(xj)lls]s = ('E [(ueT 1o LoS) (I
j=1 ji=1

1
$

_ o k
< KluoT 'oloS| ||(yj)j=1"w,r <

— o k
< Kul IT'IS] sup 1(o(¥;)j-1l, =
lpEBE,r

= K|a] 1T 1S) Sup ||((<PoS"loT)(xj))f:1I|,. =
¢EB,;

st T k
0 i =
S ||T||)( "))f” r

= KJul 1T ISTIS T | sup

PEB,

(po
((pll

< Klul a2 sup [Q0(x))l, <
‘IJEB(GO)"
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< K|u] A2 s IWEDal, = K Jul A% 121, n
€ G‘F

3.21 Proposicdo: Seja K um compacto Hausdorff infinito.

1) Se F € um espago de Banach de dimensdo infinita e r < o entdo existe uma apli-
cagdo bilinear de C(K) em F que ndo € (1/2; r)-somante.

i1) Se F ¢ um espago de Banach qualquer, n > 2 e r < o entdo existe uma aplicagio

n-linear de C(K) em F que ndo € (t/n; r)-somante.

Demonstra¢dio: Faremos os dois casos simultaneamente. Seja entione N, n > 2.
Suponha que existam um compacto Hausdorff K e um espago de Banach F (de
dimensdo infinita no caso n = 2) tais que L(*C(K); F) = L¥™D(MC(K); F). Pelo
Lema 3.19 teriamos que L(C(K); L(*'C(K); F)) = LYC(K): L(™'C(K); F)). Como
C(K) ¢ um & -espago pelo Lema 3.20 temos que todo operador de um &_-espago
qualquer a valores em L(n'IC(K); F) é r-somante. Por um resultado de Maurey-
Pisier (Observagéo 1.4 de [28]) sabemos que para todo espago de Banach E
inf{q : E tem cotipo q} = inf{q : L(G; E) = LYG: E) para todo ¥_-espago G}.
Aplicando esta igualdade para E = L(n'IC(K); F) temos que inf{q : L(*1C(K); F)
tem cotipo q} <1 < . Isso implica que L(™1C(K); F) tem algum cotipo finito, o
que ¢ um absurdo, pois o Teorema 2.13 e a Proposi¢do 2.14 garantem que:

—n = 2. L(C(K); F) tem apenas cotipo « para todo F de dimenséio infinita;

-n>2: L(n'IC(K); F) tem apenas cotipo o para todo Banach F. |

3.22 Observagdo: Tomando r = 2 na parte i) do teorema acima temos a compro-
vagdo de que o Teorema 3.18 néo se generaliza para contradominios de dimensdo
infinita; e tomando F como sendo o corpo dos escalares na parte ii) verificamos que

3.18 também ndo se¢ generaliza para funcionais n-lineares se n > 2.
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3.23 Problemas em aberto: As questdes consideradas neste capitulo remetem
diretamente as seguintes indagagtes, cujas respostas o autor desconhece:

Caso vetorial do Teorema 3.17: existem espagos de Banach de dimenséo infinita F

tais que toda aplicagdo bilinear continua de C(K) em F ¢ (2;2, «)-somante?
Em caso afirmativo, qual a classe de espagos que satisfazem esta condigédo?

Caso escalar geral do Teorema 3.17: podemos obter um enunciado analogo ao

Teorema 3.17 para funcionais n-lineares com n > 2?

Caso polinomial da Proposigiio 3.21: — P(AC(K); F) = P®2D(2C(K); F) para todo
r < o e todo espago de Banach F de dimensdo infinita?
— P("C(K), F) # P (A C(K); F) para todo n > 2, todo r < « ¢ todo espago
de Banach F?

Caso complexo da reciproca do Corolario 3.9 i): Se E ¢ um espago de Banach

complexo e P(2E; F)= P(U)(zE; F) para todo F entdo E tem cotipo 2?

APENDICE: Operadores analiticos absolutamente somantes

Mostraremos aqui como estender um resultado da parte A deste capitulo

para operadores analiticos. E e F serfio agora espagos de Banach complexos.

3.24 Definigao:
i) Uma fungéo f de E em F € dita um operador analitico (ou funcéo inteira) s¢ para

cada x € E existir r > 0 ¢ uma sequéncia de polinémios P"f(x) € P("E; F) tais que
f(y) = I?OP"f(x)(y - X)
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uniformemente para todo y tal que |y - x| < r (para maiores detalhes veja [31]

Capitulo 2).

i1) Uma sequéncia (xj)jeN de elementos de E é incondicionalmente r-somdvel para

oo

re[l,o] se im |(x);,1,,,

= Q.

]
iii) Um operador analitico f: E — F é absolutamente (s, r)-somante (ou (s,r)-somante)
para s,re [1,00] se para toda sequéncia incondicionalmente r-somavel (Xj)jeN em E
tivermos que (f(xj))j e« € &(F) (para maiores detalhes e exemplos veja a segdo 2 de

[27D.

3.25 Teorema: Se E ou F tém cotipo q entdo todo operador analitico  E — F com
f(0) = 0 ¢é (q,1)-somante.

Demonstracfio: Suponha primeiramente que F tenha cotipo q. Pelo Teorema 3.8

sabemos que |P] < Cy(F).IP| para todo P e P("E; F). Dado um operador

as,(q;1)
analitico f de E em F com f(0) = 0, por [31] Lema 5.6 sabemos que f € localmente
limitado, logo existem r > 0 ¢ M > 0 tais que [f(x)] < M se |x§ <r Por [31]
Coroldrio 7.4 sabemos que vale a seguinte desigualdade de Cauchy:

para todos xeEene N,
,, 1
|P7FC0)(x)| < — sup | f(Ex)].
r’ jgl=r
Disso temos que

|PF(O)] = sup |P7f(0)(x)} < sup L sup | f(Ex)| =
I*ls1 lxist £ |E|=r
1

— sup |f(x)| < Mi, e portanto para fodo ne N
r* lxlsr r*
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|P£(0) las (q:1) = Cq(F).M.r'“.
Pelo Teorema 2.6 de [27] segue que f ¢ {g,1)-somante.

Se E tem cotipo q, uma adaptagdo simples da demonstragdo da parte 1) do
Teorema 3.8 nos mostra que ||P||as’(q;1) < (Hdg ||as,(q;1))“. |P| para todo n e N e todo

P € P("E; F). Agindo como no caso anterior obtemos

para todo n € N. O resultado segue como antes. u
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