
Universidade Estadual de CampinasINSTITUTO DE MATEMÁTICA, ESTATÍSTICA E COMPUTAÇ�O CIENTÍFICADepartamento de Matemáti
a
Tese de DoutoradoSobre uma Classe de Sistemas Elípti
osHamiltonianos

porJosé Anderson Valença Cardoso †

Março de 2012
†Este trabalho 
ontou 
om o suporte �nan
eiro par
ial do Cnpq e Capes.





Universidade Estadual de CampinasINSTITUTO DE MATEMÁTICA, ESTATÍSTICA E COMPUTAÇ�O CIENTÍFICA
José Anderson Valença CardosoSobre uma Classe de Sistemas Elípti
osHamiltonianosTese de Doutorado apresentada aoInstituto de Matemáti
a, Estatísti
a eComputação Cientí�
a da UNICAMPpara obtenção do título de Doutor emMatemáti
a.Orientador: Prof. Dr. Fran
is
o Odair Vieira de PaivaEste exemplar 
orresponde à versão �nal da tese defendida pelo aluno JoséAnderson Valença Cardoso, e orientada pelo Prof. Dr. Fran
is
o Odair Vieirade Paiva.

(Orientador)
Campinas, 2012i



ii



iii



iv



À Georgiana

v



vi



AGRADECIMENTOSMeu desejo era deixar aqui registrado o nome de 
ada um que, direta ou indiretamente,
ontribuiu para a realização deste trabalho. Como infelizmente é impossível, 
itarei aquelesque o espaço me permita, não sendo menos importantes aqueles 
ujos nomes não apareçam.- A esse equilíbrio de forças e leis que me permite existir nesse estágio de 
ons
iên
ia;- Aos meus eternos Profs. do DM-UFPB: Everaldo de Medeiros e João Mar
os do Ó; pelapa
iên
ia e disposição que sempre dedi
aram a mim no desenvolvimento de 
ada parte destetrabalho. A vo
ês o meu MUITO OBRIGADO!- Ao Professor Fran
is
o Odair pelo apoio e 
ompreensão;- Ao Professor Miguel Ramos, da Universidade de Lisboa, por me introduzir ao tema datese e forne
er prontamente as referên
ias de sua autoria, sempre que pre
isei;- Aos Profs. Claudianor Alves, Djairo de Figueiredo, Lu
as Ferreira e Olímpio Miyagakipor terem prontamente a
eitado parti
ipar da ban
a examinadora e pelas sugestões ao trabalho;- As três mulheres da minha vida: Alexandra, Andrea e Georgiana Garrido (minhas duasirmãs e minha esposa, respe
tivamente); ao meu pai Noelzo; meu av� Manuel (Noel); meustios Hélio e Euvaldo e Ameriza; ao meu querido irmão Anselmo; e a todos os meus familiares;- Ao Programa de Pós-Graduação em Matemáti
a do IMECC-UNICAMP, por mepropor
ionar a oportunidade de fazer parte deste, e aos fun
ionários e professores, em espe
ial,a Tânia, ao 
onterrâneo Ednaldo e ao Prof. J. L. Boldrini (meu exemplo de professor);- Ao CNPq e CAPES pelos apoios �nan
eiros;- Ao DMA-UFS pelo importante apoio. A 
ada um dos meus 
olegas de DMA pela força ein
entivo, em parti
ular, ao 
hefe Paulo Rabelo por toda sua dedi
ação;- A todos do DM-UFPB, em espe
ial, aos Profs. Uberlandio e Flávia;- A todos os meus amigos e aos 
olegas de pós-graduação. Em parti
ular, àqueles quejamais poderia deixar de 
itar: Naldisson, Fábio, Unaldo, Manassés, Disson, Diego, Maurí
io,Abiel, Eduardo, Elano, Zaqueu, Bruno, Elisandra, Henrique, Ed
arlos, Douglas, Luís, Cí
ero,Gilberlândio, Rafael, Mazílio, Diogo, Humberto,...vii



Tanto esforço perdido em ser perfeito!Em ser superno, tanto esforço vão!Sonho efêmero; a
ordo e, junto ao leito,a mesma inér
ia, a mesma es
uridão.Vejo, através das sombras, um defeitoem 
ada 
ousa, e as 
ousas todas são,para os meus olhos rútilos de eleito,prodígios de impureza e imperfeição!...
− HERMES FONTES (Perfeição)viii



RESUMO
Neste trabalho 
onsideramos uma 
lasse de Sistemas Elípti
os Hamiltonianos. Esta
lasse de sistemas surge 
omo modelo natural em áreas 
omo Físi
a e Biologia.Estudamos 
asos que envolvem 
res
imento 
ríti
o, arbitrário e 
ríti
o perturbadoe analisamos questões rela
ionadas a existên
ia, multipli
idade e propriedades desoluções. Os resultados são obtidos 
om o uso de métodos varia
ionais, a exemplodos teoremas de min-max, aliados as propriedades das funções 
om simetria radial e aoprin
ípio de 
on
entração de 
ompa
idade.Palavras-Chave: Sistemas Elípti
os, Cres
imento Críti
o, Cres
imento Arbitrário,Métodos Varia
ionais, Lema Radial e Con
entração de Compa
idade.
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ABSTRACT
In this work, we 
onsider a 
lass of Hamiltonian Ellipti
 Systems. This 
lass ofsystems arise as a natural model in many areas su
h as Physi
s and Biology. Westudied 
ases involving 
riti
al growth, arbitrary growth and perturbed 
riti
al growthand we also investigated questions related to the existen
e, multipli
ity and propertiesof solutions. The results are obtained by using a variational approa
h, for instan
e,min-max theorems, 
ombined with properties of radially symmetri
 fun
tions and the
on
entration-
ompa
tness prin
iple.Keywords: Ellipti
 Systems, Criti
al Growth, Arbitrary Growth, VariationalMethods, Radial Lemma and Con
entration-Compa
tness.
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INTRODUÇ�O
O presente trabalho tem 
omo tema prin
ipal o estudo de questões rela
ionadas aexistên
ia e multipli
idade de soluções para sistemas de equações elípti
as da forma

(S)~





−~2∆u+ V (x)u = f1(v) em Ω,

−~2∆v + V (x)v = f2(u) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,onde ~ > 0 é um parâmetro pequeno, Ω um domínio de RN , N ≥ 2, possivelmentenão-limitado (por exemplo, Ω = RN), 
om fronteira suave ou vazia, V : Ω → R é umafunção 
omumente 
hamada de poten
ial e f1, f2 : R → R funções de 
lasse C1(R). Nasequên
ia do texto apresentaremos hipóteses adi
ionais sobre V, f1 e f2.O Sistema (S)~ surge em várias áreas apli
adas. Na físi
a, por exemplo, S
hrödinger[75℄ formulou a equação
i~
∂ψ

∂t
= −

~2

2m
∆xψ +W (x)ψ − f̄(ψ), t ≥ 0, x ∈ RN ,onde ~ e m são 
onstantes positivas, a onda ψ : R+ × RN → C, W é um poten
iallimitado inferiormente e f̄(ψ) = f̃(|ψ|)ψ, f̃ uma função não-linear; originalmente

f̄(ψ) = |ψ|2ψ. Suponhamos que ψ = (ψ1, ψ2) e f̄ = (f̄1, f̄2) sejam funções vetoriais,
om f̄k(ψ1, ψ2) = f̃k1(|ψ1|, |ψ2|)ψ1 + f̃k2(|ψ1|, |ψ2|)ψ2, k = 1, 2, tais que
{
i~∂ψ1

∂t
= − ~2

2m
∆xψ1 +W (x)ψ1 − f̄1(ψ1, ψ2),

i~∂ψ2

∂t
= − ~2

2m
∆xψ2 +W (x)ψ2 − f̄2(ψ1, ψ2).

(1)1



Então, se estivermos interessados em soluções para o Sistema (1) do tipo ondasesta
ionárias (soliton), isto é, soluções (ψ1, ψ2) da forma ψ1(t, x) = ei(E/~)tu(x) e
ψ2(t, x) = ei(E/~)tv(x), substituímos estas em (1) e fazendo V (x) =W (x)−E, obtemoso sistema real de equações par
iais elípti
as

{
−~2∆u+ V (x)u = f̄1(u, v) em RN ,

−~2∆v + V (x)v = f̄2(u, v) em RN .
(2)O Sistema (S)~ é muito 
omum na Biologia. Por exemplo, a Quimiotaxia é o nomedado ao pro
esso de lo
omoção de 
élulas em reação a presença de alguma substân
iaquími
a em seu ambiente. Na dé
ada de 70, Keller - Segel [92℄ estudaram a Quimiotaxiada Ameba usando um sistema de equações parabóli
as 
ujos estados esta
ionários devemsatisfazer, após algumas hipóteses, a sistemas do tipo (S)~. Logo depois, Gierer -Meinhardt [48℄ estudaram a Ativação-Inibição de dois 
omponentes quími
os 
omo ummodelo de formação de padrão e novamente deduziram um sistema de equações que sereduz ao Sistema (S)~. Para maiores detalhes, veja os ex
elentes livros de Murray [60℄e [61℄.A seguir faremos um breve históri
o sobre o Sitema (S)~ apresentando alguns dosprin
ipais resultados sobre este assunto, 
omeçando pelo 
aso es
alar. No 
aso em que

u = v e f̄1(u, u) = f̄2(u, u) = f(u), o Sistema (S)~ se reduz a equação
−~2∆u+ V (x)u = f(u) em Ω, u = 0 sobre ∂Ω. (3)Para f(u) = |u|2u e Ω = RN , 
om N = 1, supondo uma 
ondição global sobre V ,Floer-Weinstein [46℄ estudaram a equação (3) e mostraram existên
ia de solução que se
on
entra em um ponto 
ríti
o de V . Este trabalho foi generalizado por Oh [63℄-[64℄.Motivado pelos trabalhos de Floer-Weinstein e Oh, em 1992 Rabinowitz [67℄ 
onsiderouo problema (3), para Ω = RN , N ≥ 2, f(u) 
om 
res
imento polinomial sub
ríti
o, eintroduziu uma té
ni
a varia
ional global para en
ontrar solução 
om `energia mínima'para ~ > 0 su�
ientemente pequeno quando

lim inf
|x|→∞

V (x) > inf
x∈RN

V (x) ≡ V0 > 0;e em 1993 Wang [88℄ provou que esta solução de energia mínima se 
on
entra em tornodo ponto de mínimo global de V quando ~ → 0. Note que ~ é rela
ionada a 
onstantede Plan
k, portanto faz sentido estudar a existên
ia de um ~0 > 0 tal que o problema2



(3) tenha solução para ~ ∈ (0, ~0]. O problema estudado por Rabinowitz [67℄, no 
aso
ríti
o, foi 
onsiderado por Miyagaki [58℄. Supondo que V (x) é 
oer
ivo, Miyagaki [58℄prova existên
ia de solução não trivial.Um passo além no estudo do problema (3) foi dado por del Pino-Felmer em umasérie de trabalhos [40℄, [41℄, [43℄ e [42℄; veja também o trabalho de Gui [51℄. A saber,assumindo apenas limitação inferior positiva e a 
ondição lo
al de V :
inf
x∈Λ̄

V (x) < inf
x∈∂Λ

V (x),onde Λ ⊂ Ω é um aberto limitado, eles en
ontraram uma família u~ de soluções doproblema (3), que se 
on
entra em torno do mínimo lo
al de V , e uma família de pontos
x~ tal que V (x~) → infΛ̄ V. Os resultados de del Pino-Felmer e Gui são para f(s) 
om
res
imento polinomial sub
ríti
o e do Ó-Souto [45℄ e Alves et al. [4℄ 
omplementaramestes resultados 
onsiderando f(s) envolvendo 
res
imento 
ríti
o para Ω = RN , N = 2e N ≥ 3, respe
tivamente. Ainda no espírito destes resultados, para Ω = RN ,
itamos Ávila-Jeanjean [8℄ e Byeon-Jeanjean [23℄, neste último foi desenvolvida umanova abordagem varia
ional e 
onstruídas soluções positivas que se 
on
entram em
omponentes isoladas dos pontos de mínimos lo
ais de V (x) sob 
ondições bem geraisexigidas a f(s), embora 
om 
res
imento sub
ríti
o.Usando as ideias de del Pino-Felmer [40℄, Alves [2℄ e Alves-Miyagaki [5℄ 
onsiderarama equação (3) 
om Ω = RN e, assumindo que V (x) é radial e que se anula em umanel, obtiveram resultado de existên
ia de solução positiva para f(s) 
om 
res
imento`arbitrário'. Ainda 
om o poten
ial V (x) se anulando, mas 
om 
res
imento sub
ríti
o,Sirakov [81℄ obtém existên
ia de solução positiva para (3) quando ~ → 0, usandoargumentos tipo passo da montanha; ele não estuda 
omportamento desta solução.Com hipóteses e argumentos análogos, em [79℄, Sirakov prova multipli
idade de soluções.Resultados sobre 
omportamento de solução para a equação (3) 
om V (x) se anulando,podem ser en
ontrados em [25℄-[26℄.Sobre resultados de não-existên
ia de solução para o problema (3), observamos queestes são baseados na Identidade Pohozaev [65℄. Por exemplo, para ~ = 1, V (x)
onstante e f(s) = |s|p−1s, p ≥ (N + 2)/(N − 2), Beresty
ki-Lions [16, Exemplo 1℄observam a não-existên
ia de solução utilizando a Identidade Pohozaev; 
asos maisgerais também são observados pelos autores. Para uma dis
ussão de modo geral sobrenão-existên
ia de (3), 
om ~ = 1 e V (x) 
onstante, 
itamos o trabalho de Pu

i-Serrin3



[66℄, em parti
ular, a Seção 4.Retornando ao sistema, vamos assumir que o Sistema (2) é varia
ional, ou seja, éo sistema de equações de Euler-Lagrange de algum fun
ional. Isto a
onte
e quando
f̄1(u, v) e f̄2(u, v) são as derivadas par
iais de alguma função H(u, v). Neste 
aso,
lassi�
amos o sistema em dois tipos: Sistema Lagrangeano (ou Gradiente) quando
f̄1(u, v) = Hu(u, v) e f̄2(u, v) = Hv(u, v) e Sistema Hamiltoniano quando f̄1(u, v) =

Hv(u, v) e f̄2(u, v) = Hu(u, v). De modo geral, os Sistemas Lagrangeanos são muito
omuns em diversas áreas. Não menos impontantes, os Sistemas Hamiltonianos possueminúmeras apli
ações nas 
iên
ias; por exemplo, em modelos de dinâmi
a popula
ionalna Biologia (veja [61℄).Considerando H(u, v) = F1(v) + F2(u), onde
Fk(s) =

∫ s

0

fk(t)dt, k = 1, 2,torna-se natural pensarmos em 
onsiderar o fun
ional
I~(u, v) =

∫

Ω

(~2∇u∇v + V (x)uv)dx−

∫

Ω

H(u, v)dx, (4)de modo que, formalmente, (S)~ é o sistema de equações de Euler-Lagrange asso
iado aofun
ional I~. Então, observamos que o Sistema (S)~ é varia
ional do tipo Hamiltoniano.Uma primeira di�
uldade no estudo dos Sistemas Hamiltoniano, ao 
ontrário dosSistemas Lagrangeanos, é que estes têm a 
ara
terísti
a de serem fortemente inde�nidos,isto é, a parte quadráti
a ∫

Ω

(~2∇u∇v + V (x)uv)dxdo fun
ional I~ é respe
tivamente 
oer
ivo e anti-
oer
ivo em subespaços de dimensõesin�nitas do espaço onde I~ estará de�nido. Para maiores detalhes veja [14℄.Os Sistemas Hamiltonianos têm sido objetos de intensos estudos, desenvolvidos porvários pesquisadores nos últimos anos, e ini
iados 
om os trabalhos pioneiros de Clémentet al. [29℄, Hulshof - Van der Vorst [54℄ e de Figueiredo - Felmer [35℄. Os estudosem geral dependem do 
omportamento de H(u, v) no `in�nito', estes sendo distintospara N = 2 e N ≥ 3. Para N = 2, os 
on
eitos de 
res
imento 
ríti
o no `in�nito'para os Sistemas Lagrangeanos e Hamiltonianos são análogos ao 
aso es
alar. Maspara N ≥ 3, os trabalhos [29℄ e [54℄ observam uma segunda di�
uldade no estudodos Sistemas Hamiltonianos, rela
ionada a noção de 
riti
alidade do 
res
imento no4



`in�nito' deH(u, v). Esta segunda di�
uldade pode ser fa
ilmente ilustrada 
om a noçãode 
res
imento 
ríti
o no in�nito para o Operador Biharm�ni
o (veja detalhes em [33℄).Diferente dos Sistemas Lagrangeanos, 
ujo 
on
eito de 
riti
alidade também é análogoao 
aso es
alar para N ≥ 3, a noção de 
riti
alidade para Sistemas Hamiltonianos estárela
ionada a 
hamada Hipérbole Críti
a
1

p
+

1

q
= 1−

2

N
, (5)onde p, q > 1, introduzida por Clément et al. [29℄ e Hulshof - Van der Vorst [54℄independentemente.

Figura 1: Hipérbole Críti
a 1
p
+ 1

q
= 1− 2

NNo que segue, 
onsideramos f̄1(u, v) = f1(v), f̄2(u, v) = f2(u) e
H(u, v) = F1(v) + F2(u).Neste 
aso, vamos tornar mais 
laro os 
on
eitos 
omentados no parágrafoanterior. Motivada pela desigualdade de Trudinger-Moser [86℄-[59℄, a 
lassi�
ação do
omportamento de f1(s) e f2(s) no in�nito para N = 2, tem se tornado bastante 
omume utilizada na literatura por vários autores 
omo Adimurthi [1℄, Cao [27℄ e de Figueiredoet al. [36℄, apenas para 
itar exemplos. Dizemos que o 
res
imento no in�nito de f1(s)5



(respe
tivamente de f2(s)) éSub
ríti
o: se para todo α > 0,
lim

|s|→∞

|f1(s)|

exp(αs2)
= 0;Críti
o: se existe α0 > 0 tal que

lim
|s|→∞

f1(s)

exp(αs2)
=

{
0, α > α0

∞, α < α0

;Super
ríti
o: se para todo α > 0,
lim

|s|→∞

f1(s)

exp(αs2)
= ∞.Portanto, para N = 2, dizemos que o Sistema (S)~ é:

• sub
ríti
o se f1(s) e f2(s) têm 
res
imentos sub
ríti
os ou uma tem 
res
imentosub
ríti
o e a outra 
res
imento 
ríti
o;
• 
ríti
o se f1(s) e f2(s) têm 
res
imentos 
ríti
os;
• super
ríti
o se f1(s) ou f2(s) tem 
res
imento super
ríti
o.Para maiores detalhes, além das referên
ias já 
itadas, veja [33℄ e [34℄.Suponhamos agora que N ≥ 3 e 
onsideremos os limites

lim
|s|→∞

|f1(s)|

|s|p−1
= l1 e lim

|s|→∞

|f2(s)|

|s|q−1
= l2, (6)onde p, q > 2. Dizemos que o Sistema (S)~ é:

• sub
ríti
o se l1, l2 < ∞ e o ponto do plano (p, q) está na região abaixo dahipérbole (5), isto é, 1/p+ 1/q > 1− 2/N ;
• 
ríti
o se 0 < l1, l2 <∞ e o ponto do plano (p, q) perten
e a hipérbole (5);
• Super
ríti
o se 0 < l1, l2 ≤ ∞ e o ponto do plano (p, q) está na região a
ima dahipérbole (5), isto é, 1/p+ 1/q < 1− 2/N .6



Subcrítico Crítico SupercríticoObservação. Para N ≥ 3, a 
lassi�
ação do Sistema (S)~ é feita para p, q > 1. Ofato de assumirmos p, q > 2 é apenas para tornar o 
res
imento de 
ada uma das não-linearidades superliner no in�nito; uma hipótese té
ni
a que é ne
essária ao métodoque abordaremos o sistema. Observamos ainda que todos os 
on
eitos e de�niçõesapresentados até aqui, poderiam ser introduzidos em situações bem mais gerais, maseste não é o nosso objetivo. Para situações gerais, além de outras referên
ias jáapresentadas, veja por exemplo [33℄-[74℄.Ressaltamos que os trabalhos anteriormente 
itados de Clément et al. [29℄, Hulshof- Van der Vorst [54℄ e de Figueiredo - Felmer [35℄ estudam o Sistema (S)~ em domínioslimitados. No melhor do nosso 
onhe
imento, os primeiros trabalhos a 
onsiderar oSistema (S)~ em domínios não-limitados foram de Figueiredo-Yang [39℄ e Serrin-Zou[76℄. de Figueiredo-Yang [39℄ estudaram o Sistema (S)~, 
om ~ = 1, V (x) = 1 e
Ω = RN , N ≥ 3, e provaram existên
ia de solução de `energia mínima', além deuma série de propriedades (por exemplo, simetria e 
omportamento de soluções); osistema era sub
ríti
o e alguns de seus resultados tinham restrições, por exemplo, dotipo p, q < (N +2)/(N − 2). Serrin-Zou [76℄ 
onsideram um 
aso parti
ular do Sistema
(S)~ (~ = 1, V (x) = 0 e Ω = RN , N ≥ 3), e obtêm existên
ia de solução radial parao sistema 
ríti
o e super
ríti
o. Em 2000, Sirakov [80℄ estudou um sistema mais geralque o estudado por de Figueiredo-Yang [39℄ e obteve os mesmos resultados deles, agorasem a ne
essidade das restrições antes referidas. Na última seção de seu trabalho [80,7



Seção 4℄, Sirakov deixa algumas questões abertas. Uma destas questões, o Sistema (S)~sub
ríti
o 
om f1(s) = |s|q−1s e f2(s) = |s|p−1s, foi 
onsiderada por Alves et al. [6℄, para
Ω = RN , e Ávila-Yang [10℄, para Ω limitado e o sistema 
om 
ondição de fronteira deNeumann. Para superar as di�
uldades provo
adas pela inde�nição da parte quadráti
ado fun
ional asso
iado ao sistema, os autores abordam o sistema usando formulação duale provam existên
ia de solução e propriedades desta quando ~ → 0. Vale frisar que nosresultados de Ávila-Yang é imposta a restrição p, q < (N +2)/(N − 2) em alguns 
asos,veja [10, Teorema 1.2℄. O trabalho de Ávila-Yang [10℄ foi generalizado por Ramos-Yang[73℄, agora sem as restrições antes 
omentadas. Ramos-Yang introduzem uma nova
ara
terização varia
ional do nível ground state do Sistema (S)~ [73, veja Teorema 3.1℄para tratá-lo de forma mais direta. Em [71℄, Ramos-Tavares revisam o método usado porRamos-Yang [73℄ e, usando as ideias de del Pino-Felmer [40℄-[41℄, estendem os trabalhos[40℄-[41℄. Este método, ao que pare
e, motivado pela 
ara
terização varia
ional do nível
ríti
o introduzida em Ben
i-Rabinowitz [14, pag. 248℄, tem-se mostrado interessante efoi utilizado, por exemplo, em [19℄, [18℄, [68℄ e [69℄.Todos os trabalhos que 
itamos até o momento para o Sistema (S)~, 
onsideram V (x)identi
amente zero ou limitado por baixo por uma 
onstate positiva. Re
entemente,Sirakov-Soares [82℄ estudaram um Sistema Hamiltoniano mais geral que (S)~, 
om V (x)não identi
amente zero e se anulando (hipótese já 
onsiderada por Sirakov [79℄-[81℄no 
aso es
alar), e provaram existên
ia de solução, mostrando que o nível 
ríti
o dofun
ional dual 
onsiderado 
onverge a zero quando ~ → 0 (té
ni
a já usada em [81℄).Argumentos para fazer o nível 
ríti
o pequeno são 
omuns quando se trata de problemas
ríti
os. Ressaltamos que todas as referên
ias até aqui 
itadas para sistemas são no 
asosub
ríti
o, 
om ex
eção de Serrin-Zou [76℄.A
reditamos que o estudo de existên
ia e 
omportamento de soluções para o SistemaHamiltoniano 
ríti
o 
om N ≥ 3 foi ini
iado por Hulshof-Van der Vorst [53℄, e por deFigueiredo et al. [34℄ no 
aso N = 2. Hulshof-Van der Vorst [53℄ 
onsideram o sistema

{
−∆u = |v|q−2v em RN ,

−∆v = |u|p−2u em RN ,
(7)onde o par (p, q) perten
e a hipérbole 
ríti
a (5). A existên
ia de solução ground state

(u, v) para o Sistema (7) foi obtida por Lions [55℄. Esta solução é tal que u e v sãoradiais, positivas e de
res
entes em |x| = r. O que Hulshof-Van der Vorst [53℄ mostramé a uni
idade, a menos de `S
alings' e Translações, e o 
omportamento assintóti
o da8



solução ground state, ou seja, as ground states são da forma:
uǫ,x0(x) = ǫ−

N
p u

(
x− x0
ǫ

) e vǫ,x0(x) = ǫ−
N
q v

(
x− x0
ǫ

)
, ǫ > 0. (8)Os argumentos de Hulshof-Van der Vorst permitem 
omparar o nível 
ríti
o, de umfun
ional asso
iado ao Sistema Hamiltoniano, à 
onstante

Sp,q = inf
{
‖∆u‖ q

q−1
; u ∈ D2, q

q−1 (RN) e ‖u‖Lp = 1
}
,onde o par (p, q) perten
e a hipérbole 
ríti
a (5). A 
onstante Sp,q > 0 é rela
ionadaao nível ground state do Sistema (7) e também às 
onstantes de Imersões dos Espaçosde Sobolev Fra
ionários nos espaços Lr para N ≥ 5, veja [31℄. O trabalho de Hulshof-Van der Vorst [53℄ foi um dos suportes ne
essários para que Hulshof et al. [52℄, em

Ω limitado, generalizassem para Sistema Hamiltoniano o famoso artigo de Brézis-Nirenberg [21℄. O sistema 
onsiderado por Hulshof et al. [52℄ em Ω não-limitado,embora 
om 
res
imento 
ríti
o restrito (a saber, 
om p = q = (N + 2)/(N − 2)),foi estudado por Colin-Frigon [30℄ baseado numa extensão de um Lema de Lions [89,Lema 1.21℄ obtida por Ramos et al. [72℄. Os argumentos apresentados por Hulshof-Van der Vorst [53℄ também auxiliaram Yang [90℄ a tratar o Sistema (S)~ 
ríti
o, 
om
~ = 1, V (x) ≡ 1 e Ω = RN , N ≥ 3. Para obter seus resultados, alguns reproduzidos noCapítulo 3 da presente tese, Yang [90℄ usa uma 
omparação entre a 
onstante Sp,q e onível 
ríti
o de um fun
ional dual asso
iado ao Sistema (S)~ aliada aos argumentos deBen
i-Cerami [13℄.Apresentado brevemente um esboço históri
o 
om as motivações, 
lassi�
ações edi�
uldades sobre o Sistema (S)~, passamos agora a expor os resultados obtidos nopresente trabalho, des
revendo um resumo de 
ada 
apítulo.No Capítulo 1 estudamos existên
ia e multipli
idade de soluções não-triviais para osistema:
(S1)~






−~2∆u+ V (x)u = b|v|2
∗−2v em Ω,

−~2∆v + V (x)v = a|u|2
∗−2u em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,onde ~ > 0 é um parâmetro pequeno, u, v ∈ C2(Ω)∩C1(Ω)∩H1
0 (Ω), Ω um domínio de

RN , possivelmente não-limitado (por exemplo, Ω = RN), 
om fronteira suave ou vazia,
2∗ := 2N/(N−2), N ≥ 3, é o expoente 
ríti
o de Sobolev e a, b > 0 são parâmetros reais.Assumiremos que V : Ω → R é uma função lo
almente Hölder 
ontínua e não-negativasatisfazendo: 9



(V1) existem abertos não-vazios Ω1 ⊂⊂ Ω2 ⊂⊂ Ω tais que V (x) = 0 para todo x ∈ Ω1e V (x) ≥ V0 > 0 para todo x ∈ Ω \ Ω2.O Sistema (S1)~ é um sistema 
ríti
o pois o par (2∗, 2∗) está na Hipérbole Críti
a(5). Este sistema é uma versão para Sistema Hamiltoniano do problema 
onsiderado porBen
i-Cerami [12℄, porém 
om os poten
iais 
onsiderados tendo naturezas diferentes.Por exemplo, enquanto Ben
i-Cerami provam existên
ia de solução para ‖V ‖LN/2(RN )su�
ientemente pequena no 
aso de uma equação, aqui a hipótese (V1) torna V (x) nãointegrável em RN .Os prin
ipais resultados do Capítulo 1 são:Teorema 1.1 Suponha que V satisfaz (V1). Então, existe ~0 > 0 tal que, para 
ada
~ ∈ (0, ~0], o Sistema (S1)~ possui uma solução (u~, v~) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω). Além disso,

u~, v~ ∈ C2(Ω) ∩ C1,α(Ω), 0 < α < 1, e são positivas.Usando os argumentos da prova do teorema anterior, mais espe
i�
amente, umaestimativa superior do nível 
ríti
o do fun
ional asso
iado ao Sistema (S1)~ (veja Lema1.24), relativo a solução do teorema anterior, obtemos existên
ia de solução groundstate (a de�nição de solução ground state é apresentada no Capítulo 1) para o Sistema
(S1)~:Teorema 1.2. Suponha que V satisfaz (V1). Então, para 
ada ~ ∈ (0, ~0], o Sistema
(S1)~ possui uma solução ground state (ũ~, ṽ~) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω).Observamos que ~0 no Teorema 1.2 é o mesmo do Teorema 1.1 mas, apesar de u~e v~ terem sinais de�nidos, não podemos a�rmar o mesmo sobre as de�nições de sinaisde ũ~ e ṽ~.Devido à simetria das não-linearidades do Sistema (S1)~, é natural se esperar algumresultado de multipli
idade de solução para este sistema.Teorema 1.3 Suponha que V satisfaz (V1). Então, dado k ∈ N, existe ~1 > 0 tal que,para 
ada ~ ∈ (0, ~1], o Sistema (S1)~ possui ao menos k pares de soluções não-triviais.Resultados de multipli
idade de soluções para Sistemas Hamiltonianos, podemos
itar Barts
h-de Figueiredo [11℄, Ávila-Yang [9℄ e referên
ias neles 
itadas, mas todos10



os resultados são para sistemas sub
ríti
os. No 
aso de multipli
idade de soluçõespara Sistemas Hamiltonianos 
ríti
os, até o presente momento não temos identi�
adosresultados na literatura.Observação. O 
aso es
alar, isto é, o problema
{

−~2∆u+ V (x)u = a|u|2
∗−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(9)
omo já referido, foi estudado por Ben
i-Cerami [12℄, para ~ = a = 1 e Ω = RN .Eles provaram existên
ia de solução positiva para ‖V ‖LN/2(RN ) su�
ientemente pequena.Mas não é do nosso 
onhe
imento, resultados para o Problema (9) na literatura sob a
ondição (V1) para V (x) não-radial (o 
aso V (x) radial e Ω1 e Ω2 anéis, foi tratado porAlves [2℄ e Alves-Miyagaki [5℄). Portanto, observamos que os argumentos apresentadospara provar os Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 também podem ser apli
ados de forma bem maissimples e direta para provar versões dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 no 
aso es
alar.As provas dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 são baseadas fundamentalmente na 
ombinaçãoda formulação varia
ional, motivada por Ramos-Tavares [71℄ e Bonheure-Ramos [19℄,na adaptação dos argumentos de Silva-Xavier [78℄ e na prova que os níveis 
ríti
os deum fun
ional asso
iado ao sistema 
onverge a zero quando ~ → 0. Por �m, observamosque não pare
e 
laro que os argumentos das provas apresentados no Capítulo 1 sejamadaptados ao 
aso de potên
ias distintas p 6= q 6= 2∗, onde o par (p, q) satisfaz aHipérbole Críti
a (5).Uma observação interessante sobre o Sistema (S1)~ é que, mesmo no 
aso em que

V (x) ≡ λ 6= 0, λ uma 
onstante, os teoremas sobre não-existên
ia, a exemplo deMitidieri [57℄ e Van der Vorst [87℄ (veja [52, Teorema 1℄), não se apli
am neste 
aso.Vale ainda ressaltar que, para ~ = 1 e V (x) ≡ 0, o Sistema (S1)~ 
om potên
ias p e q,mesmo sub
ríti
o, há resultados de não existên
ia, veja [83℄.O objetivo do Capítulo 2, é estudar existên
ia de solução para o sistema:
(S2)~

{
−~2∆u+ V (x)u = g(v) em RN ,

−~2∆v + V (x)v = f(u) em RN ,onde ~ > 0 é um parâmetro pequeno, u, v ∈ C2(RN), N ≥ 2. Assumiremos que
V : RN → R é uma função radial (isto é V (x) = V (|x|)) lo
almente Hölder 
ontínua enão-negativa satisfazendo: existem 
onstantes 0 < R1 < r1 < r2 < R2 tais que11



(V2) V (x) = 0 para todo x ∈ Ar e V (x) ≥ α > 0 para todo x ∈ AcR = RN \ AR, onde
Ar = {x ∈ RN ; r1 < |x| < r2} e AR = {x ∈ RN ;R1 < |x| < R2}.Além disso, as funções f, g ∈ C1(R) são tais que:

(H1) f(0) = f ′(0) = 0 = g(0) = g′(0);

(H2) existe δ′ > 0 tal que
0 < (1 + δ′)f(s)s ≤ f ′(s)s2 e 0 < (1 + δ′)g(s)s ≤ g′(s)s2, s ∈ R.O poten
ial V no Capítulo 2 é um 
aso parti
ular do poten
ial 
onsiderado noCapítulo 1, assim 
omo a 
ondição (V2) é um 
aso parti
ular de (V1).Os prin
ipais resultados do Capítulo 2 são:Teorema 2.1 Suponhamos que V satisfaz (V2), f, g satisfazem (H1), (H2) e

lim
s→+∞

f(s)

sp−1
= l1 e lim

s→+∞

g(s)

sq−1
= l2, (10)
om p, q > 2 e l1, l2 < ∞. Então existe ~0 > 0 tal que, para 
ada ~ ∈ (0, ~0], oSistema (S2)~ possui uma solução (u~, v~) ∈ H1

rad(R
N) × H1

rad(R
N), N ≥ 2. Alémdisso, u~, v~ ∈ C2(RN), são positivas e

u~(x), v~(x) → 0, |x| → ∞.No Teorema 2.1, a hipótese (2.3) é uma 
ondição de 
res
imento no in�nito, masnão há restrições quanto aos valores de p e q, podendo ser super
ríti
os. Note que,supondo no Capítulo 1 Ω = RN e o poten
ial V radial satisfazendo (V2), o Teorema1.1 é 
onsequên
ia direta do Teorema 2.1.Teorema 2.2 Suponhamos que V satisfaz (V2). Se f, g satisfazem (H1), (H2) e, alémdisso, dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que
f(s)t+ g(t)s ≤ ε(s2 + t2) + Cε(f(s)s+ g(t)t), s, t ∈ R, (11)então existe ~0 > 0 tal que, para 
ada ~ ∈ (0, ~0], o Sistema (S2)~ possui uma solução

(u~, v~) ∈ H1
rad(R

N)×H1
rad(R

N), N ≥ 2. Além disso, u~, v~ ∈ C2(RN), são positivas e
u~(x), v~(x) → 0, |x| → ∞.12



A 
ondição (11) não é uma 
ondição de 
res
imento no in�nito e, portanto, em 
ertosentido, temos um 
res
imento arbitrário. No Capítulo 2, fazemos uma dis
ussão sobreas 
ondições (10) e (11) e daremos alguns exemplos de funções f, g.Observação. Os Teoremas 2.1 e 2.2 estão rela
ionados aos prin
ipais resultados em[2℄ e [5℄ para problemas es
alares.Para provar os Teorema 2.1 e 2.2, seguimos as ideias de del Pino-Felmer [40℄, Alves-Miyagaki [5℄ e Ramos-Tavares [71℄. Fazendo uso das hipóteses de V (x), trun
amos asfunções f e g e 
onsideramos um sistema modi�
ado. O objetivo é obter um fun
ionalasso
iado ao sistema modi�
ado bem de�nido em um subespaço de H1(RN)×H1(RN),de modo que seja possível provar existên
ia de solução para este sistema modi�
ado,
om propriedades que nos permitammostrar que tal solução obtida seja também soluçãode (S2)~.O Capítulo 3 dedi
amos ao estudo de existên
ia de solução para o sistema:
(S3)~

{
−~2∆u+ V (x)u = g(v) + v2

∗−1 em RN ,

−~2∆v + V (x)v = f(u) + u2
∗−1 em RN ,onde u, v ∈ C2(RN), u, v > 0 em RN , N ≥ 3, ~ > 0 um parâmetro real. Assumiremosque V : RN → R é uma função radialmente simétri
a, lo
almente Hölder 
ontínua esatisfaz:

(V3) V (x) = V (|x|) ≥ α > 0 para todo x ∈ RN ;
(V4) inf

B0

V (x) < inf
∂B0

V (x),para alguma bola aberta B0 = Br0(x̄) ⊂ RN , r0 > 0. Além disso, as funções
f, g ∈ C1(R) são tais que:
(H1) f(0) = f ′(0) = 0 = g(0) = g′(0);

(H2) existe δ′ > 0 tal que
0 < (1 + δ′)f(s)s ≤ f ′(s)s2 e 0 < (1 + δ′)g(s)s ≤ g′(s)s2.

(H3) f(s) = o(|s|2∗−1) e g(s) = o(|s|2∗−1), |s| → ∞; mais pre
isamente,
lim

|s|→+∞

f(s)

|s|2∗−1
= 0 = lim

|s|→+∞

g(s)

|s|2∗−1
.13



Devido a 
ondição (V3) não permitir V se anular, os argumentos usados nos
apítulos anteriores que tornam os níveis 
ríti
os pequenos quando ~ → 0 não seapli
am a este 
aso. Então, a alternativa é exigir mais uma hipótese para f e g.Vamos exigir uma 
ondição do tipo Brézis-Nirenberg [21, Seção 2.2℄. Para introduzir talhipótese, vamos seguir Hulshof-Van der Vorst [53℄ e Yang [90℄. Consideremos (uǫ, vǫ) =
(uǫ,x0, vǫ,x0), as ground states do Sistema (7), de�nidas em (8), e F (s) =

∫ s
0
f(t)dt e

G(s) =
∫ s
0
g(t)dt as primitivas de f e g. Assumiremos:

(H4)

lim
ǫ→0

ǫN

‖uǫ‖22

∫ 1/ǫ

0

F
(
ǫ−

N
p uǫ(r)

)
rN−1dr = ∞e

lim
ǫ→0

ǫN

‖vǫ‖22

∫ 1/ǫ

0

G
(
ǫ−

N
q vǫ(r)

)
rN−1dr = ∞.Note que um exemplo de funções que satisfazem (H1) − (H4) é f(s) = |s|µ−2s e

g(s) = |s|ν−2s, s ∈ R, 2 < µ, ν < 2∗.O prin
ipal resultado do Capítulo 3 é o seguinte teorema:Teorema 3.1 Suponha que V satisfaz (V3) − (V4) e f, g satisfazem (H1) − (H4).Então existe ~0 > 0 tal que, para 
ada ~ ∈ (0, ~0], o Sistema (S3)~ possui uma solução
(u~, v~) ∈ H1

rad(R
N)×H1

rad(R
N). Além disso, u~, v~ ∈ C2(RN), são positivas e
u~(x), v~(x) → 0, |x| → ∞.

Observação. O Teorema 3.1 está rela
ionado 
om os prin
ipais resultados em [4℄, no
aso es
alar, e [90℄, no 
aso do sistema. Observamos ainda que podemos tro
ar na
ondição (V4) a bola B0 por um anel, por exemplo, Ar 
onsiderado no Capítulo 2, queo Teorema 3.1 ainda 
ontinua válido.No 
aso es
alar, Alves et al. [4, p 497℄ observam que a solução obtida, no 
asosub
ríti
o, por del Pino - Felmer em [40℄ não é uma ground state, o que é razoável,segundo eles, pois alguns problemas sob a hipótese (V4) não admitem solução groundstate. Eles observam ainda que essa foi uma das possíveis razões que motivaramdel Pino-Felmer a 
onsiderar um problema 
om a não-linearidade apropriadamente14



modi�
ada (veja [40, p 125℄). Como o problema modi�
ado é rela
ionado 
om umproblema `limite', isto permitiu aos autores provar existên
ia de solução e váriaspropriedades. Não foi diferente 
om Alves et al. [4℄ para equação 
om 
res
imento
ríti
o nem é para sistema. Note que o Sistema (S3)~ também é rela
ionado 
om umsistema `limite'. De fato, temos o sistema
{

−∆ũ + V (~x+ x0)ũ = g(ṽ) + ṽ2
∗−1 em RN ,

−∆ṽ + V (~x+ x0)ṽ = f(ũ) + ũ2
∗−1 em RN ,

(12)obtido do Sistema (S3)~ pela mudança de variável x 7→ ~x + x0. Então, passando aolimite quando ~ → 0, é de se esperar que o Sistema (12) tenha alguma relação 
om osistema `limite'
{

−∆ū+ V (x0)ū = g(v̄) + v̄2
∗−1 em RN ,

−∆v̄ + V (x0)v̄ = f(ū) + ū2
∗−1 em RN .

(13)O Sistema (13) foi estudado por Yang [90℄. Ele mostrou a existên
ia de soluçãoground state (ū, v̄) e que ū e v̄ são radiais e têm de
aimento no in�nito. Para obtersolução, Yang usa o método dual. Este método tem a vantagem de não se trabalhar
om o fun
ional asso
iado ao Sistema (13) que tem a 
ara
terísti
a de ser fortementeinde�nido. A prin
ípio podemos abordar o Sistema (S3)~ 
om este método, a exemplo deSirakov-Soares [82℄ no 
aso sub
ríti
o. Mas as di�
uldades surgem quando pre
isamosrela
ionar os níveis 
ríti
os dos Sistemas (S3)~ e (13). Então, vamos estudar o Sistema
(S3)~ seguindo as ideias de del Pino-Felmer [40℄ e Alves et al. no 
aso es
alar, e deRamos-Tavares [71℄ e Yang [90℄ para sistema, 
om a mesma formulação varia
ional dosCapítulos 1 e 2.Observamos que o Sistema (S3)~ torna-se mais geral quando tro
amos os termos
u2

∗−1 e v2∗−1 por up−1 e vq−1, onde o par (p, q) perten
e a hipérbole 
ríti
a (5). Neste
aso, alguns dos resultados de Yang [90℄ para o Sistema (13) 
ontinuam válidos; nãoé garantindo, por exemplo, o de
aimento das soluções no in�nito. Além disso, asdi�
uldades apontadas para o uso do método dual no 
aso p = q = 2∗ se agravamdevido a ne
essidade do uso dos Espaços de Sobolev Fra
ionários 
om Peso. No 
asomais geral, também não pare
e simples adaptar os argumentos de Ramos-Tavares [71℄,pois há ne
essidade de trun
ar o sistema, e o mesmo trun
amento usado pelos autorespara o sistema sub
ríti
o, não é 
lara sua validade no 
aso 
ríti
o.15
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CAPÍTULO 1SISTEMA COM CRESCIMENTOCRÍTICO
Para fa
ilitar a leitura, repetiremos os resultados apresentados na Introdução. Opresente 
apítulo é dedi
ado ao estudo de existên
ia e multipli
idade de soluções não-triviais para o sistema do tipo Hamiltoniano:

(S1)~






−~2∆u+ V (x)u = b|v|2
∗−2v em Ω,

−~2∆v + V (x)v = a|u|2
∗−2u em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,onde ~ > 0 é um parâmetro pequeno, u, v ∈ C2(Ω)∩C1(Ω)∩H1
0 (Ω), Ω um domínio de

RN , possivelmente não-limitado (por exemplo, Ω = RN), 
om fronteira suave ou vazia,
2∗ := 2N/(N−2), N ≥ 3, é o expoente 
ríti
o de Sobolev e a, b > 0 são parâmetros reais.Assumiremos que V : Ω → R é uma função lo
almente Hölder 
ontínua e não-negativasatisfazendo:
(V1) existem abertos não-vazios Ω1 ⊂⊂ Ω2 ⊂⊂ Ω tais que V (x) = 0 para todo x ∈ Ω1e V (x) ≥ V0 > 0 para todo x ∈ Ω \ Ω2.Nossa estratégia para abordar o Sistema (S1)~ é apli
ar métodos varia
ionais
onsiderando o subespaço de H1

0 (Ω)

E =

{
u ∈ H1

0 (Ω) :

∫

Ω

V (x)u2dx <∞

}
,17



que é um espaço de Hilbert quando munido do produto interno
〈u, v〉~ =

∫

Ω

(~2∇u∇v + V (x)uv)dx, u, v ∈ E,e norma 
orrespondente ‖u‖~ = 〈u, u〉
1/2
~ , para 
ada ~ > 0 dado. Note que, pela hipótese

(V1), juntamente 
om o fato que ‖ · ‖2L2(Ω2)
≤ C‖ · ‖2

L2∗(Ω2)
e a desigualdade de Sobolev(veja [15℄), temos que as imersões

E →֒ H1
0 (Ω) →֒ Lr(Ω), (1.1)são 
ontínuas para todo 2 ≤ r ≤ 2∗.Observação. Em verdade, para que os argumentos usados na prova dos resultadosdeste 
apítulo fun
ionem, é su�
iente apenas que V (x) se anule em um 
onjunto 
ommedida positiva e ∫

Ω
(|∇u|2 + V (x)u2)dx seja uma norma em E tal que as imersões(1.1) sejam 
ontínuas.De�nimos ainda E × E munido do produto interno

〈(u, v), (φ, ϕ)〉~ = 〈u, φ〉~ + 〈v, ϕ〉~, u, v, φ, ϕ ∈ E,e norma 
orrespondente ‖(u, v)‖~ =
(
‖u‖2~ + ‖v‖2~

)1/2.Observamos que (S1)~ é o sistema de equações de Euler-Lagrange asso
iado aofun
ional I~ : E × E → R, de�nido por:
I~(u, v) = 〈u, v〉~ −

a

2∗

∫

Ω

|u|2
∗

dx−
b

2∗

∫

Ω

|v|2
∗

dx. (1.2)Temos que I~ é de 
lasse C2 sobre E ×E e sua derivada primeira é dada por
I ′
~(u, v)(φ, ϕ) = 〈u, ϕ〉~ + 〈v, φ〉~ − a

∫

Ω

|u|2
∗−2uφdx− b

∫

Ω

|v|2
∗−2vϕdx, (1.3)para 
ada (φ, ϕ) ∈ E ×E. Os pontos 
ríti
os do fun
ional I~ 
orrespondem a soluçõesno sentido fra
o de (S1)~.Os prin
ipais resultados do presente 
apítulo são (assumimos a, b > 0):Teorema 1.1. Suponha que V satisfaz (V1). Então, existe ~0 > 0 tal que, para 
ada

~ ∈ (0, ~0], o Sistema (S1)~ possui uma solução (u~, v~) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω). Além disso,
u~, v~ ∈ C2(Ω) ∩ C1,α(Ω), 0 < α < 1, e são positivas.18



Por uma solução ground state de (S1)~, entende-se uma solução que possui a menorenergia entre todas as soluções não-triviais, isto é, uma solução de (S1)~ que realiza oín�mo
c̃~ = c̃~(a, b) = inf{I~(u, v); (u, v) 6= (0, 0) é solução de (S1)~}.Teorema 1.2. Suponha que V satisfaz (V1). Então, para 
ada ~ ∈ (0, ~0], o Sistema

(S1)~ possui uma solução ground state (ũ~, ṽ~) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).Observamos que ~0 no Teorema 1.2 é o mesmo do Teorema 1.1 mas, apesar de u~ e
v~ terem sinais de�nidos, não podemos a�rmar o mesmo sobre os sinais de ũ~ e ṽ~.Teorema 1.3. Suponha que V satisfaz (V1). Então, dado k ∈ N, existe ~1 > 0 tal que,para 
ada ~ ∈ (0, ~1], o Sistema (S1)~ possui ao menos k pares de soluções não-triviais.No estudo das equações de S
hrödinger é 
omum a bus
a por hipóteses, sobre opoten
ial V ou não-linearidade, que impliquem algum tipo de 
ompa
idade. A hipótesedo poten
ial V não identi
amente zero e que se anula foi explorada por [2℄, [5℄, [25℄,[26℄ e [81℄. Sirakov [81℄ assume o poten
ial se anulando e, 
om a não-linearidade 
om
res
imento sub
ríti
o, obtém existên
ia de solução provando que o nível 
ríti
o dofun
ional asso
iado ao problema 
onverge a zero quando ~ → 0. Alves [2℄ e Alves-Miyagaki [5℄ assumem hipóteses mais restritivas sobre V , mas provam existên
ia desolução 
om 
res
imento `arbitrário' na não-linearidade usando o mesmo argumento;este é o assunto do próximo 
apítulo. Mais re
entemente, argumentos análogos a[81℄ foram adaptados para sistema Hamiltoniano por Sirakov-Soares [82℄, onde nestetrabalho eles 
onsideram um sistema sub
ríti
o e usam o método dual para obterexistên
ia de solução.As provas dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 são baseadas fundamentalmente na 
ombinaçãoda formulação varia
ional, motivada por Ramos-Tavares [71℄ e Bonheure-Ramos [19℄,na adaptação dos argumentos de Silva-Xavier [78℄ e na prova de que os níveis 
ríti
os deum fun
ional asso
iado ao sistema 
onverge a zero quando ~ → 0. Por �m, observamosque não pare
e 
laro que os argumentos das provas apresentados neste 
apítulo sejamadaptados ao 
aso de potên
ias distintas p 6= q 6= 2∗, onde o par (p, q) satisfaz aHipérbole Críti
a (5).O 
apítulo está organizado da seguinte forma: na primeira seção é feita a formulaçãovaria
ional, na segunda seção é estudada a 
ondição de Palais-Smale e nas duas últimasseções são desenvolvidas as provas dos teoremas.19



1.1 Formulação Varia
ionalCom o objetivo de provar o Teorema 1.1, 
onsideramos o fun
ional fortementeinde�nido I~ : E × E → R, de�nido por:
I~(u, v) = 〈u, v〉~ −

a

2∗

∫

Ω

(u+)2
∗

dx−
b

2∗

∫

Ω

(v+)2
∗

dx,onde u+ = max{u, 0} (resp. v+). Temos que I~ é de 
lasse C2 sobre E × E e suasderivadas são dadas por
I ′~(u, v)(φ, ϕ) = 〈u, ϕ〉~ + 〈v, φ〉~ − a

∫

Ω

(u+)2
∗−1φdx− b

∫

Ω

(v+)2
∗−1ϕdx, (1.4)e

I ′′~
(
u, v
)(
(φ, ϕ), (ζ, η)

)
= 〈φ, η〉~ + 〈ϕ, ζ〉~ − (2∗ − 1)a

∫

Ω

(u+)2
∗−2φζdx

−(2∗ − 1)b

∫

Ω

(v+)2
∗−2ϕηdx, (1.5)para 
ada φ, ϕ, ζ, η ∈ E. Pontos 
ríti
os do fun
ional I~ 
orrespondem a soluções não-negativas no sentido fra
o de (S1)~.Observação 1.4. Para simpli�
ar a notação, 
onsideramos nesta seção e na próxima

~ = 1, e usaremos as seguintes notações: 〈·, ·〉 = 〈·, ·〉1, ‖ · ‖ = ‖ · ‖1 e I = I1.O fun
ional I~, 
omo já men
ionado, é fortemente inde�nido. Nosso objetivo éfazer uma formulação varia
ional que seja possível 
onsiderar um segundo fun
ionalque não mais tenha a 
ara
terísti
a de ser fortemente inde�nido e que tenha boaspropriedades 
omo, por exemplo, geometria do passo da montanha. Estes argumentosforam utilizados por Ramos-Tavares [71℄ e Bonheure-Ramos [19℄.Fixado w ∈ E, 
onsideremos o fun
ional F : E → R, de�nido por:
F(ψ) = I(w + ψ,w − ψ).Proposição 1.5. O fun
ional F é limitado superiormente e o supremo

sup
ψ∈E

I(w + ψ,w − ψ)é atingido em um úni
o ψ. 20



Prova. Note que
F(ψ) = ‖w‖2 − ‖ψ‖2 −

1

2∗

∫

Ω

[
a((w + ψ)+)2

∗

+ b((w − ψ)+)2
∗
]
dx. (1.6)Observamos que

F ′(ψ)(φ) = −2〈ψ, φ〉 −

∫

Ω

[
a((w + ψ)+)2

∗−1 − b((w − ψ)+)2
∗−1
]
φdxe

F ′′(ψ)(ϕ, φ) = −2〈ϕ, φ〉 − (2∗ − 1)

∫

Ω

[
a((w + ψ)+)2

∗−2 + b((w − ψ)+)2
∗−2
]
ϕφdx.para todo ψ, ϕ, φ ∈ E. Logo,

−F ′′(ψ)(ϕ, ϕ) > 0,para todo ψ, ϕ ∈ E,ϕ 6= 0. Então, −F é um fun
ional estritamente 
onvexo. Alémdisso, tem-se que −F é fra
amente semi-
ontínuo inferior (veja [32, Teorema 1.4℄).Logo, −F assume seu mínimo em um úni
o ponto (veja [50, Teorema 1.6℄). Portanto,
F assume seu máximo em um úni
o ψ. �Pela proposição anterior, dado w ∈ E, existe um úni
o ψw ∈ E tal que

I(w + ψw, w − ψw) = max
ψ∈E

I(w + ψ,w − ψ). (1.7)Deste modo, temos a apli
ação Φ : E → E de�nida por:
Φ(w) = ψw. (1.8)Observação 1.6. Pela Proposição 1.5, F possui um úni
o ponto 
ríti
o, a saber, ψw.Portanto,

I ′(w + ψw, w − ψw)(φ,−φ) = 0, (1.9)para todo φ ∈ E. De fato,
I ′(w + ψw, w − ψw)(φ,−φ) = 〈w + ψw,−φ〉+ 〈w − ψw, φ〉

−

∫

Ω

[
a((w + ψw)

+)2
∗−1φ+ b((w − ψw)

+)2
∗−1(−φ)

]
dx

= −2〈ψw, φ〉 −

∫

Ω

[
a((w + ψw)

+)2
∗−1− b((w − ψw)

+)2
∗−1
]
φdx

= −F ′(ψw)(φ),21



para todo φ ∈ E. Note ainda que, �xado w ∈ E, a identidade (1.9) nos diz que ψw ∈ Eé a úni
a solução da equação
−2∆ψw + 2V (x)ψw = −

[
a((w + ψw)

+)2
∗−1 − b((w − ψw)

+)2
∗−1
]
, (1.10)em E ′ (dual de E).Em função da Proposição 1.5 podemos 
onsiderar o fun
ional reduzido J : E → Rde�nido por

J(w) = I(w + ψw, w − ψw)

= ‖w‖2 − ‖ψw‖
2 −

1

2∗

∫

Ω

[
a((w + ψw)

+)2
∗

+ b((w − ψw)
+)2

∗
]
dx. (1.11)Sabemos que I é de 
lasse C2. Mas J é uma 
omposição do fun
ional I e de umaapli
ação que envolve a apli
ação Φ de�nida em (1.8). Então, J depende de Φ para quetenha alguma derivada.Proposição 1.7. A apli
ação Φ é de 
lasse C1.Prova. Usaremos o Teorema da Função Implí
ita. Primeiramente vamos introduziralgumas notações. Denotemos por (E × E)− = {(ψ,−ψ);ψ ∈ E} (veja Figura 1.1) e
onsideremos as apli
ações de�nidas por:

τ : (E ×E)× (E × E)− → E × E, ((u, v), (ψ,−ψ)) 7→ (u, v) + (ψ,−ψ)

I ′ : E × E → (E × E)′ ≃ (E × E)

P : E ×E → (E ×E)−, (u, v) 7→

(
u− v

2
,−

u− v

2

)Note que
(E × E)× (E ×E)−

τ
// E × E

I′
// (E × E)′ = E ×E

P
// (E × E)−de�ne uma apli
ação G : (E × E)× (E × E)− → (E ×E)− dada por

G = P ◦ I ′ ◦ τ.Vamos agora veri�
ar que a derivada par
ial de G em relação a segunda variável, i.e.,
D2G

(
(u, v), (ψ,−ψ)

)
: (E × E)− → (E × E)−,22



Figura 1.1: P é a projeção ortogonal de E × E sobre (E ×E)−é um isomor�smo. Com efeito, observamos primeiro que τ e P são lineares e I ′ de 
lasse
C1. Então, G é de 
lasse C1 e
D2G

(
(u, v), (ψ,−ψ)

)
(φ,−φ) = DG

(
(u, v), (ψ,−ψ)

)(
(0, 0), (φ,−φ)

)

= DP ◦DI ′ ◦Dτ
(
(u, v), (ψ,−ψ)

)(
(0, 0), (φ,−φ)

)

= P ◦ I ′′
(
τ
(
(u, v), (ψ,−ψ)

))
(φ,−φ).Denotando (ζ, η) = (u, v) + (ψ,−ψ), temos

D2G
(
(u, v), (ψ,−ψ)

)
(φ,−φ) = P ◦ I ′′

(
(ζ, η)

)
(φ,−φ).Agora, es
revendo T = D2G

(
(u, v), (ψ,−ψ)

)
= P ◦I ′′

(
(ζ, η)

) e identi�
ando (E×E)− =

((E ×E)−)′, temos
T : (E ×E)− → (E × E)− e T

(
(φ,−φ)

)
∈ ((E ×E)−)′de modo que

T
(
(φ,−φ)

)
(ϕ,−ϕ) = P ◦ I ′′

(
(ζ, η)

)(
(φ,−φ), (ϕ,−ϕ)

)

= −2〈φ, ϕ〉 − (2∗ − 1)

∫

Ω

[
a(ζ+)2

∗−2 + b(η+)2
∗−2
]
ϕφdx,para todo ϕ, φ ∈ E. 23



Observemos que T é injetivo. De fato, se T ((φ,−φ)) = (0, 0) temos em parti
ular
T
(
(φ,−φ)

)
(φ,−φ) = 0, ou seja,

2‖φ‖2 = −(2∗ − 1)

∫

Ω

[
a(ζ+)2

∗−2 + b(η+)2
∗−2
]
φ2dx ≤ 0,que impli
a em φ = 0.Notemos agora que

(T + Id)
(
(φ,−φ)

)
(ϕ,−ϕ) = −(2∗ − 1)

∫

Ω

[
a(ζ+)2

∗−2 + b(η+)2
∗−2
]
φϕdx,onde Id : (E×E)− → ((E×E)−)′, Id

(
(φ,−φ)

)
(ϕ,−ϕ) = 2〈φ, ϕ〉, para todo φ, ϕ ∈ E.A�rmamos que (T + Id) é um operador 
ompa
to. Com efeito, a�m de simpli�
ar,
onsideremos o operador R : (E × E)− → (E × E)− = ((E × E)−)′ de�nido por

R
(
(φ,−φ)

)
(ϕ,−ϕ) =

∫

Ω

(ζ+)2
∗−2φϕdx.Se (φn,−φn) ⇀ (φ0,−φ0) em (E × E)−, vamos provar que R(φn,−φn) → R(φ0,−φ0)em (E × E)− = ((E ×E)−)′. Para tanto, usando a imersão de Sobolev, temos

(φn − φ0)⇀ 0 em Lr(Ω), 2 ≤ r ≤ 2∗.Alem disso,
∫

Ω

∣∣|ζ |2∗−2ϕ
∣∣ 2N
N+2 dx ≤

(∫

Ω

|ζ |2
∗

dx

) 4

N+2
(∫

Ω

|ϕ|2
∗

dx

)N−2

N+2impli
a que |ζ |2
∗−2ϕ ∈ L

2N
N+2 (Ω). Desde que (N + 2)/2N + 1/2∗ = 1, pelo Teorema deRepresentação de Riesz ∫

Ω

|ζ |2
∗−2|ϕ||φn − φ0|dx→ 0,para todo ϕ ∈ E. Portanto,

∣∣(R(φn,−φn)− R(φ0,−φ0)
)
(ϕ,−ϕ)

∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ω

(ζ+)2
∗−2(φn − φ0)ϕdx

∣∣∣∣→ 0para todo ϕ ∈ E, que impli
a
‖R(φn,−φn)− R(φ0,−φ0)‖((E×E)−)′ → 0.Isto prova que R é um operador 
ompa
to.24



Como uma 
onsequên
ia de R ser um operador 
ompa
to, temos que (T + Id) éum operador 
ompa
to. Desde que T = −Id/2 + (Id/2 + T ), usando a Alternativa deFredholm obtemos que T é injetivo se, e somente se, T é sobrejetivo. Portanto, T éum isomor�smo. Finalmente, identi�
ando (E × E)− = ((E × E)−)′ e usando (1.9),observamos que
G
(
(w,w), (Φ(w),−Φ(w))

)
(φ,−φ) = P ◦ I ′

(
(w + Φ(w), w − Φ(w))

)
(φ,−φ) = 0,para todo (φ,−φ) ∈ (E × E)−. Logo,

G
(
(w,w), (Φ(w),−Φ(w))

)
= P ◦ I ′

(
(w + Φ(w), w − Φ(w))

)
= 0,para 
ada w ∈ E. Então, pelo Teorema da Função Implí
ita 
on
luímos que Φ é de
lasse C1. �O fun
ional I ser de 
lasse C2 juntamente 
om a Proposição 1.7, garantem que J éde 
lasse C1. Então, pela regra da 
adeia, temos

J ′(w)(φ) = I ′(w + ψw, w − ψw)D(w + ψw, w − ψw)(φ)

= I ′(w + ψw, w − ψw)(φ+Dψw(φ), φ−Dψw(φ))

= I ′(w + ψw, w − ψw)(φ, φ) + I ′(w + ψw, w − ψw)(Dψw(φ),−Dψw(φ)),de modo que, por (1.9), tem-se
J ′(w)(φ) = I ′(w + ψw, w − ψw)(φ, φ), (1.12)para todo φ ∈ E. Desde que I é de 
lasse C2 e Φ é de 
lasse C1, por (1.12), observamosque J também é de 
lasse C2 
om

J ′′(w)(ϕ, φ) = I ′′(w + ψw, w − ψw)(ϕ+Dψw(ϕ), ϕ−Dψw(ϕ))(φ, φ). (1.13)Por (1.12), é bastante natural intuir uma relação entre os pontos 
ríti
os de J e I.De fato, 
onsiderando
KJ := {w ∈ E; J ′(w) = 0} e KI := {(u, v) ∈ E ×E; I ′(u, v) = 0},temos 25



Proposição 1.8. A apli
ação h : KJ → KI de�nida por
h(w) = (w + ψw, w − ψw),é um homeomor�smo 
uja inversa h

−1 : KI → KJ é dada por
h
−1(u, v) =

u+ v

2
.Prova. Vamos primeiro veri�
ar que h e h

−1 são de fato bem de�nidas. Suponha que
w ∈ KJ . Para qualquer (ϕ, φ) ∈ E,

(ϕ, φ) =

(
ϕ− φ

2
,−

ϕ− φ

2

)
+

(
ϕ+ φ

2
,
ϕ+ φ

2

)
.Então, usando (1.9) e (1.12),

I ′(h(w))(ϕ, φ) = I ′(w + ψw, w − ψw)(ϕ, φ)

= I ′ (w + ψw, w − ψw)

(
ϕ− φ

2
,−

ϕ− φ

2

)

+I ′(w + ψw, w − ψw)

(
ϕ+ φ

2
,
ϕ+ φ

2

)

= I ′(w + ψw, w − ψw)

(
ϕ+ φ

2
,
ϕ+ φ

2

)

= J ′(w)

(
ϕ+ φ

2

)

= 0,para todo (ϕ, φ) ∈ E×E, ou seja, h(w) é um ponto 
ríti
o de I. Logo, h é bem de�nida.Suponha agora que (u, v) ∈ KI . Então, em parti
ular,
I ′
(
u+ v

2
+
u− v

2
,
u+ v

2
−
u− v

2

)
(φ,−φ) = I ′(u, v)(φ,−φ) = 0, (1.14)para todo φ ∈ E. Mas, pela Observação 1.6, existe um úni
o ψu+v

2

tal que
I ′
(
u+ v

2
+ ψu+v

2

,
u+ v

2
− ψu+v

2

)
(φ,−φ) = 0, (1.15)para todo φ ∈ E. Logo, ψu+v

2

= (u− v)/2. Assim, por (1.12), segue que
J ′(h−1(u, v))(φ) = J ′

(
u+ v

2

)
(φ)

= I ′
(
u+ v

2
+ ψu+v

2

,
u+ v

2
− ψu+v

2

)
(φ, φ)

= I ′(u, v)(φ, φ)

= 0, 26



para todo φ ∈ E. Portanto, h−1 é bem de�nida.A 
ontinuidade de h−1 é imediata. Além disso, desde que a apli
ação w 7→ ψw é C1,
h também é uma apli
ação 
ontínua. Resta veri�
ar então que

h ◦ h−1 = IdKI
e h

−1 ◦ h = IdKJ
.Com efeito, para 
ada (u, v) ∈ KI , usando (1.14) e (1.15) 
on
luímos que ψu+v

2

=

(u− v)/2. Então,
h(h−1(u, v)) = h

(
u+ v

2

)
=

(
u+ v

2
+ ψu+v

2

,
u+ v

2
− ψu+v

2

)
= (u, v).Agora, para 
ada w ∈ KJ , temos

h
−1 (h(w)) = h

−1(w + ψw, w − ψw) =
w + ψw + w − ψw

2
= w.

�Com o auxílio da proposição anterior, vemos que soluções do sistema (S1)~ podemser estudadas via existên
ia de pontos 
ríti
os para o fun
ional J . Nesta direção, o queprimeiro observamos é que J satisfaz a geometria do passo da montanha.Lema 1.9. O fun
ional J satisfaz as seguintes 
ondições:
(i) Existem β, ρ > 0 tais que J(w) ≥ β para ‖w‖ = ρ;
(ii) Existe e ∈ E, 
om ‖e‖ > ρ, tal que J(e) < 0.Prova. (i) Por (1.11), temos

J(w) = I(w + ψw, w − ψw) = max
ψ∈E

I(w + ψ,w − ψ) ≥ I(w,w).Então, usando a desigualdade de Sobolev, obtemos
J(w) ≥ ‖w‖2 −

1

2∗

∫

Ω

[
a(w+)2

∗

+ b(w+)2
∗
]
dx

≥ ‖w‖2 −
(a+ b)

2∗
C‖w‖2

∗

, (1.16)o que é su�
iente para provar (i). 27



(ii) Para provar o segundo item do lema, 
onsideremos φ ∈ C∞
0 (Ω), φ ≥ 0, tal que

φ(x) ≥ a0 > 0 para todo x ∈ K, onde K ⊂ supp(φ). Agora, para 
ada t ∈ R, t ≥ 0,tem-se1
(2tφ)2

∗

≤ 22
∗

[(
(tφ + ψtφ)

+
)2∗

+
(
(tφ− ψtφ)

+
)2∗]

.Então, pela de�nição de J (veja (1.11)), obtemos
J(tφ) ≤ t2‖φ‖2 −

1

2∗

∫

Ω

[
a((tφ + ψtφ)

+)2
∗

+ b((tφ− ψtφ)
+)2

∗
]
dx

≤ t2‖φ‖2 −
min{a, b}

2∗
t2

∗

∫

Ω

φ2∗dx (1.17)Portanto, fazendo t→ ∞ teremos J(tφ) → −∞. Isto prova (ii). �Agora relembramos a 
ondição de Palais-Smale.De�nição 1.10. Dizemos que (wn)n ⊂ E é uma sequên
ia de Palais-Smale no nível
c para o fun
ional J , denotada abreviadamente por sequên
ia (PS)c, se J(wn) → c e
J ′(wn) → 0 no espaço dual E ′. Dizemos ainda que J satisfaz a 
ondição (PS)c, se todasequên
ia (PS)c possui subsequên
ia 
onvergente.Usando o Lema 1.9, podemos apli
ar uma versão do Teorema do Passo da Montanha,sem da 
ondição de Palais-Smale (Veja [56, Teorema 4.3℄), para obter uma sequên
ia
(wn)n ⊂ E tal que

J(wn) → c e J ′(wn) → 0 em E ′,onde c = c(a, b) > 0 é o nível minimax do fun
ional J , ou seja,
c = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

J(γ(t)),onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0 e J(γ(1)) < 0}.Portanto, 
om a formulação desenvolvida, a existên
ia de solução para o Sistema
(S1)~ depende de 
ompa
idade.1.2 Condição de Compa
idadeMotivado pelo Lema 1.9, para en
ontrar ponto 
ríti
o do fun
ional J , uma dasalternativas é obter a 
ondição de 
ompa
idade de Palais-Smale. Lembramos que a
ondição de Palais-Smale para o fun
ional I tem a seguinte de�nição.1Veja que ϕ+ = 1

2
(ϕ+ |ϕ|). Então, (ϕ+ ψ)+ = 1

2
((ϕ+ ψ) + |ϕ+ ψ|) ≤ ϕ+ + ψ+.28



De�nição 1.11. Dizemos que (un, vn)n ⊂ E × E é uma sequên
ia de Palais-Smaleno nível c para o fun
ional I, denotada abreviadamente por sequên
ia (PS)c, se
I(un, vn) → c e I ′(un, vn) → 0 no espaço dual (E × E)′. Dizemos ainda que I satisfaza 
ondição (PS)c, se toda sequên
ia (PS)c possui subsequên
ia 
onvergente.Observação 1.12. Note que temos uma relação entre as 
ondições (PS)c para osfun
ionais I e J . De fato, por (1.11), se (wn)n ⊂ E é uma sequên
ia (PS)c para ofun
ional J , então

J(wn) = I(wn + ψwn , wn − ψwn) → c, n→ ∞.Além disso, por (1.9) e (1.12),
|I ′(wn + ψwn, wn − ψwn)(φ, ϕ)| =

∣∣∣∣I
′(wn + ψwn, wn − ψwn)

(
φ+ ϕ

2
,
φ+ ϕ

2

)

+I ′(wn + ψwn , wn − ψwn)

(
φ− ϕ

2
,−

φ− ϕ

2

) ∣∣∣∣

=

∣∣∣∣J
′(wn)

(
φ+ ϕ

2

)∣∣∣∣
≤ ‖J ′(wn)‖E′‖(φ, ϕ)‖E×E.Então,

‖I ′(wn + ψwn, wn − ψwn)‖(E×E)′ → 0, n→ ∞,ou seja, (wn + ψwn , wn − ψwn)n ⊂ E × E é uma sequên
ia (PS)c para o fun
ional I.Portanto, se I satisfaz a 
ondição (PS)c, temos que (wn+ψwn, wn−ψwn)n possui umasubsequên
ia 
onvergente em E ×E, isto é,
(
wnk

+ ψwnk
, wnk

− ψwnk

)
→ (u, v), k → ∞.Portanto, wnk

→ (u+ v)/2 em E, ou seja, J satisfaz a 
ondição (PS)c.A observação anterior mostra que a 
ondição de Palais-Smale para o fun
ional Jpode ser herdada da 
ondição para o fun
ional I. O prin
ipal propósito do restantedesta seção é estabele
er a 
ondição (PS)c para o fun
ional I. Para tanto, utilizaremosfortemente os resultados de Con
entração de Compa
idade devidos a Lions [55℄, Bian
hiet al. [17℄ e Ben-Naoum et al. [15, Lema 3.3℄.Como usual, para provar a 
ondição (PS)c para o fun
ional I é natural que provemosprimeiro que sequên
ias (PS)c sejam limitadas.29



Lema 1.13. Seja (un, vn)n uma sequên
ia em E × E tal que
I(un, vn) → c e ‖I ′(un, vn)‖(E×E)′ → 0, n→ ∞.Então, (un, vn)n é limitada em E × E.Prova. Denotemos εn := ‖I ′(un, vn)‖(E×E)′. Por de�nição temos

|I ′(un, vn)(vn, un)| ≤ εn(‖un‖+ ‖vn‖).Logo,
‖un‖

2 + ‖vn‖
2 −

∫

Ω

(
a(u+n )

2∗−1vn + b(v+n )
2∗−1un

)
dx ≤ εn(‖un‖+ ‖vn‖).Desde que un = u+n − u−n (resp. vn), obtemos2

‖un‖
2 + ‖vn‖

2 ≤ C

∫

Ω

(
a(u+n )

2∗ + b(v+n )
2∗
)
dx+ εn(‖un‖+ ‖vn‖), (1.18)para algum C = C(a, b) > 0. Temos ainda

2I(un, vn)− I ′(un, vn)(un, vn) =

(
1−

2

2∗

)∫

Ω

(
a(u+n )

2∗ + b(v+n )
2∗
)
dx.Então,

(
1−

2

2∗

)∫

Ω

(
a(u+n )

2∗ + b(v+n )
2∗
)
dx ≤ C + εn(‖un‖+ ‖vn‖),para algum C > 0. Portanto, esta estimativa juntamente 
om (1.18) é su�
iente para
on
luir a prova do lema. �Com a limitação de sequên
ias (PS)c, temos garantida sua 
onvergên
ia fra
a em

E × E, a menos de subsequên
ia. A próxima proposição nos forne
e mais algumaspropriedades desse limite fra
o.Proposição 1.14. Suponhamos que un ⇀ u e vn ⇀ v em E e
I ′(un, vn) → 0 em (E × E)′.Então, I ′(u, v) = 0 e u, v ≥ 0.2x2∗−1y ≤ x2

∗

+ y2
∗

, x, y ≥ 0 e 2
∗

−1

2∗
+ 1

2∗
= 1.30



Prova. Desde que un ⇀ u e vn ⇀ v em E, temos
un → u e vn → v em Lrloc(Ω), 1 ≤ r < 2∗.Como podemos es
rever u+ = 1/2(u+ |u|), tem-se

|u+n − u+|r ≤ 2|un − u|r.Isto impli
a
u+n → u+ em Lrloc(Ω), 1 ≤ r < 2∗.Então, dado φ ∈ C∞

0 (Ω), obtemos
∫

Ω

(u+n )
2∗−1φdx→

∫

Ω

(u+)2
∗−1φdx, n→ ∞.Ainda por un ⇀ u em E, 
on
lui-se 〈un, φ〉 → 〈u, φ〉 (resp. vn). Então 
on
luímos que

I ′(u, v)(φ, ϕ) = 0, para toda φ, ϕ ∈ E. Em parti
ular, I ′(u, v)(0, u−) = 0, ou seja,
−

∫

Ω

(
|∇u−|2 + V (x)(u−)2

)
dx =

∫

Ω

(∇u∇u− + V (x)uu−)dx

=

∫

Ω

b(v+)2
∗−1u−dx ≥ 0, (1.19)onde u− = min{0, u}. Assim, u− = 0 e impli
a que u ≥ 0. Usando I ′(u, v)(v−, 0) = 0obtemos v ≥ 0. Isto 
ompleta a prova. �Para provar que sequên
ias (PS)c possuem subsequên
ias 
onvergentes em E,
ombinaremos o método de Con
entração de Compa
idade em `pontos �nitos' devido aLions [55, Lema I.1℄ 
onjuntamente 
om o Prin
ípio de Con
entração de Compa
idadeno `in�nito' devido a Bian
hi et al. [17℄ e Ben-Naoum et al. [15, Lema 3.3℄. Antes deenun
iar os resultados que usaremos, re
ordaremos um resultado de teoria da medidaque pode ser en
ontrado, por exemplo, em [89, Teorema 1.39℄.Seja Ω uma aberto não-vazio de RN . Como usual M(Ω) denota o espaço (Bana
h)das medidas de Radon �nitas sobre Ω, Cc(Ω) denota o espaço das funções 
ontínuas em

Ω 
ujo suporte é um sub
onjunto 
ompa
to de Ω e BC(Ω) denota o espaço das funções
ontínuas em Ω 
ujo supremo sobre o mesmo é �nito. O espaço C0(Ω) é o fe
ho de
Cc(Ω) em BC(Ω) na norma uniforme. Pelo Teorema de Representação de Riesz [47,Teorema 7.17℄, M(Ω) = C∗

0(Ω) (dual de C0(Ω)). Então, uma sequên
ia (µn)n ⊂ M(Ω)
onverge fra
o a µ se, e somente se,
∫

Ω

ϕdµn →

∫

Ω

ϕdµ,31



para toda ϕ ∈ C0(Ω).Proposição 1.15. [89, Teorema 1.39℄ Seja (un) uma sequên
ia limitada em L1(Ω).Então existe uma medida não-negativa ν ∈ M(Ω) tal que, a menos de subsequên
ia,
|un|dx ⇀ ν (
onvergên
ia fra
a) no sentido de medida. Além disso,

∫

Ω

dν ≤ lim inf
n→∞

∫

Ω

|un|dx.Como 
onsequên
ia desta proposição obtemos oCorolário 1.16. Suponhamos (un)n ⊂ Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, limitada tal que , u−n → 0quase sempre em Ω. Então, |un|pdx ⇀ ν no sentido de medida e
∫

Ω

dν ≤ lim inf
n→∞

∫

Ω

(u+n )
pdx.Prova. Observemos que é su�
iente mostrar que

lim inf
n→∞

∫

Ω

|un|
pdx ≤ lim inf

n→∞

∫

Ω

(u+n )
pdx. (1.20)Desde que (u−n ) é limitada em Lp(Ω), segue do Lema de Brezis-Lieb que u−n → 0 em

Lp(Ω). Para provar (1.20) usaremos a seguinte desigualdade:
rp + sp ≥ (r + s)p − C(p)rp−1s, r, s ≥ 0 e p > 1. (1.21)Assumindo por um instante (1.21), temos

lim inf
n→∞

∫

Ω

(u+n )
pdx = lim inf

n→∞

∫

Ω

(
(u+n )

p + (u−n )
p
)
dx ≥ lim inf

n→∞

∫

Ω

|un|
pdx,pois (u+n )p−1u−n = 0 quase sempre em Ω, e isto 
on
lui (1.20).Veri�
ação de (1.21): podemos supor 0 < s ≤ r e t = s/r, de modo que ésu�
iente provar que

(1 + t)p − C(p)t ≤ 1 + tp, 0 < t ≤ 1.Para tanto, é su�
iente observar que
lim
t→0

1 + tp − (1 + t)p

t
= −p.
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Re
ordamos agora que a melhor 
onstante da imersão de D1,2
0 (Ω) em L2∗(Ω) é dadapor

S = inf
u∈D1,2

0
(Ω),u 6=0

∫
Ω
|∇u|2dx

( ∫
Ω
|u|2∗dx

) 2

2∗

.Além disso, S independe do domínio Ω.Por questão de 
lareza e referên
ia, enun
iaremos o Lema I.1 de [55℄ abaixo em suaversão em domínio não limitado, que pode ser en
ontrada em [15, Lema 3.2℄.Lema 1.17 (Lions). Seja (un) uma sequên
ia limitada em D1,2
0 (Ω) tal que un ⇀ u em

D1,2
0 (Ω), |∇un|2dx ⇀ µ e |un|

2∗dx ⇀ ν (
onvergên
ia fra
a) no sentido de medida sobre
RN , a menos de subsequên
ia, onde µ e ν são medidas limitadas e não-negativas sobre
RN . Então:
(i) existe um 
onjunto de índi
es no máximo enumerável Λ, uma família de pontos

{xj ∈ Ω; j ∈ Λ} e uma família de números positivos {νj; j ∈ Λ} tais que
ν = |u|2

∗

dx+
∑

j∈Λ

(νj)
2/2∗δxj ,onde δxj é a medida de Dira
 em xj;

(ii) para alguma família de números positivos {µj > 0; j ∈ Λ}

µ ≥ |∇u|2dx+
∑

j∈Λ

(µj)
2/2∗δxje S(νj)2/2∗ ≤ µj. Em parti
ular, ∑

j∈Λ

(νj)
2/2∗ <∞.Fazendo uso dos resultados anteriores, 
onsiderando (un)n ⊂ D1,2

0 (Ω), de�nimos
µ∞ = lim

r→∞
lim sup
n→∞

∫

{|x|>r}

|∇un|
2dxe (1.22)

ν∞ = lim
r→∞

lim sup
n→∞

∫

{|x|>r}

|un|
2∗dx,e temos o seguinte resultado que se en
ontra em [15, Lema 3.3℄:Lema 1.18. Seja (un)n ⊂ D1,2

0 (Ω) uma sequên
ia limitada. Então, µ∞ e ν∞ existem esatisfazem:
lim sup
n→∞

∫

Ω

|∇un|
2dx =

∫

Ω

dµ+ µ∞,33



lim sup
n→∞

∫

Ω

|un|
2∗dx =

∫

Ω

dν + ν∞.Além disso, S(ν∞)
2

2∗ ≤ µ∞.Observação 1.19. Desde que (un)n ⊂ D1,2
0 (Ω) é limitada, tem-se un ⇀ u em D1,2

0 (Ω).Apli
ando a Proposição 1.15 obtemos
|∇(un − u)|2dx ⇀ µ̃ e |un − u|2

∗

dx ⇀ ν̃,em M(Ω). Como 
onsequên
ia do Lema de Brezis-Lieb temos
µ = |∇u|2dx+ µ̃, ν = |u|2

∗

dx+ ν̃,

lim
r→∞

lim sup
n→∞

∫

{|x|>r}

|∇(un − u)|2dx = µ∞e
lim
r→∞

lim sup
n→∞

∫

{|x|>r}

|un − u|2
∗

dx = ν∞.Com efeito, dada ψ ∈ C0(Ω) (assumiremos que ψ ≥ 0, pois do 
ontrário argumentamos
om ψ+ e ψ−, 
omo �
ará 
laro), o Lema de Brézis-Lieb nos garante que
lim
n→∞

∫

Ω

ψ
(
|un|

2∗ − |u|2
∗
)
dx = lim

n→∞

∫

Ω

ψ
(
|un − u|2

∗
)
dx =

∫

Ω

ψdν̃.Então, ∫

Ω

ψdν = lim
n→∞

∫

Ω

ψ|un|
2∗dx =

∫

Ω

ψ|u|2
∗

dx+

∫

Ω

ψdν̃.Con
lui-se então que ν = |u|2
∗

dx+ ν̃. Ainda pelo Lema de Brezis-Lieb, tem-se
lim
n→∞

∫

{|x|>r}

(
|un|

2∗ − |un − u|2
∗
)
dx =

∫

{|x|>r}

|u|2
∗

dx,de modo que
lim
r→∞

lim sup
n→∞

∫

{|x|>r}

(
|un|

2∗ − |un − u|2
∗
)
dx = 0.Nosso objetivo imediato é estabele
er alguns resultados té
ni
os que se utilizam dosLemas 1.17 e 1.18, e que serão essen
iais na prova da 
ondição de Palais-Smale para ofun
ional I. 34



Se (un, vn) é uma sequên
ia limitada em E ×E, temos que (un) e (vn) são limitadaem D1,2(Ω) e, 
onsequentemente, un ⇀ u e vn ⇀ v em D1,2(Ω). Pelo Lema 1.17, temos
|∇(un − u)|2dx ⇀ µ̃ |∇(vn − v)|2dx ⇀ µ̄

|un − u|2
∗

dx ⇀ ν̃ |vn − v|2
∗

dx ⇀ ν̄

ν̃ =
∑

j∈Λ1

ν̃jδxj ν̄ =
∑

j∈Λ2

ν̄jδxj

µ̃ ≥
∑

j∈Λ1

µ̃jδxj µ̄ ≥
∑

j∈Λ2

µ̄jδxj

S(ν̃j)
2

2∗ ≤ µ̃j S(ν̄j)
2

2∗ ≤ µ̄j

(1.23)
e pelo Lema 1.18

S(ν̃∞)
2

2∗ ≤ µ̃∞ e S(ν̄∞)
2

2∗ ≤ µ̄∞,onde Λ1 e Λ2 são os 
onjuntos de índi
es relativos a (un−u) e (vn−v), respe
tivamente,bem 
omo µ̃∞, ν̃∞, µ̄∞ e ν̄∞ são de�nidos em (1.22) relativos a (un − u) e (vn − v),respe
tivamente.Lema 1.20. Seja (un, vn) uma sequên
ia limitada em E × E tal que
I ′(un, vn) → 0, n→ ∞.Então,

ν̃j = ν̄j = 0 ou ν̃j + ν̄j ≥
( S

a + b

)N
2

.Em parti
ular, os 
onjuntos de índi
es Λ1 e Λ2 relativos a (un − u) e (vn − v),respe
tivamente, são no máximo �nitos.Prova. Desde que (un)n e (vn)n são limitadas em E, existem u, v ∈ E tais que
un ⇀ u e vn ⇀ v, n→ ∞,em E. Então, pela Proposição 1.14 I ′(u, v) = 0 e u, v ≥ 0.Denotemos Λ = Λ1 ∪Λ2 e 
onsideremos ϕ ∈ C∞

0 (RN , [0, 1]) tal que ϕ ≡ 1 em B1(0)e ϕ ≡ 0 em Bc
2(0). Para 
ada j ∈ Λ e ε > 0 dado su�
ientemente pequeno, de�namos

ϕjε(x) = ϕ

(
x− xj
ε

)
=

{
1, |x− xj | ≤ ε

0, |x− xj | ≥ 2ε.35



Observamos que (ϕjεun, ϕ
j
εvn) é limitada em E. De fato,

‖ϕjεun‖
2 ≤

∫

Ω

[
2|∇un|

2 + V (x)u2n
]
ϕjεdx+ 2

∫

Ω

|un∇ϕ
j
ε|
2dx

≤ C + 2
(∫

Ω

|un|
2∗dx

) 2

2∗
(∫

Ω

|∇ϕjε|
Ndx

) 2

N

≤ C + C
(∫

B2(0)

|∇ϕ(y)|Ndy
) 2

N
.A�m de reduzir as expressões, denotaremos

‖un − u‖2ϕε
:=

∫

Ω

[
|∇(un − u)|2 + V (x)(un − u)2

]
ϕjεdx(resp. ‖vn − v‖2ϕε

). Desde que I ′(un, vn) → 0, temos
〈I ′(un, vn)− I ′(u, v), (ϕjεvn, ϕ

j
εun)− (ϕjεv, ϕ

j
εu)〉 = on(1),i.e.,

‖un − u‖2ϕε
+ ‖vn − v‖2ϕε

=

∫

Ω

[(u− un)∇(un − u) + (v − vn)∇(vn − v)]∇ϕjεdx

+

∫

Ω

(
a(u+n )

2∗−1(vn − v) + b(v+n )
2∗−1(un − u)

)
ϕjεdx

+

∫

Ω

(
a(u+)2

∗−1(v − vn) + b(v+)2
∗−1(u− un)

)
ϕjεdx

+on(1). (1.24)Usando a desigualdade de Sobolev obtemos:
∫

Ω

V (x)(un − u)2ϕjεdx = on(1), ∫

Ω

V (x)(vn − v)2ϕjεdx = on(1), (1.25)
∫

Ω

[(u− un)∇(un − u) + (v − vn)∇(vn − v)]∇ϕjεdx = on(1), (1.26)e ∫

Ω

(
a(u+)2

∗−1(v − vn) + b(v+)2
∗−1(u− un)

)
ϕjεdx = on(1). (1.27)36



Apli
ando as estimativas (1.25)-(1.27) em (1.24), obtém-se 3
∫

Ω

|∇(un − u)|2ϕjεdx +

∫

Ω

|∇(vn − v)|2ϕjεdx

≤

∫

Ω

(
a(u+n )

2∗−1|vn − v|+ b(v+n )
2∗−1|un − u|

)
ϕjεdx+ on(1)

≤ a

(∫

Ω

|un|
2∗ϕjεdx+

∫

Ω

|vn − v|2
∗

ϕjεdx

) (1.28)
+b

(∫

Ω

|vn|
2∗ϕjεdx+

∫

Ω

|un − u|2
∗

ϕjεdx

)
+ on(1).Agora temos

lim
n→∞

∫

Ω

ϕjε|∇(un − u)|2dx =

∫

Ω

ϕjεdµ̃ ≥

∫

Bε(xj)

dµ̃ = µ̃(Bε(xj)).Analogamente,
lim
n→∞

∫

Ω

ϕjε|∇(vn − v)|2dx ≥ µ̄(Bε(xj)).Também temos
lim
n→∞

∫

Ω

ϕjε|un|
2∗dx =

∫

Ω

ϕjεdν ≤

∫

B2ε(xj)

dν = ν(B2ε(xj)).Do mesmo modo,
lim
n→∞

∫

Ω

ϕjε|vn|
2∗dx ≤ ν̂(B2ε(xj)),

lim
n→∞

∫

Ω

ϕjε|un − u|2
∗

dx ≤ ν̃(B2ε(xj)) e lim
n→∞

∫

Ω

ϕjε|vn − v|2
∗

dx ≤ ν̄(B2ε(xj)).Portanto, retornando a (1.28), obtemos
µ̃(Bε(xj)) + µ̄(Bε(xj)) ≤ a

(
ν(B2ε(xj)) + ν̄(B2ε(xj))

)

+b
(
ν̂(B2ε(xj)) + ν̃(B2ε(xj))

)
.Fazendo agora ε→ 0, lembrando da Observação 1.19, segue-se que

µ̃j + µ̄j ≤ a
(
ν̃j + ν̄j

)
+ b
(
ν̄j + ν̃j

)

= (a+ b)(ν̃j + ν̄j).Sendo S(ν̃j) 2

2∗ ≤ µ̃j e S(ν̄j) 2

2∗ ≤ µ̄j, tem-se4
S(ν̃j + ν̄j)

2

2∗ ≤
(
S(ν̃j)

2

2∗ + S(ν̄j)
2

2∗

)
≤ (µ̃j + µ̄j) ≤ (a+ b)(ν̃j + ν̄j), (1.29)3r2∗−1s ≤ r2

∗

+ s2
∗

, r, s ≥ 0 e 2
∗

−1

2∗
+ 1

2∗
= 1.4Desde que t 7→ t

2

2∗ é 
�n
ava, (a+ b)
2

2∗ ≤ a
2

2∗ + b
2

2∗ , para a, b ≥ 0.37



ou seja,
ν̃j = ν̄j = 0 ou ν̃j + ν̄j ≥

( S

a+ b

)N
2

.Pelo Lema 1.17, ∑

j∈Λ

(ν̃j + ν̄j)
2/2∗ <∞.Portanto, ne
essariamente Λ deve ser no máximo �nito, 
ompletando assim a prova dolema. �Lema 1.21. Seja (un, vn) uma sequên
ia limitada em E × E tal que

I ′(un, vn) → 0, n→ ∞.Então,
ν̃∞ = ν̄∞ = 0 ou ν̃∞ + ν̄∞ ≥

( S

a+ b

)N
2

,onde ν̃∞ e ν̄∞ são de�nidos em (1.22) relativos a (un − u) e (vn − v), respe
tivamente.Prova. A prova é análoga a do lema anterior. Desde que (un)n e (vn)n são limitadasem E, existem u, v ∈ E tais que
un ⇀ u e vn ⇀ v, n→ ∞,em E. Dado R > 0, 
onsideremos φR ∈ C∞(RN , [0, 1]) tal que
φR(x) =

{
0, |x| ≤ R

1, |x| ≥ 2R.Temos (φRun, φRvn) é limitada em E. A�m de simpli�
ar as expressões, denotemos
‖un − u‖2φR =

∫

Ω

[
|∇(un − u)|2 + V (x)(un − u)2

]
φRdx (resp. ‖vn − v‖2φR).Desde que I ′(un, vn) → 0, n→ ∞, temos

〈I ′(un, vn)− I ′(u, v), (φRvn, φRun)− (φRv, φRu)〉 = on(1),que impli
a em
‖un − u‖2φR + ‖vn − v‖2φR ≤

∫

Ω

[(u− un)∇(un − u) + (v − vn)∇(vn − v)]∇φRdx

+

∫

Ω

(
au2

∗−1(v − vn) + bv2
∗−1(u− un)

)
φRdx

+a
( ∫

Ω

|un|
2∗φRdx+

∫

Ω

|vn − v|2
∗

φRdx
) (1.30)

+b
( ∫

Ω

|vn|
2∗φRdx+

∫

Ω

|un − u|2
∗

φRdx
)
+ on(1).38



Usando as limitações de (un)n e (vn)n em E, as imersões de Sobolev e a desigualdadede Hölder, tem-se:
lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫

Ω

[(u− un)∇(un − u) + (v − vn)∇(vn − v)]∇φRdx = 0 (1.31)e
lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫

Ω

(
au2

∗−1(v − vn) + bv2
∗−1(u− un)

)
φRdx = 0. (1.32)Desde que ∫

Ω

|∇(un − u)|2φRdx ≤ ‖un − u‖2φR (resp.(vn − v)),apli
ando as estimativas (1.31)-(1.32) em (1.30) e lembrando a Observação 1.19,obtemos
µ̃∞ + ν̄∞ ≤ a(ν̃∞ + ν̄∞) + b(ν̄∞ + ν̃∞) = (a+ b)(ν̃∞ + ν̄∞).Portanto, de modo análogo a (1.29), 
on
luímos a prova. �O próximo lema é nosso último passo em direção a prova da 
ondição (PS)c para ofun
ional I.Lema 1.22. Seja (un, vn)n uma sequên
ia em E × E tal que

I(un, vn) → c > 0 e I ′(un, vn) → 0, n→ ∞.Se c(a + b)
N
2 /min{a, b} < S

N
2 /N , então (un)n e (vn)n possuem subsequên
ias
onvergentes em L2∗(Ω).Prova. Pelo Lema 1.13, temos un ⇀ u e vn ⇀ v em E e, além disso,

2I(un, vn)− I ′(un, vn)(un, vn) = 2c+ on(1).Então,
2c+ on(1) =

(
1−

2

2∗

)∫

Ω

(
a(u+n )

2∗ + b(v+n )
2∗
)
dx

=
2

N
a

∫

Ω

(u+n )
2∗dx+

2

N
b

∫

Ω

(v+n )
2∗dx. (1.33)Passando ao limite inferior, pelo Corolário 1.16, obtemos

∫

Ω

dν +

∫

Ω

dν̂ ≤
cN

min{a, b}
<
( S

a + b

)N
2

,39



onde ν = u2
∗

dx+ ν̃ e ν̂ = v2
∗

dx+ ν̄. Pela Observação 1.19, ν̃j + ν̄j ≤ ν(Ω)+ ν̂(Ω) para
ada j ∈ Λ, donde segue do Lema 1.20 que ν̃j = ν̄j = 0 para 
ada j ∈ Λ. Ainda usando(1.33), para 
ada R > 0, tem-se
2

N
a

∫

{|x|>R}

(u+n )
2∗dx+

2

N
b

∫

{|x|>R}

(v+n )
2∗dx ≤ 2c+ on(1);note que estendemos un e vn 
omo zero em RN \ Ω. Desde que u−n → 0 em L2∗(Ω),temos

lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫

{|x|>R}

(u+n )
2∗dx = ν̃∞(resp. (v+n )). Então,

ν̃∞ + ν̄∞ ≤
cN

min{a, b}
<
( S

a+ b

)N
2

,e também ν̃∞ = ν̄∞ = 0. Portanto,
ν = u2

∗

dx e ν̂ = v2
∗

dxe, 
onsequentemente, pelo Lema 1.18, obtemos
lim sup
n→∞

∫

Ω

|un|
2∗dx =

∫

Ω

u2
∗

dx ( resp. vn).Desde que un ⇀ u em L2∗(Ω) (resp. vn), temos
∫

Ω

u2
∗

dx ≤ lim inf
n→∞

∫

Ω

|un|
2∗dx ( resp. vn),ou seja, lim

n→∞

∫

Ω

|un|
2∗dx =

∫

Ω

u2
∗

dx ( resp. vn ) que juntamente 
om o Lema de Brezis-Lieb 
on
lui a prova. �Finalmente temos o suporte su�
iente para provar que I satisfaz a 
ondição (PS)cpara c > 0 sob 
erta restrição.Proposição 1.23. Seja (un, vn) uma sequên
ia em E × E tal que
I(un, vn) → c > 0 e I ′(un, vn) → 0, n→ ∞. (1.34)Se c(a + b)

N
2 /min{a, b} < S

N
2 /N , então (un, vn) possui uma subsequên
ia 
onvergenteem E × E. 40



Prova. Pelo Lema 1.13, (un, vn)n é limitada em E ×E, de modo que (un, vn)⇀ (u, v)em E × E, a menos de subsequên
ia. Em 
onsequên
ia disto e de (1.34), temos
I ′(un, vn)(vn, un) = on(1).Isto juntamente 
om a Proposição 1.14, impli
am

〈I ′(un, vn)− I ′(u, v), (vn, un)− (v, u)〉 = on(1).Então, usando a de�nição de I ′ (veja (1.4)), obtemos
‖un − u‖2 + ‖vn − v‖2 =

∫

Ω

(
a(u+n )

2∗−1(vn − v) + b(v+n )
2∗−1(un − u)

)
dx (1.35)

+

∫

Ω

(
au2

∗−1(v − vn) + bv2
∗−1(u− un)

)
dx+ on(1).Desde que un ⇀ u e vn ⇀ v, n → ∞, pela desigualdade de Sobolev juntamente 
omo Lema 1.22, temos

∫

Ω

|un|
2∗−1|vn − v|dx ≤

( ∫

Ω

|un|
2∗dx

) 2
∗
−1

2∗
(∫

Ω

|vn − v|2
∗

dx
) 1

2∗

→ 0 (1.36)e, analogamente,
∫

Ω

|vn|
2∗−1|un − u|dx→ 0,

∫

Ω

|u|2
∗−1|vn − v|dx→ 0 (1.37)e ∫

Ω

|v|2
∗−1|un − u|dx→ 0, n→ ∞. (1.38)Portanto, de (1.35)-(1.38), obtém-se

‖un − u‖2 + ‖vn − v‖2 = on(1);isto 
on
lui a prova. �1.3 Prova dos Teorema 1.1 e 1.2Com os resultados desenvolvidos nas duas primeiras seções estabele
idos, vamosapresentar as provas dos Teoremas 1.1 e 1.2.Para 
ada ~ > 0, temos J~ : E → R dado por
J~(w) = I~(w + ψw, w − ψw).41



Usando o Lema 1.9, temos que existe uma sequên
ia (wn)n ⊂ E tal que
J~(wn) → c~ e J ′

~(wn) → 0 em E ′, (1.39)onde c~ = c~(a, b) > 0 é o nível minimax do fun
ional J~, isto é,
c~ = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

J~(γ(t)) > 0, (1.40)onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0 e J~(γ(1)) < 0}.Lema 1.24. Dado ~ > 0, sob a hipótese (V1), temos
min{a, b}(N−2)/2c~ ≤ C~N ,para algum C > 0.Prova. Com o mesmo argumento desenvolvido para obter (1.17), dado φ ∈

C∞
0 (Ω1), φ ≥ 0, tal que φ(x) ≥ a0 > 0 para todo x ∈ K, onde K ⊂ supp(φ), obtemos

J~(tφ) → −∞, t→ ∞.Então, existe t0~ = t0~(a, b) > 0 tal que J~(t
0
~φ) < 0. Podemos assim 
onsiderar

γ0 : [0, 1] → E de�nido por
γ0(t) = tt0~φ,de modo que γ0 ∈ Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0 e J~(γ(1)) < 0}. Então,

c~ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J~(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

J~(γ0(t)) = J~(t~φ),para algum t~ = t~(a, b) > 0. Logo,
c~ ≤ t2~‖φ‖

2
~ − ‖ψt~φ‖

2
~ −

1

2∗

∫

Ω

[
a((φ+ ψψt~φ

)+)2
∗

+ b((φ− ψψt~φ
)+)2

∗

]
dx

≤ t2~

∫

Ω1

~2|∇φ|2dx = C~2t2~, (1.41)
C > 0. Por outro lado, temos

0 = J ′
~(t~φ)(t~φ) = I ′~ (t~φ+ ψt~φ, t~φ− ψt~φ) (t~φ, t~φ) ,ou seja,

〈t~φ+ ψt~φ, t~φ〉+ 〈t~φ− ψt~φ, t~φ〉 = a

∫

Ω

(
(t~φ+ ψt~φ)

+
)2∗−1

t~φdx

+b

∫

Ω

(
(t~φ− ψt~φ)

+
)2∗−1

t~φdx.42



Assim,
2t2~‖φ‖

2
~ =

∫

Ω

[
a
(
(t~φ+ ψt~φ)

+
)2∗−1

+ b
(
(t~φ− ψt~φ)

+
)2∗−1

]
t~φdx

≥
min{a, b}

22∗−1

∫

Ω

[
(t~φ+ ψt~φ)

+ + (t~φ− ψt~φ)
+
]2∗−1

t~φdx (1.42)
≥

min{a, b}

22∗−1

∫

Ω

[
(2t~φ)

+
]2∗−1

t~φdx.Resulta então que
t2

∗−2
~ ≤

2

min{a, b}
~2

∫

Ω1

|∇φ|2dx

(∫

K

φ2∗dx

)−1

=
C1

min{a, b}
~2,

C1 > 0. Retornando a (1.41), obtemos
c~ ≤

(
C1

min{a, b}
~2

) 2

2∗−2

C~2 = C2min{a, b}−(N−2)/2~N ,

C2 > 0, e 
on
luímos a prova do lema. �Proposição 1.25. Sob a hipótese (V1), existe ~0 > 0 tal que, para 
ada ~ ∈ (0, ~0], ofun
ional J~ possui um ponto 
ríti
o não-trivial w~ ∈ E tal que
J~(w~) = c~ = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

J~(γ(t)).Prova. Pelo Lema 1.24, existe ~0 > 0 tal que para todo ~ ∈ (0, ~0], temos
c~(a+ b)

N
2 /min{a, b} <

1

N
S

N
2 .Então, usando a Observação 1.12 e a Proposição 1.23, tem-se que J~ satisfaz a 
ondição

(PS)c~. Assim, a sequên
ia de (1.39) possui uma subsequên
ia 
onvergente, ou seja, amenos de subsequên
ia,
wn → w~ em E.Logo, w~ é um ponto 
ríti
o de J~ e segue da 
ontinuidade e de (1.40) que

J~(w~) = c~ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J~(γ(t)).Isto 
on
lui a prova. �Prova do Teorema 1.1. Pela Proposição 1.25 existe ~0 > 0 tal que, para 
ada43



~ ∈ (0, ~0], existe um ponto 
ríti
o não-trivial w~ do fun
ional J~. Então, pelaProposição 1.8, temos que (w~+ψw~
, w~−ψw~

) é um ponto 
ríti
o não-trivial do fun
ional
I~. Além disso, pela Proposição 1.14 u~ := w~ + ψw~

, v~ := w~ − ψw~
≥ 0. Resta-nosprovar a regularidade e positividade de u~ e v~. Para tanto, somando as duas equaçõesde (S1)~ obtemos

−~2∆(u~ + v~) + V (x)(u~ + v~) = au2
∗−1

~ + bv2
∗−1

~ em Ω(a igualdade é no sentido fra
o). Denotemos
k(x, u~ + v~) = (1/~2)

(
−V (x)(u~ + v~) + au2

∗−1
~ + bv2

∗−1
~

)e
K(x) =

k(x, u~ + v~)

1 + (u~ + v~)
.Assim,

−∆(u~ + v~) = K(x)(1 + (u~ + v~)) em Ω. (1.43)A�rmação: K ∈ L
N
2

loc(Ω).De fato,
|K(x)| ≤

∣∣−V (x)(u~ + v~) +
(
au2

∗−1
~ + bv2

∗−1
~

)∣∣ /(1 + (u~ + v~))

≤ V (x) + max{a, b}(u~ + v~)
2∗−2.Desde que (2∗ − 2)N/2 = 2∗, usando a imersão de Sobolev e o fato que V é 
ontínuo,
on
luímos a prova da a�rmação.Retornando agora a equação (1.43), devido ao resultado de Brézis-Kato (veja [85,Lema B.3℄) temos que u~ + v~ ∈ Lrloc(Ω), para todo r ∈ (1,∞). Em parti
ular,

u~, v~ ∈ Lrloc(Ω), para todo r ∈ (1,∞). Usando então teoria de regularidade elípti
aobtemos que 2w~ = u~ + v~ ∈ C2(Ω) ∩ C1,α(Ω), 0 < α < 1. Retornando agora a(1.10) e usando o fato que 2ψw~
= u~ − v~ ∈ Lrloc(Ω), para todo r ∈ (1,∞), porteoria de regularidade elípti
a temos ψu~ ∈ C2(Ω) ∩ C1,α(Ω), 0 < α < 1. Portanto,

u~, v~ ∈ C2(Ω) ∩ C1,α(Ω), 0 < α < 1, e u~, v~ ≥ 0. Por �m, pela primeira equação doSistema (S1)~, temos
−~2∆u~ + V (x)u~ = bv2

∗−1
~ ≥ 0 em Ω.44



Então, apli
ando o Prin
ípio do Máximo (veja [85, Teorema B.4℄), obtemos que u~ > 0em Ω. Utilizando o mesmo argumento 
om a segunda equação do Sistema (S1)~, teremos
v~ > 0 em Ω. Isto 
on
lui a prova.Com um resultado de existên
ia estabele
ido, nosso interesse passa a ser o estudode existên
ia de solução do tipo ground state para (S1)~. Relembramos que por umasolução ground state, entende-se uma solução que possui a menor energia dentre todasas soluções de (S1)~, isto é, uma solução que minimiza o problema varia
ional

c̃~ = inf{I~(u, v); (u, v) 6= (0, 0) é solução de (S1)~}. (1.44)Com o objetivo de provar a existên
ia de solução do tipo ground state, o primeiro passoa ser dado é mostrar o lema a seguir.Lema 1.26. Para 
ada ~ > 0, o ín�mo c̃~ em (1.44) é positivo.Prova. Se (u, v) 6= (0, 0) é uma solução de (S1)~, então
∫

Ω

[
~2∇u∇φ+ V (x)uφ

]
dx = b

∫

Ω

|v|2
∗−2vφdx (1.45)e ∫

Ω

[
~2∇v∇ϕ+ V (x)vϕ

]
dx = a

∫

Ω

|u|2
∗−2uϕdx, (1.46)para todo φ, ϕ ∈ E. Em parti
ular, se φ = u então, usando a desigualdade de Hölderjuntamente 
om a de Sobolev em (1.45), obtemos

‖u‖2~ = b

∫

Ω

|v|2
∗−2vudx ≤ b

(∫

Ω

|v|2
∗

dx
) 2

∗
−1

2∗
(∫

Ω

|u|2
∗

dx
) 1

2∗

≤ bC~‖v‖
2∗−1
L2∗ ‖u‖~,(1.47)para algum C~ > 0. Desde que u 6= 0, segue que

‖u‖~ ≤ bC~‖v‖
2∗−1
L2∗ .Fazendo agora φ = v e ϕ = u em (1.45) e (1.46), respe
tivamente, tem-se

b

∫

Ω

|v|2
∗

dx =

∫

Ω

[
~2∇u∇v + V (x)uv

]
dx = a

∫

Ω

|u|2
∗

dx. (1.48)Então, usando novamente a desigualdade de Sobolev,
‖u‖L2∗ ≤ C~‖u‖~ ≤ bC̃~‖v‖

2∗−1
L2∗ = C̃~b(a/b)

2
∗
−1

2∗ ‖u‖2
∗−1
L2∗ ,45



que impli
a em ‖u‖L2∗ ≥ Ĉ~, para algum Ĉ~(a, b) > 0. Repetindo o argumento para v,também obtemos ‖v‖L2∗ ≥ Ĉ~. Em �m, ainda por (1.48), temos
I~(u, v) =

(
1

2
−

1

2∗

)[
a

∫

Ω

|u|2
∗

dx+ b

∫

Ω

|v|2
∗

dx

]
≥ C > 0,para alguma 
onstante C = C(~, a, b) > 0. Con
luímos assim a prova do lema. �Com o lema anterior 
ompletamos os requisitos ne
essários para a prova do Teorema1.2.Prova do Teorema 1.2. Pela Proposição 1.25 existe ~0 > 0 tal que, para 
ada

~ ∈ (0, ~0], existe um ponto 
ríti
o não-trivial w~ do fun
ional J~. Então, pelaProposição 1.8, (w~ + ψw~
, w~ − ψw~

) é um ponto 
ríti
o não-trivial para o fun
ional
I~. Assim, pela Proposição 1.14 w~ + ψw~

, w~ − ψw~
≥ 0. Logo, em parti
ular,

(w~ + ψw~
, w~ − ψw~

) é um ponto 
ríti
o não-trivial do fun
ional I~ e
c~ = J~(w~) = I~(w~ + ψw~

, w~ − ψw~
).Então, c̃~ ≤ c~.Seja (un~ , v

n
~ )n ⊂ E × E uma sequên
ia de soluções de (S1)~ tal que

I~(u
n
~ , v

n
~ ) → c̃~, n→ ∞.Então, (un~ , vn~ )n é uma sequên
ia (PS)c̃~ para I~. Desde que

c̃~(a+ b)
N
2 /min{a, b} ≤ c~(a + b)

N
2 /min{a, b} <

1

N
S

N
2 , (1.49)pela Proposição 1.23, (un~ , vn~ )n possui uma subsequên
ia 
onvergente, ainda denotadapor (un~ , vn~ )n, tal que (un~ , vn~ ) → (ũ~, ṽ~) em E ×E. Portanto, usando a 
ontinuidade ea Proposição 1.14, obtemos

I~(ũ~, ṽ~) = c̃~ e I ′(ũ~, ṽ~) = 0,e a prova está 
ompleta.1.4 Prova do Teorema 1.3Motivados pelos resultados das seções anteriores, veremos que o Teorema 1.3 podeser obtido de forma bem direta, apli
ando-se o Teorema do Passo da Montanha parafun
ionais 
om simetria par, também devido Ambrosetti-Rabinowitz [7℄, em uma versãoobtida por Silva [77℄, a saber, apli
aremos o seguinte teorema:46



Teorema 1.27. Sejam Y = X ⊕ Z um espaço de Bana
h real, onde Z tem dimensão�nita, e F ∈ C1(Y,R) um fun
ional par tal que F (0) = 0 e satisfaz:
(F1) existe uma 
onstante ρ > 0 tal que F |∂Bρ(0)∩X ≥ 0, onde

Bρ(0) = {u ∈ Y ; ‖u‖ ≤ ρ};
(F2) existe um subespaço W de Y , 
om dimZ < dimW < ∞, tal que max

u∈W
F (u) < M,para algum M > 0;

(F3) 
onsiderando M dado em (F2), F satisfaz (PS)c para todo 0 < c ≤M.Então, F possui ao menos k = dimW − dimZ pares de pontos 
ríti
os não triviais.O objetivo é apli
ar este teorema a um fun
ional adequado. Chamamos a atençãoagora para algumas pequenas modi�
ações que faremos sobre o 
onteúdo das seçõesanteriores. Relembramos que o fun
ional I~ : E × E → R asso
iado ao sistema (S1)~,de�nido em (1.2) é:
I~(u, v) =

∫

Ω

[
~2∇u∇v + V (x)uv

]
dx−

a

2∗

∫

Ω

|u|2
∗

dx−
b

2∗

∫

Ω

|v|2
∗

dx.Temos também o fun
ional reduzido J~ : E → R de�nido por
J~(w) = I~(w + ψw, w − ψw) = max

φ∈E
I~((u+ ψ, u− ψ)),ou seja,

J~(w) = ‖w‖2~ − ‖ψw‖
2
~ −

1

2∗

∫

Ω

[
a|w + ψw|

2∗ + b|w − ψw|
2∗
]
dx. (1.50)Este é o fun
ional que apli
aremos o Teorema 1.27. Observamos que J~ ∈ C2(E) e suaderivada primeira é dada por (veja (1.3))

J ′
~(w)(ϕ) = I ′

~(w + ψw, w − ψw)(ϕ, ϕ)

= 2〈w, ϕ〉~ −

∫

Ω

[
a|w + ψw|

2∗−2(w + ψw) + b|w − ψw|
2∗−2(w − ψw)

]
ϕdx,(1.51)para todo ϕ ∈ E. 47



Observação 1.28. O fun
ional J~ é par. De fato, para 
ada w, ψ ∈ E, temos
I~(−(w+ψ,w−ψ)) = 〈−(w+ψ),−(w−ψ)〉~−

a

2∗

∫

Ω

|−(w+ψ)|2
∗

dx−
b

2∗

∫

Ω

|−(w−ψ)|2
∗

dx.Então, I~(−(w + ψ,w − ψ)) = I~((w + ψ,w − ψ)) e, 
onsequentemente,
J~(−w) = max

φ∈E
I~(−w + φ,−w − φ))

= max
ψ∈E

I~(−w − ψ,−w + ψ)

= max
φ∈E

I~((w + ψ,w − ψ)),isto é, J~(−w) = J~(w).Agora vamos desenvolver as preliminares ne
essárias a veri�
ação das hipóteses doTeorema 1.27. A proposição que apresentamos a seguir, é uma adaptação da Proposição1.23 e sua prova é a mesma, apenas 
om modi�
ações 
orrelatas.Proposição 1.29. Sejam M > 0 e a, b > 0. Suponhamos que
M(a + b)

N
2 /min{a, b} <

1

N
S

N
2 .Se (un, vn)n é uma sequên
ia em E ×E tal que

I~(un, vn) → c~ > 0 e I ′
~(un, vn) → 0, n→ ∞,então (un, vn) possui uma subsequên
ia 
onvergente em E × E, para todo c~ ≤M .O próximo lema é o último requisito fundamental a veri�
ação das hipóteses doTeorema 1.27.Lema 1.30. Suponha que V satisfaz (V1). Então, dado k ∈ N, existe um subespaço

Wk de E tal que dim(Wk) = k e
min{a, b}(N−2)/2 max

w∈Wk

J~(w) ≤ C~N ,para algum C > 0.Para que a prova do lema não �que muito extensa, faremos a seguir um resultadoque nos auxiliará na prova. 48



Lema 1.31. Para qualquer subespaço W de E 
om dimensão �nita, temos
J~(w) → −∞ quando ‖w‖~ → ∞, w ∈ W.Prova. Considere W ⊂ E um subespaço 
om dimensão �nita. Por 
ontradição,suponha que existe uma sequên
ia não limitada (wn)n ⊂W tal que

lim inf
n→∞

J~(wn) > −∞.Então,
−C ≤ J~(wn) = ‖wn‖

2
~ − ‖ψwn‖

2
~ −

a

2∗

∫

Ω

|wn + ψwn|
2∗dx−

b

2∗

∫

Ω

|wn − ψwn |
2∗dx,para algum C > 0 e para todo n ∈ N. Desde que

|2wn|
2∗ ≤ 22

∗
(
|wn + ψwn |

2∗ + |wn − ψwn |
2∗
)
,obtemos

min{a, b}

2∗

∫

Ω

|wn|
2∗dx ≤

a

2∗

∫

Ω

|wn + ψwn |
2∗dx+

b

2∗

∫

Ω

|wn − ψwn |
2∗dx

≤ ‖wn‖
2
~ + C.Logo, dividindo esta desigualdade por ‖wn‖2∗~ , segue que

lim
n→∞

∫

Ω

∣∣∣∣
wn

‖wn‖~

∣∣∣∣
2∗

dx = 0. (1.52)Por outro lado, temos que a sequên
ia (wn/‖wn‖~)n é limitada emW . Desde queW temdimensão �nita, (wn/‖wn‖~)n possui uma subsequên
ia 
onvergente, também denotadapor (wn/‖wn‖~)n, ou seja,
wn/‖wn‖~ → w0, quando n→ ∞.Então, ‖w0‖~ = 1. Isto 
ontradiz (1.52). Con
luímos assim a prova. �Agora podemos provar o Lema 1.30.Prova do Lema 1.30. Consideremos Ω1 o aberto da 
ondição (V1) e x1, x2, . . . , xk ∈

Ω1 tais que xi 6= xj sempre que i 6= j, ou seja, dois a dois distintos. Desde que Ω1 éaberto, temos para 
ada xi uma bola aberta Bri(xi) de raio ri > 0 e 
entro xi tal que
Bri(xi) ⊂ Ω1 e

Bri(xi) ∩Brj (xj) = ∅ para i 6= j.49



Consideremos agora para 
ada i ∈ {1, 2, . . . , k} uma função φi ∈ C∞
0 (Bri/2(xi)), φi ≥ 0tal que φi(x) ≥ αi > 0 para todo x ∈ Bri/4(xi). De�namos agora o subespaço

Wk = [φ1, φ2, . . . , φk],isto é, o espaço gerado por φ1, φ2, . . . , φk. Por 
onstrução, supp(φi)∩ supp(φj) = ∅ para
i 6= j. Isto impli
a que

〈φi, φj〉~ = 0, para i 6= j,ou seja, o 
onjunto {φ1, φ2, . . . , φk} é ortogonal. Em parti
ular, dim(Wk) = k e 
ada
w ∈ Wk é es
rito de modo úni
o por w = t1φ1+t2φ2+. . .+tkφk, onde (t1, t2, . . . , tk) ∈ Rk.Denotando t = (t1, t2, . . . , tk) e φ = (φ1, φ2, . . . , φk), podemos es
rever

w = t · φ.Agora, desde que a dimensão de Wk é �nita, pelo Lema 1.31, temos
0 < max

w∈Wk

J~(w) = max
t∈Rk

J~(t · φ) = max
t∈Br [0]

J~(t · φ) = J~(t~ · φ), (1.53)para algum t~ = (t~1, t
~
2, . . . , t

~
k) ∈ Br[0], onde Br[0] ⊂ Rk é a bola fe
hada de 
entro 0 eraio r > 0, su�
ientemente grande. Usando a de�nição de J~ (veja (1.50)) e a 
ondição

(V1), obtemos
max
w∈Wk

J~(w) = ‖t~ · φ‖
2
~ − ‖ψt~·φ‖

2
~ −

1

2∗

∫

Ω

[
a|t~ · φ+ ψt~·φ|

2∗ + b|t~ · φ− ψt~·φ|
2∗
]
dx

≤ ‖t~ · φ‖
2
~

≤ ~2|t~|
2

∫

Ω

(
|∇φ1|

2 + . . .+ |∇φk|
2
)
dx. (1.54)Por outro lado, segue de (1.53) que a apli
ação β : Rk → R de�nida por

β(t) = J~(t · φ)atinge um máximo em t~ 6= 0. Logo,
∇β(t~) = (J ′

~(t~ · φ)(φ1), . . . ,J
′
~(t~ · φ)(φk)) = 0.Então, para 
ada i ∈ {1, 2, . . . , k}, temos J ′

~(t~ · φ)(t~iφi) = 0. Somando os termosobtemos
J ′

~(t~ · φ)(t~ · φ) = 0. (1.55)50



Usando a de�nição de J ′
~ (veja (1.51)), segue que

2〈t~ · φ, t~ · φ〉~ = a

∫

Ω

|t~ · φ+ ψt~·φ|
2∗−2(t~ · φ+ ψt~·φ)t~ · φdx

+b

∫

Ω

|t~ · φ− ψt~·φ|
2∗−2(t~ · φ− ψt~·φ)t~ · φdx. (1.56)Lembramos, veja (1.10), que

−2∆ψt~·φ + 2V (x)ψt~·φ = −a|t~ · φ+ ψt~·φ|
2∗−2(t~ · φ+ ψt~·φ)

+b|t~ · φ− ψt~·φ|
2∗−2(t~ · φ− ψt~·φ),em E ′. Usando −ψt~·φ 
omo função teste, obtemos

−2‖ψt~·φ‖
2
~ = a

∫

Ω

|t~ · φ+ ψt~·φ|
2∗−2(t~ · φ+ ψt~·φ)ψt~·φdx

+b

∫

Ω

|t~ · φ− ψt~·φ|
2∗−2(t~ · φ− ψt~·φ)(−ψt~·φ)dx.Somando esta última igualdade a (1.56), temos

2‖t~ · φ‖
2
~ − 2‖ψt~·φ‖

2
~ = a

∫

Ω

|t~ · φ+ ψt~·φ|
2∗−2(t~ · φ+ ψt~·φ)(t~ · φ+ ψt~·φ)dx

+b

∫

Ω

|t~ · φ− ψt~·φ|
2∗−2(t~ · φ− ψt~·φ)(t~ · φ− ψt~·φ)dx.Então,

2‖t~ · φ‖
2
~ ≥ 2‖t~ · φ‖

2
~ − 2‖ψt~·φ‖

2
~

=

∫

Ω

[
a|t~ · φ+ ψt~·φ|

2∗ + b|t~ · φ− ψt~·φ|
2∗
]
dxe, usando a desigualdade

|2t~ · φ|
2∗ ≤ 22

∗
(
|t~ · φ+ ψt~·φ|

2∗ + |t~ · φ− ψt~·φ|
2∗
)
,temos

2‖t~ · φ‖
2
~ ≥ min{a, b}

∫

Ω

|t~ · φ|
2∗dx.Relembrando a hipótese (V1) e que os suportes das φi são dois a dois disjuntos, tem-se

2~2

k∑

i=1

∫

Ω

|∇(t~iφi)|
2dx ≥ min{a, b}

∫

Ω

∣∣∣∣∣

k∑

i=1

t~iφi

∣∣∣∣∣

2∗

dx

= min{a, b}
k∑

i=1

∫

Ω

|t~iφi|
2∗dx.51



Assim, denotando
M0 = max

{∫

Ω

|∇φi|
2dx; i = 1, . . . , k

} e m0 = min

{∫

Ω

|φi|
2∗dx; i = 1, . . . , k

}
,obtém-se

2~2M0

k∑

i=1

|t~i |
2 ≥ min{a, b}m0

k∑

i=1

|t~i |
2∗ .Usando a equivalên
ia das normas em Rk, para algum C > 0, obtemos

2~2M0|t~|
2 ≥ min{a, b}m0C|t~|

2∗ ,onde |t~|
2 =

∑k
i=1 |t

~
i |

2 é a norma de t~ = (t~1, t
~
2, . . . , t

~
k) ∈ Rk. Portanto,

|t~|
2 ≤

C0

(min{a, b})2/(2∗−2)
~4/(2∗−2),para algum C0 > 0 independente de a, b e ~. Então, retornando a (1.54), 
on
luímos aprova do lema.Com o lema anterior estabele
ido, 
ompletamos as preliminares ne
essárias a provado Teorema 1.3.Prova do Teorema 1.3. Pre
isamos essen
ialmente veri�
ar que o fun
ional J~,de�nido em (1.50), satisfaz as hipóteses do Teorema 1.27. Para tanto, 
onsideramos

Z = {0} e Y = X = E. Pela Observação 1.28 temos que J~ é um fun
ional par. Alémdisso, observamos que
I~(ψ,−ψ) = 〈ψ,−ψ〉~ −

a

2∗

∫

Ω

|ψ|2
∗

dx−
b

2∗

∫

Ω

| − ψ|2
∗

dx ≤ 0,para todo ψ ∈ E. Logo, J~(0) = maxψ∈E I~(ψ,−ψ) = 0. A 
ondição (F1) segue doLema 1.9. Pelo Lema 1.30, dado k ∈ N, existe um subespaço Wk, 
om dim(Wk) = k, e
~0 > 0 tal que para todo ~ ∈ (0, ~0] tem-se

max
w∈Wk

J~(w) < M,onde M = min{a, b}(2−N)/2(1/N)SN/2; e a 
ondição (F2) é satisfeita. Finalmente,pela Proposição 1.29 a 
ondição (F3) é veri�
ada. Então, apli
amos o Teorema 1.27 e
on
luímos a prova do teorema. 52



CAPÍTULO 2SISTEMA COM CRESCIMENTOARBITRÁRIO
Neste 
apítulo estudamos existên
ia de solução para o sistema elípti
o:

(S2)~

{
−~2∆u+ V (x)u = g(v) em RN ,

−~2∆v + V (x)v = f(u) em RN ,onde ~ > 0 é um parâmetro pequeno, u, v ∈ C2(RN), N ≥ 2. Assumiremos que
V : RN → R é uma função radial (isto é V (x) = V (|x|)) lo
almente Hölder 
ontínua enão-negativa, satisfazendo: existem 
onstantes 0 < R1 < r1 < r2 < R2 tais que
(V2) V (x) = 0 para todo x ∈ Ar e V (x) ≥ α > 0 para todo x ∈ AcR = RN \ AR, onde

Ar = {x ∈ RN ; r1 < |x| < r2} e AR = {x ∈ RN ;R1 < |x| < R2}.Além disso, as funções f, g ∈ C1(R) são tais que:
(H1) f(0) = f ′(0) = 0 = g(0) = g′(0);

(H2) existe δ′ > 0 tal que
0 < (1 + δ′)f(s)s ≤ f ′(s)s2 e 0 < (1 + δ′)g(s)s ≤ g′(s)s2, s ∈ R.53



As primitivas de f e g são F (s) = ∫ s
0
f(t)dt e G(s) = ∫ s

0
g(t)dt. Observamos que,
omo 
onsequên
ia da 
ondição (H2), temos a bem 
onhe
ida 
ondição de Ambrosetti-Rabinowitz:

0 < (2 + δ′)F (s) ≤ f(s)s e 0 < (2 + δ′)G(s) ≤ g(s)s, s > 0. (2.1)Para obter (2.1), basta apenas dividir (H2) por s e em seguida integrar por partes.Além disso, por (2.1), existem C1, C2 > 0 tais que
F (s) ≥ C1s

2+δ′ − C2 e G(s) ≥ C1s
2+δ′ − C2, s ≥ 0. (2.2)De fato, por (2.1), 0 < (2+δ′)/s ≤ f(s)/F (s) para s > 0. Integrando esta desigualdadede s0 > 0 a s > s0, temos ln(s/s0)2+δ′ ≤ ln(F (s)/F (s0)); isto impli
a (2.2).O estudo do Sistema (S2)~, em geral, depende dos 
omportamentos de f e g noin�nito, estes sendo distintos para N = 2 e N ≥ 3, 
omo já foi dis
utido na Introdução.Estamos interessados em soluções positivas de (S2)~ e portanto assumiremos que

f(s) = g(s) = 0, para todo s ≤ 0.Os prin
ipais resultados deste 
apítulo são os seguintes:Teorema 2.1. Suponhamos que V satisfaz (V2), f, g satisfazem (H1), (H2) e
lim
s→+∞

f(s)

sp−1
= l1 e lim

s→+∞

g(s)

sq−1
= l2, (2.3)
om p, q > 2 e l1, l2 < ∞. Então existe ~0 > 0 tal que� para 
ada ~ ∈ (0, ~0], oSistema (S2)~ possui uma solução (u~, v~) ∈ H1

rad(R
N) × H1

rad(R
N), N ≥ 2. Alémdisso, u~, v~ ∈ C2(RN), são positivas e

u~(x), v~(x) → 0, |x| → ∞.Teorema 2.2. Suponhamos que V satisfaz (V2). Se f, g satisfazem (H1), (H2) e, alémdisso, dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que
f(s)t+ g(t)s ≤ ε(s2 + t2) + Cε(f(s)s+ g(t)t), s, t ∈ R, (2.4)então existe ~0 > 0 tal que, , para 
ada ~ ∈ (0, ~0], o Sistema (S2)~ possui uma solução

(u~, v~) ∈ H1
rad(R

N)×H1
rad(R

N), N ≥ 2. Além disso, u~, v~ ∈ C2(RN), são positivas e
u~(x), v~(x) → 0, |x| → ∞.54



Observação 2.3. Note que no Teorema 2.1 a hipótese (2.3) é uma 
ondição de
res
imento no in�nito, mas não há restrições quanto aos valores de p e q, podendoser super
ríti
os. Por outro lado, a 
ondição (2.4) não é uma 
ondição de 
res
imentono in�nito e, portanto, em 
erto sentido, temos um 
res
imento arbitrário. Observamosque os Teoremas 2.1 e 2.2 estão rela
ionados 
om os prin
ipais resultados em [2℄ e [5℄para problemas es
alares.Exemplos de funções f e g que satisfazem (H1), (H2) e (2.4) são: para s ≥ 0,
(i) f(s) = sp−1 e g(s) = sp−1 + sr−1, 
om p ≥ r > 2, onde na hipótese (H2) δ

′ = r− 2;
(ii) f(s) = sp−1 e g(s) = s2es, 
om p > 2, onde na hipótese (H2) δ

′ = 1;
(iii) f(s) = s2es e g(s) = s2es

2 , onde na hipótese (H2) δ
′ = 1;

(iv) f(s) = s3es
3 e g(s) = s3es

4 , onde na hipótese (H2) δ
′ = 2.O Exemplo (i) mostra que existem funções f e g que satisfazem (2.3) e (2.4). OsExemplos (ii) − (iv) mostram existên
ia de funções f e g que 
umprem (2.4) e não
umprem (2.3). Já o exemplo f(s) = (s+)p−1 e g(s) = (s+)q−1, 
om p, q > 2 e p 6= q,são de funções que satisfazem (2.3) e não satisfazem (2.4). Portanto, as hipóteses (2.3)e (2.4) não são 
omparáveis e o que se pode dizer é que se 
omplementam.No `sentido' de 
res
imento no in�nito no 
aso do R2, dis
utido na Introdução,temos: nos exemplos (i)−(ii), f e g 
om 
res
imentos no in�nito sub
ríti
os; no exemplo

(iii), f 
om 
res
imento sub
ríti
o, enquanto g 
om 
res
imento 
ríti
o, onde α0 = 1; eno quarto exemplo f e g 
om 
res
imentos super
ríti
os. Já no `sentido' de 
res
imentodo RN , N ≥ 3, o primeiro exemplo é de 
res
imento sub
ríti
o se p < 2∗ := 2N/(N−2),
ríti
o se p = 2∗ e super
ríti
o se p > 2∗, enquanto os demais exemplos são super
ríti
os.Seria natural pensarmos em 
onsiderar o fun
ional fortemente inde�nido
I~(u, v) =

∫

RN

(~2∇u∇v + V (x)uv)dx−

∫

RN

(F (u) +G(v))dx, (2.5)onde F (s) =
∫ s
0
f(t)dt e G(s) =

∫ s
0
g(t)dt, pois formalmente (S2)~ é o sistema deequações de Euler-Lagrange asso
iado ao fun
ional I~. Mas isto não é possível. Defato, 
onsideremos o subespaço de H1(RN)

E =

{
u ∈ H1(RN) :

∫

RN

V (x)u2dx <∞

}
,55



que é um espaço de Hilbert quando munido do produto interno
〈u, v〉 =

∫

RN

(∇u∇v + V (x)uv)dx, u, v ∈ E, (2.6)e norma 
orrespondente ‖u‖ = 〈u, u〉1/2. Notemos que, pela hipótese (V2), juntamente
om o fato que
‖ · ‖2L2(Ar)

≤ C‖ · ‖2L2∗(AR)e a desigualdade de Sobolev (veja [15℄), tem-se que as imersões
E →֒ H1(RN) →֒ Lr(RN) (2.7)são 
ontínuas, para todo 2 ≤ r <∞, se N = 2, e 2 ≤ r ≤ 2∗ := 2N/(N − 2), se N ≥ 3.Para 
ada ~ > 0 dado, de�nimos

〈u, v〉~ =

∫

RN

(~2∇u∇v + V (x)uv)dx, u, v ∈ E, (2.8)e E ×E munido do produto interno
〈(u, v), (φ, ϕ)〉~ = 〈u, φ〉~ + 〈v, ϕ〉~, u, v, φ, ϕ ∈ E, (2.9)e norma 
orrespondente ‖(u, v)‖~ =

(
‖u‖2~ + ‖v‖2~

)1/2.Usando a hipótese (H1) e os limites em (2.3), dado ε > 0, existe Cε > 0 tal que
f(s) ≤ εs+ + Cε(s

+)p−1 e g(s) ≤ εs+ + Cε(s
+)q−1, s ∈ R.Então, embora a parte quadráti
a de I~ esteja bem de�nida em E×E, mesmo o Sistema

(S2)~ sendo sub
ríti
o no 
aso N ≥ 3, podemos ter por exemplo 2 < q < 2∗ < p; oque torna o fun
ional I~ possivelmente não bem de�nido em E × E. Neste 
aso, umaalternativa para tentar superar estas di�
uldades, é 
onsiderar os Espaços de SobolevFra
ionários. Por exemplo, se g(v) = (v+)q, 0 < q < 2/(N − 2), N ≥ 3, mesmo f(s)sendo arbitrária, de Figueiredo-Ruf [38℄ superam as di�
uldades de de�nir um fun
ionalasso
iado ao sistema por eles 
onsiderado, usando Espaços de Sobolev Fra
ionários.Mas note que este não é o 
aso aqui, pois supomos q > 2 em (2.3). Mesmo assim,vamos assumir, por um momento, que seja possível usarmos os Espaços de SobolevFra
ionários. Neste 
aso é ne
essário rede�nirmos a parte quadráti
a do fun
ional
I~, e isto a prin
ípio não é problema. As di�
uldades surgem, neste 
aso, quandoobservamos que é ne
essário estimar níveis 
ríti
os do fun
ional I~, devido a falta de56




ompa
idade (por exemplo, o 
aso p = q = 2∗) e I~ ser fortemente inde�nido. De fato,as 
ara
terizações varia
ionais de níveis 
ríti
os para fun
ionais fortemente inde�nidosque 
onhe
emos é no espírito de Ben
i-Rabinowitz [14, p. 248℄, e não pare
e simplesestimar por 
ima os níveis 
om esta 
ara
terização, quando o fun
ional I~ esta de�nidoem Hs(RN)×H t(RN), s+ t = 2, por exemplo; dois espaços de Sobolev fra
ionários deordens diferentes.Como men
ionado na Introdução, seguindo as ideias de del Pino-Felmer [40℄, Alves-Miyagaki [5℄ e Ramos-Tavares [71℄, e fazendo uso das propriedades de V , vamostrun
ar as funções f e g e 
onsiderar um sistema modi�
ado. O objetivo é obter umfun
ional asso
iado ao sistema modi�
ado bem de�nido em um subespaço de E×E, demodo que seja possível provar existên
ia de solução para este sistema modi�
ado, 
ompropriedades que nos permitam mostrar que tal solução obtida seja também solução de
(S2)~.O 
apítulo está organizado da seguinte forma: na primeira seção apresentamos umsistema modi�
ado e na segunda seção estudamos uma formulação varia
ional para este.Na ter
eira seção dis
utimos a 
ondição de Palais-Smale para o fun
ional asso
iado aosistema modi�
ado e na última provamos os Teoremas 2.1 e 2.2.2.1 Sistema Modi�
adoUsando argumentos similares aos 
ontidos em [5℄, [40℄ e [71℄, iremos modi�
ar ostermos não lineares f(s) e g(s) de forma 
onveniente para que o fun
ional modi�
adoseja bem de�nido e satisfaça a 
ondição de 
ompa
idade de Palais-Smale. Para tanto,pre
isamos do seguinte resultado elementar:Lema 2.4. Suponhamos que f satisfaz (H1)− (H2). Então, dado ǫ > 0, existe a1 > 0tal que

f ′(a1) ≤ ǫ, e f ′(s) ≥ f ′(a1), (2.10)para todo s ≥ a1.Prova. Por (H1), existe a0 > 0 tal que f ′(s) ≤ ǫ, para todo 0 ≤ s ≤ a0. Se
f ′(s) ≥ f ′(a0) para todo s ≥ a0, então 
onsideramos a1 = a0. Agora, suponhamosque existe t0 > a0 tal que f ′(t0) < f ′(a0). Segue de (H2) e (2.1) que f ′(s)s2 ≥ Cs2+δ

′ ,57



para todo s su�
ientemente grande e algum C > 0. Então, desde que f ′(s) → ∞quando s→ ∞, existe s0 ≥ a0 tal que
f ′(s0) = min

s≥a0
f ′(s).Logo, por (H1) e (H2), 0 = f ′(0) < f ′(s0) ≤ f ′(t0) < f ′(a0). Assim, o Teorema do ValorIntermediário impli
a que A = {s ≤ a0; f

′(s) = f ′(s0)} 6= ∅. Considerando a1 = supAobtemos o desejado. �Agora, dado ǫ > 0, 
onsideremos a1 > 0 satisfazendo (2.10) e de�namos a função
f̃(s) =





f(s) se s ≤ a1

B1s+ B̂1 se s ≥ a1,
(2.11)onde B1 = f ′(a1) e B̂1 = (f(a1) − f ′(a1)a1). A partir da função f̃ temos a função

f : RN × R → R de�nida por
f(x, s) = χAR

f(s) + (1− χAR
)f̃(s), se s ≥ 0,e f(x, s) = 0, se s ≤ 0, onde χAR

denota a função 
ara
terísti
a do 
onjunto AR. Demodo similar en
ontramos a2 > 0 e de�nimos a função g(x, s). A primitiva de f(x, s) é
F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt,e respe
tivamente G(x, s). Algumas propriedades de f(x, s) e g(x, s) são expostas nopróximo lema. 58



Lema 2.5. A função f(x, s) (resp. g(x,s)) é radialmente simétri
a (em relação aorigem) e possui as seguintes propriedades:
(i) f(x, s) = f(s) = o(s), próximo da origem, uniformemente em x ∈ RN ;
(ii) f(x, s) ≤ f(s) e ∂f

∂s
(x, s) ≥ 0, para todo s ≥ 0 e x ∈ RN ;

(iii)

0 < (1 + δ′)f(x, s)s ≤
∂f

∂s
(x, s)s2, x ∈ AR e s > 0 ou x ∈ RN\AR e s ≤ a1, (2.12)

0 < f(x, s)s ≤
∂f

∂s
(x, s)s2, x ∈ RN\AR e s > 0, (2.13)

0 ≤ 2F (x, s) ≤ f(x, s)s ≤
α

k
s2 ≤

1

k
V (x)s2, x ∈ RN\AR e s > 0, (2.14)onde α > 0 é da 
ondição (V2) e k > 1;

(iv) se f, g satisfazem (2.4) então, dado ε > 0, existe Cε > 0 tal que
f(x, s)t+ g(x, t)s ≤ ε(s2 + t2) + Cε(f(x, s)s+ g(x, t)t), x ∈ AR e s, t ∈ R.

(v) se u ∈ H1
rad(R

N ) então ∫

RN

F (x, u)dx <∞.Prova. (i) Por de�nição, f(x, s) = f(s) para s ≤ a1. Então, usando expansão em sériede Taylor em torno de 0, o primeiro item segue de (H1).
(ii) Este item é 
onsequên
ia direta da de�nição de f(x, s) juntamente 
om (2.10).De fato, se x ∈ AR ou x ∈ RN \AR e s ≤ a1, então f(x, s) = f(s). Agora, se x ∈ RN \ARe s ≥ a1 então, integrando a segunda desigualdade de (2.10), temos

f ′(a1)(s− a1) ≤ f(s)− f(a1)que impli
a
B1s+ B̂1 ≤ f(s). (2.15)Por �m, segue da de�nição que

∂f

∂s
(x, s) =




f ′(s) se x ∈ AR ou x ∈ RN\AR e s ≤ a1

B1 se x ∈ RN\AR e s ≥ a1.
(2.16)59



Então, desde que f ′(s) ≥ 0, temos ∂f
∂s
(x, s) ≥ 0. Isto é o que desejamos.

(iii) Se x ∈ AR e s > 0 ou x ∈ RN\AR e s < a1 então, por de�nição, f(x, s) = f(s).Logo, (2.12) segue de (H2). Suponhamos agora x ∈ RN\AR e s > 0. Se s ≤ a1,por de�nição, f(x, s) = f(s). Então (2.13) de
orre de (2.12). Agora, se s ≥ a1, porde�nição, f(x, s) = B1s+ B̂1 (observe que B1s+ B̂1 > 0 para todo s > a1) e temos
0 < f(x, s)s = B1s

2 + B̂1s =
∂f

∂s
(x, s)s2 + B̂1s ≤

∂f

∂s
(x, s)s2,pois B̂1 ≤ 0, isto 
on
lui a veri�
ação de (2.13). Para demonstrar (2.14), temos que se

s ≤ a1, por de�nição, f(x, s) = f(s). Então, por (2.1), obtemos
2F (x, s)− f(x, s)s ≤ 2F (s)− f(s)s ≤ −δ′F (s) ≤ 0,ou seja,

2F (x, s) ≤ f(x, s)s.Suponhamos agora que s > a1. Então, usando a de�nição de f(x, s), (2.1) e organizandoos termos, temos
2F (x, s) = 2

∫ a1

0

f(t)dt+ 2

∫ s

a1

(B1t+ B̂1)dt

= 2F (a1) +B1s
2 + 2B̂1s− B1a

2
1 − 2B̂1a1

≤ B1s
2 + B̂1s+

2

2 + δ′
f(a1)a1 − B1a

2
1 − B̂1a1 + B̂1(s− a1).Lembrando que f(a1) = B1a1 + B̂1, B̂1 < 0 e, neste 
aso, f(x, s) = B1s + B̂1, obtemos

2F (x, s) ≤ B1s
2 + B̂1s = f(x, s)s.Assim, 
on
luímos que

2F (x, s) ≤ f(x, s)s. (2.17)para todo x ∈ RN\AR e s > 0. Para 
on
luir a prova de (2.14), temos por (2.10) que
f(s) ≤ ǫs, para todo 0 ≤ s ≤ a1.Então, para 
ada x ∈ RN\AR e 0 < s ≤ a1, tem-se

f(x, s)s = f(s)s ≤ ǫs2. (2.18)60



Ainda por (2.10), B1 = f ′(a1) ≤ ǫ. Desde que B̂1 < 0, obtém-se
f(x, s)s = B1s

2 + B̂1s ≤ ǫs2, x ∈ RN\AR e s ≥ a1. (2.19)A 
on
lusão de (2.14) segue de (2.18), (2.19) e (V1).
(iv) Segue do fato que f(x, s) = f(s) e g(x, s) = g(s), para todo x ∈ AR, juntamente
om (2.4).
(v) Usando o Lema de Strauss (veja [91, Lema 1.1, Cap. 6℄ ou [84℄) para 
ada

u ∈ H1
rad(R

N), temos
|u(x)| ≤

C‖u‖H1(RN )

|x|1/2
(2.20)quase sempre em RN . Logo.

|u(x)| ≤
C‖u‖H1(RN )

|R1|1/2
= c1quase sempre em AR. Pela 
ontinuidade de F (s), podemos 
onsiderar M1 =

maxs∈[0,c1] F (s). Então, para 
ada u ∈ H1
rad(R

N), segue de (2.14) que
∫

RN

F (x, u)dx =

∫

AR

F (u)dx+

∫

Ac
R

F (x, u)dx ≤M1|AR|+

∫

Ac
R

α

k
u2dx <∞,onde |AR| denota a medida de AR. Isto 
ompleta a prova do lema. �Agora vamos 
onsiderar o seguinte sistema modi�
ado:

(SM)~

{
−~2∆u+ V (x)u = g(x, v) em RN ,

−~2∆v + V (x)v = f(x, u) em RN ,onde u, v ∈ H1
rad(R

N).Motivados pelas propriedades de f(x, s) e g(x, s) apresentadas no Lema 2.5,abordaremos o sistema (SM)~ 
onsiderando o subespaço de E:
Er =

{
u ∈ H1

rad(R
N) :

∫

RN

V (x)u2dx <∞

}
,que é um espaço de Hilbert quando munido do produto interno (2.6). Temos ainda queas imersões

Er →֒ H1
rad(R

N) →֒ Lp(RN),são 
ontínuas para todo 2 ≤ p < ∞, se N = 2, e 2 ≤ p ≤ 2∗, se N ≥ 3. Lembramosainda que, devido a Strauss [84℄, a última imersão é 
ompa
ta para todo 2 < p < ∞,se N = 2, e 2 < p < 2∗, se N ≥ 3. 61



O sistema (SM)~ é o sistema de equações de Euler-Lagrange asso
iado ao fun
ionalfortemente inde�nido I~ : Er ×Er → R, dado por
I~(u, v) = 〈u, v〉~ −

∫

RN

(
F (x, u) +G(x, v)

)
dx, (2.21)
om Er × Er munido do produto interno (2.9). Pelo Lema 2.5 o fun
ional I~ é bemde�nido. Observamos que I~ é de 
lasse C2 sobre Er × Er e sua derivada primeira édada por

I ′~(u, v)(φ, ϕ) = 〈u, ϕ〉~ + 〈v, φ〉~ −

∫

RN

(
f(x, u)φ+ g(x, v)ϕ

)
dx, (2.22)para todo φ, ϕ ∈ Er. Os pontos 
ríti
os do fun
ional I~ 
orrespondem a soluções (nosentido fra
o) não-negativas de (SM)~.Observação 2.6. A �m de não sobre
arregar a notação, assumiremos que ~ = 1no restante desta e nas duas próximas seções e usaremos as seguintes notações:

〈·, ·〉 = 〈·, ·〉1, ‖ · ‖ = ‖ · ‖1 e I = I1, sem ris
o de 
onfusão.2.2 Formulação Varia
ionalEmbora tenhamos o fun
ional I~ bem de�nido sobre Er × Er, este é um fun
ionalfortemente inde�nido. Nosso objetivo é fazer, a exemplo do Capítulo 1, uma formulaçãovaria
ional que seja possível 
onsiderar um segundo fun
ional que não mais tenha a
ara
terísti
a de ser fortemente inde�nido. Como já men
ionado, estes argumentosforam utilizados por Ramos-Tavares [71℄ e Bonheure-Ramos [19℄.Fixado w ∈ Er, 
onsideremos o fun
ional F : Er → R, de�nido por:
F(ψ) = I(w + ψ,w − ψ).Proposição 2.7. O fun
ional F é limitado superiormente e o supremo

sup
ψ∈Er

I(w + ψ,w − ψ)é atingido em um úni
o ψ.Prova. A prova é análoga a da Proposição 1.5, mas 
omo estamos 
om as funçõestrun
adas f(x, s) e g(x, s) vamos `reproduzí-la'. Note que
F(ψ) = ‖w‖2 − ‖ψ‖2 −

∫

RN

[F (x, w + ψ) +G(x, w − ψ)]dx. (2.23)62



Observamos que
F ′(ψ)(φ) = −2〈ψ, φ〉 −

∫

RN

[f(x, w + ψ)− g(x, w − ψ)]φdxe
F ′′(ψ)(ϕ, φ) = −2〈ϕ, φ〉 −

∫

RN

[f ′(x, w + ψ) + g′(x, w − ψ)]ϕφdx,para todo ψ, ϕ, φ ∈ Er, onde f ′(x, s) representa a derivada de f(x, s) em ralação a s, erespe
tivamente g′(x, s). Desde que, por (ii) do Lema 2.5, f ′(x, s) + g′(x, t) ≥ 0, para
s, t ∈ R, obtemos

−F ′′(ψ)(ϕ, ϕ) > 0,para todo ψ, ϕ ∈ Er, ϕ 6= 0. Então, −F é um fun
ional estritamente 
onvexo. Alémdisso, tem-se que −F é fra
amente semi-
ontínuo inferior (veja [32, Teorema 1.4℄).Logo, −F assume seu mínimo em um úni
o ponto (veja [50, Teorema 1.6℄). Portanto,
F assume seu máximo em um úni
o ψ. �Pela Proposição 2.7, dado w ∈ Er, existe um úni
o ψw ∈ Er tal que

I(w + ψw, w − ψw) = max
ψ∈Er

I(w + ψ,w − ψ). (2.24)Deste modo temos a apli
ação Φ : Er → Er de�nida por:
Φ(w) = ψw. (2.25)Observação 2.8. Pela Proposição 2.7, F possui um úni
o ponto 
ríti
o, a saber, ψw.Portanto,

I ′(w + ψw, w − ψw)(φ,−φ) = 0, (2.26)para todo φ ∈ Er. De fato,
I ′(w + ψw, w − ψw)(φ,−φ) = 〈w + ψw,−φ〉+ 〈w − ψw, φ〉

−

∫

RN

[f(x, w + ψw)φ+ g(x, w − ψw)(−φ)]dx

= −2〈ψw, φ〉 −

∫

RN

[f(x, w + ψw)− g(x, w − ψw)]φdx

= −F ′(ψw)(φ),63



para todo φ ∈ Er. Note ainda que, �xado w ∈ Er, a identidade (2.26) nos diz que
ψw ∈ Er é a úni
a solução da equação

−2∆ψ + 2V (x)ψ = −f(x, w + ψ) + g(x, w − ψ), (2.27)em E ′
r.Em função da Proposição 2.7 podemos 
onsiderar o fun
ional reduzido J : Er → Rde�nido por

J(w) = I(w + ψw, w − ψw)

= ‖w‖2 − ‖ψw‖
2 −

∫

RN

[F (x, w + ψw) +G(x, w − ψw)]dx. (2.28)Proposição 2.9. A apli
ação Φ é de 
lasse C1.Prova. A ideia é a mesma da prova da Proposição 1.7, 
om pequenas diferenças.Para torna o texto mais 
ompleto, vamos reproduzí-la. Denotemos por (Er × Er)
− =

{(ψ,−ψ);ψ ∈ Er} e 
onsideremos as apli
ações de�nidas por:
τ : (Er ×Er)× (Er × Er)

− → Er × Er, ((u, v), (ψ,−ψ)) 7→ (u, v) + (ψ,−ψ)

I ′ : Er × Er → (Er × Er)
′ ≃ (Er × Er)

P : Er ×Er → (Er ×Er)
−, (u, v) 7→

(
u− v

2
,−

u− v

2

)Note que
(Er × Er)× (Er × Er)

− τ
// Er × Er

I′
// (Er × Er)

′ = Er × Er
P

// (Er × Er)
−de�ne uma apli
ação G : (Er ×Er)× (Er × Er)

− → (Er × Er)
− dada por

G = P ◦ I ′ ◦ τ.Então, G é de 
lasse C1 e
D2G

(
(u, v), (ψ,−ψ)

)
(φ,−φ) = P ◦ I ′′

(
τ
(
(u, v), (ψ,−ψ)

))
(φ,−φ)

= P ◦ I ′′
(
(ζ, η)

)
(φ,−φ),onde (ζ, η) = (u, v) + (ψ,−ψ). Agora, es
revendo T = D2G

(
(u, v), (ψ,−ψ)

)
=

P ◦ I ′′
(
(ζ, η)

) e identi�
ando (Er ×Er)
− = ((Er × Er)

−)′, temos
T
(
(φ,−φ)

)
(ϕ,−ϕ) = P ◦ I ′′

(
(ζ, η)

)(
(φ,−φ), (ϕ,−ϕ)

)

= −2〈φ, ϕ〉 −

∫

RN

[f ′(x, ζ) + g′(x, η)]ϕφdx,64



para todo ψ, ϕ, φ ∈ Er, onde f ′(x, s) representa a derivada de f(x, s) em ralação a s,respe
tivamente g′(x, s).Observemos que T é injetivo. De fato, se T ((φ,−φ)) = (0, 0) temos em parti
ular
T
(
(φ,−φ)

)
(φ,−φ) = 0, ou seja,

2‖φ‖2 = −

∫

RN

[f ′(x, ζ) + g′(x, η)]φ2dx ≤ 0,que impli
a em φ = 0 pois, por (ii) do Lema 2.5, f ′(x, s) + g′(x, t) ≥ 0.Notemos que
(T + Id)

(
(φ,−φ)

)
(ϕ,−ϕ) = −

∫

RN

[f ′(x, ζ) + g′(x, η)]φϕdx.onde Id : (Er × Er)
− → ((Er × Er)

−)′, Id
(
(φ,−φ)

)
(ϕ,−ϕ) = 2〈φ, ϕ〉, para todo

φ, ϕ ∈ Er. A�rmamos que (T + Id) é um operador 
ompa
to. Com efeito, porsimpli
idade, 
onsideremos o operador S : (Er × Er)
− → (Er × Er)

− = ((Er × Er)
−)′de�nido por

S
(
(φ,−φ)

)
(ϕ,−ϕ) =

∫

RN

f ′(x, ζ)φϕdx.Se (φn,−φn) ⇀ (φ0,−φ0) em (Er × Er)
−, vamos provar que S(φn,−φn) → S(φ0,−φ0)em (Er × Er)

− = ((Er × Er)
−)′. Para tanto, usando a imersão de Sobolev, temos
(φn − φ0)⇀ 0 em L2(RN).Pelo Teorema de Representação de Riesz
∫

RN

(φn − φ0)ϕdx→ 0,para todo ϕ ∈ L2(RN). Além disso, o Lema de Strauss [91, Lema 1.1, Cap. 6℄ garanteque
|ζ(x)| ≤

C‖ζ‖H1(RN )

|R1|1/2
=: c2quase sempre em AR. Pela 
ontinuidade de f ′(s), podemos 
onsiderar M2 =

maxs∈[0,c2] f
′(s) e M3 = maxs∈[0,a1] f

′(s), a1 de�nido em (2.11). Então, por (2.16),
∫

RN

f ′(x, ζ)|(φn − φ0)ϕ|dx =

∫

AR∪{ζ≤a1}

f ′(ζ)|(φn − φ0)ϕ|dx

+

∫

RN\(AR∪{ζ≤a1})

B1|(φn − φ0)ϕ|dx

≤ (M2 +M3 +B1)

∫

RN

|(φn − φ0)ϕ|dx.65



Portanto,
∣∣(S(φn,−φn)− S(φ0,−φ0)

)
(ϕ,−ϕ)

∣∣ =

∣∣∣∣
∫

RN

f ′(x, ζ)(φn − φ0)ϕdx

∣∣∣∣→ 0para todo ϕ ∈ Er, que impli
a
‖S(φn,−φn)− S(φ0,−φ0)‖((Er×Er)−)′ → 0.Isto prova que S é um operador 
ompa
to.Como 
onsequên
ia de S ser um operador 
ompa
to, temos que (T + Id) é umoperador 
ompa
to. A 
on
lusão da prova segue os mesmos argumentos da prova daProposição 1.7. �Pela regra da 
adeia, obtemos

J ′(w)(φ) = I ′(w + ψw, w − ψw)D(w + ψw, w − ψw)(φ)

= I ′(w + ψw, w − ψw)(φ+Dψw(φ), φ−Dψw(φ))

= I ′(w + ψw, w − ψw)(φ, φ) + I ′(w + ψw, w − ψw)(Dψw(φ),−Dψw(φ)),de modo que, por (2.26), tem-se
J ′(w)(φ) = I ′(w + ψw, w − ψw)(φ, φ), (2.29)para todo φ ∈ Er. Desde que I é de 
lasse C2 e Φ é de 
lasse C1, por (2.29), observamosque J também é de 
lasse C2 
om

J ′′(w)(ϕ, φ) = I ′′(w + ψw, w − ψw)(ϕ+Dψw(ϕ), ϕ−Dψw(ϕ))(φ, φ). (2.30)Considerando
KJ := {w ∈ Er; J

′(w) = 0} e KI := {(u, v) ∈ Er ×Er; I
′(u, v) = 0},temos aProposição 2.10. A apli
ação h : KJ → KI de�nida por

h(w) = (w + ψw, w − ψw),é um homeomor�smo 
uja inversa h
−1 : KI → KJ é dada por

h
−1(u, v) =

(u+ v)

2
.66



Prova. A prova é a mesma da Proposição 1.8. �Vamos estudar existên
ia de solução para o sistema modi�
ado (SM)~ bus
andopor ponto 
ríti
o para o fun
ional J . O que primeiro observamos é que J satisfaz ageometria do passo da montanha.Lema 2.11. O fun
ional J satisfaz as seguintes 
ondições:
(i) Existem β, ρ > 0 tais que J(w) ≥ β para ‖w‖ = ρ;
(ii) Existe e ∈ Er, 
om ‖e‖ > ρ, tal que J(e) < 0.Prova. (i) Por (i) do Lema 2.5, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

F (x, s) ≤
ε

2
s2 e G(x, s) ≤

ε

2
s2, |s| ≤ δ.Assim, pelo Lema de Strauss (veja (2.20)),

∫

AR

F (x, w)dx ≤
ε

2

∫

AR

w2dx e ∫

AR

G(x, w)dx ≤
ε

2

∫

AR

w2dx, ‖w‖ ≤ ρ,para ρ > 0 su�
ientemente pequeno. Agora, por (2.28), temos
J(w) = I(w + ψw, w − ψw) = max

ψ∈Er

I(w + ψ,w − ψ) ≥ I(w,w).Então, usando (2.14), temos
J(w) ≥ ‖w‖2 −

∫

RN

[F (x, w) +G(x, w)]dx

≥ ‖w‖2 − ε

∫

AR

w2dx−
1

k

∫

RN\AR

V (x)w2dx

≥

∫

RN

[|∇w|2 + (1−
1

k
)V (x)w2]dx− ε

∫

AR

w2dx,para ‖w‖ ≤ ρ, e ρ > 0 su�
ientemente pequeno. Usando as imersões (2.7), obtemos
∫

AR

w2dx ≤ C

∫

RN

[|∇w|2 + V (x)w2]dx,para algum C > 0, e 
on
luímos que
J(u) ≥ C1‖w‖

2, para ‖w‖ = ρ,

ρ > 0 su�
ientemente pequeno e algum C1 > 0. Isto �naliza a prova de (i).67



(ii) Para provar o segundo item do lema, 
onsideremos φ ∈ C∞
0 (AR) tal que

φ(x) ≥ a0 > 0 para todo x ∈ K, onde K ⊂ supp(φ). Agora, para 
ada t ∈ R, t ≥ 0,usando (2.2) e as de�nições de f(x, s), g(x, s) e J , obtemos
J(tφ) ≤ t2‖φ‖2 −

∫

K

F (x, tφ+ ψtφ)dx−

∫

K

G(x, tφ − ψtφ)dx

≤ t2‖φ‖2 − C

(∫

K

(
(tφ+ ψtφ)

+
)2+δ′

dx+

∫

K

(
(tφ− ψtφ)

+
)2+δ′

dx

)
+ C̄,para alguns C, C̄ > 0. Notemos ainda que1

(2tφ)2+δ
′

≤ 22+δ
′

[(
(tφ + ψtφ)

+
)2+δ′

+
(
(tφ− ψtφ)

+
)2+δ′]

. (2.31)Então,
J(tφ) ≤ t2‖φ‖2 − t2+δ

′

C

∫

K

φ2+δ′dx+ C̄.Portanto, fazendo t→ ∞ teremos J(tφ) → −∞. Isto é su�
iente para provar (ii). �2.3 Condição de Compa
idadeEsta seção vamos dedi
ar ao estudo da 
ondição Palais-Smale para o fun
ional
J : Er → R de�nido na seção anterior. Mais geralmente, vamos provar que o fun
ional
I : Er × Er → R de�nido por

I(u, v) =

∫

RN

(∇u∇v + V (x)uv)dx−

∫

RN

(
F (x, u) +G(x, v)

)
dxsatisfaz a 
ondição de Palais-Smale e, 
omo 
onsequên
ia, temos a mesma propriedadepara o fun
ional J , 
omo mostra a Observação 1.12.Lembramos que (un, vn)n ⊂ Er × Er é uma sequên
ia de Palais-Smale no nível cpara o fun
ional I, denotada abreviadamente por sequên
ia (PS)c, se I(un, vn) → c e

I ′(un, vn) → 0 no espaço dual (Er×Er)′. Dizemos ainda que I satisfaz a 
ondição (PS)c,se toda sequên
ia (PS)c possui subsequên
ia 
onvergente. A de�nição da 
ondição
(PS)c para o fun
ional J é análoga, sendo ne
essário apenas a mudança de I por J e
Er × Er por Er.As sequên
ias de Palais-Smale para o fun
ional I são limitadas, 
omo mostram ospróximos lemas.1Veja que (ϕ+ ψ)+ = 1

2
((ϕ+ ψ) + |ϕ+ ψ|) ≤ ϕ+ + ψ+.68



Lema 2.12. Suponha que f(s) e g(s) satisfazem (H1), (H2) e (2.3). Seja (un, vn)numa sequên
ia em Er ×Er tal que
I(un, vn) → c e ‖I ′(un, vn)‖(Er×Er)′ → 0, n→ ∞.Então, (un, vn)n é limitada em Er ×Er.Prova. Denotemos εn := ‖I ′(un, vn)‖(Er×Er)′ . Pela de�nição

I ′(un, vn)(vn, un) = ‖un‖
2 + ‖vn‖

2 −

∫

RN

(f(x, un)vn + g(x, vn)un)dx.Assim,
‖un‖

2 + ‖vn‖
2 ≤

∫

RN

(f(x, un)vn + g(x, vn)un)dx+ εn(‖(un, vn)‖). (2.32)Temos ainda
2I(un, vn)− I ′(un, vn)(un, vn) =

∫

RN

(f(x, un)un − 2F (x, un))dx

+

∫

RN

(g(x, vn)vn − 2G(x, vn))dx.Por (2.14), f(x, s)s−2F (x, s) ≥ 0 para todo x ∈ RN \AR, respe
tivamente para g(x, s).Logo,
∫

AR

(f(x, un)un − 2F (x, un))dx +

∫

AR

(g(x, vn)vn − 2G(x, vn))dx

≤ 2I(un, vn)− I ′(un, vn)(un, vn). (2.33)Dividindo (2.12) por s > 0 e integrando por parte em seguida, obtemos (2+δ′)F (x, s) ≤
f(x, s)s, para todo x ∈ AR. Então 0 ≤ 2f(x, s)s − (2 + δ′)2F (x, s), de modo que
δ′f(x, s)s ≤ (2 + δ′)[f(x, s)s− 2F (x, s)], ou seja,

δ′

2 + δ′
f(x, s)s ≤ f(x, s)s− 2F (x, s), (2.34)e respe
tivamente para g(x, s). Assim, por (2.33),

∫

AR

(f(x, un)un + g(x, vn)vn)dx ≤
2 + δ′

δ′
|2I(un, vn)− I ′(un, vn)(un, vn)|

≤ C + Cεn(‖(un, vn)‖). (2.35)69



Agora, usando (H1) e (2.3), dado ε > 0, existem δε > 0 e Cε > 0 tais que
f(s) ≤ εs, 0 ≤ s ≤ δε, e f(s) ≤ Cεs

p−1, s ≥ δε.Usando isto juntamente 
om (2.20), temos
∫

AR∩{un≥δε}

f(un)vndx ≤

(∫

AR∩{un≥δε}

f(un)
p

p−1dx

) p−1

p
(∫

AR

|vn|
pdx

) 1

p

≤

(∫

AR∩{un≥δε}

f(un)
p

p−1dx

) p−1

p

C‖vn‖H1

(∫

AR

|x|−p/2dx

) 1

p

≤ C‖vn‖

(∫

AR∩{un≥δε}

f(un)f(un)
1

p−1dx

) p−1

p

≤ Cε‖vn‖

(∫

AR∩{un≥δε}

f(un)undx

) p−1

p

,para algum Cε > 0. Então,
∫

AR

f(x, un)vndx ≤ ε

∫

AR

(
u2n + v2n

)
dx+ Cε‖(un, vn)‖

(∫

AR

f(x, un)undx

) p−1

p

.(2.36)Por (2.35), obtemos
∫

AR

f(x, un)vndx ≤ ε

∫

AR

(
u2n + v2n

)
dx+ Cε‖(un, vn)‖ (C + εn(‖(un, vn)‖))

p−1

p

≤ ε

∫

AR

(
u2n + v2n

)
dx+ Cε‖(un, vn)‖+ Cεεn‖(un, vn)‖

p−1

p
+1 (2.37)e, de modo análogo,

∫

AR

g(x, vn)undx ≤ ε

∫

AR

(
u2n + v2n

)
dx+ Cε‖(un, vn)‖+ Cεεn‖(un, vn)‖

q−1

q
+1. (2.38)Retornando a (2.32), tem-se

‖un‖
2 + ‖vn‖

2 ≤ 2ε

∫

AR

(
u2n + v2n

)
dx+ 2Cε‖(un, vn)‖+ Cεεn‖(un, vn)‖

p−1

p
+1

Cεεn‖(un, vn)‖
q−1

q
+1 +

∫

Ac
R

(f(x, un)vn + g(x, vn)un)dx

+εn(‖(un, vn)‖).Por (2.14),
∫

Ac
R

(f(x, un)vn + g(x, vn)un)dx ≤
1

k

∫

Ac
R

V (x)
(
u2n + v2n

)
dx. (2.39)70



Então,
‖un‖

2 + ‖vn‖
2 ≤

(
2Cε+

1

k

)(
‖un‖

2 + ‖vn‖
2
)
+ (2Cε + εn)‖(un, vn)‖

+Cεεn‖(un, vn)‖
p−1

p
+1 + Cεεn‖(un, vn)‖

q−1

q
+1.Considerando ε > 0 e k > 1 tais que (2Cε+ 1/k) < 1, desde que (p − 1)/p + 1 < 2 e

(q − 1)/q + 1 < 2, 
on
luímos que (un, vn) é limitada em Er × Er. �Agora vamos mostrar a limitação das sequên
ias de Palais-Smale quando a 
ondição(2.4) é válida.Lema 2.13. Suponhamos que f(s) e g(s) satisfazem (H1), (H2) e (2.4). Seja (un, vn)numa sequên
ia em Er ×Er tal que
I(un, vn) → c e ‖I ′(un, vn)‖(Er×Er)′ → 0, n→ ∞.Então, (un, vn)n é limitada em Er ×Er.Prova. Denotemos εn := ‖I ′(un, vn)‖(Er×Er)′ . Por (2.32) e (2.4), dado ε > 0 temos

‖un‖
2 + ‖vn‖

2 ≤ ε

∫

AR

(
u2n + v2n

)
dx+ Cε

∫

AR

(f(x, un)un + g(x, vn)vn)dx

+

∫

Ac
R

(f(x, un)vn + g(x, vn)un)dx+ εn(‖(un, vn)‖).Usando (2.35) e (2.39), obtemos
‖un‖

2 + ‖vn‖
2 ≤ ε

∫

RN

(
u2n + v2n

)
dx+ Cε + Cεεn‖(un, vn)‖+

1

k

∫

Ac
R

V (x)
(
u2n + v2n

)
dx

≤

(
2Cε+

1

k

)(
‖un‖

2 + ‖vn‖
2
)
+ Cε + Cεεn‖(un, vn)‖.Considerando ε > 0 e k > 1 tais que (2Cε+ 1/k) < 1, 
on
luímos que (un, vn) élimitada em Er ×Er. �Lema 2.14. Seja (un, vn) ⊂ Er × Er uma sequên
ia fra
amente 
onvergente para

(u, v) ∈ Er ×Er. Suponhamos que
‖I ′(un, vn)‖(Er×Er)′ → 0, n→ ∞.Então, (u, v) é um ponto 
ríti
o de I. 71



Prova. Sejam φ, ϕ ∈ C∞
0,rad(R

N). Temos que I ′(un, vn)(φ, ϕ) → 0, n → ∞.Lembramos que
I ′(un, vn)(φ, ϕ) = 〈un, ϕ〉+ 〈vn, φ〉 −

∫

RN

(f(x, un)φ+ g(x, vn)ϕ)dx. (2.40)Observamos que
〈un, ϕ〉 → 〈u, ϕ〉 e 〈vn, φ〉 → 〈v, φ〉, n→ ∞. (2.41)A�rmação: ∫

RN

f(x, un)φdx→

∫

RN

f(x, u)φdx, n→ ∞.De fato, denotemos por ω o suporte de φ. Desde que (un, vn) 
onverge fra
o em
Er×Er, temos em parti
ular que (un) é limitada em H1(RN). Pela imersão de Sobolev,temos

un → u em Lr(ω), 1 ≤ r < 2∗.Além disso, un(x) → u(x) em quase todo x ∈ RN e existe h ∈ Lr(ω), h ≥ 0, tal que
|un(x)| ≤ h(x) para 
ada x ∈ ω. Assim,

f(x, un)φ→ f(x, u)φ quase sempre em RN .Usando agora a limitação de (un) e (2.20), tem-se
|un(x)| ≤

C‖un‖H1(RN )

|x|1/2
≤

C̃

|R1|1/2
=: c3 quase sempre em AR, (2.42)para algum C̃ > 0. Considerando m1 = maxs∈[0,c3] f(s), temos

|f(x, un)φ| = |f(un)φ| ≤ m1|φ| quase sempre em AR, (2.43)e m1|φ| ∈ L1(AR). Assim, pelo Teorema da Convergên
ia Dominada,
∫

AR

f(x, un)φdx→

∫

AR

f(x, u)φdx, n→ ∞.Por outro lado, segue de (2.14) que
|f(x, un)φ| = |un||φ| ≤ h|φ| quase sempre em ω ∩ AcR,
om h|φ| ∈ L1(ω). Então,

∫

Ac
R

f(x, un)φdx→

∫

Ac
R

f(x, u)φdx, n→ ∞,72



e 
on
lui a prova da a�rmação.Evidente que temos uma mesma a�rmação para g(x, s). Então, juntando estasa�rmações 
om (2.41), segue de (2.40) que
0 = 〈u, ϕ〉+ 〈v, φ〉 −

∫

RN

(f(x, u)φ+ g(x, v)ϕ)dx = I ′(u, v)(φ, ϕ).Por �m, lembrando que o espaço C∞
0,rad(R

N) é denso em Er, 
on
luímos a prova dolema. �Lema 2.15. Seja (un, vn)n uma sequên
ia limitada em Er × Er tal que
‖I ′(un, vn)‖(Er×Er)′ → 0, n→ ∞.Então, dado ε > 0, existe R0 > 0 tal que R > R0 impli
a

lim sup
n→∞

∫

{|x|>R}

[
|∇un|

2 + V (x)u2n
]
dx < ε (resp. vn).Prova. Consideremos R > 4R2 (R2 da hipótese (V2)), BR = BR(0) e uma função`Cut-o�' ηR ∈ C∞

0 (RN , [0, 1]) tal que
ηR(x) =





0, |x| ≤ R/2

1, |x| ≥ Re |∇ηR| ≤ C/R, para algum C > 0. Aqui usaremos as seguintes notações
‖un‖

2
ηR

=

∫

RN

[
|∇un|

2 + V (x)u2n
]
ηRdx e ‖vn‖

2
ηR

=

∫

RN

[
|∇vn|

2 + V (x)v2n
]
ηRdx.Desde que (un, vn) é limitada em Er × Er, temos

I ′(un, vn)(ηRvn, ηRun) = on(1),ou seja,
‖un‖

2
ηR

+ ‖vn‖
2
ηR

=

∫

RN

(f(x, un)vn + g(x, vn)un)ηRdx−

∫

RN

un∇un · ∇ηR

−

∫

RN

vn∇vn · ∇ηR + on(1). (2.44)73



Agora, por (2.14), temos
∫

RN

(f(x, un)vn + g(x, vn)un)ηRdx ≤
1

k

∫

RN

V (x)(|un||vn|+ |vn||un|)ηRdx

≤
1

k

∫

RN

V (x)
(
u2n + v2n

)
ηRdx

≤
1

k

(
‖un‖

2
ηR

+ ‖vn‖
2
ηR

)
.Tem-se também

−

∫

RN

un∇un · ∇ηRdx ≤
C

R
‖un‖L2‖∇un‖L2,e analogamente para vn. Então, de (2.44), obtemos

(
1−

1

k

)(
‖un‖

2
ηR

+ ‖vn‖
2
ηR

)
≤
C

R

(
‖un‖L2‖∇un‖L2 + ‖vn‖L2‖∇vn‖L2

)
+ on(1).Sendo k > 1, tem-se

∫

{|x|≥R}

[
|∇un|

2 + V (x)u2n
]
dx ≤

∫

RN

[
|∇un|

2 + V (x)u2n
]
ηRdx

≤
C(k)

R

(
‖un‖L2‖∇un‖L2 + ‖vn‖L2‖∇vn‖L2

)
+ on(1)(resp. vn). Desde que ‖un‖L2, ‖vn‖L2, ‖∇un‖L2 e ‖∇vn‖L2 são limitadas, 
on
luímos aprova. �Lema 2.16. O fun
ional I satisfaz a 
ondição (PS)c para todo c ∈ R.Prova. Seja (un, vn) ⊂ Er × Er uma sequên
ia (PS)c para o fun
ional I. Pelo Lema2.12 ou 2.13, temos que ‖un‖ ≤ C e ‖vn‖ ≤ C. Então, a menos de subsequên
ia,

un ⇀ u e vn ⇀ v em Er.Logo,
I ′(un, vn)(vn, un) = ‖un‖

2 + ‖vn‖
2 −

∫

RN

(f(x, un)vn + g(x, vn)un)dx (2.45)e
−I ′(un, vn)(v, u) = −〈un, u〉 − 〈vn, v〉+

∫

RN

(f(x, un)v + g(x, vn)u)dx, (2.46)
om I ′(un, vn)(vn, un) = on(1) e I ′(un, vn)(v, u) = on(1). Além disso,
−I ′(u, v)(vn, un) = −〈u, un〉 − 〈v, vn〉+

∫

RN

(f(x, u)vn + g(x, v)un)dx, (2.47)74



e
I ′(u, v)(v, u) = ‖u‖2 + ‖v‖2 −

∫

RN

(f(x, u)v + g(x, v)u)dx. (2.48)Pelo Lema 2.14 temos I ′(u, v)(vn, un) = I ′(u, v)(v, u) = 0. Então, somando as quatroidentidades (2.45)-(2.48) e organizando os termos 
orrelatos, obtemos
‖un − u‖2 + ‖vn − v‖2 =

∫

RN

(f(x, un)− f(x, u))vndx+

∫

RN

(g(x, vn)− g(x, v))undx

+

∫

RN

(f(x, u)− f(x, un))vdx+

∫

RN

(g(x, v)− g(x, vn))udx

+ on(1). (2.49)A�rmação 1: ∫

RN

(f(x, un)− f(x, u))vndx→ 0, n→ ∞.De fato, 
onsideremos ini
ialmente uma bola BR = BR(0) 
om raio su�
ientementegrande tal que AR ⊂⊂ BR. Então, por (2.14), temos
∣∣∣∣∣

∫

Bc
R

(f(x, un)− f(x, u))vndx

∣∣∣∣∣ ≤
1

k

∫

Bc
R

(V (x)|un||vn|+ V (x)|u||vn|)dx

≤
1

2k

∫

Bc
R

V (x)
(
|un|

2 + |vn|
2 + |u|2 + |vn|

2
)
dx.Usando agora o Lema 2.15 e o fato que V u2 ∈ L1(RN), existe R > 0 su�
ientementegrande tal que ∫

Bc
R

(f(x, un)− f(x, u))vndx = on(1). (2.50)Pela imersão de Sobolev, tem-se
un → u em Lr(BR), 1 ≤ r < 2∗.Então, un(x) → u(x) em quase todo x ∈ BR e existe h ∈ Lr(BR), h ≥ 0, talque |un(x)| ≤ h(x) para quase todo x ∈ BR. Desde que f(x, s) é 
ontínua, tem-se

f(x, un(x)) → f(x, u(x)) para quase todo x ∈ BR. Por (2.14), temos
|f(x, un)− f(x, u)| ≤ (α/k)(|un|+ |u|) ≤ (α/k)(h+ |u|) ∈ L2(BR \ AR),onde α > 0 é a 
onstante da hipótese (V2). Podemos assim apli
ar o Teorema daConvergên
ia Dominada e 
on
luir que

∫

BR\AR

(f(x, un)− f(x, u))2dx→ 0, n→ ∞. (2.51)75



Por (2.42) e (2.43), tem-se
|f(x, un)un| = |f(un)un| ≤ m1 quase sempre em AR,e m1 ∈ L1(AR). Assim, pelo Teorema da Convergên
ia Dominada,

∫

AR

f(x, un)dx→

∫

AR

f(x, u)dx, n→ ∞. (2.52)Desde que
∣∣∣∣
∫

BR\AR

(f(x, un)− f(x, u))vndx

∣∣∣∣ ≤
(∫

BR\AR

(f(x, un)− f(x, u))2dx

) 1

2
(∫

BR\AR

v2ndx

) 1

2

,segue da limitação de (vn) em L2(RN) e de (2.51) que
∫

BR\AR

(f(x, un)− f(x, u))vndx = on(1). (2.53)Agora, pelo Lema de Strauss (veja (2.20)) e a limitação de (vn) em Er, temos
|vn(x)| ≤

C‖vn‖

|x|1/2
≤

C1

|R1|1/2
=: C2, para quase todo x ∈ AR, (2.54)para alguma 
onstante C1 > 0. Juntando então (2.52) e (2.54), tem-se

∫

AR

(f(x, un)− f(x, u))vndx = on(1). (2.55)A prova da A�rmação 1 segue portanto de (2.50), (2.53) e (2.55).A�rmação 2: ∫

RN

(f(x, un)− f(x, u))vdx→ 0, n→ ∞.A prova da A�rmação 2 é similar a da A�rmação 1 tro
ando-se apenas vn por v.Evidentemente as A�rmações 1 e 2 são também verdadeiras tro
ando-se f(x, s) por
g(x, s). Portanto, a prova do lema segue de (2.49) e das A�rmações 1 e 2. �2.4 Provas dos Teoremas 2.1 e 2.2Para provar os Teoremas 2.1 e 2.2, 
omo já men
ionado no iní
io da Seção 2.1, vamosprimeiro en
ontrar solução para o sistema modi�
ado (SM)~ e em seguida mostrar quetal solução é de fato solução do Sistema (S2)~. Com este objetivo traçado, vamos agora76



relembrar e �xar algumas notações para eliminar os ris
os de 
onfusão. Para 
ada
~ > 0, temos o fun
ional I~ : Er ×Er → R de�nido em (2.21). A partir do fun
ional I~temos o fun
ional J~ : Er → R de�nido por

J~(w) = I~(w + ψw, w − ψw)

= ‖w‖2~ − ‖ψw‖
2
~ −

∫

RN

[F (x, w + ψw) +G(x, w − ψw)]dx. (2.56)
J~ é de 
lasse C2(Er) e sua derivada primeira (veja (2.29)) é

J ′
~(w)(ϕ) = I ′~(w + ψw, w − ψw)(ϕ, ϕ)

= 2〈w, ϕ〉~ −

∫

RN

[f(x, w + ψw) + g(x, w − ψw)]ϕdx, (2.57)para toda ϕ ∈ Er.Proposição 2.17. Suponhamos que V satisfaz (V2) e f, g satisfazem (H1), (H2) e(2.3), 
om l1, l2 < ∞. Então, para 
ada ~ > 0, o fun
ional J~ possui um ponto 
ríti
onão-trivial w~ ∈ H1
rad(R

N), w~ ≥ 0, tal que
J~(w~) = c~ = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

J~(γ(t)) > 0, (2.58)onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], Er); γ(0) = 0 e J~(γ(1)) < 0}. Além disso, (w~+ψw~
, w~−ψw~

)é uma solução de (SM)~ tal que w~ + ψw~
, w~ − ψw~

∈ C2(RN), são positivas e
I~(w~ + ψw~

, w~ − ψw~
) = c~. (2.59)Prova. A prova é uma apli
ação do Teorema do Passo da Montanha. Primeiroobservamos que

I~(ψ,−ψ) = 〈ψ,−ψ〉~ −

∫

RN

[F (x, ψ) +G(x,−ψ)]dx ≤ 0,para todo ψ ∈ Er. Logo, por (2.24), J~(0) = maxψ∈Er I~(ψ,−ψ) = 0. Agora, pelosLemas 2.11 e 2.16 (veja a Observação 1.12), estamos nas hipóteses do Teorema doPasso da Montanha. Portanto, (2.58) segue. Agora, usando a Proposição 2.10 temosque (w~+ψw~
, w~−ψw~

) é ponto 
ríti
o de I~ e (2.59) segue de (2.58) e da de�nição de J~.Note que se tivermos w~ + ψw~
, w~ − ψw~

≥ 0 então 2w~ ≥ 0. Portanto, vamos veri�
arque w~ + ψw~
, w~ − ψw~

≥ 0. Com efeito, denotemos u~ = w~ + ψw~
e v~ = w~ − ψu~ e77




onsideremos u−~ = min{0, u~} (resp. v−~ ) a parte negativa de u~ (resp. v~). Desde que
(u~, v~) é ponto 
ríti
o de I~, temos em parti
ular I ′~(u~, v~)(0, u−~ ) = 0, ou seja,

−

∫

RN

(
~2|∇u−~ |

2 + V (x)(u−~ )
2
)
dx =

∫

RN

(
~2∇u~∇u

−
~ + V (x)u~u

−
~

)
dx

=

∫

RN

g(x, v~)u
−
~ dx ≥ 0.Portanto, u−~ = 0 e u~ ≥ 0. Usando I ′~(u~, v~)(v−~ , 0) = 0 obtemos v~ ≥ 0.A prova da regularidade de u~ e v~ pode ser obtida, por exemplo, usando [3, Lema2℄ (veja [5, p. 1℄). Para N > 2, podemos obter a regularidade e positividade 
om osargumentos do Capítulo 1. De fato, somando as duas equações de (S2)~ obtemos

−~2∆(u~ + v~) + V (x)(u~ + v~) = f(x, u~) + g(x, v~) em RN(a igualdade é no sentido fra
o). Denotemos
k(x, u~ + v~) = (1/~2) (−V (x)(u~ + v~) + f(x, u~) + g(x, v~))e

K(x) =
k(x, u~ + v~)

1 + (u~ + v~)
.Assim,

−∆(u~ + v~) = K(x)(1 + (u~ + v~)) em RN . (2.60)A�rmação: K ∈ L
N
2

loc(R
N ).De fato, seja B uma bola de RN . Temos

∫

B

|K(x)|
N
2 dx = (1/~2)

∫

B

∣∣∣∣
−V (x)(u~ + v~) + f(x, u~) + g(x, v~)

1 + (u~ + v~)

∣∣∣∣

N
2

dx

≤ (1/~2)2
N
2

(∫

B

|V (x)|
N
2 dx+

∫

B

∣∣∣∣
f(x, u~) + g(x, v~)

1 + (u~ + v~)

∣∣∣∣

N
2

dx

)
. (2.61)Note agora que

∫

B

∣∣∣∣
f(x, u~) + g(x, v~)

1 + (u~ + v~)

∣∣∣∣

N
2

dx =

∫

B∩AR

∣∣∣∣
f(u~) + g(v~)

1 + (u~ + v~)

∣∣∣∣

N
2

dx+

∫

B\AR

∣∣∣∣
u~ + v~

1 + (u~ + v~)

∣∣∣∣

N
2

dx

≤

∫

B∩AR

(f(u~) + g(v~))
N
2 dx+

∫

B\AR

1 dx.78



Então, usando as 
ontinuidades de f e g e o Lema Radial (veja (2.20)), obtemos
∫

B

∣∣∣∣
f(x, u~) + g(x, v~)

1 + (u~ + v~)

∣∣∣∣

N
2

< ∞.Isto juntamente 
om (2.61) 
on
lui a prova da a�rmação.O restante da prova segue os argumentos da prova do Teorema 1.1. �Observação 2.18. A Proposição 2.17 
ontinua válida quando tro
amos a hipótese(2.3), 
om l1, l2 <∞, por (2.4), pois na prova usamos o Lema 2.13.Lema 2.19. Para 
ada ~ > 0, seja c~ de�nido em (2.58). Então
c~ ≤ o~(~

2), ~ → 0.Prova. Consideremos φ ∈ C∞
0,rad(Ar) tal que φ(x) ≥ 0 para todo x ∈ RN e

φ(x) ≥ a0 > 0 para todo x ∈ K, onde K ⊂ supp(φ) e tem medida positiva. Como mesmo argumento da prova do Lema 2.11, obtemos
J~(tφ) → −∞, t→ ∞.Assim, existe t̄~ > 0 tal que J~(t̄~φ) < 0. Podemos assim 
onsiderar γ̄ : [0, 1] → Erde�nido por

γ̄(t) = tt̄~φ,de modo que γ̄ ∈ Γ = {γ ∈ C([0, 1], Er); γ(0) = 0 e J~(γ(1)) < 0}. Então, por (2.58),
c~ = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

J~(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

J~(γ̄(t)).Desde que J~(0φ)=0, 
om o mesmo argumento da prova do Lema 2.11, temos
J~(tφ) > 0,para t > 0 su�
ientemente pequeno, existe t~ > 0 tal que

J~(t~φ) = max
t∈[0,1]

J~(γ̄(t)) = max
t≥0

J~(tφ).Então, re
ordando a de�nição de J~ e que V (x) = 0 para todo x ∈ Ar, tem-se
c~ ≤ J~(t~φ) ≤ ‖t~φ‖

2
~ − ‖ψt~φ‖

2
~ −

∫

RN

[F (x, t~φ+ ψt~φ) +G(x, t~φ− ψt~φ)]dx

≤ t2~

∫

Ar

~2|∇φ|2dx. (2.62)79



Por outro lado, desde que J ′
~(t~φ)(φ) = 0, usando a de�nições de J ′

~, f(x, s) e g(x, s),temos
0 = J ′

~(t~φ)(φ) = 〈t~φ, φ〉~ −

∫

RN

[f(x, t~φ+ ψt~φ) + g(x, t~φ− ψt~φ)]φdx,ou seja,
t~

∫

Ar

~2|∇φ|2dx =

∫

RN

[f(x, t~φ+ ψt~φ) + g(x, t~φ− ψt~φ)]φdx

≥

∫

K

[f(t~φ+ ψt~φ) + g(t~φ− ψt~φ)]φdx. (2.63)Agora observemos que, ou existe K1 ⊂ K, 
om medida positiva, tal que ψt~φ ≥ 0 em
K1, ou existe K2 ⊂ K, 
om medida positiva, tal que ψt~φ ≤ 0 em K2. No primeiro 
aso,desde que f(s) é 
res
entes (por (H2)), temos

t~

∫

Ar

~2|∇φ|2dx ≥

∫

K1

f(t~φ+ ψt~φ)φdx ≥

∫

K1

f(t~φ)φdx.Então,
~2

∫

Ar

|∇φ|2dx ≥

∫

K1

f(t~φ)

t~φ
a0φdx ≥ a20

∫

K1

f(t~φ)

t~φ
dx.Assim, segue de (H2), f(s)/s ser 
res
ente e lims→∞ f(s)/s = ∞ que t~ → 0 quando

~ → 0. Por outro lado, se ψt~φ ≤ 0 em K2 então −ψt~φ ≥ 0 em K2. Desde que g(s) é
res
ente, por (2.63), obtemos
t~

∫

Ar

~2|∇φ|2dx ≥

∫

K2

g(t~φ− ψt~φ)φdx ≥

∫

K2

g(t~φ)φdx.Logo, desenvolvendo o ra
io
ínio anterior 
hegamos a mesma 
on
lusão. Portanto, emtodo 
aso, t~ → 0 quando ~ → 0 e, por (2.62), 
on
lui-se a prova. �Lema 2.20. Suponhamos que V satisfaz (V2) e f, g satisfazem (H1), (H2) e (2.3),
om l1, l2 < ∞. Se (u~, v~) = (w~ + ψw~
, w~ − ψw~

) é uma solução do Sistema (SM)~obtida pelo Proposição 2.17, então
‖(u~, v~)‖H1×H1 ≤ o~(~

r), ~ → 0,onde r = min{(p− 2)/p, (q − 2)/q} > 0. 80



Prova. Pela de�nição de I ′~ (veja (2.22)), temos
I ′~(u~, v~)(u~, v~) = ‖u~‖

2
~ + ‖v~‖

2
~ −

∫

RN

(f(x, u~)v~ + g(x, v~)u~)dx.Desde que (u~, v~) é solução de (SM)~, obtemos
‖u~‖

2
~ + ‖v~‖

2
~ =

∫

RN

(f(x, u~)v~ + g(x, v~)u~)dx. (2.64)Temos ainda
2I~(u~, v~)− I ′~(u~, v~)(u~, v~) =

∫

RN

(f(x, u~)u~ − 2F (x, u~))dx

+

∫

RN

(g(x, v~)v~ − 2G(x, v~))dx.Por (2.14), f(x, s)s − 2F (x, s) ≥ 0 para todo x ∈ AcR, respe
tivamente para g(x, s).Logo,
∫

AR

(f(x, u~)u~ − 2F (x, u~))dx +

∫

AR

(g(x, v~)v~ − 2G(x, v~))dx ≤ 2c~.Usando (2.34), obtemos
∫

AR

(f(x, u~)u~ + g(x, v~)v~)dx ≤
2 + δ′

δ′
2c~. (2.65)Agora, utilizando (H1) e (2.3), dado ε > 0, por (2.36), temos

∫

AR

f(x, u~)v~dx ≤ ε

∫

AR

(
u2~ + v2~

)
dx+ Cε‖(u~, v~)‖~

(∫

AR

f(x, u~)u~dx

) p−1

p

.Isto juntamente 
om (2.65) impli
a
∫

AR

f(x, u~)v~dx ≤ ε

∫

AR

(
u2~ + v2~

)
dx+ Cc

p−1

p

~ ‖(u~, v~)‖~, (2.66)onde C = C(ε) > 0 é uma 
onstante. De modo análogo,
∫

AR

g(x, v~)u~dx ≤ ε

∫

AR

(
u2~ + v2~

)
dx+ Cc

q−1

q

~ ‖(u~, v~)‖~. (2.67)Por (2.14),
∫

Ac
R

(f(x, u~)v~ + g(x, v~)u~)dx ≤
1

k

∫

Ac
R

V (x)
(
u2~ + v2~

)
dx. (2.68)81



Então, juntando (2.64) e (2.66)-(2.68), obtemos
‖u~‖

2
~ + ‖v~‖

2
~ ≤

(
2Cε+

1

k

)(
‖u~‖

2
~ + ‖v~‖

2
~

)
+ 2Cε‖(u~, v~)‖~

(
c

p−1

p

~ + c
q−1

q

~

)Considerando ε > 0 e k > 1 tais que (2Cε+ 1/k) < 1/2, 
on
lui-se que
1

2

(
‖u~‖

2
~ + ‖v~‖

2
~

)
≤ 2C‖(u~, v~)‖~

(
c

p−1

p

~ + c
q−1

q

~

)e, usando a imersão de Er em H1
rad(R

N ), obtém-se
~‖(u~, v~)‖H1×H1 ≤ ~C1‖(u~, v~)‖ ≤ C1‖(u~, v~)‖~ ≤ 4C̃

(
c

p−1

p

~ + c
q−1

q

~

)
.Assim, 
on
luímos a prova apli
ando a estimativa do Lema 2.19. �Lema 2.21. Suponhamos que V satisfaz (V2) e f, g satisfazem (H1), (H2) e (2.4). Se

(u~, v~) = (w~+ψw~
, w~−ψw~

) é uma solução do Sistema (SM)~ obtida pela Proposição2.17, então
‖(u~, v~)‖H1×H1 ≤ o~(1), ~ → 0.Prova. Por (2.64) e (iv) do Lema 2.5, dado ε > 0, existe Cε tal que

‖u~‖
2
~ + ‖v~‖

2
~ ≤ ε

∫

AR

(
u2~ + v2~

)
dx+ Cε

∫

AR

(f(x, u~)u~ + g(x, v~)v~)dx

∫

Ac
R

(f(x, u~)v~ + g(x, v~)u~)dx.Usando agora (2.65) e (2.14) obtemos
‖u~‖

2
~ + ‖v~‖

2
~ ≤ ε

∫

AR

(
u2~ + v2~

)
dx+ Cε

2 + δ′

δ′
2c~ +

1

k

∫

Ac
R

V (x)
(
u2~ + v2~

)
dx

≤

(
Cε+

1

k

)(
‖u~‖

2
~ + ‖v~‖

2
~

)
+ Cε

2 + δ′

δ′
2c~.Considerando ε > 0 e k > 1 tais que (Cε+ 1/k) < 1/2, obtemos (assumindo ~ ≤ 1)

~2

2

(
‖u~‖

2
H1 + ‖v~‖

2
H1

)
≤

~2

2
C
(
‖u~‖

2 + ‖v~‖
2
)
≤

1

2

(
‖u~‖

2
~ + ‖v~‖

2
~

)
≤ C̃c~,onde C̃ > 0 e independente de ~. Usando o Lema 2.19 
on
luímos a prova. �82



Prova do Teorema 2.1. Para 
ada ~ > 0, 
onsideremos (u~, v~) uma solução doSistema (SM)~ obtida pela Proposição 2.17. Pelo Lema de Strauss (veja (2.20)), temos
u~(x) ≤

C‖u~‖H1

|x|1/2
e v~(x) ≤

C‖v~‖H1

|x|1/2
(2.69)quase sempre em RN \ {0}. Denotando

m~ = max{max
x∈∂AR

u~(x), max
x∈∂AR

v~(x)}.segue de (2.69) e do Lema 2.20 que lim~→0m~ = 0. Logo, dado a > 0, seja ~0 > 0 talque
m~ <

a

2
, para todo ~ ∈ (0, ~0].Então, (u~ + v~ − a)+ = 0 em ∂AR. Desde que u~ + v~ satisfaz a equação

−~2∆(u+ v) + V (x)(u+ v) = f(x, u) + g(x, v) em RN ,(equação obtida da soma das equações de (SM)~), podemos multipli
á-la por (u~+v~−
a)+ e integrar em RN \ AR para obter

∫

RN\AR

[
− ~2∆(u~ + v~) · (u~ + v~ − a)+ + V (x)(u~ + v~) · (u~ + v~ − a)+

]
dx

=

∫

RN\AR

[f(x, u~) + g(x, v~)] · (u~ + v~ − a)+dx.Integrando por partes e organizando os termos, obtemos
∫

RN\AR

~2|∇(u~ + v~ − a)+|2dx =

∫

RN\AR

[−V (x)u~ + f(x, u~)](u~ + v~ − a)+dx

+

∫

RN\AR

[−V (x)v~ + g(x, v~)](u~ + v~ − a)+dx.Pela desigualdade (2.14), temos
−V (x)s + f(x, s) ≤ 0 e − V (x)s+ g(x, s) ≤ 0, x ∈ RN \ AR, s ≥ 0.Logo,

∫

RN\AR

~2|∇(u~ + v~ − a)+|2dx ≤ 0.83



Portanto, u~+ v~− a ≤ 0 em RN \AR. Es
olhendo agora a = min{a1, a2}, onde a1 e a2são das de�nições de f̃ e g̃ em (2.11), obtemos u~ ≤ a1 e v~ ≤ a2 em RN \ AR. Então,
f(x, u~) = f(u~) e g(x, v~) = g(v~) em RN ,e, portanto, (u~, v~) é solução de (S2)~ para todo ~ ∈ (0, ~0].Prova do Teorema 2.2. A prova é a mesma, 
om apenas uma mudança. Tro
amoso uso do Lema 2.20 pelo Lema 2.21.
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CAPÍTULO 3SISTEMA COM CRESCIMENTOCRÍTICO PERTURBADO
Neste 
apítulo estudamos existên
ia de solução para o sistema:

(S3)~

{
−~2∆u+ V (x)u = g(v) + v2

∗−1 em RN ,

−~2∆v + V (x)v = f(u) + u2
∗−1 em RN ,onde u, v ∈ C2(RN), u, v > 0 em RN , N ≥ 3, ~ > 0 um parâmetro real e

2∗ = 2N/(N − 2). Assumiremos que V : RN → R é uma função radialmente simétri
a,lo
almente Hölder 
ontínua e satisfaz:
(V3) V (x) = V (|x|) ≥ α > 0 para todo x ∈ RN ;
(V4) inf

B0

V (x) < inf
∂B0

V (x),para alguma bola aberta B0 = Br0(x̄) ⊂ RN , r0 > 0. Além disso, as funções
f, g ∈ C1(R) são tais que:
(H1) f(0) = f ′(0) = 0 = g(0) = g′(0);

(H2) existe δ′ > 0 tal que
0 < (1 + δ′)f(s)s ≤ f ′(s)s2 e 0 < (1 + δ′)g(s)s ≤ g′(s)s2, s ∈ R.85



(H3) f(s) = o(|s|2
∗−1) e g(s) = o(|s|2

∗−1), |s| → ∞; mais pre
isamente,
lim

|s|→+∞

f(s)

|s|2∗−1
= 0 = lim

|s|→+∞

g(s)

|s|2∗−1
.Devido a 
ondição (V3) não permitir V se anular, os argumentos usados nos
apítulos anteriores que tornam os níveis 
ríti
os pequenos quando ~ → 0 não seapli
am a este 
aso. Então, a alternativa é exigir mais uma hipótese para f e g.Vamos exigir uma 
ondição do tipo Brézis-Nirenberg [21, Seção 2.2℄. Para introduzirtal hipótese, vamos seguir Hulshof-Van der Vorst [53℄ e Yang [90℄. Consideremos

(uǫ, vǫ) = (uǫ,x0, vǫ,x0), a ground state do Sistema (7), de�nida em (8), e F (s) = ∫ s
0
f(t)dte G(s) = ∫ s

0
g(t)dt as primitivas de f e g. Assumiremos:

(H4)

lim
ǫ→0

ǫN

‖uǫ‖22

∫ 1/ǫ

0

F
(
ǫ−

N
p uǫ(r)

)
rN−1dr = ∞e

lim
ǫ→0

ǫN

‖vǫ‖22

∫ 1/ǫ

0

G
(
ǫ−

N
q vǫ(r)

)
rN−1dr = ∞.Estamos interessados em soluções positivas de (S3)~ e portanto assumiremos que

f(s) = g(s) = 0, para todo s ≤ 0. Observamos que, 
omo 
onsequên
ia da 
ondição
(H2), temos a bem 
onhe
ida 
ondição de Ambrosetti-Rabinowitz (veja (2.1)):

0 < (2 + δ′)F (s) ≤ f(s)s e 0 < (2 + δ′)G(s) ≤ g(s)s, s > 0. (3.1)Além disso, existem C1, C2 > 0 tais que
F (s) ≥ C1s

2+δ′ − C2 e G(s) ≥ C1s
2+δ′ − C2, s ≥ 0. (3.2)Um típi
o exemplo de funções que satisfazem (H1) − (H4) é f(s) = |s|µ−2s e

g(s) = |s|ν−2s, s ∈ R, 2 < µ, ν < 2∗.O prin
ipal resultado deste 
apítulo é o seguinte teorema:Teorema 3.1. Suponha que V satisfaz (V3) − (V4) e f, g satisfazem (H1) − (H4).Então existe ~0 > 0 tal que, para 
ada ~ ∈ (0, ~0], o Sistema (S3)~ possui uma solução
(u~, v~) ∈ H1

rad(R
N)×H1

rad(R
N). Além disso, u~, v~ ∈ C2(RN), são positivas e
u~(x), v~(x) → 0, |x| → ∞.86



O Teorema 3.1 está rela
ionado 
om os prin
ipais resultados de [4℄, no 
aso es
alar,e [90℄, no 
aso do sistema.Observação 3.2. Podemos tro
ar na 
ondição (V4) a bola B0 por um anel, porexemplo, AR 
onsiderado no Capítulo 2, que o Teorema 3.1 ainda 
ontinua válido.Como dis
utido na Introdução, no 
aso es
alar, Alves et al. [4, p 497℄ observamque a solução obtida, no 
aso sub
ríti
o, por del Pino - Felmer em [40℄ não é umaground state, o que é razoável, segundo eles, pois alguns problemas sob a hipótese
(V4) não admitem solução ground state. Eles observam ainda que essa foi uma daspossíveis razões que motivaram del Pino-Felmer a 
onsiderar um problema 
om anão linearidade apropriadamente modi�
ada (veja [40, p 125℄). Como o problemamodi�
ado é rela
ionado 
om um problema `limite', permitiu aos autores provarexistên
ia de solução e várias propriedades. Não foi diferente 
om Alves et al. [4℄para equação 
om 
res
imento 
ríti
o nem é para sistema. Note que temos o sistema

{
−∆ũ + V (~x+ x0)ũ = g(ṽ) + ṽ2

∗−1 em RN ,

−∆ṽ + V (~x+ x0)ṽ = f(ũ) + ũ2
∗−1 em RN ,

(3.3)obtido do Sistema (S3)~ pela mudança de variável x 7→ ~x + x0. Então, passando aolimite quando ~ → 0, é de se esperar que o Sistema (3.3) tenha alguma relação 
om osistema `limite'
{

−∆ū+ V (x0)ū = g(v̄) + v̄2
∗−1 em RN ,

−∆v̄ + V (x0)v̄ = f(ū) + ū2
∗−1 em RN .

(3.4)O Sistema (3.4) foi estudado por Yang [90℄. Ele mostrou a existên
ia de solução groundstate (ū, v̄) e que ū e v̄ são radiais e têm de
aimento no in�nito. Para obter solução, Yangusa o método dual. Este método tem a vantagem de não se trabalhar 
om o fun
ionalasso
iado ao Sistema (3.4) que tem a 
ara
terísti
a de ser fortemente inde�nido. Aprin
ípio podemos abordar o Sistema (S3)~ 
om este método, a exemplo de Sirakov-Soares [82℄ para o 
aso sub
ríti
o. Mas as di�
uldades surgem quando pre
isamosrela
ionar os níveis 
ríti
os dos Sistemas (S3)~ e (3.4). Então, vamos estudar o Sistema
(S3)~ seguindo as ideias de del Pino-Felmer [40℄ e Alves et al. no 
aso es
alar, e deRamos-Tavares [71℄ e Yang [90℄ para sistema, 
om a mesma formulação varia
ional dosCapítulos 1 e 2. 87



O 
apítulo está organizado da seguinte forma: na primeira seção apresentamosalgumas preliminares rela
ionadas 
om o Capítulo 2 e na segunda seção, seguindo osargumentos da Seção 2.3, estudamos a 
ondição de Palais-Smale. Na ter
eira seçãoexpomos resultados de Yang [90℄ para o sistema limite (3.4). Assumindo uma estimativaenun
iada ao �nal da Seção 3.3, provamos o Teorema 3.1 na quarta seção e �nalizamos
om a última seção destinada a prova da estimativa anteriormente assumida.3.1 PreliminaresNesta seção e na próxima, para tornar o texto mais 
ompleto e evitar ris
os de
onfusões, vamos apresentar de forma su
inta resultados do Capítulo 2 adaptados aopresente 
apítulo.Devido ao 
res
imento no in�nito das não-linearidades f e g, podemos abordar oSistema (S3)~ 
onsiderando o subespaço
Er =

{
u ∈ H1

rad(R
N) :

∫

RN

V (x)u2dx <∞

}
,do espaço das funções radialmente simétri
as H1

rad(R
N). Este é um espaço de Hilbertquando munido do produto interno

〈u, v〉 =

∫

RN

(∇u∇v + V (x)uv)dx, u, v ∈ Er,e norma 
orrespondente ‖u‖ = 〈u, u〉1/2. Note que, sob a hipótese (V3), para todo
2 ≤ r ≤ 2∗ temos que as imersões

Er →֒ H1
rad(R

N) →֒ Lr(RN ),são imersões 
ontínuas. Lembramos ainda que devido a Strauss [84℄ a última imersãoé 
ompa
ta para 2 < r < 2∗. Consideramos Er ×Er munido do produto interno
〈(u, v), (φ, ϕ)〉 = 〈u, φ〉+ 〈v, ϕ〉, u, v, φ, ϕ ∈ Er,e norma 
orrespondente ‖(u, v)‖ =

(
‖u‖2 + ‖v‖2

)1/2. Para 
ada ~ > 0, vamos denotar
〈u, v〉~ =

∫

RN

(~2∇u∇v + V (x)uv)dx88



e ‖u‖~ = 〈u, u〉
1/2
~ , para todos u, v ∈ Er. Observamos agora que (S3)~ é o sistema deequações de Euler-Lagrange asso
iado ao fun
ional Î~ : Er ×Er → R

Î~(u, v) = 〈u, v〉~ −

∫

RN

(
F (u) +

1

2∗
(u+)2

∗

)
dx−

∫

RN

(
G(v) +

1

2∗
(v+)2

∗

)
dx, (3.5)onde u+ = max{u, 0} (resp. v+). Além disso, Î~ é de 
lasse C2 sobre Er × Er e suaderivada é dada por

Î ′~(u, v)(φ, ϕ) = 〈u, ϕ〉~ + 〈v, φ〉~ −

∫

RN

(
f(u) + (u+)2

∗−1
)
φdx−

∫

RN

(
g(v) + (v+)2

∗−1
)
ϕdx,(3.6)para quaisquer φ, ϕ ∈ Er.Os pontos 
ríti
os do fun
ional Î~ 
orrespondem as soluções no sentido fra
o de

(S3)~.Observação 3.3. Chamamos agora a atenção para o fato de que podemos supor, semperda de generalidade, que 0 /∈ B0 (a origem não perten
e ao fe
ho de B0). Esta é umaobservação motivada devido o Sistema (S3)~ ser aut�nomo, muito útil a posteriori, eque pode ser deduzida a partir de (3.5) e (3.6). De fato, suponhamos que 0 ∈ B0. Sejam
d > 0 o diâmetro de B0 e x0 ∈ RN tal que |x0| = 2d. Note que x0 /∈ B. Consideremos
B̃0 := x0+B0, de modo que 0 /∈ B̃0, e Ṽ (x) = V (x−x0). Denotemos por Ĩ~ o fun
ional
Î~ quando tro
amos V por Ṽ . Então, se (ũ~, ṽ~) ∈ Er × Er é um ponto 
ríti
o de Ĩ~,temos que (ũ~(x+ x0), ṽ~(x+ x0)) ∈ Er × Er é um ponto 
ríti
o de Î~.Usando argumentos similares aos 
ontidos em [4℄, [40℄ e [71℄, iremos modi�
ar ostermos não lineares f(s)+ (s+)2

∗−1 e g(s)+ (s+)2
∗−1 de forma 
onveniente. Para tanto,pre
isamos do seguinte resultado elementar:Lema 3.4. Dado ǫ > 0, existe a1 > 0 tal que

f ′(a1) + (2∗ − 1)a2
∗−2

1 ≤ ǫ e f ′(s) + (2∗ − 1)s2
∗−2 ≥ f ′(a1) + (2∗ − 1)a2

∗−2
1 , (3.7)para todo s ≥ a1.Prova. A prova é uma adaptação imediata de prova do Lema 2.4. �Agora, dado ǫ > 0, 
onsideremos a1 > 0 satisfazendo (3.7) e de�namos a função

f̃(s) =




f(s) + s2

∗−1 se s ≤ a1

A1s+ Â1 se s ≥ a1,
(3.8)89



onde A1 = (f ′(a1) + (2∗ − 1)a2
∗−2

1 ) e Â1 = (f(a1) + a2
∗−1

1 − A1a1). A partir da função
f̃(s) 
onsideramos a função f : RN × R → R de�nida por

f(x, s) = χB0
(f(s) + s2

∗−1) + (1− χB0
)f̃(s), se s ≥ 0,e f(x, s) = 0, se s ≤ 0, onde χB0

denota a função 
ara
terísti
a do 
onjunto B0. Demodo similar, en
ontramos a2 > 0 e de�nimos a função g(x, s). A primitiva de f(x, s)é
F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt,respe
tivamente G(x, s). Algumas propriedades de f(x, s) e g(x, s) são expostas nopróximo lema.Lema 3.5. A função f(x, s) (resp. g(x,s)) é radialmente simétri
a (em relação ao
entro de B0) e possui as seguintes propriedades:
(i) f(x, s) = f(s) + s2

∗−1 = o(s), próximo da origem, uniformemente em x ∈ RN ;
(ii) f(x, s) ≤ f(s) + s2

∗−1, para todo s > 0 e x ∈ RN ;
(iii)

0 < (1 + δ′)f(x, s)s ≤
∂f

∂s
(x, s)s2, x ∈ B0 e s > 0 ou x ∈ RN\B0 e s ≤ a1, (3.9)

0 < f(x, s)s ≤
∂f

∂s
(x, s)s2, x ∈ RN\B0 e s > 0, (3.10)

0 ≤ 2F (x, s) ≤ f(x, s)s ≤
α

k
s2 ≤

1

k
V (x)s2, x ∈ RN\B0 e s > 0, (3.11)onde α > 0 é da 
ondição (V3) e k > 1;

(iv)
∂f

∂s
(x, s) ≥ 0 e ∂f

∂s
(x, s) ≤ C(1 + s2

∗−2) para x ∈ RN , s ≥ 0 e algum C > 0.Prova. A prova é similar a do Lema 2.5 �Agora vamos 
onsiderar o seguinte sistema modi�
ado:
(Sm)~

{
−~2∆u+ V (x)u = g(x, v) em RN ,

−~2∆v + V (x)v = f(x, u) em RN ,onde u, v ∈ C2(RN). O Sistema (Sm)~ é o sistema de equações de Euler-Lagrangeasso
iado ao fun
ional I~ : Er × Er → R, de�nido por
I~(u, v) =

∫

RN

(
~2∇u∇v + V (x)uv

)
dx−

∫

RN

(
F (x, u) +G(x, v)

)
dx, (3.12)90



onde F (x, s) =
∫ s
0
f(x, t)dt e G(x, s) =

∫ s
0
g(x, t)dt. Observamos ainda que I~ é de
lasse C2 sobre Er × Er, sua derivada primeira é dada por

I ′~(u, v)(φ, ϕ) = 〈u, ϕ〉~ + 〈v, φ〉~ −

∫

RN

(
f(x, u)φ+ g(x, v)ϕ

)
dx, (3.13)para todos φ, ϕ ∈ Er e sua derivada segunda é

I ′′~
(
(u, v)

)(
(φ, ϕ), (ζ, η)

)
= 〈φ, η〉~ + 〈ϕ, ζ〉~ −

∫

RN

[f ′(x, u)φζ + g′(x, v)ϕη]dx, (3.14)para todo φ, ϕ, η, ζ ∈ Er, onde f ′(x, s) representa a derivada de f(x, s) em ralação a s,respe
tivamente g′(x, s).Os pontos 
ríti
os do fun
ional I~ 
orrespondem a soluções não-negativas de (Sm)~.Observação 3.6. Para simpli�
ar a notação, vamos 
onsiderar nesta seção e napróxima ~ = 1, e usaremos as seguintes notações: 〈·, ·〉 = 〈·, ·〉1, ‖ · ‖ = ‖ · ‖1 e
I = I1.Fixado w ∈ Er, 
onsideremos o fun
ional F : Er → R, de�nido por:

F(ψ) = I(w + ψ,w − ψ).Proposição 3.7. O fun
ional F é limitado superiormente e o supremo:
sup
ψ∈Er

I(w + ψ,w − ψ);é atingido em um úni
o ψ.Prova. A prova é similar a da Proposição 2.7. �Pela Proposição anterior, dado w ∈ Er, existe um úni
o ψw ∈ Er tal que
I(w + ψw, w − ψw) = max

ψ∈Er

I(w + ψ,w − ψ). (3.15)Deste modo temos a apli
ação Φ : Er → Er de�nida por:
Φ(w) = ψw. (3.16)Observação 3.8. Ainda pelas 
onsiderações anteriores, F possui um úni
o ponto
ríti
o, a saber, ψw. Portanto,

I ′(w + ψw, w − ψw)(φ,−φ) = 0, (3.17)91



para todo φ ∈ Er. Note ainda que, �xado w ∈ Er, a identidade (3.17) nos diz que
ψw ∈ Er é a úni
a solução da equação

−2∆ψ + 2V (x)ψ = −f(x, w + ψ) + g(x, w − ψ), (3.18)em E ′
r.Proposição 3.9. A apli
ação Φ é de 
lasse C1.Prova. A prova segue da 
ombinação de (iv), do Lema 3.5, e dos argumento das provasdas Proposições 1.7 e 2.9. �Em função da Proposição 3.7 podemos 
onsiderar o fun
ional reduzido J : Er → Rde�nido por

J(w) = I(w + ψw, w − ψw)

= ‖w‖2 − ‖ψw‖
2 −

∫

RN

[F (x, w + ψw) +G(x, w − ψw)]dx. (3.19)Combinando a Proposição 3.9, a regra da 
adeia e (3.17), obtemos
J ′(w)(φ) = I ′(w + ψw, w − ψw)(φ, φ), (3.20)para todo φ ∈ Er. Desde que I é de 
lasse C2 e Φ é de 
lasse C1, por (3.20), observamosque J também é de 
lasse C2 
om

J ′′(w)(ϕ, φ) = I ′′(w + ψw, w − ψw)(ϕ+Dψw(ϕ), ϕ−Dψw(ϕ))(φ, φ). (3.21)Consideremos
KJ := {w ∈ Er : J

′(w) = 0} e KI := {(u, v) ∈ Er ×Er : I
′(u, v) = 0}.Proposição 3.10. A apli
ação h : KJ → KI de�nida por

h(w) = (w + ψw, w − ψw),é um homeomor�smo 
uja inversa h
−1 : KI → KJ é dada por

h
−1(u, v) =

(u+ v)

2
.Prova. A prova é similar a da Proposição 1.8. �O fun
ional J satisfaz a geometria do passo da montanha.92



Lema 3.11. O fun
ional J satisfaz as seguintes 
ondições:
(i) Existem β, ρ > 0 tais que J(w) ≥ β para ‖w‖ = ρ;
(ii) Existe e ∈ Er, 
om ‖e‖ > ρ, tal que J(e) < 0.Prova. A prova é análoga a prova do Lema 2.11. �3.2 Condição de Compa
idadeNosso desejo é provar que o fun
ional J : Er → R, de�nido na seção anterior,
umpre a 
ondição de Palais-Smale. Para isto usamos os argumentos da Seção 2.3.Lema 3.12. Seja (un, vn)n uma sequên
ia (PS) no nível 
 para o fun
ional I, isto é,

I(un, vn) → c e ‖I ′(un, vn)‖(Er×Er)′ → 0, n→ ∞.Então, (un, vn)n é limitada em Er ×Er.Prova. A prova é similar a do Lema 2.12, 
onsiderando o 
aso parti
ular p = q = 2∗.
�Com a limitação de sequên
ias Palais-Smale para o fun
ional I, temos que estassequên
ias possuem subsequên
ias fra
amente 
onvergentes.Lema 3.13. Seja (un, vn) ⊂ Er × Er uma sequên
ia fra
amente 
onvergente para

(u, v) ∈ Er ×Er. Suponha que
‖I ′(un, vn)‖(Er×Er)′ → 0, n→ ∞.Então, (u, v) é um ponto 
ríti
o de I.Prova. A prova é basi
amente a mesma do Lema 2.14, 
om pequenas alterações. Sejam

φ, ϕ ∈ C∞
0,rad(R

N). Temos que I ′(un, vn)(φ, ϕ) → 0, n→ ∞. Lembramos que
I ′(un, vn)(φ, ϕ) = 〈un, ϕ〉+ 〈vn, φ〉 −

∫

RN

(f(x, un)φ+ g(x, vn)ϕ)dx. (3.22)Observamos que
〈un, ϕ〉 → 〈u, ϕ〉 e 〈vn, φ〉 → 〈v, φ〉, n→ ∞. (3.23)93



A�rmação: ∫
RN

f(x, un)φdx→

∫

RN

f(x, u)φdx, n→ ∞.De fato, denotemos por ω o suporte de φ. Pelas imersões de Sobolev, temos
un → u em Lr(ω), 1 ≤ r < 2∗.Então, un(x) → u(x) em quase todo x ∈ ω e existe h ∈ Lr(ω), h ≥ 0, tal que

|un(x)| ≤ h(x) para quase todo x ∈ ω. Assim, por (iv) Lema 3.5, temos
|f(x, un)φ| ≤ C

(
|un|+ |un|

2∗−1
)
|φ| ≤ C

(
|h|+ |h|2

∗−1
)
|φ| ∈ L1(ω).Desde que f(x, s) é 
ontínua, tem-se f(x, un(x))φ → f(x, u(x))φ para quase todo x ∈ ω.Podemos assim apli
ar o Teorema da Convergên
ia Dominada e 
on
luir a prova daa�rmação.Temos uma mesma a�rmação para g(x, s). Então, juntando estas a�rmações 
om(3.23), segue de (3.22) que

0 = 〈u, ϕ〉+ 〈v, φ〉 −

∫

RN

(f(x, u)φ+ g(x, v)ϕ)dx = I ′(u, v)(φ, ϕ).Por �m, lembrando que o espaço C∞
0,rad(R

N) é denso em Er, 
on
luímos a prova dolema. �Lema 3.14. Seja (un, vn)n uma sequên
ia limitada em Er × Er tal que
‖I ′(un, vn)‖(Er×Er)′ → 0, n→ ∞.Então, dado ε > 0, existe R0 > 0 tal que

lim sup
n→∞

∫

{|x|>R}

[
|∇un|

2 + V (x)u2n
]
dx < ε (resp.vn),para R > R0.Prova. A prova é similar a do Lema 2.15. �Agora, também de maneira análoga a prova do Lema 2.16, provamos que o fun
ional

I satisfaz a 
ondição Palais-Smale.Lema 3.15. O fun
ional I satisfaz a 
ondição (PS)c para todo c ∈ R.94



Prova. Com os argumentos do iní
io da prova do Lema 2.16, obtemos
‖un − u‖2 + ‖vn − v‖2 =

∫

RN

(f(x, un)− f(x, u))vndx+

∫

RN

(g(x, vn)− g(x, v))undx

+

∫

RN

(f(x, u)− f(x, un))vdx+

∫

RN

(g(x, v)− g(x, vn))udx

+ on(1). (3.24)A�rmação 1: ∫

RN

(f(x, un)− f(x, u))vndx→ 0, n→ ∞.De fato, 
onsideremos ini
ialmente uma bola BR = BR(0) 
om raio su�
ientementegrande tal que B0 ⊂⊂ BR. Então, por (3.11), temos
∣∣∣∣∣

∫

Bc
R

(f(x, un)− f(x, u))vndx

∣∣∣∣∣ ≤
1

k

∫

Bc
R

(V (x)|un||vn|+ V (x)|u||vn|)dx

≤
1

2k

∫

Bc
R

V (x)
(
|un|

2 + |vn|
2 + |u|2 + |vn|

2
)
dx.Usando agora o Lema 3.14 e o fato que V u2 ∈ L1(RN), existe R > 0 su�
ientementegrande tal que ∫

Bc
R

(f(x, un)− f(x, u))vndx = on(1). (3.25)Pelas imersões de Sobolev, temos
un → u em Lr(BR), 1 ≤ r < 2∗.Então, un(x) → u(x) em quase todo x ∈ BR e existe h ∈ Lr(BR), h ≥ 0, talque |un(x)| ≤ h(x) para quase todo x ∈ BR. Desde que f(x, s) é 
ontínua, tem-se

f(x, un(x)) → f(x, u(x)) para quase todo x ∈ BR. Por (3.11), temos
|f(x, un)− f(x, u)| ≤ (α/k)(|un|+ |u|) ≤ (α/k)(h+ |u|) ∈ L2(BR \B0).Usando agora (iv) do Lema 3.5, obtemos

|f(x, un)| ≤ C
(
|un|+ |un|

2∗−1
)
≤ C

(
|h|+ |h|2

∗−1
)
∈ L1(B0).Podemos assim apli
ar o Teorema da Convergên
ia Dominada e 
on
luir que

∫

BR\B0

(f(x, un)− f(x, u))2dx→ 0, n→ ∞, (3.26)95



e ∫

B0

f(x, un)dx→

∫

B0

f(x, u)dx, n→ ∞. (3.27)Desde que
∣∣∣∣
∫

BR\B0

(f(x, un)− f(x, u))vndx

∣∣∣∣ ≤
(∫

BR\B0

(f(x, un)− f(x, u))2dx

) 1

2
(∫

BR\B0

v2ndx

) 1

2

,segue da limitação de (vn) em L2(RN) e de (3.26) que
∫

BR\B0

(f(x, un)− f(x, u))vndx = on(1). (3.28)Agora, usando o Lema Radial de Strauss [91, Lema 1.1, p 250℄ (ou veja [84℄), temos
|vn(x)| ≤

C‖vn‖

|x|1/2
, para quase todo x ∈ RN \ {0},para alguma 
onstante C > 0. Seja d > 0 a distân
ia da origem a B0 (note que estamosusando que 0 /∈ B0, veja a Observação 3.3). Desde que (vn) é limitada em Er, obtemos

|vn(x)| ≤
C1

d1/2
= C2, para quase todo x ∈ B0. (3.29)Juntando então (3.27) e (3.29), tem-se

∫

B0

(f(x, un)− f(x, u))vndx = on(1). (3.30)A prova da A�rmação 1 segue portanto de (3.25), (3.28) e (3.30).A�rmação 2: ∫

RN

(f(x, un)− f(x, u))vdx→ 0, n→ ∞.A prova da A�rmação 2 é a mesma da A�rmação 1 tro
ando-se apenas vn por v.Evidentemente as A�rmações 1 e 2 são também verdadeiras tro
ando-se f(x, s) por
g(x, s). Portanto, a prova do lema segue de (3.24) e das A�rmações 1 e 2. �3.3 O Sistema LimiteComo men
ionado na Introdução e no iní
io deste 
apítulo, o Sistema (S3)~ estárela
ionado 
om o sistema `limite':
(SL)

{
−∆u + λu = g(v) + v2

∗−1 em RN ,

−∆v + λv = f(u) + u2
∗−1 em RN ,96



onde λ > 0 e u, v > 0 em RN . O Sistema (SL) foi estudado por Yang [90℄. Ele mostroua existên
ia de solução ground state (ū, v̄) e que ū e v̄ são radiais e têm de
aimentos noin�nito. Para obter solução, Yang usa o método dual. Este método tem a vantagem denão se trabalhar 
om o fun
ional asso
iado ao Sistema (SL) que tem a 
ara
terísti
ade ser fortemente inde�nido. Mas, para usar os resultados de Yang [90℄, faremos aformulação varia
ional apresentada anteriormente.O Sistema (SL) é o sistema de equações de Euler-Lagrange asso
iado ao fun
ionalfortemente inde�nido Iλ : H
1(RN)×H1(RN) → R dado por

Iλ(u, v) = 〈u, v〉H1(RN ) −

∫

RN

(
F (u) +

1

2∗
(u+)2

∗
)
dx−

∫

RN

(
G(v) +

1

2∗
(v+)2

∗
)
dx,onde F (s) = ∫ s

0
f(t)dt e G(s) = ∫ s

0
g(t)dt.Consideramos

cλ = inf {Iλ(u, v) : (u, v) 6= (0, 0) é solução de (SL)} . (3.31)O resultado a seguir é devido a Yang [90℄.Proposição 3.16. [90, Proposição 5.2℄ Sob as hipóteses (H1)− (H4) o Sistema (SL)possui uma solução (uλ, vλ) tal que uλ, vλ ∈ C2(RN), uλ, vλ > 0 em RN , radialmentesimétri
as e
cλ = Iλ(uλ, vλ).Observação 3.17. A Proposição 3.16 é uma versão simpli�
ada da Proposição 5.2em [90℄. Mas pre
isamente, a existên
ia de uma solução que realiza o ín�mo (3.31) éobtida num 
ontexto mais geral que o 
onsiderado aqui. Porém, no 
ontexto mais geraltratado em [90℄, não é 
laro ser garantida as propriedades de regularidade, de
aimento,simetria e positividade apresentadas na Proposição 3.16.Motivados por Rabinowitz [67℄, que estudou o 
aso es
alar, Ramos-Soares [70℄estudaram a 
ontinuidade e monotoni
idade da função

c : R+ → R+, c(λ) = cλ, (3.32)onde cλ é de�nido em (3.31), isto é, a função que a 
ada λ > 0 asso
ia o ín�mo cλ.O resultado que enun
iamos a seguir é devido a Ramos-Soares [70℄.97



Proposição 3.18. [70, veja Lema 3.1℄ A função de�nida em (3.32) é 
ontínua e
res
ente.Observação 3.19. Como 
onsequên
ia dos argumentos da prova do Lema 3.1 dotrabalho de Ramos-Soares [70℄ (veja Observação 1 em [71℄), tem-se que o ín�mo cλ,de�nido em (3.31), é monótono em relação as não-linearedades do Sistema (SL).Seguindo as ideias desenvolvidas na Seção 3.1 (veja (3.16) e Observação 3.8) temosuma apli
ação ΦIλ : H1(RN) → H1(RN) de�nida por
ΦIλ(w) = ψλ,w,onde ψλ,w é a úni
a solução da equação

−2∆ψ + 2λψ = −f(w + ψ) + g(w − ψ)− ((w + ψ)+)2
∗−1 + ((w − ψ)+)2

∗−1, (3.33)em (H1(RN))′. A apli
açãoΦIλ é de 
lasse C1. Consideramos então o fun
ional reduzidode 
lasse C2, Jλ : H1(RN) → R, de�nido por
Jλ(w) = Iλ(w + ψλ,w, w − ψλ,w)

= ‖w‖2H1 − ‖ψλ,w‖
2
H1 −

∫

RN

[F (w + ψλ,w) +G(w − ψλ,w)]dx

+
1

2∗

∫

RN

[((w + ψλ,w)
+)2

∗

+ ((w − ψλ,w)
+)2

∗

]dx. (3.34)
uja derivada primeira é
J ′
λ(w)(φ) = I ′

λ(w + ψλ,w, w − ψλ,w)(φ, φ), (3.35)para todo φ ∈ H1(RN). Denotando wλ = (uλ + vλ)/2, onde (uλ, vλ) é uma solução doSistema (SL) obtida pela Proposição 3.16, observamos direto na equação (3.33) que
ψλ,wλ

=
uλ − vλ

2
,é a úni
a solução. Portanto, pela Proposição 3.16, tem-se

cλ = Iλ(uλ, vλ) = Iλ(wλ + ψλ,wλ
, wλ − ψλ,wλ

) = Jλ(wλ). (3.36)Com o auxílio dos resultados anteriores sobre o Sistema (SL), nosso objetivo éprovar uma estimativa que apresentaremos em seguida. Antes, para evitar 
onfusão98




om a notação, lembramos que para 
ada ~ > 0, temos o fun
ional I~ : Er × Er → Rde�nido por (veja (3.12))
I~(u, v) =

∫

RN

(~2∇u∇v + V (x)uv)dx−

∫

RN

(
F (x, u) +G(x, v)

)
dx. (3.37)O fun
ional reduzido J~ : Er → R é de�nido por

J~(w) = I~(w + ψw, w − ψw)

= ‖w‖2~ − ‖ψw‖
2
~ −

∫

RN

[F (x, w + ψw) +G(x, w − ψw)]dx. (3.38)e análogo a (3.20)
J ′
~(w)(φ) = I ′~(w + ψw, w − ψw)(φ, φ), (3.39)para todo φ ∈ Er.Um dos resultados mais importantes ne
essários a prova de existên
ia de soluçãopara o Sistema (S3)~ é a seguinte estimativa: seja V0 = minB0

V e c0 = cV0 de�nido em(3.31) para λ = V0.Proposição 3.20. Temos a seguinte estimativa
c~ ≤ ~N(c0 + o~(1)), ~ → 0,onde

c~ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J~(γ(t)),onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], Er) : γ(0) = 0 e J~(γ(1)) < 0}.A prova da proposição é muito té
ni
a e bastante longa. Por isto, preferimosneste momento admiti-la 
omo verdadeira e apli
á-la na seção seguinte, deixando suademonstração 
omo o assunto da seção subsequente.3.4 Prova do Teorema 3.1Como o auxílio dos resultados desenvolvidos nas seções anteriores, ini
iaremos estaseção 
om um resultado de existên
ia de solução para o Sistema Modi�
ado (Sm)~apresentado na Seção 3.1. 99



Proposição 3.21. Suponha que V satisfaz (V3) e f, g satisfazem (H1)− (H3). Entãopara 
ada ~ > 0, o fun
ional J~ possui um ponto 
ríti
o não-trivial w~ ∈ C2,α
loc (R

N), 0 <

α < 1, w~ ≥ 0, tal que
J~(w~) = c~ = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

J~(γ(t)) > 0, (3.40)onde
Γ = {γ ∈ C([0, 1], Er) : γ(0) = 0 e J~(γ(1)) < 0}. (3.41)Em parti
ular, (w~ + ψw~

, w~ − ψw~
) é uma solução de (Sm)~ tal que ψw~

∈ C2,α
loc (R

N ),
w~ + ψw~

, w~ − ψw~
> 0 e

I~(w~ + ψw~
, w~ − ψw~

) = c~. (3.42)Prova. A prova é uma apli
ação do Teorema do Passo da Montanha. Primeiroobservamos que
I~(ψ,−ψ) = 〈ψ,−ψ〉~ −

∫

RN

[F (x, ψ) +G(x,−ψ)]dx ≤ 0,para todo ψ ∈ E. Logo, por (3.15), J~(0) = maxψ∈E I~(ψ,−ψ) = 0. Agora, pelosLemas 3.11 e 3.15 (veja a Observação 1.12), estamos nas hipóteses do Teorema doPasso da Montanha. Portanto, (3.40) segue. Agora, usando a Proposição 3.10 temosque (w~ + ψw~
, w~ − ψw~

) é ponto 
ríti
o de I~ e (3.42) segue de (3.40) e da de�niçãode J~. Note que se tivermos w~ + ψw~
, w~ − ψw~

≥ 0 então 2w~ ≥ 0. Portanto, vamosveri�
ar que w~+ψw~
, w~−ψw~

≥ 0. Com efeito, denotemos u = w~+ψw~
e v = w~−ψw~e 
onsideremos u− = min{0, u} (resp. v−) a parte negativa de u (resp. v). Desde que

(u, v) é ponto 
ríti
o de I~, temos em parti
ular I ′~(u, v)(0, u−) = 0, ou seja,
−

∫

RN

(
~2|∇u−|2 + V (x)(u−)2

)
dx =

∫

RN

(
~2∇u∇u− + V (x)uu−

)
dx

=

∫

RN

g(x, v)u−dx ≥ 0.Portanto, u− = 0. Usando o mesmo argumento agora 
om I ′~(u, v)(v
−, 0) = 0, tem-se

v− = 0.A regularidade e positividade de u e v são obtidas 
om os argumentos do Capítulo1. De fato, somando as duas equações de (Sm)~ obtemos
−~2∆(u+ v) + V (x)(u+ v) = f(x, u) + g(x, v) em RN100



(a igualdade é no sentido fra
o). Denotemos k(x, u + v) = (1/~2)(−V (x)(u + v) +

f(x, u) + g(x, v)) e
a(x) =

k(x, u + v)

1 + (u+ v)de modo que
−∆(u+ v) = a(x)(1 + (u+ v)) em RN . (3.43)A�rmação: a ∈ L

N
2

loc(R
N).De fato, por (iv) do Lema 3.5,

f(x, s) ≤ C(s+ + (s+)2
∗−1) e g(x, s) ≤ C(s+ + (s+)2

∗−1).Então,
|a(x)| ≤

(
(V (x) + C)(u+ v) + C

(
u2

∗−1 + v2
∗−1
))
/(1 + (u+ v))

≤ (V (x) + C) + C(u+ v)2
∗−2.Desde que (2∗ − 2)N/2 = 2∗, usando a imersão de Sobolev e o fato que V é 
ontínuo,
on
luímos a prova da a�rmação.O restante da prova segue os argumentos da prova do Teorema 1.1. �O próximo resultado que apresentaremos, é o passo fundamental para provarexistên
ia de solução não-trivial para o Sistema (S3)~. Como veremos na sequên
ia,ele possibilitará veri�
ar que para ~ > 0, su�
ientemente pequeno, o par (u~, v~) :=

(w~ + ψw~
, w~ − ψw~

) obtido pelo Proposição 3.21 é solução do Sistema (S3)~.Lema 3.22. Sejam (u~, v~), uma solução de (Sm)~ obtida pela Proposição 3.21,satisfazendo (3.42), e z~ ∈ B0. Se
lim inf
~→0

max{u~(z~), v~(z~)} > 0 (3.44)então lim~→0 V (z~) = infx∈B0
V (x).Assumiremos por um instante o Lema 3.22 e mostraremos que este é de fatosu�
iente para prova existên
ia de solução não-trivial para o Sistema (S3)~.Prova da Teorema 3.1. Para 
ada ~ > 0, 
onsideremos

m~ = max{max
x∈∂B0

u~(x), max
x∈∂B0

v~(x)} = max{u~(y~), v~(y~)},101



para algum y~ ∈ ∂B0. Temos que lim~→0m~ = 0. De fato, em vista de uma 
ontradição,suponhamos que lim inf~→0m~ > 0. Então, pelo Lema 3.22, lim~→0 V (y~) =

infx∈B0
V (x). Passando a uma subsequên
ia se ne
essário, tem-se y~ → y ∈ ∂B0 e,portanto, V (y) = infx∈B0

V (x). Logo, infx∈∂B0
V (x) ≤ V (y) = infx∈B0

V (x); mas isto
ontradiz a hipótese (V4).Agora, dado ǫ > 0, seja ~0 > 0 tal que
m~ <

ǫ

2
, para todo ~ ∈ (0, ~0].Então, (u~ + v~ − ǫ)+ = 0 em ∂B0. Desde que u~ + v~ satisfaz (no sentido 
lássi
o) aequação

−~2∆(u+ v) + V (x)(u+ v) = f(x, u) + g(x, v) em RN ,(equação obtida da soma das equações de (Sm)~), podemos multipli
á-la por (u~+v~−
ǫ)+ e integrar em RN \B0 para obter

∫

RN\B0

[
− ~2∆(u~ + v~) · (u~ + v~ − ǫ)+ + V (x)(u~ + v~) · (u~ + v~ − ǫ)+

]
dx

=

∫

RN\B0

[f(x, u~) + g(x, v~)] · (u~ + v~ − ǫ)+dx.Integrando por partes e organizando os termos, obtemos
∫

RN\B0

~2|∇(u~ + v~ − ǫ)+|2dx =

∫

RN\B0

[−V (x)u~ + f(x, u~)](u~ + v~ − ǫ)+dx

+

∫

RN\B0

[−V (x)v~ + g(x, v~)](u~ + v~ − ǫ)+dx.Pela desigualdade (3.11), temos
−V (x)s + f(x, s) ≤ 0 e − V (x)s+ g(x, s) ≤ 0, x ∈ RN \B0, s ≥ 0.Logo,

∫

RN\B0

~2|∇(u~ + v~ − ǫ)+|2dx ≤ 0.Portanto, u~ + v~ − ǫ ≤ 0 em RN \ B0. Es
olhendo agora ǫ < min{a1, a2}, onde a1 e
a2 são das de�nições de f̃(s) e g̃(s), de�nidas em (3.8), obtemos u~ ≤ a1 e v~ ≤ a2 em
RN \B0. Então,

f(x, u~) = f(u~) + u2
∗−1

~ e g(x, v~) = g(v~) + v2
∗−1

~ em RN ,102



e, portanto, (u~, v~) é solução de (S3)~ para todo ~ ∈ (0, ~0].Para evitar uma prova do Lema 3.22 muito longa, faremos antes o seguinte lema:Lema 3.23. Seja (u~, v~) uma solução de (Sm)~ obtida pela Proposição 3.21,satisfazendo (3.42). Então
∫

RN

(
~2|∇u~|

2 + V (x)u2~
)
dx+

∫

RN

(
~2|∇v~|

2 + V (x)v2~
)
dx ≤ C~Npara algum C > 0 independente de ~.Prova. Para 
ada ~ > 0, denotemos ū~(x) = u~(~x), v̄~(x) = v~(~x) e

Ī~(ū~, v̄~) = ~−NI~(u~, v~)

=

∫

RN

(∇ū~∇v̄~ + V (~x)ū~v̄~)dx−

∫

RN

(
F (~x, ū~) +G(~x, v̄~)

)
dx(veja (3.37)). Desde que (u~, v~) é uma solução de (Sm)~, temos ~−NI ′~(u~, v~) = 0.Então, pela Proposição 3.20, tem-se

Ī~(ū~, v̄~) ≤ C e Ī ′~(ū~, v̄~) = 0.Usando agora os argumentos da prova do Lema 3.12, 
on
luímos que
∫

RN

(
|∇ū~|

2 + V (~x)ū2~
)
dx+

∫

RN

(
|∇v̄~|

2 + V (~x)v̄2~
)
dx ≤ Cpara algum C > 0 independente de ~. Isto prova o lema. �Agora vamos à prova do Lema 3.22.Prova do Lema 3.22. Desde que z~ ∈ B0, a menos de subsequên
ia, temos

z~ → z̄ ∈ B0.A�rmação: z̄ ∈ B0.De fato, suponhamos, em vista de uma 
ontradição, que z̄ ∈ ∂B0. Denotemos
ū~(x) = u~(~x+ z~) e v̄~(x) = v~(~x+ z~).Desde que (u~, v~) é solução de (Sm)~, tem-se

(Sm)~

{
−∆ū~ + V (~x+ z~)ū~ = g(~x+ z~, v̄~) em RN ,

−∆v̄~ + V (~x+ z~)v̄~ = f(~x+ z~, ū~) em RN ,103



que tem 
omo fun
ional asso
iado
Ī~(ū~, v̄~) = ~−NI~(u~, v~) =

∫

RN

(∇ū~∇v̄~ + V (~x+ z~)ū~v̄~)dx

−

∫

RN

(
F (~x+ z~, ū~) +G(~x+ z~, v̄~)

)
dx. (3.45)Apenas para fa
ilitar o entendimento, vamos assumir que o 
entro da bola B0 é

x̄ = 0 e o vetor unitário normal exterior a ∂B0 em z̄ é ~nz̄ = (1, 0, . . . , 0). Note que o
aso geral é apenas transladado e rota
ionado. Sejam

Figura 3.1: ~x+ z~ ∈ B0 quando ~ é su�
ientemente pequeno
H = {x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN : x1 = 0}um hiperplano e os semi-espaços

H− = {x ∈ RN : x1 < 0} e H+ = {x ∈ RN : x1 > 0}.Observamos agora que, para ~ > 0 su�
ientemente pequeno, temos1
~x+ z~ ∈ B0, se x ∈ H−, e ~x+ z~ ∈ (RN \B0), se x ∈ H+.1Observe que se x ∈ H− então o ângulo θ formado entre ~x e o hiperplano H é positivo e �xo paratodo ~ > 0. Denotando por ϑ~ o ângulo entre ~x e z~, desde que z~ → z̄, temos ϑ~ > π/2 + θ/2 para

~ > 0 su�
ientemente pequeno. Assim, |~x + z~|2 = ~2|x|2 + 2~ cos(ϑ~)|x||z~| + |z~|2 < |z̄|2, para ~su�
ientemente pequeno. Logo, ~x+ z~ ∈ B0 para ~ su�
ientemente pequeno.104



Então, a menos de um 
onjunto de medida nula (a saber, H), tem-se
lim
~→0

χB0
(~x+ z~) = χH−(x),onde χB0

é a função 
ara
terísti
a B0 e χH− a de H−. Portanto, de�namos a função
f̄ : RN × R → R+ dada por

f̄(x, s) = χH−(x)
(
f(s) + s2

∗−1
)
+ (1− χH−(x))f̃(s) (3.46)e, respe
tivamente, ḡ(x, s).Consideremos o sistema

(SL)

{
−∆u+ V (z̄)u = ḡ(x, v) em RN ,

−∆v + V (z̄)v = f̄(x, u) em RN .O sistema (SL) tem 
omo fun
ional asso
iado ĪV (z̄) : H
1(RN)×H1(RN ) → R de�nidopor

ĪV (z̄)(u, v) =

∫

RN

[∇u∇v + V (z̄)uv]dx−

∫

RN

F̄ (x, u)dx−

∫

RN

Ḡ(x, v)dx,onde F̄ (x, s) = ∫ s
0
f̄(x, t)dt e Ḡ(x, s) = ∫ s

0
ḡ(x, t)dt. Por (3.46) (veja Lema 3.5), temosque ĪV (z̄) é bem de�nido. Além disso, ĪV (z̄) é de 
lasse C2 sobre H1(RN)×H1(RN ).Pelo Lema 3.23, tem-se ‖ū~‖

2
H1(RN ) + ‖v̄~‖

2
H1(RN ) ≤ C. Então, a menos desubsequên
ia,

ū~ ⇀ ū e v̄~ ⇀ v̄ em H1
rad(R

N).Como 
onsequên
ia disto e (3.46), tem-se
f(~x+ z~, ū~) → f̄(x, ū) e g(~x+ z~, v̄~) → ḡ(x, v̄), ~ → 0, (3.47)quase sempre em RN . Isto impli
a (veja A�rmação na prova do Lema 3.13)

∫

RN

f(~x+ z~, ū~)φdx→

∫

RN

f̄(x, ū)φdx, ~ → 0,para toda φ ∈ C∞
0 (RN); e análogo para g(~x+z~, v̄~). Destas 
onvergên
ias, juntamente
om (Sm)~, 
on
luímos que (ū, v̄) é uma solução de (SL). Usando nossa hipótese (3.44),temos (ū, v̄) 6= (0, 0); e ū, v̄ ≥ 0, pois ū~, v̄~ > 0.105



Como de�nido em (3.31), 
onsideremos
c̄V (z̄) = inf

{
ĪV (z̄)(u, v) : (u, v) 6= (0, 0) é solução de (SL)

}
.Desde que (ū, v̄) é um ponto 
ríti
o não-tirvial de ĪV (z̄), temos

2c̄V (z̄) ≤ 2ĪV (z̄)(ū, v̄)− Ī ′
V (z̄)(ū, v̄)(ū, v̄)

=

∫

RN

[f̄(x, ū)ū− 2F̄ (x, ū)]dx+

∫

RN

[ḡ(x, v̄)v̄ − 2Ḡ(x, v̄)]dx. (3.48)Usando as de�nições de f(x, s), f̄(x, s), g(x, s) e ḡ(x, s), tem-se
F (~x+ z~, ū~) → F̄ (x, ū) e G(~x+ z~, v̄~) → Ḡ(x, v̄), ~ → 0, (3.49)quase sempre em RN . Agora, por (3.9) e (3.11) (veja (2.34)), obtemos

f(x, s)s− 2F (x, s) ≥ 0para todo x ∈ RN (resp. g(x, s)). Além disso, desde que ‖ū~‖H1(RN ) ≤ C, usando adesigualdade de Sobolev e mais uma vez o Lema 3.5, (iv), 
on
lui-se que
∫

RN

[f(~x+ z~, ū~)ū~ − 2F (~x+ z~, ū~)]dx ≤ C1

∫

RN

[
|ū~|

2 + |ū~|
2∗
]
dx ≤ C2,para alguns C1, C2 > 0 e qualquer ~ > 0 (resp. g(x, s)). Então, apli
ando o Lema deFatou,

∫

RN

[f̄(x, ū)ū− 2F̄ (x, ū)]dx ≤ lim inf
~→0

∫

RN

[f(~x+ z~, ū~)ū~− 2F (~x+ z~, ū~)]dx, (3.50)valendo uma mesma desigualdade para g(x, s). Desde que (ū~, v̄~) é solução de (Sm)~,temos
2~−Nc~ = 2~−NI~(u~, v~) = 2Ī~(ū~, v̄~)− Ī ′~(ū~, v̄~)(ū~, v̄~)

=

∫

RN

[f(~x+ z~, ū~)ū~ − 2F (~x+ z~, ū~)]dx

+

∫

RN

[g(~x+ z~, v̄~)v̄~ − 2G(~x+ z~, v̄~)]dx.Isto juntamente 
om (3.48), (3.50) e a Proposição 3.20 impli
am
c̄V (z̄) ≤ lim inf

~→0
~−Nc~ ≤ lim sup

~→0
~−Nc~ ≤ cV0. (3.51)106



Lembramos agora que cV (z̄) é o ín�mo de�nido em (3.31), onde λ = V (z̄), isto é,
cV (z̄) = inf

{
IV (z̄)(u, v) : (u, v) 6= (0, 0) é solução de (SL)

}
.Usando as de�nições de f̃(s) e g̃(s), em (3.8), e a segunda desigualdade de (3.7), temos

f̄(x, s) ≤ f(s) + (s+)2
∗−1 e ḡ(x, s) ≤ g(s) + (s+)2

∗−1. Então, pela Observação 3.19,obtemos
cV (z̄) ≤ c̄V (z̄).Assim, por (3.51), segue que
cV (z̄) ≤ cV0.Então, pela Proposição 3.18, V (z̄) ≤ V0 = infB0

V. Mas isto é uma 
ontradição 
om ahipótese (V4): infB0
V < inf∂B0

V ≤ V (z̄). Isto 
on
lui a prova da A�rmação.Agora, usando a A�rmação, observamos que
lim
~→0

χB0
(~x+ z~) = 1 x ∈ RN .Então, desde que ū~ ⇀ ū e v̄~ ⇀ v̄ em H1

rad(R
N ), temos

f(~x+ z~, ū~) → f(ū) + ū2
∗−1 e g(~x+ z~, v̄~) → g(v̄) + v̄2

∗−1, ~ → 0,quase sempre em RN . Após desenvolver os argumentos da prova da A�rmação,obteremos o análogo de (3.51):
cV (z̄) ≤ lim inf

~→0
~−Nc~ ≤ lim sup

~→0
~−Nc~ ≤ cV0.Então, V (z̄) ≤ V0 = infB0

V . Desde que z̄ ∈ B0, 
on
luímos a prova.3.5 Estimativa do Nível c~O objetivo da presente seção é provar a Proposição 3.20. Como foi dito no �nalda Seção 3.3, a prova é bastante té
ni
a e longa. A �m de fa
ilitar a exposição e oentendimento, faremos vários resultados apresentados 
omo lemas.Lema 3.24. Sejam ~ > 0 e w ∈ Er, tal que w+ 6= 0. A função α : [0,∞) → R de�nidapor
α(t) = J~(tw)é C2 e, para 
ada t > 0 tal que α′(t) = 0, temos α′′(t) < 0. Além disso, α′(0) = 0 e

α′′(0) > 0. 107



Prova. Para simpli�
ar a notação vamos assumir que ~ = 1 e denotar J = J1. Desdeque J é de 
lasse C2, por (3.21), segue que α também o é. Temos ainda que
α′(t) = J ′(tw)(w) e α′′(t) = J ′′(tw)(w,w).Suponhamos agora que t0 > 0 é tal que α′(t0) = 0. Por (3.21), obtemos

α′′(t0) = J ′′(t0w)(w,w)

= I ′′(t0w + ψt0w, t0w − ψt0w)(w +Dψt0w(w), w −Dψt0w(w))(w,w).(3.52)Consideremos agora o fun
ional Ku,v : Er → R de�nido por
Ku,v(φ) = I ′′

(
u, v
)(
u+ φ, v − φ

)(
u+ φ, v − φ

)
, (3.53)onde u = t0w + ψt0w e v = t0w − ψt0w. Por (3.14), tem-se

Ku,v(φ) = 2〈u+ φ, v − φ〉 −

∫

RN

[f ′(x, u)(u+ φ)2 + g′(x, v)(v − φ)2]dx. (3.54)Temos
α′(t0) = J ′(t0w)(w) = I ′(u, v)(w,w) = 0.Além disso, por (3.17), I ′(u, v)(ψw,−ψw) = 0. Então, I ′(u, v)(u, v) = 0; isto é,
2〈u, v〉 =

∫

RN

[f(x, u)u+ g(x, v)v]dx. (3.55)Ainda por (3.17), tem-se I ′(u, v)(φ,−φ) = 0, ou seja,
2〈u, φ〉 − 2〈v, φ〉 = −2

∫

RN

[f(x, u)φ+ g(x, v)(−φ)]dx. (3.56)Substituindo (3.55)-(3.56) em (3.54), teremos
Kv,w(φ) = −2‖φ‖2 +

∫

Ω

[f(x, u)(u+ 2φ) + g(x, v)(v − 2φ)]dx

−

∫

RN

[
f ′(x, u)(u+ φ)2 + g′(x, v)(v − φ)2

]
dx

= −2‖φ‖2 −

∫

RN

[
f ′(x, u)−

f(x, u)

u

]
(u+ φ)2dx

−

∫

RN

[
g′(x, u)−

g(x, u)

u

]
(u− φ)2dx−

∫

RN

[
f(x, u)

u
+
g(x, v)

v

]
φ2dx.108



Então, usando (iii) do Lema 3.5, temos Ku,v(φ) < 0 para todo φ 6= 0. Além disso,
Ku,v(0) = −

∫

RN

[
f ′(x, u)−

f(x, u)

u

]
u2dx−

∫

RN

[
g′(x, v)−

g(x, v)

v

]
v2dx. (3.57)Agora, se u ≤ 0 e v ≤ 0 então 2t0w = u+v ≤ 0, o que 
ontradiz nossa hipótese w+ 6= 0.Logo, u+ 6= 0 ou v+ 6= 0. Vamos assumir que u+ 6= 0. Suponhamos que

∫

RN

[
f ′(x, u)−

f(x, u)

u

]
u2dx = 0. (3.58)Então, denotando D1 = B0 ∪ {u+ ≤ a1} e Dc

1 = (RN \B0) ∩ {u+ > a1}, pela de�niçãode f(x, s), tem-se
0 =

∫

D1

[
f ′(u)−

f(u)

u+
+ (2∗ − 2)(u+)2

∗−2

]
u2dx+

∫

Dc
1

[
A1 −

A1u
+ + Â1

u+

]
u2dx.Usando (H2) e que Â1 < 0, temos

∫

D1

[
f ′(u)−

f(u)

u+
+ (2∗ − 2)(u+)2

∗−2

]
u2dx = 0 e ∫

Dc
1

−Â1u
+dx = 0.Então,

(2∗ − 2)

∫

D1

(u+)2
∗

dx = −

∫

D1

[
f ′(u)−

f(u)

u+

]
u2dx ≤ 0 e ∫

Dc
1

u+dx = 0,o que impli
a u+ = 0 quase sempre em D1 ∪D
c
1 = RN , uma 
ontradição. Logo, (3.58)não o
orre e, portanto, por (3.57), Ku,v(0) < 0. Assim,

Ku,v(φ) < 0 para todo φ ∈ Er.Considerando em parti
ular φ = t0Dψt0w(w) − ψt0w, obtemos pela de�nição de Ku,v(veja (3.53))
I ′′
(
u, v
)(
t0(w+Dψt0w(w)), t0(w−Dψt0w(w))

)(
t0(w+Dψt0w(w)), t0(w−Dψt0w(w))

)
< 0.Usando a bilinearidade de I ′′(u, v), tem-se

t20I
′′
(
u, v
)(
w +Dψt0w(w), w −Dψt0w(w)

)(
w,w

)

+t20I
′′
(
u, v
)(
w +Dψt0w(w), w −Dψt0w(w)

)(
Dψt0w(w),−Dψt0w(w)

)
< 0. (3.59)109



Agora, derivando a identidade (3.17), obtém-se em parti
ular
I ′′
(
u, v
)(
w +Dψt0w(w), w −Dψt0w(w)

)(
Dψt0w(w),−Dψt0w(w)

)
= 0. (3.60)Então, juntando (3.52), (3.59) e (3.60), temos

t20α(t0) = t20I
′′
(
u, v
)(
w +Dψt0w(w), w −Dψt0w(w)

)(
w,w

)
< 0,
on
luindo assim que α(t0) < 0.Por �m, temos α′(0) = J ′(0)(w) = 0 e, desde que ψ0 = 0 e Dψ0(w) = 0, segue que(veja (3.14))

α′′(0) = I ′′(0, 0)(w,w)(w,w) = 2‖w‖2 > 0.Isto 
on
lui a prova. �Lema 3.25. Para 
ada ~ > 0 e w 	 0, existe um úni
o t~,w > 0 tal que
c~ ≤ max

t≥0
J~(tw) = J~(t~,ww),onde c~ é de�nido em (3.40).Prova. Com o mesmo argumento da prova do Lema 3.11 (veja prova do Lema 2.11),dado w 	 0, obtemos

J~(tw) → −∞, t→ ∞.Assim, existe t̄~,w > 0 tal que J~(t̄~,ww) < 0. Podemos assim 
onsiderar γ̄ : [0, 1] → Erde�nido por
γ̄(t) = tt̄~,ww,de modo que γ̄ ∈ Γ = {γ ∈ C([0, 1], Er) : γ(0) = 0 e J~(γ(1)) < 0} (veja (3.41)). Então,

c~ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J~(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

J~(γ̄(t)).Ainda 
om o argumento da prova do Lema 3.11, provamos que existe t~,w > 0

max
t∈[0,1]

J~(γ̄(t)) = max
t≥0

J~(tw) = J~(t~,ww).Suponhamos agora que existem t~,w > 0 e t̄~,w > 0 tais que
J~(t~,ww) = max

t≥0
J~(tw) = J~(t̄~,ww),110




om t~,w < t̄~,w. Então a função α(t) de�nida no Lema 3.24 assume um mínimo no
ompa
to [t~,w, t̄~,w]; digamos em t0 ∈ [t~,w, t̄~,w]. Se t0 ∈ (t~,w, t̄~,w), então α′(t0) = 0 e
α′′(t0) ≥ 0, o que 
ontradiz o Lema 3.24. Logo, t0 = t~,w ou t0 = t̄~,w. Então

α(t0) = min
t∈[t~,w,t̄~,w]

α(t) = max
t∈[t~,w,t̄~,w]

α(t),ou seja, devemos ter α(t) 
onstante em [t~,w, t̄~,w]. Mas assim, α′((t~,w + t̄~,w)/2) = 0 e
α′′((t~,w + t̄~,w)/2) = 0, 
ontradizendo novamente o Lema 3.24. Portanto, t~,w = t̄~,w, ea prova está 
ompleta. �Seja x0 ∈ B0 tal que V (x0) = infB0

V = V0. Com os argumentos das provas dosLemas 3.24 e 3.25, apli
ados de forma mais direta, obtemos o seguinte resultado parao fun
ional JV (x0) de�nido em (3.34), onde λ = V (x0).Lema 3.26. Para 
ada w ∈ H1
rad(R

N), w 	 0, existe um úni
o t0 = tV0,w > 0 tal que
max
t≥0

JV (x0)(tw) = JV (x0)(t0w).Prova. A prova segue dos argumentos das provas dos Lemas 3.24 e 3.25. �Agora, seja (u0, v0) uma solução do Sistema (SL) que realiza o ín�mo (3.31) para
λ = V (x0). Consideremos uma bola B1 = B2r0(x) (veja a hipótese (V4)), tal que
B0 ⊂⊂ B1, e uma função φ : RN → [0, 1] perten
ente a C∞

0,rad(R
N) satisfazendo

φ(x) =

{
1 se x ∈ B0,

0 se x ∈ RN \B1

(3.61)e |∇φ| ≤ Cφ ≤ 1, para algum C > 0. Denotando
w0 =

u0 + v0
2

> 0 (3.62)e usando a função φ, de�nimos para 
ada ~ > 0 a função
w0,~(x) := φ(x)w0

(
x− x0

~

)
. (3.63)Por (3.16), para 
ada ~ > 0, temos de�nida a apli
ação ΦI~ : Er → Er dada por

ΦI~(w) = ψ~,w. Em parti
ular, para w = tw0,~, t ≥ 0,
ΦI~(tw0,~) = ψ~,tw0,~

.111



Seguindo a Observação 3.8, podemos entender ψ~,tw0,~

omo sendo a úni
a solução daequação

−2~2∆ψ + 2V (x)ψ = −f(x, tw0,~ + ψ) + g(x, tw0,~ − ψ), (3.64)em E ′
r, 
om t ≥ 0 (veja (3.18)).Notação: A �m de simpli�
ar a notação, denotaremos

ψ~,t = ΦI~(tw0,~) = ψ~,tw0,~e, em 
onsequên
ia da mudança de variável y = ~x+ x0,
ψ~
t (x) = ψ~,t(~x+ x0), φ~(x) = φ(~x+ x0) e A~ =

A− x0
~

, (3.65)para qualquer A ⊂ RN .Nossos próximos resultados tratam do 
omportamento de
‖ψ~,t‖

2
~ =

∫

RN

~2|∇ψ~,t|
2 + V (x)ψ2

~,t,quando ~ → 0.Lema 3.27. As seguintes estimativas são válidas:
∫

RN

[
~2|∇w0,~|

2 + V (x)w2
0,~

]
dx ≤ C~N e ∫

RN

[
~2|∇ψ~,t|

2 + V (x)ψ2
~,t

]
dx ≤ C~N ,para todo 0 ≤ t ≤ t0, t0 > 0, e algum C > 0.Prova. Observemos que se C̃ = supB1

V (x) então
∫

RN

[
~2|∇w0,~|

2 + V (x)w2
0,~

]
dx ≤

∫

B1

[
~2|∇w0,~|

2 + C̃w2
0,~

]
dx

≤ ~N
∫

B~

1

[∣∣∇(φ~w0)
∣∣2 + C̃(φ~)2w2

0

]
dx

≤ ~N
∫

B~

1

[
2|∇w0|

2 + C̃w2
0

]
(φ~)2dx

+~N
∫

B~

1

2
∣∣w0∇φ

~
∣∣2 dx

≤ ~N
[∫

RN

[
2|∇w0|

2 + C̃w2
0

]
dx+

∫

RN

C|w0|
2dx

]

≤ ~N C̄. (3.66)112



Desde que ψ~,t é solução de (3.64) em E ′
r, em parti
ular, temos

2

∫

RN

[
~2|∇ψ~,t|

2 + V (x)ψ2
~,t

]
dx =

∫

RN

[−f(x, tw0,~ + ψ~,t) + g(x, tw0,~ − ψ~,t)]ψ~,tdx.(3.67)Pelo Lema 3.5, (iv), a função f(x, s) é não-de
res
ente em s. Então, se ψ~,t ≥ 0 temos
f(x, tw0,~) ≤ f(x, tw0,~ + ψ~,t), e se ψ~,t ≤ 0 obtemos f(x, tw0,~ + ψ~,t) ≤ f(x, tw0,~).Em todo 
aso,

−f(x, tw0,~ + ψ~,t)ψ~,t ≤ −f(x, tw0,~)ψ~,t. (3.68)Ainda pelo Lema 3.5, (iv), tem-se −f(x, s) ≤ C
(
|s|+ |s|2

∗−1
). Então,

∫

RN

−f(x, tw0,~ + ψ~,t)ψ~,tdx ≤ C

∫

RN

(
|tw0,~||ψ~,t|+ |tw0,~|

2∗−1|ψ~,t|
)
dx. (3.69)Pela desigualdade de Hölder e (3.66), temos

∫

RN

|tw0,~||ψ~,t|dx ≤ t‖w0,~‖~‖ψ~,t‖~ ≤ C̄t~
N
2 ‖ψ~,t‖~. (3.70)Além disso, pelas desigualdades de Hölder, Sobolev e (3.66), segue que

∫

RN

|tw0,~|
2∗−1|ψ~,t|dx ≤

(∫

RN

|tw0,~|
2∗dx

) 2
∗
−1

2∗
(∫

RN

|ψ~,t|
2∗dx

) 1

2∗

≤ Ct2
∗−1

(∫

RN

|∇w0,~|
2dx

) 2
∗
−1

2
(∫

RN

|∇ψ~,t|
2dx

) 1

2

= Ct2
∗−1~−2∗

(∫

RN

~2|∇w0,~|
2dx

) 2
∗
−1

2
(∫

RN

~2|∇ψ~,t|
2dx

) 1

2

≤ Ct2
∗−1~−2∗‖w0,~‖

2∗−1
~ ‖ψ~,t‖~

≤ CC̄t2
∗−1~−2∗

(
~

N
2

)2∗−1

‖ψ~,t‖~ = CC̄t2
∗−1~

N
2 ‖ψ~,t‖~. (3.71)Juntando (3.69), (3.70) e (3.71), 
on
luímos que

∫

RN

−f(x, tw0,~ + ψ~,t)ψ~,tdx ≤
(
C̄t+ CC̄t2

∗−1
)
~

N
2 ‖ψ~,t‖~.De modo análogo obtemos a mesma estimativa 
om g(x, tw0,~ − ψ~,t), ou seja,

∫

RN

g(x, tw0,~ − ψ~,t)ψ~,tdx ≤
(
C̄t+ CC̄t2

∗−1
)
~

N
2 ‖ψ~,t‖~.Esta duas estimativas juntamente 
om (3.67), 
on
lui que

‖ψ~,t‖~ ≤ C̃
(
t+ t2

∗−1
)
~

N
2 ,onde C̃ > 0 é uma 
onstante indepedente de t e ~. Isto 
on
lui a prova do lema. �113



Lema 3.28. A seguinte 
onvergên
ia é válida:
~−N

∫

RN\B0

[~2|∇ψ~,t|
2 + V (x)ψ2

~,t]dx→ 0, ~ → 0,para todo 0 ≤ t ≤ t0.Prova. Consideremos uma sequên
ia (ηn) ⊂ C∞
0,rad(R

N \B0, [0, 1]) tal que ηn → χRN\B0(função 
ara
terísti
a de RN \B0) quase sempre em RN e |∇ηn| ≤ C, para algum C > 0.Multipli
ando ηnψ~,t em (3.64), após integração por partes, obtemos
2

∫

RN\B0

[
~2|∇ψ~,t|

2 + V (x)ψ2
~,t

]
ηndx = −2

∫

RN\B0

~2ψ~,t∇ψ~,t · ∇ηndx

−

∫

RN\B0

f(x, tw0,~ + ψ~,t)ψ~,tηndx

+

∫

RN\B0

g(x, tw0,~ − ψ~,t)ψ~,tηndx.(3.72)Utilizando o fato que V (x)/α ≥ 1 e a segunda estimativa do Lema 3.27, tem-se
∫

RN\B0

2~2|ψ~,t||∇ψ~,t||∇ηn|dx ≤ C~

∫

RN\B0

[
~2|∇ψ~,t|

2 + ψ2
~,t

]
dx

≤ C̃~

∫

RN

[
~2|∇ψ~,t|

2 + V (x)ψ2
~,t

]
dx

≤ C~N+1, (3.73)para todo n ∈ N e algum C > 0. Desde que w0,~ ≡ 0 em RN \B1 e
f(x, ψ~,t)ψ~,t ≥ 0 e g(x,−ψ~,t)ψ~,t ≤ 0segue que

−

∫

RN\B1

f(x, tw0,~ + ψ~,t)ψ~,tηndx = −

∫

RN\B1

f(x, ψ~,t)ψ~,tηndx ≤ 0 (3.74)e ∫

RN\B1

g(x, tw0,~ − ψ~,t)ψ~,tηndx =

∫

RN\B1

g(x,−ψ~,t)ψ~,tηndx ≤ 0. (3.75)Pelo Lema 3.5, (iv) f(x, s) é 
res
ente em s. Então, 
om o mesmo argumento paraobter (3.68), tem-se
f(x, tw0,~ + ψ~,t)ψ~,t ≥ f(x, tw0,~)ψ~,t.114



Isto juntamente 
om (iv) do Lema 3.5 impli
am
−

∫

B1\B0

f(x, tw0,~ + ψ~,t)ψ~,tηndx ≤ −

∫

B1\B0

f(x, tw0,~)ψ~,tηndx

≤ C

∫

B1\B0

|tw0,~||ψ~,t|+ |tw0,~|
2∗−1|ψ~,t|dx

= C~N
∫

B~

1
\B~

0

|tw0φ
~||ψ~

t |+ |tw0φ
~|2

∗−1|ψ~
t |dx.(3.76)Agora, utilizando a segunda estimativa do Lema 3.27 e que w0 ∈ L2(RN), temos

∫

B~

1
\B~

0

|w0φ
~||ψ~

t |dx ≤

(∫

RN\B~

0

|w0|
2dx

) 1

2 (∫

RN

|ψ~
t |

2dx

) 1

2

= o~(1), ~ → 0.Do mesmo modo, obtemos
∫

B~

1
\B~

0

|w0φ
~|2

∗−1|ψ~
t |dx ≤

(∫

RN\B~

0

|w0|
2∗

) 2
∗
−1

2∗ (∫

RN

|ψ~
t |

2∗
) 1

2∗

= o~(1), ~ → 0.Então, usando estas estimativas em (3.76), desde que t ≤ t0, 
on
luímos que
−

∫

B1\B0

f(x, tw0,~ + ψ~,t)ψ~,tηndx ≤ o~(~N), ~ → 0. (3.77)Analogamente,
∫

B1\B0

g(x, tw0,~ − ψ~,t)ψ~,tηndx ≤ o~(~N), ~ → 0. (3.78)Juntando (3.72)-(3.75) e (3.77)-(3.78) obtém-se
∫

RN\B0

[~2|∇ψ~,t|
2 + V (x)ψ2

~,t]ηndx ≤ o~(~N), ~ → 0,para todo n ∈ N. Por �m, o fato de que
[
~2|∇ψ~,t|

2 + V (x)ψ2
~,t

]
ηn ≤ ~2|∇ψ~,t|

2 + V (x)ψ2
~,t ∈ L1(RN \B0),nos permite apli
ar o Teorema da Convergên
ia Dominada e 
on
luir que

∫

RN\B0

[~2|∇ψ~,t|
2 + V (x)ψ2

~,t]dx ≤ o~(~N), ~ → 0,115



isto prova o lema. �Como o lema anterior forne
e um 
omportamento de ψ~,t no exterior de B0, vamosagora em bus
a de informações sobre ψ~,t em B0.Considerando t ≥ 0 e w0, introduzida em (3.62), existe uma úni
a função
ψt = ΦIV0

(tw0) (3.79)que é a úni
a solução da equação (3.33), para w = tw0 e λ = V (x0) = minB0
V = V0.Em parti
ular, para t = 1, tem-se

ψ1 =
u0 − v0

2
. (3.80)De fato, basta observar que ψ1 satisfaz a equação, pois (u0−v0)/2 é solução da equaçãoobtida da subtração das equações do Sistema (SL).Lema 3.29. Dado t0 > 0, existe C = C(t0) tal que

∫

RN

[
|∇ψt|

2 + V (x0)ψ
2
t

]
dx ≤ C,para todo 0 ≤ t ≤ t0.Prova. Integrando por partes em (3.33), obtemos

2

∫

RN

[|∇ψt|
2 + V (x0)ψ

2
t ]dx = −

∫

RN

[f(tw0 + ψt)− g(tw0 − ψt)]ψtdx

−

∫

RN

[
((tw0 + ψt)

+)2
∗−1− ((tw0 − ψt)

+)2
∗−1
]
ψtdx.Por (H2), f(s) e g(s) são não-de
res
entes; assim 
omo a função (s+)2

∗−1. Então, 
omo mesmo argumento para obter (3.68), temos
f(tu0 + ψt)ψt ≥ f(tw0)ψt, g(tw0 − ψt)ψt ≤ g(tw0)ψt,

((tw0 + ψt)
+)2

∗−1ψt ≥ ((tw0)
+)2

∗−1ψt e ((tw0 − ψt)
+)2

∗−1ψt ≤ ((tw0)
+)2

∗−1ψt.Isto impli
a
2

∫

RN

[|∇ψt|
2 + V (x0)ψ

2
t ]dx ≤ −

∫

RN

[f(tw0)− g(tw0)]ψtdx

−

∫

RN

[
((tw0)

+)2
∗−1− ((tw0)

+)2
∗−1
]
ψtdx.116



Assim,
2

∫

RN

[
|∇ψt|

2 + V (x0)ψ
2
t

]
dx ≤ C

∫

RN

[
tw0 + (tw0)

2∗−1 + tw0 + (tw0)
2∗−1

]
|ψt|dx

≤ C̄

[
t

∫

RN

w0|ψt|dx+ t2
∗−1

∫

RN

w2∗−1
0 |ψt|dx

]
.Usando as desigualdades de Hölder e Sobolev obtemos

2

∫

RN

[
|∇ψt|

2 + V (x0)ψ
2
t

]
dx ≤ C̃

[
t

(∫

RN

w2
0dx

) 1

2

+ t2
∗−1

(∫

RN

w2∗

0 dx

) 2
∗
−1

2∗

]
‖ψt‖H1 .Isto prova o lema. �Lema 3.30. Temos a 
onvergên
ia:

∫

B~

0

[
|∇(ψ~

t − ψt)|
2 + V (~x+ x0)(ψ

~
t − ψt)

2
]
dx→ 0, ~ → 0,para todo 0 ≤ t ≤ t0.Prova. Para todo ϕ ∈ Er, integrando por partes em (3.64), tem-se

2

∫

RN

[
~2∇ψ~,t∇ϕ+ V (x)ψ~,tϕ

]
dx = −

∫

RN

f(x, tw0,~ + ψ~,t)ϕdx

+

∫

RN

g(x, tw0,~ − ψ~,t)ϕdx.Após a mudança de variável y = ~x+ x0, obtemos
2

∫

RN

[
∇ψ~

t∇ϕ
~ + V (~x+ x0)ψ

~
tϕ

~
]
dx = −

∫

RN

f
(
~x+ x0, tw0φ

~ + ψ~
t

)
ϕ~dx

+

∫

RN

g
(
~x+ x0, tw0φ

~ − ψ~
t

)
ϕ~dx, (3.81)para todo ϕ ∈ Er. Agora, para todo ζ ∈ H1(RN), integrando por partes em (3.33),obtemos

2

∫

RN

[∇ψt∇ζ + V (x0)ψtζ ]dx = −

∫

RN

[f(tw0 + ψt)− g(tw0 − ψt)]ζdx

−

∫

RN

[
((tw0 + ψt)

+)2
∗−1− ((tw0 − ψt)

+)2
∗−1
]
ζdx.(3.82)117



Fazendo, em parti
ular, ϕ~ = (ψ~
t −ψt)φ

~ = ζ em (3.81) e (3.82), após subtração tem-se
2

∫

RN

[|∇(ψ~
t − ψt)|

2+V (~x+ x0)(ψ
~
t − ψt)

2]φ~dx

= −2

∫

RN

(ψ~
t − ψt)∇(ψ~

t − ψt)∇φ
~dx

+

∫

RN

(V (x0)− V (~x+ x0))ψt(ψ
~
t − ψt)φ

~dx

−

∫

RN

f(~x+ x0, tw0φ
~ + ψ~

t )(ψ
~
t − ψt)φ

~dx

+

∫

RN

[
f(tw0 + ψt) + ((tw0 + ψt)

+)2
∗−1
]
(ψ~

t − ψt)φ
~dx

+

∫

RN

g(~x+ x0, tw0φ
~ − ψ~

t )(ψ
~
t − ψt)φ

~dx

−

∫

RN

[
g(tw0 − ψt) + ((tw0 − ψt)

+)2
∗−1
]
(ψ~

t − ψt)φ
~dx. (3.83)Vamos agora estima 
ada termo do lado direito da igualdade anterior. Observamos que

∫

RN

2|ψ~
t − ψt||∇(ψ~

t − ψt)||∇φ
~|dx

≤ ~C

∫

RN\B~

0

[|∇(ψ~
t − ψt)|

2 + |ψ~
t − ψt|

2]dx

≤ 2~C

[∫

RN\B~

0

[|∇ψ~
t |

2 + (ψ~
t )

2]dx+

∫

RN

[|∇ψt|
2 + (ψt)

2]dx

]
.Isto juntamente 
om os Lemas 3.28 e 3.29 impli
am

−2

∫

RN

(ψ~
t − ψt)∇(ψ~

t − ψt)∇φ
~dx→ 0, ~ → 0. (3.84)Vejamos também que

∫

RN

(V (x0)− V (~x+ x0))ψt(ψ
~
t − ψt)φ

~dx

≤

∫

RN

|V (x0)− V (~x+ x0)|ψ
2
t dx

+

∫

RN

|(V (x0)− V (~x+ x0))ψtψ
~
t |dx

≤

∫

RN

|V (x0)− V (~x+ x0)|ψ
2
t dx

+

(∫

RN

|V (x0)− V (~x+ x0)|
2ψ2

t dx

) 1

2
(∫

RN

|ψ~
t |

2dx

) 1

2

.118



Desde que
V (x0)− V (~x+ x0) → 0 quase sempre em RN , ~ → 0, (3.85)pelos Lemas 3.27 e 3.29, segue que
∫

RN

(V (x0)− V (~x+ x0))ψt(ψ
~
t − ψt)φ

~dx→ 0, ~ → 0. (3.86)Agora, pela de�nição, f(x, s) = f(s) + (s+)2
∗−1 e φ ≡ 1 em B0. Por (H2), f(s) énão-de
res
ente; assim 
omo a função (s+)2

∗−1. Então, 
om o mesmo argumento paraobter (3.68), apli
ado para ψ~
t ≥ ψt e ψ~

t ≤ ψt em B~
0 , temos

−f(~x+ x0, tw0φ
~ + ψ~

t )(ψ
~
t − ψt)φ

~ = −[f(tw0 + ψ~
t ) + ((tw0 + ψ~

t )
+)2

∗−1](ψ~
t − ψt)φ

~

≤ −[f(tw0 + ψt) + ((tw0 + ψt)
+)2

∗−1](ψ~
t − ψt)φ

~.Isto impli
a
∫

B~

0

[
−f(~x+ x0, tw0φ

~ + ψ~
t ) + f(tw0 + ψt) + ((tw0 + ψt)

+)2
∗−1
]
(ψ~

t − ψt)φ
~dx ≤ 0(3.87)e, analogamente,

∫

B~

0

[
g(~x+ x0, tw0φ

~ − ψ~
t )− g(tw0 − ψt)− ((tw0 − ψt)

+)2
∗−1
]
(ψ~

t − ψt)φ
~dx ≤ 0.(3.88)Agora, 
omo φ~ = 0 fora de B~

1 , vamos analisar as expressões (3.87) e (3.88) em B~
1 \B

~
0 :pelo Lema 3.5, (v), temos

−f(~x+ x0, tw0φ
~ + ψ~

t ) ≤ C
(
|tw0φ

~ + ψ~
t |+ |tw0φ

~ + ψ~
t |

2∗−1
)

≤ C̃
(
|tw0|+ |tw0|

2∗−1 + |ψ~
t |+ |ψ~

t |
2∗−1

)
.Então,

∫

B~

1
\B~

0

−f(~x+ x0, tw0φ
~ + ψ~

t )(ψ
~
t − ψt)φ

~dx ≤ C̃

∫

B~

1
\B~

0

(|tw0|+ |tw0|
2∗−1)|ψ~

t − ψt|dx

+C̃

∫

B~

1
\B~

0

(|ψ~
t |+ |ψ~

t |
2∗−1)|ψ~

t − ψt|dx(3.89)Agora, pelos Lemas 3.27, 3.28 e 3.29 e desigualdade de Sobolev, observamos que
∫

B~

1
\B~

0

|w0||ψ
~
t |dx ≤

(∫

RN\B~

0

|w0|
2dx

) 1

2 (∫

RN

|ψ~
t |

2dx

) 1

2

→ 0, ~ → 0,119



∫

B~

1
\B~

0

|ψ~
t |

2∗−1|ψt|dx ≤

(∫

RN

|ψ~
t |

2∗dx

) 2
∗
−1

2∗

(∫

RN\B~

0

|ψt|
2∗dx

) 1

2∗

→ 0, ~ → 0,e analogamente 
om os demais termos do lado direito de (3.89), de modo que
∫

B~

1
\B~

0

−f(~x+ x0, tw0φ
~ + ψ~

t )(ψ
~
t − ψt)φ

~dx→ 0, ~ → 0. (3.90)Com os mesmos argumentos obtemos
∫

B~

1
\B~

0

[
f(tw0 + ψt) + ((tw0 + ψt)

+)2
∗−1
]
(ψ~

t − ψt)φ
~ → 0, ~ → 0, (3.91)

∫

B~

1
\B~

0

g(~x+ x0, tw0φ
~ − ψ~

t )(ψ
~
t − ψt)φ

~dx→ 0, ~ → 0 (3.92)e
∫

B~

1
\B~

0

−
[
g(tw0 − ψt) + ((tw0 − ψt)

+)2
∗−1
]
(ψ~

t − ψt)φ
~dx→ 0, ~ → 0, (3.93)Juntando então (3.87), (3.90) e (3.91), segue que

∫

RN

[−f(~x+x0, tw0φ
~+ψ~

t )+f(tw0+ψt)+((tw0+ψt)
+)2

∗−1](ψ~
t −ψt)φ

~dx ≤ 0, (3.94)quando ~ → 0, assim 
omo, de (3.88), (3.92) e (3.93), segue que
∫

RN

[
g(~x+ x0, tw0φ

~ − ψ~
t )− g(tw0 − ψt)− ((tw0 − ψt)

+)2
∗−1
]
(ψ~

t − ψt)φ
~dx ≤ 0,(3.95)quando ~ → 0. Finalmente, juntando (3.83), (3.84), (3.86), (3.94) e (3.95), 
on
luímosque

2

∫

RN

[
|∇(ψ~

t − ψt)|
2 + V (~x+ x0)(ψ

~
t − ψt)

2
]
φ~dx→ 0, ~ → 0.Desde que φ~ ≡ 1 em B~

0 , temos a 
om
lusão da prova do lema. �Pelo Lema 3.25, para 
ada ~ > 0, existe um úni
o t~ = t(~, w0) > 0 tal que
max
t>0

J~(tw0,~) = J~(t~w0,~), (3.96)onde w0,~ é de�nida em (3.63). 120



Lema 3.31. Temos que th → 1 e
∫

RN

[|∇ψ~
t~
|2 + V (~x+ x0)(ψ

~
t~
)2]dx →

∫

RN

[|∇ψw0
|2 + V (x0)ψ

2
w0
]dx,

~ → 0, onde ψw0
é de�nido em (3.80).Prova. Por (3.96), J ′

~(t~w0,~)(t~w0,~) = 0. Então
2t2~‖w0,~‖

2
~ =

∫

RN

[f(x, t~w0,~ + ψ~,t~) + g(x, t~w0,~ − ψ~,t~)] t~w0,~dx (3.97)
≥

∫

B0

[f(t~w0,~ + ψ~,t~) + g(t~w0,~ − ψ~,t~)] t~w0,~dx

+

∫

B0

[(
(t~w0,~ + ψ~,t~)

+
)2∗−1

+
(
(t~w0,~ − ψ~,t~)

+
)2∗−1

]
t~w0,~dx

≥

∫

B0

(2t~w0,~)
2∗−1 t~w0,~dx,(veja (2.31), (3.39) e a de�nição f(x, s) e g(x, s)). Esta desigualdade em 
onjunto 
oma estimativa (3.66) (note que w0 > 0, veja (3.62)), resulta em

t2
∗−2

~ ≤ ‖w0,~‖
2
~

(∫

B0

w2∗

0,~dx

)−1

≤ C̄~N
(∫

B0

w2∗

0,~dx

)−1

≤ C̄

(∫

B~

0

w2∗

0 dx

)−1

. (3.98)Desde que ∫

B~

0

w2∗

0 dx→

∫

RN

w2∗

0 dx > 0,quando ~ → 0, segue que th ≤ C, para algum C > 0. Assim podemos passar sene
essário a uma subsequên
ia de (t~), também denotada por (t~), tal que t~ → t0.Pela Proposição 3.9
ψt~w0

→ ψt0w0
em H1(RN), ~ → 0.Usando os Lemas 3.28 e 3.30, tem-se

∫

RN

[
|∇(ψ~

t~
− ψt0w0

)|2 + α(ψ~
t~
− ψt0w0

)2
]
dx

≤

∫

B~

0

[
|∇(ψ~

t~
− ψt~w0

)|2 + V (~x+ x0)(ψ
~
t~
− ψt~w0

)2
]
dx

+2

∫

RN\B~

0

[
|∇ψ~

t~
|2 + V (~x+ x0)(ψ

~
t~
)2
]
dx

+2

∫

RN\B~

0

[
|∇ψt0w0

|2 + αψ2
t0w0

]
dx

= o~(1), ~ → 0, (3.99)121



ou seja, ψ~
t~
→ ψt0w0

em H1(RN). Então,
∫

RN

[
|∇ψ~

t~
|2 + V (x0)(ψ

~
t~
)2
]
dx →

∫

RN

[
|∇ψt0w0

|2 + V (x0)ψ
2
t0w0

]
dx, (3.100)e ψ~

t~
→ ψt0w0

em Lp(RN), 2 ≤ p ≤ 2∗, ~ → 0. Logo, temos ainda que
∫

RN

|V (~x+ x0)− V (x0)|(ψ
~
t~
)2dx→ 0 ~ → 0. (3.101)Portanto, es
revendo

∫

RN

[
|∇ψ~

t~
|2 + V (~x+ x0)(ψ

~
t~
)2
]
dx =

∫

RN

[
|∇ψ~

t~
|2 + V (x0)(ψ

~
t~
)2
]
dx

+

∫

RN

(V (~x+ x0)− V (x0))
(
ψ~
t~

)2
dx,
on
luímos usando (3.100) e (3.101) que

∫

RN

[|∇ψ~
t~
|2 + V (~x+ x0)(ψ

~
t~
)2]dx→

∫

RN

[|∇ψt0w0
|2 + V (x0)ψ

2
t0w0

]dx, ~ → 0.Resta assim veri�
ar que t~ → 1. Para isto, retornando a (3.97), temos
2t2~‖w0,~‖

2
~ =

∫

RN

[f(x, t~w0,~ + ψ~,t~) + g(x, t~w0,~ − ψ~,t~)] t~w0,~dx.Fazendo a mudança de variável y = ~x+ x0 obtemos
2t2~

∫

RN

[|∇w0φ
~|2 + V (~x+ x0)(w0φ

~)2]dx =

∫

RN

f(~x+ x0, t~w0φ
~ + ψ~

t~
)t~w0φ

~dx

+

∫

RN

g(~x+ x0, t~w0φ
~ − ψ~

t~
)t~w0φ

~dx.(3.102)Pelo Teorema da Convergên
ia Dominada, obtém-se
∫

RN

[
|∇w0φ

~|2 + V (~x+ x0)(w0φ
~)2
]
dx→

∫

RN

[
|∇w0|

2 + V (x0)w
2
0

]
dx. (3.103)Por (3.99), ψ~

t~
→ ψt0w0

em H1(RN). Então, ψ~
t~
→ ψt0w0

em Lp(RN), 2 ≤ p ≤ 2∗. Logo,passando a uma subsequên
ia se ne
essário, temos
ψ~
t~
→ ψt0w0

q.s. em RN e |ψ~
t~
| ≤ kp ∈ Lp(RN), 2 ≤ p ≤ 2∗(veja [20, Teorema IV.9.℄). Assim,

f(~x+ x0, t~w0φ
~ + ψ~

t~
)t~w0φ

~ →
[
f(t0w0 + ψt0w0

) + ((t0w0 + ψt0w0
)+)2

∗−1
]
t0w0,122



quase sempre em RN e, pelo Lema 3.5, (iv), obtemos
f(~x+ x0, t~w0φ

~ + ψ~
t~
)t~w0φ

~ ≤ C
(
|t~w0φ

~ + ψ~
t~
|+ |t~w0φ

~ + ψ~
t~
|2

∗−1
)
t~w0

≤ k1,quase sempre em RN , onde k1 ∈ L1(RN). Portanto, pelo Teorema da Convergên
iaDominada, 
on
luímos que
∫

RN

f(~x+ x0, t~w0φ
~ + ψ~

t~
)t~w0φ

~dx →

∫

RN

f(t0w0 + ψt0w0
)t0w0dx

+

∫

RN

((t0w0 + ψt0w0
)+)2

∗−1t0w0dx. (3.104)Analogamente,
∫

RN

g(~x+ x0, t~w0φ
~ − ψ~

t~
)t~w0φ

~dx →

∫

RN

g(t0w0 − ψt0w0
)t0w0dx

+

∫

RN

((t0w0 − ψt0w0
)+)2

∗−1t0w0dx. (3.105)Esta duas 
onvergên
ias juntamente 
om (3.103) impli
am
2t20

∫

RN

[|∇w0|
2 + V (x0)w

2
0]dx =

∫

RN

[f(t0w0 + ψt0w0
) + g(t0w0 − ψt0w0

)]t0w0dx

+

∫

RN

((t0w0 + ψt0w0
)+)2

∗−1t0w0dx

+

∫

RN

((t0w0 − ψt0w0
)+)2

∗−1t0w0dx.Observamos que esta identidade (veja (3.35), 
om λ = V (x0)) é pre
isamente
J ′
V (x0)

(t0w0)(t0w0) = 0.Por outro lado, temos
J ′
V (x0)

(w0)(w0) = 0.Então, pelo Lema 3.26 (veja o Lema 3.25), t0 = 1. Finalmente, observamos que aargumentação anterior mostra que qualquer subsequên
ia 
onvergente de (t~) 
onvergepara 1. Portanto a sequên
ia toda (t~) 
onverge para 1. Isto 
on
lui a prova do Lema.
�Agora estamos em 
ondição de provar a estimativa desejada.Prova da Proposição 3.20. Pelo Lema 3.25 juntamente 
om a de�nição de J~ (veja123



(3.38)), temos
c~ ≤ max

t>0
J~(tw0,~) = J~(t~w0,~)

=

∫

RN

[
~2|∇t~w0,~|

2 + V (x)(t~w0,~)
2
]
dx−

∫

RN

[
~|∇ψ~,t~ |

2 + V (x)ψ2
~,t~

]
dx

−

∫

RN

[F (x, t~w0,~ + ψ~,t~) +G(x, t~w0,~ + ψ~,t~)] dx.Fazendo a mudança de variável y = ~x+ x0 obtém-se
~−Nc~ ≤ t2~

∫

RN

[
|∇w0φ

~|2 + V (~x+ x0)(w0φ
~)2
]
dx

−

∫

RN

[
|∇ψ~

t~
|2 + V (~x+ x0)(ψ

~
t~
)2
]
dx

−

∫

RN

[
F (~x+ x0, t~w0φ

~ + ψ~
t~
) +G(~x+ x0, t~w0φ

~ − ψ~
t~
)
]
dx.(3.106)Por (3.99), temos ψ~

t~
→ ψt0w0

em H1(RN). Usando a imersão de Sobolev, ψ~
t~
→ ψt0w0em Lp(RN), 2 ≤ p ≤ 2∗. Logo, passando a uma subsequên
ia se ne
essário, temos

ψ~
t~
→ ψt0w0

q.s. em RN e |ψ~
t~
| ≤ kp ∈ Lp(RN), 2 ≤ p ≤ 2∗(veja [20, Teorema IV.9.℄). Assim, pelo Lema 3.31,

F (~x+ x0, t~w0φ
~ + ψ~

t~
) → F (w0 + ψw0

) +
1

2∗
((w0 + ψw0

)+)2
∗

,quase sempre em RN e, pelo Lema 3.5, (iv), obtemos
F (~x+ x0, t~w0φ

~ + ψ~
t~
) ≤ C

(
|t~w0φ

~ + ψ~
t~
|2 + |t~w0φ

~ + ψ~
t~
|2

∗
)

≤ k1,quase sempre em RN , onde k1 ∈ L1(RN). Portanto, pelo Teorema da Convergên
iaDominada, 
on
luímos que
∫

RN

F (~x+ x0, t~w0φ
~ + ψ~

t~
)dx →

∫

RN

F (w0 + ψw0
)dx

+
1

2∗

∫

RN

((w0 + ψw0
)+)2

∗

dx. (3.107)Analogamente,
∫

RN

G(~x+ x0, t~w0φ
~ − ψ~

t~
)dx →

∫

RN

G(w0 − ψw0
)dx

+
1

2∗

∫

RN

((w0 − ψw0
)+)2

∗

dx. (3.108)124



Esta duas 
onvergên
ias juntamente 
om o Lema 3.31 e (3.103) impli
am
lim sup

~→0
~−Nc~ ≤

∫

RN

[
|∇w0|

2 + V (x0)w
2
0

]
dx−

∫

RN

[
|∇ψw0

|2 + V (x0)ψ
2
w0

]
dx

−

∫

RN

[F (w0 + ψw0
) +G(w0 − ψw0

)]dx

−
1

2∗

∫

RN

[
((w0 + ψw0

)+)2
∗

+ ((w0 − ψw0
)+)2

∗
]
dx (3.109)Agora basta observar que o lado direito de (3.109) é igual a JV0(w0) = c0 (veja (3.34)e (3.36) 
om λ = V (x0)).
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