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RESUMO

Neste trabalho consideramos uma classe de Sistemas Elipticos Hamiltonianos. Esta
classe de sistemas surge como modelo natural em &reas como Fisica e Biologia.
Estudamos casos que envolvem crescimento critico, arbitrario e critico perturbado
e analisamos questoes relacionadas a existéncia, multiplicidade e propriedades de
solucoes. Os resultados sao obtidos com o uso de métodos variacionais, a exemplo
dos teoremas de min-max, aliados as propriedades das fungoes com simetria radial e ao

principio de concentracao de compacidade.

Palavras-Chave: Sistemas Elipticos, Crescimento Critico, Crescimento Arbitrario,

Métodos Variacionais, Lema Radial e Concentracao de Compacidade.
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ABSTRACT

In this work, we consider a class of Hamiltonian Elliptic Systems. This class of
systems arise as a natural model in many areas such as Physics and Biology. We
studied cases involving critical growth, arbitrary growth and perturbed critical growth
and we also investigated questions related to the existence, multiplicity and properties
of solutions. The results are obtained by using a variational approach, for instance,
min-max theorems, combined with properties of radially symmetric functions and the

concentration-compactness principle.

Keywords: Elliptic Systems, Critical Growth, Arbitrary Growth, Variational

Methods, Radial Lemma and Concentration-Compactness.
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INTRODUCAO

O presente trabalho tem como tema principal o estudo de questoes relacionadas a

existéncia e multiplicidade de solugoes para sistemas de equacoes elipticas da forma,

—WPAu+V(z)u = fi(v) em Q,
(S)n —RPAv+V(z)v = folu) em €,
u=v=>0 sobre 0,

onde A > 0 é um parametro pequeno, 2 um dominio de RY, N > 2. possivelmente
nao-limitado (por exemplo, = RY), com fronteira suave ou vazia, V : Q@ — R é uma
fun¢ao comumente chamada de potencial e fi, f> : R — R fungoes de classe C*(R). Na
sequéncia do texto apresentaremos hipoteses adicionais sobre V, fi e fs.

O Sistema (S); surge em varias areas aplicadas. Na fisica, por exemplo, Schrodinger

[75] formulou a equagao

2
Y = DA W - W), 120, zeRY,

onde A e m sao constantes positivas, a onda 1 : Rt x RY — C, W é um potencial
limitado inferiormente e f(z)) = f(|w|)¢, f uma funcao ndo-linear; originalmente
f(¥) = |[¢|*. Suponhamos que 1) = (1,%s) e f = (fi, f2) sejam funcdes vetoriais,
com fio(t1, ¥2) = fra(|vl, [2)tbr + fra(|01], [W2])thn, k= 1,2, tais que

{ % = — A+ W () — fi(dn, o),
%2 = Ay + W(2)s — fa(¥r,1).
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Entdo, se estivermos interessados em solugoes para o Sistema (1) do tipo ondas
estacionarias (soliton), isto ¢, solucdes (v1,1) da forma vy (t,z) = e F/Mty(z) e
Po(t, 7) = e!B/My (1), substituimos estas em (1) e fazendo V(z) = W (x) — E, obtemos

o sistema real de equacoes parciais elipticas

{_h2Au+V(ZE)U = fi(u,v) em RY, (2)

—R2Av+V(z)v = folu,v) em RY,
O Sistema (S); é muito comum na Biologia. Por exemplo, a Quimiotaxia é o nome
dado ao processo de locomocao de células em reacao a presenca de alguma substancia
quimica em seu ambiente. Na década de 70, Keller - Segel |92] estudaram a Quimiotaxia
da Ameba usando um sistema de equacoes parabolicas cujos estados estacionarios devem
satisfazer, apos algumas hipoteses, a sistemas do tipo (S);. Logo depois, Gierer -
Meinhardt [48] estudaram a Ativac¢ao-Inibi¢ao de dois componentes quimicos como um
modelo de formacao de padrao e novamente deduziram um sistema de equacoes que se
reduz ao Sistema (S)y. Para maiores detalhes, veja os excelentes livros de Murray [60]
e [61].
A seguir faremos um breve historico sobre o Sitema (S); apresentando alguns dos
principais resultados sobre este assunto, comecando pelo caso escalar. No caso em que

u=uve fi(u,u) = folu,u) = f(u), o Sistema (S); se reduz a equacio
—R?*Au+V(z)u = f(u) em Q, u =0 sobre 01. (3)

Para f(u) = |u|?u e Q@ = RY, com N = 1, supondo uma condi¢ao global sobre V,
Floer-Weinstein [46] estudaram a equagao (3) e mostraram existéncia de solu¢ao que se
concentra em um ponto critico de V. Este trabalho foi generalizado por Oh [63]-[64].
Motivado pelos trabalhos de Floer-Weinstein e Oh, em 1992 Rabinowitz [67| considerou
o problema (3), para Q = RV, N > 2, f(u) com crescimento polinomial subcritico, e
introduziu uma técnica variacional global para encontrar solucao com ‘energia minima’
para h > 0 suficientemente pequeno quando

liminf V(z) > inf V(z) =V, > 0;

|z| =00 TzeRN

e em 1993 Wang [88] provou que esta solugao de energia minima se concentra em torno
do ponto de minimo global de V quando A — 0. Note que h é relacionada a constante

de Planck, portanto faz sentido estudar a existéncia de um hy > 0 tal que o problema



(3) tenha solugao para h € (0, hy]. O problema estudado por Rabinowitz |67], no caso
critico, foi considerado por Miyagaki [58]. Supondo que V(x) é coercivo, Miyagaki [58]
prova existéncia de solucao nao trivial.

Um passo além no estudo do problema (3) foi dado por del Pino-Felmer em uma
série de trabalhos [40], [41], [43] e [42]; veja também o trabalho de Gui [51]. A saber,
assumindo apenas limitacao inferior positiva e a condicao local de V:

ireljf_\V(x) < mlenafA V(z),

onde A C  é um aberto limitado, eles encontraram uma familia u; de solu¢oes do
problema (3), que se concentra em torno do minimo local de V', e uma familia de pontos
zy, tal que V(z;) — infz V. Os resultados de del Pino-Felmer e Gui sao para f(s) com
crescimento polinomial subcritico e do O-Souto [45] e Alves et al. [4] complementaram
estes resultados considerando f(s) envolvendo crescimento critico para Q = RY, N = 2
e N > 3, respectivamente. Ainda no espirito destes resultados, para Q = RV,
citamos Avila-Jeanjean [8] e Byeon-Jeanjean [23], neste tltimo foi desenvolvida uma
nova abordagem variacional e construidas solucoes positivas que se concentram em
componentes isoladas dos pontos de minimos locais de V(x) sob condigoes bem gerais
exigidas a f(s), embora com crescimento subcritico.

Usando as ideias de del Pino-Felmer [40], Alves [2] e Alves-Miyagaki [5] consideraram
a equagdo (3) com 2 = RY e, assumindo que V(z) é radial e que se anula em um
anel, obtiveram resultado de existéncia de solugao positiva para f(s) com crescimento
‘arbitrario’. Ainda com o potencial V' (z) se anulando, mas com crescimento subcritico,
Sirakov [81] obtém existéncia de solu¢ao positiva para (3) quando A — 0, usando
argumentos tipo passo da montanha; ele nao estuda comportamento desta solucao.
Com hipoteses e argumentos analogos, em | 79|, Sirakov prova multiplicidade de solugoes.
Resultados sobre comportamento de solu¢ao para a equagao (3) com V(z) se anulando,
podem ser encontrados em [25]-[26].

Sobre resultados de nao-existéncia de solugao para o problema (3), observamos que
estes sao baseados na Identidade Pohozaev [65]. Por exemplo, para i = 1, V(x)
constante e f(s) = |s[P7ts, p > (N + 2)/(N — 2), Berestycki-Lions [16, Exemplo 1]
observam a nao-existéncia de solucao utilizando a Identidade Pohozaev; casos mais
gerais também sao observados pelos autores. Para uma discussao de modo geral sobre

nao-existéncia de (3), com h =1 e V(z) constante, citamos o trabalho de Pucci-Serrin
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|66], em particular, a Se¢ao 4.

Retornando ao sistema, vamos assumir que o Sistema (2) é variacional, ou seja, é
o sistema de equacoes de Euler-Lagrange de algum funcional. Isto acontece quando
fi(u,v) e fo(u,v) sdo as derivadas parciais de alguma funcdo H(u,v). Neste caso,
classificamos o sistema em dois tipos: Sistema Lagrangeano (ou Gradiente) quando
fi(u,v) = Hy(u,v) e fo(u,v) = H,(u,v) e Sistema Hamiltoniano quando f,(u,v) =
H,(u,v) e fo(u,v) = H,(u,v). De modo geral, os Sistemas Lagrangeanos sao muito
comuns em diversas areas. Nao menos impontantes, os Sistemas Hamiltonianos possuem
inimeras aplicacoes nas ciéncias; por exemplo, em modelos de dinamica populacional
na Biologia (veja [61]).

Considerando H(u,v) = Fy(v) + Fy(u), onde

FGs) = [ hiod, k=12

torna-se natural pensarmos em considerar o funcional
In(u,v) = /(h2VUV’U + V(z)uv)dr — / H(u,v)dz, (4)
Q Q

de modo que, formalmente, (S); é o sistema de equacoes de Euler-Lagrange associado ao
funcional I;. Entao, observamos que o Sistema (S); é variacional do tipo Hamiltoniano.

Uma primeira dificuldade no estudo dos Sistemas Hamiltoniano, ao contrario dos
Sistemas Lagrangeanos, é que estes tém a caracteristica de serem fortemente indefinidos,
isto ¢, a parte quadratica

/(RQVuVU + V(x)uv)dx

do funcional [; é respectivamente coercivo e anti-coercivo em subespagos de dimensoes
infinitas do espaco onde I estard definido. Para maiores detalhes veja [14].

Os Sistemas Hamiltonianos tém sido objetos de intensos estudos, desenvolvidos por
varios pesquisadores nos ultimos anos, e iniciados com os trabalhos pioneiros de Clément
et al. [29], Hulshof - Van der Vorst [54] e de Figueiredo - Felmer [35]. Os estudos
em geral dependem do comportamento de H(u,v) no ‘infinito’, estes sendo distintos
para N = 2 e N > 3. Para N = 2, os conceitos de crescimento critico no ‘infinito’
para os Sistemas Lagrangeanos e Hamiltonianos sao analogos ao caso escalar. Mas
para N > 3, os trabalhos [29] e [54] observam uma segunda dificuldade no estudo

dos Sistemas Hamiltonianos, relacionada a nocao de criticalidade do crescimento no
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‘infinito’ de H (u,v). Esta segunda dificuldade pode ser facilmente ilustrada com a nog¢ao
de crescimento critico no infinito para o Operador Biharmonico (veja detalhes em [33]).
Diferente dos Sistemas Lagrangeanos, cujo conceito de criticalidade também é andlogo
ao caso escalar para N > 3, a nocao de criticalidade para Sistemas Hamiltonianos esta

relacionada a chamada Hipérbole Critica
2
42 -_1-= 5)
+ N (5)

onde p,q > 1, introduzida por Clément et al. [29] e Hulshof - Van der Vorst [54]

independentemente.

Figura 1: Hipérbole Critica % + % 1—

No que segue, consideramos f;(u,v) = fi(v), fo(u,v) = folu) e
H(u,v) = Fi(v) + Fy(u).

Neste caso, vamos tornar mais claro os conceitos comentados no paragrafo
anterior. Motivada pela desigualdade de Trudinger-Moser [86]-|59], a classifica¢ao do
comportamento de fi(s) e fo(s) no infinito para N = 2, tem se tornado bastante comum
e utilizada na literatura por véarios autores como Adimurthi [1]|, Cao [27] e de Figueiredo

et al. [36], apenas para citar exemplos. Dizemos que o crescimento no infinito de fi(s)
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(respectivamente de fy(s)) é

Subcritico: se para todo a > 0,

i G
|s| 00 exp(as?)

Critico: se existe oy > 0 tal que

|s| =00 exp(as ) 00, a < o

f1(s) :{ 0, a>a

Supercritico: se para todo a > 0,

i fl(S) .
1m ——F——— = 0.
|s|—o00 exp(ozsz)

Portanto, para N = 2, dizemos que o Sistema (S) é:

e subcritico se fi(s) e f2(s) tém crescimentos subcriticos ou uma tem crescimento

subcritico e a outra crescimento critico;
e critico se fi(s) e fo(s) tém crescimentos criticos;
e supercritico se fi(s) ou f2(s) tem crescimento supercritico.

Para maiores detalhes, além das referéncias ja citadas, veja [33| e [34].

Suponhamos agora que N > 3 e consideremos os limites

|fl(s)| - e li |f2(8)| _ l2 (6)

li =
\s|1—r>noo |S|p_1

|s|—so0 |8]9

onde p, g > 2. Dizemos que o Sistema (S); é:

e subcritico se [,y < oo e o ponto do plano (p,q) estd na regido abaizo da
hipérbole (5), isto é, 1/p+1/¢ > 1 —2/N;

e critico se 0 < ly,ly < 00 e o ponto do plano (p, q) pertence a hipérbole (5);

e Supercritico se 0 < l1,l; < 0o e 0 ponto do plano (p, ¢) esta na regiao acima da
hipérbole (5), isto ¢, 1/p+1/q¢ <1 —2/N.



%

p
Subcritico — Critico Supercritico

Observagao. Para N > 3, a classificacao do Sistema (S), € feita para p,q > 1. O
fato de assumirmos p,q > 2 € apenas para tornar o crescimento de cada uma das nao-
linearidades superliner no infinito; uma hipotese técnica que € necessdria ao método
que abordaremos o sistema. Observamos ainda que todos os conceitos e defini¢oes
apresentados até aqui, poderiam ser introduzidos em situagoes bem mais gerais, mas
este nao € o nosso objetivo. Para situacoes gerais, além de outras referéncias jd

apresentadas, veja por exemplo [33]-[74].

Ressaltamos que os trabalhos anteriormente citados de Clément et al. [29], Hulshof
- Van der Vorst |54] e de Figueiredo - Felmer [35] estudam o Sistema (S); em dominios
limitados. No melhor do nosso conhecimento, os primeiros trabalhos a considerar o
Sistema (S); em dominios nao-limitados foram de Figueiredo-Yang [39] e Serrin-Zou
[76]. de Figueiredo-Yang [39] estudaram o Sistema (S);, com A = 1, V(z) = 1 e
Q = RY, N > 3, e provaram existéncia de solucdo de ‘energia minima’, além de
uma série de propriedades (por exemplo, simetria e comportamento de solugoes); o
sistema era subcritico e alguns de seus resultados tinham restrigoes, por exemplo, do
tipo p,q < (N +2)/(N —2). Serrin-Zou [76] consideram um caso particular do Sistema
S (h=1,V(z) =0e Q=RN N > 3), e obtém existéncia de solu¢ao radial para
o sistema critico e supercritico. Em 2000, Sirakov [80] estudou um sistema mais geral
que o estudado por de Figueiredo-Yang [39] e obteve os mesmos resultados deles, agora

sem a necessidade das restrigoes antes referidas. Na ultima se¢ao de seu trabalho [80,

7



Secao 4|, Sirakov deixa algumas questoes abertas. Uma destas questoes, o Sistema (S);
subcritico com fi(s) = |s|7 s e fa(s) = |s|P~!s, foi considerada por Alves et al. [6], para
Q = RY, e Avila-Yang [10], para Q limitado e o sistema com condicdo de fronteira de
Neumann. Para superar as dificuldades provocadas pela indefinicao da parte quadratica
do funcional associado ao sistema, os autores abordam o sistema usando formulagao dual
e provam existéncia de solugao e propriedades desta quando A — 0. Vale frisar que nos
resultados de Avila-Yang ¢ imposta a restricao p, ¢ < (N +2)/(N —2) em alguns casos,
veja [10, Teorema 1.2|. O trabalho de Avila-Yang [10] foi generalizado por Ramos-Yang
|73|, agora sem as restri¢bes antes comentadas. Ramos-Yang introduzem uma nova
caracterizacao variacional do nivel ground state do Sistema (S); |73, veja Teorema 3.1]
para traté-lo de forma mais direta. Em [71], Ramos-Tavares revisam o método usado por
Ramos-Yang |73] e, usando as ideias de del Pino-Felmer [40]-|41], estendem os trabalhos
[40]-[41]. Este método, ao que parece, motivado pela caracterizacao variacional do nivel
critico introduzida em Benci-Rabinowitz [14, pag. 248|, tem-se mostrado interessante e
foi utilizado, por exemplo, em [19], [18], [68] e [69].

Todos os trabalhos que citamos até o momento para o Sistema (S)y, consideram V' ()
identicamente zero ou limitado por baixo por uma constate positiva. Recentemente,
Sirakov-Soares [82] estudaram um Sistema Hamiltoniano mais geral que (S)g, com V (z)
nao identicamente zero e se anulando (hipotese ja considerada por Sirakov [79]-[81]
no caso escalar), e provaram existéncia de solu¢do, mostrando que o nivel critico do
funcional dual considerado converge a zero quando A — 0 (técnica ja usada em |[81]).
Argumentos para fazer o nivel critico pequeno sao comuns quando se trata de problemas
criticos. Ressaltamos que todas as referéncias até aqui citadas para sistemas sao no caso
subcritico, com exce¢ao de Serrin-Zou [76].

Acreditamos que o estudo de existéncia e comportamento de solucoes para o Sistema
Hamiltoniano critico com N > 3 foi iniciado por Hulshof-Van der Vorst [53], e por de

Figueiredo et al. [34] no caso N = 2. Hulshof-Van der Vorst [53] consideram o sistema

—Au = |v|"% em RY,
(7)

—Av = |[uP2u em RV,
onde o par (p, q) pertence a hipérbole critica (5). A existéncia de solu¢ao ground state
(u,v) para o Sistema (7) foi obtida por Lions |55]. Esta soluc¢ao é tal que u e v sdo
radiais, positivas e decrescentes em || = r. O que Hulshof-Van der Vorst [53] mostram

¢ a unicidade, a menos de ‘Scalings’ e Translacoes, e o comportamento assintotico da



solucao ground state, ou seja, as ground states sao da forma:

ue,;po(a?) — e_%u (ZE _ 1’0) e Ue,mo(a?) — e_%v (:B — IO) , €>0. (8)

€ €

Os argumentos de Hulshof-Van der Vorst permitem comparar o nivel critico, de um

funcional associado ao Sistema Hamiltoniano, a constante
. .
Spa = inf { || Au] o su € D*FTRY) e [luflps = 1},

onde o par (p,q) pertence a hipérbole critica (5). A constante S,, > 0 é relacionada
ao nivel ground state do Sistema (7) e também as constantes de Imersoes dos Espagos
de Sobolev Fracionarios nos espagos L" para N > 5, veja [31]. O trabalho de Hulshof-
Van der Vorst [53] foi um dos suportes necessarios para que Hulshof et al. [52], em
Q) limitado, generalizassem para Sistema Hamiltoniano o famoso artigo de Brézis-
Nirenberg |21]. O sistema considerado por Hulshof et al. [52] em € ndo-limitado,
embora com crescimento critico restrito (a saber, com p = ¢ = (N + 2)/(N — 2)),
foi estudado por Colin-Frigon [30] baseado numa extensao de um Lema de Lions [89,
Lema 1.21| obtida por Ramos et al. |72]. Os argumentos apresentados por Hulshof-
Van der Vorst [53| também auxiliaram Yang |90] a tratar o Sistema (S)y critico, com
h=1,V(z)=1eQ = RN, N > 3. Para obter seus resultados, alguns reproduzidos no
Capitulo 3 da presente tese, Yang [90] usa uma comparagao entre a constante S,, e o
nivel critico de um funcional dual associado ao Sistema (S); aliada aos argumentos de
Benci-Cerami |13].

Apresentado brevemente um esboco historico com as motivacoes, classificacoes e
dificuldades sobre o Sistema (S);, passamos agora a expor os resultados obtidos no
presente trabalho, descrevendo um resumo de cada capitulo.

No Capitulo 1 estudamos existéncia e multiplicidade de solu¢oes nao-triviais para o

sistema:

—R*Au+ V(
(S1)n —h2Av + V(
u=v=0 sobre 01},

r)u = bu[* 2w em Q,
v = alul* ?u em €,
onde i > 0 é um parametro pequeno, u,v € C%(Q)NCY(Q) N H (), Q um dominio de
RY, possivelmente nao-limitado (por exemplo, 2 = RY), com fronteira suave ou vazia,
2*:=2N/(N—-2), N > 3, é o expoente critico de Sobolev e a, b > 0 sdo parametros reais.
Assumiremos que V' : 0 — R é uma fungao localmente Holder continua e nao-negativa

satisfazendo:



(V1) existem abertos nao-vazios 23 CC Qy CC  tais que V(z) = 0 para todo z €
e V(z) > Vp > 0 para todo x € Q2 \ Q.

O Sistema (S;); ¢ um sistema critico pois o par (2*,2%) esta na Hipérbole Critica
(5). Este sistema é uma versao para Sistema Hamiltoniano do problema considerado por
Benci-Cerami [12|, porém com os potenciais considerados tendo naturezas diferentes.
Por exemplo, enquanto Benci-Cerami provam existéncia de solugao para ||[V[|,v/zgx)
suficientemente pequena no caso de uma equacgao, aqui a hipotese (Vi) torna V' (z) nao
integravel em RY.

Os principais resultados do Capitulo 1 sao:

Teorema 1.1 Suponha que V' satisfaz (V1). Entao, existe hg > 0 tal que, para cada
he€ (0, h), o Sistema (S1)s possui uma solugio (up,vy) € HY(Q) x HY (). Além disso,
up, vy € C2HQ)NCH(Q),0 < a < 1, e sdo positivas.

Usando os argumentos da prova do teorema anterior, mais especificamente, uma
estimativa superior do nivel critico do funcional associado ao Sistema (S;); (veja Lema
1.24), relativo a solugdo do teorema anterior, obtemos existéncia de solugdo ground

state (a defini¢do de solugao ground state é apresentada no Capitulo 1) para o Sistema
(Sl)hi

Teorema 1.2. Suponha que V satisfaz (Vi). Entao, para cada h € (0, hy|, o Sistema
(S1)n possui uma solugao ground state (y, vn) € HE(Q) x HL ().

Observamos que hg no Teorema 1.2 ¢ o mesmo do Teorema 1.1 mas, apesar de uy
e vy terem sinais definidos, nao podemos afirmar o mesmo sobre as defini¢oes de sinais
de ﬁﬁ [§] f)ﬁ.

Devido a simetria das nao-linearidades do Sistema (S7)p, é natural se esperar algum

resultado de multiplicidade de solucao para este sistema.

Teorema 1.3 Suponha que V satisfaz (V1). Entao, dado k € N, existe hy > 0 tal que,

para cada h € (0, hy], o Sistema (S1)r possui ao menos k pares de solugoes nao-triviais.

Resultados de multiplicidade de solucoes para Sistemas Hamiltonianos, podemos

citar Bartsch-de Figueiredo [11], Avila-Yang [9] e referéncias neles citadas, mas todos
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os resultados sao para sistemas subcriticos. No caso de multiplicidade de solucoes
para Sistemas Hamiltonianos criticos, até o presente momento nao temos identificados

resultados na literatura.

Observacao. O caso escalar, isto €, o problema

{—thu+V(x)u = alul* 2 em Q, ©)

u =70 sobre 052,

como jd referido, foi estudado por Benci-Cerami [12], para h = a = 1 ¢ Q = RY,
Eles provaram existéncia de solugao positiva para ||V|| v2gy) suficientemente pequena.
Mas nao € do nosso conhecimento, resultados para o Problema (9) na literatura sob a
condi¢ao (V1) para V(x) nao-radial (o caso V(x) radial e 2y e Qq anéis, foi tratado por
Alves [2] e Alves-Miyagaki [5]). Portanto, observamos que os argumentos apresentados
para provar os Teoremas 1.1, 1.2 e 1.8 também podem ser aplicados de forma bem mais

simples e direta para provar versoes dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 no caso escalar.

As provas dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 sao baseadas fundamentalmente na combinacao
da formulagao variacional, motivada por Ramos-Tavares [71| e Bonheure-Ramos [19],
na adaptacao dos argumentos de Silva-Xavier |78| e na prova que os niveis criticos de
um funcional associado ao sistema converge a zero quando h — 0. Por fim, observamos
que nao parece claro que os argumentos das provas apresentados no Capitulo 1 sejam
adaptados ao caso de poténcias distintas p # ¢ # 2*, onde o par (p,q) satisfaz a
Hipérbole Critica (5).

Uma observagao interessante sobre o Sistema (S;); é que, mesmo no caso em que
V(z) = A # 0, X\ uma constante, os teoremas sobre nao-existéncia, a exemplo de
Mitidieri |[57] e Van der Vorst |87] (veja [52, Teorema 1]), ndo se aplicam neste caso.
Vale ainda ressaltar que, para h =1 e V(z) = 0, o Sistema (S;); com poténcias p e ¢,
mesmo subcritico, ha resultados de nao existéncia, veja [83].

O objetivo do Capitulo 2, é estudar existéncia de solucao para o sistema:

(Su)n {—thu+V(x)u = g(v) em RY

—RPAv+V(z)v = f(u) em RV,

onde A > 0 é um parametro pequeno, u,v € C?(RY), N > 2. Assumiremos que
V :RY — R ¢ uma fungdo radial (isto é¢ V(z) = V(|z|)) localmente Holder continua e

nao-negativa satisfazendo: existem constantes 0 < Ry < r; < ry < Ry tais que
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(Vy) V(x) =0 para todo x € A, e V(z) > a > 0 para todo x € AS = RY \ Ag, onde
A, ={z e RY;r < |z| <m} e Ar={r € RY;R, < |z| < Ry}.
Além disso, as fungoes f, g € C'(R) sdo tais que:
(Hy) f(0) = f'(0) = 0= g(0) = ¢'(0);
(Hy) existe ¢ > 0 tal que

0<(1+8)f(s)s< fl(s)s* e 0<(1+d)g(s)s <g'(s)s?, s€ER.

O potencial V' no Capitulo 2 é um caso particular do potencial considerado no
Capitulo 1, assim como a condi¢ao (V3) é um caso particular de (V).

Os principais resultados do Capitulo 2 sao:

Teorema 2.1 Suponhamos que V' satisfaz (Va), f,g satisfazem (Hy), (Ha) e
1)

s—+oo gP—1

im 2 g, (10)

s—+oo g4~ 1

:ll €

com p,q > 2 ely,ly < oo. Entao existe hy > 0 tal que, para cada h € (0,h], o

Sistema (Sq)n possui uma solugdo (up,vy) € HY (RY) x H! (RY), N > 2. Além

rad

disso, up, vy € CHRY), sdo positivas e

up(x), vp(z) =0, |z| — occ.

No Teorema 2.1, a hipotese (2.3) é uma condigao de crescimento no infinito, mas
nao ha restricoes quanto aos valores de p e ¢, podendo ser supercriticos. Note que,
supondo no Capitulo 1 © = RY e o potencial V radial satisfazendo (V3), o Teorema

1.1 é consequéncia direta do Teorema 2.1.

Teorema 2.2 Suponhamos que V' satisfaz (Vq). Se f, g satisfazem (Hy), (Ha) e, além
disso, dado € > 0 existe C. > 0 tal que

f($)t+gt)s <e(s> +12) + C(f(s)s +g(t)t), s,tE€R, (11)
entao existe hy > 0 tal que, para cada h € (0, o), o Sistema (S2)n possui uma solugao

(up,vp) € H: J(RN) x HE (RN), N > 2. Além disso, uy, vy € C*(RY), sao positivas e

rad rad

up(x), vp(z) =0, |z| — oo.
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A condicdo (11) ndo é uma condi¢ao de crescimento no infinito e, portanto, em certo
sentido, temos um crescimento arbitrario. No Capitulo 2, fazemos uma discussao sobre

as condigoes (10) e (11) e daremos alguns exemplos de fungoes f, g.

Observacgao. Os Teoremas 2.1 e 2.2 estao relacionados aos principais resultados em

[2] € [5] para problemas escalares.

Para provar os Teorema 2.1 e 2.2, seguimos as ideias de del Pino-Felmer [40], Alves-
Miyagaki [5] e Ramos-Tavares [71|. Fazendo uso das hipoteses de V(z), truncamos as
fungoes f e g e consideramos um sistema modificado. O objetivo é obter um funcional
associado ao sistema modificado bem definido em um subespago de H*(RY) x H'(R"),
de modo que seja possivel provar existéncia de solucao para este sistema modificado,
com propriedades que nos permitam mostrar que tal solucao obtida seja também solucao
de (Sa)p-

O Capitulo 3 dedicamos ao estudo de existéncia de solugao para o sistema:

—RPAu+V(z)u = gv)+0v* ! em RY,
(Sa)n

—R2Av+V(z)v = flu)+u¥ ' em RY,

onde u,v € C*(RY), u,v > 0 em RY, N > 3, h > 0 um parametro real. Assumiremos
que V : RY — R ¢ uma funcio radialmente simétrica, localmente Holder continua e

satisfaz:
(Vi)  V(x)=V(|z|) > a > 0 para todo x € RY;

(Vy)  infV(z) < inf V(z),

Bg
para alguma bola aberta By = B, (z) C RY ry > 0. Além disso, as fungoes

f,9 € CY(R) sdo tais que:
(Hy) f(0) = f'(0) = 0= g(0) = ¢'(0);
(H,) existe &' > 0 tal que
0<(1+0)f(s)s < fs)s* e 0<(L+3")g(s)s < g'(s)s”

(H3) f(s) =o(|s|* 1) e g(s) = o(]s|* 1), |s| = oo; mais precisamente,

f(s) 9(s)

|2*—1 |2*—1'

:0:

|s|—=+o0 |S |s|—=+o0 |S
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Devido a condi¢ao (V3) nao permitir V' se anular, os argumentos usados nos
capitulos anteriores que tornam os niveis criticos pequenos quando A — 0 nao se
aplicam a este caso. Entao, a alternativa é exigir mais uma hipotese para f e g.
Vamos exigir uma condi¢ao do tipo Brézis-Nirenberg |21, Se¢ao 2.2]. Para introduzir tal
hipotese, vamos seguir Hulshof-Van der Vorst [53] e Yang [90]. Consideremos (u,,v.) =
(Ue o, Veo), as ground states do Sistema (7), definidas em (8), e F(s) = [ f()dt e
G(s) = [, g(t)dt as primitivas de f e g. Assumiremos:

(Hy)
N 1/e N
lim —2/ F (e_?ue(r)) rNldr = 0o
=0 |luell3 Jo
e
N 1/e N
lim —2/ G <e_?vg(r)) rNldr = co.
=0 |lvellz Jo
Note que um exemplo de fungoes que satisfazem (H;) — (Hy) é f(s) = [s|*7%s e

g(s) =s]"%s, s € R, 2 < p, v < 2%,

O principal resultado do Capitulo 3 é o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Suponha que V' satisfaz (Vi) — (V4) e f,g satisfazem (Hy) — (Hy).
Entao existe ho > 0 tal que, para cada h € (0, ho), o Sistema (S3)n possui uma solugao

(up,vp) € H: J(RN) x HE (RN). Além disso, uy, v, € C*(RY), sio positivas e

rad rad

up(x), vp(z) =0, |z| — occ.

Observagao. O Teorema 3.1 estd relacionado com os principais resultados em [4], no
caso escalar, e [90], no caso do sistema. QObservamos ainda que podemos trocar na
condi¢ao (Vy4) a bola By por um anel, por exemplo, A, considerado no Capitulo 2, que

o Teorema 3.1 ainda continua vdlido.

No caso escalar, Alves et al. [4, p 497] observam que a solugao obtida, no caso
subcritico, por del Pino - Felmer em [40] ndo é uma ground state, o que é razoavel,
segundo eles, pois alguns problemas sob a hipotese (V4) nao admitem solu¢ao ground
state. Eles observam ainda que essa foi uma das possiveis razoes que motivaram

del Pino-Felmer a considerar um problema com a nao-linearidade apropriadamente
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modificada (veja [40, p 125]). Como o problema modificado é relacionado com um
problema ‘limite’, isto permitiu aos autores provar existéncia de solucao e véarias
propriedades. Nao foi diferente com Alves et al. [4] para equagao com crescimento
critico nem é para sistema. Note que o Sistema (S3); também é relacionado com um
sistema ‘limite’. De fato, temos o sistema

(12)

*

~Atu+V(hr +x0)t = g(®)+0> ! em RY,
~AV+V(hx +x0)0 = f(a)+a*>"! em RY,

obtido do Sistema (S3); pela mudanca de variavel © — hz + 2. Entao, passando ao
limite quando i — 0, é de se esperar que o Sistema (12) tenha alguma relagdo com o

sistema ‘limite’

(13)

~Au+V(zg)u = g@®) +2*"1 em RY,
A+ V(xg)v = f(u)+u*>! em RY,

O Sistema (13) foi estudado por Yang [90]. Ele mostrou a existéncia de solucao
ground state (u,v) e que u e v sao radiais e tém decaimento no infinito. Para obter
solugao, Yang usa o método dual. Este método tem a vantagem de nao se trabalhar
com o funcional associado ao Sistema (13) que tem a caracteristica de ser fortemente
indefinido. A principio podemos abordar o Sistema (S3); com este método, a exemplo de
Sirakov-Soares |82] no caso subcritico. Mas as dificuldades surgem quando precisamos
relacionar os niveis criticos dos Sistemas (S3); e (13). Entao, vamos estudar o Sistema
(S3)n seguindo as ideias de del Pino-Felmer [40] e Alves et al. no caso escalar, e de
Ramos-Tavares [71] e Yang |[90] para sistema, com a mesma formulacdo variacional dos
Capitulos 1 e 2.

Observamos que o Sistema (S3); torna-se mais geral quando trocamos os termos
u? "1 e v¥ =1 por uP~! e v?7!, onde o par (p,q) pertence a hipérbole critica (5). Neste
caso, alguns dos resultados de Yang [90| para o Sistema (13) continuam validos; nao
é garantindo, por exemplo, o decaimento das solu¢oes no infinito. Além disso, as
dificuldades apontadas para o uso do método dual no caso p = ¢ = 2* se agravam
devido a necessidade do uso dos Espagos de Sobolev Fracionarios com Peso. No caso
mais geral, também nao parece simples adaptar os argumentos de Ramos-Tavares |71,
pois ha necessidade de truncar o sistema, e o mesmo truncamento usado pelos autores

para o sistema subcritico, nao é clara sua validade no caso critico.
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CAPITULO 1

SISTEMA COM CRESCIMENTO
CRITICO

Para facilitar a leitura, repetiremos os resultados apresentados na Introducao. O
presente capitulo é dedicado ao estudo de existéncia e multiplicidade de solugoes nao-
triviais para o sistema do tipo Hamiltoniano:

—R2Au+V(x)u = blv|* 2v em Q,

(S1)n —RAv+V(zv = au/* 2u em Q,

u=v=>0 sobre OS2,
onde i > 0 é um parametro pequeno, u,v € C2(Q)NCY(Q) N H(Q), Q um dominio de
RY, possivelmente nao-limitado (por exemplo, 2 = RY), com fronteira suave ou vazia,
2*:=2N/(N—-2), N > 3, é o expoente critico de Sobolev e a, b > 0 sao parametros reais.
Assumiremos que V : 2 — R é uma funcao localmente Holder continua e nao-negativa

satisfazendo:

(V1) existem abertos nao-vazios € CC 2y CC € tais que V(x) = 0 para todo = €
e V(x) > Vo > 0 para todo = € Q\ (.

Nossa estratégia para abordar o Sistema (S;); ¢ aplicar métodos variacionais

considerando o subespago de H3 ()
E = {u c Hy () : / V(x)uldr < oo} ,
Q
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que é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno
(u,v) = /(ﬁQVqu + V(z)uwv)dr, wu,v € E,
Q

/

e norma correspondente ||u||, = (u, u>,li ? para cada h > 0 dado. Note que, pela hipotese

(V4), juntamente com o fato que || - ”%2(92) < € a desigualdade de Sobolev

2
L2 (2
(veja |15]), temos que as imersoes

E — H&(Q) — L"(9), (1.1)
sao continuas para todo 2 < r < 2%,

Observacgao. Em verdade, para que os argumentos usados na prova dos resultados
deste capitulo funcionem, € suficiente apenas que V(x) se anule em um conjunto com
medida positiva e [,(|Vul* + V(2)u?)dz seja uma norma em E tal que as imersoes

(1.1) sejam continuas.
Definimos ainda £ x E munido do produto interno

((u,0),(d,0))n = (u, O)n + (v, )0, w0, 0,0 € E,

e norma correspondente [|(u, )|z = (||ul/ + ||U||%)1/2.

Observamos que (S;); € o sistema de equagdes de Euler-Lagrange associado ao

. b
2 [ —
dx > /Q lv

Temos que Zj é de classe C? sobre E x E e sua derivada primeira é dada por

funcional 7, : £ x EF — R, definido por:

Y dx. (1.2)

Tn(u,v) = (u,v), — % /Q |u

" Zypdr, (1.3)

Ti(u,v)(d,9) = <u,so>h+<v,¢>h—a/g|u|2"—2u¢dx—b/9\v

para cada (¢, p) € E x E. Os pontos criticos do funcional Z; correspondem a solugoes
no sentido fraco de (Sy);.

Os principais resultados do presente capitulo sao (assumimos a,b > 0):

Teorema 1.1. Suponha que V satisfaz (V1). Entao, existe hy > 0 tal que, para cada
ho€ (0, h), o Sistema (S1)n possui uma soluc¢io (up,vp) € HE () x HE(Q). Além disso,
up, vp € C*(Q) NCH(Q),0 < a < 1, e sio positivas.
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Por uma solugao ground state de (Sy)p, entende-se uma solugao que possui a menor
energia entre todas as solugoes nao-triviais, isto ¢, uma soluc¢ao de (S;); que realiza o
infimo

¢n = én(a,b) = inf{Z,(u,v); (u,v) # (0,0) & solucao de (Sy)x}.

Teorema 1.2. Suponha que V satisfaz (V1). Entao, para cada h € (0, hyl, o Sistema
(S1)n possui uma solugio ground state (ty, Uy) € HE(Q) x H ().

Observamos que hg no Teorema 1.2 é o mesmo do Teorema 1.1 mas, apesar de uy; e

vy terem sinais definidos, nao podemos afirmar o mesmo sobre os sinais de uy e Up,.

Teorema 1.3. Suponha que V' satisfaz (V1). Entao, dado k € N, existe hy > 0 tal que,

para cada h € (0, hy], o Sistema (S1), possui ao menos k pares de solugoes nao-triviais.

No estudo das equacoes de Schrodinger ¢ comum a busca por hipoteses, sobre o
potencial V' ou nao-linearidade, que impliquem algum tipo de compacidade. A hipotese
do potencial V' nao identicamente zero e que se anula foi explorada por |2|, 5], [25],
|26] e |81]. Sirakov |81]| assume o potencial se anulando e, com a nao-linearidade com
crescimento subcritico, obtém existéncia de solu¢ao provando que o nivel critico do
funcional associado ao problema converge a zero quando i — 0. Alves [2] e Alves-
Miyagaki |[5] assumem hipoOteses mais restritivas sobre V', mas provam existéncia de
solucao com crescimento ‘arbitrario’ na nao-linearidade usando o mesmo argumento;
este ¢ o assunto do proximo capitulo. Mais recentemente, argumentos andlogos a
[81] foram adaptados para sistema Hamiltoniano por Sirakov-Soares [82], onde neste
trabalho eles consideram um sistema subcritico e usam o método dual para obter
existéncia de solucao.

As provas dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 sao baseadas fundamentalmente na combinacao
da formulagao variacional, motivada por Ramos-Tavares [71] e Bonheure-Ramos [19],
na adaptacao dos argumentos de Silva-Xavier |78| e na prova de que os niveis criticos de
um funcional associado ao sistema converge a zero quando i — 0. Por fim, observamos
que nao parece claro que os argumentos das provas apresentados neste capitulo sejam
adaptados ao caso de poténcias distintas p # ¢ # 2*, onde o par (p,q) satisfaz a
Hipérbole Critica (5).

O capitulo esta organizado da seguinte forma: na primeira se¢ao ¢ feita a formulagao
variacional, na segunda secao é estudada a condicao de Palais-Smale e nas duas ultimas

secoes sao desenvolvidas as provas dos teoremas.
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1.1 Formulacao Variacional

Com o objetivo de provar o Teorema 1.1, consideramos o funcional fortemente
indefinido I, : E x E — R, definido por:

* b *
In(u,v) = (u,v), — @ /(u+)2 dr — — (v+)2 dr,
2% Jq 2* Jq

onde u™ = max{u,0} (resp. v"). Temos que I; ¢ de classe C? sobre E x E e suas
derivadas sao dadas por

])%(uﬁv)(¢>gp) = <U>80>h+(v,¢>ﬁ—a/

(u+)2*_1¢d93—b/(v+)2*_1<pd:£, (1.4)
0

Q

L (u,0) ((6,9), (6m) = (&mhn+ (o, On— (27 = 1)a/(u+)2*_2¢cdf€

Q
—(2* - l)b/Q(er)Q*_Qgpndx, (1.5)

para cada ¢, ¢,(,n € E. Pontos criticos do funcional [; correspondem a solugoes nao-

negativas no sentido fraco de (Sy);.

Observacgao 1.4. Para simplificar a notacao, consideramos nesta se¢cao e na prozima

h =1, e usaremos as sequintes notagoes: {-,-) = (-, )1, |- ||= 1|11 e I = I1.

O funcional [, como ja mencionado, é fortemente indefinido. Nosso objetivo é
fazer uma formulacao variacional que seja possivel considerar um segundo funcional
que nao mais tenha a caracteristica de ser fortemente indefinido e que tenha boas
propriedades como, por exemplo, geometria do passo da montanha. Estes argumentos
foram utilizados por Ramos-Tavares [71| e Bonheure-Ramos [19].

Fixado w € FE, consideremos o funcional F : E — R, definido por:

F) = I{w+ ¢, w—1).

Proposicao 1.5. O funcional F ¢ limitado superiormente e o supremo

sup I'(w + ¢, w — )
yeE

€ atingido em um unico 1.
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Prova. Note que
2 2 1 +12* +32¢
F) = lwl]” =l —;/Q[a((wﬂb) ) +b((w —y)")* [ de. (1.6)

Observamos que

FW)o) = —2(,0) - /Q [a((w +¢)")* " = b((w = ¥)")* 7] ¢dx

€

F'(W)e,0) = —2(p,¢) — (27 - 1)/ [a((w +¥)")* 72 + b((w — ) )* 7] pdda.

Q
para todo ¥, p, ¢ € E. Logo,
—F" () (e, 9) > 0,

para todo ¢, € E, p # 0. Entao, —F é um funcional estritamente convexo. Além
disso, tem-se que —F é fracamente semi-continuo inferior (veja [32, Teorema 1.4]).
Logo, —F assume seu minimo em um tnico ponto (veja [50, Teorema 1.6]). Portanto,

JF assume seu maximo em um 1nico . [ |

Pela proposicao anterior, dado w € E, existe um tnico ¢, € E tal que
L(w + thu, w = 3py) = max I(w + ¢, w —1)). (1.7)
Deste modo, temos a aplicacao ® : £ — E definida por:
D(w) = 1y, (1.8)

Observacgao 1.6. Pela Proposicao 1.5, F possut um unico ponto critico, a saber, 1,,.

Portanto,

I'(w + P, w — 1) (6, =) = 0, (1.9)
para todo ¢ € E. De fato,
I+ 0 = ) (6, ~6) = (W + s ) + (10— Y 0)
— [ Tt )6 bl ) )] de
= 2000, 0) — [[al(w+ 1)) bl(w — ) oo

Q

= —F'(¢w)(9),
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para todo ¢ € E. Note ainda que, firado w € E, a identidade (1.9) nos diz que ¢, € E

€ a unica solugao da equacao
200, + 2V ()t = — [a((w + 1) T)" 7 = b((w — ) ) T (1.10)
em E' (dual de E).

Em funcao da Proposicao 1.5 podemos considerar o funcional reduzido J : E — R

definido por
J(w) = Hw+ 1w, w—thy)
= [lwll* = [l —QL/Q [a((w + 1)) + b((w — ) ") ] do. (1.11)
Sabemos que I é de classe C?. Mas J é uma composicao do funcional I e de uma

aplicacao que envolve a aplicagdo ® definida em (1.8). Entao, J depende de ® para que

tenha alguma derivada.
Proposicao 1.7. A aplicacio ® € de classe C*.

Prova. Usaremos o Teorema da Fungao Implicita. Primeiramente vamos introduzir
algumas notagoes. Denotemos por (E x E)~ = {(¢, —v);¢ € E} (veja Figura 1.1) e

consideremos as aplicacoes definidas por:

T (EXE)x (ExXE)” = ExXE, ((u,v),(, =) (u,v)+ (1, =)
I'' ExXE— (ExXE)~(ExE)

P ExE—(ExE)", (4,0 (“;”,—“5“)
Note que
(ExE)X(EXE) ——~ExE-L~(ExE)=ExE-Y~(ExE)"
define uma aplicagdo G : (E' X E) x (EF x E)” — (E x E)~ dada por
G=Polor.
Vamos agora verificar que a derivada parcial de G em relacao a segunda variavel, i.e.,
DoG((u,0), (6, ~0)) : (E x E)™ = (B x E)",
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/(u>v)

P(u,v)

(Ex E)~

Figura 1.1: P é a projegao ortogonal de £ x E sobre (E x E)~

é um isomorfismo. Com efeito, observamos primeiro que 7 e P sao lineares e I’ de classe
C'. Entao, G ¢ de classe C* e

DyG ((u,v), (¥, =9))(¢, —¢) = DG((u,v), (¥, ~1))((0,0), (¢, —¢))
= DPoDI'o DT((U, U)v (1/}7 _1/})) ((07 0)7 (¢7 _¢>)
= Pol"(t((u,v), (1, —1))) (4, —0).

Denotando (¢,n) = (u,v) + (¢, =), temos
DQQ((U’ U)? (wa _w))(gba _¢) = Po I”((<> 77))(¢7 _¢)

Agora, escrevendo T' = DyG ((u,v), (¢, —1p)) = PoI”((¢,n)) e identificando (Ex E)~ =
((E x E)7), temos

T:(ExE)” = (ExE)” e T((¢,—¢)€(ExE))
de modo que

T((¢,—9)) (0, —p) = PolI"((¢,n) (6, —0), (¢, —¢))
= ) (@1 / [a(¢H)? 2 4 b(n)? 2] o,

para todo ¢, ¢ € E.
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Observemos que T é injetivo. De fato, se T((gb, —gb)) = (0,0) temos em particular
T(((bu _¢))(¢7 _¢> = 07 ou seja,

2ol =~ = 1) [ alcH 24 bn ] s <o

que implica em ¢ = 0.

Notemos agora que

(T +1d)((6,—9)) (0, —¢) = —(2"— 1)/Q [a(CH)* 72+ b(n™)* 7] ppda,

onde Id: (EXE)” = (ExE)™), [d((gb, —qﬁ))(gp, —p) = 2(¢, ), para todo ¢, p € E.
Afirmamos que (T + Id) é um operador compacto. Com efeito, afim de simplificar,
consideremos o operador R: (E X E)” — (E x E)~ = ((E x E)~)’ definido por

R((6,~8)) (9, —¢) = / (CH)F 2.

Se (¢n7 _¢n) - (¢07 _¢0) ein (E X E)_J vamos provar que R(¢n7 _¢n> — R(¢07 _¢0)
em (E x E)” = ((E x E)7)". Para tanto, usando a imersao de Sobolev, temos

(o — ) =0 em L"(Q), 2<r<2%.

Alem disso,

4 N—-2
22 I%is de < 2* g A 2" e
¢ 2| Y2 da < ¢[* da lp|* dz
Q Q Q

implica que [(|* "2p € L%(Q) Desde que (N +2)/2N +1/2* = 1, pelo Teorema de
Representacao de Riesz
1216, — e =
Q

para todo ¢ € /. Portanto,

| (R(¢n, —n) — R(d0, —0)) (9, —)| =

(60 20— om0
para todo ¢ € E, que implica

||R(¢na _¢n) - R(¢0a _¢0)||((E><E)*)/ — 0.

Isto prova que R é um operador compacto.
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Como uma consequéncia de R ser um operador compacto, temos que (1" + Id) é
um operador compacto. Desde que T'= —Id/2 + (Id/2 + T), usando a Alternativa de
Fredholm obtemos que 7' é injetivo se, e somente se, T' é sobrejetivo. Portanto, T' é
um isomorfismo. Finalmente, identificando (E x E)~ = ((E x E)~)" e usando (1.9),

observamos que
G((w, w), (®(w), =(w)))(d, —¢) = Po I'((w + ®(w),w — d(w))) (¢, —¢) = 0,
para todo (¢, —¢) € (E x E)~. Logo,
G((w, w), (2(w), =(w))) = P o I'((w + ®(w),w — ®(w))) =0,

para cada w € E. Entao, pelo Teorema da Funcao Implicita concluimos que ® é de
classe C1. |

O funcional I ser de classe C? juntamente com a Proposicao 1.7, garantem que .J é

de classe C'. Entao, pela regra da cadeia, temos

J(W)(@) = I'(w+ 1w, w— 1) D(w + Pu, w — 1) ()
= I'(0+ Yu, w = Pyu) (¢ + DYu(9), ¢ — Dhy(9))
= I'(w + Yy, w — ’(/Jw)(gb ¢) + [/(w + Yy w — ww)(wa(gb)a _wa(gb))a

de modo que, por (1.9), tem-se

S (w)(¢) =I'(w + thu, w = Pu)(, 9), (1.12)

para todo ¢ € E. Desde que I é de classe C? e ® ¢ de classe C, por (1.12), observamos

que J também é de classe C? com

J"(w)(p, ) = 1" (w + thu, w — Pu) (¢ + Do), p — Db (0)) (b, D). (1.13)

Por (1.12), é bastante natural intuir uma relagao entre os pontos criticos de J e 1.

De fato, considerando
K;={weE;J(w)=0} e K;:={(u,v) € FE X E;I'(u,v) =0},
temos
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Proposicao 1.8. A aplicacao h : K; — K definida por
h(w) - (’LU + ’wa, w — ’wa),

¢ um homeomorfismo cuja inversa h™' : K; — K; € dada por
u—+v
5

Prova. Vamos primeiro verificar que h e h™! sdo de fato bem definidas. Suponha que

h(u,v) =

w € K. Para qualquer (p,¢) € E,

2 2 2
Entao, usando (1.9) e (1.12),

I'(h(w))(p,¢) = I'(w+tu,w—Yu)(p, @)

— I'(w+ww,w—ww)<¢;¢,—¢g¢)
LT (W + Py w0 — ) (SDTW, SOTW)
= [/(w+ww>w_ww) <S0T+¢>SOT_‘_¢)

para todo (¢, ¢) € Ex E, ou seja, h(w) é um ponto critico de I. Logo, h é bem definida.

Suponha agora que (u,v) € K;. Entao, em particular,

I,(u+v U—v u+v u—v

L L ) = M6 - =0, (119

para todo ¢ € E. Mas, pela Observacao 1.6, existe um tnico quﬂ tal que

SR R

para todo ¢ € E. Logo, ?ﬂ% = (u—v)/2. Assim, por (1.12), segue que

r (“” Lry _W) (6,—0) = 0, (1.15)

oo = 7 () @

= I (u—gv +¢u§u’u—2l-v —@D“Tﬂ) (¢>¢)
= I'(u,v)(¢,9)

= 0,
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para todo ¢ € E. Portanto, h™! é bem definida.
A continuidade de h™! & imediata. Além disso, desde que a aplicacao w + v, é C*,

h também é uma aplicacao continua. Resta verificar entao que
hoh ! = Idg, e hloh= Idg,.

Com efeito, para cada (u,v) € Kj, usando (1.14) e (1.15) concluimos que @Z)uTﬂ =
(u—v)/2. Entao,

h(h'(u.0)) = b <u+v> _ <u—2|—v +¢U§H’UT+U _¢“T“) = (u,v).

Agora, para cada w € K, temos

b (B(w)) = (0 g0 = ) = ALY,

Com o auxilio da proposigao anterior, vemos que solu¢oes do sistema (S;); podem
ser estudadas via existéncia de pontos criticos para o funcional J. Nesta direcao, o que

primeiro observamos é que J satisfaz a geometria do passo da montanha.
Lema 1.9. O funcional J satisfaz as sequintes condi¢oes:
(1) Ezistem B,p > 0 tais que J(w) > B para |w| = p;
(17) Eziste e € E, com |le]| > p, tal que J(e) < 0.
Prova. (i) Por (1.11), temos
J(w) = I{w+ Yy, w —1y,) = Iggé{[(wjtgb,w—w) > I(w,w).

Entao, usando a desigualdade de Sobolev, obtemos

Hw) =l = 5 [ o)+ bt da
>l ~ D e, (1.16)

o que é suficiente para provar ().
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(77) Para provar o segundo item do lema, consideremos ¢ € C§°(2), ¢ > 0, tal que
o(x) > ag > 0 para todo x € K, onde K C supp(¢). Agora, para cada t € R, ¢t > 0,

tem-se'
(210)” < 2% [((t6+ v )" + ((t6 — i) |
Entao, pela defini¢ao de J (veja (1.11)), obtemos

J(t6) < 6|? - / [a((t6 + ds) )7+ b((t6 — ths) V¥ ] da
< 2ol - mm{a e [ oo (1.17)

Portanto, fazendo ¢t — oo teremos J(t¢) — —oo. Isto prova (7). |
Agora relembramos a condicao de Palais-Smale.

Defini¢ao 1.10. Dizemos que (wy,), C E € uma sequéncia de Palais-Smale no nivel
¢ para o funcional J, denotada abreviadamente por sequéncia (PS)., se J(w,) — c e
J'(wy,) = 0 no espago dual E'. Dizemos ainda que J satisfaz a condigao (PS)., se toda

sequéncia (PS). possui subsequéncia convergente.

Usando o Lema 1.9, podemos aplicar uma versao do Teorema do Passo da Montanha,
sem da condi¢ao de Palais-Smale (Veja [56, Teorema 4.3]), para obter uma sequéncia
(wp)n C E tal que

J(wy,) —=c¢ e J(w,) -0 em FE',

onde ¢ = ¢(a,b) > 0 é o nivel minimax do funcional J, ou seja,

— inf
c= %E&S‘}ﬁj( v(t)),

onde I' = {y € C([0,1], E); 7(0) = 0 e J(y(1)) < 0}.
Portanto, com a formulagao desenvolvida, a existéncia de solugao para o Sistema

(S1)r depende de compacidade.

1.2 Condicao de Compacidade

Motivado pelo Lema 1.9, para encontrar ponto critico do funcional J, uma das
alternativas é obter a condicao de compacidade de Palais-Smale. Lembramos que a

condi¢ao de Palais-Smale para o funcional / tem a seguinte definicao.

Veja que ot = (o + |¢|). Entdo, (¢ + )t =3 (0 + ) + o+ ¢|) <t + ot
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Definicao 1.11. Dizemos que (up,v,), C E X E é uma sequéncia de Palais-Smale
no nivel ¢ para o funcional I, denotada abreviadamente por sequéncia (PS)., se
I(up,v,) = ¢ e I'(uy,v,) = 0 no espago dual (E x E)'. Dizemos ainda que I satisfaz

a condigcao (PS)., se toda sequéncia (PS). possui subsequéncia convergente.

Observagao 1.12. Note que temos uma relagao entre as condigoes (PS). para os
funcionais I e J. De fato, por (1.11), se (w,), C E € uma sequéncia (PS). para o

funcional J, entao
J(wy) = I(wn + Yu,, Wn — Yu,) = ¢, n — 00

Além disso, por (1.9) e (1.12),

|[/(wn + wwmwn - ¢w7l)(¢a SO)I = [/(wn + wwmwn - ,l7Z)'lU7L) (tf’ QS_I—TSO)
e (055059)

o (52)
< NS (wa)llell (¢, )l pxe-

Entao,

”I,(wn + @Z)wn, Wy, — wwn)”(ExE)’ — Oa n — oo,

ou seja, (W, + Uy, , Wy — Yy, )n C E X E € uma sequéncia (PS). para o funcional I.
Portanto, se I satisfaz a condi¢ao (PS)., temos que (wy, + ¥y, , Wy — Yy, )n POSSUL uma

subsequéncia convergente em E X E, isto €,
(wn, + Y, » Wy, — 1/1wnk) — (u,v), k— oo.
Portanto, w,, — (u+v)/2 em E, ou seja, J satisfaz a condigcao (PS)..

A observacao anterior mostra que a condicao de Palais-Smale para o funcional J
pode ser herdada da condigao para o funcional /. O principal proposito do restante
desta secao ¢ estabelecer a condigao (PS). para o funcional I. Para tanto, utilizaremos
fortemente os resultados de Concentracao de Compacidade devidos a Lions |55, Bianchi
et al. [17] e Ben-Naoum et al. |15, Lema 3.3|.

Como usual, para provar a condicao (P.S). para o funcional I é natural que provemos

primeiro que sequéncias (PS). sejam limitadas.
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Lema 1.13. Seja (uy,, vn)n uma sequéncia em E X E tal que
I(up,v,) > ¢ e |[I'(tn,vn)|l(Expy — 0, n— o0.

Entao, (u,,v,), € limitada em E X E.
Prova. Denotemos &, := ||I'(un, v,)||(ExEy. Por defini¢ao temos

u/(unuvn)(vmun)‘ < en(||unll + [Jvnll)-
Logo,

ln|* + flval® = /Q (aluy ) ton +b(v)* uy) do < ep([[unl] + [loal)).
Desde que u,, = u — u, (resp. v,), obtemos?
lunll* + lloal® < C/Q (aluh)” +b(v;)* ) do + ealllunll + [lvall),  (1.18)

para algum C' = C(a,b) > 0. Temos ainda

21 (tpy vn) — I' (U, 0p) (U, vy) = (1 — %) /Q (a(u))* +b(v)* )da.

Entao,

2*

<1_3) / () + b)) )de < O+ enlflunl + loall),

para algum C' > 0. Portanto, esta estimativa juntamente com (1.18) é suficiente para

concluir a prova do lema. [ |

Com a limitagao de sequéncias (PS)., temos garantida sua convergéncia fraca em
E x E, a menos de subsequéncia. A préxima proposicao nos fornece mais algumas

propriedades desse limite fraco.

Proposicao 1.14. Suponhamos que u, —u ev, v em F e
I'(up,v,) =0 em (ExE).

Entao, I'(u,v) =0 e u,v > 0.

2y <a? +y¥ ey >0e L+ L =1
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Prova. Desde que u,, — u e v, — v em E, temos

Uy —u e v, »>v em L (Q),1<r<?2"

loc

Como podemos escrever ut = 1/2(u + |ul), tem-se
lut —ut" < 2|u, —ul".

Isto implica
wi —ut em L .(Q),1<r<2"

loc

Entéao, dado ¢ € C§°(£2), obtemos

/(ui)z*_lgbdx — /(u+)2*_1¢d1’, n — oo.
0 0

Ainda por u,, = u em E, conclui-se (u,, ®) — (u,¢) (resp. v,). Entdo concluimos que

I'(u,v)(¢,p) =0, para toda ¢, p € E. Em particular, I'(u,v)(0,u~) = 0, ou seja,
—/ (IVu P+ V(z)(u™)?) dz = /(VuVu_ + V(z)uu™)dz
Q Q
_ /b(v+)2*—1u—dx >0, (1.19)
Q

onde v~ = min{0, u}. Assim, u~ = 0 e implica que v > 0. Usando I'(u,v)(v—,0) = 0

obtemos v > 0. Isto completa a prova. [ |

Para provar que sequéncias (PS). possuem subsequéncias convergentes em FE,
combinaremos o método de Concentracao de Compacidade em ‘pontos finitos’ devido a
Lions [55, Lema I.1] conjuntamente com o Principio de Concentracao de Compacidade
no ‘infinito’ devido a Bianchi et al. [17] e Ben-Naoum et al. [15, Lema 3.3]. Antes de
enunciar os resultados que usaremos, recordaremos um resultado de teoria da medida
que pode ser encontrado, por exemplo, em |89, Teorema 1.39|.

Seja © uma aberto nao-vazio de RY. Como usual M(2) denota o espago (Banach)
das medidas de Radon finitas sobre €2, C.(Q2) denota o espago das fungoes continuas em
) cujo suporte é um subconjunto compacto de 2 e BC(€2) denota o espago das fungoes
continuas em {2 cujo supremo sobre o mesmo é finito. O espago Cy(2) é o fecho de
Ce(Q) em BC(R2) na norma uniforme. Pelo Teorema de Representacao de Riesz [47,
Teorema 7.17], M(2) = C§5(€2) (dual de Cy(£2)). Entao, uma sequéncia (fi,), C M()

converge fraco a u se, e somente se,

/ odp, — / edp,
Q Q
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para toda ¢ € Cy(£2).

Proposigao 1.15. /89, Teorema 1.39] Seja (u,) uma sequéncia limitada em L'(S).
Entao eziste uma medida nao-negativa v € M(Q) tal que, a menos de subsequéncia,

|up|dz — v (convergéncia fraca) no sentido de medida. Além disso,

/du<11m1nf/ |un|da.
n—o0

Como consequéncia desta proposicao obtemos o

Corolario 1.16. Suponhamos (u,), C LP(2),1 < p < oo, limitada tal que , u, — 0

quase sempre em ). Entao, |u,|Pde — v no sentido de medida e

/dl/ < liminf/(u:)pda:.

Prova. Observemos que é suficiente mostrar que

n—oo n—oo

liminf/ |un [Pdx Sliminf/(u:[)pdx. (1.20)
Q Q

n

Desde que (u,) é limitada em LP(S2), segue do Lema de Brezis-Lieb que u,, — 0 em

LP(Q2). Para provar (1.20) usaremos a seguinte desigualdade:
P8P > (r+s)P—Cp)yrP~ts, 1,5>0 e p>1. (1.21)

Assumindo por um instante (1.21), temos

liminf/(u:)pdx:liminf/ ((w))? + (u, )?) dx>hm1nf/ |u,|Pdz,
Q Q

n—oo n—o0 n—oo

pois (w7 )P~ 'u; = 0 quase sempre em 2, e isto conclui (1.20).
Vemﬁcagao de (1.21): podemos supor 0 < s < r e t = s/r, de modo que é

suficiente provar que
I+t =Cpt <14+t 0<t<I1.

Para tanto, é suficiente observar que

14t = (141t
lim = —p.
t—0 t
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Recordamos agora que a melhor constante da imersio de Dy*(Q) em L* (Q) é dada
por
Vu|*dx
S = inf le | —.
ueDy?(),u#0 (fg |u|2*d$)z—*

Além disso, S independe do dominio €2.

Por questao de clareza e referéncia, enunciaremos o Lema 1.1 de [55] abaixo em sua

versao em dominio nao limitado, que pode ser encontrada em [15, Lema 3.2|.

Lema 1.17 (Lions). Seja (u,) uma sequéncia limitada em Dy*(Q) tal que u, — u em
D% (Q), |Vun|?dz — p e |u,|¥ dz — v (convergéncia fraca) no sentido de medida sobre
RY, a menos de subsequéncia, onde pu e v sao medidas limitadas e nao-negativas sobre
RY. Entao:

(1) existe um conjunto de indices no mdximo enumerdvel A, uma familia de pontos
{z; € ;5 € A} e uma familia de nimeros positivos {v;;j € A} tais que
=l de + 3 ()5,
jEA
onde 0., € a medida de Dirac em x;;
(17) para alguma familia de nimeros positivos {p; > 0;7 € A}
> |VulPde + (1) 6,
jEA
e S(v;)%* < ;. Em particular, Z(l/j)2/2* < 00.
jEA

Fazendo uso dos resultados anteriores, considerando (u,), C DS’Q(Q), definimos

loo = lim limsup / |V, |*dx
{lz[>r}

r—00 npoco

o (1.22)

Ydx,

Voo = lim limsup / [,
{lz[>r}

r—00 npoco

e temos o seguinte resultado que se encontra em [15, Lema 3.3

Lema 1.18. Seja (u,), C Dy*(Q) uma sequéncia limitada. Entio, pie € Voo existem e

satisfazem:

limsup/|Vun\2dx:/d,u+,uoo,
Q Q

n— oo
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limsup/ |un|2*d1’=/dl/—|-l/oo.
n—00 Q Q

Além disso, S(Vse)T < fioe.

Observacédo 1.19. Desde que (u,), C Dy*(Q) € limitada, tem-se u, — u em Dy>(1).
Aplicando a Proposicao 1.15 obtemos

IV (u, —u)fde = e |u, —u|* de — D,
em M(Q). Como consequéncia do Lema de Brezis-Lieb temos

p = |Vul*dx + fi, v=|ul*dx+7,

lim lim sup/ |V (u,, — u)|Pdr = pise
{lz[>r}

r—00 n—oo

lim limsup/ un — u|* dz = ve.
{la|>r}

700 p—oo

Com efeito, dada b € Co(QY) (assumiremos que 1) > 0, pois do contrdrio argumentamos

com Yt e ™, como ficard claro), o Lema de Brézis-Lieb nos garante que

2*)dx:nli_>1rolo/gz/z(|un—u\2*)dx:/Qq/zdﬁ.

/wdu: lim /1/1|un Q*dx:/¢|u|2*dx+/¢dz>.
Q oo Jo Q Q

Conclui-se entio que v = |u|* dv + 0. Ainda pelo Lema de Brezis-Lieb, tem-se

lim 1/} (‘un‘? o |u
n—oo QO

Entao,

.
Ydz,

lim (Jun)® = Jun — ul*") dz = / |u
00 Hal>r} {lz[>r}

de modo que

lim limsup/ (Jun)* = Jun — ul*") dz = 0.
"0 mooo Jz|>r}

Nosso objetivo imediato é estabelecer alguns resultados técnicos que se utilizam dos
Lemas 1.17 e 1.18, e que serao essenciais na prova da condicao de Palais-Smale para o

funcional I.
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Se (uy,v,) é uma sequéncia limitada em E x E, temos que (u,) e (v,) sao limitada

em DY2() e, consequentemente, u, — u e v, — v em D?(Q). Pelo Lema 1.17, temos

IV (up — u)Pde — fi IV (vn —v)[Pdz — [
[, — u|* dz — v v, —v|¥de —»
V jeZAlVJ(S% ’ ];M % (1.23)
A=) Rl ZED Py
JEA JEA2
S(ﬂﬂ% < [ S(_J)zl* < iy

e pelo Lema 1.18
S(V)* < fioe ¢ S(7a)?" < fioe

onde A e Ay 530 os conjuntos de indices relativos a (u, —u) e (v, —v), respectivamente,
bem como [ise, Vso, fioo € Voo sa0 definidos em (1.22) relativos a (u, — u) e (v, — v),

respectivamente.

Lema 1.20. Seja (uy,,v,) uma sequéncia limitada em E X E tal que
I'(tp,v,) = 0, n— oc.

Entao,
N
2

I/]:D]:O ou I;]“—I/]z(a_l_b)

Em particular, os conjuntos de indices Ay e Ag relativos a (u, — u) e (v, — v),

respectivamente, sao no mdximo finitos.

Prova. Desde que (u,), e (v,), sao limitadas em E, existem u,v € E tais que
Up = U € U =V, N — 00,

em F. Entao, pela Proposigao 1.14 I'(u,v) =0 e u,v > 0.
Denotemos A = A; U Ay e consideremos ¢ € C°(RY [0, 1]) tal que ¢ = 1 em B;(0)

e ¢ =0 em BS(0). Para cada j € A e £ > 0 dado suficientemente pequeno, definamos

o-o(52)-
(o) 3 { 0, |z—=x;] > 2e.
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Observamos que (¢lu,, plv,) é limitada em E. De fato,

loiu? < / 2V + V(@p2] plde + 2 / Vg 2
Q Q

< C+2</|un|2*d:ﬁ)%</|V¢Z|Nd$>%
0 0

2

o+ of / Tl

IN

Afim de reduzir as expressoes, denotaremos

o =l = [ [V = 0 + V@)t = 0]
(resp. ||v, — v[|2.). Desde que I'(u,, v,) — 0, temos

(I (tn, 00) = I'(u, ), (@Lvn, plun) — (plo, plu)) = 0,(1),

i.e.,

= wllg, + llon = 0ll5, = /Q [(w = )V (un — 1) + (v = va) V(vn —v)] Viplda

+0,(1).

Usando a desigualdade de Sobolev obtemos:

/Q V() (1t — u)pid = 0,(1), / V() (vn — 0)2edde = 0,(1),

/Q[(u — Uy) V(U — 1) + (v —v,)V (v, — 0)]Vldr = 0,(1),

/Q (™)~ (v — va) + b(o)? ™ (1 — un)) pld = 0,(1).
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Aplicando as estimativas (1.25)-(1.27) em (1.24), obtém-se *
/|V n—u)2eldr + /|V w— )%l dx

< [ (@l o = ol + b — ul)lda +o0u(1)
Q

a (/ |un|? @l da +/ vy, — v|2*<pgdx) (1.28)
0 Q
+b (/ |un|? "l d +/ |t — ul* go’d:c) + 0, (1).
Q

i [ GV~ wPde= [ dpz [ di=pBu(w,).
n=oo Jo Q Be(z;)

Analogamente,

IA

Agora temos

lim [ @V (0, —0)de > i(Bu(x,).

n—oo

Também temos

lim [ @f|u,|? do = / ldv < / dv = v(Ba.(x;)).
n—eo g Q Bae(x5)
Do mesmo modo,

lim | ! |v,|* de < 0(By.(x;)),
Q

n—oo

lim gog|un — u|2*dx < U(Ba(xj)) e lim gog|vn — 0\2*d:c < U(Bs:(z5)).

Portanto, retornando a (1.28), obtemos
A(B:(x))) + A(Be(z))) < a(v(Bae(w))) + 7(Bae(x;)))
+0(0(Ba:(25)) + 7(Bae ().
Fazendo agora ¢ — 0, lembrando da Observacao 1.19, segue-se que
fi+a; < a(@y+ o) +b(7; + )
= (a + b)(ﬂj + I7j).

Sendo S(7;)7 < fij e S(7;)7 < fij, tem-se
S +7,)* < (S@)* +S0)* ) < (i + ) < (a+ 0B +7), (1:29)
3,.2"—1

s§r2*+s* rs>0e#+l
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ou seja,
N
2

- B . B S
vi=rv;=0 ou Vj+VjZ<a+b>

Z(ﬁ] + 17]‘)2/2* < Q.

JEA

Pelo Lema 1.17,

Portanto, necessariamente A deve ser no maximo finito, completando assim a prova do

lema. [ |

Lema 1.21. Seja (uy,,v,) uma sequéncia limitada em E x E tal que
I'(tup,v,) = 0, n— oc.
Entao,

N
2

S
P =0 =0 ou Doo+17002( ) ,
a+b

onde Uso € Uno sG0 definidos em (1.22) relativos a (u, —u) e (v, — v), respectivamente.

Prova. A prova é anéaloga a do lema anterior. Desde que (u,), e (v,), sao limitadas

em [ existem u,v € E tais que
Up = U € U =V, N — 00,

em E. Dado R > 0, consideremos ¢r € C(RY [0, 1]) tal que

0,
0, || < R
xTr) =
Pr() {1, lz| > 2R.

Temos (¢prun, prv,) € limitada em E. Afim de simplificar as expressoes, denotemos
[ — ull3,, = /Q [V (un = w)* + V(@) (un — w)?] rdz (resp. [lv, — v[3,).
Desde que I'(uy,v,) — 0, n — 0o, temos
(I'(tny vn) = I'(w,0), (DR, BRUR) — (PRY, PRU)) = 0, (1),
que implica em
|, — u||3)R + [, — szR < [(u— up)V(u, —u) + (v —v,)V(v, — v)|Vogrdr
+ g (au® (v —v,) + b0* " (u — uy,)) prda
+a(/Q un|? prdx + /Q |vn, — v|2*gde1’) (1.30)
+b(/Q [vn|* prda + /Q |y — ul* rdz) + 0, (1).
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Usando as limitagoes de (uy,), e (v,), em E, as imersoes de Sobolev e a desigualdade

de Holder, tem-se:

Jim T sup /Q (1 = )V (1, — 1) + (v — 0,)V (0n — 0)|Vordzr =0 (1.31)
e
lgrolo 1im_>sup/Q (au® " H(v —v,) + b0* " (u—u,))prdx = 0. (1.32)
Desde que

19 )P < [, = w3, (s (0, =),

aplicando as estimativas (1.31)-(1.32) em (1.30) e lembrando a Observagao 1.19,

obtemos
floo + Voo < (Voo + Uso) + b(Voo 4 Vo) = (a + ) (Do + Vno)-
Portanto, de modo anélogo a (1.29), concluimos a prova. |

O proximo lema é nosso ultimo passo em direcao a prova da condi¢ao (P.S). para o

funcional I.
Lema 1.22. Seja (uy,, v,), uma sequéncia em E X E tal que
I(tup,v,) > ¢>0 e I'(up,v,) =0, n—oc.

Se cla + b)2/min{a,b} < S=/N, entio (un)n € (vn)n possuem subsequéncias

convergentes em L* ().

Prova. Pelo Lema 1.13, temos u,, — v e v,, = v em F e, além disso,
21 (U, V) — I’ (U, U3) (U, v) = 2¢ + 0, (1).

Entao,

2c+o0,(1) = (1—%)/Q(a(u:[)z*ij(v,f)?)dx

2 2 2 / +y2*
- = — : 1.
Na/g(un) dx + Nb Q(vn) dx (1.33)

Passando ao limite inferior, pelo Corolario 1.16, obtemos

/dy+/dy = mln{a b} (aib)z’
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onde v = u*'dz + v e v = v¥ dx + 1. Pela Observagio 1.19, 7; + 7; < v(Q) + () para
cada j € A, donde segue do Lema 1.20 que v; = v; = 0 para cada j € A. Ainda usando
(1.33), para cada R > 0, tem-se

/ dx—l——b/ v dr < 2c+ on(1);
{\x\>R} {\x\>R}

note que estendemos u, e v, como zero em R™ \ Q. Desde que u; — 0 em L* (),

temos

—0  p—oo

lim lim sup/ (wh)? doe = ia
{l|>R}

(resp. (v;7)). Entao,

vl

Do + 7y < — << & )
7%~ min{a, b} a+b/

e também v, = o, = 0. Portanto,
v=u¥dx e =0 dx
e, consequentemente, pelo Lema 1.18, obtemos

limsup/ |un|2*d$:/u2*d1’ ( resp. v,).
Q Q

n—oo

Desde que u,, — u em L* () (resp. v,), temos

/u2*d1’ < liminf/ lun|* dz ( resp. vy),
Q Q

n—oo

ou seja, lim / |un |* do = / u® dx (resp. v, ) que juntamente com o Lema de Brezis-
n—oo
Q

Lieb conclui a prova. [ |

Finalmente temos o suporte suficiente para provar que I satisfaz a condigao (PS).

para ¢ > 0 sob certa restrigao.
Proposicao 1.23. Seja (uy,,v,) uma sequéncia em E x E tal que
I(up,vp) 2 ¢>0 e I'(up,v,) =0, n— oo. (1.34)

Se c(a+b)% /min{a,b} < S=T/N, entio (un,v,) possui uma subsequéncia convergente
em B X E.
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Prova. Pelo Lema 1.13, (u,,v,), é limitada em E x E, de modo que (u,,v,) — (u,v)

em E x E, a menos de subsequéncia. Em consequéncia disto e de (1.34), temos
I’ (U, 03) (Un, Un) = 0,(1).
Isto juntamente com a Proposicao 1.14, implicam
(I' (U, v) — IT'(u, 0), (Vn, ) — (V1)) = 0,(1).
Entao, usando a defini¢ao de I’ (veja (1.4)), obtemos
lun — ull® + |lv, — 0> = /Q (a(u)* (v, — v) + b(v;))* " Hu, —u))dx  (1.35)
+/Q (au” " (v = v,) + 00* M (u — w,) ) dz + 0, (1).

Desde que v, = u e v, — v, n — oo, pela desigualdade de Sobolev juntamente com

o Lema 1.22, temos

2*—1
/\un\2*_1|vn—v\dx§ </\un\2daj) . (/ v, — v
Q Q Q

e, analogamente,

1
2*dx> " 50 (1.36)

/ v |* "y — uldz — 0, / lu|? v, — v|dz — 0 (1.37)
Q Q

/ lv[* ", — uldz — 0, n — oo. (1.38)
Q
Portanto, de (1.35)-(1.38), obtém-se

= ull* + flon =0l = o0a(1);

isto conclui a prova. [ |

1.3 Prova dos Teorema 1.1 e 1.2

Com os resultados desenvolvidos nas duas primeiras secoes estabelecidos, vamos
apresentar as provas dos Teoremas 1.1 e 1.2.

Para cada h > 0, temos J; : £ — R dado por
Jh(w> - [h(w + ¢w7 w — ¢w)
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Usando o Lema 1.9, temos que existe uma sequéncia (w,), C E tal que
Jp(wp) = cp e Ji(w,) -0 em FE', (1.39)
onde ¢; = ¢;(a,b) > 0 é o nivel minimax do funcional Jj, isto é,

ch = Plyrellfﬂtgl[(% Ju(y(t)) > 0, (1.40)

onde I' = {~ € C([0,1], E);v(0) = 0 e Ju(y(1)) < 0}.
Lema 1.24. Dado h > 0, sob a hipdtese (V1), temos

min{a, b} N=2/2¢, < CHY,
para algum C > 0.

Prova. Com o mesmo argumento desenvolvido para obter (1.17), dado ¢ €
C (), ¢ > 0, tal que ¢(x) > ag > 0 para todo x € K, onde K C supp(¢), obtemos

Jp(te) — —o0, t— oo.
Entdo, existe t) = t)(a,b) > 0 tal que J;(t9¢) < 0. Podemos assim considerar
Y : [0, 1] = E definido por
Yo(t) = 39,
de modo que vy € ' = { € C([0, 1], E);v(0) = 0 e Ju(v(1)) < 0}. Entao,

ch »lyrel1£ tem[a?l(} J(v(t)) < 52[3:”1‘} Ji(10(t)) = Ju(tnd),

para algum ¢, = ty(a,b) > 0. Logo,

1 * *
e < BIIE — sl — 5 / [a(6 + 0, )V b6 — W, ) ]
< t%/ R?|Vo|*dx = Ch*t3, (1.41)
Q

C > 0. Por outro lado, temos

0 = Jy(tw) (tnd) = I, (thd + Vipr thd — Vo) (tr®, thd)

ou seja,
(thod + Ve, thd) + (trd — Vippr thd) = CL/Q ((tno + ¢th¢)+)2*_1 thpdx
-l—b/ ((th¢ - wth¢>)+)2*_l thod.
Q
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Assim,
26316117 = / @ (000 +0,0) )"+ (10— ¥,0)) T | trda
> % /Q [(th6 + Vo)™ + (tnd — ¥10)7]" " tropda (1.42)
> %ﬁ”lb} /Q [(2t00) %) ™" thoda.

Resulta entao que

. 2 o\ C
t2 -2 < 77?/2 2d / 2 d — 717?/2
" 7 min{a, b} Jo, Vol dz K¢ v min{a,b} ’

C} > 0. Retornando a (1.41), obtemos

%! A 2 . —(N=2)/23:N
< —_— p—
e < ( e b}h ) Ch® = Cymin{a, b} ",

Csy > 0, e concluimos a prova do lema. [ |

Proposigao 1.25. Sob a hipdtese (Vy), existe hy > 0 tal que, para cada h € (0, ho), o

funcional Jy possui um ponto critico nao-trivial wy, € E tal que

Ju(wn) = en = inf mmax Ju(7(1))-

Prova. Pelo Lema 1.24, existe fy > 0 tal que para todo i € (0, fig|, temos
1
cna + b)%/ min{a, b} < NS%

Entao, usando a Observagao 1.12 e a Proposicao 1.23, tem-se que .J; satisfaz a condicao
(PS).,. Assim, a sequéncia de (1.39) possui uma subsequéncia convergente, ou seja, a
menos de subsequéncia,

w, — w, em F.

Logo, wy é um ponto critico de J; e segue da continuidade e de (1.40) que

Jn(wp) = ¢ = ;rellﬁtrél[éa% Jn(y(1)).

Isto conclui a prova. [ |

Prova do Teorema 1.1. Pela Proposicao 1.25 existe hy > 0 tal que, para cada
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h € (0,hg, existe um ponto critico nao-trivial w; do funcional J;. Entdo, pela
Proposicao 1.8, temos que (wp+y, , Wy —1y, ) ¢ um ponto critico nao-trivial do funcional
I;. Além disso, pela Proposigao 1.14 wuy, := wy, + ¥y, vn := wy — Yy, > 0. Resta-nos
provar a regularidade e positividade de u; e v,. Para tanto, somando as duas equacoes
de (S1); obtemos

—R2A(up + vp) + V(@) (up +op) = aur P+ bt em Q
(a igualdade é no sentido fraco). Denotemos

k(z, up +vp) = (1/8%) (=V (x)(up + vp) + auj " +bop )

e
K(z) = k(z, un + )
1+ (up + vp)
Assim,
—A(up+vp) =K(x)(1 4+ (up + v5)) em €. (1.43)
Afirmagdo: K € L2 (9).
De fato,
K@) < [~V + o)+ (o =+ 0 )| /(14 (un +00)

< V(z) +max{a, b} (us +vy)* 2.

Desde que (2* — 2)N/2 = 2*, usando a imersao de Sobolev e o fato que V' é continuo,
concluimos a prova da afirmacao.

Retornando agora a equagao (1.43), devido ao resultado de Brézis-Kato (veja [85,

r
loc

Lema B.3|) temos que u; + vy € L] .(Q2), para todo r € (1,00). Em particular,

up, vy € L}, (), para todo r € (1,00). Usando entao teoria de regularidade eliptica
obtemos que 2w; = uy + vy, € C*(Q) N CH(Q), 0 < a < 1. Retornando agora a
(1.10) e usando o fato que 2¢,, = up — v, € L] (), para todo r € (1,00), por
teoria de regularidade eliptica temos v,, € C?(2) N CH*(Q), 0 < a < 1. Portanto,
up, vy € C3HQ)NCY(Q), 0 < a < 1, e uy, vy, > 0. Por fim, pela primeira equacio do

Sistema (S;)p, temos
—R*Auy, + V(2)uy = bv?;_l >0 em .
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Entao, aplicando o Principio do Méaximo (veja |85, Teorema B.4|), obtemos que u, > 0
em . Utilizando o mesmo argumento com a segunda equagao do Sistema (S1);, teremos
vy > 0 em 2. Isto conclui a prova. [ |

Com um resultado de existéncia estabelecido, nosso interesse passa a ser o estudo
de existéncia de solugao do tipo ground state para (S;);. Relembramos que por uma
solugao ground state, entende-se uma solucao que possui a menor energia dentre todas

as solugoes de (Sy), isto é, uma solu¢ao que minimiza o problema variacional
¢n = inf{Z(u, v); (u,v) # (0,0) & solugao de (S1)x}. (1.44)

Com o objetivo de provar a existéncia de solucao do tipo ground state, o primeiro passo

a ser dado é mostrar o lema a seguir.
Lema 1.26. Para cada h > 0, o infimo ¢, em (1.44) € positivo.

Prova. Se (u,v) # (0,0) é uma solucao de (S;)s, entao

/ [°VuV¢ + V(z)up| do = b/ lv]* “2veda (1.45)
0 Q

/ [h2V'UVQ0 + V(z)vp] do = a/ lu|? ~2updz, (1.46)
Q )

para todo ¢, € E. Em particular, se ¢ = u entao, usando a desigualdade de Holder

juntamente com a de Sobolev em (1.45), obtemos

251
||u||%:b/ [v|* 2vudr < b(/ |v|2*dx) ’ (/ lu
Q 0 Q

1
2*dx)2 < bCy||lv rot

L2* |u||ﬁ7
(1.47)
para algum Cj; > 0. Desde que u # 0, segue que
lulla < 0Ch[lv]I 7"
Fazendo agora ¢ = v e ¢ = u em (1.45) e (1.46), respectivamente, tem-se
b/ lv* dx :/ [VuVo + V(z)uw| do = a/ Ju|? d. (1.48)
Q Q Q

Entao, usando novamente a desigualdade de Sobolev,

2*—1

2% 1
2*
L2*

)

lull g2 < Chllulln < bChllv]|7

|u
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que implica em ||| 2+ > Ch, para algum C’ﬁ(a b) > 0. Repetindo o argumento para v,

também obtemos ||v|| 2+ > Cy. Em fim, ainda por (1.48), temos

To(u,v) = <———) [ /|u|2 drsb |

para alguma constante C' = C'(h, a,b) > 0. Concluimos assim a prova do lema. |

dx} >C >0,

Com o lema anterior completamos os requisitos necessarios para a prova do Teorema
1.2.
Prova do Teorema 1.2. Pela Proposicao 1.25 existe hy > 0 tal que, para cada
h € (0,hg, existe um ponto critico nao-trivial w; do funcional J;. Entdo, pela
Proposigao 1.8, (wy + Y, , Wi — ¥y, ) € um ponto critico ndo-trivial para o funcional
Iy.  Assim, pela Proposicao 1.14 wy + ¥, wp — ¢, > 0. Logo, em particular,
(wh, + Yy, Wi — Py, ) € um ponto critico nao-trivial do funcional Zj, e

cn = Jp(wn) = Tn(wp + Yy, Wi — Puy)-

Entao, ¢; < c¢p.

Seja (u}l,v}), C E x E uma sequéncia de solugoes de (S;); tal que

Ti(up,vp) = ¢, n — 00.

Entao, (u},v}), ¢ uma sequéncia (PS); para Z. Desde que

enla+ )Y /minfa, b} < ela +b)¥ /minfa, b} < %S{Z, (1.49)

pela Proposicao 1.23, (u}, v}'), possui uma subsequéncia convergente, ainda denotada
por (u}, vf),, tal que (u},vy") — (Un, Up) em E x E. Portanto, usando a continuidade e

a Proposicao 1.14, obtemos
Iﬁ(ﬂh, 'flﬁ) = Eh e I’(ﬂh, 'flﬁ) = 0,

e a prova esta completa. [ |

1.4 Prova do Teorema 1.3

Motivados pelos resultados das secoes anteriores, veremos que o Teorema 1.3 pode
ser obtido de forma bem direta, aplicando-se o Teorema do Passo da Montanha para
funcionais com simetria par, também devido Ambrosetti-Rabinowitz [7], em uma versao

obtida por Silva [77], a saber, aplicaremos o seguinte teorema:

46



Teorema 1.27. Sejam Y = X & Z um espaco de Banach real, onde Z tem dimensao
finita, e F € CY(Y,R) um funcional par tal que F(0) =0 e satisfaz:

(F1) emiste uma constante p > 0 tal que Flpp,o)nx > 0, onde
By(0) ={u € Y3 |[ull < p};

(Fy) existe um subespago W de Y, com dim Z < dim W < oo, tal que max F(u) < M,
ue

para algum M > 0;
(F3) considerando M dado em (F,), F satisfaz (PS). para todo 0 < ¢ < M.
Entao, F possui ao menos k = dimW — dim Z pares de pontos criticos nao triviais.

O objetivo é aplicar este teorema a um funcional adequado. Chamamos a atencao
agora para algumas pequenas modificagoes que faremos sobre o conteudo das segoes
anteriores. Relembramos que o funcional Zj, : ' x E — R associado ao sistema (S1)s,
definido em (1.2) é:

Y dx.

. b
Tn(u,v) = / [R*VuVv + V(z)uv] dz — %/ lu|* dx — —*/ v
Q 2" Jo 2" Jo
Temos também o funcional reduzido J; : E — R definido por
Tn(w) = In(w + o, w = tho) = maxT((u + ¥, u — 9)),
ou seja,
1 * *
Ti(w) = |lwli = ¥wlli — 2—/Q [alw + by |* +blw — [ ] da. (1.50)

Este ¢ o funcional que aplicaremos o Teorema 1.27. Observamos que J, € C*(E) e sua

derivada primeira é dada por (veja (1.3))

Tp(w)(e) = Tp(w+ Yy, w — Yy (@, @)
= 2w, ) / [ + ul? 2w + ) + bl — 2w — 16)] i,
(1.51)

para todo ¢ € F.

47



Observacao 1.28. O funcional Jy, € par. De fato, para cada w, € E, temos

2 dx.

T~ =) = (~(w+ ), ~(w= )= 5| (0 )F da— 5 |~ (w=0)

Entao, Ip(—(w 4+, w — ) = Ly((w+ ¢, w — ) e, consequentemente,

Tn(—w) = %%%GW+Q—w—@)

= maxTy(—w -1, —w+1)

= Igeagzh((w + 1, w — 1)),

isto €, Jp(—w) = Tn(w).

Agora vamos desenvolver as preliminares necessarias a verificacao das hipoteses do
Teorema 1.27. A proposicao que apresentamos a seguir, é uma adaptacao da Proposicao

1.23 e sua prova é a mesma, apenas com modificacoes correlatas.
Proposicao 1.29. Sejam M >0 e a,b > 0. Suponhamos que
N . 1 N
M(a+b)2 /min{a, b} < NS?.
Se (Up, vp)n € uma sequéncia em E X E tal que
Tn(tup,v,) = ¢ >0 e Zp(up,v,) — 0, n— o0,
ento (Un,v,) possui uma subsequéncia convergente em E X E, para todo ¢, < M.

O proximo lema é o tdltimo requisito fundamental a verificagao das hipoteses do

Teorema 1.27.

Lema 1.30. Suponha que V satisfaz (V1). Entao, dado k € N, existe um subespago
Wi de E tal que dim(Wy) =k e

min{a, b} V=22 max J,(w) < CRY,
weWy

para algum C > 0.

Para que a prova do lema nao fique muito extensa, faremos a seguir um resultado

que nos auxiliard na prova.
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Lema 1.31. Para qualquer subespaco W de E com dimensao finita, temos
Th(w) = —oc0 quando ||w|; — oo, w € W.

Prova. Considere W C E um subespaco com dimensao finita. Por contradicao,
suponha que existe uma sequéncia nao limitada (w,), C W tal que
lim inf J(w,,) > —oc.

n—oo

Entao,

O Twn) = Nl — ]2~ / 0+t — o / [t — P |7 di,

para algum C' > 0 e para todo n € N. Desde que

T2 (|wn + 1/}wn‘2* + |wy, —

2%
Y

obtemos

mln{a b} /‘

Logo, dividindo esta desigualdade por ||w,||? , segue que

IN

* b *
g/|wn+wwn|2 d$—|—_/‘wn_wwn|2 dx
2% Jo 2* Jq
< wallz +C.

2*
lim T | gz = 0. (1.52)
n—oo

Por outro lado, temos que a sequéncia (w,, /||w,||r), € limitada em W. Desde que W tem
dimensao finita, (w,,/||wy||n)» possui uma subsequéncia convergente, também denotada

por (wy,/||wn|[n)n, ou seja,
wy/||wn||n — wo, quando n — oo.

Entao, ||wy||r = 1. Isto contradiz (1.52). Concluimos assim a prova. |

Agora podemos provar o Lema 1.30.
Prova do Lema 1.30. Consideremos €2; o aberto da condicao (Vi) e z1,z9,..., 2 €
(Y, tais que z; # x; sempre que ¢ # j, ou seja, dois a dois distintos. Desde que €2y é
aberto, temos para cada x; uma bola aberta B, (x;) de raio r; > 0 e centro z; tal que
B, (x;)) C Qe
B, (z;) N B, (z;) =0 para i# j.
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Consideremos agora para cada i € {1,2,...,k} uma funcao ¢; € C°(B,, 2(x;)), ¢; > 0
tal que ¢;(x) > o > 0 para todo x € B,,/4(z;). Definamos agora o subespago

Wk = [¢17¢27 .. '7¢k]7

isto ¢, o espaco gerado por ¢y, ¢, ..., ¢. Por construcao, supp(¢;) Nsupp(¢;) = () para
i # 7. Isto implica que

(@i ¢j)n =0, para i+ j,
ou seja, o conjunto {¢y, da, ..., ¢} € ortogonal. Em particular, dim(Wy) = k e cada
w € W, é escrito de modo tinico por w = t1¢1+tada+. . .+tpdr, onde (L, to, ... 1) € RF.
Denotando t = (t1,ta,...,tx) € ¢ = (¢1, 02, - . ., k), podemos escrever

w=t-qo.
Agora, desde que a dimensao de Wy, é finita, pelo Lema 1.31, temos

0 < max Jy(w) = max Tu(t - @) = max Ju(t- o) = Tn(ts - ¢), (1.53)

weWy, teB, [0}

para algum t; = (t7 th ... ") € B,[0], onde B,[0] C R¥ ¢ a bola fechada de centro 0 e
raio r > 0, suficientemente grande. Usando a defini¢ao de J, (veja (1.50)) e a condigao

(V1), obtemos

1 * *
max Jy(w) = ||th'¢||;2i—||¢th~¢||%—§/ [alty - &+ Pr|* +bltn - ¢ = yo* ] da
w L Q

<t - 0ll3
< h2|th|2/ (Yl + ...+ [VéuP) da. (1.54)
Q

Por outro lado, segue de (1.53) que a aplicagao 3 : R¥ — R definida por
B(t) = Tn(t- )
atinge um maximo em t; # 0. Logo,
VB(tn) = (Filtn-0)(1),- .. Tu(tn - ¢)(dx)) = 0.

Entdo, para cada i € {1,2,...,k}, temos J/(tn - ¢)(t!¢;) = 0. Somando os termos
obtemos

Ti(tn- @) (tn- @) = 0. (1.55)
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Usando a defini¢ao de J; (veja (1.51)), segue que
2th- oyt O = a/ th+ &+ Yoo

Q
+b/ |th . ¢ - 77Z)th'<i>

Q

2*_2(15& “ O+ Py.0)th - pda

T2ty =y, )t - d, (1.56)

Lembramos, veja (1.10), que

=20y, + 2V (T) 4.9 = —altp- ¢+ wth~¢|2*_2(th O+ Piy0)
+b|tﬁ ’ ¢ - wth'¢>‘2*_2(tﬁ ’ ¢ - wth'fb)?

em E’. Usando —,., como funcao teste, obtemos
2wl = a/ [t - & + Yol 72t &+ Vi) gl
Q
E2 (- & — bug) (—yp)da.

+b/ |th : ¢ - wth'qﬁ
Q
Somando esta ultima igualdade a (1.56), temos

2tn - ol — 2ol = a/QItn-¢+wth-¢\2*‘2(tn-¢+wthv¢)(th-¢+¢th-¢>)d$

+b/Q lth - & — upol” 2 (th - & — Yiys) (b - & — yy.0)dx.

Entao,

2
h

T pbltn - ¢ — i elF ] da

2|1t - @ll7 — 2| ve0]
= /[a|tﬁ-¢+¢th.¢
Q

2|ltn - olI7

vV

e, usando a desigualdade

12tn - ¢1* < 2% ([tn- ¢+ Yol + 1th- 0 — Urol”)

temos

.
¥ dx.

2ty 42 > minfa,b} / -
Q

Relembrando a hipotese (V1) e que os suportes das ¢; sao dois a dois disjuntos, tem-se

b k
2h2Z/Q\V(t§¢Z-)|2dx > min{a,b}/Q > tie
i=1 1

k
- min{a,b}2/|tf¢i|2*d1’.
i=1 /O

ol

2%

dx




Assim, denotando

Mozmax{/|V¢i|2d9§;z':1,...,k:} e mozmin{/|¢,~|2*d:v;i:1,...,k},
Q )

obtém-se

2%

k k
2h? M, Z "2 > min{a, b}my Z |th
i=1 i=1
Usando a equivaléncia das normas em R*, para algum C > 0, obtemos
202 My|ts|> > min{a, bymeC|ts|*,

onde |ty|* = Zle [th)? ¢ a norma de t, = (t",th, ... t}) € R*. Portanto,

il < (min{a,%})w(%—z) P,
para algum Cj > 0 independente de a,b e h. Entao, retornando a (1.54), concluimos a
prova do lema. [ |
Com o lema anterior estabelecido, completamos as preliminares necesséarias a prova

do Teorema 1.3.
Prova do Teorema 1.3. Precisamos essencialmente verificar que o funcional 7,
definido em (1.50), satisfaz as hipoteses do Teorema 1.27. Para tanto, consideramos
Z ={0}eY = X = E. Pela Observagao 1.28 temos que J, ¢ um funcional par. Além

disso, observamos que

T, ) = (.~ = 5 [ 10

2*dm—3/\—¢\2*dx§o,
2 Jq

para todo ¢ € E. Logo, J4(0) = maxyep Zy(¢), =) = 0. A condicdo (F)) segue do
Lema 1.9. Pelo Lema 1.30, dado k € N, existe um subespa¢o Wy, com dim(W},) =k, e
ho > 0 tal que para todo h € (0, ] tem-se

max Jx(w) < M,

weWy,

onde M = min{a,b}*N/2(1/N)SN/?; e a condigdo (F,) é satisfeita. Finalmente,
pela Proposigao 1.29 a condigao (F3) é verificada. Entao, aplicamos o Teorema 1.27 e

concluimos a prova do teorema. [ |

52



CAPITULO 2

SISTEMA COM CRESCIMENTO
ARBITRARIO

Neste capitulo estudamos existéncia de solucao para o sistema eliptico:

—RAu+V(z)u = gv) em RY,
(S2)n )
—RPAv+V(z)v = f(u) em RV,

onde h > 0 é um parametro pequeno, u,v € C?*RY),N > 2. Assumiremos que
V :RY — R ¢ uma fungdo radial (isto ¢ V(z) = V(|z|)) localmente Holder continua e

nao-negativa, satisfazendo: existem constantes 0 < Ry < r; < r9 < Ry tais que
(Vy) V(x) =0 para todo x € A, e V(z) > a > 0 para todo x € AS = RY \ Ag, onde
A ={zeRY;r < |z| <ry} e Ap={zeRY;R, < |z| < Ry}.
Além disso, as fungoes f, g € C1(R) sao tais que:
(Hy) £(0) = f'(0) = 0 =g(0) = ¢'(0);
(Hs) existe ¢ > 0 tal que
0<(1+8)f(s)s< fl(s)s* e 0<(1+d)g(s)s <g'(s)s?, s€R.
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As primitivas de f e g sdo F(s) = [J f(t)dt e G(s) = [ g(t)dt. Observamos que,
como consequéncia da condi¢ao (Hy), temos a bem conhecida condigao de Ambrosetti-

Rabinowitz:
0<(2+0)F(s) < f(s)s e 0<(2+)G(s) <g(s)s, s>0. (2.1)

Para obter (2.1), basta apenas dividir (Hs) por s e em seguida integrar por partes.

Além disso, por (2.1), existem C,Cy > 0 tais que
F(s)>Cis* —Cy, e G(s) >0 =0y, s>0. (2.2)

De fato, por (2.1), 0 < (2440")/s < f(s)/F(s) para s > 0. Integrando esta desigualdade
de 5o >0 a s > sg, temos In(s/s0)?+ < In(F(s)/F(so)); isto implica (2.2).

O estudo do Sistema (Ss);, em geral, depende dos comportamentos de f e g no
infinito, estes sendo distintos para N =2 e N > 3, como ja foi discutido na Introducao.
Estamos interessados em solugbes positivas de (Ss), e portanto assumiremos que
f(s) = g(s) =0, para todo s < 0.

Os principais resultados deste capitulo sao os seguintes:

Teorema 2.1. Suponhamos que V satisfaz (Va), f, g satisfazem (Hy), (Hy) e
lim /() =/l e lim 9(s)

s—+oo gP—1 s—+oo0 g4—1

=y, (2.3)

com p,q > 2 e ly,ly < co. Entao existe hy > 0 tal que, para cada h € (0,h], o
(RM) x H! (RN), N > 2. Além

Sistema (S2)n possui uma solugio (up,vy) € H) o

rad

disso, up, vy € C*(RY), sao positivas e
up(x), vp(z) =0, |z| — occ.

Teorema 2.2. Suponhamos que V satisfaz (V). Se f, g satisfazem (Hy), (Hs) e, além
disso, dado € > 0 existe C. > 0 tal que

f($)t+gt)s <e(s> +12) + C(f(s)s +g(t)t), s,tE€R, (2.4)

entdo existe hy > 0 tal que, , para cada h € (0, hyl, o Sistema (S2)s possui uma solugao
(up,vp) € H: J(RN) x HE (RN), N > 2. Além disso, uy, vy € C*(RY), sao positivas e

rad rad

up(x), vp(z) =0, |z| — occ.
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Observacao 2.3. Note que no Teorema 2.1 a hipdtese (2.3) € uma condi¢io de
crescimento no infinito, mas nao ha restrigoes quanto aos valores de p e q, podendo
ser supercriticos. Por outro lado, a condi¢ao (2.4) nao é uma condi¢ao de crescimento
no infinito e, portanto, em certo sentido, temos um crescimento arbitrdario. Observamos
que os Teoremas 2.1 e 2.2 estao relacionados com os principais resultados em [2] e [5]

para problemas escalares.
Exemplos de fungdes f e g que satisfazem (H;), (Hy) e (2.4) sdo: para s > 0,
(i) f(s)=s""teg(s)=s""1+ 51 com p>r > 2 onde na hipotese (Hy) &' =r — 2;
(i1) f(s)=sP"1e g(s) = s%e®, com p > 2, onde na hipotese (Hy) &' = 1;
(i17) f(s) = se® e g(s) = s%e*, onde na hipotese (H,) &' = 1;
(i) f(s) = 5% e g(s) = s%*", onde na hipotese (H,) &' = 2.

O Exemplo (i) mostra que existem funcoes f e g que satisfazem (2.3) e (2.4). Os
Exemplos (ii) — (iv) mostram existéncia de func¢oes f e g que cumprem (2.4) e nao
cumprem (2.3). J& o exemplo f(s) = (sT)P™' e g(s) = (s7)?!, com p,q > 2 e p #q,
sao de funcoes que satisfazem (2.3) e ndo satisfazem (2.4). Portanto, as hipoteses (2.3)
e (2.4) ndo sdo comparaveis e o que se pode dizer é que se complementam.

No ‘sentido’ de crescimento no infinito no caso do R?, discutido na Introducao,
temos: nos exemplos (i)—(ii), f e g com crescimentos no infinito subcriticos; no exemplo
(i1), f com crescimento subcritico, enquanto g com crescimento critico, onde ag = 1; e
no quarto exemplo f e g com crescimentos supercriticos. Ja no ‘sentido’ de crescimento
do RN, N > 3, o primeiro exemplo é de crescimento subcritico se p < 2* := 2N/(N —2),
critico se p = 2* e supercritico se p > 2%, enquanto os demais exemplos sao supercriticos.

Seria natural pensarmos em considerar o funcional fortemente indefinido

(. v) = /R (VT V(z)ur)de - /R (F(u) + G(v))dz, (2.5)

N

onde F(s) = [J f(t)dt e G(s) = [, g(t)dt, pois formalmente (S,); ¢ o sistema de
equagoes de Euler-Lagrange associado ao funcional Z;. Mas isto nao é possivel. De

fato, consideremos o subespaco de H(RY)

E= {u c H'(R"Y): /RN V(2)uldr < oo} :
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que é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno
(u,v) = / (VuVo + V(z)uv)dz, wu,v e E, (2.6)
RN

e norma, correspondente |[u|| = (u,u)"/2. Notemos que, pela hipotese (Vy), juntamente

com o fato que
I Z2cany < Ol - 172 ()

e a desigualdade de Sobolev (veja [15]), tem-se que as imersoes
E — H'(RY) — L"(RY) (2.7)

sdo continuas, para todo 2 <r <oo,se N =2,e2 <r <2*:=2N/(N —2),se N > 3.
Para cada h > 0 dado, definimos

(u,v)p = / (R*VuVv + V(2)uv)dr, u,v € E, (2.8)
RN
e I/ x E munido do produto interno

<(u,v),(¢, @))ﬁ: <u>¢>ﬁ+ <U>§0>ha U,U,QS,QD c E, (29)

e norma correspondente ||(u, )|z = (||ul|? + ||v||%)1/2.

Usando a hipotese (H;) e os limites em (2.3), dado € > 0, existe C. > 0 tal que
f(s) <est+C.(sT)Pt e g(s)<est+C.(sT) seR.

Entao, embora a parte quadratica de Zj esteja bem definida em E X E, mesmo o Sistema
(S2)r sendo subcritico no caso N > 3, podemos ter por exemplo 2 < ¢ < 2* < p; o
que torna o funcional Z; possivelmente nao bem definido em E x E. Neste caso, uma
alternativa para tentar superar estas dificuldades, é considerar os Espagos de Sobolev
Fracionarios. Por exemplo, se g(v) = (v7)%, 0 < ¢ < 2/(N —2), N > 3, mesmo f(s)
sendo arbitraria, de Figueiredo-Ruf [38| superam as dificuldades de definir um funcional
associado ao sistema por eles considerado, usando Espagos de Sobolev Fracionéarios.
Mas note que este nao é o caso aqui, pois supomos ¢ > 2 em (2.3). Mesmo assim,
vamos assumir, por um momento, que seja possivel usarmos os Espacos de Sobolev
Fracionarios. Neste caso é necessario redefinirmos a parte quadratica do funcional
7y, e isto a principio nao é problema. As dificuldades surgem, neste caso, quando

observamos que é necessario estimar niveis criticos do funcional Z;, devido a falta de
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compacidade (por exemplo, o caso p = ¢ = 2*) e Z;, ser fortemente indefinido. De fato,
as caracterizacoes variacionais de niveis criticos para funcionais fortemente indefinidos
que conhecemos é no espirito de Benci-Rabinowitz [14, p. 248|, e ndo parece simples
estimar por cima os niveis com esta caracterizacao, quando o funcional Z; esta definido
em H*(RY) x HY(RY), s+t =2, por exemplo; dois espacos de Sobolev fracionérios de
ordens diferentes.

Como mencionado na Introdugao, seguindo as ideias de del Pino-Felmer [40], Alves-
Miyagaki [5] e Ramos-Tavares [71], e fazendo uso das propriedades de V, vamos
truncar as fungoes f e g e considerar um sistema modificado. O objetivo é obter um
funcional associado ao sistema modificado bem definido em um subespaco de E x E, de
modo que seja possivel provar existéncia de solugao para este sistema modificado, com
propriedades que nos permitam mostrar que tal solucao obtida seja também solucao de
(S2)s-

O capitulo esta organizado da seguinte forma: na primeira se¢cao apresentamos um
sistema modificado e na segunda secao estudamos uma formulagao variacional para este.
Na terceira secao discutimos a condi¢ao de Palais-Smale para o funcional associado ao

sistema modificado e na dltima provamos os Teoremas 2.1 e 2.2.

2.1 Sistema Modificado

Usando argumentos similares aos contidos em [5], [40] e [71], iremos modificar os
termos nao lineares f(s) e g(s) de forma conveniente para que o funcional modificado
seja bem definido e satisfaca a condicao de compacidade de Palais-Smale. Para tanto,

precisamos do seguinte resultado elementar:

Lema 2.4. Suponhamos que f satisfaz (Hy) — (Hs). Entao, dado € > 0, existe a; > 0
tal que

fla) < e, e fs) 2 fa), (2.10)

para todo s > ay.

Prova. Por (H;), existe ap > 0 tal que f'(s) < ¢ para todo 0 < s < ag. Se
f'(s) > f'(ap) para todo s > ag, entao consideramos a; = ag. Agora, suponhamos
que existe to > ag tal que f'(tg) < f'(ao). Segue de (Hy) e (2.1) que f'(s)s? > Cs*™
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para todo s suficientemente grande e algum C > 0. Entao, desde que f'(s) — oo
quando s — o0, existe sg > ag tal que

f'(s0) = min f'(s).

s>ag
Logo, por (Hy) e (Hs), 0 = f'(0) < f'(s0) < f'(to) < f'(ap). Assim, o Teorema do Valor
Intermediario implica que A = {s < ag; f'(s) = f'(so)} # (. Considerando a; = sup A

obtemos o desejado. ]

Agora, dado € > 0, consideremos a; > 0 satisfazendo (2.10) e definamos a fungao

. f(s) se s<a
f(s) = ) (2.11)
Bis+ By se s>aq,

f:RY x R — R definida por

f(xv 8) :XARf(S)+(1_XAR>f(S>7 se s >0,

e f(z,s) =0, se s <0, onde x4, denota a fun¢ao caracteristica do conjunto Ag. De

modo similar encontramos as > 0 e definimos a fungao g(z,s). A primitiva de f(x,s) é

F(zx,s) = /Os [z, t)dt,

e respectivamente G(x,s). Algumas propriedades de f(x,s) e g(x,s) sdo expostas no

proximo lema.
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Lema 2.5. A fun¢io f(x,s) (resp. g(z,s)) € radialmente simétrica (em relagdo a

origem) e possui as sequintes propriedades:
(i) f(x,8) = f(s) = o(s), prozimo da origem, uniformemente em x € RY;
g of N
(17) f(z,s) < f(s) e a—(x, s) >0, para todo s >0 ex € RY;
s
(i4i)

0
0<(1+08)f(x,s)s < —f(:v, s)s?, x € Agp es >0 oux € RV\Ag e s <ay, (2.12)

0s
0< f(z,s)s < g—jsr(x,s)SQ, r € RV\Ap es >0, (2.13)
0 <2F(z,s) < f(z,s)s < %52 < %V(m)&j7 r € RY\Ag e s> 0, (2.14)

onde a > 0 € da condi¢ao (Vi) e k > 1;

(v) se f,g satisfazem (2.4) entao, dado € > 0, eziste C. > 0 tal que

flx,s)t +g(x,t)s <e(s® +1) + Co(f(x,8)s + g(x, t)t), € Ap es,t €R.

(v) seu € H}!

rad

(RY) entao
/ F(z,u)dr < co.
RN

Prova. (i) Por definicao, f(x,s) = f(s) para s < a;. Entao, usando expansao em série
de Taylor em torno de 0, o primeiro item segue de (Hy).

(1) Este item ¢ consequéncia direta da defini¢ao de f(z,s) juntamente com (2.10).
De fato, se z € Agpoux € RV\ Ag e s < ay, entdo f(x,s) = f(s). Agora, se x € RV\ Ag

e s > a; entdo, integrando a segunda desigualdade de (2.10), temos

flar)(s = ar) < f(s) = flar)

que implica

Bis+ By < f(s). (2.15)
Por fim, segue da definicao que
o f'(s) se xz€Ar ou 2 € RV\Ap e s<ua
O (4. 5) = (s) N \dz ' (2.16)
s B, se z€RY\Ap e s>a.
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Entao, desde que f'(s) > 0, temos g—f:(x, s) > 0. Isto é o que desejamos.

(iit) Se x € Ag e s > 0 ouz € RV\Ag e s < a; entdo, por definigio, f(x,s) = f(s).
Logo, (2.12) segue de (H,). Suponhamos agora z € R¥\Ag e s > 0. Se s < ay,
por definicao, f(z,s) = f(s). Entao (2.13) decorre de (2.12). Agora, se s > a;, por
definigao, f(z,s) = Bis+ B, (observe que Bys + B, > 0 para todo s > ap) e temos

0 < f(z,s)s = Bis> + Bys = g—jsr(x, s)s? + Bys < g—jsr(:v, 5)s%,

pois By < 0, isto conclui a verificacio de (2.13). Para demonstrar (2.14), temos que se

s < ay, por defini¢ao, f(z,s) = f(s). Entao, por (2.1), obtemos
2F(x,8) — f(x,8)s <2F(s) — f(s)s < —0'F(s) <0,
ou seja,
2F(x,s) < f(z,s)s.

Suponhamos agora que s > a;. Entao, usando a defini¢ao de f(x, s), (2.1) e organizando

0s termos, temos

2F(z,s) = 2/@1 f(t)dt+2/S(Blt+Bl)dt
0

ai

= 2F(CL1) + 3182 + 2318 - Bla% - 231@1
f(a1)a; — Bya} — Biaj + Bl(s —ay).

A 2
< Bis*+ B
< 18"+ b1s+ 2+ S
Lembrando que f(a;) = Bia; + By, By < 0 e, neste caso, f(x,s) = Bis+ By, obtemos
2F(z,5) < Bis* + Bys = f(x,5)s.

Assim, concluimos que

2F (z,s) < f(x,s)s. (2.17)
para todo x € RM\ Ay e s > 0. Para concluir a prova de (2.14), temos por (2.10) que
f(s) <es, paratodo 0<s<ay.

Entdo, para cada x € RN\ Ap e 0 < s < ap, tem-se
f(z,8)s = f(s)s < es”. (2.18)
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Ainda por (2.10), B; = f'(ay) < e. Desde que B; < 0, obtém-se
f(x,s)s = B>+ Bis<es’, ze€RM\Ar e s>ay. (2.19)

A conclusao de (2.14) segue de (2.18), (2.19) e (V3).

(1v) Segue do fato que f(z,s) = f(s) e g(z,s) = g(s), para todo x € Ag, juntamente
com (2.4).

(v) Usando o Lema de Strauss (veja |91, Lema 1.1, Cap. 6| ou [84|) para cada

u € H! (RY), temos
Cllull g
u(z)| < T2 (2.20)
quase sempre em RY. Logo.
Cllull g
‘U/(Jf)| S |R1|1/2 =0

quase sempre em Ag. Pela continuidade de F(s), podemos considerar M; =

max,e(o,c;) F'(s). Entao, para cada u € H} ,(RY), segue de (2.14) que

/R Pl u)de = /A Py + /A

onde |Ag| denota a medida de Ag. Isto completa a prova do lema. |

!
—u’dr < oo,

Fla,u)dz < My| Ag| +/ "

c c
R AR

Agora vamos considerar o seguinte sistema modificado:

(SM);

—RAu+V(x)u = g(x,v) em RY,
—RAv+V(z)v = f(z,u) em RY,

onde u,v € H!

rad(RN)'
Motivados pelas propriedades de f(x,s) e g(x,s) apresentadas no Lema 2.5,

abordaremos o sistema (SM); considerando o subespago de E:

E, = {u c H' ,(RY): / V(z)u’dr < oo} ,
RN

que é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno (2.6). Temos ainda que
as imersoes

E, — H!

rad

(RY) = LP(R™),

sao continuas para todo 2 < p < oo,se N =2, e 2 < p < 2" se N > 3. Lembramos
ainda que, devido a Strauss [84], a tltima imersao é compacta para todo 2 < p < oo,
se N=2,e2<p<2seN>3.
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O sistema (SM);, é o sistema de equagoes de Euler-Lagrange associado ao funcional

fortemente indefinido I : £, x E, — R, dado por
In(u,v) = (u,v)y —/ (F(z,u) 4+ G(z,v))dz, (2.21)

RN
com E, x E, munido do produto interno (2.9). Pelo Lema 2.5 o funcional I; é bem
definido. Observamos que I é de classe C? sobre E, x E, e sua derivada primeira é
dada por

Hw)ép) = (et o [ (fws+gng)ds  (@22)

R
para todo ¢, € E,. Os pontos criticos do funcional I; correspondem a solugoes (no

sentido fraco) nao-negativas de (SM)j.

Observacao 2.6. A fim de nao sobrecarregar a notacao, assumiremos que h = 1
no restante desta e nas duas prorimas secoes e usaremos as sequintes notacoes:

(a=690 =11l el =1, sem risco de confusao.

2.2 Formulacao Variacional

Embora tenhamos o funcional I bem definido sobre E, x E,., este ¢ um funcional
fortemente indefinido. Nosso objetivo é fazer, a exemplo do Capitulo 1, uma formulagao
variacional que seja possivel considerar um segundo funcional que nao mais tenha a
caracteristica de ser fortemente indefinido. Como j& mencionado, estes argumentos
foram utilizados por Ramos-Tavares [71| e Bonheure-Ramos [19].

Fixado w € E,., consideremos o funcional F : E,. — R, definido por:

F() = Hw+ ¢, w— ).

Proposicao 2.7. O funcional F € limitado superiormente e o supremo

sup I(w+ Y, w — )
veE,

€ atingido em um unico .

Prova. A prova é andloga a da Proposi¢ao 1.5, mas como estamos com as fungoes

truncadas f(z,s) e g(z, s) vamos ‘reproduzi-la’. Note que
Fw) = folP =9~ [ [Fws o)+ Glow -l (223
RN
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Observamos que

F@)o) = =200~ [ [f.w) = glo.w—bods

FW)ed) = ~2pi0) = [ [Flew+0)+lew—v)lpods,

para todo ¥, ¢, ¢ € E,, onde f'(x,s) representa a derivada de f(x,s) em ralagao a s, e
respectivamente ¢'(x, s). Desde que, por (i) do Lema 2.5, f'(x,s) + ¢'(x,t) > 0, para
s,t € R, obtemos

—F" () (e, 9) > 0,

para todo ¥, p € E,. ¢ # 0. Entdao, —F é um funcional estritamente convexo. Além
disso, tem-se que —F ¢ fracamente semi-continuo inferior (veja [32, Teorema 1.4]).
Logo, —F assume seu minimo em um tnico ponto (veja [50, Teorema 1.6]). Portanto,

JF assume seu maximo em um unico . |

Pela Proposicao 2.7, dado w € E,, existe um tunico ¢, € E, tal que
I(w+¢w,w—@/}w)zqu}réa}gfl(w—l—w,w—@/)). (2.24)
Deste modo temos a aplicacao ® : F, — FE, definida por:
O(w) = 1y, (2.25)

Observacgao 2.8. Pela Proposicao 2.7, F possut um unico ponto critico, a saber, 1.

Portanto,

I'(w + P, w — b)) (6, =) = 0, (2.26)

para todo ¢ € E,.. De fato,

I,('lU + P, w — ww)(¢> _¢) = <'LU + Y, _¢> + <w — Y, ¢>
~ /RN [f (2,0 + ) + g2, 0 — 1) (—¢)|dz
= —2(thy, B) — /RN Lf(z,w + b)) — g2, w — by pda
= —F (Yu)(9),
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para todo ¢ € E,.. Note ainda que, firado w € E,., a identidade (2.26) nos diz que
Uy € E,. € a unica solucao da equagao
em E.

Em func¢ao da Proposicao 2.7 podemos considerar o funcional reduzido J : E, — R

definido por

J(w) = Hw+hw, w — )
= Jwl* = llvwl* - /RN[F(%UJ +tw) + Gz, w = Py)ldz. (2.28)

Proposicao 2.9. A aplicacio ® € de classe C*.

Prova. A ideia é a mesma da prova da Proposicao 1.7, com pequenas diferencas.
Para torna o texto mais completo, vamos reproduzi-la. Denotemos por (E, x E,)” =

{(¢p, —1);9 € E,} e consideremos as aplica¢oes definidas por:

7:(E, X E.)X (B, x E.)” = E.xXE,.,, ((u,v),®,=¢)) = (u,v) + (1, =)
I' ' E.xE,— (E,xE,) ~(E.xE,)

P:E,xE, = (E,xE)", ()~ (“g”,—“;“)
Note que
(E, x E,) x (E, x E,)~ ——=FE, x B, —~~ (E, x E,) = E, x E, —£~ (E, x E,)~
define uma aplicagao G : (E, x E,) x (E, x E,.)” — (E, x E,)~ dada por
G=Polor.
Entao, G é de classe C! e

D2g((u7 U)7 (1/}7 _1/}))(¢7 _¢> = Po [//(T((u7 U)? (wv _w>)) (¢7 _¢)
= POI”((<>77))(¢> _¢)a

onde ((,n) = (u,v) + (¢, —1). Agora, escrevendo T = D2Q((u,v), (¢, —1/1)) =
PolI"((¢,m)) e identificando (E, x E,)” = ((E, x E,)”), temos

T((¢,—9)) (0, —p) = Pol”( ¢,n)((¢ ,—¢))
= /RN (z,0) + ¢'(z,m)]podz,
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para todo ¥, ¢, ¢ € E,., onde f'(x,s) representa a derivada de f(x,s) em ralacao a s,
respectivamente ¢'(x, s).

Observemos que T é injetivo. De fato, se T((¢, —gb)) = (0,0) temos em particular
T((6,—6)) (6, —6) = 0, ou seia,

2ol = [ £+ gamletds <o

que implica em ¢ = 0 pois, por (i7) do Lema 2.5, f'(z,s) + ¢'(x,t) > 0.

Notemos que

T+ )0 =0) (=) = = [ 1.0+ (e.mlopds

onde Id : (B, x E,)~ — ((E, x E.)7), 1d((¢,—9))(p,—¢) = 2(¢,¢), para todo
¢, € FE,.. Afirmamos que (T 4 Id) é um operador compacto. Com efeito, por
simplicidade, consideremos o operador S : (E, X E,.)” — (E, x E,)” = ((E, x E.)”)
definido por

S((0=0))(e=0) = [ F@Qopds,

Se (n, —Pn) — (¢o, —do) em (E,. x E,.)~, vamos provar que S(¢,, —¢,) — S(¢do, —0)
em (F, X E.)” = ((E, x E.)7). Para tanto, usando a imersao de Sobolev, temos

(o — o) =0 em L*(RY).
Pelo Teorema de Representacao de Riesz

/ (pn — Po)pdz — 0,
RN

para todo ¢ € L*(RY). Além disso, o Lema de Strauss [91, Lema 1.1, Cap. 6] garante

que
Cllchn e
(@) =R =

quase sempre em Ap. Pela continuidade de f'(s), podemos considerar M, =

maxe(o,c,] f'(5) € My = maxye(o,q,] ['(5), a1 definido em (2.11). Entao, por (2.16),

f'(@,Ol(¢n = do)pldr = / F(ONbn — ¢o)pldz
RN ApU{¢<ar}

4 / Bul(6n — d0)olda
RN\(ArU{¢<a1})

< (My+ M3+ By) /]RN |(¢n — d0)p|d.
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Portanto,

}(S(¢na _¢n) - S(¢0> _¢0)) (§0> _90)‘ = "~ f/(lli', C)(¢n - ¢0)90d$ —0

para todo ¢ € E,., que implica

15(¢n, =¢n) = S(¢o, =do)ll (@ x5y~ = 0-

Isto prova que S é um operador compacto.
Como consequéncia de S ser um operador compacto, temos que (7' 4 Id) é um
operador compacto. A conclusao da prova segue os mesmos argumentos da prova da

Proposicao 1.7. |
Pela regra da cadeia, obtemos
J(W)(¢) = I'(w+thw, 0 = Pu)D(W + Yy, w — Yy ) (9)

= I'(erww,w—?ﬂw) ¢+wa(¢)>¢_wa(¢))
= I'(erww,w—?ﬂw) ¢>¢)+[/(w+ww>w_ww)(wa(¢)a_wa(¢))>

— —

de modo que, por (2.26), tem-se

J(w)(¢) = I'(w + Y, w — 1w ) (8, 0), (2.29)

para todo ¢ € E,. Desde que I é de classe C? e @ ¢é de classe C!, por (2.29), observamos

que J também é de classe C? com

T (w)(p,¢) = I"(w + Y, w — Pu) (¢ + Du(p), ¢ — Dibu()) (9, ). (2.30)
Considerando
K;y={weE;J(w)=0} e Ki:={(u,v)€ E, x E,;I'(u,v) =0},
temos a
Proposigao 2.10. A aplicacio h : K; — K; definida por
h(w) = (w + Pu, w = Pu),

¢ um homeomorfismo cuja inversa h™ : K; — K; € dada por

h~!(u,v) = (u ;_ U).

66



Prova. A prova é a mesma da Proposicao 1.8. |

Vamos estudar existéncia de solu¢do para o sistema modificado (SM); buscando
por ponto critico para o funcional J. O que primeiro observamos é que .J satisfaz a

geometria do passo da montanha.

Lema 2.11. O funcional J satisfaz as sequintes condicoes:

(1) Existem B, p > 0 tais que J(w) > [ para |[w|| = p;

(17) FEziste e € E,., com |le|]| > p, tal que J(e) < 0.

Prova. (i) Por (i) do Lema 2.5, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

F(z,5) < =s> e G(z,5) <

DO ™

Assim, pelo Lema de Strauss (veja (2.20)),

/ F(:E,w)dxgi/ widr e / G(:E,w)dxgi/ wdz, |wl| < p,
Ar 2 Jag Ar 2 J g

para p > 0 suficientemente pequeno. Agora, por (2.28), temos
J(w) = Iw + y,w — 1) = wm@EXI(ijw,w — ) > I(w,w).
cLy
Entao, usando (2.14), temos

Iw) =l = [ [Fw) + Gl w)ds

1
> Jw|®—e w?dr — — V(z)widx
k
Apr RN\AR

> / [|Vw|2+(1—%)V(:B)w2]dx—5/ wdz,

AR

para ||w|| < p, e p > 0 suficientemente pequeno. Usando as imersoes (2.7), obtemos
/ wdr < C | [V +V(z)w?de,
Ag RN
para algum C' > 0, e concluimos que
J(u) > Chllw]?,  para [lw[| = p,
p > 0 suficientemente pequeno e algum C; > 0. Isto finaliza a prova de (7).
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(77) Para provar o segundo item do lema, consideremos ¢ € C§°(Ag) tal que
o(x) > ag > 0 para todo x € K, onde K C supp(¢). Agora, para cada t € R, ¢t > 0,
usando (2.2) e as defini¢oes de f(x,s), g(x,s) e J, obtemos

J(t6) SfWW—/me+mwm—/G@w—mwh
K K
< ol =0 ([ (o0 an+ [ (6= vy ae) + €,
K K

para alguns C,C' > 0. Notemos ainda que'
(200)*" < 22 [((t6 + i) )™ + (0 — 1)) ] (231)
Entao,
J(to) < 3¢ — t2+5’C/K¢2+5’dx +C.

Portanto, fazendo ¢t — oo teremos J(t¢) — —oo. Isto ¢ suficiente para provar (i7). W

2.3 Condicao de Compacidade

Esta secao vamos dedicar ao estudo da condicao Palais-Smale para o funcional
J : B, — R definido na secao anterior. Mais geralmente, vamos provar que o funcional
l: E. x FE,. — R definido por
I(u,v) = / (VuVov + V(z)uv)dx — / (F(z,u) + G(z,v))dx
RN R

N

satisfaz a condicao de Palais-Smale e, como consequéncia, temos a mesma propriedade
para o funcional J, como mostra a Observacao 1.12.

Lembramos que (ty,v,), C E, X E, é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢
para o funcional I, denotada abreviadamente por sequéncia (PS),, se I(u,,v,) — c e
I'(uy,, v,) = 0no espago dual (E, x E,.)". Dizemos ainda que I satisfaz a condi¢ao (PS).,
se toda sequéncia (PS). possui subsequéncia convergente. A definicdo da condigao
(PS), para o funcional J é analoga, sendo necessario apenas a mudanca de I por J e
E,. x E, por E,.

As sequéncias de Palais-Smale para o funcional I sao limitadas, como mostram os

proximos lemas.

Weja que (¢ +¥)t =1 ((p+9) + o+ ¢]) <o + 9.
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Lema 2.12. Suponha que f(s) e g(s) satisfazem (Hy), (Hy) e (2.3). Seja (up, vy)n

uma sequéncia em B, x E, tal que
I(up,v,) > ¢ e |[I'(tn,v0)|l(B,xEy — 0, n— 00.
Entao, (u,,vy,), € limitada em E, X E,.

Prova. Denotemos e, := ||I'(tn, vn) || (5, x5,y Pela definicao

I' (th, ) (Vs ) = [t |* + [Jon* = /N(f(% Un)Un + (2, O )un ) d.
R

Assim,

[unl|* + J|vall” < /RN(f(% Un)Vn + G(T, V) Un)dT + € (|| (tn, vn)[])-
Temos ainda

21 (Up, V) — I (U, V) (U v) = / (f(x,up)u, — 2F (2, uy,))dx

RN

+ /]RN (g9(x,v,)v, — 2G(x, v,))d.

(2.32)

Por (2.14), f(z,s)s—2F(z,s) > 0 para todo z € RY\ Ap, respectivamente para g(z, s).

Logo,

/ (f(x,up)u, — 2F (z,uy,))de + / (9(x,vp)v, — 2G(2, v,,))dx
AR

AR
< 2 (s 0a) — I (ts 0) (2, ).

(2.33)

Dividindo (2.12) por s > 0 e integrando por parte em seguida, obtemos (2409") F(z, s) <
f(z,s)s, para todo x € Ag. Entao 0 < 2f(x,s)s — (2 + 0')2F (z,s), de modo que

f(x,s)s < (2+)[f(x,s)s —2F(z,s)], ou seja,

5/

mf(x,s)s < fz,s)s = 2F(z, s),

e respectivamente para g(z,s). Assim, por (2.33),

2+

A

/ (f(x,up)uy + g(x,v,)v,)de < 5 120 (tn, U) — I’ (i, V) (1, V)|
AR

< O+ Cep(|| (tn, v0)]))-
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Agora, usando (H;) e (2.3), dado € > 0, existem . > 0 e C. > 0 tais que
f(s)<es, 0<s<d., e f(s)<COs#t s>0..

Usando isto juntamente com (2.20), temos

/ Flun)vmde < ( / f(un)ﬁdx) ’ (
ARﬂ{u'nZ(Ss} ARﬂ{u'rLZ(SE}
(/ f(un)ppldx) el (/ |x|_p/2dar>p
ARﬂ{un255} AR
Ol ([ ) ) 1a )
ARﬂ{un255}

< vl ( / f(un)undw> ,
ARﬁ{un26g}

para algum C. > 0. Entao,

IN

IN

p—1

Fa un)onds < < / f(x,un)und:c) " (2.36)

(u 4+ v2) dz + Cc||(tn, vy) || <
AR

AR

Por (2.35), obtemos

AR

f (@, unonde < 6/ (u2 + 02) d + Cl| 1ty 0| (C + ([l (2, va) 1)) 7

AR AR

< o [ (4 ey dot Colum )|+ Cetal )] 7 (237
AR

e, de modo anélogo,

q—1

/ 9, v)unds < e / (u2 + v2) da + O (1, va) | + Cotnll (s va) | 7. (2:38)
Agr AR

Retornando a (2.32), tem-se

—1
[enl? + flonl* < 2€/A (2 + 02) dz + 2Cc|| (n, va) || + Cetnl| (un, )| 7
R

Cotnll (s ) | 5+ / (s tn)om + 9, v )un)de

c
R

+en (|| (tn, va)|])-

Por (2.14),

/c (f(z,un)vn + g, v,)uy)de < %/ Vi(z) (up +v2) da. (2.39)

c
R R
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Entao,

k

p-1 a1
+Ccenl| (Un, vn)[| 7 +1+C€5n”(umvn)” 7

1
lunll? + lonl? < (2oe+ —) (2 + [0al12) + (2% + )]ty 00|

Considerando € > 0 e k > 1 tais que (2Ce + 1/k) < 1, desde que (p —1)/p+1<2e¢
(¢g—1)/q+ 1 <2, concluimos que (u,,v,) é limitada em E, x E,. |

Agora vamos mostrar a limitacao das sequéncias de Palais-Smale quando a condigao
(2.4) é valida.
Lema 2.13. Suponhamos que f(s) e g(s) satisfazem (Hy), (Hs) e (2.4). Seja (uy,, vy)n
uma sequéncia em E, X E, tal que
I(up,vp) = ¢ e |[I'(tp,v0)|(E,xE)y =0, n— 0.

Entao, (u,,vy,), € limitada em E, X E,.

Prova. Denotemos ¢, := [|I'(un, v)| (£, x5,y Por (2.32) e (2.4), dado € > 0 temos

lunll? + [Jonl? < e /

(u 4+ v2) dx + C. / (f (@, up)un + g(z,v,)v,)dx
AR

AR

+/ (f (2, un)vn + g(, vn)tn)dz + n(|| (tn, va)l]).
A

c
R

Usando (2.35) e (2.39), obtemos

1
lwn||* + |Jva])? < E/RN (u 4 v2) dx + C. + Ceepl|(un, va) || + E/ Vi(z) (up +v2) da

c
R

1
< (208 + E) (HunH2 + ||Un||2) + C: + Cepl| (tn, vi) |-

Considerando ¢ > 0 e k > 1 tais que (2Ce + 1/k) < 1, concluimos que (up,v,) &
limitada em E,. X E,. [ |

Lema 2.14. Seja (u,,v,) C E, X E. uma sequéncia fracamente convergente para

(u,v) € E. x E,.. Suponhamos que
11 (wn, )| (s, — 0, 1 — 00,
Entao, (u,v) € um ponto critico de I.
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Prova. Sejam ¢,¢ € Cgo.(RY). Temos que I'(un,v,)(¢,0) — 0, n — oo.

Lembramos que

I, 00)(6.9) = G )+ 0 0) = [ (Fau)o+ glav)odde. (240)

Observamos que
(Un, ) = (u,0) € (Un, ) = (v,0), n — o0. (2.41)

Afirmagao: f(z,u,)pdr — fz,w)pde, n — oo.
RN RN

De fato, denotemos por w o suporte de ¢. Desde que (u,,v,) converge fraco em
E, x E,, temos em particular que (u,) é limitada em H'(R"). Pela imersao de Sobolev,
temos

up, > u em L'(w), 1<r<?2%
Além disso, u,(z) — u(x) em quase todo z € RY e existe h € L"(w),h > 0, tal que
|un(z)| < h(z) para cada x € w. Assim,

f(z,un) — f(x,u)¢ quase sempre em RY.

Usando agora a limitagao de (u,) e (2.20), tem-se

Cllunll @) C
lun ()| < FEE < FARE =:c3 quase sempre em Ag, (2.42)

para algum C > 0. Considerando m; = MaXeo,c5] f(5), temos

(@, un)g] = |f(un)g] < malé| quase sempre em Ap, (2.43)

e my|p| € L*(Ag). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

f(z,u,)ddr — f(z,u)pdx, n — oo.

AR AR

Por outro lado, segue de (2.14) que
|f(z,un)@| = |un||@] < h|é| quase sempre em w N A%,
com h|¢| € L'(w). Entdo,

f(x, u,)pdr — f(z,u)pdr, n — oo,

A% AR
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e conclui a prova da afirmacao.
Evidente que temos uma mesma afirmacao para g(z,s). Entao, juntando estas

afirmagoes com (2.41), segue de (2.40) que

0= (u,0) + {v,6) - / (Fla,w)é + gl v)p)dz = I'(u, 0)(, 9).

RN

Por fim, lembrando que o espaco C’gf;ad(]RN ) é denso em F,, concluimos a prova do

lema. [ |

Lema 2.15. Seja (uy,, vy)n uma sequéncia limitada em E, X E,. tal que
11 (wn, )| (o, — 0, 1 — 00,
Entao, dado € > 0, existe Ry > 0 tal que R > Ry implica

lim sup/ [[Vun|* + V(z)us] de < e (resp. vy,).
{lz|>R}

n—oo

Prova. Consideremos R > 4Ry (R, da hipotese (V3)), B = Bg(0) e uma funcao
‘Cut-off’ nr € C°(R™,[0,1]) tal que

0, l|z] < R/2

nr(z) =
1, |z|>R

e |Vngr| < C/R, para algum C' > 0. Aqui usaremos as seguintes notagoes
= [ 190+ V@t mede e ol = [ (Vo + Vi@)e2] nade
Desde que (uy,v,) é limitada em E,. X E,., temos
I,(um 'Un)(nR'Um nRun) - On(1)>
ou seja,
ol + el = [ oo+ g6 enumdinde = [ T g
RN RN
- / Vo - Vs + on(1). (2.44)
RN
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Agora, por (2.14), temos

1
[ G+ glavwnnde < 3 [ V@) unllen] + ol hrnd
RN RN
< 1/ V(z) (ul +vy) nrdx
k Jan
1
< 7 (luall, + lenl2,)-

Tem-se também

C
= [V Vindo < Sl Tl
RN R
e analogamente para v,. Entao, de (2.44), obtemos

1 C
(1 - E) (g + llalln,) < §(||un||L2||Vun||L2 +[vall 22| Vonllz2) + 0n(1).

Sendo k£ > 1, tem-se

/ [V, + V (2)u?] g/ [[Vun|? + V (2)u2] nrda
{lz|>R}

C
< OO (a2 1l + el Pl 22) + 00(1)

(resp. v,). Desde que ||u,||z2, ||vallr2, [Vl L2 € [[Vu,||L2 sdo limitadas, concluimos a

prova. [ |

Lema 2.16. O funcional I satisfaz a condigcao (PS). para todo ¢ € R.

Prova. Seja (u,,v,) C E, X E,. uma sequéncia (PS). para o funcional /. Pelo Lema

2.12 ou 2.13, temos que ||u,|| < C e ||v,|| < C. Entao, a menos de subsequéncia,
U, ~u e v, —=v em [
Logo,

I (i, 00) (U Un) = ||un||2 + ||Un||2 - /RN(f(x>un)Un + g, vp)up,)dx (2.45)

— I (Up, vp) (v, 1) = — (U, 1) — (v, 0) + /RN(f(:E, Up)v + g(x, v, u)dx, (2.46)

com I'(ty, v,) (Vn, Uy) = 0,(1) € I'(ty, v,) (v, u) = 0,(1). Além disso,
—I"(u, )V, up) = —(u, uy) — (v, v,) + /RN(f(x,u)vn + g(z,v)uy,)dx, (2.47)
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I'(u, 0)(v,u) = Jul]® + [[o]f? - /RN(f(x,u)v + gl v)u)dx. (2.48)

Pelo Lema 2.14 temos I'(u,v)(v,, u,) = I'(u,v)(v,u) = 0. Entdo, somando as quatro
identidades (2.45)-(2.48) e organizando os termos correlatos, obtemos

= ull* + flon = 0l* = /RN(f(x,un) - f(x,U))vnde/ (9(x, vn) = g(z,v) Jundx

= [ o) = fauyda+ [ (o) = gla,on)uds

+  on(1). (2.49)
Afirmacao 1:

/ (f(z,u,) — f(z,u))vyde — 0, n — oo.
RN

De fato, consideremos inicialmente uma bola Br = Bgr(0) com raio suficientemente

grande tal que A CC Bg. Entao, por (2.14), temos

[ (G = fwwpds| < 5 [ V@l +Vilullo))ds
< g [ V@) (ual? + fonl? + fuf? 4o ?) i
By

Usando agora o Lema 2.15 e o fato que Vu? € L'(RY), existe R > 0 suficientemente

grande tal que

/Bc (f(z,u,) — f(z,u))vdr = 0,(1). (2.50)

Pela imersao de Sobolev, tem-se
u, - u em L"(Bg), 1<r<?2.

Entao, u,(xr) — wu(r) em quase todo * € Bpg e existe h € L"(Bg),h > 0, tal
que |u,(z)] < h(z) para quase todo x € Bg. Desde que f(z,s) é continua, tem-se

f(z,u, () = f(x,u(x)) para quase todo x € Bg. Por (2.14), temos
(@ un) = fl2, )] < (a/k)(|un| + |ul) < (a/k)(h+ |u]) € L*(Br \ Ar),

onde a > 0 é a constante da hipotese (V3). Podemos assim aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada e concluir que

/B g (f(z,uy) — f(z,u))*de — 0, n— oco. (2.51)
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Por (2.42) e (2.43), tem-se
|F(@, tn)un] = |f (n)ttn] <y quase sempre em A,
e m; € L'(Ag). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

flz,u,)de — f(z,u)dz, n — oco. (2.52)
Ap AR

<, o) ([ )

segue da limitagdo de (v,) em L*(RY) e de (2.51) que

Desde que

(NI

/B (f(2,un) — f(z,u))v,dx

r\AR

/ (f(z,u,) — f(z,u))vde = 0,(1). (2.53)
Br\AR
Agora, pelo Lema de Strauss (veja (2.20)) e a limitagao de (v,) em E,, temos
Clloall . G
lu(z)] < e < TARE =: (), para quase todo x € Ag, (2.54)

para alguma constante C; > 0. Juntando entao (2.52) e (2.54), tem-se
/ (f(z,u,) — f(z,u))vdr = 0,(1). (2.55)
AR

A prova da Afirmagao 1 segue portanto de (2.50), (2.53) e (2.55).
Afirmacao 2:

/RN(f(x,un) — f(z,u))vdr — 0, n — oo.

A prova da Afirmacao 2 é similar a da Afirmacao 1 trocando-se apenas v,, por v.
Evidentemente as Afirmagoes 1 e 2 sao também verdadeiras trocando-se f(z,s) por

g(x,s). Portanto, a prova do lema segue de (2.49) e das Afirmagoes 1 e 2. |

2.4 Provas dos Teoremas 2.1 e 2.2

Para provar os Teoremas 2.1 e 2.2, como ja mencionado no inicio da Secao 2.1, vamos
primeiro encontrar solugao para o sistema modificado (SM);, e em seguida mostrar que

tal solugao é de fato solugao do Sistema (Ss);. Com este objetivo tragado, vamos agora
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relembrar e fixar algumas notagoes para eliminar os riscos de confusao. Para cada
h > 0, temos o funcional I, : E, x E, — R definido em (2.21). A partir do funcional I

temos o funcional Jj, : F/, — R definido por

Jn(w) = In(w~+ Yy, w — 1)
= Jlwl? = lwllz - /RN[F(%wﬂL%) + Gz, w —Yy)lde. (2.56)

Jy & de classe C*(E,) e sua derivada primeira (veja (2.29)) ¢

T(w)(p) = Th(w+ e, w — ) (p, @)
— 2w, o) — / [ w0 + gl — lldr, (25)

para toda ¢ € F,.

Proposicao 2.17. Suponhamos que V satisfaz (V) e f,g satisfazem (Hy), (Hs) e
(2.3), com ly,ly < 0o. Entao, para cada h > 0, o funcional Jy possui um ponto critico
(RM), wp, > 0, tal que

~ .. 1
nao-trivial wy € H, 4

Jp(wp) = ¢ = ;rellﬁtrél[éa% Ju(~(t)) > 0, (2.58)

onde ' = {v € C([0,1], E,);7(0) = 0 e Ju(y(1)) < 0}. Além disso, (wy+ tw,, Wy — )
¢ uma solugao de (SM); tal que wy, + Yy, , Wy — Yy, € C*(RY), sdo positivas e

In(wn + Yy, wh — P,) = cp (2.59)

Prova. A prova é uma aplicacao do Teorema do Passo da Montanha. Primeiro

observamos que
(=) = =0 = [ [Fa0) + Gla,~)lde <0

para todo ¢ € E,. Logo, por (2.24), J;(0) = maxyep, [r(¥, —¢) = 0. Agora, pelos
Lemas 2.11 e 2.16 (veja a Observagao 1.12), estamos nas hipoteses do Teorema do
Passo da Montanha. Portanto, (2.58) segue. Agora, usando a Proposi¢ao 2.10 temos
que (Wp+vuy, , Wi —1y, ) € ponto critico de I e (2.59) segue de (2.58) e da defini¢ao de J.
Note que se tivermos wy + ¥, , Wi — 1y, > 0 entao 2w, > 0. Portanto, vamos verificar

que Wy, + Yy, Wy — Yy, > 0. Com efeito, denotemos up = wy, + ¥y, € vy = Wy — Yy, €

7



consideremos u; = min{0, u,} (resp. v, ) a parte negativa de uy (resp. v). Desde que

(un, vs) € ponto critico de I, temos em particular I} (up, vr)(0,u; ) = 0, ou seja,
—/ (R Vuy >+ V(z)(uy)?) do = / (R*VupVu, + V(z)upuy ) do
RN RN
= / g(x,vp)u, dz > 0.
]RN

Portanto, u; =0 e u; > 0. Usando I} (up, vs) (v, ,0) = 0 obtemos v, > 0.
A prova da regularidade de uj e vy pode ser obtida, por exemplo, usando |3, Lema
2| (veja [5, p. 1]). Para N > 2, podemos obter a regularidade e positividade com os

argumentos do Capitulo 1. De fato, somando as duas equagoes de (Ss,); obtemos
—B2A(up 4 vp) + V(@) (up +vp) = f2,up) + g(z,v5) em RY
(a igualdade é no sentido fraco). Denotemos

k(SL’, up + Uﬁ) = (1/ﬁ2) (—V(x)(uh + Uh) + f(SL’, uh) + g(x, Uh))

e
k(x,up + vp)
K(z)= ——=.
() 1+ (up + vp)
Assim,
—A(up +vp) = K(2)(1+ (up +vp)) em RY. (2.60)

Afirmagao: K€ L = (RM).

loc

De fato, seja B uma bola de RY. Temos

L\K(;@N%dw — (1/ﬁ2) —V(x)(up +1Ui)(z:_f_x;;h) + g(z,v) |

< (1/n¥)2* </ IV (z dghL/B f(@, up) + g(, vn)

dx

’ d:):) . (2.61)

1+ (up + vp)

Note agora que

J

vz
vz

f(up) + g(vy)
1+ (uﬁ + Uﬁ)

Uy + vp
1+ (uh—l—’Uﬁ)

o V=
8

[, un) + g(x, vp)

dx
1+ (uﬁ + 'Uﬁ)

:/ dx—l—/
BNARg B\AR

< /BMR (f(up) + g(vr)) d:c+/ 1 dx.

B\Ar
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Entao, usando as continuidades de f e g e o Lema Radial (veja (2.20)), obtemos

J

Isto juntamente com (2.61) conclui a prova da afirmagao.

F,un) + gl o) | 2

< Q.
1+ (up + vp)

O restante da prova segue os argumentos da prova do Teorema 1.1. ]

Observacao 2.18. A Proposicao 2.17 continua vdlida quando trocamos a hipdtese

(2.3), com ly,ly < oo, por (2.4), pois na prova usamos o Lema 2.185.

Lema 2.19. Para cada h > 0, seja ¢, definido em (2.58). Entao
cp < Oh(h2>7 h — 0.

Prova. Consideremos ¢ € Cg,4(A,) tal que ¢(x) > 0 para todo z € RY e
¢(x) > ap > 0 para todo z € K, onde K C supp(¢) e tem medida positiva. Com

o mesmo argumento da prova do Lema 2.11, obtemos

Jp(tg) — —o0, t— 0.

Assim, existe ¢; > 0 tal que J;(tp¢) < 0. Podemos assim considerar 5 : [0,1] — E,
definido por
ﬁ(t) = tfﬁgbv

de modo que 5y € I' = {r € C([0,1], E;.); 7(0) = 0 e Jz(7y(1)) < 0}. Entao, por (2.58),

— inf T (v(1) < Jr(7(1)).
ch »lyl;rtgl[g}f} n(v(1)) _tfg% n(7(1))

Desde que Jj(0¢)=0, com o mesmo argumento da prova do Lema 2.11, temos
Jﬁ(t(b) > 0,
para t > 0 suficientemente pequeno, existe t; > 0 tal que

Jn(tnd) = max Ja(3(t)) = max Jy(to).

Entao, recordando a defini¢ao de J;, e que V(z) = 0 para todo = € A,, tem-se

cn < J(twd) < tnollz — |¥s6ll7 — / [F'(2,the + ig) + G2, 150 — by, 6)]dx

RN

< t%/ R |V p|*dx. (2.62)
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Por outro lado, desde que J}(t:¢)(¢) = 0, usando a defini¢oes de J;, f(x,s) e g(x,s),

temos
0= Th0)(@) = (16,00 = [ | [Fe.t00 +n,0) + 9l 1 = )t

ou seja,
th/A R\VolPde = /RN (@, thd + Y1) + g(@, thd — i) | Pda
> /K[f(théf? + Yi0) + 9t — Vi)l Qda. (2.63)

Agora observemos que, ou existe K; C K, com medida positiva, tal que ,, > 0 em
K, ou existe Ky C K, com medida positiva, tal que 1,4 < 0 em K5. No primeiro caso,

desde que f(s) é crescentes (por (Hy)), temos
r Kl Kl

Entao,

R |Volde > Ma0¢dx>ag AGLIN

A, — Jk o ik e

Assim, segue de (Hj), f(s)/s ser crescente e limg . f(s)/s = oo que t; — 0 quando
I — 0. Por outro lado, se 9;,, < 0 em K, entdao —t/y, > 0 em K,. Desde que g(s) é

crescente, por (2.63), obtemos

o [ wveds > /K o116 = vnods > [ gluyods

K>

Logo, desenvolvendo o raciocinio anterior chegamos a mesma conclusao. Portanto, em

todo caso, t; — 0 quando A — 0 e, por (2.62), conclui-se a prova. |

Lema 2.20. Suponhamos que V' satisfaz (Va) e f,g satisfazem (Hy), (Ha) e (2.3),
com ly,ly < 00. Se (up,vp) = (Wy + Yy, Wi — Vy,) € uma solugio do Sistema (SM)p

obtida pelo Proposicao 2.17, entao
| (s v8) | e < op(R7),  h— 0,

onde r = min{(p — 2)/p, (¢ —2)/q} > 0.

80



Prova. Pela definigao de I} (veja (2.22)), temos

I,{Z(Umvh)(uh, Uﬁ) = HUHH% + ||UHH§ - /N(f(xauh)vh + g(l’avh)uh)dl’-
R

Desde que (up,vp) é solugao de (SM)y, obtemos

Juall+ ol = [ (v un)on + (o, enyund (2.64)
R
Temos ainda

2[}1(1}41, ’Uﬁ) — I,fl(uh, ’Uﬁ) (uh, ’Uﬁ) = / (f(flf, uh)uﬁ — QF(LL’, uh))dx

RN

+ /RN (g(x,vp)vn — 2G (2, vy))dx.

Por (2.14), f(z,s)s — 2F(z,s) > 0 para todo z € A%, respectivamente para g(z,s).
Logo,

/A (f (z, up)up — 2F (x,up))de  + /A (g(z,vp)vp — 2G (2, vy))dx < 2cp,.

Usando (2.34), obtemos

24+
5/

/A (f(z, up)ur + g(@, vp)vp)dr < 2¢p. (2.65)

Agora, utilizando (H;) e (2.3), dado € > 0, por (2.36), temos

p—1

P

f(z,up)vpde < 5/

(u% + U,gl) dx + Ca|| (uh, Uﬁ) ||ﬁ (
AR

f(x, uﬁ)uhdx)

AR AR

Isto juntamente com (2.65) implica

flz,up)vpde < 5/ (up + v) dx + Cc,?”(uh,vh)ﬂh, (2.66)

Agr AR

onde C' = C(eg) > 0 ¢ uma constante. De modo analogo,

/ g(x,vp)updr < 5/ (up + o) de + C’ch% Il (wn, vR) || - (2.67)
AR AR
Por (2.14),
1
/c (f(x,un)vy + g(z, vp)up)de < % /c V(z) (up +v7) da. (2.68)
R R
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Entéao, juntando (2.64) e (2.66)-(2.68), obtemos

1 p=1 a-1
fanli+ ol < (202 + 3 ) (half+ onlf) + 26 lun )l (57 +4,7 )

Considerando € > 0 e k > 1 tais que (2Ce + 1/k) < 1/2, conclui-se que

p=1  g-1
(lunlly + llvall7) < 2C||(Uﬁ,vh)||h(6hp +Chq)

N —

e, usando a imersdo de E, em H! ,(RY), obtém-se

~ p=1 g—1
Al (un vi) e < RC|(un, va) || < Chll(us, vi) s < 4C (ch” + ¢ )

Assim, concluimos a prova aplicando a estimativa do Lema 2.19. |

Lema 2.21. Suponhamos que V satisfaz (Va) e f, g satisfazem (Hy), (Hs) e (2.4). Se
(un, v1) = (WY, , Wr— 1y, ) € uma solugao do Sistema (SM);, obtida pela Proposicao
2.17, entao

| (s vi) ||l rx e < or(1), A — 0.

Prova. Por (2.64) e (iv) do Lema 2.5, dado € > 0, existe C. tal que
faolfy el < = [ (o) do O [ (G + glo oo
AR AR

/A (f(x,up)vp + g(x, vy)up)de.

c
R

Usando agora (2.65) e (2.14) obtemos

240 1
lunll? + oz < 5/ (up + v7) dx+Ca—20h+—/ V(z) (uj +vp) da
" 5 T
R
1 249
< (C’a—l— E) (lunllz + lvall7) +C’€—5, 2¢y,.

Considerando € > 0 e k > 1 tais que (Ce + 1/k) < 1/2, obtemos (assumindo i < 1)

2

h
(lunllz + llonllzn) < € (luall® + lloal*) <

- (Ilunll? + l[on]2) < Ce,

N —

2
2
onde C' > 0 e independente de A. Usando o Lema 2.19 concluimos a prova. [ |

82



Prova do Teorema 2.1. Para cada h > 0, consideremos (uy,v;) uma solugdo do

Sistema (SM); obtida pela Proposigao 2.17. Pelo Lema de Strauss (veja (2.20)), temos

Cllusl Cllvall
Uﬁ(l’) ~ W [ Uﬁ(l’) ~ W

(2.69)
quase sempre em RY \ {0}. Denotando
my = max{ max up(z), max vp(z)}.
Tre

r€JAR AR

segue de (2.69) e do Lema 2.20 que limy_,om; = 0. Logo, dado a > 0, seja fiy > 0 tal
que

my < g, para todo & € (0, hg).

Entao, (up + vy, —a)™ = 0 em 0Ag. Desde que uy + vy, satisfaz a equagao
—H*A(u+v) + V(2)(u+v) = f(z,u) + g(z,v) em RY,

(equagao obtida da soma das equagoes de (SM);), podemos multiplica-la por (up+ vy —

a)* e integrar em RY \ Ap para obter
/ [ — th(uh + Uﬁ) . (uh -+ vy — a)+ + V(l’) (uh -+ Uh) . (uh + vy — CL)+} dx
RN\ AR
= [ ) + oG] G+ o — )
RN\Ag
Integrando por partes e organizando os termos, obtemos
/ RV (up, + vy — a)T|?de = / =V (x)up + f(z,up)|(up + vp — a)Tdx
RN\AR RN\AR
+/ [—V(x)vh + g(x, Uﬁ)](uh + vp — a)+dx.
RN\Ag
Pela desigualdade (2.14), temos
~V(z)s+ f(z,5) <0 e —V(z)s+g(x,s) <0, ze€RV\ Ag, s>0.
Logo,
/ RV (up + vp — a)* Pdz < 0.
RN\ AR
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Portanto, uy + v, —a < 0 em RV \ Ag. Escolhendo agora a = min{ay, as}, onde a; e ay

sao das defini¢oes de f e g em (2.11), obtemos up < a; e vy < ap em RY \ Ax. Entao,

flzun) = f(up) e g(x,vn) =g(vy) em RY,

e, portanto, (us,vy) € solu¢ao de (Ss); para todo h € (0, hg). u

Prova do Teorema 2.2. A prova é a mesma, com apenas uma mudanca. Trocamos

o uso do Lema 2.20 pelo Lema 2.21. [ |
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CAPITULO 3

SISTEMA COM CRESCIMENTO
CRITICO PERTURBADO

Neste capitulo estudamos existéncia de solugao para o sistema:

—RAu+V(z)u = g)+0v* "t em RY,
(S3)n

—RPAv+ V(v = f(u)+u* ™t em RY,

onde u,v € C*RY), u,v > 0 em RY, N > 3, h > 0 um parametro real e
2* =2N/(N — 2). Assumiremos que V : RY — R ¢ uma funcio radialmente simétrica,

localmente Holder continua e satisfaz:
(V3)  V(z)=V(|z|) > a > 0 para todo z € RY;

(Vy)  infV(z) < inf V(z),
Bo 9Bg

para alguma bola aberta By = B, (z) C RY ry > 0. Além disso, as fungoes

f,g9 € CL(R) sao tais que:
(Hy) £(0) = f'(0) = 0 =g(0) = ¢'(0);
(Hs) existe ¢ > 0 tal que
0<(1+8)f(s)s< fl(s)s* e 0<(1+d)g(s)s <g'(s)s?, s€R.
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(Hs) f(s) =o(|s]* 1) e g(s) = o|s|* 1), |s| — oo; mais precisamente,

) g(s)

|s|—=+o0 |S|2*_1 |s|—=+o0 |S 21"

Devido a condi¢ao (V3) nao permitir V' se anular, os argumentos usados nos
capitulos anteriores que tornam os niveis criticos pequenos quando A — 0 nao se
aplicam a este caso. Entao, a alternativa é exigir mais uma hipotese para f e g.
Vamos exigir uma condi¢ao do tipo Brézis-Nirenberg [21, Se¢ao 2.2|. Para introduzir
tal hipotese, vamos seguir Hulshof-Van der Vorst [53] e Yang [90]. Consideremos
(te, V) = (Uezgs Veay ), @ ground state do Sistema (7), definida em (8), e F(s) = [ f(¢)dt
e G(s) = [ g(t)dt as primitivas de f e g. Assumiremos:

(Hy) .

1/e
lim 6—2/ F (6_%%(7”)) NV dr = oo
=0 Jlucll3 Jo

N 1/e
lim 6—/ G <e_%vﬁ(r)) Nty = oo,
0

=0 [|vel[3

Estamos interessados em solugoes positivas de (S3); e portanto assumiremos que
f(s) = g(s) = 0, para todo s < 0. Observamos que, como consequéncia da condi¢ao

(H3), temos a bem conhecida condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz (veja (2.1)):
0<(240)VF(s) < f(s)s e 0<(240)G(s) <g(s)s, s>0. (3.1)
Além disso, existem C7, Cy > 0 tais que
F(s)>Cs* -0y e G(s) >0 =y, s>0. (3.2)

Um tipico exemplo de fungdes que satisfazem (Hy) — (Hy) ¢ f(s) = [s|* s e
g(s) =s]"%s, s € R, 2 < p, v < 2%,

O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Suponha que V' satisfaz (Vs) — (V4) e f,g satisfazem (H;) — (Hy).
Entao existe hg > 0 tal que, para cada h € (0, ko), o Sistema (S3)p possui uma solug¢ao
(up,vp) € H: J(RN) x HE (RN). Além disso, up, v, € C*(RY), sio positivas e

rad rad

up(x), vp(z) =0, |z| — occ.
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O Teorema 3.1 esta relacionado com os principais resultados de 4], no caso escalar,

e [90], no caso do sistema.

Observagao 3.2. Podemos trocar na condi¢ao (V4) a bola By por um anel, por

exemplo, Ar considerado no Capitulo 2, que o Teorema 3.1 ainda continua vdlido.

Como discutido na Introdugdo, no caso escalar, Alves et al. [4, p 497| observam
que a solucdo obtida, no caso subcritico, por del Pino - Felmer em [40] ndao é uma
ground state, o que é razoavel, segundo eles, pois alguns problemas sob a hipotese
(V4) nao admitem solugao ground state. Eles observam ainda que essa foi uma das
possiveis razoes que motivaram del Pino-Felmer a considerar um problema com a
nao linearidade apropriadamente modificada (veja |40, p 125]). Como o problema
modificado é relacionado com um problema ‘limite’, permitiu aos autores provar
existéncia de solucao e varias propriedades. Nao foi diferente com Alves et al. [4]

para equacao com crescimento critico nem é para sistema. Note que temos o sistema

{ A+ V(hir +x)i = g(@)+9"" em RV, (53)

~AD+V(hr +20)0 = f(a)+a*> ! em RY,

obtido do Sistema (S3); pela mudanca de variavel © — hz + 2. Entao, passando ao
limite quando A — 0, é de se esperar que o Sistema (3.3) tenha alguma relagdo com o

sistema ‘limite’

{ —Au+V(rg)u = g(®)+0>"1 em RY, (3.4)

A+ V(zg)o = f(a)+u> ! em RN

O Sistema (3.4) foi estudado por Yang [90]. Ele mostrou a existéncia de solu¢ao ground
state (u,0) e que u e v sao radiais e tém decaimento no infinito. Para obter solugao, Yang
usa 0 método dual. Este método tem a vantagem de nao se trabalhar com o funcional
associado ao Sistema (3.4) que tem a caracteristica de ser fortemente indefinido. A
principio podemos abordar o Sistema (S3); com este método, a exemplo de Sirakov-
Soares [82] para o caso subcritico. Mas as dificuldades surgem quando precisamos
relacionar os niveis criticos dos Sistemas (S3)y; e (3.4). Entdo, vamos estudar o Sistema
(S3)n seguindo as ideias de del Pino-Felmer [40] e Alves et al. no caso escalar, e de
Ramos-Tavares [71] e Yang [90] para sistema, com a mesma formulac¢ao variacional dos

Capitulos 1 e 2.
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O capitulo estd organizado da seguinte forma: na primeira secao apresentamos
algumas preliminares relacionadas com o Capitulo 2 e na segunda secao, seguindo os
argumentos da Secao 2.3, estudamos a condi¢ao de Palais-Smale. Na terceira secao
expomos resultados de Yang [90] para o sistema limite (3.4). Assumindo uma estimativa
enunciada ao final da Secao 3.3, provamos o Teorema 3.1 na quarta secao e finalizamos

com a ultima secao destinada a prova da estimativa anteriormente assumida.

3.1 Preliminares

Nesta secao e na proxima, para tornar o texto mais completo e evitar riscos de
confusoes, vamos apresentar de forma sucinta resultados do Capitulo 2 adaptados ao
presente capitulo.

Devido ao crescimento no infinito das nao-linearidades f e g, podemos abordar o

Sistema (S3)5 considerando o subespago

E, = {u c H' (RY): / V(z)u*dr < oo} ,
RN

do espaco das fung¢oes radialmente simétricas H' ,(RY). Este ¢ um espaco de Hilbert

rad

quando munido do produto interno
(u,v) = / (VuVo + V(z)uwv)dz, wu,ve E,
RN

e norma correspondente |lu| = (u,u)"/?. Note que, sob a hipotese (V3), para todo

2 < r < 2" temos que as imersoes
ET" — H:ad(RN> — LT(RN)u

sao imersoes continuas. Lembramos ainda que devido a Strauss [84] a dltima imersao

é compacta para 2 < r < 2*. Consideramos F, X E, munido do produto interno

((u,v),(9,0)) = (u, ) + (v,0), u,v,0,9 € E,

e norma correspondente [|(u, v)|| = (||ul® + ||v]|2)1/2. Para cada i > 0, vamos denotar

(u,v) = (R*VuVov + V (x)uv)dz

RN
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e |lulln = (u,u),’?, para todos u,v € E,. Observamos agora que (S3); é o sistema de

equagoes de Euler-Lagrange associado ao funcional fh B, xE, —- R
2 1 * 1 *
In(u,v) = (u,v), — / F(u) + —wh)? ) do — / Gv) + —@"? ) dx, (3.5)
RN 2* RN 2*

onde vt = max{u, 0} (resp. v*). Além disso, I, ¢ de classe C? sobre E, x E, e sua

derivada ¢ dada por

Ji(.0)(6.0) = (oot (00 =] (F0)+ @) do [ (90) + () )
(3.6)

para quaisquer ¢, v € F,.
Os pontos criticos do funcional I correspondem as solucoes no sentido fraco de

(Sg)h.

Observacgao 3.3. Chamamos agora a atencao para o fato de que podemos supor, sem
perda de generalidade, que 0 ¢ By (a origem nao pertence ao fecho de By). Esta é uma
observagao motivada devido o Sistema (S3)n ser auténomo, muito util a posteriori, e
que pode ser deduzida a partir de (3.5) e (3.6). De fato, suponhamos que 0 € By. Sejam
d > 0 o diagmetro de By e zy € RN tal que |wo| = 2d. Note que xo ¢ B. Consideremos
By := 2o+ By, de modo que 0 ¢ B_O, e V(x) = V(x—1x0). Denotemos por I, o funcional
I quando trocamos V' por V. Entao, se (uy,0) € E. X E. € um ponto critico de fﬁ,

temos que (Un(z + x0), Op(x + x0)) € E. X E, € um ponto critico de I.

Usando argumentos similares aos contidos em [4], [40] e [71], iremos modificar os
termos nao lineares f(s)+ (st)* "t e g(s)+ (s7)? ~! de forma conveniente. Para tanto,

precisamos do seguinte resultado elementar:
Lema 3.4. Dado ¢ > 0, existe ay > 0 tal que
flla)+ 2" =1Da* 2<e e fi(s)+ (2" =1)s" 2> fa) + (2* = 1)a> 72, (3.7)
para todo s > ay.
Prova. A prova é uma adaptacao imediata de prova do Lema 2.4. [ |

Agora, dado € > 0, consideremos a; > 0 satisfazendo (3.7) e definamos a fungao

_ f(s) 4+t se s<a

f(s) = ) (3.8)
Ais+ Ay se s> ay,
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onde Ay = (f'(ay) + (2 = 1)a?"2) e Ay = (f(ar) +a® ' — Ayay). A partir da funcio
f(s) consideramos a funcao f : RV x R — R definida por

Flx,8) = xy(f(5) + 87 + (L= xm) f(5), se 520,

e f(z,s) =0, se s <0, onde xp, denota a funcao caracteristica do conjunto By. De
modo similar, encontramos as > 0 e definimos a fungao g(x,s). A primitiva de f(z,s)
é
S
Plas) = [ f(o.0
0
respectivamente G(z,s). Algumas propriedades de f(z,s) e g(x,s) sao expostas no

proximo lema.

Lema 3.5. A funcao f(x,s) (resp. g(x,s)) é radialmente simétrica (em relagio ao

centro de By) e possui as sequintes propriedades:
(i) f(x,8) = f(s) +s¥ 1 =o(s), prozimo da origem, uniformemente em x € RY;
(i1) f(xz,8) < f(s)+ s* 71, para todo s >0 e x € RY;
(i)
0<(1+d)f(x,s)s < g—jsr(:v, s)s

0< f(z,s)s < g—‘z(x,s)SQ, r € RV\By e s> 0, (3.10)

0 <2F(z,s) < f(x,s)s <

2 x€Byes>0o0ur € RV\Byes<a;, (3.9)

1
s? < %V(x)sz, r € RM\By e s> 0, (3.11)

Vg) ek>1;

onde a > 0 ¢ da condi¢cao

(iv) g—i(x, s)>0e g—i(x, s) < C(1+s*72) para v € RN s >0 e algum C > 0.

Prova. A prova é similar a do Lema 2.5 |
Agora vamos considerar o seguinte sistema modificado:

(Sm), {—Mwwm = g(r,0) em R

—RPAv+V(z)v = f(z,u) em RN,

onde u,v € C*(RY). O Sistema (Sm); ¢ o sistema de equagoes de Euler-Lagrange

associado ao funcional I, : F, x E, — R, definido por

T, v) = /R (VU V() de - /R (F(z,u) + Gla,v))dr,  (3.12)

N
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onde F(x,s) = [ f(x,t)dt ¢ G(z,s) = [; g(x,t)dt. Observamos ainda que I é de

classe C? sobre E, x E,, sua derivada primeira ¢ dada por

lfli(u>v)(¢’ 90) = <u>§0>ﬁ+ <U>¢>ﬁ_/ (f(a:,u)gb—l—g(x,v)go)dx, (313)

RN

para todos ¢, ¢ € E,. e sua derivada segunda é

F((w o) (@0 €m) = Gt (0O [ [F@a)o¢ + /(e o)enlda, (314

para todo ¢, ¢, n,( € E,, onde f'(x,s) representa a derivada de f(x,s) em ralagao a s,
respectivamente ¢'(x, s).

Os pontos criticos do funcional I; correspondem a solugoes nao-negativas de (Sm)p,.

Observacao 3.6. Para simplificar a notac¢ao, vamos considerar nesta secao e na
prozima h = 1, e usaremos as sequintes notagoes: (-,-) = (.91, || -] = |- |1 e

] - Il.
Fixado w € E,., consideremos o funcional F : E,. — R, definido por:
F) = I(w -+, w—1p).

Proposicao 3.7. O funcional F € limitado superiormente e o supremo:

sup I(w + 1, w — 1h);
veB,

€ atingido em um unico .
Prova. A prova é similar a da Proposigao 2.7. ]

Pela Proposicao anterior, dado w € FE,., existe um tnico v, € F, tal que
](w+¢w,w—@/}w)zqu}réa}gfl(w%—w,w—@/)). (3.15)
Deste modo temos a aplicacao ® : F, — FE, definida por:
O(w) = 1y, (3.16)

Observacao 3.8. Ainda pelas consideracoes anteriores, F possui um unico ponto

critico, a saber, 1,,. Portanto,

I'(w 4w, w — ) (6, —¢) = 0, (3.17)
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para todo ¢ € E,.. Note ainda que, firado w € E,., a identidade (3.17) nos diz que

Uy € E,. € a unica solucao da equagao

—2A¢Y + 2V (2) = —f(z, w4+ ¢) + g(x,w — ¥), (3.18)
em E).
Proposicao 3.9. A aplicacio ® € de classe C*.

Prova. A prova segue da combinagao de (iv), do Lema 3.5, e dos argumento das provas

das Proposigoes 1.7 e 2.9. |

Em funcao da Proposicao 3.7 podemos considerar o funcional reduzido J : E, — R

definido por

J(w) = Hw+thw, w — )
= Jwl* = llvwl* - /RN [F(2, w + ) + Gz, w — ) ]de. (3.19)

Combinando a Proposi¢ao 3.9, a regra da cadeia e (3.17), obtemos

S (w)(¢) =I'(w + thu, w = Pu)(, 9), (3.20)

para todo ¢ € E,. Desde que I ¢ de classe C? e @ ¢ de classe C', por (3.20), observamos

que J também é de classe C? com

S (w) (@, @) = I"(w + Y, w = Pu) (0 + DYu(p), ¢ — Du(0))(, 6)- (3.21)
Consideremos
K;={wekE :J(w) =0} e K;:={(uv)€E, xE,:I(uv)=0}
Proposicao 3.10. A aplicacao h : K; — K; definida por

h(w) = (w + Yw, w — V),

¢ um homeomorfismo cuja inversa h™ : K; — K; € dada por

(u—l—v)‘

h™(u,v) = 5

Prova. A prova é similar a da Proposi¢ao 1.8. ]

O funcional J satisfaz a geometria do passo da montanha.
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Lema 3.11. O funcional J satisfaz as sequintes condicoes:
(1) Ezistem B,p > 0 tais que J(w) > B para |w| = p;
(i) Eziste e € E,., com ||e|| > p, tal que J(e) < 0.

Prova. A prova é analoga a prova do Lema 2.11. |

3.2 Condicao de Compacidade

Nosso desejo é provar que o funcional J : E, — R, definido na secao anterior,

cumpre a condicao de Palais-Smale. Para isto usamos os argumentos da Secao 2.3.
Lema 3.12. Seja (uy,, vy), uma sequéncia (PS) no nivel ¢ para o funcional I, isto €,
I(up,v,) > ¢ e |[I'(tn,v0)|l(B,xEy — 0, n— 00.

Entao, (u,,vy,), € limitada em E, X E,.

Prova. A prova é similar a do Lema 2.12, considerando o caso particular p = ¢ = 2*.
|

Com a limitagao de sequéncias Palais-Smale para o funcional 7, temos que estas

sequéncias possuem subsequéncias fracamente convergentes.

Lema 3.13. Seja (un,v,) C E,. X E. uma sequéncia fracamente convergente para

(u,v) € E, x E,.. Suponha que
1 (tn, 00| (s, — 0, 1 — 00,
Entao, (u,v) € um ponto critico de I.

Prova. A prova é basicamente a mesma do Lema 2.14, com pequenas alteracoes. Sejam

¢, € Cf% q(RY). Temos que I'(up,v,)(¢, ) = 0, n — oo. Lembramos que
I (s v0) (@5 0) = (Unsy 0) + (Vns @) — /N(f(x’ un)¢ + g(x, vn)p)da. (3.22)
R
Observamos que

(Un, ) = (u,0) e (v, ) = (v,0), n — 0. (3.23)
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Afirmacao: f(x, u,)pdr — flx,u)pdr, n — oo.
RN RN

De fato, denotemos por w o suporte de ¢. Pelas imersoes de Sobolev, temos
up, > u em L'(w), 1<r<2%

Entao, u,(x) — wu(x) em quase todo x € w e existe h € L"(w),h > 0, tal que

|un(z)| < h(z) para quase todo x € w. Assim, por (iv) Lema 3.5, temos

|f (@, )@l < C (Jun + [un

gl < C (bl + |k

“7) gl € L (w).

Desde que f(z, s) é continua, tem-se f(x,u,(z))¢ — f(z,u(x))¢ para quase todo x € w.
Podemos assim aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada e concluir a prova da
afirmacao.

Temos uma mesma afirmacdo para g(z,s). Entao, juntando estas afirmagoes com
(3.23), segue de (3.22) que

0= (u, ) + (0, ) / (.0 + g(z, v)p)dx = I'(u, v)(, 9).

RN

N\ p
Por fim, lembrando que o espago @ad(R ) é denso em FE,, concluimos a prova do

lema. [ |

Lema 3.14. Seja (uy,,v,), uma sequéncia limitada em E, x E, tal que
11 (wn, )|l (B x B,y — 0, 1 — 00.
Entao, dado € > 0, existe Ry > 0 tal que

lim sup/ [[Vu,|* + V(z)ui] de < e (resp.vy,),
{lz|>R}

n—oo

para R > Ry.

Prova. A prova é similar a do Lema 2.15. |

Agora, também de maneira analoga a prova do Lema 2.16, provamos que o funcional

I satisfaz a condicao Palais-Smale.
Lema 3.15. O funcional I satisfaz a condi¢ao (PS). para todo ¢ € R.
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Prova. Com os argumentos do inicio da prova do Lema 2.16, obtemos
[ = ull? + [lon, —of* = / (f(z,un) — f(z,u))vnde +/ (9(z,vn) — g(x,v))undz
RN RN
s [ () = seaneds+ [ (g(.0) - gl v)uds
RN RN

+ on(1). (3.24)

Afirmacao 1:
/ (f(z,u,) — f(z,u))vde — 0, n — oo.
RN

De fato, consideremos inicialmente uma bola Br = Bgr(0) com raio suficientemente

grande tal que By CC Bg. Entao, por (3.11), temos

/ ()~ flw)eds| < o / (V@ luallonl + V@)lullen)de
< g [ V@) (ual? + fonl? + fuf? 4o ?) i
By

Usando agora o Lema 3.14 e o fato que Vu? € LY(RY), existe R > 0 suficientemente

grande tal que
/ (f(x,uy) — f(z,u))v,de = 0,(1). (3.25)
By
Pelas imersoes de Sobolev, temos

u, »u em L'(Bg), 1<r<2".

Entao, wu,(r) — wu(zr) em quase todo © € Bpg e existe h € L"(Bg),h > 0, tal
que |u,(x)] < h(x) para quase todo x € Bpg. Desde que f(x,s) é continua, tem-se

f(z,u,(z)) = f(x,u(x)) para quase todo x € Bg. Por (3.11), temos
f (@, un) = fo,u)| < (afk)(|ua| + Jul) < (@/k)(h+ |u]) € L*(Br \ By).
Usando agora (iv) do Lema 3.5, obtemos
[, un)| < C (Jun] + ual 1) < O (J0] + [R* 1) € LN (By).
Podemos assim aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada e concluir que

/ (f(z,up) — f(z,u))?dr — 0, n— oo, (3.26)
Br\Bo
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/ f(z,u,)de — f(z,u)dx, n — oco. (3.27)
Bo

Bo

< ([, o st ([ o)

segue da limitagdo de (v,) em L*(RY) e de (3.26) que

Desde que

[NIES

/B (f (2, up) — fx,u))vpde

r\Bo

/ (Flzu) — (2, 0))vndz = on(1). (3.28)
Br\Bo
Agora, usando o Lema Radial de Strauss |91, Lema 1.1, p 250] (ou veja [84]), temos
Cllvn
o ()] < %, para quase todo z € R™\ {0},
x

para alguma constante C' > 0. Seja d > 0 a distancia da origem a By (note que estamos
usando que 0 ¢ By, veja a Observagao 3.3). Desde que (v,) é limitada em E,, obtemos

v, (2)] < g Cy, para quase todo =z € By. (3.29)

Juntando entao (3.27) e (3.29), tem-se

/B (f(x,up) — f(x,u))v,de = 0,(1). (3.30)

A prova da Afirmagao 1 segue portanto de (3.25), (3.28) e (3.30).
Afirmacao 2:

/RN(f(x,un) — flz,u))vdr — 0, n — oo.

A prova da Afirmacao 2 é a mesma da Afirmacao 1 trocando-se apenas v, por v.
Evidentemente as Afirmagoes 1 e 2 sao também verdadeiras trocando-se f(z,s) por

g(x, s). Portanto, a prova do lema segue de (3.24) e das Afirmagoes 1 e 2. [ |

3.3 O Sistema Limite

Como mencionado na Introduc¢ao e no inicio deste capitulo, o Sistema (S3); esta
relacionado com o sistema ‘limite’:
{ ~Au+du = gv)+v¥ ! em RV,

(SL) *
~Av+X v = f(u)+u*"t em RY,
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onde A > 0 e u,v >0 em RY. O Sistema (SL) foi estudado por Yang [90]. Ele mostrou
a existéncia de solugao ground state (@, 7) e que @ e v sao radiais e tém decaimentos no
infinito. Para obter solucao, Yang usa o método dual. Este método tem a vantagem de
nao se trabalhar com o funcional associado ao Sistema (SL) que tem a caracteristica
de ser fortemente indefinido. Mas, para usar os resultados de Yang [90], faremos a
formulacao variacional apresentada anteriormente.

O Sistema (SL) é o sistema de equagdes de Euler-Lagrange associado ao funcional
fortemente indefinido Z, : H'(RY) x H'(R") — R dado por

Ty 0) = (1, 0) g1 — /R (P + %(uﬂ?)dx _ /R () + 2—1*(v+)2*)d1',
onde F(s) = [ f(t)dt e G(s) = [ g(t)dt.
Consideramos
ey = inf {Z)(u,v) : (u,v) # (0,0) é solucao de (SL)}. (3.31)

O resultado a seguir é devido a Yang [90].

Proposicao 3.16. [90, Proposi¢ao 5.2] Sob as hipdteses (H;) — (Hy) o Sistema (SL)
possui uma solugao (uy,vy) tal que uy,vy € C*(RY), uy, vy > 0 em RN, radialmente

stmeétricas e

Cy = I)\(U)\, ’U)\).

Observacao 3.17. A Proposicao 3.16 € uma versao simplificada da Proposi¢ao 5.2
em [90]. Mas precisamente, a existéncia de uma solugao que realiza o infimo (3.31) €
obtida num contexto mais geral que o considerado aqui. Porém, no contexto mais geral
tratado em [90], nao € claro ser garantida as propriedades de reqularidade, decaimento,

simetria e positividade apresentadas na Proposicao 3.16.

Motivados por Rabinowitz [67], que estudou o caso escalar, Ramos-Soares [70]

estudaram a continuidade e monotonicidade da fungao
c:RY 5 RY (N =, (3.32)

onde ¢, é definido em (3.31), isto &, a fungao que a cada A > 0 associa o infimo c,.

O resultado que enunciamos a seguir ¢ devido a Ramos-Soares [70].
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Proposicao 3.18. /70, veja Lema 3.1] A fun¢io definida em (3.32) é continua e

crescente.

Observacao 3.19. Como consequéncia dos argumentos da prova do Lema 3.1 do
trabalho de Ramos-Soares [T70] (veja Observagao 1 em [71]), tem-se que o infimo cy,

definido em (3.31), é mondtono em rela¢ao as nao-linearedades do Sistema (SL).

Seguindo as ideias desenvolvidas na Se¢ao 3.1 (veja (3.16) e Observagao 3.8) temos
uma aplicagao @z, : H'(RY) — H'(R") definida por

Pz, (w) = Y ws
onde v, ¢ a tnica solu¢ao da equacao
=200 + 20 = —f(w + ) + g(w — ¥) = (w+ )"+ (w—9)")" 7 (3.33)

em (H'(RY)). A aplicagdo @z, ¢ de classe C'. Consideramos entio o funcional reduzido
de classe C?, Jy : HY(RY) — R, definido por

j)\(w) - I)\(w—i_d})\,wuw_wk,w)
= [wlin = llawlin —/N[F(w+¢x,w)+G(w—¢x,w)]daf

R
tor [ () ™) + (0 =) ) Jde (3.34)
RN
cuja derivada primeira é
T{(w)(9) = Iy (W + Prw, w — Unw)(9, ), (3.3)

para todo ¢ € H'(R"Y). Denotando wy = (uy + v))/2, onde (uy,v,) é uma solu¢ao do

Sistema (SL) obtida pela Proposi¢ao 3.16, observamos direto na equacao (3.33) que

U\ — U

w)\,w)\ - 2 9

¢ a unica solugao. Portanto, pela Proposicao 3.16, tem-se

Cx = I,\(UA, U,\) = I,\(UJ,\ + %\,ww wx — 1/1,\,1@) = jA(wA)- (3-36)

Com o auxilio dos resultados anteriores sobre o Sistema (SL), nosso objetivo &

provar uma estimativa que apresentaremos em seguida. Antes, para evitar confusao
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com a notacao, lembramos que para cada A > 0, temos o funcional I, : £, x E, — R
definido por (veja (3.12))

N

In(u,v) = / (R*VuVv + V(2)uv)dr — / (F(z,u) + G(z,v))dz. (3.37)
RN R
O funcional reduzido Jj, : E, — R é definido por

Jp(w) = Ip(w + Yy, w —1hy)
= ||w!|§—||¢w||%—/RN[F(xaw+¢w)+G(Iaw—¢w)]d$- (3.38)

e analogo a (3.20)

J(w)(¢) = I (w + thw, w — ) (), ), (3.39)

para todo ¢ € F,.

Um dos resultados mais importantes necessarios a prova de existéncia de solugao
para o Sistema (S3); ¢ a seguinte estimativa: seja Vy = ming, V' e ¢y = ¢y, definido em
(3.31) para A = V4.

Proposicao 3.20. Temos a sequinte estimativa
cn < BV (co+ op(1)), h— 0,

onde

— inf t
cn = inf max Ji(y(t)),

onde I' ={y € C([0,1], E,) : v(0) = 0 e Ju(y(1)) < 0}.

A prova da proposicao ¢ muito técnica e bastante longa. Por isto, preferimos
neste momento admiti-la como verdadeira e aplicd-la na se¢ao seguinte, deixando sua

demonstracao como o assunto da segao subsequente.

3.4 Prova do Teorema 3.1

Como o auxilio dos resultados desenvolvidos nas se¢Oes anteriores, iniciaremos esta,
secao com um resultado de existéncia de solugao para o Sistema Modificado (Sm)j;

apresentado na Secao 3.1.
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Proposicao 3.21. Suponha que V satisfaz (V3) e f, g satisfazem (Hy) — (H3). Entao
para cada h > 0, o funcional J possui um ponto critico nao-trivial wy, € C’lzo’?(RN), 0<

a < 1w, >0, tal que

Jn(wp) = cp = Hellf“ tifél[g?f} Jn(¥(t)) > 0, (3.40)
onde
F={yeC(0,1],E,) : v(0) =0 e Ju(y(1)) < 0}. (3.41)

Em particular, (wp + Y, Wy — Py, ) € uma solu¢ao de (Sm)y, tal que iy, € C’ZQO’E‘(RN),
wy + wwmwh - djwh >0e

Iﬁ(wﬁ + ’QZ)wh, wp — wwh) = Cp- (342)

Prova. A prova é uma aplicacao do Teorema do Passo da Montanha. Primeiro

observamos que
[ﬁ(wa _w) = <wa _w>ﬁ - /RN [F($a ’17/)) + G(ZL’, _¢)]d$ S 07

para todo ¢ € E. Logo, por (3.15), Ji(0) = maxyep Ix(¢), —1) = 0. Agora, pelos
Lemas 3.11 e 3.15 (veja a Observacao 1.12), estamos nas hipoteses do Teorema do
Passo da Montanha. Portanto, (3.40) segue. Agora, usando a Proposi¢ao 3.10 temos
que (wp + Yu,,, Wy — Py, ) ¢ ponto critico de I e (3.42) segue de (3.40) e da definicao
de J;. Note que se tivermos wy + ¥y, , Wy — ¥y, > 0 entao 2w, > 0. Portanto, vamos
verificar que wy 4+, , Wy —1y, > 0. Com efeito, denotemos u = wy 4+, € v = Wy —Yy,
e consideremos v~ = min{0, u} (resp. v~) a parte negativa de u (resp. v). Desde que

(u,v) é ponto critico de I, temos em particular I;(u,v)(0,u~) = 0, ou seja,
—/ (R*|Vu |+ V(z)(u)?) dz = / (R*VuVu~ + V(z)uu~) dx
RN RN

= / g(x,v)u~dz > 0.
RN

Portanto, u~ = 0. Usando o mesmo argumento agora com I;(u,v)(v~,0) = 0, tem-se
v- =0.

A regularidade e positividade de u e v sao obtidas com os argumentos do Capitulo
1. De fato, somando as duas equagoes de (Sm); obtemos

—R2A(u+v) +V(2)(u+v) = f(z,u) + g(r,v) em RY
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(a igualdade é no sentido fraco). Denotemos k(x,u + v) = (1/h*)(—=V (z)(u + v) +
flz,u) +g(x,v)) e

~ k(z,u+v)
@ = T o)
de modo que
~A(u+v) =a(@)(1+ (u+v)) em RY. (3.43)

N
2

Afirmagao: a € L2 (RY).

loc

De fato, por (iv) do Lema 3.5,
flz,s) <C>sT+ (s e g(z,s) <C(sT +(sT)* ).
Entao,

la(z)] < (V(2)+C)u+v)+C W +0* 1) /(1+ (u+v))
< (V(2)+C)+ Clu+v)> 2

Desde que (2* — 2)N/2 = 2*, usando a imersao de Sobolev e o fato que V' é continuo,
concluimos a prova da afirmacao.

O restante da prova segue os argumentos da prova do Teorema 1.1. |

O proximo resultado que apresentaremos, é o passo fundamental para provar
existéncia de solu¢ao nao-trivial para o Sistema (S3),. Como veremos na sequéncia,
ele possibilitara verificar que para h > 0, suficientemente pequeno, o par (uy,vy) =

(Wh + Yy, Wy — 1y, ) obtido pelo Proposigao 3.21 é solugao do Sistema (Ss).

Lema 3.22. Sejam (up,v;), uma solugao de (Sm)y obtida pela Proposi¢ao 3.21,
satisfazendo (3.42), e z € By. Se

lim inf max{us(zp), vr(zn)} > 0 (3.44)

h—0
entao limy,_,o V (z;) = infep, V (2).
Assumiremos por um instante o Lema 3.22 e mostraremos que este é de fato

suficiente para prova existéncia de solu¢ao nao-trivial para o Sistema (S3)p.

Prova da Teorema 3.1. Para cada A > 0, consideremos

mp = max{ggaa% up(), nax on(@)} = max{un(yn), vi(yn)},
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para algum y, € 0By. Temos que limy,_,o m; = 0. De fato, em vista de uma contradi¢ao,
suponhamos que liminf, ,om; > 0. Entao, pelo Lema 3.22, limj oV (y,) =
inf,ep, V(). Passando a uma subsequéncia se necessario, tem-se y, — y € 0By e,
portanto, V(y) = inf,cp, V(z). Logo, inf,.cop, V() < V(y) = inf,ep, V(x); mas isto
contradiz a hipotese (Vy).

Agora, dado € > 0, seja hg > 0 tal que

my < %, para todo 1 € (0, hy.

Entao, (up + vy —€)t = 0 em 0By. Desde que uy + vy, satisfaz (no sentido classico) a
equacao
—R2A(u+v) + V(@) (u+v) = f(r,u) + glz,v) em RY,

(equagao obtida da soma das equagdes de (Sm);), podemos multiplica-la por (us+ vy —

)T e integrar em RY \ By para obter
/ [ — h2A(uﬁ + 'Uﬁ) . (uﬁ + vy — €)+ + V(x)(uh + Uﬁ) . (uﬁ + vy — €)+}d$
RN\ By

= / [ f(zun) 4 g, on)] - (up + o — €)Td.
RN\ By
Integrando por partes e organizando os termos, obtemos

/ h2|V(uh + vy — 6)+|2dl’ = / [—V(a:)uh + f($, uh)](uh + vp — e)+dx
RN\EO RN\EO
+/ =V (z)vn + g, vp)|(up + vy — €)Fda.
RN\ By
Pela desigualdade (3.11), temos
~V(z)s+ f(r,8) <0 e —V(z)s+g(z,5) <0, x€RY\ By, s>0.
Logo,

/ RV (up + vp — ) Pdz < 0.
RN\EO

Portanto, up + vy — € < 0 em RY \ By. Escolhendo agora € < min{ay,as}, onde a; e
as sdo das definicdes de f(s) e g(s), definidas em (3.8), obtemos uy < ay e vy < as em
RN \ Bo. Entéo,

flz,up) = flup) + w2l e g(x,vp) = g(vy) + 0;2;_1 em RV,
h
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e, portanto, (up, v;) € solucao de (Ss3); para todo h € (0, hy. [ |

Para evitar uma prova do Lema 3.22 muito longa, faremos antes o seguinte lema:

Lema 3.23. Seja (up,vn) uma solugio de (Sm), obtida pela Proposi¢ao 3.21,
satisfazendo (3.42). Entao

/ (R®*|Vus|* + V(z)u}) do + / (R?*|Vup|* + V(z)v7) de < CRY
RN

RN

para algum C > 0 independente de h.

Prova. Para cada h > 0, denotemos u;(z) = uy(hx), vp(x) = vp(he) e

In(ap, o) = h_th(Um Up)

— / N(Vahwh + V(hx)upvy)do — / N (F(hx,uy) + G(ha, vy))dx

(veja (3.37)). Desde que (up,vp) ¢ uma solugao de (Sm)y, temos A=V} (up, vy) = 0.

Entao, pela Proposicao 3.20, tem-se
In(tip, vp) < C e Ii(up,vy) = 0.
Usando agora os argumentos da prova do Lema 3.12, concluimos que
/R (VP 4V (ha)) d /R (I + V()iR) do <

para algum C' > 0 independente de h. Isto prova o lema. |

Agora vamos a prova do Lema 3.22.
Prova do Lema 3.22. Desde que z; € By, a menos de subsequéncia, temos
2r— 2 € E(].

Afirmacgao: z € B,.

De fato, suponhamos, em vista de uma contradicao, que z € 9By. Denotemos
up(z) =up(he + zz) e op(x) = vp(ha + zp).
Desde que (up,vp) é solugao de (Sm);, tem-se

(Sm) — Aty + V(hx + 2z, = g(he + z,,0,) em RY,
m
" ~Av+ V(ha + zp)op = f(ha + 2z, 14,) em RY,
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que tem como funcional associado

Ln(an, vp) = BN I(up,vp) = / (Vup, Vo, + V(ha + zp)upop)dx

RN

_ /RN (F(h:v + zp, up) + G(hx + zp, @h))dx. (3.45)

Apenas para facilitar o entendimento, vamos assumir que o centro da bola By é

Z = 0 e o vetor unitario normal exterior a 0By em z é 71z = (1,0,...,0). Note que o

caso geral é apenas transladado e rotacionado. Sejam

hx !

0By X

Figura 3.1: hx + z; € By quando A é suficientemente pequeno

H={z=(r1,29,...,25) € R : 2; = 0}
um hiperplano e os semi-espagos
H ={zcR":2, <0} e H ={zcR":2 >0}
Observamos agora que, para h > 0 suficientemente pequeno, temos'

hr+ z, € By, sexe€H", e hx+z,€ (RY\By), sexcH'.

LObserve que se x € H~ entdo o angulo # formado entre hz e o hiperplano H é positivo e fixo para
todo i > 0. Denotando por ¥y, o dngulo entre hix e 2y, desde que z; — Z, temos ¥ > 7/2 + /2 para
h > 0 suficientemente pequeno. Assim, |hx + z4|? = h2?|z|? + 2hcos(9s)|x||zn| + |2n])? < |2|?, para h

suficientemente pequeno. Logo, hx + z € By para h suficientemente pequeno.
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Entao, a menos de um conjunto de medida nula (a saber, H), tem-se
lim x g, (hx + z1) = xm- (),
h—0

onde xp, € a fungao caracteristica By e xgy- a de H~. Portanto, definamos a fun¢ao
f:RY x R — R* dada por

Flx,8) = xu- (@) (f(s) + 57 7) + (1= xu- (2))f () (3.46)

e, respectivamente, g(z, s).
Consideremos o sistema

1) {—Au+V(%)u = g_(x,v) em RY,
~Av+ V(v = f(r,u) em RY,

O sistema (SL) tem como funcional associado Zyz) : H(RY) x H*(RY) — R definido

por

Ty (z)(u,v) = /RN (VuVv + V(z)uv]dx —/

RN

F(:B,u)d:v—/ G(z,v)dz,

RN

onde F(z,s) = [ f(z,t)dt e G(z,s) = [; g(z,t)dt. Por (3.46) (veja Lema 3.5), temos
que Zy(z) é bem definido. Além disso, IV(Z é de classe C? sobre HY(RY) x HY(RY).
Pelo Lema 3.23, tem-se ||uﬁ||H1(RN) + ”'Uﬁ”Hl(RN) < (. Entao, a menos de

subsequéncia,
iy —u e v, —0v em H (RY).
Como consequéncia disto e (3.46), tem-se
f(hx + zp, up) — f(x,u) e g(hx + zp,v) — g(z,v), h—0, (3.47)
quase sempre em RY. Isto implica (veja Afirmagao na prova do Lema 3.13)

f(hx + zp, ap)pdr — f(z,@)pdx, h—0,

RN RN

para toda ¢ € C°(RY); e analogo para g(hx+ 25, U5). Destas convergéncias, juntamente
com (Sm)y, concluimos que (@, ¥) é uma solugao de (SL). Usando nossa hipotese (3.44),

temos (@,v) # (0,0); e u,v > 0, pois uy, v > 0.
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Como definido em (3.31), consideremos
vz = inf {Zy ) (u,v) : (u,v) # (0,0) é solugao de (SL)}.
Desde que (%, ) ¢ um ponto critico ndo-tirvial de Zy(z), temos

200z < 2Ly (5(a,7) — Ly (@, 0)(a,v)

= /RN [f(z, @)t — 2F (z,u)]dx + / [9(x, 0)0 — 2G(x, v)]dx.

RN
Usando as defini¢goes de f(z,s), f(x,s), g(x,s) e g(z,s), tem-se
F(hx + 2, up) — F(z,0) e G(hx + 2, 03) — G(x,0), h— 0,
quase sempre em RY. Agora, por (3.9) e (3.11) (veja (2.34)), obtemos

f(z,s)s —2F(xz,s) >0

(3.48)

(3.49)

para todo z € RY (resp. g(z,s)). Além disso, desde que ||us|mi@y) < C, usando a

desigualdade de Sobolev e mais uma vez o Lema 3.5, (iv), conclui-se que

/ F (B + 2n, n)iin — 2F (h + 2, )|dz < C / lanl? + |an ] de < Cs,
RN RN

para alguns Cy,Cy > 0 e qualquer & > 0 (resp. g(z,s)). Entao, aplicando o Lema de

Fatou,

/ [f(z, @)t —2F (z,u)]dr < liminf / [f (ha + zp, up)up — 2F (ha + zp, up)|dz, (3.50)
RN RN

h—0

valendo uma mesma desigualdade para g(z,s). Desde que (@, 0;) é solucdo de (Sm)p,

temos

2h Ny = 20 N Ly(up, vn) = 204(an, O) — I} (s, Op) (Tn, Uy)

= / [f(ha + 25, ap)up — 2F (ha + 25, up)]dx
RN

+/ lg(ha + zp, Up) vy — 2G (ha + zp, vp)|dz.
]RN

Isto juntamente com (3.48), (3.50) e a Proposi¢ao 3.20 implicam

Cv(z) < liminf hNe, < lim sup hNe, < CVp-
h—0 =0
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Lembramos agora que cy(z) € o infimo definido em (3.31), onde A = V(2), isto &,
cvz) = inf {Zy(z)(u,v) : (u,v) # (0,0) é solugdo de (SL)} .

Usando as defini¢oes de f(s) e g(s), em (3.8), e a segunda desigualdade de (3.7), temos
f(z,s) < f(s)+ (sH) ' e g(x,s) < g(s) + (s7)> 7. Entdo, pela Observacio 3.19,
obtemos

Cv(z) < Cy(z)-
Assim, por (3.51), segue que

Cv(z) < Cy-
Entao, pela Proposigao 3.18, V(z) <V, = infg, V. Mas isto é uma contradi¢ao com a
hipotese (Vy): infp, V < infsp, V < V(Z). Isto conclui a prova da Afirmagao.

Agora, usando a Afirmacao, observamos que
lim xg, (her +z,) =1 x € RY,
h—0

Entdo, desde que @, — @ e v, — v em H' ,(RY), temos

f(ha + 2, 1p) — f(a) +a* e g(hx + 2z, 05) — g(0) + 9% 71, B —0,

quase sempre em RY. Apos desenvolver os argumentos da prova da Afirmacdo,
obteremos o analogo de (3.51):
.. _N . -N
cyz < liminf A~ ¢y <limsup A" ey < ey
h—=0 hi—0

Entao, V(z) < Vy = infp, V. Desde que z € By, concluimos a prova. [ |

3.5 Estimativa do Nivel ¢y

O objetivo da presente secao é provar a Proposicao 3.20. Como foi dito no final
da Secao 3.3, a prova é bastante técnica e longa. A fim de facilitar a exposi¢ao e o

entendimento, faremos varios resultados apresentados como lemas.

Lema 3.24. Sejam h > 0 ew € E,, tal que w™ # 0. A func¢ao o : [0,00) — R definida
por

a(t) = Ju(tw)
¢ C? e, para cada t > 0 tal que o/(t) = 0, temos o'(t) < 0. Além disso, o/(0) =0 e
a”(0) > 0.
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Prova. Para simplificar a notacao vamos assumir que h = 1 e denotar J = J;. Desde

que J é de classe C?, por (3.21), segue que o também o é. Temos ainda que
o) =J({tw)(w) e ") =J"(tw)(w,w).
Suponhamos agora que t, > 0 ¢é tal que o/(tg) = 0. Por (3.21), obtemos

a"(ty) = J"(tow)(w,w)

= I"(tow + Yigw, tow — Vigw ) (W + Dy (W), w — Dby (w)) (w, w). (3.52)

Consideremos agora o funcional K, , : £, — R definido por

KUW(QS) = ]”(U,'U> (U+¢,U - ¢) (U—I—QS,'U—QS),

onde u = tow + Yy € U = tow — Yyyy. Por (3.14), tem-se

Koun(9) = 20ut d,0— 6) / [F (2, u)(u+ 6)° + ¢ (2, v)(v — §)’)d.

Temos
o (tg) = J'(tow)(w) = I'(u, v)(w,w) = 0.

Além disso, por (3.17), I'(u, v) (¢, =) = 0. Entao, I'(u,v)(u,v) = 0; isto é,
2(u,v) = / [f (z,u)u+ g(x,v)v]de.
RN

Ainda por (3.17), tem-se I'(u,v)(¢, —¢) = 0, ou seja,

2, B) — 20, 6) = —2 / (e, w)é + gla, v)(—))da.

RN

Substituindo (3.55)-(3.56) em (3.54), teremos
Ko@) = =261+ [ [(ou)(u26) + 9o, )0 — 20))ds
~ [ Ut 67 + g oo — o] de
= 2ol = [ | 0 e
[ [rten - 8] g [ [ s

u v

108

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

O dx.



Entdo, usando (i74) do Lema 3.5, temos K, ,(¢) < 0 para todo ¢ # 0. Além disso,

K.x(0) = —/RN [f’(x,u) — @] u?dr — /RN [g'(:v,v) - @] v?dz. (3.57)

Agora, se u < 0ewv <0 entao 2tow = u+v < 0, 0 que contradiz nossa hipotese w # 0.

Logo, u™ # 0 ou v # 0. Vamos assumir que u* # 0. Suponhamos que

/RN [f’(x,u) — @] u?dx = 0. (3.58)

Entdo, denotando D; = By U {u™ < a;} e Df = (RN \ By) N {u™ > a,}, pela definigao
de f(z,s), tem-se

/ f(u) % *_ Au+—|—f1
0:/& [f(u)—u—++(2 —2)(ut)? 2} u2dx+/D Al—% u?dz.

c
1

Usando (H,) e que 4; < 0, temos

/1?1 {f/(U) — % + (2" — 2)(u+)2*_2} wWdr=0 e /f —Awtdr =0,

Entao,

(2" —2) /Dl(zﬁ)?*dx = - /Dl {f’(u) - %] widr <0 e /D utdr =0,

i
o que implica ut = 0 quase sempre em D; U D¢ = RY, uma contradigao. Logo, (3.58)

nao ocorre e, portanto, por (3.57), K,,(0) < 0. Assim,
K,,(¢) <0 paratodo ¢ € E,.

Considerando em particular ¢ = to Dy (w) — 4w, obtemos pela definicao de K,
(veja (3.53))

1" (u,v) (to (w4 Dty (w)), to(w—Dtbryes (w))) (to (w+ Dby (w)), to(w— Dby (w))) < 0.
Usando a bilinearidade de I”(u,v), tem-se

toI” (u, v) (w + Dipyye (W), w — Dy (w)) (w, w)
+11" (u,v) (W + Dy (W), w — Dty (w) ) (D (W), — Dy (w) ) < 0. (3.59)
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Agora, derivando a identidade (3.17), obtém-se em particular
I" (u,v) (W + Dby (w), w — Dty (w) ) (Dt (W), — Dty (w) ) = 0. (3.60)
Entao, juntando (3.52), (3.59) e (3.60), temos
toa(to) = t51" (u,v) (w + Dty (w), w — Dy (w)) (w, w) < 0,

concluindo assim que a(ty) < 0.
Por fim, temos o/(0) = J'(0)(w) = 0 e, desde que ¥y = 0 e Dihg(w) = 0, segue que
(veja (3.14))
a”(0) = I"(0,0)(w, w)(w,w) = 2||w|]* > 0.

Isto conclui a prova. [ |

Lema 3.25. Para cada h> 0 e w = 0, ezxiste um dnico tp,, > 0 tal que
< =
cp < ngg)x Ju(tw) = Jp(thww),
onde ¢y, € definido em (3.40).

Prova. Com o mesmo argumento da prova do Lema 3.11 (veja prova do Lema 2.11),
dado w 2 0, obtemos

Jp(tw) — —o0, t — oo.

Assim, existe t,, > 0 tal que Jy(t5,w) < 0. Podemos assim considerar 7 : [0,1] — E,
definido por
’_)/(t) = tfmww,

de modoquey € I' ={y € C([0,1], E,) : v(0) = 0 e Ju(y(1)) < 0} (veja (3.41)). Entao,

= inf J, t)) < Jr((t)).
n = inf max W(v(t)) < mnax n(3(t))

Ainda com o argumento da prova do Lema 3.11, provamos que existe t5,, > 0
J(3(t)) = Jr(tw) = Jp(thow).
i w(7(1) = max Ju(tw) = Ju(thww)

Suponhamos agora que existem ¢, > 0 e t;,, > 0 tais que

Jr(thpw) = max Jp(tw) = Jp(tpww),
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com tp, < thw. Entdo a funcdo a(t) definida no Lema 3.24 assume um minimo no
compacto [tyw, thw); digamos em to € [thuw, thw|. Se to € (thw, thw), entdo o/ (tg) =0 e
a(ty) > 0, o que contradiz o Lema 3.24. Logo, ty = t5., ou tg = t,,. Entdo

afte) = min  a(f) = max aft),
tE[thyw,thyw} tE[thyw,thyw]

ou seja, devemos ter a(t) constante em [ty ., tr]. Mas assim, o ((tpw + thw)/2) =0 e
" ((thw + thw)/2) = 0, contradizendo novamente o Lema 3.24. Portanto, ¢, = tpw, €

a prova esta completa. [ |

Seja xy € By tal que V(xy) = infg, V = V{. Com os argumentos das provas dos
Lemas 3.24 e 3.25, aplicados de forma mais direta, obtemos o seguinte resultado para
o funcional Jy (4, definido em (3.34), onde A\ = V' (z).

Lema 3.26. Para cada w € H!

L ARYN) w2 0, existe um tinico ty = ty, ., > 0 tal que

I?;aéx jV(:C()) (tw) = j‘/(x‘o) (tow) .

Prova. A prova segue dos argumentos das provas dos Lemas 3.24 e 3.25. |

Agora, seja (ug, vp) uma soluc¢ao do Sistema (SL) que realiza o infimo (3.31) para
A = V(zp). Consideremos uma bola By = By, (x) (veja a hipotese (Vy)), tal que

By CC By, e uma fungao ¢ : RY — [0, 1] pertencente a {f’md(RN) satisfazendo

1 se z€ By,
() = , (3.61)
0 se zeRY\B;
e |Vo| < Co <1, para algum C > 0. Denotando
wp = 2 ; LU (3.62)

e usando a funcao ¢, definimos para cada h > 0 a funcao

wou () = d(x)wo (m _hgjo) . (3.63)

Por (3.16), para cada h > 0, temos definida a aplicagdo ®;, : E, — E, dada por

Q. (w) = Yp,. Em particular, para w = twgp, t > 0,

®Iﬁ (twoyh) = Q/JH/,two’h .
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Seguindo a Observacao 3.8, podemos entender v 1., , como sendo a tnica solugao da
equagao

—2R2AY + 2V (2)h = — f (@, two + ) + gz, two, — 1), (3.64)
em E/, com t >0 (veja (3.18)).

Notagao: A fim de simplificar a notagao, denotaremos

wﬁ,t - éfh(two,ﬁ) - wﬁ,twoyh

e, em consequéncia da mudanca de varidvel y = hx + xo,

A—LE‘O
h Y

Y (x) = ni(ho + 1), @"(2) = d(ha +20) e A= (3.65)

para qualquer A C RV,

Nossos proximos resultados tratam do comportamento de

lndll = [ RVl + ViR,
R
quando h — 0.

Lema 3.27. As sequintes estimativas sao vdlidas:
/ (72 Vwou|® + V(2)ws ] do < CRY e / [R2|Vn* + V(2)0y, | do < CRY,
RN RN
para todo 0 <t <ty, tg >0, e algum C > 0.
Prova. Observemos que se C' = supg, V(z) entao
/ (12 Vwoul? + V(2)ud,] de < / |12V + Culy | da
RN B
< 0 [ (9w’ + Ot ud] ds
By
< / [2|Vw0|2 + éwg] (¢")2dx
By

+hN/ 2’wov¢h’2d$
By

RN {/ [2\Vw0\2+éw§]d:c+/ C\w0|2dx}
RN RN

NC. (3.66)

IN

IN

112



Desde que )y, € solucdo de (3.64) em E!, em particular, temos

2 /RN [h2|Vwﬁ,t|2 + V(I)@Dit] dr = /RN[—f(x, two p + Ynt) + g(x, two s — Yue)|nde.
(3.67)
Pelo Lema 3.5, (iv), a fun¢ao f(z,s) é nao-decrescente em s. Entdo, se ¢ > 0 temos
f(x,twon) < f(x,twon + Ynt), € se Yry < 0 obtemos f(xz, twopn + Yne) < f(z, twos).

Em todo caso,
—f (@, twon + Yne)ne < —f(x, two ) e (3.68)
Ainda pelo Lema 3.5, (iv), tem-se — f(z,s) < C (|s| + [s|* 7). Entao,

/ S o+ U Jnds < C / (bl + aoa o) . (3.69
R R

Pela desigualdade de Holder e (3.66), temos

/N ltwo sl [nelde < tllwonllallvndln < CHEZ | Wn |5 (3.70)
R

Além disso, pelas desigualdades de Holder, Sobolev e (3.66), segue que

*

22;1 QL*
/ twon)® ! nelde < (/ |two s> dl’) (/ |54 ]2 dI)
RN RN RN
S 3
Ctz -1 </ |VU)07h‘2dSL’) </ |V¢h7t|2dl’)
RN RN

*

5 3
(6 =ity < / h2\vw0,h|2dx) < / ﬁz\Vth,thx)
RN RN

Ot 0 Jlwoulli el

N

A2 1goe (pA)TT A2 =13
< OO <h2> [enelln = CC 7B ||¢on ]l (3.71)

IN

IN

Juntando (3.69), (3.70) e (3.71), concluimos que
— — ok N
/ —f(l’, tU)oﬁ + wh,t)wh,tdx S (Ct + CCt2 1)ﬁ 2 ||wh,t||h-
RN
De modo analogo obtemos a mesma estimativa com g(z, twg ; — ¥ny), ou seja,

_ — ox N
/N g(z, twop — V) nde < (Ct+ CO )R |||
R
Esta duas estimativas juntamente com (3.67), conclui que
|Unelln < é’(t + 152*_1)h%7

onde C' > 0 é uma constante indepedente de ¢ e k. Isto conclui a prova do lema. |
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Lema 3.28. A sequinte convergéncia € valida:
h—N/ [ |V n|® + V(2)¢7 Jde — 0, h— 0,
RN\ B, ’

para todo 0 <t < ty.

Prova. Consideremos uma sequéncia (1,) C Cg%.,4(R™Y\ By, [0,1]) tal que 7, — xg~\ 5,
(fungao caracteristica de R\ By) quase sempre em RY e |Vn,| < C, para algum C > 0.
Multiplicando 7,¢+ em (3.64), apos integracao por partes, obtemos

2/ [h2|th,tl2 + V@)d’%t] Mndx = —2/ hzwh,tvwh,t - Vi dx
RN\ By R

N\B()

- / f (@, twon + ne)bnimade
RN\ By
—i—/ g(x, two n — Yn) Y de(3.72)
RN\ By
Utilizando o fato que V' (z)/a > 1 e a segunda estimativa do Lema 3.27, tem-se
/ 22 Vil [Vialdz < Ch / (1292 + 2, da
RN\ By RN\ By

< Oh / (B2l + V(2)d3,] da
RN
< UhN‘f‘l’ (373)

para todo n € N e algum C > 0. Desde que wop =0 em RN \ By e

f(xv 1/}77/,1&)1/}71,1‘/ > 0 e g(ﬂf, —1/1]7/71‘/)1/1]1,15 < 0

segue que

—/ [, twon + V) Unmnde = —/ [, Yn)bpinnde <0 (3.74)
RN\ B;

RN\B;

/N g(z, two p, — Ypy)Vpmde = / gz, —p)hpmndr < 0. (3.75)
RN\ B,

RN\B,
Pelo Lema 3.5, (iv) f(z,s) é crescente em s. Entdo, com o mesmo argumento para
obter (3.68), tem-se

[, twopn + Yne)Une > f(x, twon)ne.

114



Isto juntamente com (iv) do Lema 3.5 implicam

—/ f(x, twon + Yne)Ynmndr < —/ [z, two p)Ynmnde
B1\Bo B1\Bo

< C |two p| [t + [twon|* [ Uns|de
Bi\Bo

= ChN/ [twog"([7] + [twod" [~ ¢y da
BI\B{

(3.76)

Agora, utilizando a segunda estimativa do Lema 3.27 e que wy € L*(RY), temos

1
2 :
/ |woe" ||y ]de < (/ ‘w0|2d$> (/ |1/1th‘2dl’> =op(1), h—0.
BI\Bp RN\ B RN

1
Do mesmo modo, obtemos
gl
L

ToF 5
I (/ wﬂ?*) (1), B0,
B\Bh RN\Bh RN

Entao, usando estas estimativas em (3.76), desde que t < t, concluimos que

*

—/ f(z, twop + Up)bnmndr < op(RY), R — 0. (3.77)
B1\Bo
Analogamente,
/ g(x, twop — Ype)nmedr < op(RY), A —0. (3.78)
B1\Bo
Juntando (3.72)-(3.75) e (3.77)-(3.78) obtém-se
[V 4 V@ nde < o). b0,
RN\ By
para todo n € N. Por fim, o fato de que
(B2l + V(@)7,] e < B2[Vibne* + V(2)ei, € LHRY\ By),
nos permite aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada e concluir que
[ VP V@i < o). b0,
RN\ By
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isto prova o lema. [ |

Como o lema anterior fornece um comportamento de 1, no exterior de By, vamos
agora em busca de informagoes sobre v, em By.

Considerando t > 0 e wy, introduzida em (3.62), existe uma tnica fung¢ao

Yy = Ox,, (twy) (3.79)

que é a unica solugao da equagao (3.33), para w = twg e A = V(x9) = ming, V = Vj.
Em particular, para ¢t = 1, tem-se

Ug — Vo

. (3.80)

U =

De fato, basta observar que v satisfaz a equagao, pois (ug—1vg)/2 é solugao da equagao

obtida da subtracao das equagoes do Sistema (SL).

Lema 3.29. Dado tq > 0, existe C' = C(to) tal que

/ (V6 + V(zo)e?] do < C,
RN
para todo 0 <t < 1.
Prova. Integrando por partes em (3.33), obtemos
2 [ 90+ Vian)itlde = = [ [f(tuwn + 1) = gltwo — vlunds
RN RN
- w4 ) = (Gt = )

Por (Hy), f(s) e g(s) sdo nao-decrescentes; assim como a funcio (s*)? ~1. Entdo, com

0 mesmo argumento para obter (3.68), temos
f(tuo + )by > ftwo)ibe,  g(two — )by < g(two)ibr,
((two + 1)) by > ((two) ™) T e ((bwo — 1) ™) b < ((two)*)* e,

Isto implica

/R IV ]* + V (x0)97)d / (two) — g(two)]ebedx
= [ oy =1 (o)) ) vud,
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Assim,

5 /R VP V@) de < [ T+ (o 4 o + (o) ] ilda

]RN
< C{t/ w0|¢t|d:c—|—t2*_1/ wg*_1|¢t|d:c].
RN RN

Usando as desigualdades de Hélder e Sobolev obtemos

2/RN [|V¢t‘2 +V(:c0)wﬂ doe < C [t </sz wﬁdx) ? 421 (/RN wg*dx) e ] e 1.

Isto prova o lema. [ |

Lema 3.30. Temos a convergéncia:

/r [V (0] —0)|* + V(Ao + 20) (Y — ¢)*] dz — 0, h— 0,
BY
para todo 0 <t < 1.

Prova. Para todo ¢ € E,, integrando por partes em (3.64), tem-se

2/ [PV Vo + V(z)np] de = —/ [z, twon + ne)pdx
RN RN

+/ g(x, twon — Yne)pde.
RN

Apo6s a mudanca de variavel y = hz + xo, obtemos

2 / ViV + V(he + zo)pie" de = — / f (R + o, twog" + 1)) pda
RN RN

+/ g (hx + zo, twed" — Yy') ©"dx, (3.81)
]RN

para todo ¢ € E,. Agora, para todo ¢ € H*(RY), integrando por partes em (3.33),

obtemos

2 /RN [V V( + V()i (lde = —/R Lf (two + ) — g(two — ¥y)|¢dx

N

_/]RN [((two + V)T = ((twy — ¢t)+)2*_1] Cdx.(3.82)
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Fazendo, em particular, o" = (4 — 6" = ¢ em (3.81) e (3.82), ap6s subtracio tem-se
2 [ IV = )P Vo -+ an)(f = o))l da
R / (W — )V (0 — ) V'd
/ V (1 + 0))u(f — v)"de
0+ 0, tasod® + U)W — )M

RN

+ fltwo + ¥y) + ((two + ) *)> 71 () — )¢ dw

z

+ g(hx + g, twed" — VM (W — ) d"dx

%\%\%\

g(two — ) + ((twy — %)*)2*‘1] () — vy)¢"dx. (3.83)

N

Vamos agora estima cada termo do lado direito da igualdade anterior. Observamos que
[ 2t = It - w96tz
R
< 00 [ 90— P+ 10— 6Pl
RN\B{

< 2nC

Lo 0P+ 00 [ 190 + wt)?]dx] .
Isto juntamente com os Lemas 3.28 e 3.29 implicam

i /R W= )V~ 9)Veds 0, B0, (3.84)
Vejamos também que

/RN(V(:vo) — V(ha + 20) ) (W] — )" dx

< \V(20) — V(ha + o) |¢2dx

RN

I( (w0) = V(h + o)) ey | dv

< |V(a:0) — V(hx + zo)|[¢2dw

RN

+< RN|V($0)—V(71$+370 21/1t2dx) (/ 2 dx) :
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Desde que
V(zo) — V(hax 4+ z9) — 0 quase sempre em RY, h— 0, (3.85)

pelos Lemas 3.27 e 3.29, segue que

/RN(V(:co) — V(hx + o)) (¥) — ¢y)¢dx — 0, h— 0. (3.86)

Agora, pela definigao, f(x,s) = f(s)+ (s7)* e ¢ =1 em By. Por (Hy), f(s) é
nao-decrescente; assim como a funcio (s7)* ~!. Entdo, com o mesmo argumento para
obter (3.68), aplicado para ¥ > 1; e ¥l < b, em Bl temos

—f(h + o, twod" + ) (W — r)¢" = —[f (two + ) + ((two + ) )* 7w — )"
< —[f (two + 1) + ((two + ) ) 7101 — e)g"

Isto implica

/ [—f (B 4 o, twod" + ¢)) + f(two + br) + ((two + ) ¥)* 7] (U] — ¢e)¢dx <0
Bf
(3.87)

e, analogamente,

/r [9(ha + @0, twoe" — ¥}') — g(twg — 1) — ((two — ) T)> ] (W] — 1)@ dw < 0.
B g

’ (3.88)
Agora, como ¢" = 0 fora de B}, vamos analisar as expressoes (3.87) e (3.88) em B\ By

pelo Lema 3.5, (v), temos

—f(hx + zo, twod” +¥)) < C (Jtwod" + )| + [twod” + 7> )

< C (Jtwo| + [two|* " + | + [y 1) .

Entao,
/ f(he + z0, twod + O W — d)dtde < O [ (ltwol + ltwo” VL — lde
BI\Bj BI\B!
+C () + [ =D |Wf — | dw
BMN\B?
(3.89)

Agora, pelos Lemas 3.27, 3.28 e 3.29 e desigualdade de Sobolev, observamos que

2 :
[ wtar< ([ qabas) ([ etpar)” o0 nevo,
BB} RN\B} RN
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2*2:1 2%
[t i< ([ tEas) T [ qelde) o neo
BI\Bh RN RN\B}

e analogamente com os demais termos do lado direito de (3.89), de modo que

/ —f(hx + g, twod™ + Y1) (I — )@"dr — 0, h— 0. (3.90)
BI\Bj
Com o0s mesmos argumentos obtemos

[ )+ (G 0y (w0 0. 0 (o)

/ g(hx + g, twed" — VMW" — ) "dr — 0, h—0 (3.92)
BI\Bj

/ e [9(two — 1) + ((two — ) ™)* 7' (W) —h)¢"de — 0, h—0,  (3.93)
BI\B
Juntando entao (3.87), (3.90) e (3.91), segue que

/ [— f (ha—+ o, twod" +1b7") + f (two+101) + ((two +100) ) (W) —1hr)@"dw < 0, (3.94)
RN

quando i — 0, assim como, de (3.88), (3.92) e (3.93), segue que

/N [9(ha + zo, twod" — ¥)') — g(two — ¥) — ((bwo — 1) T)* '] (W] — )¢ da <0,
R

(3.95)
quando i — 0. Finalmente, juntando (3.83), (3.84), (3.86), (3.94) e (3.95), concluimos

que

2/ [V — )| + V(ha + 20) () — ¢r)?] ¢"dz — 0, h— 0.
RN

Desde que ¢" =1 em B, temos a comclusao da prova do lema. |

Pelo Lema 3.25, para cada A > 0, existe um unico t; = t(h, wy) > 0 tal que
r?g)x Jﬁ(twoﬁ) = Jﬁ(tﬁﬂ]o’ﬁ), (396)
onde wy 5 ¢ definida em (3.63).
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Lema 3.31. Temos que t, — 1 e

[ Ve v+ a)@h)dn > [ (19004 V(@02 s
R R
h — 0, onde 1, € definido em (3.80).

Prova. Por (3.96

~—

, Jilﬁ/(tﬁwoﬁ)(tﬁwoﬁ) = 0. Entao

Lf (@, thwo s + Vngy) + 9(x, thwo s — Une, )] thwo nd (3.97)

N

23 llwonlli =

[f(thwo r + Yne,) + 9(thwo n — VYny, )| thwo ndx

0

—I—/ [((th'wo,h + ¢h7th)+)2*_1 + ((thwo,h - ¢h7th)+)2*_l] thwo, pdx
Bo

AV2
—

Z (2tﬁ'UJ07ﬁ)2*_1 tﬁwo,ﬁdx,

0

S

(veja (2.31), (3.39

a estimativa (3.66

-1 -1 -1
22 < w2 ( / nghdz) < ony ( / wg;dm) §C< / rw?daz)  (3.98)
Bo Bo Bh

Desde que

a definicao f(x,s) e g(x,s)). Esta desigualdade em conjunto com

e
(note que wy > 0, veja (3.62)), resulta em

/ wi dr — we dx > 0,
Bl RN

quando h — 0, segue que t, < C, para algum C' > 0. Assim podemos passar se
necessario a uma subsequéncia de (t;), também denotada por (t), tal que t; — to.

Pela Proposicao 3.9
¢thw0 — wtowo em Hl (RN), h — 0.
Usando os Lemas 3.28 e 3.30, tem-se

[ U0 = ) + 0l = vt )

< /Bh [|V(¢fh - ¢thwo)|2 + V(hlﬁ + ZL’O)(@Z)ZL — wthw0)2] dx

+2/ V6! P+ V(R + o) (@) )?2] do
R

= ox(1), h—0, (3.99)
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ou seja, 1y — Yy, em H'(RY). Entao,

/ IVOE 2+ V)W) de — [ [[Viboul? + V)2, ] dz, (3.100)
RN

RN
e wfh — Py, em LP(RY),) 2 < p < 2%, h— 0. Logo, temos ainda que
V(ha + x0) — V(z0)|() )2dz — 0 h— 0. 3.101
th
RN

Portanto, escrevendo

/ (VUL [P + V(ha + zo) (v, )] de - = /
RN

. [IV0 1%+ V(o) ()] da

+/RN(V(hx —l—:l?o) — V(ZBO)) (wfhydi,

concluimos usando (3.100) e (3.101) que

/ IV P+ V(ha + 20) (6l )2)de — / Vs V(w02 ), s 0,
RN RN

Resta assim verificar que ¢, — 1. Para isto, retornando a (3.97), temos

25 lwonlls = / (s twwon + Yne) + 9(, thwon — Yne, )] trwo ndz.
R
Fazendo a mudanca de variavel y = hax + x9 obtemos

212 / [[Vwed"|> + V (ha + 20) (wop™)?]dz = f(hx + @, tywod” + Uy tnwod" da
RN

]RN
+/ g(hx + xo, tywed" — wfh)tﬁwoqﬁhda:.
RN
(3.102)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtém-se
/ [[Vwod"* + V(ha + o) (wod")?] dz — / [[Vwol? + V(zo)wg] dz.  (3.103)
RN RN

Por (3.99), 1]. = tygu, em H'(RY). Entao, 1], — ¥yu, em LP(RY), 2 < p < 2%, Logo,

passando a uma subsequéncia se necessario, temos
U = Y, 9.5 em RY e p | <k, € LP(RY), 2<p<2*
(veja [20, Teorema IV.9.|). Assim,
f(hx + @, trwed” + V) Ytrwoed™ — [ f (towo + Yrewy) + ((towo + Yguwe) T)* ] towo,
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quase sempre em RY e, pelo Lema 3.5, (iv), obtemos

f(hx + o, thwed” + U tpwed" < C (Jtyawod” + Yp | + [thwod” + ¥p |* 1) trwg
S k17

quase sempre em RY onde k; € L'Y(RY). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, concluimos que

N f(ha + 2o, tywed” + Y] tpwed"dr  — N [ (towo + Yrguw, ) towoda
R R

+/ ((towo + Yrgw,) T )> Htowodz. (3.104)
RN
Analogamente,

/N g(hx + 3o, tawod" — Uy Jtpwod"de  — R 9(towo — Viguw, ) towodz
R R

+ / ((towo — Yrouwo) T)* ~Htowodz. (3.105)
RN
Esta duas convergéncias juntamente com (3.103) implicam
2t /RNHVwoP + V(zg)wildr = /RN [ (towo + Pryuy ) + 9(towo — Yagws )] towoda
= [ (Gt + )t
RN
+/ ((towo — wtowo)+)2*_1tow0da7.
RN
Observamos que esta identidade (veja (3.35), com A = V(zg)) é precisamente
T (w0 (towo) (towo) = 0.
Por outro lado, temos

T (o) (Wo) (w0) = 0.

Entao, pelo Lema 3.26 (veja o Lema 3.25), t; = 1. Finalmente, observamos que a
argumentacao anterior mostra que qualquer subsequéncia convergente de (¢,) converge

para 1. Portanto a sequéncia toda (¢;) converge para 1. Isto conclui a prova do Lema.
|

Agora estamos em condicao de provar a estimativa desejada.

Prova da Proposigao 3.20. Pelo Lema 3.25 juntamente com a defini¢ao de J;, (veja
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(3.38)), temos

¢, < r?;aox Jn(two ) = Ju(thwop)

= [ IRVt + V@)t do = [0+ V@0R] do
RN

RN

- /]RN [F(@, thwon + Ung,) + Gz, thwo p + Vg, )] do.
Fazendo a mudanca de variavel y = hx + xg obtém-se
e, < t2 /R N [[Vwod"|” + V (ha + xo) (wed")?] dx
— /RN [V [+ V(ha + xo) (v, )] da
— /R N [F(hx + xo, tywod” + 1y, ) + G(ha + xo, thwee” — 1) )] dz.(3.106)

Por (3.99), temos ]! — b, em H'(RY). Usando a imersao de Sobolev, ]: — g4,

em LP(RY), 2 < p < 2*. Logo, passando a uma subsequéncia se necesséario, temos
Uy, = Ywe a5 em RY e Juf] <k, € L/(RY), 2<p<2
(veja |20, Teorema IV.9.]). Assim, pelo Lema 3.31,

]_ *
F(ha + o, trwod” + 1y, ) = F(wo + tuy) + 5 ((wo + ) 1)

quase sempre em RY e, pelo Lema 3.5, (iv), obtemos

F(hflf + 2o, thw()(bh + wg) < C (|tﬁU)0¢h + 1/4;‘2 + |tﬁU)0¢h + 1/4;‘2*)
S k17

quase sempre em RY onde k; € L'(RY). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, concluimos que

/ F(liz + zo, tawnd + 90 )dz — [ Flwg + thy,)da
RN

RN

+— | (wo+ tuy) ") dz.  (3.107)
2% Jan

Analogamente,

/ G(hl’ + Zo, tﬁ'woth - @th)dl' — G(wo - @Dwo)dz
RN RN
L
2* RN

+ ((wo — Yu)T)* dz.  (3.108)
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Esta duas convergéncias juntamente com o Lema 3.31 e (3.103) implicam

limsuph Ve, < / [[Vwo|* + V (zo)wg] da — / [[Vthuo | + V(zo)h, | da
]RN

h—0 RN
= [P0+ ) + Gl = e
1

2* RN

[((wo + ) ) + (w0 — tue))? ] dae (3.100)

Agora basta observar que o lado direito de (3.109) ¢é igual a Jy,(wo) = ¢y (veja (3.34)
e (3.36) com A =V (xy)). |
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