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RESUMO

Neste trabalho consideramos uma classe de Sistemas Elípticos Hamiltonianos. Esta

classe de sistemas surge como mo delo natural em áreas como Física e Biologia.

Estudamos casos que envolvem crescimento crítico, arbitrário e crítico p erturbado

e analisamos questõ es relacionadas a existência, multiplicidade e propriedades de

soluçõ es. Os resultados são obtidos com o uso de méto dos variacionais, a exemplo

dos teoremas de min-max, aliados as propriedades das funçõ es com simetria radial e ao

princípio de concentração de compacidade.

Palavras-Chave : Sistemas Elípticos, Crescimento Crítico, Crescimento Arbitrário,

Méto dos Variacionais, Lema Radial e Concentração de Compacidade.
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ABSTRACT

In this work, we consider a class of Hamiltonian Elliptic Systems. This class of

systems arise as a natural mo del in many areas such as Physics and Biology. We

studied cases involving critical growth, arbitrary growth and p erturb ed critical growth

and we also investigated questions related to the existence, multiplicity and prop erties

of solutions. The results are obtained by using a variational approach, for instance,

min-max theorems, combined with prop erties of radially symmetric functions and the

concentration-compactness principle.

Keywords : Elliptic Systems, Critical Growth, Arbitrary Growth, Variational

Metho ds, Radial Lemma and Concentration-Compactness.
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INTRODUÇÃO

O presente trabalho tem como tema principal o estudo de questõ es relacionadas a

existência e multiplicidade de soluçõ es para sistemas de equaçõ es elípticas da forma

(S)~

8
>><

>>:

� ~2� u + V(x)u = f 1(v) em 
 ;

� ~2� v + V(x)v = f 2(u) em 
 ;

u = v = 0 sobre @
 ;

onde ~ > 0 é um parâmetro p equeno, 
 um domínio de RN ; N � 2, p ossivelmente

não-limitado (p or exemplo, 
 = RN
), com fronteira suave ou vazia, V : 
 ! R é uma

função comumente chamada de p otencial e f 1; f 2 : R ! R funçõ es de classe C1(R) . Na

sequência do texto apresentaremos hip óteses adicionais sobre V; f1 e f 2 .

O Sistema (S)~ surge em várias áreas aplicadas. Na física, p or exemplo, Schrö dinger

[75] formulou a equação

i~
@ 
@t

= �
~2

2m
� x  + W(x) � �f ( ); t � 0; x 2 RN ;

onde ~ e m são constantes p ositivas, a onda  : R+ � RN ! C, W é um p otencial

limitado inferiormente e

�f ( ) = ~f (j j) ,

~f uma função não-linear; originalmente

�f ( ) = j j2 . Sup onhamos que  = (  1;  2) e

�f = ( �f 1; �f 2) sejam funçõ es vetoriais,

com

�f k( 1;  2) = ~f k1(j 1j; j 2j) 1 + ~f k2(j 1j; j 2j) 2; k = 1; 2; tais que

(
i~@ 1

@t = � ~2

2m � x  1 + W(x) 1 � �f 1( 1;  2);

i~@ 2
@t = � ~2

2m � x  2 + W(x) 2 � �f 2( 1;  2):
(1)
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Então, se estivermos interessados em soluçõ es para o Sistema (1) do tip o ondas

estacionárias (soliton), isto é, soluçõ es ( 1;  2) da forma  1(t; x ) = ei (E=~)tu(x) e

 2(t; x ) = ei (E=~)tv(x) , substituímos estas em (1) e fazendo V(x) = W(x) � E , obtemos

o sistema real de equaçõ es parciais elípticas

(
� ~2� u + V(x)u = �f 1(u; v) em RN ;

� ~2� v + V(x)v = �f 2(u; v) em RN :
(2)

O Sistema (S)~ é muito comum na Biologia. Por exemplo, a Quimiotaxia é o nome

dado ao pro cesso de lo como ção de células em reação a presença de alguma substância

química em seu ambiente. Na década de 70, Keller - Segel [92] estudaram a Quimiotaxia

da Ameba usando um sistema de equaçõ es parab ólicas cujos estados estacionários devem

satisfazer, ap ós algumas hip óteses, a sistemas do tip o (S)~ . Logo dep ois, Gierer -

Meinhardt [48] estudaram a Ativação-Inibição de dois comp onentes químicos como um

mo delo de formação de padrão e novamente deduziram um sistema de equaçõ es que se

reduz ao Sistema (S)~ . Para maiores detalhes, veja os excelentes livros de Murray [60]

e [61].

A seguir faremos um breve histórico sobre o Sitema (S)~ apresentando alguns dos

principais resultados sobre este assunto, começando p elo caso escalar. No caso em que

u = v e

�f 1(u; u) = �f 2(u; u) = f (u) , o Sistema (S)~ se reduz a equação

� ~2� u + V(x)u = f (u) em 
 ; u = 0 sobre @
 : (3)

Para f (u) = juj2u e 
 = RN
, com N = 1 , sup ondo uma condição global sobre V ,

Flo er-Weinstein [46] estudaram a equação (3) e mostraram existência de solução que se

concentra em um p onto crítico de V . Este trabalho foi generalizado p or Oh [63]-[64].

Motivado p elos trabalhos de Flo er-Weinstein e Oh, em 1992 Rabinowitz [67] considerou

o problema (3), para 
 = RN ; N � 2, f (u) com crescimento p olinomial sub crítico, e

intro duziu uma técnica variacional global para encontrar solução com `energia mínima'

para ~ > 0 su�cientemente p equeno quando

lim inf
jx j!1

V(x) > inf
x2 RN

V(x) � V0 > 0;

e em 1993 Wang [88] provou que esta solução de energia mínima se concentra em torno

do p onto de mínimo global de V quando ~ ! 0. Note que ~ é relacionada a constante

de Planck, p ortanto faz sentido estudar a existência de um ~0 > 0 tal que o problema
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(3) tenha solução para ~ 2 (0; ~0]. O problema estudado p or Rabinowitz [67], no caso

crítico, foi considerado p or Miyagaki [58]. Sup ondo que V(x) é co ercivo, Miyagaki [58]

prova existência de solução não trivial.

Um passo além no estudo do problema (3) foi dado p or del Pino-Felmer em uma

série de trabalhos [40], [41], [43] e [42]; veja tamb ém o trabalho de Gui [51]. A sab er,

assumindo ap enas limitação inferior p ositiva e a condição lo cal de V :

inf
x2 ��

V(x) < inf
x2 @�

V(x);

onde � � 
 é um ab erto limitado, eles encontraram uma família u~ de soluçõ es do

problema (3), que se concentra em torno do mínimo lo cal de V , e uma família de p ontos

x~ tal que V(x~) ! inf �� V: Os resultados de del Pino-Felmer e Gui são para f (s) com

crescimento p olinomial sub crítico e do Ó-Souto [45] e Alves et al. [4] complementaram

estes resultados considerando f (s) envolvendo crescimento crítico para 
 = RN
, N = 2

e N � 3, resp ectivamente. Ainda no espírito destes resultados, para 
 = RN
,

citamos Ávila-Jeanjean [8] e Byeon-Jeanjean [23], neste último foi desenvolvida uma

nova ab ordagem variacional e construídas soluçõ es p ositivas que se concentram em

comp onentes isoladas dos p ontos de mínimos lo cais de V(x) sob condiçõ es b em gerais

exigidas a f (s) , emb ora com crescimento sub crítico.

Usando as ideias de del Pino-Felmer [40], Alves [2] e Alves-Miyagaki [5] consideraram

a equação (3) com 
 = RN
e, assumindo que V(x) é radial e que se anula em um

anel, obtiveram resultado de existência de solução p ositiva para f (s) com crescimento

`arbitrário'. Ainda com o p otencial V(x) se anulando, mas com crescimento sub crítico,

Sirakov [81] obtém existência de solução p ositiva para (3) quando ~ ! 0, usando

argumentos tip o passo da montanha; ele não estuda comp ortamento desta solução.

Com hip óteses e argumentos análogos, em [79], Sirakov prova multiplicidade de soluçõ es.

Resultados sobre comp ortamento de solução para a equação (3) com V(x) se anulando,

p o dem ser encontrados em [25]-[26].

Sobre resultados de não-existência de solução para o problema (3), observamos que

estes são baseados na Identidade Pohozaev [65]. Por exemplo, para ~ = 1 , V(x)

constante e f (s) = jsjp� 1s, p � (N + 2) =(N � 2), Berestycki-Lions [16, Exemplo 1]

observam a não-existência de solução utilizando a Identidade Pohozaev; casos mais

gerais tamb ém são observados p elos autores. Para uma discussão de mo do geral sobre

não-existência de (3), com ~ = 1 e V(x) constante, citamos o trabalho de Pucci-Serrin
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[66], em particular, a Seção 4.

Retornando ao sistema, vamos assumir que o Sistema (2) é variacional, ou seja, é

o sistema de equaçõ es de Euler-Lagrange de algum funcional. Isto acontece quando

�f 1(u; v) e

�f 2(u; v) são as derivadas parciais de alguma função H (u; v) . Neste caso,

classi�camos o sistema em dois tip os: Sistema Lagrangeano (ou Gradiente) quando

�f 1(u; v) = Hu(u; v) e

�f 2(u; v) = Hv(u; v) e Sistema Hamiltoniano quando

�f 1(u; v) =

Hv(u; v) e

�f 2(u; v) = Hu(u; v) . De mo do geral, os Sistemas Lagrangeanos são muito

comuns em diversas áreas. Não menos imp ontantes, os Sistemas Hamiltonianos p ossuem

inúmeras aplicaçõ es nas ciências; p or exemplo, em mo delos de dinâmica p opulacional

na Biologia (veja [61]).

Considerando H (u; v) = F1(v) + F2(u) , onde

Fk(s) =
Z s

0
f k(t)dt; k = 1; 2;

torna-se natural p ensarmos em considerar o funcional

I ~(u; v) =
Z



(~2r ur v + V(x)uv)dx �

Z



H (u; v)dx; (4)

de mo do que, formalmente, (S)~ é o sistema de equaçõ es de Euler-Lagrange asso ciado ao

funcional I ~ . Então, observamos que o Sistema (S)~ é variacional do tip o Hamiltoniano.

Uma primeira di�culdade no estudo dos Sistemas Hamiltoniano, ao contrário dos

Sistemas Lagrangeanos, é que estes têm a característica de serem fortemente inde�nidos,

isto é, a parte quadrática Z



(~2r ur v + V(x)uv)dx

do funcional I ~ é resp ectivamente co ercivo e anti-co ercivo em sub espaços de dimensõ es

in�nitas do espaço onde I ~ estará de�nido. Para maiores detalhes veja [14].

Os Sistemas Hamiltonianos têm sido ob jetos de intensos estudos, desenvolvidos p or

vários p esquisadores nos últimos anos, e iniciados com os trabalhos pioneiros de Clément

et al. [29], Hulshof - Van der Vorst [54] e de Figueiredo - Felmer [35]. Os estudos

em geral dep endem do comp ortamento de H (u; v) no `in�nito', estes sendo distintos

para N = 2 e N � 3. Para N = 2 , os conceitos de crescimento crítico no `in�nito'

para os Sistemas Lagrangeanos e Hamiltonianos são análogos ao caso escalar. Mas

para N � 3, os trabalhos [29] e [54] observam uma segunda di�culdade no estudo

dos Sistemas Hamiltonianos, relacionada a no ção de criticalidade do crescimento no

4



`in�nito' de H (u; v) . Esta segunda di�culdade p o de ser facilmente ilustrada com a no ção

de crescimento crítico no in�nito para o Op erador Biharmônico (veja detalhes em [33]).

Diferente dos Sistemas Lagrangeanos, cujo conceito de criticalidade tamb ém é análogo

ao caso escalar para N � 3, a no ção de criticalidade para Sistemas Hamiltonianos está

relacionada a chamada Hipérbole Crítica

1
p

+
1
q

= 1 �
2
N

; (5)

onde p; q > 1, intro duzida p or Clément et al. [29] e Hulshof - Van der Vorst [54]

indep endentemente.

Figura 1: Hip érb ole Crítica

1
p + 1

q = 1 � 2
N

No que segue, consideramos

�f 1(u; v) = f 1(v); �f 2(u; v) = f 2(u) e

H (u; v) = F1(v) + F2(u):

Neste caso, vamos tornar mais claro os conceitos comentados no parágrafo

anterior. Motivada p ela desigualdade de Trudinger-Moser [86]-[59], a classi�cação do

comp ortamento de f 1(s) e f 2(s) no in�nito para N = 2 , tem se tornado bastante comum

e utilizada na literatura p or vários autores como Adimurthi [1], Cao [27] e de Figueiredo

et al. [36], ap enas para citar exemplos. Dizemos que o crescimento no in�nito de f 1(s)

5



(resp ectivamente de f 2(s) ) é

Subcrítico : se para to do � > 0,

lim
jsj!1

jf 1(s)j
exp(�s 2)

= 0;

Crítico : se existe � 0 > 0 tal que

lim
jsj!1

f 1(s)
exp(�s 2)

=

(
0; � > � 0

1 ; � < � 0

;

Supercrítico : se para to do � > 0,

lim
jsj!1

f 1(s)
exp(�s 2)

= 1 :

Portanto, para N = 2 , dizemos que o Sistema (S)~ é:

� sub crítico se f 1(s) e f 2(s) têm crescimentos sub críticos ou uma tem crescimento

sub crítico e a outra crescimento crítico;

� crítico se f 1(s) e f 2(s) têm crescimentos críticos;

� sup ercrítico se f 1(s) ou f 2(s) tem crescimento sup ercrítico.

Para maiores detalhes, além das referências já citadas, veja [33] e [34].

Sup onhamos agora que N � 3 e consideremos os limites

lim
jsj!1

jf 1(s)j
jsjp� 1

= l1 e lim
jsj!1

jf 2(s)j
jsjq� 1

= l2; (6)

onde p; q > 2. Dizemos que o Sistema (S)~ é:

� sub crítico se l1; l2 < 1 e o p onto do plano (p; q) está na região abaixo da

hip érb ole (5), isto é, 1=p+ 1=q > 1 � 2=N ;

� crítico se 0 < l 1; l2 < 1 e o p onto do plano (p; q) pertence a hip érb ole (5);

� Sup ercrítico se 0 < l 1; l2 � 1 e o p onto do plano (p; q) está na região acima da

hip érb ole (5), isto é, 1=p+ 1=q < 1 � 2=N .
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Subcrítico Crítico Supercrítico

Observação. Para N � 3, a classi�cação do Sistema (S)~ é feita para p; q > 1. O

fato de assumirmos p; q > 2 é apenas para tornar o crescimento de cada uma das não-

linearidades superliner no in�nito; uma hipótese técnica que é necessária ao método

que abordaremos o sistema. Observamos ainda que todos os conceitos e de�nições

apresentados até aqui, poderiam ser introduzidos em situações bem mais gerais, mas

este não é o nosso objetivo. Para situações gerais, além de outras referências já

apresentadas, veja por exemplo [33]-[74].

Ressaltamos que os trabalhos anteriormente citados de Clément et al. [29], Hulshof

- Van der Vorst [54] e de Figueiredo - Felmer [35] estudam o Sistema (S)~ em domínios

limitados. No melhor do nosso conhecimento, os primeiros trabalhos a considerar o

Sistema (S)~ em domínios não-limitados foram de Figueiredo-Yang [39] e Serrin-Zou

[76]. de Figueiredo-Yang [39] estudaram o Sistema (S)~ , com ~ = 1 , V(x) = 1 e


 = RN ; N � 3, e provaram existência de solução de `energia mínima', além de

uma série de propriedades (p or exemplo, simetria e comp ortamento de soluçõ es); o

sistema era sub crítico e alguns de seus resultados tinham restriçõ es, p or exemplo, do

tip o p; q < (N + 2) =(N � 2). Serrin-Zou [76] consideram um caso particular do Sistema

(S)~ ( ~ = 1 , V(x) = 0 e 
 = RN ; N � 3), e obtêm existência de solução radial para

o sistema crítico e sup ercrítico. Em 2000, Sirakov [80] estudou um sistema mais geral

que o estudado p or de Figueiredo-Yang [39] e obteve os mesmos resultados deles, agora

sem a necessidade das restriçõ es antes referidas. Na última seção de seu trabalho [80,
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Seção 4], Sirakov deixa algumas questõ es ab ertas. Uma destas questõ es, o Sistema (S)~

sub crítico com f 1(s) = jsjq� 1s e f 2(s) = jsjp� 1s, foi considerada p or Alves et al. [6], para


 = RN
, e Ávila-Yang [10], para 
 limitado e o sistema com condição de fronteira de

Neumann. Para sup erar as di�culdades provo cadas p ela inde�nição da parte quadrática

do funcional asso ciado ao sistema, os autores ab ordam o sistema usando formulação dual

e provam existência de solução e propriedades desta quando ~ ! 0. Vale frisar que nos

resultados de Ávila-Yang é imp osta a restrição p; q < (N + 2) =(N � 2) em alguns casos,

veja [10, Teorema 1.2]. O trabalho de Ávila-Yang [10] foi generalizado p or Ramos-Yang

[73], agora sem as restriçõ es antes comentadas. Ramos-Yang intro duzem uma nova

caracterização variacional do nível ground state do Sistema (S)~ [73, veja Teorema 3.1]

para tratá-lo de forma mais direta. Em [71], Ramos-Tavares revisam o méto do usado p or

Ramos-Yang [73] e, usando as ideias de del Pino-Felmer [40]-[41], estendem os trabalhos

[40]-[41]. Este méto do, ao que parece, motivado p ela caracterização variacional do nível

crítico intro duzida em Benci-Rabinowitz [14, pag. 248], tem-se mostrado interessante e

foi utilizado, p or exemplo, em [19], [18], [68] e [69].

To dos os trabalhos que citamos até o momento para o Sistema (S)~ , consideram V(x)

identicamente zero ou limitado p or baixo p or uma constate p ositiva. Recentemente,

Sirakov-Soares [82] estudaram um Sistema Hamiltoniano mais geral que (S)~ , com V(x)

não identicamente zero e se anulando (hip ótese já considerada p or Sirakov [79]-[81]

no caso escalar), e provaram existência de solução, mostrando que o nível crítico do

funcional dual considerado converge a zero quando ~ ! 0 (técnica já usada em [81]).

Argumentos para fazer o nível crítico p equeno são comuns quando se trata de problemas

críticos. Ressaltamos que to das as referências até aqui citadas para sistemas são no caso

sub crítico, com exceção de Serrin-Zou [76].

Acreditamos que o estudo de existência e comp ortamento de soluçõ es para o Sistema

Hamiltoniano crítico com N � 3 foi iniciado p or Hulshof-Van der Vorst [53], e p or de

Figueiredo et al. [34] no caso N = 2 . Hulshof-Van der Vorst [53] consideram o sistema

(
� � u = jvjq� 2v em RN ;

� � v = jujp� 2u em RN ;
(7)

onde o par (p; q) p ertence a hip érb ole crítica (5). A existência de solução ground state

(u; v) para o Sistema (7) foi obtida p or Lions [55]. Esta solução é tal que u e v são

radiais, p ositivas e decrescentes em jxj = r . O que Hulshof-Van der Vorst [53] mostram

é a unicidade, a menos de `Scalings' e Translaçõ es, e o comp ortamento assintótico da
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solução ground state, ou seja, as ground states são da forma:

u�;x 0(x) = � � N
p u

�
x � x0

�

�
e v�;x 0 (x) = � � N

q v
�

x � x0

�

�
; � > 0: (8)

Os argumentos de Hulshof-Van der Vorst p ermitem comparar o nível crítico, de um

funcional asso ciado ao Sistema Hamiltoniano, à constante

Sp;q = inf
n

k� uk q
q� 1

; u 2 D 2; q
q� 1 (RN ) e kukL p = 1

o
;

onde o par (p; q) p ertence a hip érb ole crítica (5). A constante Sp;q > 0 é relacionada

ao nível ground state do Sistema (7) e tamb ém às constantes de Imersõ es dos Espaços

de Sob olev Fracionários nos espaços L r
para N � 5, veja [31]. O trabalho de Hulshof-

Van der Vorst [53] foi um dos sup ortes necessários para que Hulshof et al. [52], em


 limitado, generalizassem para Sistema Hamiltoniano o famoso artigo de Brézis-

Nirenb erg [21]. O sistema considerado p or Hulshof et al. [52] em 
 não-limitado,

emb ora com crescimento crítico restrito (a sab er, com p = q = ( N + 2) =(N � 2)),

foi estudado p or Colin-Frigon [30] baseado numa extensão de um Lema de Lions [89,

Lema 1.21] obtida p or Ramos et al. [72]. Os argumentos apresentados p or Hulshof-

Van der Vorst [53] tamb ém auxiliaram Yang [90] a tratar o Sistema (S)~ crítico, com

~ = 1; V(x) � 1 e 
 = RN ; N � 3. Para obter seus resultados, alguns repro duzidos no

Capítulo 3 da presente tese, Yang [90] usa uma comparação entre a constante Sp;q e o

nível crítico de um funcional dual asso ciado ao Sistema (S)~ aliada aos argumentos de

Benci-Cerami [13].

Apresentado brevemente um esb o ço histórico com as motivaçõ es, classi�caçõ es e

di�culdades sobre o Sistema (S)~ , passamos agora a exp or os resultados obtidos no

presente trabalho, descrevendo um resumo de cada capítulo.

No Capítulo 1 estudamos existência e multiplicidade de soluçõ es não-triviais para o

sistema:

(S1)~

8
>><

>>:

� ~2� u + V(x)u = bjvj2
� � 2v em 
 ;

� ~2� v + V(x)v = ajuj2
� � 2u em 
 ;

u = v = 0 sobre @
 ;

onde ~ > 0 é um parâmetro p equeno, u; v 2 C2(
) \ C1(
) \ H 1
0 (
) , 
 um domínio de

RN
, p ossivelmente não-limitado (p or exemplo, 
 = RN

), com fronteira suave ou vazia,

2� := 2N=(N � 2); N � 3; é o exp o ente crítico de Sob olev e a; b > 0 são parâmetros reais.

Assumiremos que V : 
 ! R é uma função lo calmente Hölder contínua e não-negativa

satisfazendo:
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(V 1) existem ab ertos não-vazios 
 1 �� 
 2 �� 
 tais que V(x) = 0 para to do x 2 
 1

e V(x) � V0 > 0 para to do x 2 
 n 
 2 .

O Sistema (S1)~ é um sistema crítico p ois o par (2� ; 2� ) está na Hip érb ole Crítica

(5). Este sistema é uma versão para Sistema Hamiltoniano do problema considerado p or

Benci-Cerami [12], p orém com os p otenciais considerados tendo naturezas diferentes.

Por exemplo, enquanto Benci-Cerami provam existência de solução para kVkL N= 2(RN )

su�cientemente p equena no caso de uma equação, aqui a hip ótese (V 1) torna V(x) não

integrável em RN
.

Os principais resultados do Capítulo 1 são:

Teorema 1.1 Suponha que V satisfaz (V 1) . Então, existe ~0 > 0 tal que, para cada

~ 2 (0; ~0], o Sistema (S1)~ possui uma solução (u~; v~) 2 H 1
0 (
) � H 1

0 (
) . Além disso,

u~; v~ 2 C2(
) \ C1;� (
) ; 0 < � < 1, e são positivas.

Usando os argumentos da prova do teorema anterior, mais esp eci�camente, uma

estimativa sup erior do nível crítico do funcional asso ciado ao Sistema (S1)~ (veja Lema

1.24), relativo a solução do teorema anterior, obtemos existência de solução ground

state (a de�nição de solução ground state é apresentada no Capítulo 1) para o Sistema

(S1)~ :

Teorema 1.2. Suponha que V satisfaz (V 1) . Então, para cada ~ 2 (0; ~0], o Sistema

(S1)~ possui uma solução ground state (~u~; ~v~) 2 H 1
0 (
) � H 1

0 (
) .

Observamos que ~0 no Teorema 1.2 é o mesmo do Teorema 1.1 mas, ap esar de u~

e v~ terem sinais de�nidos, não p o demos a�rmar o mesmo sobre as de�niçõ es de sinais

de ~u~ e ~v~ .

Devido à simetria das não-linearidades do Sistema (S1)~ , é natural se esp erar algum

resultado de multiplicidade de solução para este sistema.

Teorema 1.3 Suponha que V satisfaz (V 1) . Então, dado k 2 N, existe ~1 > 0 tal que,

para cada ~ 2 (0; ~1], o Sistema (S1)~ possui ao menos k pares de soluções não-triviais.

Resultados de multiplicidade de soluçõ es para Sistemas Hamiltonianos, p o demos

citar Bartsch-de Figueiredo [11], Ávila-Yang [9] e referências neles citadas, mas to dos
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os resultados são para sistemas sub críticos. No caso de multiplicidade de soluçõ es

para Sistemas Hamiltonianos críticos, até o presente momento não temos identi�cados

resultados na literatura.

Observação. O caso escalar, isto é, o problema

(
� ~2� u + V(x)u = ajuj2

� � 2u em 
 ;

u = 0 sobre @
 ;
(9)

como já referido, foi estudado por Benci-Cerami [12], para ~ = a = 1 e 
 = RN
.

Eles provaram existência de solução positiva para kVkL N= 2(RN ) su�cientemente pequena.

Mas não é do nosso conhecimento, resultados para o Problema (9) na literatura sob a

condição (V 1) para V(x) não-radial (o caso V(x) radial e 
 1 e 
 2 anéis, foi tratado por

Alves [2] e Alves-Miyagaki [5]). Portanto, observamos que os argumentos apresentados

para provar os Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 também podem ser aplicados de forma bem mais

simples e direta para provar versões dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 no caso escalar.

As provas dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 são baseadas fundamentalmente na combinação

da formulação variacional, motivada p or Ramos-Tavares [71] e Bonheure-Ramos [19],

na adaptação dos argumentos de Silva-Xavier [78] e na prova que os níveis críticos de

um funcional asso ciado ao sistema converge a zero quando ~ ! 0. Por �m, observamos

que não parece claro que os argumentos das provas apresentados no Capítulo 1 sejam

adaptados ao caso de p otências distintas p 6= q 6= 2 �
, onde o par (p; q) satisfaz a

Hip érb ole Crítica (5).

Uma observação interessante sobre o Sistema (S1)~ é que, mesmo no caso em que

V(x) � � 6= 0 , � uma constante, os teoremas sobre não-existência, a exemplo de

Mitidieri [57] e Van der Vorst [87] (veja [52, Teorema 1]), não se aplicam neste caso.

Vale ainda ressaltar que, para ~ = 1 e V(x) � 0, o Sistema (S1)~ com p otências p e q,

mesmo sub crítico, há resultados de não existência, veja [83].

O ob jetivo do Capítulo 2, é estudar existência de solução para o sistema:

(S2)~

(
� ~2� u + V(x)u = g(v) em RN ;

� ~2� v + V(x)v = f (u) em RN ;

onde ~ > 0 é um parâmetro p equeno, u; v 2 C2(RN ); N � 2. Assumiremos que

V : RN ! R é uma função radial (isto é V(x) = V(jxj) ) lo calmente Hölder contínua e

não-negativa satisfazendo: existem constantes 0 < R 1 < r 1 < r 2 < R 2 tais que
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(V 2) V (x) = 0 para to do x 2 Ar e V(x) � � > 0 para to do x 2 Ac
R = RN n AR , onde

Ar = f x 2 RN ; r1 < jxj < r 2g e AR = f x 2 RN ; R1 < jxj < R 2g:

Além disso, as funçõ es f; g 2 C1(R) são tais que:

(H 1) f (0) = f 0(0) = 0 = g(0) = g0(0);

(H 2) existe � 0 > 0 tal que

0 < (1 + � 0)f (s)s � f 0(s)s2
e 0 < (1 + � 0)g(s)s � g0(s)s2; s 2 R:

O p otencial V no Capítulo 2 é um caso particular do p otencial considerado no

Capítulo 1, assim como a condição (V 2) é um caso particular de (V 1) .

Os principais resultados do Capítulo 2 são:

Teorema 2.1 Suponhamos que V satisfaz (V 2) , f; g satisfazem (H 1); (H 2) e

lim
s! + 1

f (s)
sp� 1

= l1 e lim
s! + 1

g(s)
sq� 1

= l2; (10)

com p; q > 2 e l1; l2 < 1 . Então existe ~0 > 0 tal que, para cada ~ 2 (0; ~0], o

Sistema (S2)~ possui uma solução (u~; v~) 2 H 1
rad (RN ) � H 1

rad (RN ); N � 2. Além

disso, u~; v~ 2 C2(RN ) , são positivas e

u~(x); v~(x) ! 0; jxj ! 1 :

No Teorema 2.1, a hip ótese (2.3) é uma condição de crescimento no in�nito, mas

não há restriçõ es quanto aos valores de p e q, p o dendo ser sup ercríticos. Note que,

sup ondo no Capítulo 1 
 = RN
e o p otencial V radial satisfazendo (V 2) , o Teorema

1.1 é consequência direta do Teorema 2.1.

Teorema 2.2 Suponhamos que V satisfaz (V 2) . Se f; g satisfazem (H 1); (H 2) e, além

disso, dado " > 0 existe C" > 0 tal que

f (s)t + g(t)s � " (s2 + t2) + C" (f (s)s + g(t)t); s; t 2 R; (11)

então existe ~0 > 0 tal que, para cada ~ 2 (0; ~0], o Sistema (S2)~ possui uma solução

(u~; v~) 2 H 1
rad (RN ) � H 1

rad (RN ); N � 2. Além disso, u~; v~ 2 C2(RN ) , são positivas e

u~(x); v~(x) ! 0; jxj ! 1 :
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A condição (11) não é uma condição de crescimento no in�nito e, p ortanto, em certo

sentido, temos um crescimento arbitrário. No Capítulo 2, fazemos uma discussão sobre

as condiçõ es (10) e (11) e daremos alguns exemplos de funçõ es f; g .

Observação. Os Teoremas 2.1 e 2.2 estão relacionados aos principais resultados em

[2] e [5] para problemas escalares.

Para provar os Teorema 2.1 e 2.2, seguimos as ideias de del Pino-Felmer [40], Alves-

Miyagaki [5] e Ramos-Tavares [71]. Fazendo uso das hip óteses de V(x) , truncamos as

funçõ es f e g e consideramos um sistema mo di�cado. O ob jetivo é obter um funcional

asso ciado ao sistema mo di�cado b em de�nido em um sub espaço de H 1(RN ) � H 1(RN ) ,

de mo do que seja p ossível provar existência de solução para este sistema mo di�cado,

com propriedades que nos p ermitam mostrar que tal solução obtida seja tamb ém solução

de (S2)~ .

O Capítulo 3 dedicamos ao estudo de existência de solução para o sistema:

(S3)~

(
� ~2� u + V(x)u = g(v) + v2� � 1

em RN ;

� ~2� v + V(x)v = f (u) + u2� � 1
em RN ;

onde u; v 2 C2(RN ) , u; v > 0 em RN
, N � 3, ~ > 0 um parâmetro real. Assumiremos

que V : RN ! R é uma função radialmente simétrica, lo calmente Hölder contínua e

satisfaz:

(V 3) V(x) = V(jxj) � � > 0 para to do x 2 RN
;

(V 4) inf
B 0

V(x) < inf
@B0

V(x) ,

para alguma b ola ab erta B0 = B r 0 (�x) � RN
, r0 > 0. Além disso, as funçõ es

f; g 2 C1(R) são tais que:

(H 1) f (0) = f 0(0) = 0 = g(0) = g0(0);

(H 2) existe � 0 > 0 tal que

0 < (1 + � 0)f (s)s � f 0(s)s2
e 0 < (1 + � 0)g(s)s � g0(s)s2:

(H 3) f (s) = o (jsj2
� � 1) e g(s) = o (jsj2

� � 1) , jsj ! 1 ; mais precisamente,

lim
jsj! + 1

f (s)
jsj2� � 1

= 0 = lim
jsj! + 1

g(s)
jsj2� � 1

:
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Devido a condição (V 3) não p ermitir V se anular, os argumentos usados nos

capítulos anteriores que tornam os níveis críticos p equenos quando ~ ! 0 não se

aplicam a este caso. Então, a alternativa é exigir mais uma hip ótese para f e g.

Vamos exigir uma condição do tip o Brézis-Nirenb erg [21, Seção 2.2]. Para intro duzir tal

hip ótese, vamos seguir Hulshof-Van der Vorst [53] e Yang [90]. Consideremos (u� ; v� ) =

(u�;x 0 ; v�;x 0) , as ground states do Sistema (7), de�nidas em (8), e F (s) =
Rs

0 f (t)dt e

G(s) =
Rs

0 g(t)dt as primitivas de f e g. Assumiremos:

(H 4)

lim
� ! 0

� N

ku� k2
2

Z 1=�

0
F

�
� � N

p u� (r )
�

r N � 1dr = 1

e

lim
� ! 0

� N

kv� k2
2

Z 1=�

0
G

�
� � N

q v� (r )
�

r N � 1dr = 1 :

Note que um exemplo de funçõ es que satisfazem (H 1) � (H 4) é f (s) = jsj � � 2s e

g(s) = jsj � � 2s, s 2 R, 2 < �; � < 2�
.

O principal resultado do Capítulo 3 é o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Suponha que V satisfaz (V 3) � (V 4) e f; g satisfazem (H 1) � (H 4) .

Então existe ~0 > 0 tal que, para cada ~ 2 (0; ~0], o Sistema (S3)~ possui uma solução

(u~; v~) 2 H 1
rad (RN ) � H 1

rad (RN ) . Além disso, u~; v~ 2 C2(RN ) , são positivas e

u~(x); v~(x) ! 0; jxj ! 1 :

Observação. O Teorema 3.1 está relacionado com os principais resultados em [4], no

caso escalar, e [90], no caso do sistema. Observamos ainda que podemos trocar na

condição (V 4) a bola B0 por um anel, por exemplo, Ar considerado no Capítulo 2, que

o Teorema 3.1 ainda continua válido.

No caso escalar, Alves et al. [4, p 497] observam que a solução obtida, no caso

sub crítico, p or del Pino - Felmer em [40] não é uma ground state, o que é razoável,

segundo eles, p ois alguns problemas sob a hip ótese (V 4) não admitem solução ground

state. Eles observam ainda que essa foi uma das p ossíveis razõ es que motivaram

del Pino-Felmer a considerar um problema com a não-linearidade apropriadamente
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mo di�cada (veja [40, p 125]). Como o problema mo di�cado é relacionado com um

problema `limite', isto p ermitiu aos autores provar existência de solução e várias

propriedades. Não foi diferente com Alves et al. [4] para equação com crescimento

crítico nem é para sistema. Note que o Sistema (S3)~ tamb ém é relacionado com um

sistema `limite'. De fato, temos o sistema

(
� �~u + V(~x + x0)~u = g(~v) + ~v2� � 1

em RN ;

� �~v + V(~x + x0)~v = f (~u) + ~u2� � 1
em RN ;

(12)

obtido do Sistema (S3)~ p ela mudança de variável x 7! ~x + x0 . Então, passando ao

limite quando ~ ! 0, é de se esp erar que o Sistema (12) tenha alguma relação com o

sistema `limite'

(
� �� u + V(x0)�u = g(�v) + �v2� � 1

em RN ;

� �� v + V(x0)�v = f (�u) + �u2� � 1
em RN :

(13)

O Sistema (13) foi estudado p or Yang [90]. Ele mostrou a existência de solução

ground state (�u; �v) e que �u e �v são radiais e têm decaimento no in�nito. Para obter

solução, Yang usa o méto do dual. Este méto do tem a vantagem de não se trabalhar

com o funcional asso ciado ao Sistema (13) que tem a característica de ser fortemente

inde�nido. A princípio p o demos ab ordar o Sistema (S3)~ com este méto do, a exemplo de

Sirakov-Soares [82] no caso sub crítico. Mas as di�culdades surgem quando precisamos

relacionar os níveis críticos dos Sistemas (S3)~ e (13). Então, vamos estudar o Sistema

(S3)~ seguindo as ideias de del Pino-Felmer [40] e Alves et al. no caso escalar, e de

Ramos-Tavares [71] e Yang [90] para sistema, com a mesma formulação variacional dos

Capítulos 1 e 2.

Observamos que o Sistema (S3)~ torna-se mais geral quando tro camos os termos

u2� � 1
e v2� � 1

p or up� 1
e vq� 1

, onde o par (p; q) p ertence a hip érb ole crítica (5). Neste

caso, alguns dos resultados de Yang [90] para o Sistema (13) continuam válidos; não

é garantindo, p or exemplo, o decaimento das soluçõ es no in�nito. Além disso, as

di�culdades ap ontadas para o uso do méto do dual no caso p = q = 2 �
se agravam

devido a necessidade do uso dos Espaços de Sob olev Fracionários com Peso. No caso

mais geral, tamb ém não parece simples adaptar os argumentos de Ramos-Tavares [71],

p ois há necessidade de truncar o sistema, e o mesmo truncamento usado p elos autores

para o sistema sub crítico, não é clara sua validade no caso crítico.
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CAPÍTULO 1

SISTEMA COM CRESCIMENTO

CRÍTICO

Para facilitar a leitura, rep etiremos os resultados apresentados na Intro dução. O

presente capítulo é dedicado ao estudo de existência e multiplicidade de soluçõ es não-

triviais para o sistema do tip o Hamiltoniano:

(S1)~

8
>><

>>:

� ~2� u + V(x)u = bjvj2
� � 2v em 
 ;

� ~2� v + V(x)v = ajuj2
� � 2u em 
 ;

u = v = 0 sobre @
 ;

onde ~ > 0 é um parâmetro p equeno, u; v 2 C2(
) \ C1(
) \ H 1
0 (
) , 
 um domínio de

RN
, p ossivelmente não-limitado (p or exemplo, 
 = RN

), com fronteira suave ou vazia,

2� := 2N=(N � 2); N � 3; é o exp o ente crítico de Sob olev e a; b > 0 são parâmetros reais.

Assumiremos que V : 
 ! R é uma função lo calmente Hölder contínua e não-negativa

satisfazendo:

(V 1) existem ab ertos não-vazios 
 1 �� 
 2 �� 
 tais que V(x) = 0 para to do x 2 
 1

e V(x) � V0 > 0 para to do x 2 
 n 
 2 .

Nossa estratégia para ab ordar o Sistema (S1)~ é aplicar méto dos variacionais

considerando o sub espaço de H 1
0 (
)

E =
�

u 2 H 1
0 (
) :

Z



V(x)u2dx < 1

�
;
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que é um espaço de Hilb ert quando munido do pro duto interno

hu; vi ~ =
Z



(~2r ur v + V(x)uv)dx; u; v 2 E;

e norma corresp ondente kuk~ = hu; ui 1=2
~ , para cada ~ > 0 dado. Note que, p ela hip ótese

(V 1) , juntamente com o fato que k � k2
L 2(
 2 ) � Ck � k2

L 2� (
 2 ) e a desigualdade de Sob olev

(veja [15]), temos que as imersõ es

E ,! H 1
0 (
) ,! L r (
) ; (1.1)

são contínuas para to do 2 � r � 2�
.

Observação. Em verdade, para que os argumentos usados na prova dos resultados

deste capítulo funcionem, é su�ciente apenas que V(x) se anule em um conjunto com

medida positiva e

R

 (jr uj2 + V(x)u2)dx seja uma norma em E tal que as imersões

(1.1) sejam contínuas.

De�nimos ainda E � E munido do pro duto interno

h(u; v); (�; ' )i ~ = hu; � i ~ + hv; ' i ~; u; v; �; ' 2 E;

e norma corresp ondente k(u; v)k~ =
�
kuk2

~ + kvk2
~

� 1=2
.

Observamos que (S1)~ é o sistema de equaçõ es de Euler-Lagrange asso ciado ao

funcional I ~ : E � E ! R, de�nido p or:

I ~(u; v) = hu; vi ~ �
a
2�

Z



juj2

�
dx �

b
2�

Z



jvj2

�
dx: (1.2)

Temos que I ~ é de classe C2
sobre E � E e sua derivada primeira é dada p or

I 0
~(u; v)( �; ' ) = hu; ' i ~ + hv; � i ~ � a

Z



juj2

� � 2u�dx � b
Z



jvj2

� � 2v'dx; (1.3)

para cada (�; ' ) 2 E � E . Os p ontos críticos do funcional I ~ corresp ondem a soluçõ es

no sentido fraco de (S1)~ .

Os principais resultados do presente capítulo são (assumimos a; b > 0):

Teorema 1.1. Suponha que V satisfaz (V 1) . Então, existe ~0 > 0 tal que, para cada

~ 2 (0; ~0], o Sistema (S1)~ possui uma solução (u~; v~) 2 H 1
0 (
) � H 1

0 (
) . Além disso,

u~; v~ 2 C2(
) \ C1;� (
) ; 0 < � < 1, e são positivas.
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Por uma solução ground state de (S1)~ , entende-se uma solução que p ossui a menor

energia entre to das as soluçõ es não-triviais, isto é, uma solução de (S1)~ que realiza o

ín�mo

~c~ = ~c~(a; b) = inf fI ~(u; v); (u; v) 6= (0 ; 0) é solução de (S1)~g:

Teorema 1.2. Suponha que V satisfaz (V 1) . Então, para cada ~ 2 (0; ~0], o Sistema

(S1)~ possui uma solução ground state (~u~; ~v~) 2 H 1
0 (
) � H 1

0 (
) .

Observamos que ~0 no Teorema 1.2 é o mesmo do Teorema 1.1 mas, ap esar de u~ e

v~ terem sinais de�nidos, não p o demos a�rmar o mesmo sobre os sinais de ~u~ e ~v~ .

Teorema 1.3. Suponha que V satisfaz (V 1) . Então, dado k 2 N, existe ~1 > 0 tal que,

para cada ~ 2 (0; ~1], o Sistema (S1)~ possui ao menos k pares de soluções não-triviais.

No estudo das equaçõ es de Schrö dinger é comum a busca p or hip óteses, sobre o

p otencial V ou não-linearidade, que impliquem algum tip o de compacidade. A hip ótese

do p otencial V não identicamente zero e que se anula foi explorada p or [2], [5], [25],

[26] e [81]. Sirakov [81] assume o p otencial se anulando e, com a não-linearidade com

crescimento sub crítico, obtém existência de solução provando que o nível crítico do

funcional asso ciado ao problema converge a zero quando ~ ! 0. Alves [2] e Alves-

Miyagaki [5] assumem hip óteses mais restritivas sobre V , mas provam existência de

solução com crescimento `arbitrário' na não-linearidade usando o mesmo argumento;

este é o assunto do próximo capítulo. Mais recentemente, argumentos análogos a

[81] foram adaptados para sistema Hamiltoniano p or Sirakov-Soares [82], onde neste

trabalho eles consideram um sistema sub crítico e usam o méto do dual para obter

existência de solução.

As provas dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 são baseadas fundamentalmente na combinação

da formulação variacional, motivada p or Ramos-Tavares [71] e Bonheure-Ramos [19],

na adaptação dos argumentos de Silva-Xavier [78] e na prova de que os níveis críticos de

um funcional asso ciado ao sistema converge a zero quando ~ ! 0. Por �m, observamos

que não parece claro que os argumentos das provas apresentados neste capítulo sejam

adaptados ao caso de p otências distintas p 6= q 6= 2 �
, onde o par (p; q) satisfaz a

Hip érb ole Crítica (5).

O capítulo está organizado da seguinte forma: na primeira seção é feita a formulação

variacional, na segunda seção é estudada a condição de Palais-Smale e nas duas últimas

seçõ es são desenvolvidas as provas dos teoremas.

19



1.1 Formulação Variacional

Com o ob jetivo de provar o Teorema 1.1, consideramos o funcional fortemente

inde�nido I ~ : E � E ! R, de�nido p or:

I ~(u; v) = hu; vi ~ �
a
2�

Z



(u+ )2�

dx �
b
2�

Z



(v+ )2�

dx;

onde u+ = maxf u; 0g (resp. v+
). Temos que I ~ é de classe C2

sobre E � E e suas

derivadas são dadas p or

I 0
~(u; v)( �; ' ) = hu; ' i ~ + hv; � i ~ � a

Z



(u+ )2� � 1�dx � b

Z



(v+ )2� � 1'dx; (1.4)

e

I 00
~

�
u; v

��
(�; ' ); (� ; � )

�
= h�; � i ~ + h'; � i ~ � (2� � 1)a

Z



(u+ )2� � 2��dx

� (2� � 1)b
Z



(v+ )2� � 2'�dx; (1.5)

para cada �; '; � ; � 2 E . Pontos críticos do funcional I ~ corresp ondem a soluçõ es não-

negativas no sentido fraco de (S1)~ .

Observação 1.4. Para simpli�car a notação, consideramos nesta seção e na próxima

~ = 1 , e usaremos as seguintes notações: h�; �i = h�; �i 1 , k � k = k � k1 e I = I 1 .

O funcional I ~ , como já mencionado, é fortemente inde�nido. Nosso ob jetivo é

fazer uma formulação variacional que seja p ossível considerar um segundo funcional

que não mais tenha a característica de ser fortemente inde�nido e que tenha b oas

propriedades como, p or exemplo, geometria do passo da montanha. Estes argumentos

foram utilizados p or Ramos-Tavares [71] e Bonheure-Ramos [19].

Fixado w 2 E , consideremos o funcional F : E ! R, de�nido p or:

F ( ) = I (w +  ; w �  ):

Prop osição 1.5. O funcional F é limitado superiormente e o supremo

sup
 2 E

I (w +  ; w �  )

é atingido em um único  .
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Prova. Note que

F ( ) = kwk2 � k  k2 �
1
2�

Z




�
a((w +  )+ )2�

+ b((w �  )+ )2� �
dx: (1.6)

Observamos que

F 0( )( � ) = � 2h ; � i �
Z




�
a((w +  )+ )2� � 1 � b((w �  )+ )2� � 1

�
�dx

e

F 00( )( '; � ) = � 2h'; � i � (2� � 1)
Z




�
a((w +  )+ )2� � 2 + b((w �  )+ )2� � 2

�
'�dx:

para to do  ; '; � 2 E: Logo,

�F 00( )( '; ' ) > 0;

para to do  ; ' 2 E; ' 6= 0: Então, �F é um funcional estritamente convexo. Além

disso, tem-se que �F é fracamente semi-contínuo inferior (veja [32, Teorema 1.4]).

Logo, �F assume seu mínimo em um único p onto (veja [50, Teorema 1.6]). Portanto,

F assume seu máximo em um único  . �

Pela prop osição anterior, dado w 2 E , existe um único  w 2 E tal que

I (w +  w ; w �  w) = max
 2 E

I (w +  ; w �  ): (1.7)

Deste mo do, temos a aplicação � : E ! E de�nida p or:

�( w) =  w : (1.8)

Observação 1.6. Pela Proposição 1.5, F possui um único ponto crítico, a saber,  w .

Portanto,

I 0(w +  w ; w �  w)( �; � � ) = 0 ; (1.9)

para todo � 2 E . De fato,

I 0(w +  w ; w �  w)( �; � � ) = hw +  w ; � � i + hw �  w ; � i

�
Z




�
a((w +  w)+ )2� � 1� + b((w �  w)+ )2� � 1(� � )

�
dx

= � 2h w ; � i �
Z




�
a((w +  w)+ )2� � 1� b((w �  w)+ )2� � 1

�
�dx

= �F 0( w)( � );
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para todo � 2 E . Note ainda que, �xado w 2 E , a identidade (1.9) nos diz que  w 2 E

é a única solução da equação

� 2�  w + 2V(x) w = �
�
a((w +  w)+ )2� � 1 � b((w �  w)+ )2� � 1

�
; (1.10)

em E 0
(dual de E ).

Em função da Prop osição 1.5 p o demos considerar o funcional reduzido J : E ! R

de�nido p or

J (w) = I (w +  w ; w �  w)

= kwk2 � k  wk2 �
1
2�

Z




�
a((w +  w)+ )2�

+ b((w �  w)+ )2� �
dx: (1.11)

Sab emos que I é de classe C2
. Mas J é uma comp osição do funcional I e de uma

aplicação que envolve a aplicação � de�nida em (1.8). Então, J dep ende de � para que

tenha alguma derivada.

Prop osição 1.7. A aplicação � é de classe C1
.

Prova. Usaremos o Teorema da Função Implícita. Primeiramente vamos intro duzir

algumas notaçõ es. Denotemos p or (E � E)� = f ( ; �  );  2 Eg (veja Figura 1.1) e

consideremos as aplicaçõ es de�nidas p or:

� : (E � E) � (E � E)� ! E � E; ((u; v); ( ; �  )) 7! (u; v) + (  ; �  )

I 0 : E � E ! (E � E)0 ' (E � E)

P : E � E ! (E � E)� ; (u; v) 7!
�

u � v
2

; �
u � v

2

�

Note que

(E � E) � (E � E)� � //E � E I 0
//(E � E)0 = E � E P //(E � E)�

de�ne uma aplicação G : (E � E) � (E � E)� ! (E � E)�
dada p or

G = P � I 0 � �:

Vamos agora veri�car que a derivada parcial de G em relação a segunda variável, i.e.,

D2G
�
(u; v); ( ; �  )

�
: (E � E)� ! (E � E)� ;
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Figura 1.1: P é a pro jeção ortogonal de E � E sobre (E � E)�

é um isomor�smo. Com efeito, observamos primeiro que � e P são lineares e I 0
de classe

C1
. Então, G é de classe C1

e

D2G
�
(u; v); ( ; �  )

�
(�; � � ) = DG

�
(u; v); ( ; �  )

��
(0; 0); (�; � � )

�

= DP � DI 0 � D�
�
(u; v); ( ; �  )

��
(0; 0); (�; � � )

�

= P � I 00
�
�
�
(u; v); ( ; �  )

��
(�; � � ):

Denotando (�; � ) = ( u; v) + (  ; �  ) , temos

D2G
�
(u; v); ( ; �  )

�
(�; � � ) = P � I 00

�
(� ; � )

�
(�; � � ):

Agora, escrevendo T = D2G
�
(u; v); ( ; �  )

�
= P � I 00

�
(� ; � )

�
e identi�cando (E � E)� =

((E � E)� )0
, temos

T : (E � E)� ! (E � E)�
e T

�
(�; � � )

�
2 ((E � E)� )0

de mo do que

T
�
(�; � � )

�
('; � ' ) = P � I 00

�
(� ; � )

��
(�; � � ); ('; � ' )

�

= � 2h�; ' i � (2� � 1)
Z




�
a(� + )2� � 2 + b(� + )2� � 2

�
'�dx;

para to do '; � 2 E:
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Observemos que T é injetivo. De fato, se T
�
(�; � � )

�
= (0 ; 0) temos em particular

T
�
(�; � � )

�
(�; � � ) = 0 , ou seja,

2k� k2 = � (2� � 1)
Z




�
a(� + )2� � 2 + b(� + )2� � 2

�
� 2dx � 0;

que implica em � = 0 .

Notemos agora que

(T + Id)
�
(�; � � )

�
('; � ' ) = � (2� � 1)

Z




�
a(� + )2� � 2 + b(� + )2� � 2

�
�'dx;

onde Id : (E � E)� ! ((E � E)� )0
, Id

�
(�; � � )

�
('; � ' ) = 2 h�; ' i , para to do �; ' 2 E .

A�rmamos que (T + Id) é um op erador compacto. Com efeito, a�m de simpli�car,

consideremos o op erador R : (E � E)� ! (E � E)� = (( E � E)� )0
de�nido p or

R
�
(�; � � )

�
('; � ' ) =

Z



(� + )2� � 2�'dx:

Se (� n ; � � n ) * (� 0; � � 0) em (E � E)�
, vamos provar que R(� n ; � � n ) ! R(� 0; � � 0)

em (E � E)� = (( E � E)� )0
. Para tanto, usando a imersão de Sob olev, temos

(� n � � 0) * 0 em L r (
) ; 2 � r � 2� :

Alem disso,

Z




�
� j� j2

� � 2'
�
�

2N
N +2 dx �

� Z



j� j2

�
dx

� 4
N +2

� Z



j' j2

�
dx

� N � 2
N +2

implica que j� j2
� � 2' 2 L

2N
N +2 (
) . Desde que (N + 2) =2N + 1=2� = 1 , p elo Teorema de

Representação de Riesz Z



j� j2

� � 2j' jj � n � � 0jdx ! 0;

para to do ' 2 E . Portanto,

�
� � R(� n ; � � n ) � R(� 0; � � 0)

�
('; � ' )

�
� =

�
�
�
�

Z



(� + )2� � 2(� n � � 0)'dx

�
�
�
� ! 0

para to do ' 2 E , que implica

kR(� n ; � � n ) � R(� 0; � � 0)k(( E � E ) � )0 ! 0:

Isto prova que R é um op erador compacto.
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Como uma consequência de R ser um op erador compacto, temos que (T + Id) é

um op erador compacto. Desde que T = � Id=2 + ( Id=2 + T) , usando a Alternativa de

Fredholm obtemos que T é injetivo se, e somente se, T é sobrejetivo. Portanto, T é

um isomor�smo. Finalmente, identi�cando (E � E)� = (( E � E)� )0
e usando (1.9),

observamos que

G
�
(w; w); (�( w); � �( w))

�
(�; � � ) = P � I 0

�
(w + �( w); w � �( w))

�
(�; � � ) = 0 ;

para to do (�; � � ) 2 (E � E)�
. Logo,

G
�
(w; w); (�( w); � �( w))

�
= P � I 0

�
(w + �( w); w � �( w))

�
= 0;

para cada w 2 E . Então, p elo Teorema da Função Implícita concluímos que � é de

classe C1
. �

O funcional I ser de classe C2
juntamente com a Prop osição 1.7, garantem que J é

de classe C1
. Então, p ela regra da cadeia, temos

J 0(w)( � ) = I 0(w +  w ; w �  w)D(w +  w ; w �  w)( � )

= I 0(w +  w ; w �  w)( � + D w(� ); � � D w(� ))

= I 0(w +  w ; w �  w)( �; � ) + I 0(w +  w ; w �  w)(D w(� ); � D w(� )) ;

de mo do que, p or (1.9), tem-se

J 0(w)( � ) = I 0(w +  w ; w �  w)( �; � ); (1.12)

para to do � 2 E . Desde que I é de classe C2
e � é de classe C1

, p or (1.12), observamos

que J tamb ém é de classe C2
com

J 00(w)( '; � ) = I 00(w +  w ; w �  w)( ' + D w(' ); ' � D w(' ))( �; � ): (1.13)

Por (1.12), é bastante natural intuir uma relação entre os p ontos críticos de J e I .

De fato, considerando

K J := f w 2 E; J 0(w) = 0 g e K I := f (u; v) 2 E � E; I 0(u; v) = 0 g;

temos
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Prop osição 1.8. A aplicação h : K J ! K I de�nida por

h(w) = ( w +  w ; w �  w);

é um homeomor�smo cuja inversa h � 1 : K I ! K J é dada por

h � 1(u; v) =
u + v

2
:

Prova. Vamos primeiro veri�car que h e h � 1
são de fato b em de�nidas. Sup onha que

w 2 K J . Para qualquer ('; � ) 2 E ,

('; � ) =
�

' � �
2

; �
' � �

2

�
+

�
' + �

2
;
' + �

2

�
:

Então, usando (1.9) e (1.12),

I 0(h(w))( '; � ) = I 0(w +  w ; w �  w)( '; � )

= I 0(w +  w ; w �  w)
�

' � �
2

; �
' � �

2

�

+ I 0(w +  w ; w �  w)
�

' + �
2

;
' + �

2

�

= I 0(w +  w ; w �  w)
�

' + �
2

;
' + �

2

�

= J 0(w)
�

' + �
2

�

= 0;

para to do ('; � ) 2 E � E , ou seja, h(w) é um p onto crítico de I: Logo, h é b em de�nida.

Sup onha agora que (u; v) 2 K I . Então, em particular,

I 0

�
u + v

2
+

u � v
2

;
u + v

2
�

u � v
2

�
(�; � � ) = I 0(u; v)( �; � � ) = 0 ; (1.14)

para to do � 2 E . Mas, p ela Observação 1.6, existe um único  u + v
2

tal que

I 0

�
u + v

2
+  u + v

2
;
u + v

2
�  u + v

2

�
(�; � � ) = 0 ; (1.15)

para to do � 2 E . Logo,  u + v
2

= ( u � v)=2. Assim, p or (1.12), segue que

J 0(h � 1(u; v))( � ) = J 0

�
u + v

2

�
(� )

= I 0

�
u + v

2
+  u + v

2
;
u + v

2
�  u + v

2

�
(�; � )

= I 0(u; v)( �; � )

= 0;
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para to do � 2 E: Portanto, h � 1
é b em de�nida.

A continuidade de h � 1
é imediata. Além disso, desde que a aplicação w 7!  w é C1

,

h tamb ém é uma aplicação contínua. Resta veri�car então que

h � h � 1 = IdK I e h � 1 � h = IdK J :

Com efeito, para cada (u; v) 2 K I , usando (1.14) e (1.15) concluímos que  u + v
2

=

(u � v)=2. Então,

h(h � 1(u; v)) = h
�

u + v
2

�
=

�
u + v

2
+  u + v

2
;
u + v

2
�  u + v

2

�
= ( u; v):

Agora, para cada w 2 K J , temos

h � 1 (h(w)) = h � 1(w +  w ; w �  w) =
w +  w + w �  w

2
= w:

�

Com o auxílio da prop osição anterior, vemos que soluçõ es do sistema (S1)~ p o dem

ser estudadas via existência de p ontos críticos para o funcional J . Nesta direção, o que

primeiro observamos é que J satisfaz a geometria do passo da montanha.

Lema 1.9. O funcional J satisfaz as seguintes condições:

(i ) Existem �; � > 0 tais que J (w) � � para kwk = � ;

(ii ) Existe e 2 E , com kek > � , tal que J (e) < 0.

Prova. (i ) Por (1.11), temos

J (w) = I (w +  w ; w �  w) = max
 2 E

I (w +  ; w �  ) � I (w; w):

Então, usando a desigualdade de Sob olev, obtemos

J (w) � k wk2 �
1
2�

Z




�
a(w+ )2�

+ b(w+ )2� �
dx

� k wk2 �
(a + b)

2�
Ckwk2�

; (1.16)

o que é su�ciente para provar (i ) .

27



(ii ) Para provar o segundo item do lema, consideremos � 2 C1
0 (
) ; � � 0; tal que

� (x) � a0 > 0 para to do x 2 K , onde K � supp (� ) . Agora, para cada t 2 R; t � 0,

tem-se

1

(2t� )2�
� 22�

h�
(t� +  t� )+

� 2�

+
�
(t� �  t� )+

� 2�
i

:

Então, p ela de�nição de J (veja (1.11)), obtemos

J (t� ) � t2k� k2 �
1
2�

Z




�
a(( t� +  t� )+ )2�

+ b((t� �  t� )+ )2� �
dx

� t2k� k2 �
minf a; bg

2�
t2�

Z



� 2�

dx (1.17)

Portanto, fazendo t ! 1 teremos J (t� ) ! �1 . Isto prova (ii ) . �

Agora relembramos a condição de Palais-Smale.

De�nição 1.10. Dizemos que (wn)n � E é uma sequência de Palais- Smale no nível

c para o funcional J , denotada abreviadamente por sequência (P S)c , se J (wn ) ! c e

J 0(wn ) ! 0 no espaço dual E 0: Dizemos ainda que J satisfaz a condição (P S)c , se toda

sequência (P S)c possui subsequência convergente.

Usando o Lema 1.9, p o demos aplicar uma versão do Teorema do Passo da Montanha,

sem da condição de Palais-Smale (Veja [56, Teorema 4.3]), para obter uma sequência

(wn)n � E tal que

J (wn ) ! c e J 0(wn) ! 0 em E 0;

onde c = c(a; b) > 0 é o nível minimax do funcional J , ou seja,

c = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J ( (t)) ;

onde � = f  2 C([0; 1]; E);  (0) = 0 e J ( (1)) < 0g:

Portanto, com a formulação desenvolvida, a existência de solução para o Sistema

(S1)~ dep ende de compacidade.

1.2 Condição de Compacidade

Motivado p elo Lema 1.9, para encontrar p onto crítico do funcional J , uma das

alternativas é obter a condição de compacidade de Palais-Smale. Lembramos que a

condição de Palais-Smale para o funcional I tem a seguinte de�nição.

1

Veja que ' + = 1
2 (' + j' j): Então, (' +  )+ = 1

2 (( ' +  ) + j' +  j) � ' + +  + :
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De�nição 1.11. Dizemos que (un ; vn )n � E � E é uma sequência de Palais- Smale

no nível c para o funcional I , denotada abreviadamente por sequência (P S)c, se

I (un ; vn ) ! c e I 0(un ; vn) ! 0 no espaço dual (E � E)0: Dizemos ainda que I satisfaz

a condição (P S)c , se toda sequência (P S)c possui subsequência convergente.

Observação 1.12. Note que temos uma relação entre as condições (P S)c para os

funcionais I e J . De fato, por (1.11) , se (wn )n � E é uma sequência (P S)c para o

funcional J , então

J (wn ) = I (wn +  wn ; wn �  wn ) ! c; n ! 1 :

Além disso, por (1.9) e (1.12) ,

jI 0(wn +  wn ; wn �  wn )( �; ' )j =

�
�
�
� I

0(wn +  wn ; wn �  wn )
�

� + '
2

;
� + '

2

�

+ I 0(wn +  wn ; wn �  wn )
�

� � '
2

; �
� � '

2

� �
�
�
�

=

�
�
�
�J

0(wn )
�

� + '
2

� �
�
�
�

� k J 0(wn )kE 0k(�; ' )kE � E :

Então,

kI 0(wn +  wn ; wn �  wn )k(E � E )0 ! 0; n ! 1 ;

ou seja, (wn +  wn ; wn �  wn )n � E � E é uma sequência (P S)c para o funcional I .

Portanto, se I satisfaz a condição (P S)c, temos que (wn +  wn ; wn �  wn )n possui uma

subsequência convergente em E � E , isto é,

�
wnk +  wn k

; wnk �  wn k

�
! (u; v); k ! 1 :

Portanto, wnk ! (u + v)=2 em E , ou seja, J satisfaz a condição (P S)c .

A observação anterior mostra que a condição de Palais-Smale para o funcional J

p o de ser herdada da condição para o funcional I . O principal prop ósito do restante

desta seção é estab elecer a condição (P S)c para o funcional I . Para tanto, utilizaremos

fortemente os resultados de Concentração de Compacidade devidos a Lions [55], Bianchi

et al. [17] e Ben-Naoum et al. [15, Lema 3.3].

Como usual, para provar a condição (P S)c para o funcional I é natural que provemos

primeiro que sequências (P S)c sejam limitadas.
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Lema 1.13. Seja (un ; vn )n uma sequência em E � E tal que

I (un ; vn ) ! c e kI 0(un ; vn )k(E � E )0 ! 0; n ! 1 :

Então, (un ; vn)n é limitada em E � E .

Prova. Denotemos "n := kI 0(un ; vn )k(E � E )0
. Por de�nição temos

jI 0(un ; vn )(vn ; un)j � "n(kunk + kvnk):

Logo,

kunk2 + kvnk2 �
Z




�
a(u+

n )2� � 1vn + b(v+
n )2� � 1un

�
dx � "n(kunk + kvnk):

Desde que un = u+
n � u�

n (resp. vn ), obtemos

2

kunk2 + kvnk2 � C
Z




�
a(u+

n )2�
+ b(v+

n )2� �
dx + "n (kunk + kvnk); (1.18)

para algum C = C(a; b) > 0. Temos ainda

2I (un ; vn ) � I 0(un ; vn )(un ; vn ) =
�

1 �
2
2�

� Z




�
a(u+

n )2�
+ b(v+

n )2� �
dx:

Então,

�
1 �

2
2�

� Z




�
a(u+

n )2�
+ b(v+

n )2� �
dx � C + "n(kunk + kvnk);

para algum C > 0. Portanto, esta estimativa juntamente com (1.18) é su�ciente para

concluir a prova do lema. �

Com a limitação de sequências (P S)c , temos garantida sua convergência fraca em

E � E , a menos de subsequência. A próxima prop osição nos fornece mais algumas

propriedades desse limite fraco.

Prop osição 1.14. Suponhamos que un * u e vn * v em E e

I 0(un ; vn) ! 0 em (E � E)0:

Então, I 0(u; v) = 0 e u; v � 0.

2 x2� � 1y � x2�
+ y2�

; x; y � 0 e

2� � 1
2� + 1

2� = 1 :
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Prova. Desde que un * u e vn * v em E; temos

un ! u e vn ! v em L r
loc(
) ; 1 � r < 2� :

Como p o demos escrever u+ = 1=2(u + juj) , tem-se

ju+
n � u+ jr � 2jun � ujr :

Isto implica

u+
n ! u+

em L r
loc(
) ; 1 � r < 2� :

Então, dado � 2 C1
0 (
) , obtemos

Z



(u+

n )2� � 1�dx !
Z



(u+ )2� � 1�dx; n ! 1 :

Ainda p or un * u em E , conclui-se hun ; � i ! h u; � i (resp. vn ). Então concluímos que

I 0(u; v)( �; ' ) = 0 ; para to da �; ' 2 E . Em particular, I 0(u; v)(0; u� ) = 0 , ou seja,

�
Z




�
jr u� j2 + V(x)(u� )2

�
dx =

Z



(r ur u� + V(x)uu� )dx

=
Z



b(v+ )2� � 1u� dx � 0; (1.19)

onde u� = min f 0; ug. Assim, u� = 0 e implica que u � 0. Usando I 0(u; v)(v� ; 0) = 0

obtemos v � 0. Isto completa a prova. �

Para provar que sequências (P S)c p ossuem subsequências convergentes em E ,

combinaremos o méto do de Concentração de Compacidade em `p ontos �nitos' devido a

Lions [55, Lema I.1] conjuntamente com o Princípio de Concentração de Compacidade

no `in�nito' devido a Bianchi et al. [17] e Ben-Naoum et al. [15, Lema 3.3]. Antes de

enunciar os resultados que usaremos, recordaremos um resultado de teoria da medida

que p o de ser encontrado, p or exemplo, em [89, Teorema 1.39].

Seja 
 uma ab erto não-vazio de RN
. Como usual M (
) denota o espaço (Banach)

das medidas de Radon �nitas sobre 
 , Cc(
) denota o espaço das funçõ es contínuas em


 cujo sup orte é um sub conjunto compacto de 
 e BC(
) denota o espaço das funçõ es

contínuas em 
 cujo supremo sobre o mesmo é �nito. O espaço C0(
) é o fecho de

Cc(
) em BC(
) na norma uniforme. Pelo Teorema de Representação de Riesz [47,

Teorema 7.17], M (
) = C �
0(
) (dual de C0(
) ). Então, uma sequência (� n )n � M (
)

converge fraco a � se, e somente se,

Z



'd� n !

Z



'd�;

31



para to da ' 2 C0(
) :

Prop osição 1.15. [89, Teorema 1.39] Seja (un) uma sequência limitada em L1(
) .

Então existe uma medida não-negativa � 2 M (
) tal que, a menos de subsequência,

jun jdx * � (convergência fraca) no sentido de medida. Além disso,

Z



d� � lim inf

n!1

Z



jun jdx:

Como consequência desta prop osição obtemos o

Corolário 1.16. Suponhamos (un )n � Lp(
) ; 1 � p < 1 ; limitada tal que , u�
n ! 0

quase sempre em 
 . Então, jun jpdx * � no sentido de medida e

Z



d� � lim inf

n!1

Z



(u+

n )pdx:

Prova. Observemos que é su�ciente mostrar que

lim inf
n!1

Z



jun jpdx � lim inf

n!1

Z



(u+

n )pdx: (1.20)

Desde que (u�
n ) é limitada em Lp(
) , segue do Lema de Brezis-Lieb que u�

n ! 0 em

Lp(
) . Para provar (1.20) usaremos a seguinte desigualdade:

r p + sp � (r + s)p � C(p)r p� 1s; r; s � 0 e p > 1: (1.21)

Assumindo p or um instante (1.21), temos

lim inf
n!1

Z



(u+

n )pdx = lim inf
n!1

Z




�
(u+

n )p + ( u�
n )p

�
dx � lim inf

n!1

Z



jun jpdx;

p ois (u+
n )p� 1u�

n = 0 quase sempre em 
 , e isto conclui (1.20).

Veri�cação de (1.21): p o demos sup or 0 < s � r e t = s=r , de mo do que é

su�ciente provar que

(1 + t)p � C(p)t � 1 + tp; 0 < t � 1:

Para tanto, é su�ciente observar que

lim
t ! 0

1 + tp � (1 + t)p

t
= � p:

�
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Recordamos agora que a melhor constante da imersão de D1;2
0 (
) em L2�

(
) é dada

p or

S = inf
u2D 1;2

0 (
) ;u6=0

R

 jr uj2dx

� R

 juj2� dx

� 2
2�

:

Além disso, S indep ende do domínio 
 .

Por questão de clareza e referência, enunciaremos o Lema I.1 de [55] abaixo em sua

versão em domínio não limitado, que p o de ser encontrada em [15, Lema 3.2].

Lema 1.17 (Lions) . Seja (un) uma sequência limitada em D1;2
0 (
) tal que un * u em

D1;2
0 (
) , jr un j2dx * � e jun j2

�
dx * � (convergência fraca) no sentido de medida sobre

RN
, a menos de subsequência, onde � e � são medidas limitadas e não-negativas sobre

RN
. Então:

(i ) existe um conjunto de índices no máximo enumerável � , uma família de pontos

f x j 2 
; j 2 � g e uma família de números positivos f � j ; j 2 � g tais que

� = juj2
�
dx +

X

j 2 �

(� j )2=2�
� x j ;

onde � x j é a medida de Dirac em x j ;

(ii ) para alguma família de números positivos f � j > 0;j 2 � g

� � jr uj2dx +
X

j 2 �

(� j )2=2�
� x j

e S(� j )2=2�
� � j . Em particular,

X

j 2 �

(� j )2=2�
< 1 :

Fazendo uso dos resultados anteriores, considerando (un )n � D 1;2
0 (
) , de�nimos

� 1 = lim
r !1

lim sup
n!1

Z

fj x j>r g
jr un j2dx

e (1.22)

� 1 = lim
r !1

lim sup
n!1

Z

fj x j>r g
jun j2

�
dx;

e temos o seguinte resultado que se encontra em [15, Lema 3.3]:

Lema 1.18. Seja (un)n � D 1;2
0 (
) uma sequência limitada. Então, � 1 e � 1 existem e

satisfazem:

lim sup
n!1

Z



jr un j2dx =

Z



d� + � 1 ;
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lim sup
n!1

Z



jun j2

�
dx =

Z



d� + � 1 :

Além disso, S(� 1 )
2

2� � � 1 :

Observação 1.19. Desde que (un)n � D 1;2
0 (
) é limitada, tem-se un * u em D1;2

0 (
) .

Aplicando a Proposição 1.15 obtemos

jr (un � u)j2dx * ~� e jun � uj2
�
dx * ~�;

em M (
) : Como consequência do Lema de Brezis-Lieb temos

� = jr uj2dx + ~�; � = juj2
�
dx + ~�;

lim
r !1

lim sup
n!1

Z

fj x j>r g
jr (un � u)j2dx = � 1

e

lim
r !1

lim sup
n!1

Z

fj x j>r g
jun � uj2

�
dx = � 1 :

Com efeito, dada  2 C0(
) (assumiremos que  � 0, pois do contrário argumentamos

com  +
e  �

, como �cará claro), o Lema de Brézis-Lieb nos garante que

lim
n!1

Z



 

�
jun j2

�
� j uj2

� �
dx = lim

n!1

Z



 

�
jun � uj2

� �
dx =

Z



 d ~�:

Então, Z



 d� = lim

n!1

Z



 jun j2

�
dx =

Z



 juj2

�
dx +

Z



 d ~�:

Conclui-se então que � = juj2
�
dx + ~� . Ainda pelo Lema de Brezis-Lieb, tem-se

lim
n!1

Z

fj x j>r g

�
jun j2

�
� j un � uj2

� �
dx =

Z

fj x j>r g
juj2

�
dx;

de modo que

lim
r !1

lim sup
n!1

Z

fj x j>r g

�
jun j2

�
� j un � uj2

� �
dx = 0:

Nosso ob jetivo imediato é estab elecer alguns resultados técnicos que se utilizam dos

Lemas 1.17 e 1.18, e que serão essenciais na prova da condição de Palais-Smale para o

funcional I .
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Se (un ; vn ) é uma sequência limitada em E � E , temos que (un) e (vn ) são limitada

em D1;2(
) e, consequentemente, un * u e vn * v em D1;2(
) . Pelo Lema 1.17, temos

jr (un � u)j2dx * ~� jr (vn � v)j2dx * ��

jun � uj2
�
dx * ~� jvn � vj2

�
dx * ��

~� =
X

j 2 � 1

~� j � x j �� =
X

j 2 � 2

�� j � x j

~� �
X

j 2 � 1

~� j � x j �� �
X

j 2 � 2

�� j � x j

S(~� j )
2

2� � ~� j S(�� j )
2

2� � �� j

(1.23)

e p elo Lema 1.18

S(~� 1 )
2

2� � ~� 1 e S(�� 1 )
2

2� � �� 1 ;

onde � 1 e � 2 são os conjuntos de índices relativos a (un � u) e (vn � v) , resp ectivamente,

b em como ~� 1 ; ~� 1 ; �� 1 e �� 1 são de�nidos em (1.22) relativos a (un � u) e (vn � v) ,

resp ectivamente.

Lema 1.20. Seja (un ; vn ) uma sequência limitada em E � E tal que

I 0(un ; vn ) ! 0; n ! 1 :

Então,

~� j = �� j = 0 ou ~� j + �� j �
� S

a + b

� N
2

:

Em particular, os conjuntos de índices � 1 e � 2 relativos a (un � u) e (vn � v) ,

respectivamente, são no máximo �nitos.

Prova. Desde que (un)n e (vn )n são limitadas em E , existem u; v 2 E tais que

un * u e vn * v; n ! 1 ;

em E: Então, p ela Prop osição 1.14 I 0(u; v) = 0 e u; v � 0:

Denotemos � = � 1 [ � 2 e consideremos ' 2 C1
0 (RN ; [0; 1]) tal que ' � 1 em B1(0)

e ' � 0 em B c
2(0) . Para cada j 2 � e " > 0 dado su�cientemente p equeno, de�namos

' j
" (x) = '

�
x � x j

"

�
=

(
1; jx � x j j � "

0; jx � x j j � 2":
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Observamos que (' j
" un ; ' j

" vn ) é limitada em E . De fato,

k' j
" unk2 �

Z




�
2jr un j2 + V(x)u2

n

�
' j

" dx + 2
Z



junr ' j

" j
2dx

� C + 2
� Z



jun j2

�
dx

� 2
2�

� Z



jr ' j

" j
N dx

� 2
N

� C + C
� Z

B 2 (0)
jr ' (y)jN dy

� 2
N

:

A�m de reduzir as expressõ es, denotaremos

kun � uk2
' "

:=
Z




�
jr (un � u)j2 + V(x)(un � u)2

�
' j

" dx

(resp. kvn � vk2
' "

). Desde que I 0(un ; vn ) ! 0; temos

hI 0(un ; vn ) � I 0(u; v); (' j
"vn ; ' j

" un ) � (' j
" v; ' j

" u)i = o n (1);

i.e.,

kun � uk2
' "

+ kvn � vk2
' "

=
Z



[(u � un)r (un � u) + ( v � vn )r (vn � v)] r ' j

" dx

+
Z




�
a(u+

n )2� � 1(vn � v) + b(v+
n )2� � 1(un � u)

�
' j

" dx

+
Z




�
a(u+ )2� � 1(v � vn ) + b(v+ )2� � 1(u � un )

�
' j

" dx

+ o n (1): (1.24)

Usando a desigualdade de Sob olev obtemos:

Z



V(x)(un � u)2' j

" dx = o n (1);
Z



V(x)(vn � v)2' j

" dx = o n (1); (1.25)

Z



[(u � un)r (un � u) + ( v � vn )r (vn � v)]r ' j

" dx = o n (1); (1.26)

e Z




�
a(u+ )2� � 1(v � vn ) + b(v+ )2� � 1(u � un )

�
' j

" dx = o n (1): (1.27)
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Aplicando as estimativas (1.25)-(1.27) em (1.24), obtém-se

3

Z



jr (un � u)j2' j

" dx +
Z



jr (vn � v)j2' j

" dx

�
Z




�
a(u+

n )2� � 1jvn � vj + b(v+
n )2� � 1jun � uj

�
' j

" dx + o n (1)

� a
� Z



jun j2

�
' j

" dx +
Z



jvn � vj2

�
' j

" dx
�

(1.28)

+ b
� Z



jvn j2

�
' j

" dx +
Z



jun � uj2

�
' j

" dx
�

+ o n (1):

Agora temos

lim
n!1

Z



' j

" jr (un � u)j2dx =
Z



' j

" d~� �
Z

B " (x j )
d~� = ~� (B " (x j )) :

Analogamente,

lim
n!1

Z



' j

" jr (vn � v)j2dx � �� (B " (x j )) :

Tamb ém temos

lim
n!1

Z



' j

" jun j2
�
dx =

Z



' j

" d� �
Z

B 2" (x j )
d� = � (B2" (x j )) :

Do mesmo mo do,

lim
n!1

Z



' j

" jvn j2
�
dx � �̂ (B2" (x j )) ;

lim
n!1

Z



' j

" jun � uj2
�
dx � ~� (B2" (x j )) e lim

n!1

Z



' j

" jvn � vj2
�
dx � �� (B2" (x j )) :

Portanto, retornando a (1.28), obtemos

~� (B " (x j )) + �� (B " (x j )) � a
�
� (B2" (x j )) + �� (B2" (x j ))

�

+ b
�
�̂ (B2" (x j )) + ~� (B2" (x j ))

�
:

Fazendo agora " ! 0, lembrando da Observação 1.19, segue-se que

~� j + �� j � a
�
~� j + �� j

�
+ b

�
�� j + ~� j

�

= ( a + b)(~� j + �� j ):

Sendo S(~� j )
2

2� � ~� j e S(�� j )
2

2� � �� j , tem-se

4

S(~� j + �� j )
2

2� �
�

S(~� j )
2

2� + S(�� j )
2

2�

�
� (~� j + �� j ) � (a + b)(~� j + �� j ); (1.29)

3 r 2� � 1s � r 2�
+ s2�

; r; s � 0 e

2� � 1
2� + 1

2� = 1 :
4

Desde que t 7! t
2

2�
é côncava, (a + b)

2
2� � a

2
2� + b

2
2�

, para a; b � 0:
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ou seja,

~� j = �� j = 0 ou ~� j + �� j �
� S

a + b

� N
2

:

Pelo Lema 1.17,

X

j 2 �

(~� j + �� j )2=2�
< 1 :

Portanto, necessariamente � deve ser no máximo �nito, completando assim a prova do

lema. �

Lema 1.21. Seja (un ; vn ) uma sequência limitada em E � E tal que

I 0(un ; vn ) ! 0; n ! 1 :

Então,

~� 1 = �� 1 = 0 ou ~� 1 + �� 1 �
� S

a + b

� N
2

;

onde ~� 1 e �� 1 são de�nidos em (1.22) relativos a (un � u) e (vn � v) , respectivamente.

Prova. A prova é análoga a do lema anterior. Desde que (un)n e (vn )n são limitadas

em E , existem u; v 2 E tais que

un * u e vn * v; n ! 1 ;

em E: Dado R > 0, consideremos � R 2 C1 (RN ; [0; 1]) tal que

� R(x) =

(
0; jxj � R

1; jxj � 2R:

Temos (� Run ; � Rvn ) é limitada em E . A�m de simpli�car as expressõ es, denotemos

kun � uk2
� R

=
Z




�
jr (un � u)j2 + V(x)(un � u)2

�
� Rdx ( resp. kvn � vk2

� R
):

Desde que I 0(un ; vn ) ! 0; n ! 1 ; temos

hI 0(un ; vn) � I 0(u; v); (� Rvn ; � Run ) � (� Rv; � Ru)i = o n (1);

que implica em

kun � uk2
� R

+ kvn � vk2
� R

�
Z



[(u � un)r (un � u) + ( v � vn )r (vn � v)]r � Rdx

+
Z




�
au2� � 1(v � vn ) + bv2� � 1(u � un )

�
� Rdx

+ a
� Z



jun j2

�
� Rdx +

Z



jvn � vj2

�
� Rdx

�
(1.30)

+ b
� Z



jvn j2

�
� Rdx +

Z



jun � uj2

�
� Rdx

�
+ o n (1):
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Usando as limitaçõ es de (un )n e (vn )n em E , as imersõ es de Sob olev e a desigualdade

de Hölder, tem-se:

lim
R!1

lim sup
n!1

Z



[(u � un)r (un � u) + ( v � vn )r (vn � v)]r � Rdx = 0 (1.31)

e

lim
R!1

lim sup
n!1

Z




�
au2� � 1(v � vn ) + bv2� � 1(u � un )

�
� Rdx = 0: (1.32)

Desde que Z



jr (un � u)j2� Rdx � k un � uk2

� R
(resp. (vn � v) ) ;

aplicando as estimativas (1.31)-(1.32) em (1.30) e lembrando a Observação 1.19,

obtemos

~� 1 + �� 1 � a(~� 1 + �� 1 ) + b(�� 1 + ~� 1 ) = ( a + b)(~� 1 + �� 1 ):

Portanto, de mo do análogo a (1.29), concluímos a prova. �

O próximo lema é nosso último passo em direção a prova da condição (P S)c para o

funcional I .

Lema 1.22. Seja (un ; vn )n uma sequência em E � E tal que

I (un ; vn) ! c > 0 e I 0(un ; vn ) ! 0; n ! 1 :

Se c(a + b)
N
2 =minf a; bg < S

N
2 =N , então (un)n e (vn )n possuem subsequências

convergentes em L2�
(
) :

Prova. Pelo Lema 1.13, temos un * u e vn * v em E e, além disso,

2I (un ; vn ) � I 0(un ; vn )(un ; vn ) = 2 c + o n (1):

Então,

2c + o n (1) =
�

1 �
2
2�

� Z




�
a(u+

n )2�
+ b(v+

n )2� �
dx

=
2
N

a
Z



(u+

n )2�
dx +

2
N

b
Z



(v+

n )2�
dx: (1.33)

Passando ao limite inferior, p elo Corolário 1.16, obtemos

Z



d� +

Z



d�̂ �

cN
minf a; bg

<
� S

a + b

� N
2

;
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onde � = u2�
dx + ~� e �̂ = v2�

dx + �� . Pela Observação 1.19, ~� j + �� j � � (
) + ^ � (
) para

cada j 2 � , donde segue do Lema 1.20 que ~� j = �� j = 0 para cada j 2 � . Ainda usando

(1.33), para cada R > 0, tem-se

2
N

a
Z

fj x j>R g
(u+

n )2�
dx +

2
N

b
Z

fj x j>R g
(v+

n )2�
dx � 2c + o n (1);

note que estendemos un e vn como zero em RN n 
 . Desde que u�
n ! 0 em L2�

(
) ,

temos

lim
R!1

lim sup
n!1

Z

fj x j>R g
(u+

n )2�
dx = ~� 1

(resp. ( v+
n ) ). Então,

~� 1 + �� 1 �
cN

minf a; bg
<

� S
a + b

� N
2

;

e tamb ém ~� 1 = �� 1 = 0 . Portanto,

� = u2�
dx e �̂ = v2�

dx

e, consequentemente, p elo Lema 1.18, obtemos

lim sup
n!1

Z



jun j2

�
dx =

Z



u2�

dx ( resp. vn ) :

Desde que un * u em L2�
(
) (resp. vn ), temos

Z



u2�

dx � lim inf
n!1

Z



jun j2

�
dx ( resp. vn ) ;

ou seja, lim
n!1

Z



jun j2

�
dx =

Z



u2�

dx ( resp. vn ) que juntamente com o Lema de Brezis-

Lieb conclui a prova. �

Finalmente temos o sup orte su�ciente para provar que I satisfaz a condição (P S)c

para c > 0 sob certa restrição.

Prop osição 1.23. Seja (un ; vn ) uma sequência em E � E tal que

I (un ; vn) ! c > 0 e I 0(un ; vn ) ! 0; n ! 1 : (1.34)

Se c(a + b)
N
2 =minf a; bg < S

N
2 =N , então (un ; vn) possui uma subsequência convergente

em E � E .

40



Prova. Pelo Lema 1.13, (un ; vn )n é limitada em E � E , de mo do que (un ; vn ) * (u; v)

em E � E , a menos de subsequência. Em consequência disto e de (1.34), temos

I 0(un ; vn )(vn ; un) = o n (1):

Isto juntamente com a Prop osição 1.14, implicam

hI 0(un ; vn ) � I 0(u; v); (vn ; un) � (v; u)i = o n (1):

Então, usando a de�nição de I 0
(veja (1.4)), obtemos

kun � uk2 + kvn � vk2 =
Z




�
a(u+

n )2� � 1(vn � v) + b(v+
n )2� � 1(un � u)

�
dx (1.35)

+
Z




�
au2� � 1(v � vn ) + bv2� � 1(u � un)

�
dx + o n (1):

Desde que un * u e vn * v; n ! 1 ; p ela desigualdade de Sob olev juntamente com

o Lema 1.22, temos

Z



jun j2

� � 1jvn � vjdx �
� Z



jun j2

�
dx

� 2� � 1
2�

� Z



jvn � vj2

�
dx

� 1
2�

! 0 (1.36)

e, analogamente,

Z



jvn j2

� � 1jun � ujdx ! 0;
Z



juj2

� � 1jvn � vjdx ! 0 (1.37)

e Z



jvj2

� � 1jun � ujdx ! 0; n ! 1 : (1.38)

Portanto, de (1.35)-(1.38), obtém-se

kun � uk2 + kvn � vk2 = o n (1);

isto conclui a prova. �

1.3 Prova dos Teorema 1.1 e 1.2

Com os resultados desenvolvidos nas duas primeiras seçõ es estab elecidos, vamos

apresentar as provas dos Teoremas 1.1 e 1.2.

Para cada ~ > 0, temos J~ : E ! R dado p or

J~(w) = I ~(w +  w ; w �  w):
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Usando o Lema 1.9, temos que existe uma sequência (wn )n � E tal que

J~(wn) ! c~ e J 0
~(wn) ! 0 em E 0; (1.39)

onde c~ = c~(a; b) > 0 é o nível minimax do funcional J~ , isto é,

c~ = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J~( (t)) > 0; (1.40)

onde � = f  2 C([0; 1]; E);  (0) = 0 e J~( (1)) < 0g:

Lema 1.24. Dado ~ > 0, sob a hipótese (V 1) , temos

minf a; bg(N � 2)=2c~ � C~N ;

para algum C > 0.

Prova. Com o mesmo argumento desenvolvido para obter (1.17), dado � 2

C1
0 (
 1); � � 0; tal que � (x) � a0 > 0 para to do x 2 K , onde K � supp (� ) , obtemos

J~(t� ) ! �1 ; t ! 1 :

Então, existe t0
~ = t0

~(a; b) > 0 tal que J~(t0
~� ) < 0. Po demos assim considerar

 0 : [0; 1] ! E de�nido p or

 0(t) = tt 0
~�;

de mo do que  0 2 � = f  2 C([0; 1]; E);  (0) = 0 e J~( (1)) < 0g. Então,

c~ = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J~( (t)) � max
t2 [0;1]

J~( 0(t)) = J~(t~� );

para algum t~ = t~(a; b) > 0. Logo,

c~ � t2
~k� k2

~ � k  t~ � k2
~ �

1
2�

Z




h
a((� +   t ~ � )+ )2�

+ b((� �   t ~ � )+ )2�
i

dx

� t2
~

Z


 1

~2jr � j2dx = C~2t2
~; (1.41)

C > 0. Por outro lado, temos

0 = J 0
~(t~� )( t~� ) = I 0

~ (t~� +  t~ � ; t~� �  t~ � ) ( t~�; t ~� ) ;

ou seja,

ht~� +  t~ � ; t~� i + ht~� �  t~ � ; t~� i = a
Z




�
(t~� +  t~ � )+

� 2� � 1
t~�dx

+ b
Z




�
(t~� �  t~ � )+

� 2� � 1
t~�dx:
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Assim,

2t2
~k� k2

~ =
Z




h
a

�
(t~� +  t~ � )+

� 2� � 1
+ b

�
(t~� �  t~ � )+

� 2� � 1
i

t~�dx

�
minf a; bg

22� � 1

Z




�
(t~� +  t~ � )+ + ( t~� �  t~ � )+

� 2� � 1
t~�dx (1.42)

�
minf a; bg

22� � 1

Z




�
(2t~� )+

� 2� � 1
t~�dx:

Resulta então que

t2� � 2
~ �

2
minf a; bg

~2
Z


 1

jr � j2dx
� Z

K
� 2�

dx
� � 1

=
C1

minf a; bg
~2;

C1 > 0. Retornando a (1.41), obtemos

c~ �
�

C1

minf a; bg
~2

� 2
2� � 2

C~2 = C2 minf a; bg� (N � 2)=2~N ;

C2 > 0, e concluímos a prova do lema. �

Prop osição 1.25. Sob a hipótese (V 1) , existe ~0 > 0 tal que, para cada ~ 2 (0; ~0], o

funcional J~ possui um ponto crítico não-trivial w~ 2 E tal que

J~(w~) = c~ = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J~( (t)) :

Prova. Pelo Lema 1.24, existe ~0 > 0 tal que para to do ~ 2 (0; ~0], temos

c~(a + b)
N
2 =minf a; bg <

1
N

S
N
2 :

Então, usando a Observação 1.12 e a Prop osição 1.23, tem-se que J~ satisfaz a condição

(P S)c~ . Assim, a sequência de (1.39) p ossui uma subsequência convergente, ou seja, a

menos de subsequência,

wn ! w~ em E:

Logo, w~ é um p onto crítico de J~ e segue da continuidade e de (1.40) que

J~(w~) = c~ = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J~( (t)) :

Isto conclui a prova. �

Prova do Teorema 1.1. Pela Prop osição 1.25 existe ~0 > 0 tal que, para cada
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~ 2 (0; ~0], existe um p onto crítico não-trivial w~ do funcional J~ . Então, p ela

Prop osição 1.8, temos que (w~+  w~ ; w~�  w~ ) é um p onto crítico não-trivial do funcional

I ~ . Além disso, p ela Prop osição 1.14 u~ := w~ +  w~ ; v~ := w~ �  w~ � 0. Resta-nos

provar a regularidade e p ositividade de u~ e v~ . Para tanto, somando as duas equaçõ es

de (S1)~ obtemos

� ~2�( u~ + v~) + V(x)(u~ + v~) = au2� � 1
~ + bv2� � 1

~ em 


(a igualdade é no sentido fraco). Denotemos

k(x; u~ + v~) = (1 =~2)
�
� V (x)(u~ + v~) + au2� � 1

~ + bv2� � 1
~

�

e

K (x) =
k(x; u~ + v~)
1 + ( u~ + v~)

:

Assim,

� �( u~ + v~) = K (x)(1 + ( u~ + v~)) em 
 : (1.43)

A�rmação: K 2 L
N
2

loc(
) .

De fato,

jK (x)j �
�
� � V (x)(u~ + v~) +

�
au2� � 1

~ + bv2� � 1
~

� �
� =(1 + ( u~ + v~))

� V (x) + max f a; bg(u~ + v~)2� � 2:

Desde que (2� � 2)N=2 = 2�
, usando a imersão de Sob olev e o fato que V é contínuo,

concluímos a prova da a�rmação.

Retornando agora a equação (1.43), devido ao resultado de Brézis-Kato (veja [85,

Lema B.3]) temos que u~ + v~ 2 L r
loc(
) , para to do r 2 (1; 1 ): Em particular,

u~; v~ 2 L r
loc(
) , para to do r 2 (1; 1 ): Usando então teoria de regularidade elíptica

obtemos que 2w~ = u~ + v~ 2 C2(
) \ C1;� (
) ; 0 < � < 1. Retornando agora a

(1.10) e usando o fato que 2 w~ = u~ � v~ 2 L r
loc(
) , para to do r 2 (1; 1 ); p or

teoria de regularidade elíptica temos  u~ 2 C2(
) \ C1;� (
) ; 0 < � < 1. Portanto,

u~; v~ 2 C2(
) \ C1;� (
) ; 0 < � < 1, e u~; v~ � 0. Por �m, p ela primeira equação do

Sistema (S1)~ , temos

� ~2� u~ + V(x)u~ = bv2� � 1
~ � 0 em 
 :
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Então, aplicando o Princípio do Máximo (veja [85, Teorema B.4]), obtemos que u~ > 0

em 
 . Utilizando o mesmo argumento com a segunda equação do Sistema (S1)~ , teremos

v~ > 0 em 
 . Isto conclui a prova.

Com um resultado de existência estab elecido, nosso interesse passa a ser o estudo

de existência de solução do tip o ground state para (S1)~ . Relembramos que p or uma

solução ground state , entende-se uma solução que p ossui a menor energia dentre to das

as soluçõ es de (S1)~ , isto é, uma solução que minimiza o problema variacional

~c~ = inf fI ~(u; v); (u; v) 6= (0 ; 0) é solução de (S1)~g: (1.44)

Com o ob jetivo de provar a existência de solução do tip o ground state, o primeiro passo

a ser dado é mostrar o lema a seguir.

Lema 1.26. Para cada ~ > 0, o ín�mo ~c~ em (1.44) é positivo.

Prova. Se (u; v) 6= (0 ; 0) é uma solução de (S1)~ , então

Z




�
~2r ur � + V(x)u�

�
dx = b

Z



jvj2

� � 2v�dx (1.45)

e Z




�
~2r vr ' + V(x)v'

�
dx = a

Z



juj2

� � 2u'dx; (1.46)

para to do �; ' 2 E: Em particular, se � = u então, usando a desigualdade de Hölder

juntamente com a de Sob olev em (1.45), obtemos

kuk2
~ = b

Z



jvj2

� � 2vudx � b
� Z



jvj2

�
dx

� 2� � 1
2�

� Z



juj2

�
dx

� 1
2�

� bC~kvk2� � 1
L 2� kuk~;

(1.47)

para algum C~ > 0. Desde que u 6= 0 , segue que

kuk~ � bC~kvk2� � 1
L 2� :

Fazendo agora � = v e ' = u em (1.45) e (1.46), resp ectivamente, tem-se

b
Z



jvj2

�
dx =

Z




�
~2r ur v + V(x)uv

�
dx = a

Z



juj2

�
dx: (1.48)

Então, usando novamente a desigualdade de Sob olev,

kukL 2� � C~kuk~ � b~C~kvk2� � 1
L 2� = ~C~b(a=b)

2� � 1
2� kuk2� � 1

L 2� ;
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que implica em kukL 2� � Ĉ~ , para algum Ĉ~(a; b) > 0. Rep etindo o argumento para v ,

tamb ém obtemos kvkL 2� � Ĉ~ . Em �m, ainda p or (1.48), temos

I ~(u; v) =
�

1
2

�
1
2�

� �
a

Z



juj2

�
dx + b

Z



jvj2

�
dx

�
� C > 0;

para alguma constante C = C(~; a; b) > 0. Concluímos assim a prova do lema. �

Com o lema anterior completamos os requisitos necessários para a prova do Teorema

1.2.

Prova do Teorema 1.2. Pela Prop osição 1.25 existe ~0 > 0 tal que, para cada

~ 2 (0; ~0], existe um p onto crítico não-trivial w~ do funcional J~ . Então, p ela

Prop osição 1.8, (w~ +  w~ ; w~ �  w~ ) é um p onto crítico não-trivial para o funcional

I ~ . Assim, p ela Prop osição 1.14 w~ +  w~ ; w~ �  w~ � 0. Logo, em particular,

(w~ +  w~ ; w~ �  w~ ) é um p onto crítico não-trivial do funcional I ~ e

c~ = J~(w~) = I ~(w~ +  w~ ; w~ �  w~ ):

Então, ~c~ � c~ .

Seja (un
~; vn

~ )n � E � E uma sequência de soluçõ es de (S1)~ tal que

I ~(un
~; vn

~ ) ! ~c~; n ! 1 :

Então, (un
~; vn

~ )n é uma sequência (P S)~c~ para I ~: Desde que

~c~(a + b)
N
2 =minf a; bg � c~(a + b)

N
2 =minf a; bg <

1
N

S
N
2 ; (1.49)

p ela Prop osição 1.23, (un
~; vn

~ )n p ossui uma subsequência convergente, ainda denotada

p or (un
~; vn

~ )n , tal que (un
~; vn

~ ) ! (~u~; ~v~) em E � E . Portanto, usando a continuidade e

a Prop osição 1.14, obtemos

I ~(~u~; ~v~) = ~c~ e I 0(~u~; ~v~) = 0 ;

e a prova está completa.

1.4 Prova do Teorema 1.3

Motivados p elos resultados das seçõ es anteriores, veremos que o Teorema 1.3 p o de

ser obtido de forma b em direta, aplicando-se o Teorema do Passo da Montanha para

funcionais com simetria par, tamb ém devido Ambrosetti-Rabinowitz [7], em uma versão

obtida p or Silva [77], a sab er, aplicaremos o seguinte teorema:
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Teorema 1.27. Sejam Y = X � Z um espaço de Banach real, onde Z tem dimensão

�nita, e F 2 C1(Y;R) um funcional par tal que F (0) = 0 e satisfaz:

(F1) existe uma constante � > 0 tal que F j@B� (0) \ X � 0, onde

B � (0) = f u 2 Y; kuk � � g;

(F2) existe um subespaço W de Y , com dim Z < dim W < 1 , tal que max
u2 W

F (u) < M;

para algum M > 0;

(F3) considerando M dado em (F2) , F satisfaz (P S)c para todo 0 < c � M:

Então, F possui ao menos k = dim W � dim Z pares de pontos críticos não triviais.

O ob jetivo é aplicar este teorema a um funcional adequado. Chamamos a atenção

agora para algumas p equenas mo di�caçõ es que faremos sobre o conteúdo das seçõ es

anteriores. Relembramos que o funcional I ~ : E � E ! R asso ciado ao sistema (S1)~ ,

de�nido em (1.2) é:

I ~(u; v) =
Z




�
~2r ur v + V(x)uv

�
dx �

a
2�

Z



juj2

�
dx �

b
2�

Z



jvj2

�
dx:

Temos tamb ém o funcional reduzido J ~ : E ! R de�nido p or

J ~(w) = I ~(w +  w ; w �  w) = max
� 2 E

I ~((u +  ; u �  )) ;

ou seja,

J ~(w) = kwk2
~ � k  wk2

~ �
1
2�

Z




�
ajw +  w j2

�
+ bjw �  w j2

� �
dx: (1.50)

Este é o funcional que aplicaremos o Teorema 1.27. Observamos que J ~ 2 C2(E) e sua

derivada primeira é dada p or (veja (1.3))

J 0
~(w)( ' ) = I 0

~(w +  w ; w �  w)( '; ' )

= 2hw; ' i ~ �
Z




�
ajw +  w j2

� � 2(w +  w) + bjw �  w j2
� � 2(w �  w)

�
'dx;

(1.51)

para to do ' 2 E .
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Observação 1.28. O funcional J ~ é par. De fato, para cada w;  2 E , temos

I ~(� (w+  ; w �  )) = h� (w+  ); � (w�  )i ~ �
a
2�

Z



j � (w+  )j2

�
dx�

b
2�

Z



j � (w�  )j2

�
dx:

Então, I ~(� (w +  ; w �  )) = I ~((w +  ; w �  )) e, consequentemente,

J ~(� w) = max
� 2 E

I ~(� w + �; � w � � ))

= max
 2 E

I ~(� w �  ; � w +  )

= max
� 2 E

I ~((w +  ; w �  )) ;

isto é, J ~(� w) = J ~(w) .

Agora vamos desenvolver as preliminares necessárias a veri�cação das hip óteses do

Teorema 1.27. A prop osição que apresentamos a seguir, é uma adaptação da Prop osição

1.23 e sua prova é a mesma, ap enas com mo di�caçõ es correlatas.

Prop osição 1.29. Sejam M > 0 e a; b > 0. Suponhamos que

M (a + b)
N
2 =minf a; bg <

1
N

S
N
2 :

Se (un ; vn)n é uma sequência em E � E tal que

I ~(un ; vn ) ! c~ > 0 e I 0
~(un ; vn) ! 0; n ! 1 ;

então (un ; vn) possui uma subsequência convergente em E � E , para todo c~ � M .

O próximo lema é o último requisito fundamental a veri�cação das hip óteses do

Teorema 1.27.

Lema 1.30. Suponha que V satisfaz (V 1) . Então, dado k 2 N, existe um subespaço

Wk de E tal que dim(Wk) = k e

minf a; bg(N � 2)=2 max
w2 Wk

J ~(w) � C~N ;

para algum C > 0.

Para que a prova do lema não �que muito extensa, faremos a seguir um resultado

que nos auxiliará na prova.
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Lema 1.31. Para qualquer subespaço W de E com dimensão �nita, temos

J ~(w) ! �1 quando kwk~ ! 1 ; w 2 W:

Prova. Considere W � E um sub espaço com dimensão �nita. Por contradição,

sup onha que existe uma sequência não limitada (wn)n � W tal que

lim inf
n!1

J ~(wn ) > �1 :

Então,

� C � J ~(wn) = kwnk2
~ � k  wn k2

~ �
a
2�

Z



jwn +  wn j2

�
dx �

b
2�

Z



jwn �  wn j2

�
dx;

para algum C > 0 e para to do n 2 N. Desde que

j2wn j2
�

� 22� �
jwn +  wn j2

�
+ jwn �  wn j2

� �
;

obtemos

minf a; bg
2�

Z



jwn j2

�
dx �

a
2�

Z



jwn +  wn j2

�
dx +

b
2�

Z



jwn �  wn j2

�
dx

� k wnk2
~ + C:

Logo, dividindo esta desigualdade p or kwnk2�

~ , segue que

lim
n!1

Z




�
�
�
�

wn

kwnk~

�
�
�
�

2�

dx = 0: (1.52)

Por outro lado, temos que a sequência (wn=kwnk~)n é limitada em W . Desde que W tem

dimensão �nita, (wn=kwnk~)n p ossui uma subsequência convergente, tamb ém denotada

p or (wn=kwnk~)n , ou seja,

wn=kwnk~ ! w0; quando n ! 1 :

Então, kw0k~ = 1 . Isto contradiz (1.52). Concluímos assim a prova. �

Agora p o demos provar o Lema 1.30.

Prova do Lema 1.30. Consideremos 
 1 o ab erto da condição (V 1) e x1; x2; : : : ; xk 2


 1 tais que x i 6= x j sempre que i 6= j , ou seja, dois a dois distintos. Desde que 
 1 é

ab erto, temos para cada x i uma b ola ab erta B r i (x i ) de raio r i > 0 e centro x i tal que

B r i (x i ) � 
 1 e

B r i (x i ) \ B r j (x j ) = ; para i 6= j:
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Consideremos agora para cada i 2 f 1; 2; : : : ; kg uma função � i 2 C1
0 (B r i =2(x i )) ; � i � 0

tal que � i (x) � � i > 0 para to do x 2 B r i =4(x i ) . De�namos agora o sub espaço

Wk = [ � 1; � 2; : : : ; � k ];

isto é, o espaço gerado p or � 1; � 2; : : : ; � k . Por construção, supp (� i ) \ supp (� j ) = ; para

i 6= j . Isto implica que

h� i ; � j i ~ = 0; para i 6= j;

ou seja, o conjunto f � 1; � 2; : : : ; � kg é ortogonal. Em particular, dim(Wk) = k e cada

w 2 Wk é escrito de mo do único p or w = t1� 1+ t2� 2+ : : :+ tk � k , onde (t1; t2; : : : ; tk) 2 Rk
.

Denotando t = ( t1; t2; : : : ; tk) e � = ( � 1; � 2; : : : ; � k) , p o demos escrever

w = t � �:

Agora, desde que a dimensão de Wk é �nita, p elo Lema 1.31, temos

0 < max
w2 Wk

J ~(w) = max
t2 Rk

J ~(t � � ) = max
t2 B r [0]

J ~(t � � ) = J ~(t~ � � ); (1.53)

para algum t~ = ( t~
1; t~

2; : : : ; t~
k) 2 B r [0], onde B r [0] � Rk

é a b ola fechada de centro 0 e

raio r > 0, su�cientemente grande. Usando a de�nição de J ~ (veja (1.50)) e a condição

(V 1) , obtemos

max
w2 Wk

J ~(w) = kt~ � � k2
~ � k  t~ �� k2

~ �
1
2�

Z




�
ajt~ � � +  t~ �� j2

�
+ bjt~ � � �  t~ �� j2

� �
dx

� k t~ � � k2
~

� ~2jt~j2
Z




�
jr � 1j2 + : : : + jr � k j2

�
dx: (1.54)

Por outro lado, segue de (1.53) que a aplicação � : Rk ! R de�nida p or

� (t) = J ~(t � � )

atinge um máximo em t~ 6= 0 . Logo,

r � (t~) = ( J 0
~(t~ � � )( � 1); : : : ; J 0

~(t~ � � )( � k)) = 0 :

Então, para cada i 2 f 1; 2; : : : ; kg, temos J 0
~(t~ � � )( t~

i � i ) = 0 : Somando os termos

obtemos

J 0
~(t~ � � )( t~ � � ) = 0 : (1.55)
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Usando a de�nição de J 0
~ (veja (1.51)), segue que

2ht~ � �; t ~ � � i ~ = a
Z



jt~ � � +  t~ �� j2

� � 2(t~ � � +  t~ �� )t~ � �dx

+ b
Z



jt~ � � �  t~ �� j2

� � 2(t~ � � �  t~ �� )t~ � �dx: (1.56)

Lembramos, veja (1.10), que

� 2�  t~ �� + 2V(x) t~ �� = � ajt~ � � +  t~ �� j2
� � 2(t~ � � +  t~ �� )

+ bjt~ � � �  t~ �� j2
� � 2(t~ � � �  t~ �� );

em E 0
. Usando �  t~ �� como função teste, obtemos

� 2k t~ �� k2
~ = a

Z



jt~ � � +  t~ �� j2

� � 2(t~ � � +  t~ �� ) t~ �� dx

+ b
Z



jt~ � � �  t~ �� j2

� � 2(t~ � � �  t~ �� )( �  t~ �� )dx:

Somando esta última igualdade a (1.56), temos

2kt~ � � k2
~ � 2k t~ �� k2

~ = a
Z



jt~ � � +  t~ �� j2

� � 2(t~ � � +  t~ �� )( t~ � � +  t~ �� )dx

+ b
Z



jt~ � � �  t~ �� j2

� � 2(t~ � � �  t~ �� )( t~ � � �  t~ �� )dx:

Então,

2kt~ � � k2
~ � 2kt~ � � k2

~ � 2k t~ �� k2
~

=
Z




�
ajt~ � � +  t~ �� j2

�
+ bjt~ � � �  t~ �� j2

� �
dx

e, usando a desigualdade

j2t~ � � j2
�

� 22� �
jt~ � � +  t~ �� j2

�
+ jt~ � � �  t~ �� j2

� �
;

temos

2kt~ � � k2
~ � minf a; bg

Z



jt~ � � j2

�
dx:

Relembrando a hip ótese (V 1) e que os sup ortes das � i são dois a dois disjuntos, tem-se

2~2
kX

i =1

Z



jr (t~

i � i )j2dx � minf a; bg
Z




�
�
�
�
�

kX

i =1

t~
i � i

�
�
�
�
�

2�

dx

= min f a; bg
kX

i =1

Z



jt~

i � i j2
�
dx:
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Assim, denotando

M0 = max
� Z



jr � i j2dx; i = 1; : : : ; k

�
e m0 = min

� Z



j� i j2

�
dx; i = 1; : : : ; k

�
;

obtém-se

2~2M0

kX

i =1

jt~
i j2 � minf a; bgm0

kX

i =1

jt~
i j2

�
:

Usando a equivalência das normas em Rk
, para algum C > 0, obtemos

2~2M0jt~j2 � minf a; bgm0Cjt~j2
�
;

onde jt~j2 =
P k

i =1 jt~
i j2 é a norma de t~ = ( t~

1; t~
2; : : : ; t~

k) 2 Rk
. Portanto,

jt~j2 �
C0

(minf a; bg)2=(2� � 2)
~4=(2� � 2);

para algum C0 > 0 indep endente de a; b e ~. Então, retornando a (1.54), concluímos a

prova do lema.

Com o lema anterior estab elecido, completamos as preliminares necessárias a prova

do Teorema 1.3.

Prova do Teorema 1.3. Precisamos essencialmente veri�car que o funcional J ~ ,

de�nido em (1.50), satisfaz as hip óteses do Teorema 1.27. Para tanto, consideramos

Z = f 0g e Y = X = E . Pela Observação 1.28 temos que J ~ é um funcional par. Além

disso, observamos que

I ~( ; �  ) = h ; �  i ~ �
a
2�

Z



j j2

�
dx �

b
2�

Z



j �  j2

�
dx � 0;

para to do  2 E . Logo, J ~(0) = max  2 E I ~( ; �  ) = 0 : A condição (F1) segue do

Lema 1.9. Pelo Lema 1.30, dado k 2 N, existe um sub espaço Wk , com dim(Wk) = k , e

~0 > 0 tal que para to do ~ 2 (0; ~0] tem-se

max
w2 Wk

J ~(w) < M;

onde M = min f a; bg(2� N )=2(1=N)SN=2
; e a condição (F2) é satisfeita. Finalmente,

p ela Prop osição 1.29 a condição (F3) é veri�cada. Então, aplicamos o Teorema 1.27 e

concluímos a prova do teorema.
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CAPÍTULO 2

SISTEMA COM CRESCIMENTO

ARBITRÁRIO

Neste capítulo estudamos existência de solução para o sistema elíptico:

(S2)~

(
� ~2� u + V(x)u = g(v) em RN ;

� ~2� v + V(x)v = f (u) em RN ;

onde ~ > 0 é um parâmetro p equeno, u; v 2 C2(RN ); N � 2. Assumiremos que

V : RN ! R é uma função radial (isto é V(x) = V(jxj) ) lo calmente Hölder contínua e

não-negativa, satisfazendo: existem constantes 0 < R 1 < r 1 < r 2 < R 2 tais que

(V 2) V (x) = 0 para to do x 2 Ar e V(x) � � > 0 para to do x 2 Ac
R = RN n AR , onde

Ar = f x 2 RN ; r1 < jxj < r 2g e AR = f x 2 RN ; R1 < jxj < R 2g:

Além disso, as funçõ es f; g 2 C1(R) são tais que:

(H 1) f (0) = f 0(0) = 0 = g(0) = g0(0);

(H 2) existe � 0 > 0 tal que

0 < (1 + � 0)f (s)s � f 0(s)s2
e 0 < (1 + � 0)g(s)s � g0(s)s2; s 2 R:
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As primitivas de f e g são F (s) =
Rs

0 f (t)dt e G(s) =
Rs

0 g(t)dt . Observamos que,

como consequência da condição (H 2) , temos a b em conhecida condição de Ambrosetti-

Rabinowitz:

0 < (2 + � 0)F (s) � f (s)s e 0 < (2 + � 0)G(s) � g(s)s; s > 0: (2.1)

Para obter (2.1), basta ap enas dividir (H 2) p or s e em seguida integrar p or partes.

Além disso, p or (2.1), existem C1; C2 > 0 tais que

F (s) � C1s2+ � 0
� C2 e G(s) � C1s2+ � 0

� C2; s � 0: (2.2)

De fato, p or (2.1), 0 < (2+ � 0)=s � f (s)=F(s) para s > 0. Integrando esta desigualdade

de s0 > 0 a s > s0 , temos ln(s=s0)2+ � 0
� ln(F (s)=F(s0)) ; isto implica (2.2).

O estudo do Sistema (S2)~ , em geral, dep ende dos comp ortamentos de f e g no

in�nito, estes sendo distintos para N = 2 e N � 3, como já foi discutido na Intro dução.

Estamos interessados em soluçõ es p ositivas de (S2)~ e p ortanto assumiremos que

f (s) = g(s) = 0 ; para to do s � 0.

Os principais resultados deste capítulo são os seguintes:

Teorema 2.1. Suponhamos que V satisfaz (V 2) , f; g satisfazem (H 1); (H 2) e

lim
s! + 1

f (s)
sp� 1

= l1 e lim
s! + 1

g(s)
sq� 1

= l2; (2.3)

com p; q > 2 e l1; l2 < 1 . Então existe ~0 > 0 tal que� para cada ~ 2 (0; ~0], o

Sistema (S2)~ possui uma solução (u~; v~) 2 H 1
rad (RN ) � H 1

rad (RN ); N � 2. Além

disso, u~; v~ 2 C2(RN ) , são positivas e

u~(x); v~(x) ! 0; jxj ! 1 :

Teorema 2.2. Suponhamos que V satisfaz (V 2) . Se f; g satisfazem (H 1); (H 2) e, além

disso, dado " > 0 existe C" > 0 tal que

f (s)t + g(t)s � " (s2 + t2) + C" (f (s)s + g(t)t); s; t 2 R; (2.4)

então existe ~0 > 0 tal que, , para cada ~ 2 (0; ~0], o Sistema (S2)~ possui uma solução

(u~; v~) 2 H 1
rad (RN ) � H 1

rad (RN ); N � 2. Além disso, u~; v~ 2 C2(RN ) , são positivas e

u~(x); v~(x) ! 0; jxj ! 1 :
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Observação 2.3. Note que no Teorema 2.1 a hipótese (2.3) é uma condição de

crescimento no in�nito, mas não há restrições quanto aos valores de p e q, podendo

ser supercríticos. Por outro lado, a condição (2.4) não é uma condição de crescimento

no in�nito e, portanto, em certo sentido, temos um crescimento arbitrário. Observamos

que os Teoremas 2.1 e 2.2 estão relacionados com os principais resultados em [2] e [5]

para problemas escalares.

Exemplos de funçõ es f e g que satisfazem (H 1) , (H 2) e (2.4) são: para s � 0,

(i ) f (s) = sp� 1
e g(s) = sp� 1 + sr � 1

, com p � r > 2, onde na hip ótese (H 2) � 0 = r � 2;

(ii ) f (s) = sp� 1
e g(s) = s2es

, com p > 2, onde na hip ótese (H 2) � 0 = 1 ;

(iii ) f (s) = s2es
e g(s) = s2es2

, onde na hip ótese (H 2) � 0 = 1 ;

(iv ) f (s) = s3es3
e g(s) = s3es4

, onde na hip ótese (H 2) � 0 = 2 .

O Exemplo (i ) mostra que existem funçõ es f e g que satisfazem (2.3) e (2.4). Os

Exemplos (ii ) � (iv ) mostram existência de funçõ es f e g que cumprem (2.4) e não

cumprem (2.3). Já o exemplo f (s) = ( s+ )p� 1
e g(s) = ( s+ )q� 1

, com p; q > 2 e p 6= q,

são de funçõ es que satisfazem (2.3) e não satisfazem (2.4). Portanto, as hip óteses (2.3)

e (2.4) não são comparáveis e o que se p o de dizer é que se complementam.

No `sentido' de crescimento no in�nito no caso do R2
, discutido na Intro dução,

temos: nos exemplos (i )� (ii ) , f e g com crescimentos no in�nito sub críticos; no exemplo

(iii ) , f com crescimento sub crítico, enquanto g com crescimento crítico, onde � 0 = 1 ; e

no quarto exemplo f e g com crescimentos sup ercríticos. Já no `sentido' de crescimento

do RN ; N � 3, o primeiro exemplo é de crescimento sub crítico se p < 2� := 2N=(N � 2),

crítico se p = 2 �
e sup ercrítico se p > 2�

, enquanto os demais exemplos são sup ercríticos.

Seria natural p ensarmos em considerar o funcional fortemente inde�nido

I ~(u; v) =
Z

RN
(~2r ur v + V(x)uv)dx �

Z

RN
(F (u) + G(v))dx; (2.5)

onde F (s) =
Rs

0 f (t)dt e G(s) =
Rs

0 g(t)dt , p ois formalmente (S2)~ é o sistema de

equaçõ es de Euler-Lagrange asso ciado ao funcional I ~: Mas isto não é p ossível. De

fato, consideremos o sub espaço de H 1(RN )

E =
�

u 2 H 1(RN ) :
Z

RN
V(x)u2dx < 1

�
;
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que é um espaço de Hilb ert quando munido do pro duto interno

hu; vi =
Z

RN
(r ur v + V(x)uv)dx; u; v 2 E; (2.6)

e norma corresp ondente kuk = hu; ui 1=2
. Notemos que, p ela hip ótese (V 2) , juntamente

com o fato que

k � k2
L 2 (A r ) � Ck � k2

L 2� (A R )

e a desigualdade de Sob olev (veja [15]), tem-se que as imersõ es

E ,! H 1(RN ) ,! L r (RN ) (2.7)

são contínuas, para to do 2 � r < 1 , se N = 2 , e 2 � r � 2� := 2N=(N � 2), se N � 3.

Para cada ~ > 0 dado, de�nimos

hu; vi ~ =
Z

RN
(~2r ur v + V(x)uv)dx; u; v 2 E; (2.8)

e E � E munido do pro duto interno

h(u; v); (�; ' )i ~ = hu; � i ~ + hv; ' i ~; u; v; �; ' 2 E; (2.9)

e norma corresp ondente k(u; v)k~ =
�
kuk2

~ + kvk2
~

� 1=2
.

Usando a hip ótese (H 1) e os limites em (2.3), dado " > 0, existe C" > 0 tal que

f (s) � "s+ + C" (s+ )p� 1
e g(s) � "s+ + C" (s+ )q� 1; s 2 R:

Então, emb ora a parte quadrática de I ~ esteja b em de�nida em E � E , mesmo o Sistema

(S2)~ sendo sub crítico no caso N � 3, p o demos ter p or exemplo 2 < q < 2� < p ; o

que torna o funcional I ~ p ossivelmente não b em de�nido em E � E . Neste caso, uma

alternativa para tentar sup erar estas di�culdades, é considerar os Espaços de Sob olev

Fracionários. Por exemplo, se g(v) = ( v+ )q
, 0 < q < 2=(N � 2); N � 3, mesmo f (s)

sendo arbitrária, de Figueiredo-Ruf [38] sup eram as di�culdades de de�nir um funcional

asso ciado ao sistema p or eles considerado, usando Espaços de Sob olev Fracionários.

Mas note que este não é o caso aqui, p ois sup omos q > 2 em (2.3). Mesmo assim,

vamos assumir, p or um momento, que seja p ossível usarmos os Espaços de Sob olev

Fracionários. Neste caso é necessário rede�nirmos a parte quadrática do funcional

I ~ , e isto a princípio não é problema. As di�culdades surgem, neste caso, quando

observamos que é necessário estimar níveis críticos do funcional I ~ , devido a falta de
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compacidade (p or exemplo, o caso p = q = 2 �
) e I ~ ser fortemente inde�nido. De fato,

as caracterizaçõ es variacionais de níveis críticos para funcionais fortemente inde�nidos

que conhecemos é no espírito de Benci-Rabinowitz [14, p. 248], e não parece simples

estimar p or cima os níveis com esta caracterização, quando o funcional I ~ esta de�nido

em H s(RN ) � H t (RN ); s+ t = 2 , p or exemplo; dois espaços de Sob olev fracionários de

ordens diferentes.

Como mencionado na Intro dução, seguindo as ideias de del Pino-Felmer [40], Alves-

Miyagaki [5] e Ramos-Tavares [71], e fazendo uso das propriedades de V , vamos

truncar as funçõ es f e g e considerar um sistema mo di�cado. O ob jetivo é obter um

funcional asso ciado ao sistema mo di�cado b em de�nido em um sub espaço de E � E , de

mo do que seja p ossível provar existência de solução para este sistema mo di�cado, com

propriedades que nos p ermitam mostrar que tal solução obtida seja tamb ém solução de

(S2)~ .

O capítulo está organizado da seguinte forma: na primeira seção apresentamos um

sistema mo di�cado e na segunda seção estudamos uma formulação variacional para este.

Na terceira seção discutimos a condição de Palais-Smale para o funcional asso ciado ao

sistema mo di�cado e na última provamos os Teoremas 2.1 e 2.2.

2.1 Sistema Mo di�cado

Usando argumentos similares aos contidos em [5], [40] e [71], iremos mo di�car os

termos não lineares f (s) e g(s) de forma conveniente para que o funcional mo di�cado

seja b em de�nido e satisfaça a condição de compacidade de Palais-Smale. Para tanto,

precisamos do seguinte resultado elementar:

Lema 2.4. Suponhamos que f satisfaz (H 1) � (H 2) . Então, dado � > 0, existe a1 > 0

tal que

f 0(a1) � �; e f 0(s) � f 0(a1); (2.10)

para todo s � a1:

Prova. Por (H 1) , existe a0 > 0 tal que f 0(s) � � , para to do 0 � s � a0: Se

f 0(s) � f 0(a0) para to do s � a0 , então consideramos a1 = a0 . Agora, sup onhamos

que existe t0 > a 0 tal que f 0(t0) < f 0(a0) . Segue de (H 2) e (2.1) que f 0(s)s2 � Cs2+ � 0
,
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para to do s su�cientemente grande e algum C > 0. Então, desde que f 0(s) ! 1

quando s ! 1 , existe s0 � a0 tal que

f 0(s0) = min
s� a0

f 0(s):

Logo, p or (H 1) e (H 2) , 0 = f 0(0) < f 0(s0) � f 0(t0) < f 0(a0) . Assim, o Teorema do Valor

Intermediário implica que A = f s � a0; f 0(s) = f 0(s0)g 6= ; . Considerando a1 = sup A

obtemos o desejado. �

Agora, dado � > 0, consideremos a1 > 0 satisfazendo (2.10) e de�namos a função

~f (s) =

8
<

:

f (s) se s � a1

B1s + B̂1 se s � a1;
(2.11)

onde B1 = f 0(a1) e B̂1 = ( f (a1) � f 0(a1)a1) . A partir da função

~f temos a função

f : RN � R ! R de�nida p or

f (x; s) = � A R f (s) + (1 � � A R ) ~f (s); se s � 0;

e f (x; s) = 0 , se s � 0, onde � A R denota a função característica do conjunto AR . De

mo do similar encontramos a2 > 0 e de�nimos a função g(x; s) . A primitiva de f (x; s) é

F (x; s) =
Z s

0
f (x; t )dt;

e resp ectivamente G(x; s) . Algumas propriedades de f (x; s) e g(x; s) são exp ostas no

próximo lema.
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Lema 2.5. A função f (x; s) (resp. g(x,s)) é radialmente simétrica (em relação a

origem) e possui as seguintes propriedades:

(i ) f (x; s) = f (s) = o(s) , próximo da origem, uniformemente em x 2 RN
;

(ii ) f (x; s) � f (s) e

@f
@s

(x; s) � 0, para todo s � 0 e x 2 RN
;

(iii )

0 < (1 + � 0)f (x; s)s �
@f
@s

(x; s)s2; x 2 AR e s > 0 ou x 2 RN nAR e s � a1; (2.12)

0 < f (x; s)s �
@f
@s

(x; s)s2; x 2 RN nAR e s > 0; (2.13)

0 � 2F (x; s) � f (x; s)s �
�
k

s2 �
1
k

V(x)s2; x 2 RN nAR e s > 0; (2.14)

onde � > 0 é da condição (V 2) e k > 1;

(iv ) se f; g satisfazem (2.4) então, dado " > 0, existe C" > 0 tal que

f (x; s)t + g(x; t )s � " (s2 + t2) + C" (f (x; s)s + g(x; t )t); x 2 AR e s; t 2 R:

(v) se u 2 H 1
rad (RN ) então Z

RN
F (x; u)dx < 1 :

Prova. (i ) Por de�nição, f (x; s) = f (s) para s � a1 . Então, usando expansão em série

de Taylor em torno de 0, o primeiro item segue de (H 1) .

(ii ) Este item é consequência direta da de�nição de f (x; s) juntamente com (2.10).

De fato, se x 2 AR ou x 2 RN nAR e s � a1 , então f (x; s) = f (s) . Agora, se x 2 RN nAR

e s � a1 então, integrando a segunda desigualdade de (2.10), temos

f 0(a1)(s � a1) � f (s) � f (a1)

que implica

B1s + B̂1 � f (s): (2.15)

Por �m, segue da de�nição que

@f
@s

(x; s) =

8
<

:

f 0(s) se x 2 AR ou x 2 RN nAR e s � a1

B1 se x 2 RN nAR e s � a1:
(2.16)
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Então, desde que f 0(s) � 0, temos

@f
@s(x; s) � 0. Isto é o que desejamos.

(iii ) Se x 2 AR e s > 0 ou x 2 RN nAR e s < a1 então, p or de�nição, f (x; s) = f (s) .

Logo, (2.12) segue de (H 2) . Sup onhamos agora x 2 RN nAR e s > 0. Se s � a1 ,

p or de�nição, f (x; s) = f (s) . Então (2.13) decorre de (2.12). Agora, se s � a1 , p or

de�nição, f (x; s) = B1s + B̂1 (observe que B1s + B̂1 > 0 para to do s > a1 ) e temos

0 < f (x; s)s = B1s2 + B̂1s =
@f
@s

(x; s)s2 + B̂1s �
@f
@s

(x; s)s2;

p ois B̂1 � 0, isto conclui a veri�cação de (2.13). Para demonstrar (2.14), temos que se

s � a1 , p or de�nição, f (x; s) = f (s) . Então, p or (2.1), obtemos

2F (x; s) � f (x; s)s � 2F (s) � f (s)s � � � 0F (s) � 0;

ou seja,

2F (x; s) � f (x; s)s:

Sup onhamos agora que s > a1 . Então, usando a de�nição de f (x; s) , (2.1) e organizando

os termos, temos

2F (x; s) = 2
Z a1

0
f (t)dt + 2

Z s

a1

(B1t + B̂1)dt

= 2F (a1) + B1s2 + 2B̂1s � B1a2
1 � 2B̂1a1

� B1s2 + B̂1s +
2

2 + � 0
f (a1)a1 � B1a2

1 � B̂1a1 + B̂1(s � a1):

Lembrando que f (a1) = B1a1 + B̂1 , B̂1 < 0 e, neste caso, f (x; s) = B1s + B̂1 , obtemos

2F (x; s) � B1s2 + B̂1s = f (x; s)s:

Assim, concluímos que

2F (x; s) � f (x; s)s: (2.17)

para to do x 2 RN nAR e s > 0. Para concluir a prova de (2.14), temos p or (2.10) que

f (s) � �s; para to do 0 � s � a1:

Então, para cada x 2 RN nAR e 0 < s � a1 , tem-se

f (x; s)s = f (s)s � �s2: (2.18)
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Ainda p or (2.10), B1 = f 0(a1) � � . Desde que B̂1 < 0, obtém-se

f (x; s)s = B1s2 + B̂1s � �s2; x 2 RN nAR e s � a1: (2.19)

A conclusão de (2.14) segue de (2.18), (2.19) e (V 1) .

(iv ) Segue do fato que f (x; s) = f (s) e g(x; s) = g(s) , para to do x 2 AR , juntamente

com (2.4).

(v) Usando o Lema de Strauss (veja [91, Lema 1.1, Cap. 6] ou [84]) para cada

u 2 H 1
rad (RN ) , temos

ju(x)j �
CkukH 1(RN )

jxj1=2
(2.20)

quase sempre em RN
. Logo.

ju(x)j �
CkukH 1(RN )

jR1j1=2
= c1

quase sempre em AR . Pela continuidade de F (s) , p o demos considerar M1 =

maxs2 [0;c1 ] F (s) . Então, para cada u 2 H 1
rad (RN ) , segue de (2.14) que

Z

RN
F (x; u)dx =

Z

A R

F (u)dx +
Z

A c
R

F (x; u)dx � M1jAR j +
Z

A c
R

�
k

u2dx < 1 ;

onde jAR j denota a medida de AR . Isto completa a prova do lema. �

Agora vamos considerar o seguinte sistema mo di�cado:

(SM )~

(
� ~2� u + V(x)u = g(x; v) em RN ;

� ~2� v + V(x)v = f (x; u) em RN ;

onde u; v 2 H 1
rad (RN ) .

Motivados p elas propriedades de f (x; s) e g(x; s) apresentadas no Lema 2.5,

ab ordaremos o sistema (SM )~ considerando o sub espaço de E :

Er =
�

u 2 H 1
rad (RN ) :

Z

RN
V(x)u2dx < 1

�
;

que é um espaço de Hilb ert quando munido do pro duto interno (2.6). Temos ainda que

as imersõ es

Er ,! H 1
rad (RN ) ,! Lp(RN );

são contínuas para to do 2 � p < 1 , se N = 2 , e 2 � p � 2�
, se N � 3. Lembramos

ainda que, devido a Strauss [84], a última imersão é compacta para to do 2 < p < 1 ,

se N = 2 , e 2 < p < 2�
, se N � 3.
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O sistema (SM )~ é o sistema de equaçõ es de Euler-Lagrange asso ciado ao funcional

fortemente inde�nido I ~ : Er � Er ! R, dado p or

I ~(u; v) = hu; vi ~ �
Z

RN

�
F (x; u) + G(x; v)

�
dx; (2.21)

com Er � Er munido do pro duto interno (2.9). Pelo Lema 2.5 o funcional I ~ é b em

de�nido. Observamos que I ~ é de classe C2
sobre Er � Er e sua derivada primeira é

dada p or

I 0
~(u; v)( �; ' ) = hu; ' i ~ + hv; � i ~ �

Z

RN

�
f (x; u)� + g(x; v)'

�
dx; (2.22)

para to do �; ' 2 Er . Os p ontos críticos do funcional I ~ corresp ondem a soluçõ es (no

sentido fraco) não-negativas de (SM )~ .

Observação 2.6. A �m de não sobrecarregar a notação, assumiremos que ~ = 1

no restante desta e nas duas próximas seções e usaremos as seguintes notações:

h�; �i = h�; �i 1 , k � k = k � k1 e I = I 1 , sem risco de confusão.

2.2 Formulação Variacional

Emb ora tenhamos o funcional I ~ b em de�nido sobre Er � Er , este é um funcional

fortemente inde�nido. Nosso ob jetivo é fazer, a exemplo do Capítulo 1, uma formulação

variacional que seja p ossível considerar um segundo funcional que não mais tenha a

característica de ser fortemente inde�nido. Como já mencionado, estes argumentos

foram utilizados p or Ramos-Tavares [71] e Bonheure-Ramos [19].

Fixado w 2 Er , consideremos o funcional F : Er ! R, de�nido p or:

F ( ) = I (w +  ; w �  ):

Prop osição 2.7. O funcional F é limitado superiormente e o supremo

sup
 2 E r

I (w +  ; w �  )

é atingido em um único  .

Prova. A prova é análoga a da Prop osição 1.5, mas como estamos com as funçõ es

truncadas f (x; s) e g(x; s) vamos `repro duzí-la'. Note que

F ( ) = kwk2 � k  k2 �
Z

RN
[F (x; w +  ) + G(x; w �  )]dx: (2.23)
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Observamos que

F 0( )( � ) = � 2h ; � i �
Z

RN
[f (x; w +  ) � g(x; w �  )]�dx

e

F 00( )( '; � ) = � 2h'; � i �
Z

RN
[f 0(x; w +  ) + g0(x; w �  )]'�dx;

para to do  ; '; � 2 Er ; onde f 0(x; s) representa a derivada de f (x; s) em ralação a s, e

resp ectivamente g0(x; s) . Desde que, p or (ii ) do Lema 2.5, f 0(x; s) + g0(x; t ) � 0, para

s; t 2 R, obtemos

�F 00( )( '; ' ) > 0;

para to do  ; ' 2 Er ; ' 6= 0: Então, �F é um funcional estritamente convexo. Além

disso, tem-se que �F é fracamente semi-contínuo inferior (veja [32, Teorema 1.4]).

Logo, �F assume seu mínimo em um único p onto (veja [50, Teorema 1.6]). Portanto,

F assume seu máximo em um único  . �

Pela Prop osição 2.7, dado w 2 Er , existe um único  w 2 Er tal que

I (w +  w ; w �  w) = max
 2 E r

I (w +  ; w �  ): (2.24)

Deste mo do temos a aplicação � : Er ! Er de�nida p or:

�( w) =  w : (2.25)

Observação 2.8. Pela Proposição 2.7, F possui um único ponto crítico, a saber,  w .

Portanto,

I 0(w +  w ; w �  w)( �; � � ) = 0 ; (2.26)

para todo � 2 Er . De fato,

I 0(w +  w ; w �  w)( �; � � ) = hw +  w ; � � i + hw �  w ; � i

�
Z

RN
[f (x; w +  w)� + g(x; w �  w)( � � )]dx

= � 2h w ; � i �
Z

RN
[f (x; w +  w) � g(x; w �  w)]�dx

= �F 0( w)( � );
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para todo � 2 Er . Note ainda que, �xado w 2 Er , a identidade (2.26) nos diz que

 w 2 Er é a única solução da equação

� 2�  + 2V(x) = � f (x; w +  ) + g(x; w �  ); (2.27)

em E 0
r .

Em função da Prop osição 2.7 p o demos considerar o funcional reduzido J : Er ! R

de�nido p or

J (w) = I (w +  w ; w �  w)

= kwk2 � k  wk2 �
Z

RN
[F (x; w +  w) + G(x; w �  w)]dx: (2.28)

Prop osição 2.9. A aplicação � é de classe C1
.

Prova. A ideia é a mesma da prova da Prop osição 1.7, com p equenas diferenças.

Para torna o texto mais completo, vamos repro duzí-la. Denotemos p or (Er � Er )� =

f ( ; �  );  2 Er g e consideremos as aplicaçõ es de�nidas p or:

� : (Er � Er ) � (Er � Er )� ! Er � Er ; ((u; v); ( ; �  )) 7! (u; v) + (  ; �  )

I 0 : Er � Er ! (Er � Er )0 ' (Er � Er )

P : Er � Er ! (Er � Er )� ; (u; v) 7!
�

u � v
2

; �
u � v

2

�

Note que

(Er � Er ) � (Er � Er )� � //Er � Er
I 0

//(Er � Er )0 = Er � Er
P //(Er � Er )�

de�ne uma aplicação G : (Er � Er ) � (Er � Er )� ! (Er � Er )�
dada p or

G = P � I 0 � �:

Então, G é de classe C1
e

D2G
�
(u; v); ( ; �  )

�
(�; � � ) = P � I 00

�
�
�
(u; v); ( ; �  )

��
(�; � � )

= P � I 00
�
(� ; � )

�
(�; � � );

onde (�; � ) = ( u; v) + (  ; �  ) . Agora, escrevendo T = D2G
�
(u; v); ( ; �  )

�
=

P � I 00
�
(� ; � )

�
e identi�cando (Er � Er )� = (( Er � Er )� )0

, temos

T
�
(�; � � )

�
('; � ' ) = P � I 00

�
(� ; � )

��
(�; � � ); ('; � ' )

�

= � 2h�; ' i �
Z

RN
[f 0(x; � ) + g0(x; � )]'�dx;
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para to do  ; '; � 2 Er ; onde f 0(x; s) representa a derivada de f (x; s) em ralação a s,

resp ectivamente g0(x; s) .

Observemos que T é injetivo. De fato, se T
�
(�; � � )

�
= (0 ; 0) temos em particular

T
�
(�; � � )

�
(�; � � ) = 0 , ou seja,

2k� k2 = �
Z

RN
[f 0(x; � ) + g0(x; � )]� 2dx � 0;

que implica em � = 0 p ois, p or (ii ) do Lema 2.5, f 0(x; s) + g0(x; t ) � 0.

Notemos que

(T + Id)
�
(�; � � )

�
('; � ' ) = �

Z

RN
[f 0(x; � ) + g0(x; � )]�'dx:

onde Id : (Er � Er )� ! ((Er � Er )� )0
, Id

�
(�; � � )

�
('; � ' ) = 2 h�; ' i , para to do

�; ' 2 Er . A�rmamos que (T + Id) é um op erador compacto. Com efeito, p or

simplicidade, consideremos o op erador S : (Er � Er )� ! (Er � Er )� = (( Er � Er )� )0

de�nido p or

S
�
(�; � � )

�
('; � ' ) =

Z

RN
f 0(x; � )�'dx:

Se (� n ; � � n ) * (� 0; � � 0) em (Er � Er )�
, vamos provar que S(� n ; � � n ) ! S(� 0; � � 0)

em (Er � Er )� = (( Er � Er )� )0
. Para tanto, usando a imersão de Sob olev, temos

(� n � � 0) * 0 em L2(RN ):

Pelo Teorema de Representação de Riesz

Z

RN
(� n � � 0)'dx ! 0;

para to do ' 2 L2(RN ) . Além disso, o Lema de Strauss [91, Lema 1.1, Cap. 6] garante

que

j� (x)j �
Ck� kH 1(RN )

jR1j1=2
=: c2

quase sempre em AR . Pela continuidade de f 0(s) , p o demos considerar M2 =

maxs2 [0;c2 ] f 0(s) e M3 = max s2 [0;a1 ] f 0(s) , a1 de�nido em (2.11). Então, p or (2.16),

Z

RN

f 0(x; � )j(� n � � 0)' jdx =
Z

A R [f � � a1g
f 0(� )j(� n � � 0)' jdx

+
Z

RN n(A R [f � � a1g)
B1j(� n � � 0)' jdx

� (M2 + M3 + B1)
Z

RN
j(� n � � 0)' jdx:
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Portanto,

�
� � S(� n ; � � n ) � S(� 0; � � 0)

�
('; � ' )

�
� =

�
�
�
�

Z

RN
f 0(x; � )( � n � � 0)'dx

�
�
�
� ! 0

para to do ' 2 Er , que implica

kS(� n ; � � n ) � S(� 0; � � 0)k(( E r � E r ) � )0 ! 0:

Isto prova que S é um op erador compacto.

Como consequência de S ser um op erador compacto, temos que (T + Id) é um

op erador compacto. A conclusão da prova segue os mesmos argumentos da prova da

Prop osição 1.7. �

Pela regra da cadeia, obtemos

J 0(w)( � ) = I 0(w +  w ; w �  w)D(w +  w ; w �  w)( � )

= I 0(w +  w ; w �  w)( � + D w(� ); � � D w(� ))

= I 0(w +  w ; w �  w)( �; � ) + I 0(w +  w ; w �  w)(D w(� ); � D w(� )) ;

de mo do que, p or (2.26), tem-se

J 0(w)( � ) = I 0(w +  w ; w �  w)( �; � ); (2.29)

para to do � 2 Er . Desde que I é de classe C2
e � é de classe C1

, p or (2.29), observamos

que J tamb ém é de classe C2
com

J 00(w)( '; � ) = I 00(w +  w ; w �  w)( ' + D w(' ); ' � D w(' ))( �; � ): (2.30)

Considerando

K J := f w 2 Er ; J 0(w) = 0 g e K I := f (u; v) 2 Er � Er ; I 0(u; v) = 0 g;

temos a

Prop osição 2.10. A aplicação h : K J ! K I de�nida por

h(w) = ( w +  w ; w �  w);

é um homeomor�smo cuja inversa h � 1 : K I ! K J é dada por

h � 1(u; v) =
(u + v)

2
:
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Prova. A prova é a mesma da Prop osição 1.8. �

Vamos estudar existência de solução para o sistema mo di�cado (SM )~ buscando

p or p onto crítico para o funcional J . O que primeiro observamos é que J satisfaz a

geometria do passo da montanha.

Lema 2.11. O funcional J satisfaz as seguintes condições:

(i ) Existem �; � > 0 tais que J (w) � � para kwk = � ;

(ii ) Existe e 2 Er , com kek > � , tal que J (e) < 0.

Prova. (i ) Por (i ) do Lema 2.5, dado " > 0, existe � > 0 tal que

F (x; s) �
"
2

s2
e G(x; s) �

"
2

s2; jsj � �:

Assim, p elo Lema de Strauss (veja (2.20)),

Z

A R

F (x; w)dx �
"
2

Z

A R

w2dx e

Z

A R

G(x; w)dx �
"
2

Z

A R

w2dx; kwk � �;

para � > 0 su�cientemente p equeno. Agora, p or (2.28), temos

J (w) = I (w +  w ; w �  w) = max
 2 E r

I (w +  ; w �  ) � I (w; w):

Então, usando (2.14), temos

J (w) � k wk2 �
Z

RN
[F (x; w) + G(x; w)]dx

� k wk2 � "
Z

A R

w2dx �
1
k

Z

RN nA R

V(x)w2dx

�
Z

RN
[jr wj2 + (1 �

1
k

)V(x)w2]dx � "
Z

A R

w2dx;

para kwk � �; e � > 0 su�cientemente p equeno. Usando as imersõ es (2.7), obtemos

Z

A R

w2dx � C
Z

RN
[jr wj2 + V(x)w2]dx;

para algum C > 0, e concluímos que

J (u) � C1kwk2; para kwk = �;

� > 0 su�cientemente p equeno e algum C1 > 0. Isto �naliza a prova de (i ) .
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(ii ) Para provar o segundo item do lema, consideremos � 2 C1
0 (AR ) tal que

� (x) � a0 > 0 para to do x 2 K , onde K � supp (� ) . Agora, para cada t 2 R; t � 0,

usando (2.2) e as de�niçõ es de f (x; s) , g(x; s) e J , obtemos

J (t� ) � t2k� k2 �
Z

K
F (x; t� +  t� )dx �

Z

K
G(x; t� �  t� )dx

� t2k� k2 � C
� Z

K

�
(t� +  t� )+

� 2+ � 0

dx +
Z

K

�
(t� �  t� )+

� 2+ � 0

dx
�

+ �C;

para alguns C; �C > 0. Notemos ainda que

1

(2t� )2+ � 0
� 22+ � 0

h�
(t� +  t� )+

� 2+ � 0

+
�
(t� �  t� )+

� 2+ � 0
i

: (2.31)

Então,

J (t� ) � t2k� k2 � t2+ � 0
C

Z

K
� 2+ � 0

dx + �C:

Portanto, fazendo t ! 1 teremos J (t� ) ! �1 . Isto é su�ciente para provar (ii ) . �

2.3 Condição de Compacidade

Esta seção vamos dedicar ao estudo da condição Palais-Smale para o funcional

J : Er ! R de�nido na seção anterior. Mais geralmente, vamos provar que o funcional

I : Er � Er ! R de�nido p or

I (u; v) =
Z

RN
(r ur v + V(x)uv)dx �

Z

RN

�
F (x; u) + G(x; v)

�
dx

satisfaz a condição de Palais-Smale e, como consequência, temos a mesma propriedade

para o funcional J , como mostra a Observação 1.12.

Lembramos que (un ; vn )n � Er � Er é uma sequência de Palais-Smale no nível c

para o funcional I , denotada abreviadamente p or sequência (P S)c , se I (un ; vn ) ! c e

I 0(un ; vn ) ! 0 no espaço dual (Er � Er )0: Dizemos ainda que I satisfaz a condição (P S)c ,

se to da sequência (P S)c p ossui subsequência convergente. A de�nição da condição

(P S)c para o funcional J é análoga, sendo necessário ap enas a mudança de I p or J e

Er � Er p or Er .

As sequências de Palais-Smale para o funcional I são limitadas, como mostram os

próximos lemas.

1

Veja que (' +  )+ = 1
2 (( ' +  ) + j' +  j) � ' + +  + :
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Lema 2.12. Suponha que f (s) e g(s) satisfazem (H 1); (H 2) e (2.3) . Seja (un ; vn)n

uma sequência em Er � Er tal que

I (un ; vn ) ! c e kI 0(un ; vn )k(E r � E r )0 ! 0; n ! 1 :

Então, (un ; vn)n é limitada em Er � Er .

Prova. Denotemos "n := kI 0(un ; vn )k(E r � E r )0
. Pela de�nição

I 0(un ; vn )(vn ; un) = kunk2 + kvnk2 �
Z

RN
(f (x; un)vn + g(x; vn )un)dx:

Assim,

kunk2 + kvnk2 �
Z

RN
(f (x; un)vn + g(x; vn )un)dx + "n (k(un ; vn )k): (2.32)

Temos ainda

2I (un ; vn) � I 0(un ; vn )(un ; vn ) =
Z

RN
(f (x; un)un � 2F (x; un))dx

+
Z

RN
(g(x; vn )vn � 2G(x; vn ))dx:

Por (2.14), f (x; s)s� 2F (x; s) � 0 para to do x 2 RN nAR , resp ectivamente para g(x; s) .

Logo,

Z

A R

(f (x; un )un � 2F (x; un))dx +
Z

A R

(g(x; vn)vn � 2G(x; vn ))dx

� 2I (un ; vn ) � I 0(un ; vn)(un ; vn ): (2.33)

Dividindo (2.12) p or s > 0 e integrando p or parte em seguida, obtemos (2+ � 0)F (x; s) �

f (x; s)s, para to do x 2 AR . Então 0 � 2f (x; s)s � (2 + � 0)2F (x; s) , de mo do que

� 0f (x; s)s � (2 + � 0)[f (x; s)s � 2F (x; s)] , ou seja,

� 0

2 + � 0
f (x; s)s � f (x; s)s � 2F (x; s); (2.34)

e resp ectivamente para g(x; s) . Assim, p or (2.33),

Z

A R

(f (x; un)un + g(x; vn)vn )dx �
2 + � 0

� 0
j2I (un ; vn ) � I 0(un ; vn )(un ; vn )j

� C + C"n (k(un ; vn )k): (2.35)
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Agora, usando (H 1) e (2.3), dado " > 0, existem � " > 0 e C" > 0 tais que

f (s) � "s; 0 � s � � " ; e f (s) � C" sp� 1; s � � " :

Usando isto juntamente com (2.20), temos

Z

A R \f un � � " g
f (un)vndx �

� Z

A R \f un � � " g
f (un)

p
p� 1 dx

� p� 1
p

� Z

A R

jvn jpdx
� 1

p

�
� Z

A R \f un � � " g
f (un)

p
p� 1 dx

� p� 1
p

CkvnkH 1

� Z

A R

jxj � p=2dx
� 1

p

� Ckvnk
� Z

A R \f un � � " g
f (un)f (un)

1
p� 1 dx

� p� 1
p

� C" kvnk
� Z

A R \f un � � " g
f (un)undx

� p� 1
p

;

para algum C" > 0. Então,

Z

A R

f (x; un )vndx � "
Z

A R

�
u2

n + v2
n

�
dx + C" k(un ; vn)k

� Z

A R

f (x; un )undx
� p� 1

p

:(2.36)

Por (2.35), obtemos

Z

A R

f (x; un)vndx � "
Z

A R

�
u2

n + v2
n

�
dx + C" k(un ; vn )k (C + "n (k(un ; vn )k))

p� 1
p

� "
Z

A R

�
u2

n + v2
n

�
dx + C" k(un ; vn )k + C" "nk(un ; vn )k

p� 1
p +1

(2.37)

e, de mo do análogo,

Z

A R

g(x; vn)undx � "
Z

A R

�
u2

n + v2
n

�
dx + C" k(un ; vn )k + C" "nk(un ; vn )k

q� 1
q +1 : (2.38)

Retornando a (2.32), tem-se

kunk2 + kvnk2 � 2"
Z

A R

�
u2

n + v2
n

�
dx + 2C" k(un ; vn )k + C" "nk(un ; vn )k

p� 1
p +1

C" "nk(un ; vn)k
q� 1

q +1 +
Z

A c
R

(f (x; un)vn + g(x; vn )un)dx

+ "n (k(un ; vn )k):

Por (2.14),

Z

A c
R

(f (x; un)vn + g(x; vn )un)dx �
1
k

Z

A c
R

V(x)
�
u2

n + v2
n

�
dx: (2.39)
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Então,

kunk2 + kvnk2 �
�

2C" +
1
k

�
�
kunk2 + kvnk2

�
+ (2 C" + "n )k(un ; vn )k

+ C" "nk(un ; vn )k
p� 1

p +1 + C" "nk(un ; vn )k
q� 1

q +1 :

Considerando " > 0 e k > 1 tais que (2C" + 1=k) < 1, desde que (p � 1)=p+ 1 < 2 e

(q � 1)=q+ 1 < 2, concluímos que (un ; vn ) é limitada em Er � Er . �

Agora vamos mostrar a limitação das sequências de Palais-Smale quando a condição

(2.4) é válida.

Lema 2.13. Suponhamos que f (s) e g(s) satisfazem (H 1); (H 2) e (2.4) . Seja (un ; vn)n

uma sequência em Er � Er tal que

I (un ; vn ) ! c e kI 0(un ; vn )k(E r � E r )0 ! 0; n ! 1 :

Então, (un ; vn)n é limitada em Er � Er .

Prova. Denotemos "n := kI 0(un ; vn )k(E r � E r )0
. Por (2.32) e (2.4), dado " > 0 temos

kunk2 + kvnk2 � "
Z

A R

�
u2

n + v2
n

�
dx + C"

Z

A R

(f (x; un)un + g(x; vn)vn )dx

+
Z

A c
R

(f (x; un)vn + g(x; vn )un)dx + "n(k(un ; vn )k):

Usando (2.35) e (2.39), obtemos

kunk2 + kvnk2 � "
Z

RN

�
u2

n + v2
n

�
dx + C" + C" "nk(un ; vn )k +

1
k

Z

A c
R

V(x)
�
u2

n + v2
n

�
dx

�
�

2C" +
1
k

�
�
kunk2 + kvnk2

�
+ C" + C" "nk(un ; vn )k:

Considerando " > 0 e k > 1 tais que (2C" + 1=k) < 1, concluímos que (un ; vn ) é

limitada em Er � Er . �

Lema 2.14. Seja (un ; vn ) � Er � Er uma sequência fracamente convergente para

(u; v) 2 Er � Er . Suponhamos que

kI 0(un ; vn )k(E r � E r )0 ! 0; n ! 1 :

Então, (u; v) é um ponto crítico de I .
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Prova. Sejam �; ' 2 C1
0;rad (RN ) . Temos que I 0(un ; vn )( �; ' ) ! 0; n ! 1 :

Lembramos que

I 0(un ; vn )( �; ' ) = hun ; ' i + hvn ; � i �
Z

RN
(f (x; un )� + g(x; vn )' )dx: (2.40)

Observamos que

hun ; ' i ! h u; ' i e hvn ; � i ! h v; � i ; n ! 1 : (2.41)

A�rmação:

Z

RN
f (x; un)�dx !

Z

RN
f (x; u)�dx; n ! 1 .

De fato, denotemos p or ! o sup orte de � . Desde que (un ; vn ) converge fraco em

Er � Er , temos em particular que (un ) é limitada em H 1(RN ) . Pela imersão de Sob olev,

temos

un ! u em L r (! ); 1 � r < 2� :

Além disso, un (x) ! u(x) em quase to do x 2 RN
e existe h 2 L r (! ); h � 0; tal que

jun(x)j � h(x) para cada x 2 !: Assim,

f (x; un)� ! f (x; u)� quase sempre em RN :

Usando agora a limitação de (un) e (2.20), tem-se

jun (x)j �
CkunkH 1(RN )

jxj1=2
�

~C
jR1j1=2

=: c3 quase sempre em AR ; (2.42)

para algum

~C > 0. Considerando m1 = max s2 [0;c3] f (s) , temos

jf (x; un)� j = jf (un)� j � m1j� j quase sempre em AR ; (2.43)

e m1j� j 2 L1(AR ) . Assim, p elo Teorema da Convergência Dominada,

Z

A R

f (x; un )�dx !
Z

A R

f (x; u)�dx; n ! 1 :

Por outro lado, segue de (2.14) que

jf (x; un)� j = jun jj � j � hj� j quase sempre em ! \ Ac
R ;

com hj� j 2 L1(! ) . Então,

Z

A c
R

f (x; un )�dx !
Z

A c
R

f (x; u)�dx; n ! 1 ;
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e conclui a prova da a�rmação.

Evidente que temos uma mesma a�rmação para g(x; s) . Então, juntando estas

a�rmaçõ es com (2.41), segue de (2.40) que

0 = hu; ' i + hv; � i �
Z

RN
(f (x; u)� + g(x; v)' )dx = I 0(u; v)( �; ' ):

Por �m, lembrando que o espaço C1
0;rad (RN ) é denso em Er , concluímos a prova do

lema. �

Lema 2.15. Seja (un ; vn )n uma sequência limitada em Er � Er tal que

kI 0(un ; vn )k(E r � E r )0 ! 0; n ! 1 :

Então, dado " > 0, existe R0 > 0 tal que R > R 0 implica

lim sup
n!1

Z

fj x j>R g

�
jr un j2 + V(x)u2

n

�
dx < " (resp: vn ):

Prova. Consideremos R > 4R2 ( R2 da hip ótese (V 2) ), BR = BR (0) e uma função

`Cut-o� ' � R 2 C1
0 (RN ; [0; 1]) tal que

� R (x) =

8
<

:

0; jxj � R=2

1; jxj � R

e jr � R j � C=R, para algum C > 0. Aqui usaremos as seguintes notaçõ es

kunk2
� R

=
Z

RN

�
jr un j2 + V(x)u2

n

�
� Rdx e kvnk2

� R
=

Z

RN

�
jr vn j2 + V(x)v2

n

�
� Rdx:

Desde que (un ; vn ) é limitada em Er � Er , temos

I 0(un ; vn )( � Rvn ; � Run ) = o n (1);

ou seja,

kunk2
� R

+ kvnk2
� R

=
Z

RN
(f (x; un)vn + g(x; vn)un)� Rdx �

Z

RN
unr un � r � R

�
Z

RN
vn r vn � r � R + o n (1): (2.44)
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Agora, p or (2.14), temos

Z

RN
(f (x; un)vn + g(x; vn )un)� Rdx �

1
k

Z

RN
V(x)( jun jj vn j + jvn jjun j)� Rdx

�
1
k

Z

RN
V(x)

�
u2

n + v2
n

�
� Rdx

�
1
k

�
kunk2

� R
+ kvnk2

� R

�
:

Tem-se tamb ém

�
Z

RN
unr un � r � Rdx �

C
R

kunkL 2kr unkL 2 ;

e analogamente para vn . Então, de (2.44), obtemos

�
1 �

1
k

�
�
kunk2

� R
+ kvnk2

� R

�
�

C
R

�
kunkL 2 kr unkL 2 + kvnkL 2kr vnkL 2

�
+ o n (1):

Sendo k > 1, tem-se

Z

fj x j� Rg

�
jr un j2 + V(x)u2

n

�
dx �

Z

RN

�
jr un j2 + V(x)u2

n

�
� Rdx

�
C(k)

R

�
kunkL 2 kr unkL 2 + kvnkL 2kr vnkL 2

�
+ o n (1)

(resp. vn ). Desde que kunkL 2 ; kvnkL 2 ; kr unkL 2
e kr vnkL 2

são limitadas, concluímos a

prova. �

Lema 2.16. O funcional I satisfaz a condição (P S)c para todo c 2 R.

Prova. Seja (un ; vn ) � Er � Er uma sequência (P S)c para o funcional I . Pelo Lema

2.12 ou 2.13, temos que kunk � C e kvnk � C . Então, a menos de subsequência,

un * u e vn * v em Er :

Logo,

I 0(un ; vn )(vn ; un) = kunk2 + kvnk2 �
Z

RN
(f (x; un)vn + g(x; vn )un)dx (2.45)

e

� I 0(un ; vn)(v; u) = �h un ; ui � h vn ; vi +
Z

RN
(f (x; un)v + g(x; vn )u)dx; (2.46)

com I 0(un ; vn )(vn ; un) = o n (1) e I 0(un ; vn)(v; u) = o n (1) . Além disso,

� I 0(u; v)(vn ; un) = �h u; un i � h v; vn i +
Z

RN
(f (x; u)vn + g(x; v)un)dx; (2.47)
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e

I 0(u; v)(v; u) = kuk2 + kvk2 �
Z

RN
(f (x; u)v + g(x; v)u)dx: (2.48)

Pelo Lema 2.14 temos I 0(u; v)(vn ; un) = I 0(u; v)(v; u) = 0 . Então, somando as quatro

identidades (2.45)-(2.48) e organizando os termos correlatos, obtemos

kun � uk2 + kvn � vk2 =
Z

RN
(f (x; un) � f (x; u))vndx +

Z

RN
(g(x; vn ) � g(x; v))undx

+
Z

RN
(f (x; u) � f (x; un))vdx +

Z

RN
(g(x; v) � g(x; vn ))udx

+ o n (1): (2.49)

A�rmação 1: Z

RN
(f (x; un ) � f (x; u))vndx ! 0; n ! 1 :

De fato, consideremos inicialmente uma b ola BR = BR (0) com raio su�cientemente

grande tal que AR �� BR . Então, p or (2.14), temos

�
�
�
�
�

Z

B c
R

(f (x; un) � f (x; u))vndx

�
�
�
�
�

�
1
k

Z

B c
R

(V(x)jun jj vn j + V(x)jujjvn j)dx

�
1
2k

Z

B c
R

V(x)
�
jun j2 + jvn j2 + juj2 + jvn j2

�
dx:

Usando agora o Lema 2.15 e o fato que V u2 2 L1(RN ) , existe R > 0 su�cientemente

grande tal que Z

B c
R

(f (x; un ) � f (x; u))vndx = o n (1): (2.50)

Pela imersão de Sob olev, tem-se

un ! u em L r (BR); 1 � r < 2� :

Então, un (x) ! u(x) em quase to do x 2 BR e existe h 2 L r (BR ); h � 0; tal

que jun(x)j � h(x) para quase to do x 2 BR : Desde que f (x; s) é contínua, tem-se

f (x; un(x)) ! f (x; u(x)) para quase to do x 2 BR . Por (2.14), temos

jf (x; un) � f (x; u)j � (�=k )( jun j + juj) � (�=k )(h + juj) 2 L2(BR n AR );

onde � > 0 é a constante da hip ótese (V 2) . Po demos assim aplicar o Teorema da

Convergência Dominada e concluir que

Z

B R nA R

(f (x; un) � f (x; u))2dx ! 0; n ! 1 : (2.51)
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Por (2.42) e (2.43), tem-se

jf (x; un)un j = jf (un)un j � m1 quase sempre em AR ;

e m1 2 L1(AR ) . Assim, p elo Teorema da Convergência Dominada,

Z

A R

f (x; un)dx !
Z

A R

f (x; u)dx; n ! 1 : (2.52)

Desde que

�
�
�
�

Z

B R nA R

(f (x; un) � f (x; u))vndx

�
�
�
� �

� Z

B R nA R

(f (x; un) � f (x; u))2dx
� 1

2
� Z

B R nA R

v2
ndx

� 1
2

;

segue da limitação de (vn ) em L2(RN ) e de (2.51) que

Z

B R nA R

(f (x; un) � f (x; u))vndx = o n (1): (2.53)

Agora, p elo Lema de Strauss (veja (2.20)) e a limitação de (vn ) em Er , temos

jvn(x)j �
Ckvnk
jxj1=2

�
C1

jR1j1=2
=: C2; para quase to do x 2 AR ; (2.54)

para alguma constante C1 > 0: Juntando então (2.52) e (2.54), tem-se

Z

A R

(f (x; un ) � f (x; u))vndx = o n (1): (2.55)

A prova da A�rmação 1 segue p ortanto de (2.50), (2.53) e (2.55).

A�rmação 2: Z

RN
(f (x; un) � f (x; u))vdx ! 0; n ! 1 :

A prova da A�rmação 2 é similar a da A�rmação 1 tro cando-se ap enas vn p or v .

Evidentemente as A�rmaçõ es 1 e 2 são tamb ém verdadeiras tro cando-se f (x; s) p or

g(x; s) . Portanto, a prova do lema segue de (2.49) e das A�rmaçõ es 1 e 2. �

2.4 Provas dos Teoremas 2.1 e 2.2

Para provar os Teoremas 2.1 e 2.2, como já mencionado no início da Seção 2.1, vamos

primeiro encontrar solução para o sistema mo di�cado (SM )~ e em seguida mostrar que

tal solução é de fato solução do Sistema (S2)~ . Com este ob jetivo traçado, vamos agora
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relembrar e �xar algumas notaçõ es para eliminar os riscos de confusão. Para cada

~ > 0, temos o funcional I ~ : Er � Er ! R de�nido em (2.21). A partir do funcional I ~

temos o funcional J~ : Er ! R de�nido p or

J~(w) = I ~(w +  w ; w �  w)

= kwk2
~ � k  wk2

~ �
Z

RN
[F (x; w +  w) + G(x; w �  w)]dx: (2.56)

J~ é de classe C2(Er ) e sua derivada primeira (veja (2.29)) é

J 0
~(w)( ' ) = I 0

~(w +  w ; w �  w)( '; ' )

= 2hw; ' i ~ �
Z

RN
[f (x; w +  w) + g(x; w �  w)]'dx; (2.57)

para to da ' 2 Er .

Prop osição 2.17. Suponhamos que V satisfaz (V 2) e f; g satisfazem (H 1); (H 2) e

(2.3) , com l1; l2 < 1 . Então, para cada ~ > 0, o funcional J~ possui um ponto crítico

não-trivial w~ 2 H 1
rad (RN ); w~ � 0, tal que

J~(w~) = c~ = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J~( (t)) > 0; (2.58)

onde � = f  2 C([0; 1]; Er );  (0) = 0 e J~( (1)) < 0g: Além disso, (w~ +  w~ ; w~ �  w~ )

é uma solução de (SM )~ tal que w~ +  w~ ; w~ �  w~ 2 C2(RN ); são positivas e

I ~(w~ +  w~ ; w~ �  w~ ) = c~: (2.59)

Prova. A prova é uma aplicação do Teorema do Passo da Montanha. Primeiro

observamos que

I ~( ; �  ) = h ; �  i ~ �
Z

RN
[F (x;  ) + G(x; �  )]dx � 0;

para to do  2 Er . Logo, p or (2.24), J~(0) = max  2 E r I ~( ; �  ) = 0 : Agora, p elos

Lemas 2.11 e 2.16 (veja a Observação 1.12), estamos nas hip óteses do Teorema do

Passo da Montanha. Portanto, (2.58) segue. Agora, usando a Prop osição 2.10 temos

que (w~+  w~ ; w~�  w~ ) é p onto crítico de I ~ e (2.59) segue de (2.58) e da de�nição de J~ .

Note que se tivermos w~ +  w~ ; w~ �  w~ � 0 então 2w~ � 0. Portanto, vamos veri�car

que w~ +  w~ ; w~ �  w~ � 0. Com efeito, denotemos u~ = w~ +  w~ e v~ = w~ �  u~ e
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consideremos u�
~ = min f 0; u~g (resp. v�

~ ) a parte negativa de u~ (resp. v~ ). Desde que

(u~; v~) é p onto crítico de I ~ , temos em particular I 0
~(u~; v~)(0; u�

~ ) = 0 , ou seja,

�
Z

RN

�
~2jr u�

~ j2 + V(x)(u�
~ )2

�
dx =

Z

RN

�
~2r u~r u�

~ + V(x)u~u�
~

�
dx

=
Z

RN
g(x; v~)u�

~ dx � 0:

Portanto, u�
~ = 0 e u~ � 0. Usando I 0

~(u~; v~)(v�
~ ; 0) = 0 obtemos v~ � 0.

A prova da regularidade de u~ e v~ p o de ser obtida, p or exemplo, usando [3, Lema

2] (veja [5, p. 1]). Para N > 2, p o demos obter a regularidade e p ositividade com os

argumentos do Capítulo 1. De fato, somando as duas equaçõ es de (S2)~ obtemos

� ~2�( u~ + v~) + V(x)(u~ + v~) = f (x; u~) + g(x; v~) em RN

(a igualdade é no sentido fraco). Denotemos

k(x; u~ + v~) = (1 =~2) ( � V (x)(u~ + v~) + f (x; u~) + g(x; v~))

e

K (x) =
k(x; u~ + v~)
1 + ( u~ + v~)

:

Assim,

� �( u~ + v~) = K (x)(1 + ( u~ + v~)) em RN : (2.60)

A�rmação: K 2 L
N
2

loc(R
N ) .

De fato, seja B uma b ola de RN
. Temos

Z

B
jK (x)j

N
2 dx = (1 =~2)

Z

B

�
�
�
�
� V (x)(u~ + v~) + f (x; u~) + g(x; v~)

1 + ( u~ + v~)

�
�
�
�

N
2

dx

� (1=~2)2
N
2

 Z

B
jV (x)j

N
2 dx +

Z

B

�
�
�
�
f (x; u~) + g(x; v~)

1 + ( u~ + v~)

�
�
�
�

N
2

dx

!

: (2.61)

Note agora que

Z

B

�
�
�
�
f (x; u~) + g(x; v~)

1 + ( u~ + v~)

�
�
�
�

N
2

dx =
Z

B \ A R

�
�
�
�
f (u~) + g(v~)
1 + ( u~ + v~)

�
�
�
�

N
2

dx +
Z

B nA R

�
�
�
�

u~ + v~

1 + ( u~ + v~)

�
�
�
�

N
2

dx

�
Z

B \ A R

(f (u~) + g(v~))
N
2 dx +

Z

B nA R

1 dx:
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Então, usando as continuidades de f e g e o Lema Radial (veja (2.20)), obtemos

Z

B

�
�
�
�
f (x; u~) + g(x; v~)

1 + ( u~ + v~)

�
�
�
�

N
2

< 1 :

Isto juntamente com (2.61) conclui a prova da a�rmação.

O restante da prova segue os argumentos da prova do Teorema 1.1. �

Observação 2.18. A Proposição 2.17 continua válida quando trocamos a hipótese

(2.3) , com l1; l2 < 1 , por (2.4) , pois na prova usamos o Lema 2.13.

Lema 2.19. Para cada ~ > 0, seja c~ de�nido em (2.58) . Então

c~ � o~(~2); ~ ! 0:

Prova. Consideremos � 2 C1
0;rad (Ar ) tal que � (x) � 0 para to do x 2 RN

e

� (x) � a0 > 0 para to do x 2 K , onde K � supp (� ) e tem medida p ositiva. Com

o mesmo argumento da prova do Lema 2.11, obtemos

J~(t� ) ! �1 ; t ! 1 :

Assim, existe

�t~ > 0 tal que J~(�t~� ) < 0. Po demos assim considerar � : [0; 1] ! Er

de�nido p or

� (t) = t�t~�;

de mo do que � 2 � = f  2 C([0; 1]; Er );  (0) = 0 e J~( (1)) < 0g. Então, p or (2.58),

c~ = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J~( (t)) � max
t2 [0;1]

J~(� (t)) :

Desde que J~(0� ) =0, com o mesmo argumento da prova do Lema 2.11, temos

J~(t� ) > 0;

para t > 0 su�cientemente p equeno, existe t~ > 0 tal que

J~(t~� ) = max
t2 [0;1]

J~(� (t)) = max
t � 0

J~(t� ):

Então, recordando a de�nição de J~ e que V(x) = 0 para to do x 2 Ar , tem-se

c~ � J~(t~� ) � k t~� k2
~ � k  t~ � k2

~ �
Z

RN
[F (x; t ~� +  t~ � ) + G(x; t ~� �  t~ � )]dx

� t2
~

Z

A r

~2jr � j2dx: (2.62)

79



Por outro lado, desde que J 0
~(t~� )( � ) = 0 , usando a de�niçõ es de J 0

~ , f (x; s) e g(x; s) ,

temos

0 = J 0
~(t~� )( � ) = ht~�; � i ~ �

Z

RN
[f (x; t ~� +  t~ � ) + g(x; t ~� �  t~ � )]�dx;

ou seja,

t~

Z

A r

~2jr � j2dx =
Z

RN
[f (x; t ~� +  t~ � ) + g(x; t ~� �  t~ � )]�dx

�
Z

K
[f (t~� +  t~ � ) + g(t~� �  t~ � )]�dx: (2.63)

Agora observemos que, ou existe K 1 � K , com medida p ositiva, tal que  t~ � � 0 em

K 1 , ou existe K 2 � K , com medida p ositiva, tal que  t~ � � 0 em K 2 . No primeiro caso,

desde que f (s) é crescentes (p or (H 2) ), temos

t~

Z

A r

~2jr � j2dx �
Z

K 1

f (t~� +  t~ � )�dx �
Z

K 1

f (t~� )�dx:

Então,

~2
Z

A r

jr � j2dx �
Z

K 1

f (t~� )
t~�

a0�dx � a2
0

Z

K 1

f (t~� )
t~�

dx:

Assim, segue de (H 2) , f (s)=s ser crescente e lims!1 f (s)=s = 1 que t~ ! 0 quando

~ ! 0: Por outro lado, se  t~ � � 0 em K 2 então �  t~ � � 0 em K 2 . Desde que g(s) é

crescente, p or (2.63), obtemos

t~

Z

A r

~2jr � j2dx �
Z

K 2

g(t~� �  t~ � )�dx �
Z

K 2

g(t~� )�dx:

Logo, desenvolvendo o racio cínio anterior chegamos a mesma conclusão. Portanto, em

to do caso, t~ ! 0 quando ~ ! 0 e, p or (2.62), conclui-se a prova. �

Lema 2.20. Suponhamos que V satisfaz (V 2) e f; g satisfazem (H 1); (H 2) e (2.3) ,

com l1; l2 < 1 . Se (u~; v~) = ( w~ +  w~ ; w~ �  w~ ) é uma solução do Sistema (SM )~

obtida pelo Proposição 2.17, então

k(u~; v~)kH 1 � H 1 � o~(~r ); ~ ! 0;

onde r = min f (p � 2)=p;(q � 2)=qg > 0.
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Prova. Pela de�nição de I 0
~ (veja (2.22)), temos

I 0
~(u~; v~)(u~; v~) = ku~k2

~ + kv~k2
~ �

Z

RN
(f (x; u~)v~ + g(x; v~)u~)dx:

Desde que (u~; v~) é solução de (SM )~ , obtemos

ku~k2
~ + kv~k2

~ =
Z

RN
(f (x; u~)v~ + g(x; v~)u~)dx: (2.64)

Temos ainda

2I ~(u~; v~) � I 0
~(u~; v~)(u~; v~) =

Z

RN
(f (x; u~)u~ � 2F (x; u~))dx

+
Z

RN
(g(x; v~)v~ � 2G(x; v~))dx:

Por (2.14), f (x; s)s � 2F (x; s) � 0 para to do x 2 Ac
R , resp ectivamente para g(x; s) .

Logo,

Z

A R

(f (x; u~)u~ � 2F (x; u~))dx +
Z

A R

(g(x; v~)v~ � 2G(x; v~))dx � 2c~:

Usando (2.34), obtemos

Z

A R

(f (x; u~)u~ + g(x; v~)v~)dx �
2 + � 0

� 0
2c~: (2.65)

Agora, utilizando (H 1) e (2.3), dado " > 0, p or (2.36), temos

Z

A R

f (x; u~)v~dx � "
Z

A R

�
u2

~ + v2
~

�
dx + C" k(u~; v~)k~

� Z

A R

f (x; u~)u~dx
� p� 1

p

:

Isto juntamente com (2.65) implica

Z

A R

f (x; u~)v~dx � "
Z

A R

�
u2

~ + v2
~

�
dx + Cc

p� 1
p

~ k(u~; v~)k~; (2.66)

onde C = C(") > 0 é uma constante. De mo do análogo,

Z

A R

g(x; v~)u~dx � "
Z

A R

�
u2

~ + v2
~

�
dx + Cc

q� 1
q

~ k(u~; v~)k~: (2.67)

Por (2.14),

Z

A c
R

(f (x; u~)v~ + g(x; v~)u~)dx �
1
k

Z

A c
R

V(x)
�
u2

~ + v2
~

�
dx: (2.68)
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Então, juntando (2.64) e (2.66)-(2.68), obtemos

ku~k2
~ + kv~k2

~ �
�

2C" +
1
k

�
�
ku~k2

~ + kv~k2
~

�
+ 2C" k(u~; v~)k~

�
c

p� 1
p

~ + c
q� 1

q
~

�

Considerando " > 0 e k > 1 tais que (2C" + 1=k) < 1=2, conclui-se que

1
2

�
ku~k2

~ + kv~k2
~

�
� 2Ck(u~; v~)k~

�
c

p� 1
p

~ + c
q� 1

q

~

�

e, usando a imersão de Er em H 1
rad (RN ) , obtém-se

~k(u~; v~)kH 1 � H 1 � ~C1k(u~; v~)k � C1k(u~; v~)k~ � 4 ~C
�

c
p� 1

p
~ + c

q� 1
q

~

�
:

Assim, concluímos a prova aplicando a estimativa do Lema 2.19. �

Lema 2.21. Suponhamos que V satisfaz (V 2) e f; g satisfazem (H 1); (H 2) e (2.4) . Se

(u~; v~) = ( w~ +  w~ ; w~ �  w~ ) é uma solução do Sistema (SM )~ obtida pela Proposição

2.17, então

k(u~; v~)kH 1 � H 1 � o~(1); ~ ! 0:

Prova. Por (2.64) e (iv ) do Lema 2.5, dado " > 0, existe C" tal que

ku~k2
~ + kv~k2

~ � "
Z

A R

�
u2

~ + v2
~

�
dx + C"

Z

A R

(f (x; u~)u~ + g(x; v~)v~)dx
Z

A c
R

(f (x; u~)v~ + g(x; v~)u~)dx:

Usando agora (2.65) e (2.14) obtemos

ku~k2
~ + kv~k2

~ � "
Z

A R

�
u2

~ + v2
~

�
dx + C"

2 + � 0

� 0
2c~ +

1
k

Z

A c
R

V(x)
�
u2

~ + v2
~

�
dx

�
�

C" +
1
k

�
�
ku~k2

~ + kv~k2
~

�
+ C"

2 + � 0

� 0
2c~:

Considerando " > 0 e k > 1 tais que (C" + 1=k) < 1=2, obtemos (assumindo ~ � 1)

~2

2

�
ku~k2

H 1 + kv~k2
H 1

�
�

~2

2
C

�
ku~k2 + kv~k2

�
�

1
2

�
ku~k2

~ + kv~k2
~

�
� ~Cc~;

onde

~C > 0 e indep endente de ~. Usando o Lema 2.19 concluímos a prova. �
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Prova do Teorema 2.1 . Para cada ~ > 0, consideremos (u~; v~) uma solução do

Sistema (SM )~ obtida p ela Prop osição 2.17. Pelo Lema de Strauss (veja (2.20)), temos

u~(x) �
Cku~kH 1

jxj1=2
e v~(x) �

Ckv~kH 1

jxj1=2
(2.69)

quase sempre em RN n f 0g. Denotando

m~ = maxf max
x2 @AR

u~(x); max
x2 @AR

v~(x)g:

segue de (2.69) e do Lema 2.20 que lim~! 0 m~ = 0 . Logo, dado a > 0, seja ~0 > 0 tal

que

m~ <
a
2

; para to do ~ 2 (0; ~0]:

Então, (u~ + v~ � a)+ = 0 em @AR . Desde que u~ + v~ satisfaz a equação

� ~2�( u + v) + V(x)(u + v) = f (x; u) + g(x; v) em RN ;

(equação obtida da soma das equaçõ es de (SM )~ ), p o demos multiplicá-la p or (u~+ v~ �

a)+
e integrar em RN n AR para obter

Z

RN nA R

�
� ~2�( u~ + v~) � (u~ + v~ � a)+ + V(x)(u~ + v~) � (u~ + v~ � a)+

�
dx

=
Z

RN nA R

[f (x; u~) + g(x; v~)] � (u~ + v~ � a)+ dx:

Integrando p or partes e organizando os termos, obtemos

Z

RN nA R

~2jr (u~ + v~ � a)+ j2dx =
Z

RN nA R

[� V (x)u~ + f (x; u~)](u~ + v~ � a)+ dx

+
Z

RN nA R

[� V (x)v~ + g(x; v~)](u~ + v~ � a)+ dx:

Pela desigualdade (2.14), temos

� V (x)s + f (x; s) � 0 e � V (x)s + g(x; s) � 0; x 2 RN n AR ; s � 0:

Logo,

Z

RN nA R

~2jr (u~ + v~ � a)+ j2dx � 0:
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Portanto, u~ + v~ � a � 0 em RN nAR . Escolhendo agora a = min f a1; a2g, onde a1 e a2

são das de�niçõ es de

~f e ~g em (2.11), obtemos u~ � a1 e v~ � a2 em RN n AR . Então,

f (x; u~) = f (u~) e g(x; v~) = g(v~) em RN ;

e, p ortanto, (u~; v~) é solução de (S2)~ para to do ~ 2 (0; ~0].

Prova do Teorema 2.2 . A prova é a mesma, com ap enas uma mudança. Tro camos

o uso do Lema 2.20 p elo Lema 2.21.
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CAPÍTULO 3

SISTEMA COM CRESCIMENTO

CRÍTICO PERTURBADO

Neste capítulo estudamos existência de solução para o sistema:

(S3)~

(
� ~2� u + V(x)u = g(v) + v2� � 1

em RN ;

� ~2� v + V(x)v = f (u) + u2� � 1
em RN ;

onde u; v 2 C2(RN ) , u; v > 0 em RN
, N � 3, ~ > 0 um parâmetro real e

2� = 2N=(N � 2). Assumiremos que V : RN ! R é uma função radialmente simétrica,

lo calmente Hölder contínua e satisfaz:

(V 3) V(x) = V(jxj) � � > 0 para to do x 2 RN
;

(V 4) inf
B 0

V(x) < inf
@B0

V(x) ,

para alguma b ola ab erta B0 = B r 0 (�x) � RN
, r0 > 0. Além disso, as funçõ es

f; g 2 C1(R) são tais que:

(H 1) f (0) = f 0(0) = 0 = g(0) = g0(0);

(H 2) existe � 0 > 0 tal que

0 < (1 + � 0)f (s)s � f 0(s)s2
e 0 < (1 + � 0)g(s)s � g0(s)s2; s 2 R:
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(H 3) f (s) = o( jsj2
� � 1) e g(s) = o( jsj2

� � 1) , jsj ! 1 ; mais precisamente,

lim
jsj! + 1

f (s)
jsj2� � 1

= 0 = lim
jsj! + 1

g(s)
jsj2� � 1

:

Devido a condição (V 3) não p ermitir V se anular, os argumentos usados nos

capítulos anteriores que tornam os níveis críticos p equenos quando ~ ! 0 não se

aplicam a este caso. Então, a alternativa é exigir mais uma hip ótese para f e g.

Vamos exigir uma condição do tip o Brézis-Nirenb erg [21, Seção 2.2]. Para intro duzir

tal hip ótese, vamos seguir Hulshof-Van der Vorst [53] e Yang [90]. Consideremos

(u� ; v� ) = ( u�;x 0 ; v�;x 0) , a ground state do Sistema (7), de�nida em (8), e F (s) =
Rs

0 f (t)dt

e G(s) =
Rs

0 g(t)dt as primitivas de f e g. Assumiremos:

(H 4)

lim
� ! 0

� N

ku� k2
2

Z 1=�

0
F

�
� � N

p u� (r )
�

r N � 1dr = 1

e

lim
� ! 0

� N

kv� k2
2

Z 1=�

0
G

�
� � N

q v� (r )
�

r N � 1dr = 1 :

Estamos interessados em soluçõ es p ositivas de (S3)~ e p ortanto assumiremos que

f (s) = g(s) = 0 ; para to do s � 0. Observamos que, como consequência da condição

(H 2) , temos a b em conhecida condição de Ambrosetti-Rabinowitz (veja (2.1)):

0 < (2 + � 0)F (s) � f (s)s e 0 < (2 + � 0)G(s) � g(s)s; s > 0: (3.1)

Além disso, existem C1; C2 > 0 tais que

F (s) � C1s2+ � 0
� C2 e G(s) � C1s2+ � 0

� C2; s � 0: (3.2)

Um típico exemplo de funçõ es que satisfazem (H 1) � (H 4) é f (s) = jsj � � 2s e

g(s) = jsj � � 2s, s 2 R, 2 < �; � < 2�
.

O principal resultado deste capítulo é o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Suponha que V satisfaz (V 3) � (V 4) e f; g satisfazem (H 1) � (H 4) .

Então existe ~0 > 0 tal que, para cada ~ 2 (0; ~0], o Sistema (S3)~ possui uma solução

(u~; v~) 2 H 1
rad (RN ) � H 1

rad (RN ) . Além disso, u~; v~ 2 C2(RN ) , são positivas e

u~(x); v~(x) ! 0; jxj ! 1 :
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O Teorema 3.1 está relacionado com os principais resultados de [4], no caso escalar,

e [90], no caso do sistema.

Observação 3.2. Podemos trocar na condição (V 4) a bola B0 por um anel, por

exemplo, AR considerado no Capítulo 2, que o Teorema 3.1 ainda continua válido.

Como discutido na Intro dução, no caso escalar, Alves et al. [4, p 497] observam

que a solução obtida, no caso sub crítico, p or del Pino - Felmer em [40] não é uma

ground state, o que é razoável, segundo eles, p ois alguns problemas sob a hip ótese

(V 4) não admitem solução ground state. Eles observam ainda que essa foi uma das

p ossíveis razõ es que motivaram del Pino-Felmer a considerar um problema com a

não linearidade apropriadamente mo di�cada (veja [40, p 125]). Como o problema

mo di�cado é relacionado com um problema `limite', p ermitiu aos autores provar

existência de solução e várias propriedades. Não foi diferente com Alves et al. [4]

para equação com crescimento crítico nem é para sistema. Note que temos o sistema

(
� �~u + V(~x + x0)~u = g(~v) + ~v2� � 1

em RN ;

� �~v + V(~x + x0)~v = f (~u) + ~u2� � 1
em RN ;

(3.3)

obtido do Sistema (S3)~ p ela mudança de variável x 7! ~x + x0 . Então, passando ao

limite quando ~ ! 0, é de se esp erar que o Sistema (3.3) tenha alguma relação com o

sistema `limite'

(
� �� u + V(x0)�u = g(�v) + �v2� � 1

em RN ;

� �� v + V(x0)�v = f (�u) + �u2� � 1
em RN :

(3.4)

O Sistema (3.4) foi estudado p or Yang [90]. Ele mostrou a existência de solução ground

state (�u; �v) e que �u e �v são radiais e têm decaimento no in�nito. Para obter solução, Yang

usa o méto do dual. Este méto do tem a vantagem de não se trabalhar com o funcional

asso ciado ao Sistema (3.4) que tem a característica de ser fortemente inde�nido. A

princípio p o demos ab ordar o Sistema (S3)~ com este méto do, a exemplo de Sirakov-

Soares [82] para o caso sub crítico. Mas as di�culdades surgem quando precisamos

relacionar os níveis críticos dos Sistemas (S3)~ e (3.4). Então, vamos estudar o Sistema

(S3)~ seguindo as ideias de del Pino-Felmer [40] e Alves et al. no caso escalar, e de

Ramos-Tavares [71] e Yang [90] para sistema, com a mesma formulação variacional dos

Capítulos 1 e 2.
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O capítulo está organizado da seguinte forma: na primeira seção apresentamos

algumas preliminares relacionadas com o Capítulo 2 e na segunda seção, seguindo os

argumentos da Seção 2.3, estudamos a condição de Palais-Smale. Na terceira seção

exp omos resultados de Yang [90] para o sistema limite (3.4). Assumindo uma estimativa

enunciada ao �nal da Seção 3.3, provamos o Teorema 3.1 na quarta seção e �nalizamos

com a última seção destinada a prova da estimativa anteriormente assumida.

3.1 Preliminares

Nesta seção e na próxima, para tornar o texto mais completo e evitar riscos de

confusõ es, vamos apresentar de forma sucinta resultados do Capítulo 2 adaptados ao

presente capítulo.

Devido ao crescimento no in�nito das não-linearidades f e g, p o demos ab ordar o

Sistema (S3)~ considerando o sub espaço

Er =
�

u 2 H 1
rad (RN ) :

Z

RN

V(x)u2dx < 1
�

;

do espaço das funçõ es radialmente simétricas H 1
rad (RN ) . Este é um espaço de Hilb ert

quando munido do pro duto interno

hu; vi =
Z

RN
(r ur v + V(x)uv)dx; u; v 2 Er ;

e norma corresp ondente kuk = hu; ui 1=2
. Note que, sob a hip ótese (V 3) , para to do

2 � r � 2�
temos que as imersõ es

Er ,! H 1
rad (RN ) ,! L r (RN );

são imersõ es contínuas. Lembramos ainda que devido a Strauss [84] a última imersão

é compacta para 2 < r < 2�
. Consideramos Er � Er munido do pro duto interno

h(u; v); (�; ' )i = hu; � i + hv; ' i ; u; v; �; ' 2 Er ;

e norma corresp ondente k(u; v)k =
�
kuk2 + kvk2

� 1=2
. Para cada ~ > 0, vamos denotar

hu; vi ~ =
Z

RN
(~2r ur v + V(x)uv)dx

88



e kuk~ = hu; ui 1=2
~ , para to dos u; v 2 Er . Observamos agora que (S3)~ é o sistema de

equaçõ es de Euler-Lagrange asso ciado ao funcional Î ~ : Er � Er ! R

Î ~(u; v) = hu; vi ~ �
Z

RN

�
F (u) +

1
2�

(u+ )2�

�
dx �

Z

RN

�
G(v) +

1
2�

(v+ )2�

�
dx; (3.5)

onde u+ = maxf u; 0g (resp. v+
). Além disso, Î ~ é de classe C2

sobre Er � Er e sua

derivada é dada p or

Î 0
~(u; v)( �; ' ) = hu; ' i ~ + hv; � i ~ �

Z

RN

�
f (u) + ( u+ )2� � 1

�
�dx �

Z

RN

�
g(v) + ( v+ )2� � 1

�
'dx;

(3.6)

para quaisquer �; ' 2 Er .

Os p ontos críticos do funcional Î ~ corresp ondem as soluçõ es no sentido fraco de

(S3)~ .

Observação 3.3. Chamamos agora a atenção para o fato de que podemos supor, sem

perda de generalidade, que 0 =2 B0 (a origem não pertence ao fecho de B0 ). Esta é uma

observação motivada devido o Sistema (S3)~ ser autônomo, muito útil a posteriori, e

que pode ser deduzida a partir de (3.5) e (3.6) . De fato, suponhamos que 0 2 B0 . Sejam

d > 0 o diâmetro de B0 e x0 2 RN
tal que jx0j = 2d. Note que x0 =2 B . Consideremos

~B0 := x0 + B0 , de modo que 0 =2 ~B0 , e

~V(x) = V(x � x0) . Denotemos por

~I ~ o funcional

Î ~ quando trocamos V por

~V . Então, se (~u~; ~v~) 2 Er � Er é um ponto crítico de

~I ~ ,

temos que (~u~(x + x0); ~v~(x + x0)) 2 Er � Er é um ponto crítico de Î ~ .

Usando argumentos similares aos contidos em [4], [40] e [71], iremos mo di�car os

termos não lineares f (s) + ( s+ )2� � 1
e g(s) + ( s+ )2� � 1

de forma conveniente. Para tanto,

precisamos do seguinte resultado elementar:

Lema 3.4. Dado � > 0, existe a1 > 0 tal que

f 0(a1) + (2 � � 1)a2� � 2
1 � � e f 0(s) + (2 � � 1)s2� � 2 � f 0(a1) + (2 � � 1)a2� � 2

1 ; (3.7)

para todo s � a1:

Prova. A prova é uma adaptação imediata de prova do Lema 2.4. �

Agora, dado � > 0, consideremos a1 > 0 satisfazendo (3.7) e de�namos a função

~f (s) =

8
<

:

f (s) + s2� � 1
se s � a1

A1s + Â1 se s � a1;
(3.8)
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onde A1 = ( f 0(a1) + (2 � � 1)a2� � 2
1 ) e Â1 = ( f (a1) + a2� � 1

1 � A1a1) . A partir da função

~f (s) consideramos a função f : RN � R ! R de�nida p or

f (x; s) = � B 0 (f (s) + s2� � 1) + (1 � � B 0 ) ~f (s); se s � 0;

e f (x; s) = 0 , se s � 0, onde � B 0 denota a função característica do conjunto B0 . De

mo do similar, encontramos a2 > 0 e de�nimos a função g(x; s) . A primitiva de f (x; s)

é

F (x; s) =
Z s

0
f (x; t )dt;

resp ectivamente G(x; s) . Algumas propriedades de f (x; s) e g(x; s) são exp ostas no

próximo lema.

Lema 3.5. A função f (x; s) (resp. g(x,s)) é radialmente simétrica (em relação ao

centro de B0 ) e possui as seguintes propriedades:

(i ) f (x; s) = f (s) + s2� � 1 = o(s) , próximo da origem, uniformemente em x 2 RN
;

(ii ) f (x; s) � f (s) + s2� � 1
, para todo s > 0 e x 2 RN

;

(iii )

0 < (1 + � 0)f (x; s)s �
@f
@s

(x; s)s2; x 2 B0 e s > 0 ou x 2 RN nB0 e s � a1; (3.9)

0 < f (x; s)s �
@f
@s

(x; s)s2; x 2 RN nB0 e s > 0; (3.10)

0 � 2F (x; s) � f (x; s)s �
�
k

s2 �
1
k

V(x)s2; x 2 RN nB0 e s > 0; (3.11)

onde � > 0 é da condição (V 3) e k > 1;

(iv )
@f
@s

(x; s) � 0 e

@f
@s

(x; s) � C(1 + s2� � 2) para x 2 RN ; s � 0 e algum C > 0.

Prova. A prova é similar a do Lema 2.5 �

Agora vamos considerar o seguinte sistema mo di�cado:

(Sm)~

(
� ~2� u + V(x)u = g(x; v) em RN ;

� ~2� v + V(x)v = f (x; u) em RN ;

onde u; v 2 C2(RN ) . O Sistema (Sm)~ é o sistema de equaçõ es de Euler-Lagrange

asso ciado ao funcional I ~ : Er � Er ! R, de�nido p or

I ~(u; v) =
Z

RN

�
~2r ur v + V(x)uv

�
dx �

Z

RN

�
F (x; u) + G(x; v)

�
dx; (3.12)
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onde F (x; s) =
Rs

0 f (x; t )dt e G(x; s) =
Rs

0 g(x; t )dt . Observamos ainda que I ~ é de

classe C2
sobre Er � Er , sua derivada primeira é dada p or

I 0
~(u; v)( �; ' ) = hu; ' i ~ + hv; � i ~ �

Z

RN

�
f (x; u)� + g(x; v)'

�
dx; (3.13)

para to dos �; ' 2 Er e sua derivada segunda é

I 00
~

�
(u; v)

��
(�; ' ); (� ; � )

�
= h�; � i ~ + h'; � i ~ �

Z

RN
[f 0(x; u)�� + g0(x; v)'� ]dx; (3.14)

para to do �; '; �; � 2 Er ; onde f 0(x; s) representa a derivada de f (x; s) em ralação a s,

resp ectivamente g0(x; s) .

Os p ontos críticos do funcional I ~ corresp ondem a soluçõ es não-negativas de (Sm)~ .

Observação 3.6. Para simpli�car a notação, vamos considerar nesta seção e na

próxima ~ = 1 , e usaremos as seguintes notações: h�; �i = h�; �i 1 , k � k = k � k1 e

I = I 1 .

Fixado w 2 Er , consideremos o funcional F : Er ! R, de�nido p or:

F ( ) = I (w +  ; w �  ):

Prop osição 3.7. O funcional F é limitado superiormente e o supremo:

sup
 2 E r

I (w +  ; w �  );

é atingido em um único  .

Prova. A prova é similar a da Prop osição 2.7. �

Pela Prop osição anterior, dado w 2 Er , existe um único  w 2 Er tal que

I (w +  w ; w �  w) = max
 2 E r

I (w +  ; w �  ): (3.15)

Deste mo do temos a aplicação � : Er ! Er de�nida p or:

�( w) =  w : (3.16)

Observação 3.8. Ainda pelas considerações anteriores, F possui um único ponto

crítico, a saber,  w . Portanto,

I 0(w +  w ; w �  w)( �; � � ) = 0 ; (3.17)
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para todo � 2 Er . Note ainda que, �xado w 2 Er , a identidade (3.17) nos diz que

 w 2 Er é a única solução da equação

� 2�  + 2V(x) = � f (x; w +  ) + g(x; w �  ); (3.18)

em E 0
r .

Prop osição 3.9. A aplicação � é de classe C1
.

Prova. A prova segue da combinação de (iv ) , do Lema 3.5, e dos argumento das provas

das Prop osiçõ es 1.7 e 2.9. �

Em função da Prop osição 3.7 p o demos considerar o funcional reduzido J : Er ! R

de�nido p or

J (w) = I (w +  w ; w �  w)

= kwk2 � k  wk2 �
Z

RN
[F (x; w +  w) + G(x; w �  w)]dx: (3.19)

Combinando a Prop osição 3.9, a regra da cadeia e (3.17), obtemos

J 0(w)( � ) = I 0(w +  w ; w �  w)( �; � ); (3.20)

para to do � 2 Er . Desde que I é de classe C2
e � é de classe C1

, p or (3.20), observamos

que J tamb ém é de classe C2
com

J 00(w)( '; � ) = I 00(w +  w ; w �  w)( ' + D w(' ); ' � D w(' ))( �; � ): (3.21)

Consideremos

K J := f w 2 Er : J 0(w) = 0 g e K I := f (u; v) 2 Er � Er : I 0(u; v) = 0 g:

Prop osição 3.10. A aplicação h : K J ! K I de�nida por

h(w) = ( w +  w ; w �  w);

é um homeomor�smo cuja inversa h � 1 : K I ! K J é dada por

h � 1(u; v) =
(u + v)

2
:

Prova. A prova é similar a da Prop osição 1.8. �

O funcional J satisfaz a geometria do passo da montanha.
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Lema 3.11. O funcional J satisfaz as seguintes condições:

(i ) Existem �; � > 0 tais que J (w) � � para kwk = � ;

(ii ) Existe e 2 Er , com kek > � , tal que J (e) < 0.

Prova. A prova é análoga a prova do Lema 2.11. �

3.2 Condição de Compacidade

Nosso desejo é provar que o funcional J : Er ! R, de�nido na seção anterior,

cumpre a condição de Palais-Smale. Para isto usamos os argumentos da Seção 2.3.

Lema 3.12. Seja (un ; vn )n uma sequência (P S) no nível c para o funcional I , isto é,

I (un ; vn ) ! c e kI 0(un ; vn )k(E r � E r )0 ! 0; n ! 1 :

Então, (un ; vn)n é limitada em Er � Er .

Prova. A prova é similar a do Lema 2.12, considerando o caso particular p = q = 2 �
.

�

Com a limitação de sequências Palais-Smale para o funcional I , temos que estas

sequências p ossuem subsequências fracamente convergentes.

Lema 3.13. Seja (un ; vn ) � Er � Er uma sequência fracamente convergente para

(u; v) 2 Er � Er . Suponha que

kI 0(un ; vn )k(E r � E r )0 ! 0; n ! 1 :

Então, (u; v) é um ponto crítico de I .

Prova. A prova é basicamente a mesma do Lema 2.14, com p equenas alteraçõ es. Sejam

�; ' 2 C1
0;rad (RN ) . Temos que I 0(un ; vn )( �; ' ) ! 0; n ! 1 : Lembramos que

I 0(un ; vn )( �; ' ) = hun ; ' i + hvn ; � i �
Z

RN
(f (x; un )� + g(x; vn )' )dx: (3.22)

Observamos que

hun ; ' i ! h u; ' i e hvn ; � i ! h v; � i ; n ! 1 : (3.23)
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A�rmação:

Z

RN
f (x; un)�dx !

Z

RN
f (x; u)�dx; n ! 1 .

De fato, denotemos p or ! o sup orte de � . Pelas imersõ es de Sob olev, temos

un ! u em L r (! ); 1 � r < 2� :

Então, un(x) ! u(x) em quase to do x 2 ! e existe h 2 L r (! ); h � 0; tal que

jun(x)j � h(x) para quase to do x 2 !: Assim, p or (iv ) Lema 3.5, temos

jf (x; un)� j � C
�
jun j + jun j2

� � 1
�

j� j � C
�
jhj + jhj2

� � 1
�

j� j 2 L1(! ):

Desde que f (x; s) é contínua, tem-se f (x; un(x)) � ! f (x; u(x)) � para quase to do x 2 ! .

Po demos assim aplicar o Teorema da Convergência Dominada e concluir a prova da

a�rmação.

Temos uma mesma a�rmação para g(x; s) . Então, juntando estas a�rmaçõ es com

(3.23), segue de (3.22) que

0 = hu; ' i + hv; � i �
Z

RN
(f (x; u)� + g(x; v)' )dx = I 0(u; v)( �; ' ):

Por �m, lembrando que o espaço C1
0;rad (RN ) é denso em Er , concluímos a prova do

lema. �

Lema 3.14. Seja (un ; vn )n uma sequência limitada em Er � Er tal que

kI 0(un ; vn )k(E r � E r )0 ! 0; n ! 1 :

Então, dado " > 0, existe R0 > 0 tal que

lim sup
n!1

Z

fj x j>R g

�
jr un j2 + V(x)u2

n

�
dx < " (resp:vn );

para R > R 0 .

Prova. A prova é similar a do Lema 2.15. �

Agora, tamb ém de maneira análoga a prova do Lema 2.16, provamos que o funcional

I satisfaz a condição Palais-Smale.

Lema 3.15. O funcional I satisfaz a condição (P S)c para todo c 2 R.
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Prova. Com os argumentos do início da prova do Lema 2.16, obtemos

kun � uk2 + kvn � vk2 =
Z

RN
(f (x; un) � f (x; u))vndx +

Z

RN
(g(x; vn ) � g(x; v))undx

+
Z

RN
(f (x; u) � f (x; un))vdx +

Z

RN
(g(x; v) � g(x; vn ))udx

+ o n (1): (3.24)

A�rmação 1: Z

RN
(f (x; un ) � f (x; u))vndx ! 0; n ! 1 :

De fato, consideremos inicialmente uma b ola BR = BR (0) com raio su�cientemente

grande tal que B0 �� BR . Então, p or (3.11), temos

�
�
�
�
�

Z

B c
R

(f (x; un) � f (x; u))vndx

�
�
�
�
�

�
1
k

Z

B c
R

(V(x)jun jj vn j + V(x)jujjvn j)dx

�
1
2k

Z

B c
R

V(x)
�
jun j2 + jvn j2 + juj2 + jvn j2

�
dx:

Usando agora o Lema 3.14 e o fato que V u2 2 L1(RN ) , existe R > 0 su�cientemente

grande tal que Z

B c
R

(f (x; un ) � f (x; u))vndx = o n (1): (3.25)

Pelas imersõ es de Sob olev, temos

un ! u em L r (BR); 1 � r < 2� :

Então, un (x) ! u(x) em quase to do x 2 BR e existe h 2 L r (BR ); h � 0; tal

que jun(x)j � h(x) para quase to do x 2 BR : Desde que f (x; s) é contínua, tem-se

f (x; un(x)) ! f (x; u(x)) para quase to do x 2 BR . Por (3.11), temos

jf (x; un) � f (x; u)j � (�=k )( jun j + juj) � (�=k )(h + juj) 2 L2(BR n B0):

Usando agora (iv ) do Lema 3.5, obtemos

jf (x; un)j � C
�
jun j + jun j2

� � 1
�

� C
�
jhj + jhj2

� � 1
�

2 L1(B0):

Po demos assim aplicar o Teorema da Convergência Dominada e concluir que

Z

B R nB 0

(f (x; un) � f (x; u))2dx ! 0; n ! 1 ; (3.26)
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e Z

B 0

f (x; un)dx !
Z

B 0

f (x; u)dx; n ! 1 : (3.27)

Desde que

�
�
�
�

Z

B R nB 0

(f (x; un ) � f (x; u))vndx

�
�
�
� �

� Z

B R nB 0

(f (x; un) � f (x; u))2dx
� 1

2
� Z

B R nB 0

v2
ndx

� 1
2

;

segue da limitação de (vn ) em L2(RN ) e de (3.26) que

Z

B R nB 0

(f (x; un) � f (x; u))vndx = o n (1): (3.28)

Agora, usando o Lema Radial de Strauss [91, Lema 1.1, p 250] (ou veja [84]), temos

jvn (x)j �
Ckvnk
jxj1=2

; para quase to do x 2 RN n f 0g;

para alguma constante C > 0: Seja d > 0 a distância da origem a B0 (note que estamos

usando que 0 =2 B0 , veja a Observação 3.3). Desde que (vn ) é limitada em Er , obtemos

jvn (x)j �
C1

d1=2
= C2; para quase to do x 2 B0: (3.29)

Juntando então (3.27) e (3.29), tem-se

Z

B 0

(f (x; un) � f (x; u))vndx = o n (1): (3.30)

A prova da A�rmação 1 segue p ortanto de (3.25), (3.28) e (3.30).

A�rmação 2: Z

RN
(f (x; un) � f (x; u))vdx ! 0; n ! 1 :

A prova da A�rmação 2 é a mesma da A�rmação 1 tro cando-se ap enas vn p or v .

Evidentemente as A�rmaçõ es 1 e 2 são tamb ém verdadeiras tro cando-se f (x; s) p or

g(x; s) . Portanto, a prova do lema segue de (3.24) e das A�rmaçõ es 1 e 2. �

3.3 O Sistema Limite

Como mencionado na Intro dução e no início deste capítulo, o Sistema (S3)~ está

relacionado com o sistema `limite':

(SL)

(
� � u + �u = g(v) + v2� � 1

em RN ;

� � v + �v = f (u) + u2� � 1
em RN ;
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onde � > 0 e u; v > 0 em RN
. O Sistema (SL) foi estudado p or Yang [90]. Ele mostrou

a existência de solução ground state (�u; �v) e que �u e �v são radiais e têm decaimentos no

in�nito. Para obter solução, Yang usa o méto do dual. Este méto do tem a vantagem de

não se trabalhar com o funcional asso ciado ao Sistema (SL) que tem a característica

de ser fortemente inde�nido. Mas, para usar os resultados de Yang [90], faremos a

formulação variacional apresentada anteriormente.

O Sistema (SL) é o sistema de equaçõ es de Euler-Lagrange asso ciado ao funcional

fortemente inde�nido I � : H 1(RN ) � H 1(RN ) ! R dado p or

I � (u; v) = hu; vi H 1(RN ) �
Z

RN

�
F (u) +

1
2�

(u+ )2� �
dx �

Z

RN

�
G(v) +

1
2�

(v+ )2� �
dx;

onde F (s) =
Rs

0 f (t)dt e G(s) =
Rs

0 g(t)dt .

Consideramos

c� = inf fI � (u; v) : (u; v) 6= (0 ; 0) é solução de (SL)g: (3.31)

O resultado a seguir é devido a Yang [90].

Prop osição 3.16. [90, Proposição 5.2] Sob as hipóteses (H 1) � (H 4) o Sistema (SL)

possui uma solução (u� ; v� ) tal que u� ; v� 2 C2(RN ) , u� ; v� > 0 em RN
, radialmente

simétricas e

c� = I � (u� ; v� ):

Observação 3.17. A Proposição 3.16 é uma versão simpli�cada da Proposição 5.2

em [90]. Mas precisamente, a existência de uma solução que realiza o ín�mo (3.31) é

obtida num contexto mais geral que o considerado aqui. Porém, no contexto mais geral

tratado em [90], não é claro ser garantida as propriedades de regularidade, decaimento,

simetria e positividade apresentadas na Proposição 3.16.

Motivados p or Rabinowitz [67], que estudou o caso escalar, Ramos-Soares [70]

estudaram a continuidade e monotonicidade da função

c : R+ ! R+ ; c(� ) = c� ; (3.32)

onde c� é de�nido em (3.31), isto é, a função que a cada � > 0 asso cia o ín�mo c� .

O resultado que enunciamos a seguir é devido a Ramos-Soares [70].
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Prop osição 3.18. [70, veja Lema 3.1] A função de�nida em (3.32) é contínua e

crescente.

Observação 3.19. Como consequência dos argumentos da prova do Lema 3.1 do

trabalho de Ramos-Soares [70] (veja Observação 1 em [71]), tem-se que o ín�mo c� ,

de�nido em (3.31) , é monótono em relação as não-linearedades do Sistema (SL) .

Seguindo as ideias desenvolvidas na Seção 3.1 (veja (3.16) e Observação 3.8) temos

uma aplicação � I � : H 1(RN ) ! H 1(RN ) de�nida p or

� I � (w) =  �;w ;

onde  �;w é a única solução da equação

� 2�  + 2 � = � f (w +  ) + g(w �  ) � ((w +  )+ )2� � 1 + (( w �  )+ )2� � 1; (3.33)

em (H 1(RN ))0
. A aplicação � I � é de classe C1

. Consideramos então o funcional reduzido

de classe C2
, J � : H 1(RN ) ! R, de�nido p or

J � (w) = I � (w +  �;w ; w �  �;w )

= kwk2
H 1 � k  �;w k2

H 1 �
Z

RN
[F (w +  �;w ) + G(w �  �;w )]dx

+
1
2�

Z

RN
[((w +  �;w )+ )2�

+ (( w �  �;w )+ )2�
]dx: (3.34)

cuja derivada primeira é

J 0
� (w)( � ) = I 0

� (w +  �;w ; w �  �;w )( �; � ); (3.35)

para to do � 2 H 1(RN ) . Denotando w� = ( u� + v� )=2, onde (u� ; v� ) é uma solução do

Sistema (SL) obtida p ela Prop osição 3.16, observamos direto na equação (3.33) que

 �;w � =
u� � v�

2
;

é a única solução. Portanto, p ela Prop osição 3.16, tem-se

c� = I � (u� ; v� ) = I � (w� +  �;w � ; w� �  �;w � ) = J � (w� ): (3.36)

Com o auxílio dos resultados anteriores sobre o Sistema (SL) , nosso ob jetivo é

provar uma estimativa que apresentaremos em seguida. Antes, para evitar confusão
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com a notação, lembramos que para cada ~ > 0, temos o funcional I ~ : Er � Er ! R

de�nido p or (veja (3.12))

I ~(u; v) =
Z

RN
(~2r ur v + V(x)uv)dx �

Z

RN

�
F (x; u) + G(x; v)

�
dx: (3.37)

O funcional reduzido J~ : Er ! R é de�nido p or

J~(w) = I ~(w +  w ; w �  w)

= kwk2
~ � k  wk2

~ �
Z

RN
[F (x; w +  w) + G(x; w �  w)]dx: (3.38)

e análogo a (3.20)

J 0
~(w)( � ) = I 0

~(w +  w ; w �  w)( �; � ); (3.39)

para to do � 2 Er .

Um dos resultados mais imp ortantes necessários a prova de existência de solução

para o Sistema (S3)~ é a seguinte estimativa: seja V0 = min B 0 V e c0 = cV0 de�nido em

(3.31) para � = V0:

Prop osição 3.20. Temos a seguinte estimativa

c~ � ~N (c0 + o ~(1)); ~ ! 0;

onde

c~ = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J~( (t)) ;

onde � = f  2 C([0; 1]; Er ) :  (0) = 0 e J~( (1)) < 0g:

A prova da prop osição é muito técnica e bastante longa. Por isto, preferimos

neste momento admiti-la como verdadeira e aplicá-la na seção seguinte, deixando sua

demonstração como o assunto da seção subsequente.

3.4 Prova do Teorema 3.1

Como o auxílio dos resultados desenvolvidos nas seçõ es anteriores, iniciaremos esta

seção com um resultado de existência de solução para o Sistema Mo di�cado (Sm)~

apresentado na Seção 3.1.
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Prop osição 3.21. Suponha que V satisfaz (V 3) e f; g satisfazem (H 1) � (H 3) . Então

para cada ~ > 0, o funcional J~ possui um ponto crítico não-trivial w~ 2 C2;�
loc (RN ); 0 <

� < 1; w~ � 0, tal que

J~(w~) = c~ = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J~( (t)) > 0; (3.40)

onde

� = f  2 C([0; 1]; Er ) :  (0) = 0 e J~( (1)) < 0g: (3.41)

Em particular, (w~ +  w~ ; w~ �  w~ ) é uma solução de (Sm)~ tal que  w~ 2 C2;�
loc (RN ) ,

w~ +  w~ ; w~ �  w~ > 0 e

I ~(w~ +  w~ ; w~ �  w~ ) = c~: (3.42)

Prova. A prova é uma aplicação do Teorema do Passo da Montanha. Primeiro

observamos que

I ~( ; �  ) = h ; �  i ~ �
Z

RN
[F (x;  ) + G(x; �  )]dx � 0;

para to do  2 E . Logo, p or (3.15), J~(0) = max  2 E I ~( ; �  ) = 0 : Agora, p elos

Lemas 3.11 e 3.15 (veja a Observação 1.12), estamos nas hip óteses do Teorema do

Passo da Montanha. Portanto, (3.40) segue. Agora, usando a Prop osição 3.10 temos

que (w~ +  w~ ; w~ �  w~ ) é p onto crítico de I ~ e (3.42) segue de (3.40) e da de�nição

de J~ . Note que se tivermos w~ +  w~ ; w~ �  w~ � 0 então 2w~ � 0. Portanto, vamos

veri�car que w~+  w~ ; w~�  w~ � 0. Com efeito, denotemos u = w~+  w~ e v = w~�  w~

e consideremos u� = min f 0; ug (resp. v�
) a parte negativa de u (resp. v ). Desde que

(u; v) é p onto crítico de I ~ , temos em particular I 0
~(u; v)(0; u� ) = 0 , ou seja,

�
Z

RN

�
~2jr u� j2 + V(x)(u� )2

�
dx =

Z

RN

�
~2r ur u� + V(x)uu�

�
dx

=
Z

RN
g(x; v)u� dx � 0:

Portanto, u� = 0 . Usando o mesmo argumento agora com I 0
~(u; v)(v� ; 0) = 0 , tem-se

v� = 0 .

A regularidade e p ositividade de u e v são obtidas com os argumentos do Capítulo

1. De fato, somando as duas equaçõ es de (Sm)~ obtemos

� ~2�( u + v) + V(x)(u + v) = f (x; u) + g(x; v) em RN
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(a igualdade é no sentido fraco). Denotemos k(x; u + v) = (1 =~2)( � V (x)(u + v) +

f (x; u) + g(x; v)) e

a(x) =
k(x; u + v)
1 + ( u + v)

de mo do que

� �( u + v) = a(x)(1 + ( u + v)) em RN : (3.43)

A�rmação: a 2 L
N
2

loc(R
N ) .

De fato, p or (iv ) do Lema 3.5,

f (x; s) � C(s+ + ( s+ )2� � 1) e g(x; s) � C(s+ + ( s+ )2� � 1):

Então,

ja(x)j �
�
(V(x) + C)(u + v) + C

�
u2� � 1 + v2� � 1

��
=(1 + ( u + v))

� (V(x) + C) + C(u + v)2� � 2:

Desde que (2� � 2)N=2 = 2�
, usando a imersão de Sob olev e o fato que V é contínuo,

concluímos a prova da a�rmação.

O restante da prova segue os argumentos da prova do Teorema 1.1. �

O próximo resultado que apresentaremos, é o passo fundamental para provar

existência de solução não-trivial para o Sistema (S3)~ . Como veremos na sequência,

ele p ossibilitará veri�car que para ~ > 0, su�cientemente p equeno, o par (u~; v~) :=

(w~ +  w~ ; w~ �  w~ ) obtido p elo Prop osição 3.21 é solução do Sistema (S3)~ .

Lema 3.22. Sejam (u~; v~) , uma solução de (Sm)~ obtida pela Proposição 3.21,

satisfazendo (3.42) , e z~ 2 B 0 . Se

lim inf
~! 0

maxf u~(z~); v~(z~)g > 0 (3.44)

então lim~! 0 V(z~) = inf x2 B 0 V(x) .

Assumiremos p or um instante o Lema 3.22 e mostraremos que este é de fato

su�ciente para prova existência de solução não-trivial para o Sistema (S3)~ .

Prova da Teorema 3.1. Para cada ~ > 0, consideremos

m~ = maxf max
x2 @B0

u~(x); max
x2 @B0

v~(x)g = maxf u~(y~); v~(y~)g;
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para algum y~ 2 @B0 . Temos que lim~! 0 m~ = 0 . De fato, em vista de uma contradição,

sup onhamos que lim inf ~! 0 m~ > 0. Então, p elo Lema 3.22, lim~! 0 V(y~) =

inf x2 B 0 V(x) . Passando a uma subsequência se necessário, tem-se y~ ! y 2 @B0 e,

p ortanto, V(y) = inf x2 B 0 V(x) . Logo, inf x2 @B0 V(x) � V (y) = inf x2 B 0 V(x) ; mas isto

contradiz a hip ótese (V 4) .

Agora, dado � > 0, seja ~0 > 0 tal que

m~ <
�
2

; para to do ~ 2 (0; ~0]:

Então, (u~ + v~ � � )+ = 0 em @B0 . Desde que u~ + v~ satisfaz (no sentido clássico) a

equação

� ~2�( u + v) + V(x)(u + v) = f (x; u) + g(x; v) em RN ;

(equação obtida da soma das equaçõ es de (Sm)~ ), p o demos multiplicá-la p or (u~ + v~ �

� )+
e integrar em RN n B 0 para obter

Z

RN nB 0

�
� ~2�( u~ + v~) � (u~ + v~ � � )+ + V(x)(u~ + v~) � (u~ + v~ � � )+

�
dx

=
Z

RN nB 0

[f (x; u~) + g(x; v~)] � (u~ + v~ � � )+ dx:

Integrando p or partes e organizando os termos, obtemos

Z

RN nB 0

~2jr (u~ + v~ � � )+ j2dx =
Z

RN nB 0

[� V (x)u~ + f (x; u~)](u~ + v~ � � )+ dx

+
Z

RN nB 0

[� V (x)v~ + g(x; v~)](u~ + v~ � � )+ dx:

Pela desigualdade (3.11), temos

� V (x)s + f (x; s) � 0 e � V (x)s + g(x; s) � 0; x 2 RN n B0; s � 0:

Logo,

Z

RN nB 0

~2jr (u~ + v~ � � )+ j2dx � 0:

Portanto, u~ + v~ � � � 0 em RN n B 0 . Escolhendo agora � < minf a1; a2g, onde a1 e

a2 são das de�niçõ es de

~f (s) e ~g(s) , de�nidas em (3.8), obtemos u~ � a1 e v~ � a2 em

RN n B0 . Então,

f (x; u~) = f (u~) + u2� � 1
~ e g(x; v~) = g(v~) + v2� � 1

~ em RN ;
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e, p ortanto, (u~; v~) é solução de (S3)~ para to do ~ 2 (0; ~0].

Para evitar uma prova do Lema 3.22 muito longa, faremos antes o seguinte lema:

Lema 3.23. Seja (u~; v~) uma solução de (Sm)~ obtida pela Proposição 3.21,

satisfazendo (3.42) . Então

Z

RN

�
~2jr u~j2 + V(x)u2

~

�
dx +

Z

RN

�
~2jr v~j2 + V(x)v2

~

�
dx � C~N

para algum C > 0 independente de ~.

Prova. Para cada ~ > 0, denotemos �u~(x) = u~(~x) , �v~(x) = v~(~x) e

�I ~(�u~; �v~) = ~� N I ~(u~; v~)

=
Z

RN
(r �u~r �v~ + V(~x)�u~�v~)dx �

Z

RN

�
F (~x; �u~) + G(~x; �v~)

�
dx

(veja (3.37)). Desde que (u~; v~) é uma solução de (Sm)~ , temos ~� N I 0
~(u~; v~) = 0 .

Então, p ela Prop osição 3.20, tem-se

�I ~(�u~; �v~) � C e

�I 0
~(�u~; �v~) = 0 :

Usando agora os argumentos da prova do Lema 3.12, concluímos que

Z

RN

�
jr �u~j2 + V(~x)�u2

~

�
dx +

Z

RN

�
jr �v~j2 + V(~x)�v2

~

�
dx � C

para algum C > 0 indep endente de ~. Isto prova o lema. �

Agora vamos à prova do Lema 3.22.

Prova do Lema 3.22. Desde que z~ 2 B 0 , a menos de subsequência, temos

z~ ! �z 2 B 0 .

A�rmação: �z 2 B0 .

De fato, sup onhamos, em vista de uma contradição, que �z 2 @B0 . Denotemos

�u~(x) = u~(~x + z~) e �v~(x) = v~(~x + z~):

Desde que (u~; v~) é solução de (Sm)~ , tem-se

(Sm)~

(
� �� u~ + V(~x + z~)�u~ = g(~x + z~; �v~) em RN ;

� �� v~ + V(~x + z~)�v~ = f (~x + z~; �u~) em RN ;
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que tem como funcional asso ciado

�I ~(�u~; �v~) = ~� N I ~(u~; v~) =
Z

RN
(r �u~r �v~ + V(~x + z~)�u~�v~)dx

�
Z

RN

�
F (~x + z~; �u~) + G(~x + z~; �v~)

�
dx: (3.45)

Ap enas para facilitar o entendimento, vamos assumir que o centro da b ola B0 é

�x = 0 e o vetor unitário normal exterior a @B0 em �z é ~n�z = (1 ; 0; : : : ; 0). Note que o

caso geral é ap enas transladado e rotacionado. Sejam

Figura 3.1: ~x + z~ 2 B0 quando ~ é su�cientemente p equeno

H = f x = ( x1; x2; : : : ; xN ) 2 RN : x1 = 0g

um hip erplano e os semi-espaços

H � = f x 2 RN : x1 < 0g e H+ = f x 2 RN : x1 > 0g:

Observamos agora que, para ~ > 0 su�cientemente p equeno, temos

1

~x + z~ 2 B0; se x 2 H � ; e ~x + z~ 2 (RN n B0); se x 2 H+ :

1

Observe que se x 2 H �
então o ângulo � formado entre ~x e o hip erplano H é p ositivo e �xo para

to do ~ > 0. Denotando p or #~ o ângulo entre ~x e z~ , desde que z~ ! �z , temos #~ > �= 2 + �= 2 para

~ > 0 su�cientemente p equeno. Assim, j~x + z~ j2 = ~2jxj2 + 2 ~cos(#~)jxjjz~ j + jz~ j2 < j �zj2 , para ~

su�cientemente p equeno. Logo, ~x + z~ 2 B0 para ~ su�cientemente p equeno.
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Então, a menos de um conjunto de medida nula (a sab er, H ), tem-se

lim
~! 0

� B 0 (~x + z~) = � H � (x);

onde � B 0 é a função característica B0 e � H �
a de H �

. Portanto, de�namos a função

�f : RN � R ! R+
dada p or

�f (x; s) = � H � (x)
�
f (s) + s2� � 1

�
+ (1 � � H � (x)) ~f (s) (3.46)

e, resp ectivamente, �g(x; s) .

Consideremos o sistema

(SL)

(
� � u + V(�z)u = �g(x; v) em RN ;

� � v + V(�z)v = �f (x; u) em RN :

O sistema (SL) tem como funcional asso ciado

�I V (�z) : H 1(RN ) � H 1(RN ) ! R de�nido

p or

�I V (�z)(u; v) =
Z

RN
[r ur v + V(�z)uv]dx �

Z

RN

�F (x; u)dx �
Z

RN

�G(x; v)dx;

onde

�F (x; s) =
Rs

0
�f (x; t )dt e

�G(x; s) =
Rs

0 �g(x; t )dt . Por (3.46) (veja Lema 3.5), temos

que

�I V (�z) é b em de�nido. Além disso,

�I V (�z) é de classe C2
sobre H 1(RN ) � H 1(RN ) .

Pelo Lema 3.23, tem-se k�u~k2
H 1 (RN ) + k�v~k2

H 1(RN ) � C . Então, a menos de

subsequência,

�u~ * �u e �v~ * �v em H 1
rad (RN ):

Como consequência disto e (3.46), tem-se

f (~x + z~; �u~) ! �f (x; �u) e g(~x + z~; �v~) ! �g(x; �v); ~ ! 0; (3.47)

quase sempre em RN
. Isto implica (veja A�rmação na prova do Lema 3.13)

Z

RN
f (~x + z~; �u~)�dx !

Z

RN

�f (x; �u)�dx; ~ ! 0;

para to da � 2 C1
0 (RN ) ; e análogo para g(~x+ z~; �v~) . Destas convergências, juntamente

com (Sm)~ , concluímos que (�u; �v) é uma solução de (SL) . Usando nossa hip ótese (3.44),

temos (�u; �v) 6= (0 ; 0); e �u; �v � 0, p ois �u~; �v~ > 0.
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Como de�nido em (3.31), consideremos

�cV (�z) = inf
� �I V (�z)(u; v) : (u; v) 6= (0 ; 0) é solução de (SL)

	
:

Desde que (�u; �v) é um p onto crítico não-tirvial de

�I V (�z) , temos

2�cV (�z) � 2�I V (�z)(�u; �v) � �I 0
V (�z)(�u; �v)(�u; �v)

=
Z

RN
[ �f (x; �u)�u � 2 �F (x; �u)]dx +

Z

RN
[�g(x; �v)�v � 2 �G(x; �v)]dx: (3.48)

Usando as de�niçõ es de f (x; s) ,

�f (x; s) , g(x; s) e �g(x; s) , tem-se

F (~x + z~; �u~) ! �F (x; �u) e G(~x + z~; �v~) ! �G(x; �v); ~ ! 0; (3.49)

quase sempre em RN
. Agora, p or (3.9) e (3.11) (veja (2.34)), obtemos

f (x; s)s � 2F (x; s) � 0

para to do x 2 RN
(resp. g(x; s) ). Além disso, desde que k�u~kH 1(RN ) � C , usando a

desigualdade de Sob olev e mais uma vez o Lema 3.5, (iv ) , conclui-se que

Z

RN
[f (~x + z~; �u~)�u~ � 2F (~x + z~; �u~)]dx � C1

Z

RN

�
j �u~j2 + j �u~j2

� �
dx � C2;

para alguns C1; C2 > 0 e qualquer ~ > 0 (resp. g(x; s) ). Então, aplicando o Lema de

Fatou,

Z

RN
[ �f (x; �u)�u � 2 �F (x; �u)]dx � lim inf

~! 0

Z

RN
[f (~x + z~; �u~)�u~ � 2F (~x + z~; �u~)]dx; (3.50)

valendo uma mesma desigualdade para g(x; s) . Desde que (�u~; �v~) é solução de (Sm)~ ,

temos

2~� N c~ = 2~� N I ~(u~; v~) = 2 �I ~(�u~; �v~) � �I 0
~(�u~; �v~)(�u~; �v~)

=
Z

RN
[f (~x + z~; �u~)�u~ � 2F (~x + z~; �u~)]dx

+
Z

RN
[g(~x + z~; �v~)�v~ � 2G(~x + z~; �v~)]dx:

Isto juntamente com (3.48), (3.50) e a Prop osição 3.20 implicam

�cV (�z) � lim inf
~! 0

~� N c~ � lim sup
~! 0

~� N c~ � cV0 : (3.51)
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Lembramos agora que cV (�z) é o ín�mo de�nido em (3.31), onde � = V(�z) , isto é,

cV (�z) = inf
�

I V (�z)(u; v) : (u; v) 6= (0 ; 0) é solução de (SL)
	

:

Usando as de�niçõ es de

~f (s) e ~g(s) , em (3.8), e a segunda desigualdade de (3.7), temos

�f (x; s) � f (s) + ( s+ )2� � 1
e �g(x; s) � g(s) + ( s+ )2� � 1

. Então, p ela Observação 3.19,

obtemos

cV (�z) � �cV (�z) :

Assim, p or (3.51), segue que

cV (�z) � cV0 :

Então, p ela Prop osição 3.18, V(�z) � V0 = inf B 0 V: Mas isto é uma contradição com a

hip ótese (V 4) : inf B 0 V < inf @B0 V � V(�z) . Isto conclui a prova da A�rmação.

Agora, usando a A�rmação, observamos que

lim
~! 0

� B 0 (~x + z~) = 1 x 2 RN :

Então, desde que �u~ * �u e �v~ * �v em H 1
rad (RN ) , temos

f (~x + z~; �u~) ! f (�u) + �u2� � 1
e g(~x + z~; �v~) ! g(�v) + �v2� � 1; ~ ! 0;

quase sempre em RN
. Ap ós desenvolver os argumentos da prova da A�rmação,

obteremos o análogo de (3.51):

cV (�z) � lim inf
~! 0

~� N c~ � lim sup
~! 0

~� N c~ � cV0 :

Então, V(�z) � V0 = inf B 0 V . Desde que �z 2 B0 , concluímos a prova.

3.5 Estimativa do Nível c~

O ob jetivo da presente seção é provar a Prop osição 3.20. Como foi dito no �nal

da Seção 3.3, a prova é bastante técnica e longa. A �m de facilitar a exp osição e o

entendimento, faremos vários resultados apresentados como lemas.

Lema 3.24. Sejam ~ > 0 e w 2 Er , tal que w+ 6= 0 . A função � : [0; 1 ) ! R de�nida

por

� (t) = J~(tw)

é C2
e, para cada t > 0 tal que � 0(t) = 0 , temos � 00(t) < 0. Além disso, � 0(0) = 0 e

� 00(0) > 0.
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Prova. Para simpli�car a notação vamos assumir que ~ = 1 e denotar J = J1 . Desde

que J é de classe C2
, p or (3.21), segue que � tamb ém o é. Temos ainda que

� 0(t) = J 0(tw)(w) e � 00(t) = J 00(tw)(w; w):

Sup onhamos agora que t0 > 0 é tal que � 0(t0) = 0 . Por (3.21), obtemos

� 00(t0) = J 00(t0w)(w; w)

= I 00(t0w +  t0 w; t0w �  t0w)(w + D t0 w(w); w � D t0w(w))( w; w): (3.52)

Consideremos agora o funcional K u;v : Er ! R de�nido p or

K u;v (� ) = I 00
�
u; v

��
u + �; v � �

��
u + �; v � �

�
; (3.53)

onde u = t0w +  t0w e v = t0w �  t0w . Por (3.14), tem-se

K u;v (� ) = 2 hu + �; v � � i �
Z

RN
[f 0(x; u)(u + � )2 + g0(x; v)(v � � )2]dx: (3.54)

Temos

� 0(t0) = J 0(t0w)(w) = I 0(u; v)(w; w) = 0 :

Além disso, p or (3.17), I 0(u; v)(  w; �  w ) = 0 . Então, I 0(u; v)(u; v) = 0 ; isto é,

2hu; vi =
Z

RN
[f (x; u)u + g(x; v)v]dx: (3.55)

Ainda p or (3.17), tem-se I 0(u; v)( �; � � ) = 0 , ou seja,

2hu; � i � 2hv; � i = � 2
Z

RN
[f (x; u)� + g(x; v)( � � )]dx: (3.56)

Substituindo (3.55)-(3.56) em (3.54), teremos

K v;w (� ) = � 2k� k2 +
Z



[f (x; u)(u + 2� ) + g(x; v)(v � 2� )]dx

�
Z

RN

�
f 0(x; u)(u + � )2 + g0(x; v)(v � � )2

�
dx

= � 2k� k2 �
Z

RN

�
f 0(x; u) �

f (x; u)
u

�
(u + � )2dx

�
Z

RN

�
g0(x; u) �

g(x; u)
u

�
(u � � )2dx �

Z

RN

�
f (x; u)

u
+

g(x; v)
v

�
� 2dx:
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Então, usando (iii ) do Lema 3.5, temos K u;v (� ) < 0 para to do � 6= 0 . Além disso,

K u;v (0) = �
Z

RN

�
f 0(x; u) �

f (x; u)
u

�
u2dx �

Z

RN

�
g0(x; v) �

g(x; v)
v

�
v2dx: (3.57)

Agora, se u � 0 e v � 0 então 2t0w = u+ v � 0, o que contradiz nossa hip ótese w+ 6= 0 .

Logo, u+ 6= 0 ou v+ 6= 0 . Vamos assumir que u+ 6= 0 . Sup onhamos que

Z

RN

�
f 0(x; u) �

f (x; u)
u

�
u2dx = 0: (3.58)

Então, denotando D1 = B0 [ f u+ � a1g e D c
1 = ( RN n B0) \ f u+ > a 1g, p ela de�nição

de f (x; s) , tem-se

0 =
Z

D 1

�
f 0(u) �

f (u)
u+

+ (2 � � 2)(u+ )2� � 2

�
u2dx +

Z

D c
1

"

A1 �
A1u+ + Â1

u+

#

u2dx:

Usando (H 2) e que Â1 < 0, temos

Z

D 1

�
f 0(u) �

f (u)
u+

+ (2 � � 2)(u+ )2� � 2

�
u2dx = 0 e

Z

D c
1

� Â1u+ dx = 0:

Então,

(2� � 2)
Z

D 1

(u+ )2�
dx = �

Z

D 1

�
f 0(u) �

f (u)
u+

�
u2dx � 0 e

Z

D c
1

u+ dx = 0;

o que implica u+ = 0 quase sempre em D1 [ D c
1 = RN

, uma contradição. Logo, (3.58)

não o corre e, p ortanto, p or (3.57), K u;v (0) < 0. Assim,

K u;v (� ) < 0 para to do � 2 Er :

Considerando em particular � = t0D t0w(w) �  t0 w , obtemos p ela de�nição de K u;v

(veja (3.53))

I 00
�
u; v

��
t0(w+ D t0w(w)); t0(w� D t0w(w))

��
t0(w+ D t0w(w)); t0(w� D t0w(w))

�
< 0:

Usando a bilinearidade de I 00(u; v) , tem-se

t2
0I

00
�
u; v

��
w + D t0w(w); w � D t0w(w)

��
w; w

�

+ t2
0I

00
�
u; v

��
w + D t0w(w); w � D t0w(w)

��
D t0w(w); � D t0w(w)

�
< 0: (3.59)
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Agora, derivando a identidade (3.17), obtém-se em particular

I 00
�
u; v

��
w + D t0w(w); w � D t0w(w)

��
D t0w(w); � D t0w(w)

�
= 0: (3.60)

Então, juntando (3.52), (3.59) e (3.60), temos

t2
0� (t0) = t2

0I 00
�
u; v

��
w + D t0w(w); w � D t0w(w)

��
w; w

�
< 0;

concluindo assim que � (t0) < 0.

Por �m, temos � 0(0) = J 0(0)(w) = 0 e, desde que  0 = 0 e D 0(w) = 0 , segue que

(veja (3.14))

� 00(0) = I 00(0; 0)(w; w)(w; w) = 2 kwk2 > 0:

Isto conclui a prova. �

Lema 3.25. Para cada ~ > 0 e w 	 0, existe um único t~;w > 0 tal que

c~ � max
t � 0

J~(tw) = J~(t~;ww);

onde c~ é de�nido em (3.40) .

Prova. Com o mesmo argumento da prova do Lema 3.11 (veja prova do Lema 2.11),

dado w 	 0, obtemos

J~(tw) ! �1 ; t ! 1 :

Assim, existe

�t~;w > 0 tal que J~(�t~;ww) < 0. Po demos assim considerar � : [0; 1] ! Er

de�nido p or

� (t) = t�t~;ww;

de mo do que � 2 � = f  2 C([0; 1]; Er ) :  (0) = 0 e J~( (1)) < 0g (veja (3.41)). Então,

c~ = inf
 2 �

max
t2 [0;1]

J~( (t)) � max
t2 [0;1]

J~(� (t)) :

Ainda com o argumento da prova do Lema 3.11, provamos que existe t~;w > 0

max
t2 [0;1]

J~(� (t)) = max
t � 0

J~(tw) = J~(t~;ww):

Sup onhamos agora que existem t~;w > 0 e

�t~;w > 0 tais que

J~(t~;ww) = max
t � 0

J~(tw) = J~(�t~;ww);
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com t~;w < �t~;w . Então a função � (t) de�nida no Lema 3.24 assume um mínimo no

compacto [t~;w ; �t~;w ]; digamos em t0 2 [t~;w ; �t~;w ]. Se t0 2 (t~;w ; �t~;w) , então � 0(t0) = 0 e

� 00(t0) � 0, o que contradiz o Lema 3.24. Logo, t0 = t~;w ou t0 = �t~;w . Então

� (t0) = min
t2 [t~;w ;�t~;w ]

� (t) = max
t2 [t~;w ;�t~;w ]

� (t);

ou seja, devemos ter � (t) constante em [t~;w ; �t~;w ]. Mas assim, � 0(( t~;w + �t~;w)=2) = 0 e

� 00(( t~;w + �t~;w)=2) = 0 , contradizendo novamente o Lema 3.24. Portanto, t~;w = �t~;w ; e

a prova está completa. �

Seja x0 2 B0 tal que V(x0) = inf B 0 V = V0 . Com os argumentos das provas dos

Lemas 3.24 e 3.25, aplicados de forma mais direta, obtemos o seguinte resultado para

o funcional J V (x0 ) de�nido em (3.34), onde � = V(x0) .

Lema 3.26. Para cada w 2 H 1
rad (RN ); w 	 0, existe um único t0 = tV0 ;w > 0 tal que

max
t � 0

J V (x0 )(tw) = J V (x0)(t0w):

Prova. A prova segue dos argumentos das provas dos Lemas 3.24 e 3.25. �

Agora, seja (u0; v0) uma solução do Sistema (SL) que realiza o ín�mo (3.31) para

� = V(x0) . Consideremos uma b ola B1 = B2r 0 (x) (veja a hip ótese (V 4) ), tal que

B0 �� B1 , e uma função � : RN ! [0; 1] p ertencente a C1
0;rad (RN ) satisfazendo

� (x) =

(
1 se x 2 B0;

0 se x 2 RN n B1

(3.61)

e jr � j � C� � 1; para algum C > 0. Denotando

w0 =
u0 + v0

2
> 0 (3.62)

e usando a função � , de�nimos para cada ~ > 0 a função

w0;~(x) := � (x)w0

�
x � x0

~

�
: (3.63)

Por (3.16), para cada ~ > 0, temos de�nida a aplicação � I ~ : Er ! Er dada p or

� I ~ (w) =  ~;w . Em particular, para w = tw0;~ , t � 0,

� I ~ (tw0;~) =  ~;tw 0;~ :
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Seguindo a Observação 3.8, p o demos entender  ~;tw 0;~ como sendo a única solução da

equação

� 2~2�  + 2V(x) = � f (x; tw0;~ +  ) + g(x; tw0;~ �  ); (3.64)

em E 0
r , com t � 0 (veja (3.18)).

Notação: A �m de simpli�car a notação, denotaremos

 ~;t = � I ~ (tw0;~) =  ~;tw 0;~

e, em consequência da mudança de variável y = ~x + x0 ,

 ~
t (x) =  ~;t (~x + x0); � ~(x) = � (~x + x0) e A~ =

A � x0

~
; (3.65)

para qualquer A � RN :

Nossos próximos resultados tratam do comp ortamento de

k ~;t k2
~ =

Z

RN
~2jr  ~;t j2 + V(x) 2

~;t ;

quando ~ ! 0.

Lema 3.27. As seguintes estimativas são válidas:

Z

RN

�
~2jr w0;~j2 + V(x)w2

0;~

�
dx � C~N

e

Z

RN

�
~2jr  ~;t j2 + V(x) 2

~;t

�
dx � C~N ;

para todo 0 � t � t0 , t0 > 0; e algum C > 0.

Prova. Observemos que se

~C = supB 1
V(x) então

Z

RN

�
~2jr w0;~j2 + V(x)w2

0;~

�
dx �

Z

B 1

h
~2jr w0;~j2 + ~Cw2

0;~

i
dx

� ~N
Z

B ~
1

h�
�r (� ~w0)

�
�2

+ ~C(� ~)2w2
0

i
dx

� ~N
Z

B ~
1

h
2jr w0j2 + ~Cw2

0

i
(� ~)2dx

+ ~N
Z

B ~
1

2
�
�w0r � ~

�
�2

dx

� ~N

� Z

RN

h
2jr w0j2 + ~Cw2

0

i
dx +

Z

RN
Cjw0j2dx

�

� ~N �C: (3.66)
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Desde que  ~;t é solução de (3.64) em E 0
r , em particular, temos

2
Z

RN

�
~2jr  ~;t j2 + V(x) 2

~;t

�
dx =

Z

RN
[� f (x; tw0;~ +  ~;t ) + g(x; tw0;~ �  ~;t )] ~;t dx:

(3.67)

Pelo Lema 3.5, (iv ) , a função f (x; s) é não-decrescente em s. Então, se  ~;t � 0 temos

f (x; tw0;~) � f (x; tw0;~ +  ~;t ) , e se  ~;t � 0 obtemos f (x; tw0;~ +  ~;t ) � f (x; tw0;~) .

Em to do caso,

� f (x; tw0;~ +  ~;t ) ~;t � � f (x; tw0;~) ~;t : (3.68)

Ainda p elo Lema 3.5, (iv ) , tem-se � f (x; s) � C
�
jsj + jsj2

� � 1
�

. Então,

Z

RN
� f (x; tw0;~ +  ~;t ) ~;t dx � C

Z

RN

�
jtw0;~jj  ~;t j + jtw0;~j2

� � 1j ~;t j
�

dx: (3.69)

Pela desigualdade de Hölder e (3.66), temos

Z

RN
jtw0;~jj  ~;t jdx � tkw0;~k~k ~;t k~ � �Ct~

N
2 k ~;t k~: (3.70)

Além disso, p elas desigualdades de Hölder, Sob olev e (3.66), segue que

Z

RN
jtw0;~j2

� � 1j ~;t jdx �
� Z

RN
jtw0;~j2

�
dx

� 2� � 1
2�

� Z

RN
j ~;t j2

�
dx

� 1
2�

� Ct2� � 1

� Z

RN
jr w0;~j2dx

� 2� � 1
2

� Z

RN
jr  ~;t j2dx

� 1
2

= Ct2� � 1~� 2�

� Z

RN
~2jr w0;~j2dx

� 2� � 1
2

� Z

RN
~2jr  ~;t j2dx

� 1
2

� Ct2� � 1~� 2�
kw0;~k2� � 1

~ k ~;t k~

� C �Ct2� � 1~� 2�
�

~
N
2

� 2� � 1
k ~;t k~ = C �Ct2� � 1~

N
2 k ~;t k~: (3.71)

Juntando (3.69), (3.70) e (3.71), concluímos que

Z

RN
� f (x; tw0;~ +  ~;t ) ~;t dx �

� �Ct + C �Ct2� � 1
�
~

N
2 k ~;t k~:

De mo do análogo obtemos a mesma estimativa com g(x; tw0;~ �  ~;t ) , ou seja,

Z

RN
g(x; tw0;~ �  ~;t ) ~;t dx �

� �Ct + C �Ct2� � 1
�
~

N
2 k ~;t k~:

Esta duas estimativas juntamente com (3.67), conclui que

k ~;t k~ � ~C
�
t + t2� � 1

�
~

N
2 ;

onde

~C > 0 é uma constante indep edente de t e ~. Isto conclui a prova do lema. �
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Lema 3.28. A seguinte convergência é válida:

~� N
Z

RN nB 0

[~2jr  ~;t j2 + V(x) 2
~;t ]dx ! 0; ~ ! 0;

para todo 0 � t � t0 .

Prova. Consideremos uma sequência (� n ) � C1
0;rad (RN nB0; [0; 1]) tal que � n ! � RN nB 0

(função característica de RN nB0 ) quase sempre em RN
e jr � n j � C , para algum C > 0.

Multiplicando � n  ~;t em (3.64), ap ós integração p or partes, obtemos

2
Z

RN nB 0

�
~2jr  ~;t j2 + V(x) 2

~;t

�
� ndx = � 2

Z

RN nB 0

~2 ~;t r  ~;t � r � ndx

�
Z

RN nB 0

f (x; tw0;~ +  ~;t ) ~;t � ndx

+
Z

RN nB 0

g(x; tw0;~ �  ~;t ) ~;t � ndx:(3.72)

Utilizando o fato que V(x)=� � 1 e a segunda estimativa do Lema 3.27, tem-se

Z

RN nB 0

2~2j ~;t jjr  ~;t jjr � n jdx � C~
Z

RN nB 0

�
~2jr  ~;t j2 +  2

~;t

�
dx

� eC~
Z

RN

�
~2jr  ~;t j2 + V(x) 2

~;t

�
dx

� C~N +1 ; (3.73)

para to do n 2 N e algum C > 0. Desde que w0;~ � 0 em RN n B1 e

f (x;  ~;t ) ~;t � 0 e g(x; �  ~;t ) ~;t � 0

segue que

�
Z

RN nB 1

f (x; tw0;~ +  ~;t ) ~;t � ndx = �
Z

RN nB 1

f (x;  ~;t ) ~;t � ndx � 0 (3.74)

e Z

RN nB 1

g(x; tw0;~ �  ~;t ) ~;t � ndx =
Z

RN nB 1

g(x; �  ~;t ) ~;t � ndx � 0: (3.75)

Pelo Lema 3.5, (iv ) f (x; s) é crescente em s. Então, com o mesmo argumento para

obter (3.68), tem-se

f (x; tw0;~ +  ~;t ) ~;t � f (x; tw0;~) ~;t :
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Isto juntamente com (iv ) do Lema 3.5 implicam

�
Z

B 1nB 0

f (x; tw0;~ +  ~;t ) ~;t � ndx � �
Z

B 1nB 0

f (x; tw0;~) ~;t � ndx

� C
Z

B 1nB 0

jtw0;~jj  ~;t j + jtw0;~j2
� � 1j ~;t jdx

= C~N
Z

B ~
1 nB ~

0

jtw0� ~jj  ~
t j + jtw0� ~j2

� � 1j ~
t jdx:

(3.76)

Agora, utilizando a segunda estimativa do Lema 3.27 e que w0 2 L2(RN ) , temos

Z

B ~
1 nB ~

0

jw0� ~jj  ~
t jdx �

 Z

RN nB ~
0

jw0j2dx

! 1
2 � Z

RN
j ~

t j2dx
� 1

2

= o ~(1); ~ ! 0:

Do mesmo mo do, obtemos

Z

B ~
1 nB ~

0

jw0� ~j2
� � 1j ~

t jdx �

 Z

RN nB ~
0

jw0j2
�

! 2� � 1
2� � Z

RN
j ~

t j2
�

� 1
2�

= o ~(1); ~ ! 0:

Então, usando estas estimativas em (3.76), desde que t � t0 , concluímos que

�
Z

B 1nB 0

f (x; tw0;~ +  ~;t ) ~;t � ndx � o ~(~N ); ~ ! 0: (3.77)

Analogamente,

Z

B 1nB 0

g(x; tw0;~ �  ~;t ) ~;t � ndx � o ~(~N ); ~ ! 0: (3.78)

Juntando (3.72)-(3.75) e (3.77)-(3.78) obtém-se

Z

RN nB 0

[~2jr  ~;t j2 + V(x) 2
~;t ]� ndx � o ~(~N ); ~ ! 0;

para to do n 2 N. Por �m, o fato de que

�
~2jr  ~;t j2 + V(x) 2

~;t

�
� n � ~2jr  ~;t j2 + V(x) 2

~;t 2 L1(RN n B0);

nos p ermite aplicar o Teorema da Convergência Dominada e concluir que

Z

RN nB 0

[~2jr  ~;t j2 + V(x) 2
~;t ]dx � o ~(~N ); ~ ! 0;
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isto prova o lema. �

Como o lema anterior fornece um comp ortamento de  ~;t no exterior de B0 , vamos

agora em busca de informaçõ es sobre  ~;t em B0 .

Considerando t � 0 e w0 , intro duzida em (3.62), existe uma única função

 t = � I V0
(tw0) (3.79)

que é a única solução da equação (3.33), para w = tw0 e � = V(x0) = min B 0 V = V0:

Em particular, para t = 1 , tem-se

 1 =
u0 � v0

2
: (3.80)

De fato, basta observar que  1 satisfaz a equação, p ois (u0 � v0)=2 é solução da equação

obtida da subtração das equaçõ es do Sistema (SL) .

Lema 3.29. Dado t0 > 0, existe C = C(t0) tal que

Z

RN

�
jr  t j2 + V(x0) 2

t

�
dx � C;

para todo 0 � t � t0 .

Prova. Integrando p or partes em (3.33), obtemos

2
Z

RN
[jr  t j2 + V(x0) 2

t ]dx = �
Z

RN
[f (tw0 +  t ) � g(tw0 �  t )] tdx

�
Z

RN

�
(( tw0 +  t )+ )2� � 1� (( tw0 �  t )+ )2� � 1

�
 tdx:

Por (H 2) , f (s) e g(s) são não-decrescentes; assim como a função (s+ )2� � 1
. Então, com

o mesmo argumento para obter (3.68), temos

f (tu0 +  t ) t � f (tw0) t ; g(tw0 �  t ) t � g(tw0) t ;

(( tw0 +  t )+ )2� � 1 t � (( tw0)+ )2� � 1 t e (( tw0 �  t )+ )2� � 1 t � (( tw0)+ )2� � 1 t :

Isto implica

2
Z

RN
[jr  t j2 + V(x0) 2

t ]dx � �
Z

RN
[f (tw0) � g(tw0)] tdx

�
Z

RN

�
(( tw0)+ )2� � 1� (( tw0)+ )2� � 1

�
 tdx:
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Assim,

2
Z

RN

�
jr  t j2 + V(x0) 2

t

�
dx � C

Z

RN

�
tw0 + ( tw0)2� � 1 + tw0 + ( tw0)2� � 1

�
j t jdx

� �C
�
t
Z

RN
w0j t jdx + t2� � 1

Z

RN
w2� � 1

0 j t jdx
�

:

Usando as desigualdades de Hölder e Sob olev obtemos

2
Z

RN

�
jr  t j2 + V(x0) 2

t

�
dx � ~C

"

t
� Z

RN
w2

0dx
� 1

2

+ t2� � 1

� Z

RN
w2�

0 dx
� 2� � 1

2�
#

k tkH 1 :

Isto prova o lema. �

Lema 3.30. Temos a convergência:

Z

B ~
0

�
jr ( ~

t �  t )j2 + V(~x + x0)(  ~
t �  t )2

�
dx ! 0; ~ ! 0;

para todo 0 � t � t0 .

Prova. Para to do ' 2 Er , integrando p or partes em (3.64), tem-se

2
Z

RN

�
~2r  ~;t r ' + V(x) ~;t '

�
dx = �

Z

RN
f (x; tw0;~ +  ~;t )'dx

+
Z

RN
g(x; tw0;~ �  ~;t )'dx:

Ap ós a mudança de variável y = ~x + x0 , obtemos

2
Z

RN

�
r  ~

t r ' ~ + V(~x + x0) ~
t ' ~

�
dx = �

Z

RN
f

�
~x + x0; tw0� ~ +  ~

t

�
' ~dx

+
Z

RN
g

�
~x + x0; tw0� ~ �  ~

t

�
' ~dx; (3.81)

para to do ' 2 Er . Agora, para to do � 2 H 1(RN ) , integrando p or partes em (3.33),

obtemos

2
Z

RN
[r  t r � + V(x0) t � ]dx = �

Z

RN
[f (tw0 +  t ) � g(tw0 �  t )]�dx

�
Z

RN

�
(( tw0 +  t )+ )2� � 1� (( tw0 �  t )+ )2� � 1

�
�dx: (3.82)
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Fazendo, em particular, ' ~ = (  ~
t �  t )� ~ = � em (3.81) e (3.82), ap ós subtração tem-se

2
Z

RN
[jr ( ~

t �  t )j2 + V(~x + x0)(  ~
t �  t )2]� ~dx

= � 2
Z

RN
( ~

t �  t )r ( ~
t �  t )r � ~dx

+
Z

RN
(V (x0) � V (~x + x0))  t ( ~

t �  t )� ~dx

�
Z

RN
f (~x + x0; tw0� ~ +  ~

t )(  ~
t �  t )� ~dx

+
Z

RN

�
f (tw0 +  t ) + (( tw0 +  t )+ )2� � 1

�
( ~

t �  t )� ~dx

+
Z

RN
g(~x + x0; tw0� ~ �  ~

t )(  ~
t �  t )� ~dx

�
Z

RN

�
g(tw0 �  t ) + (( tw0 �  t )+ )2� � 1

�
( ~

t �  t )� ~dx: (3.83)

Vamos agora estima cada termo do lado direito da igualdade anterior. Observamos que

Z

RN
2j ~

t �  t j jr ( ~
t �  t )jjr � ~jdx

� ~C
Z

RN nB ~
0

[jr ( ~
t �  t )j2 + j ~

t �  t j2]dx

� 2~C

" Z

RN nB ~
0

[jr  ~
t j2 + (  ~

t )2]dx +
Z

RN
[jr  t j2 + (  t )2]dx

#

:

Isto juntamente com os Lemas 3.28 e 3.29 implicam

� 2
Z

RN
( ~

t �  t )r ( ~
t �  t )r � ~dx ! 0; ~ ! 0: (3.84)

Vejamos tamb ém que

Z

RN
(V (x0) � V (~x + x0))  t ( ~

t �  t )� ~dx

�
Z

RN
jV(x0) � V(~x + x0)j 2

t dx

+
Z

RN
j(V (x0) � V (~x + x0))  t  ~

t jdx

�
Z

RN
jV(x0) � V(~x + x0)j 2

t dx

+
� Z

RN
jV(x0) � V(~x + x0)j2 2

t dx
� 1

2
� Z

RN
j ~

t j2dx
� 1

2

:
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Desde que

V(x0) � V (~x + x0) ! 0 quase sempre em RN ; ~ ! 0; (3.85)

p elos Lemas 3.27 e 3.29, segue que

Z

RN
(V(x0) � V(~x + x0))  t ( ~

t �  t )� ~dx ! 0; ~ ! 0: (3.86)

Agora, p ela de�nição, f (x; s) = f (s) + ( s+ )2� � 1
e � � 1 em B0 . Por (H 2) , f (s) é

não-decrescente; assim como a função (s+ )2� � 1
. Então, com o mesmo argumento para

obter (3.68), aplicado para  ~
t �  t e  ~

t �  t em B ~
0 , temos

� f (~x + x0; tw0� ~ +  ~
t )(  ~

t �  t )� ~ = � [f (tw0 +  ~
t ) + (( tw0 +  ~

t )+ )2� � 1]( ~
t �  t )� ~

� � [f (tw0 +  t ) + (( tw0 +  t )+ )2� � 1]( ~
t �  t )� ~:

Isto implica

Z

B ~
0

�
� f (~x + x0; tw0� ~ +  ~

t ) + f (tw0 +  t ) + (( tw0 +  t )+ )2� � 1
�

( ~
t �  t )� ~dx � 0

(3.87)

e, analogamente,

Z

B ~
0

�
g(~x + x0; tw0� ~ �  ~

t ) � g(tw0 �  t ) � (( tw0 �  t )+ )2� � 1
�

( ~
t �  t )� ~dx � 0:

(3.88)

Agora, como � ~ = 0 fora de B ~
1 , vamos analisar as expressõ es (3.87) e (3.88) em B ~

1 nB ~
0 :

p elo Lema 3.5, (v) , temos

� f (~x + x0; tw0� ~ +  ~
t ) � C

�
jtw0� ~ +  ~

t j + jtw0� ~ +  ~
t j2

� � 1
�

� eC
�
jtw0j + jtw0j2

� � 1 + j ~
t j + j ~

t j2
� � 1

�
:

Então,

Z

B ~
1 nB ~

0

� f (~x + x0; tw0� ~ +  ~
t )(  ~

t �  t )� ~dx � eC
Z

B ~
1 nB ~

0

(jtw0j + jtw0j2
� � 1)j ~

t �  t jdx

+ eC
Z

B ~
1 nB ~

0

(j ~
t j + j ~

t j2
� � 1)j ~

t �  t jdx

(3.89)

Agora, p elos Lemas 3.27, 3.28 e 3.29 e desigualdade de Sob olev, observamos que

Z

B ~
1 nB ~

0

jw0jj  ~
t jdx �

 Z

RN nB ~
0

jw0j2dx

! 1
2 � Z

RN
j ~

t j2dx
� 1

2

! 0; ~ ! 0;
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Z

B ~
1 nB ~

0

j ~
t j2

� � 1j t jdx �
� Z

RN
j ~

t j2
�
dx

� 2� � 1
2�

 Z

RN nB ~
0

j t j2
�
dx

! 1
2�

! 0; ~ ! 0;

e analogamente com os demais termos do lado direito de (3.89), de mo do que

Z

B ~
1 nB ~

0

� f (~x + x0; tw0� ~ +  ~
t )(  ~

t �  t )� ~dx ! 0; ~ ! 0: (3.90)

Com os mesmos argumentos obtemos

Z

B ~
1 nB ~

0

�
f (tw0 +  t ) + (( tw0 +  t )+ )2� � 1

�
( ~

t �  t )� ~ ! 0; ~ ! 0; (3.91)

Z

B ~
1 nB ~

0

g(~x + x0; tw0� ~ �  ~
t )(  ~

t �  t )� ~dx ! 0; ~ ! 0 (3.92)

e

Z

B ~
1 nB ~

0

�
�
g(tw0 �  t ) + (( tw0 �  t )+ )2� � 1

�
( ~

t �  t )� ~dx ! 0; ~ ! 0; (3.93)

Juntando então (3.87), (3.90) e (3.91), segue que

Z

RN
[� f (~x+ x0; tw0� ~+  ~

t )+ f (tw0+  t )+(( tw0+  t )+ )2� � 1]( ~
t �  t )� ~dx � 0; (3.94)

quando ~ ! 0, assim como, de (3.88), (3.92) e (3.93), segue que

Z

RN

�
g(~x + x0; tw0� ~ �  ~

t ) � g(tw0 �  t ) � (( tw0 �  t )+ )2� � 1
�

( ~
t �  t )� ~dx � 0;

(3.95)

quando ~ ! 0. Finalmente, juntando (3.83), (3.84), (3.86), (3.94) e (3.95), concluímos

que

2
Z

RN

�
jr ( ~

t �  t )j2 + V(~x + x0)(  ~
t �  t )2

�
� ~dx ! 0; ~ ! 0:

Desde que � ~ � 1 em B ~
0 , temos a comclusão da prova do lema. �

Pelo Lema 3.25, para cada ~ > 0, existe um único t~ = t(~; w0) > 0 tal que

max
t> 0

J~(tw0;~) = J~(t~w0;~); (3.96)

onde w0;~ é de�nida em (3.63).
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Lema 3.31. Temos que th ! 1 e

Z

RN
[jr  ~

t~
j2 + V(~x + x0)(  ~

t~
)2]dx !

Z

RN
[jr  w0 j2 + V(x0) 2

w0
]dx;

~ ! 0, onde  w0 é de�nido em (3.80) .

Prova. Por (3.96), J 0
~(t~w0;~)( t~w0;~) = 0 . Então

2t2
~kw0;~k2

~ =
Z

RN
[f (x; t ~w0;~ +  ~;t~ ) + g(x; t ~w0;~ �  ~;t~ )] t~w0;~dx (3.97)

�
Z

B 0

[f (t~w0;~ +  ~;t~ ) + g(t~w0;~ �  ~;t~ )] t~w0;~dx

+
Z

B 0

h�
(t~w0;~ +  ~;t~ )+

� 2� � 1
+

�
(t~w0;~ �  ~;t~ )+

� 2� � 1
i

t~w0;~dx

�
Z

B 0

(2t~w0;~)
2� � 1 t~w0;~dx;

(veja (2.31), (3.39) e a de�nição f (x; s) e g(x; s)) . Esta desigualdade em conjunto com

a estimativa (3.66) (note que w0 > 0, veja (3.62)), resulta em

t2� � 2
~ � k w0;~k2

~

� Z

B 0

w2�

0;~dx
� � 1

� �C~N

� Z

B 0

w2�

0;~dx
� � 1

� �C

 Z

B ~
0

w2�

0 dx

! � 1

: (3.98)

Desde que Z

B ~
0

w2�

0 dx !
Z

RN
w2�

0 dx > 0;

quando ~ ! 0, segue que th � C , para algum C > 0. Assim p o demos passar se

necessário a uma subsequência de (t~) , tamb ém denotada p or (t~) , tal que t~ ! t0 .

Pela Prop osição 3.9

 t~w0 !  t0w0 em H 1(RN ); ~ ! 0:

Usando os Lemas 3.28 e 3.30, tem-se

Z

RN

�
jr ( ~

t~
�  t0 w0 )j

2 + � ( ~
t~

�  t0 w0 )
2
�
dx

�
Z

B ~
0

�
jr ( ~

t~
�  t~w0 )j

2 + V(~x + x0)(  ~
t~

�  t~w0 )2
�

dx

+2
Z

RN nB ~
0

�
jr  ~

t~
j2 + V(~x + x0)(  ~

t~
)2

�
dx

+2
Z

RN nB ~
0

�
jr  t0w0 j

2 + � 2
t0 w0

�
dx

= o ~(1); ~ ! 0; (3.99)
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ou seja,  ~
t~

!  t0w0 em H 1(RN ) . Então,

Z

RN

�
jr  ~

t~
j2 + V(x0)(  ~

t~
)2

�
dx !

Z

RN

�
jr  t0w0 j2 + V(x0) 2

t0 w0

�
dx; (3.100)

e  ~
t~

!  t0 w0 em Lp(RN ); 2 � p � 2� ; ~ ! 0: Logo, temos ainda que

Z

RN
jV (~x + x0) � V (x0)j( ~

t~
)2dx ! 0 ~ ! 0: (3.101)

Portanto, escrevendo

Z

RN

�
jr  ~

t~
j2 + V(~x + x0)(  ~

t~
)2

�
dx =

Z

RN

�
jr  ~

t~
j2 + V(x0)(  ~

t~
)2

�
dx

+
Z

RN
(V (~x + x0) � V(x0))

�
 ~

t~

� 2
dx;

concluímos usando (3.100) e (3.101) que

Z

RN
[jr  ~

t~
j2 + V(~x + x0)(  ~

t~
)2]dx !

Z

RN
[jr  t0w0 j2 + V(x0) 2

t0 w0
]dx; ~ ! 0:

Resta assim veri�car que t~ ! 1. Para isto, retornando a (3.97), temos

2t2
~kw0;~k2

~ =
Z

RN
[f (x; t ~w0;~ +  ~;t~ ) + g(x; t ~w0;~ �  ~;t~ )] t~w0;~dx:

Fazendo a mudança de variável y = ~x + x0 obtemos

2t2
~

Z

RN
[jr w0� ~j2 + V(~x + x0)(w0� ~)2]dx =

Z

RN
f (~x + x0; t~w0� ~ +  ~

t~
)t~w0� ~dx

+
Z

RN
g(~x + x0; t~w0� ~ �  ~

t~
)t~w0� ~dx:

(3.102)

Pelo Teorema da Convergência Dominada, obtém-se

Z

RN

�
jr w0� ~j2 + V(~x + x0)(w0� ~)2

�
dx !

Z

RN

�
jr w0j2 + V(x0)w2

0

�
dx: (3.103)

Por (3.99),  ~
t~

!  t0w0 em H 1(RN ) . Então,  ~
t~

!  t0w0 em Lp(RN ); 2 � p � 2� : Logo,

passando a uma subsequência se necessário, temos

 ~
t~

!  t0 w0 q.s. em RN
e j ~

t~
j � kp 2 Lp(RN ); 2 � p � 2�

(veja [20, Teorema IV.9.]). Assim,

f (~x + x0; t~w0� ~ +  ~
t~

)t~w0� ~ !
�
f (t0w0 +  t0w0 ) + (( t0w0 +  t0w0 )+ )2� � 1

�
t0w0;
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quase sempre em RN
e, p elo Lema 3.5, (iv ) , obtemos

f (~x + x0; t~w0� ~ +  ~
t~

)t~w0� ~ � C
�
jt~w0� ~ +  ~

t~
j + jt~w0� ~ +  ~

t~
j2

� � 1
�

t~w0

� k1;

quase sempre em RN ; onde k1 2 L1(RN ): Portanto, p elo Teorema da Convergência

Dominada, concluímos que

Z

RN
f (~x + x0; t~w0� ~ +  ~

t~
)t~w0� ~dx !

Z

RN
f (t0w0 +  t0w0 )t0w0dx

+
Z

RN
(( t0w0 +  t0w0 )

+ )2� � 1t0w0dx: (3.104)

Analogamente,

Z

RN
g(~x + x0; t~w0� ~ �  ~

t~
)t~w0� ~dx !

Z

RN
g(t0w0 �  t0w0 )t0w0dx

+
Z

RN
(( t0w0 �  t0w0 )+ )2� � 1t0w0dx: (3.105)

Esta duas convergências juntamente com (3.103) implicam

2t2
0

Z

RN
[jr w0j2 + V(x0)w2

0]dx =
Z

RN
[f (t0w0 +  t0w0 ) + g(t0w0 �  t0w0 )]t0w0dx

+
Z

RN
(( t0w0 +  t0w0 )

+ )2� � 1t0w0dx

+
Z

RN
(( t0w0 �  t0 w0 )

+ )2� � 1t0w0dx:

Observamos que esta identidade (veja (3.35), com � = V(x0) ) é precisamente

J 0
V (x0 )(t0w0)( t0w0) = 0 :

Por outro lado, temos

J 0
V (x0 )(w0)(w0) = 0 :

Então, p elo Lema 3.26 (veja o Lema 3.25), t0 = 1 . Finalmente, observamos que a

argumentação anterior mostra que qualquer subsequência convergente de (t~) converge

para 1. Portanto a sequência to da (t~) converge para 1. Isto conclui a prova do Lema.

�

Agora estamos em condição de provar a estimativa desejada.

Prova da Prop osição 3.20. Pelo Lema 3.25 juntamente com a de�nição de J~ (veja
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(3.38)), temos

c~ � max
t> 0

J~(tw0;~) = J~(t~w0;~)

=
Z

RN

�
~2jr t~w0;~j2 + V(x)(t~w0;~)2

�
dx �

Z

RN

�
~jr  ~;t~ j2 + V(x) 2

~;t~

�
dx

�
Z

RN
[F (x; t ~w0;~ +  ~;t~ ) + G(x; t ~w0;~ +  ~;t~ )] dx:

Fazendo a mudança de variável y = ~x + x0 obtém-se

~� N c~ � t2
~

Z

RN

�
jr w0� ~j2 + V(~x + x0)(w0� ~)2

�
dx

�
Z

RN

�
jr  ~

t~
j2 + V(~x + x0)(  ~

t~
)2

�
dx

�
Z

RN

�
F (~x + x0; t~w0� ~ +  ~

t~
) + G(~x + x0; t~w0� ~ �  ~

t~
)
�

dx:(3.106)

Por (3.99), temos  ~
t~

!  t0 w0 em H 1(RN ) . Usando a imersão de Sob olev,  ~
t~

!  t0 w0

em Lp(RN ); 2 � p � 2� : Logo, passando a uma subsequência se necessário, temos

 ~
t~

!  t0 w0 q.s. em RN
e j ~

t~
j � kp 2 Lp(RN ); 2 � p � 2�

(veja [20, Teorema IV.9.]). Assim, p elo Lema 3.31,

F (~x + x0; t~w0� ~ +  ~
t~

) ! F (w0 +  w0 ) +
1
2�

((w0 +  w0 )+ )2�
;

quase sempre em RN
e, p elo Lema 3.5, (iv ) , obtemos

F (~x + x0; t~w0� ~ +  ~
t~

) � C
�
jt~w0� ~ +  ~

t~
j2 + jt~w0� ~ +  ~

t~
j2

� �

� k1;

quase sempre em RN
, onde k1 2 L1(RN ): Portanto, p elo Teorema da Convergência

Dominada, concluímos que

Z

RN
F (~x + x0; t~w0� ~ +  ~

t~
)dx !

Z

RN
F (w0 +  w0 )dx

+
1
2�

Z

RN
((w0 +  w0 )+ )2�

dx: (3.107)

Analogamente,

Z

RN
G(~x + x0; t~w0� ~ �  ~

t~
)dx !

Z

RN
G(w0 �  w0 )dx

+
1
2�

Z

RN
((w0 �  w0 )

+ )2�
dx: (3.108)
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Esta duas convergências juntamente com o Lema 3.31 e (3.103) implicam

lim sup
~! 0

~� N c~ �
Z

RN

�
jr w0j2 + V(x0)w2

0

�
dx �

Z

RN

�
jr  w0 j2 + V(x0) 2

w0

�
dx

�
Z

RN
[F (w0 +  w0 ) + G(w0 �  w0 )]dx

�
1
2�

Z

RN

�
((w0 +  w0 )+ )2�

+ (( w0 �  w0 )+ )2� �
dx (3.109)

Agora basta observar que o lado direito de (3.109) é igual a J V0 (w0) = c0 (veja (3.34)

e (3.36) com � = V(x0) ).
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