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Resumo

Nesta tese estudamos a algebra genérica de M;; em dois geradores sobre um
corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Descrevemos o centro desta dlgebra
e provamos que este ¢ a soma direta do corpo com um ideal nilpotente da dlgebra.
Como consequéncia mostramos que este centro contém elementos nao escalares, res-
pondendo a uma pergunta feita por Berele.

Em caracteristica zero, estudamos também as identidades polinomiais de tal
algebra genérica e exibimos uma base finita para seu T-ideal, utilizando a descrigao
do seu centro e os resultados de Popov sobre as identidades de M;; em carac-
teristica zero. Segue que tal base é formada pelos polinémios [x1, zs|[x3, 24][25, z6],
[[x1, xa][3, 4], 5] € 54, a identidade polinomial standard de grau 4.

Por fim, utilizando ideias e resultados de Nikolaev sobre as identidades em duas
varidveis de My (K') em caracteristica zero, mostramos que todas as identidades po-
linomiais em duas varidveis de M ; sdo consequéncias das identidades [[x1, z2]?, 1]
(§ [Il, IQP
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Abstract

In this thesis, we study the generic algebra of M;; in two generators over an
infinite field of characteristic different from 2. We describe the centre of this algebra
and prove that this centre is a direct sum of the field and a nilpotent ideal of the
algebra. As a consequence, we show that such centre contains nonscalar elements
and thus we answer a question posed by Berele.

In characteristic zero we also study the identities of this generic algebra and find
a finite basis for its ideal of identities using the description of its centre and the
results of Popov, about the identities of M;; in characteristic zero. It follows that
such a basis is formed by the polynomials [x1, z5][xs, z4][x5, 6], [[21, 2|23, T4], 25]
and by sy, the standard identity of degree four.

Finally, using ideas and results of Nikolaev about the identities in two variables of
M, (K) in characteristic zero, we show that the polynomial identities in two variables
of M follow from [[z1,x5]%, x1] and [z, z4]3.
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Introducao

A area da matematica na qual esta tese se insere é teoria de anéis e algebras,
mais especificamente, teoria de dlgebras com identidades polinomiais, também cha-
madas de PI-dlgebras. Estas sao algebras cujos elementos satisfazem alguma relacao
polinomial. Dentre elas estao as algebras comutativas, as de dimensao finita e a
algebra Exterior, £/, também chamada de dlgebra de Grassmann. O desenvolvimento
proprio desta teoria teve inicio em torno de 1945, com trabalhos de N. Jacobson e
[. Kaplansky, sobre a estrutura destas algebras, e intensificou-se a partir de 1950,
com a publicagao do célebre teorema de Amitsur-Levitzki, que afirma que a algebra
das matrizes de ordem n satisfaz o polinomio standard de grau 2n. No mesmo
ano, Specht levantou um problema, que viria a ser conhecido como “O problema de
Specht”, questionando se toda algebra associativa possui base finita para o ideal de
suas identidades polinomiais. Este problema passou a ser um problema central na
teoria, motivando boa parte do seu desenvolvimento.

Atualmente, a teoria de dlgebras com identidades polinomiais, ou Pl-teoria, é
uma area da algebra bem desenvolvida e em rapida expansao. Grosso modo, po-
demos dividir em trés as principais linhas de pesquisa da area. A primeira, e mais
classica, busca descrever propriedades de uma algebra sabendo que ela satisfaz uma
identidade polinomial. A segunda, tem como objetivo estudar as classes de algebras
que satisfazem um dado sistema de identidades polinomiais (chamadas variedades de
algebras). A terceira linha de pesquisa consiste em estudar as identidades polinomiais
satisfeita por alguma &lgebra especifica.

As pesquisas em PI teoria fazem uso de métodos e técnicas provenientes de va-
riadas dreas da élgebra (estrutura de anéis, representagoes de algebras, édlgebras
graduadas, dlgebra comutativa, para citar algumas), da combinatéria, da teoria de
representagoes de grupos (especialmente dos grupos simétrico e geral linear), da
algebra linear, da teoria de grupos, e outras dreas da Matematica. Uma discussao
mais detalhada sobre o desenvolvimento da PI teoria pode ser encontrada, por exem-
plo, nas monografias [12, 14].

Em 1987, Kemer responde afirmativamente o problema de Specht para algebras



sobre corpos de caracteristica zero, como consequéncia da sua importante teoria sobre
a estrutura dos T-ideais da édlgebra associativa livre, K (X) (ideais que sdo invariantes
por endomorfismos de K (X)). A dlgebra associativa livre, K (X), pode ser vista como
a algebra dos polindmios nas varidveis nao comutativas do conjunto X = {xy,zs... }.
Dentre outros resultados importantes desta teoria, estd a classificacao dos T-ideais
T-primos da élgebra associativa livre (T-ideais que sdo primos na classes dos T-ideais
de K(X)), introduzindo o conceito de algebras T-primas. Vale aqui mencionar que
em caracteristica positiva o problema de Specht nao tem resposta positiva. Veja, por
exemplo, Belov [2].

Kemer mostrou que, em caracteristica zero, existem apenas trés classes de T-
ideais T-primos nao triviais. Sao eles, os ideais das identidades das dlgebras M,,(K),
das matrizes n x n sobre o corpo K, das dlgebras M, (F), das matrizes n X n sobre a
algebra de Grassmann e das dlgebras M, ;. A tltima consiste de matrizes em blocos
a X a e b X b na diagonal principal, com entradas em Fj, e as demais posi¢oes com
entradas em F;. Aqui Ej é o centro de F e E; é a parte anticomutativa de E. Mais

precisamente, se V' é um espago vetorial com base ey, ey, ..., e E é a algebra de
Grassmann de V, entao E tem base formada por elementos do tipo e, ...e¢; , com
i < -+ < i, kK > 0, e multiplicagao induzida por e;e; = —eje;. Assim, Fy é o

subespaco gerado por todos os elementos da base com k par, e Ey, pelos elementos
com k impar.

Se A é uma Pl-algebra e I = T(A) é seu ideal de identidades polinomiais, a
algebra K(X)/I é chamada de dlgebra relativamente livre de A, também chamada
de dlgebra genérica de A. Assim, ¢é interessante estudar as algebras genéricas das
algebras T-primas. Mencionamos que tais algebras genéricas possuem modelos bem
naturais, dados por matrizes sobre certas algebras. A algebra genérica de M, (K) é
chamada de algebra das matrizes genéricas. Esta é um objeto fundamental na teoria
de invariantes e satisfaz muitas propriedades interessantes. O estudo da algebra das
matrizes genéricas foi iniciado por Procesi, veja, por exemplo, [22, 21]. Modelos
concretos para as algebras genéricas de M, e de M, (E) foram exibidos por Berele
[6]. Mais ainda, o estudo destas algebras leva as descri¢oes de suas identidades com
traco e a varios resultados interessantes e importantes da teoria de invariantes. Veja,
por exemplo, a recente monografia [23], bem como [4, 5, 7, 8]. Em [6, Corolario 21] é
provado que o centro da algebra genérica de M, ; é a soma direta do corpo com um
ideal nilpotente do centro.

Aqui ressaltamos que a dlgebra das matrizes genéricas é um dominio nao comuta-
tivo, e o seu centro é um dominio (comutativo). Podemos mergulhd-lo no seu corpo
de fragoes, assim estendendo o corpo dos escalares. Tal abordagem foi proposta por
Procesi, e mostrou-se muito eficiente e frutifera, possibilitando até o emprego de



métodos da teoria de Galois no estudo de propriedades de PI-algebras. Ressaltamos
ainda que, devido ao resultado de Berele mencionado acima, a dlgebra genérica de
M, nao pode ser tao “boa” como a das matrizes genéricas. Mas mesmo assim a
descrigao do centro da algebra genérica de M, ; ¢ um problema muito importante.

Berele em [6] questiona se o centro de tal algebra genérica contém elementos nao-
escalares. No Capitulo 2, descrevemos completamente o centro da algebra genérica
de M;; em dois geradores. Segue da nossa descricao que este ¢ a soma direta do
corpo com um ideal nilpotente da algebra genérica, de onde concluimos que ha muitos
elementos nao escalares em tal centro.

Embora Kemer tenha demonstrado a existéncia de base finita para o ideal das
identidades de qualquer PI-adlgebra em caracteristica zero, encontrar uma tal base é
um problema muito dificil, e poucas sao as algebras que conhecemos uma base finita
para seu T-ideal. Dentre as algebras T-primas, conhecemos, em caracteristica zero,
uma base finita para o ideal das identidades de My(K), E, M;; e E® E, sendo im-
portante observar que as duas tltimas satisfazem as mesmas identidades polinomiais
em caracteristica zero. Para as demais, ainda nao se conhece uma base finita para o
ideal das identidades e mesmo para Ms(E), ou M3(K), aparentemente mais simples,
este problema parece estar longe de ser resolvido. As dlgebras acima citadas, jun-
tamente com a algebra das matrizes triangulares superiores n X n sobre o corpo K,
UT,(K), formam uma lista das dlgebras mais importantes para as quais se conhece
uma base finita para o ideal das identidades em caracteristica zero. Observamos
que, em caracteristica positiva, o problema de se encontrar uma base finita para as
identidades polinomiais de uma determinada algebra fica ainda mais dificil, devido
ao fato de algumas ferramentas utilizadas em caracteristica zero nao serem validas
em caracteristica positiva.

Em caracteristica zero, uma base finita para as identidades de My(K) foi encon-
trada, inicialmente por Razmyslov [24], e depois reduzida a apenas duas identidades
por Drensky [10]. Quando K ¢ infinito e de caracteristica p # 2, uma base para as
identidades de M, (K) foi encontrada por Koshlukov, em [17] (veja também [9]).

Para a élgebra de Grassmann, E, Krakowski e Regev [18], mostraram que, em
caracteristica zero, todas as identidades polinomiais sao consequéncias da identidade
polinomial [[x1, 23], z3] = 0. Em caracteristica positiva, uma base para as identidades
da élgebra de Grassmann foi encontrada por vérios autores, veja por exemplo [13] e as
referéncias daquele artigo. Para a algebra F'® E e, consequentemente, para a algebra
M, 1, Popov, em [20], encontrou uma base formada por apenas dois polinémios. Na
demonstracao deste resultado, Popov, fazendo uso da teoria de representagoes do
grupo simétrico e do grupo geral linear, encontra uma descricao para o S,-mddulo
dos polinomios préprios médulo as identidades polinomiais de M ;.



A partir desta descricao e dos resultados sobre o centro da algebra relativamente
livre de posto 2 de M, ;, obtidos no Capitulo 2, apresentamos, no Capitulo 3, uma
base finita para o ideal das identidades polinomiais da dlgebra relativamente livre de
posto 2 de M, ;.

Outro tipo de problema da Pl-teoria é encontrar uma base para as identidades
polinomiais em n varidveis de uma determinada algebra. Por exemplo, em [19],
Nikolaev mostrou que, em caracteristica zero, todas as identidades polinomiais em
duas varidveis de My(K) sao consequéncias da identidade de Hall. Fazendo uso da
demonstracao de Nikolaev, e dos resultados obtidos nos demais capitulos da tese,
mostramos que todas as identidades em duas varidveis de M, ; sao consequéncias de
apenas dois polinomios.

O texto estd organizado em quatro capitulos, estruturados como se segue:

O Capitulo 1 é dedicado as definigdes bésicas e apresentacao de alguns de nossos
objetos de estudo, bem como resultados classicos que motivaram o desenvolvimento
da teoria, e que serao utilizados nos demais capitulos. Tais resultados nao sao de-
monstrados aqui, mas apresentamos, no decorrer do texto, referéncias para suas
demonstracoes. Procuramos dar, como exemplos dos conceitos apresentados, obje-
tos que serao utilizados no decorrer do texto. Ressaltamos, ainda, que o leitor com
um bom conhecimento da Pl-teoria pode evitar este capitulo sem comprometimento
aos demais.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo do centro da &lgebra relativamente livre de
M, 1, dando continuidade aos estudos feitos por Berele em [6]. Para este fim, defini-
mos, na primeira secao, elementos importantes da dlgebra supercomutativa livre e da
algebra relativamente livre de M, ;, e apresentamos propriedades satisfeitas por tais
elementos. Na segunda secao, utilizamos as propriedades apresentadas na primeira,
para descrever o centro da algebra genérica de posto 2 de M, ;.

O Capitulo 3 inicia-se com a apresentacao do resultado de Popov sobre as iden-
tidades polinomiais de M ; em caracteristica zero. Nas duas secoes seguintes, utili-
zamos os resultados de Popov e os resultados do capitulo anterior, para determinar
uma base finita para as identidades da algebra relativamente livre de posto 2 de M, ;.
Na tltima segao, observamos que esta algebra satisfaz as mesmas identidades de uma
subalgebra da algebra das matrizes triangulares superiores de ordem 3 e fazemos um
estudo das subvariedades da variedade determinada por esta algebra.

Por fim, no Capitulo 4 apresentamos resultados de Nikolaev sobre as identidades
polinomiais em duas varidveis para a algebra das matrizes de ordem 2 e utilizamos
tais resultados para exibir uma base finita para as identidades polinomiais em duas
varidveis de M ;.

Os resultados dos Capitulos 2, 3, 4 sao novos, e serao submetidos para publicacao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os nossos objetos de estudo e exibimos propriedades
satisfeitas por tais objetos. As demonstracoes das afirmacoes deste capitulo podem
ser encontradas no livro [12], com excegao das afirmagoes da Secao 1.5, que podem
ser encontradas no artigo [6] e no livro [22].

Ressaltamos que o leitor com um bom conhecimento béasico da teoria de PI-
algebras pode omitir este capitulo.

1.1 Propriedades basicas das algebras

Defini¢ao 1.1.1. Um espago vetorial A sobre o corpo K € dito uma &lgebra (ou
K-algebra) se estd definida em A uma operagdo bindria - : A x A — A, que serd
chamada multiplicacao ou produto, que satisfaz, para todo a,b € A e a € K, as
sequintes propriedades:

(i) (a+b)-c=a-c+b-c
(it) a-(b+c)=a-b+a-c;
(117) a(a-b) = (aa)-b=a-(ab).
Por simplicidade, usa-se ab para denotar o produto a - b.
Definigcao 1.1.2. Seja A uma dlgebra. Dizemos que A é:
(1) Associativa, se, para todo a,b,c € A, tem-se que (ab)c = a(bc).

(11) Comutativa, se, para todo a,b € A, tem-se que ab = ba.



(iii) De Lie, se, para todo a,b,c € A, tem-se que a*> =0 e (ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0.

(iv) Unitéaria, ou com unidade, se existe 1 € A tal que, para todo a € A, tem-se que
a-1l=a=1-a.

Em todo o texto, trabalharemos com algebras associativas unitarias. Portanto,
daqui em diante (exceto mencao explicita do contrério), o termo &dlgebra deverd ser
entendido como algebra associativa unitaria.

Exemplo 1.1.3. Seja V' um espago vetorial de dimensdao infinita enumerdvel sobre
K, com base B = {e;|i € N}. Definimos a Algebra de Grassmann ou Algebra exte-
rior de V, E = E(V), como sendo a dlgebra associativa gerada por B, satisfazendo
as sequintes relagoes:

eie; +eje; = 0, para todo 1,5 € N.

Se a caracteristica de K ¢ dois, adicionamos também a relagio ¢ = 0. Neste caso,
E € uma dlgebra comutativa. Uma base para E é o conjunto

{62'162'2...62'”‘7:1<i2<"'<in, nZO}

Na base acima, o monomio de comprimenton =0 é a unidade de E e serd denotado
por 1.

Definicao 1.1.4. Um subespag¢o B de uma dlgebra A é uma subdlgebra de A se
1 € B e B € fechado com relagao a multiplicacao de A. Um subespaco I de A ¢é
um ideal a esquerda de A, se, para todo x € I e a € A, tem-se que ax € I. De
maneira andloga, definimos ideal a direita e, por ideal, entende-se um ideal bilateral.
A subdlgebra

Z(A) ={z € A| para todo a € A, ax = xza}

€ o centro de A. Se a € Z(A), dizemos que a € um elemento central de A.

Exemplo 1.1.5. O conjunto das matrizes n x n sobre o corpo K, M,(K), é uma
dlgebra associativa unitdria. A unidade de M,(K) é a matriz identidade n X n e o
centro de M, (K) € a subdlgebra das matrizes escalares, ou seja, matrizes mailtiplas
da matriz identidade. Desta maneira, podemos identificar Z(M,(K)) com o corpo

K.

Definicao 1.1.6. Sejam A e B dlgebras. Uma transformacao linear
p:A— B

¢ um homomorfismo de algebras, se ¢(14) = 1p e, para todo x,y € A,

p(ry) = o(@)e(y).



Apresentamos agora o teorema do isomorfismo.

Teorema 1.1.7. Seja p : A — B um homomorfismo de dlgebras. Entao
kero ={z € A|p(x)=0}
¢ um ideal de A e

A
ker ¢

= p(4)
onde p(A) € a imagem de p.

Definicao 1.1.8. Seja G um grupo. Dizemos que uma dlgebra A é G-graduada se,
para cada g € G, existe subespago Ay de A de modo que

A=A,

geG

e 0s subespacos Ay, g € G, se comportam bem com relacao a multiplicacio de A, ou
seja, se g, h € G temos
AgAy C Agp,.

Os elementos de U A, sao chamados homogéneos. Se a € Ay, dizemos que a tem
geqG

grau g e denotamos dega = g. Se G = Z,,, dizemos que A é n-graduada. Algebms

2-graduadas sao chamadas superalgebras.

O conceito de algebra supercomutativa sera muito utilizado no decorrer da tese,
e o definimos aqui.

Definigao 1.1.9. Uma superdlgebra A = Ag @ Ay que satisfaz
ab = (_1)degadegbba’
para quaisquer elementos homogéneos a e b é chamada algebra supercomutativa.

Exemplo 1.1.10. O exemplo mais importante de dlgebra supercomutativa é a dlgebra
de Grassmann, E = FEy & Ey, onde Ey denota o subespaco gerado pelos monomios
de comprimento par de E, e Ey o gerado pelos monomios de comprimento impar.
Observamos que Ey € o centro da dlgebra de Grassmann, e os elementos de F;
anticomutam entre si. Tal gradua¢ao da dlgebra de Grassmann serd chamada de
graduacao usual de E.



Exemplo 1.1.11. Seja M,(A) a dlgebra das matrizes n x n sobre a dlgebra 2-
graduada A = Ay ® Ai. Para a, b inteiros tais que a + b = n, verifica-se que o
conjunto

Ay Ay | Ay Ay
axa axb
B Ay Ay | Ay Ay
Ma(4) = A, A | A Ao
c bxa © bxb
A A Ay - A

¢ uma subdlgebra de M,(A). No caso de A = E, denotamos M, ,(E) por simples-
mente Mgy.

1.2 Algebras com identidades polinomiais

Definicao 1.2.1. Seja X = {z;|i € I} um conjunto. Denotaremos por K(X)
a K-algebra associativa livre, livremente gerada por X, ou seja, o espaco vetorial
cuja base € o conjunto de todos 0s monomios Ty Ti, ... T;,, Ty, € X, n > 0, com
multiplicacao induzida por

((L’il .. .(L’ik)<l’ik+1 .. (L’zn) = ZEil .. ZL’Zn

Na definicao acima, o monomio de comprimento 0 é a unidade da algebra e sera
denotado por 1. Se X = {zy,29,...}, chamamos K(X) simplesmente de Algebra
associativa livre e se X = {x1,...,2;}, chamamos K(X) de algebra associativa livre
de posto k e a denotamos por K(xy,...,x5). A algebra associativa livre pode ser
vista como o conjunto dos polinomios nas variaveis nao comutativas de X. Por este
motivo, chamaremos seus elementos de polinomios.

Observacao 1.2.2. A dlgebra K(X) satisfaz a sequinte propriedade universal:
Dadas uma dlgebra associativa A e uma func¢do ¢y : X — A, existe um unico
homomorfismo de dlgebras associativas, ¢ : K(X) — A, que estende .

Defini¢ao 1.2.3. Um polinémio f € K(X) é uma identidade polinomial para a
dlgebra A se f esta no nicleo de qualquer homomorfismo de K(X) em A. Ou seja, se
para quaisquer ay, . ..,a, € A, tem-se que f(ay,...,a,) =0, jd que, pela observagao
acima, qualquer homomorfismo de K(X) em A é determinado pelas imagens dos
elementos de X.



Se A é uma dlgebra que satisfaz uma identidade polinomial nao nula f € K(X),
dizemos que A ¢é uma Algebra com identidade polinomial ou, simplesmente, PI-
algebra.

Definicao 1.2.4. Seja X um conjunto. Dizemos que uma dlgebra de Lie, L, ¢
livre, livremente gerada por X, se existe uma funcdo injetora j : X — L e se
L satisfaz a sequinte propriedade universal: “Dada uma dlgebra de Lie, R, e uma
funcao v : X — R, existe um unico homomorfismo de dalgebras de Lie, ¢ : L — R
tal que ¢ o j =i”. Neste caso, denotamos L por L(X). A cardinalidade de X, |X]|,
¢ chamada de posto de L.

Observacao 1.2.5. Se Ly e Ly sao dlgebras de Lie livres, de mesmo posto, entao
Ly e Ly sao isomorfas.

Observagao 1.2.6. Uma base explicita para uma dlgebra de Lie livre L(X) foi cons-
truida por Hall e por Shirshov. Para mais detalhes, ver o livro [1], Se¢do 2.3.

Exemplo 1.2.7. Seja A uma dlgebra de dimensdao finita menor que n. FEntdio A
satisfaz a identidade polinomial standard de ordem n,

S'ﬂ<x17 s ,ZEn) = Z <_1)UIU(1) T ‘7;‘7(”)'

G’GSn

Aqui S, denota o grupo de permutagées do conjunto {1,...,n} e (—1)? denota
o sinal da permutagao o.

Com o exemplo acima, conclui-se que M, (K) satisfaz a identidade standard de
ordem n?+1. O préximo teorema mostra o grau minimo de uma identidade standard
para M, (K).

Teorema 1.2.8 (Teorema de Amitsur - Levitzki). A dlgebra M, (K) satisfaz a iden-
tidade polinomial standard de ordem 2n, ss,. Mais ainda, M, (K) ndo satisfaz iden-
tidade polinomial de grau menor que 2n e, se f € K(X) é uma identidade polinomial
de grau 2n de M,(K), entio f = asay,, para algum o € K, desde que n > 2 ou K
tenha mais que 2 elementos.

Exemplo 1.2.9. O polinémio [x,y] = xy — yx € chamado de comutador. Se A ¢
uma dlgebra comutativa, entdo o comutador € uma identidade polinomial para A.

Exemplo 1.2.10. Além da identidade standard de grau 4, s, a dlgebra das matrizes
2 x 2 satisfaz a identidade de Hall,

h(x1, T, v3) = [[1, T2)%, 23).
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Para wver isso, lembramos que se a € My(K), seu polinomio caracteristico é x* —

tr(a)x + det(a), onde tr(a) e det(a) sdo o trago e o determinante de a, respectiva-
mente. Sendo a = [a1, as], temos que tr(a) = 0 e, neste caso, a*> = —det(a)l, onde
I é a matriz identidade 2 x 2. Ou seja, a®> €é wma matriz escalar, o que prova que
h =0 ¢é identidade polinomial para My(K).

Exemplo 1.2.11. A dlgebra de Grassmann satisfaz a identidade polinomial
[[1‘17 l’g], xS] = 0.

De fato, sendo este um polinomio linear em cada varidvel, basta verificar que, para
quaisquer elementos ri, ro e r3 de uma base de E, wvale [[r1,m3],73] = 0. A base de
E apresentada no Exemplo 1.1.3 € formada por monéomios. Assim, r; € Ey, se o
monémio r; tem comprimento par, our; € Fy, caso contrdrio. Como Z(E) = Ey, se
algum r; € Ey, temos que [[r1,72],73] = 0. Se todo r; € Ey, temos que [r1,79] € Ep,
o que mostra que [[ry,rs),r3] = 0.

Definigao 1.2.12. Um polinéomio f € K(X) é dito um polindmio central para uma

dlgebra associativa A se, para quaisquer elementos ay,...,a, € A, f(ai,...,a,) €
Z(A).
Exemplo 1.2.13. O polinomio f(x1,x5) = [x1, 23] € um polindmio central para a

algebra de Grassmann.

Exemplo 1.2.14. O polinémio f(xy,x2) = [x1,72]* € um polinémio central para a
dlgebra das matrizes 2x 2 sobre o corpo K, My (K).

Observacao 1.2.15. Toda identidade polinomial para uma dlgebra A é um polinémio
central de A, ja que 0 € Z(A).

1.3 Variedades, T-ideais e algebras relativamente
livres

Defini¢ao 1.3.1. Seja {f; |1 € I} um subconjunto de K(X). A classe U, de todas
as dlgebras que satisfazem as identidades de {f;|i € 1}, é chamada de variedade
definida pelas identidades {f;|i € I}. A wvariedade 20 € dita uma subvariedade de
0, se W C Y.

O congunto T (V) das identidades polinomiais satisfeitas pelas dlgebras da varie-
dade B é chamado T-ideal de U e dizemos que T(*0) € gerado, como T-ideal, pelo
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conjunto {f;|i € I'}. Para isso, usamos a notagiao T(V) = (fi|i € I)T e dizemos que
tal conjunto € uma base para as identidades polinomiais de 0. Se f € T'(*0), dizemos
que f € uma consequéncia dos polinomios da base. Para uma dlgebra A qualquer,
denotamos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais de A e o chamamos de
T-ideal de A.

Observacgao 1.3.2. Claramente o T-ideal de uma variedade B € um ideal de K(X).
Além disso, T(0) € invariante por endomorfismos da dlgebra K(X). Ou seja, dados
flx1,...;zn) € T(D) € g1,...,9, € K(X), temos que f(g1,...,9,) € T(V). Em
geral, para uma dlgebra A, um T-ideal (ou ideal verbal) € um ideal que € invariante
por endomorfismos da dlgebra A. No caso da definicdo acima, temos que uma base
para um T-ideal, T(0), é um conjunto que o gera como um T-ideal, ou seja, se
{fi|i € I} é uma base para T'(V) temos que todo elemento de T'(*V) pode ser escrito
como combinagdao linear de elementos da forma w;fi(gi,,- - - ,gini)vi, com gi;, u; €

v; € K<X>

Exemplo 1.3.3. Sejam U, (K) a dlgebra das matrizes n x n triangulares superiores
sobre o corpo K e E ¢ a dalgebra de Grassmann de um K-espago vetorial de dimensao
infinita enumerdvel. Suponha que a caracteristica de K € zero. Entao

(i) T(Un(K)) = (w1, 7o) . .. [w20-1, T20]) 7"
(ii) T(E) = {[z1, zo, x3])T.
(ii1) T(Myy) = ([[w1, 2o]*, 21, [[[71, 22], [w3, 24]], 25]) 7T

Veja, por exemplo, [12], p. 50-52 para (i) e (ii) e [20] para (iii). Ressaltamos
aqui que as primeiras duas afirmacoes do exemplo sao razoavelmente “faceis” de
demonstrar enquanto a terceira € altamente nao trivial.

Definigao 1.3.4. Seja U uma variedade de dlgebras. Dizemos que a dlgebra Fy (*0)
¢ uma élgebra relativamente livre de U, se Fy (0) € livre na classe B, livremente
gerada por'Y , ou seja, se dados A € U e uma funcdao vy : Y — A existe um unico
homomorfismo de dlgebras ¢ : Fy (0) — A que estende py.

A cardinalidade de Y € chamada posto de Fy (0).

Proposicao 1.3.5. Seja U uma variedade de dlgebras e T(0) seu T-ideal. Entao,
se L é uma dlgebra relativamente livre em U com conjunto de geradores livres Y,
entao L € isomorfa a



Em particular, quaisquer duas dlgebras relativamente livres de mesmo posto de U
sao isomorfas e, por esta razao, a chamamos de a algebra relativamente livre de U
de posto Y| e a denotamos por F(0) se'Y € infinito e por F,(0), se |Y| = k. As
algebras relativamente livres, também sao chamadas de élgebras genéricas.

Observacao 1.3.6. Se Uy e YWy sao variedades tais que Ly C Vs, entdo temos que
T(%0,) D T(Vs). Logo, podemos considerar as identidades polinomiais de By mddulo
T(%03) e, se conhecemos as identidades de Vs e queremos estudar as identidades de
0, podemos trabalhar na dlgebra relativamente livre de o, F(Vs), em vez de K(X).

Definigao 1.3.7. Para uma dlgebra A, denotamos por var(A) a variedade de dlgebras
definida por T(A) e a chamamos de variedade gerada por A. Neste caso, denotamos
por F(A) e Fy(A) suas dlgebras relativamente livres de posto infinito e de posto k,
respectivamente.

1.4 Identidades polinomiais homogéneas, multili-
neares e proprias

Exemplo 1.4.1. A dlgebra K{x,...,x,), dos polindmios em n varidveis nao comu-
tativas, € Z-graduada. Os elementos homogéneos de grau d € Z sao as combinagoes
lineares dos monomios de grau d (grau no sentido usual de polinomios).

A dlgebra K(zy,...,x,) possui também uma Z"-graduagdo (chamada de multi-
graduagao). Os elementos (multi)homogéneos de (multi)grau (di, ..., d,) sdo com-
binagoes lineares de monomios tais que para cada i € {1,...,n}, o grau da varidvel

Definicao 1.4.2. Um polinémio f(xy,...,x,) € K(X) € dito multilinear, se f é
multihomogéneo de grau (1,...,1) em K{(xy,...,x,) C K(X). Denotamos por P, o
espago vetorial de todos os polinomios multilineares de grau n em K({(xy,...,T,).

Observagao 1.4.3. O espaco P, tem base {x,q) - Tom) |0 € Sp}. Assim P, ¢
isomorfo ao espaco vetorial de K S,,, a dlgebra de grupo do grupo simétrico. Veremos
mais adiante que tal isomorfismo se estende para estruturas mais sofisticadas que
espacos vetoriais.

Definig¢ao 1.4.4. Dizemos que dois subconjuntos de K(X) sao equivalentes se geram
o mesmo T-ideal.

A proposicao a seguir mostra a importancia das identidades polinomiais ho-
mogéneas e multilineares.
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Proposicao 1.4.5. Seja
flar, .. mm) =) fi € K(X),
i=0

onde f; € a componente homogénea de f de grau i em x7.

(i) Se K tem mais que n elementos, entdo o conjunto das identidades polinomi-

ais f; = 0 € equivalente a identidade f = 0. Em particular, cada f; = 0 €
consequéncia de f = 0.

(i1) Se charK =0, entdo f = 0 € equivalente a um conjunto finito de identidades
multilineares.

Observacao 1.4.6. Definimos indutivamente comutadores de comprimento maior,
da sequinte forma:
[xla s 73:71] = [[xla s wl'nfl];xn]

Chamamos tais comutadores de normados a esquerda. Qutra notacao que serd usada
no decorrer do texto é a sequinte:

[ml,xgn)] = |21, 22,29, ..., T3]

n vezes

Defini¢ao 1.4.7. Um polinomio f € K(X) é chamado de polindmio préprio se f €
uma combinagao linear de produtos de comutadores (também consideramos 1 como
um polinémio proprio). Denotamos por B o conjunto de todos os polinémios proprios
de K(X). Outros espagos importantes de polinomios sio B,, = BN K(x1,...,Tm)
el', = BN P,. Ou seja, B, € o espaco de todos os polinomios proprios em m
varidveis e I'y, o espaco dos polinomios proprios multilineares de grau n. Se U é
uma variedade de dlgebras, denotamos por B(0), B, (U) e I',(V) as imagens em
F(0) dos subespagos correspondentes de K(X). De modo andlogo, se A é uma PI-
dlgebra, usaremos as notagoes B(A), B(A) e I',(A) para as imagens em F(A) dos
subespagos correspondentes de K(X).

O préximo resultado exibe uma base para a dlgebra associativa livre, K(X). Sua
demonstragao pode ser encontrada em [12], p. 42.

Proposicao 1.4.8. (i) Seja {z1, 2, ..., [Tiy, Tiy), [Tj, Tjol, - s [Thys oo Thr]s -+ ]
uma base ordenada para a dlgebra de Lie livre, L(X), consistindo das varidveis
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x; e alguns comutadores, tais que as varidveis precedam os comutadores na
ordem da base. Entao o espago vetorial K(X) tem base

a Am b c

Pty ] [Ty TS
COM M,y Q1. .oy Gy by .oy >0 € [xy, @] < o+ < [Ty, ..., 2] na ordem da
base de L(X) mencionada. Os elementos da base com a3 = -+ = a,, = 0

formam uma base para o espa¢o B dos polinomios proprios.

(i) Se A é uma Pl-dlgebra unitdria sobre um corpo infinito K, entdo todas as iden-
tidades polinomiais de A sequem das identidades proprias. Se K tem carac-
teristica zero, as identidades polinomiais de A sequem das identidades proprias
multilineares, ou seja, de T(A)NT,, n=2,3, ...

1.5 Algebras T-primas e suas algebras genéricas

Defini¢ao 1.5.1. Um T-ideal I de K(X) é chamado T-primo se, para quaisquer
T-ideais Jy, Jo de K(X) tais que J1Jo C I, tem-se que J, C I ou Jy C I.

O préximo resultado é devido a Kemer [16] e caracteriza os T-ideais T-primos de
K(X). Este foi um passo muito importante na solugao, em caracteristica zero, do
problema de Specht, que trata da existéncia de base finita para o ideal das identidades
de uma algebra associativa qualquer.

Teorema 1.5.2. Seja K um corpo de caracteristica zero. Se I C K(X) é um T-
tdeal T-primo, nao trivial, entao I coincide com o T-ideal das identidades de uma
das sequintes dalgebras:

(i) Mn(K);
(ii) Mn(E);
(iii) Mgy

Observacao 1.5.3. Vale observar que tal teorema nao é vdlido se K é um corpo
de caracteristica p > 0. Neste caso, os T-ideais acima sdo, ainda, T-primos, mas
existem outros ideais T-primos além destes. Tais sao chamados T-ideais irrequlares,
cuja descricao completa ainda é um problema em aberto, e aparentemente muito

dificil.

14



Para construir modelos para as dlgebras relativamente livres das algebras T-
primas, vamos usar matrizes sobre a algebra supercomutativa livre.

Antes disso, apresentamos o modelo que inspirou tais construgoes: a algebra das
matrizes genéricas.

Seja n > 2 inteiro. Definimos o anel de polinomios em variaveis comutativas

O =Kyl j=1,....,n, r=1,2,...].
Definigao 1.5.4. As matrizes n X n com entradas em §2y,,
AT‘ = Z yg)eija
ij=1

onde e;; € a matriz com 1 na entrada (i,7) e 0 nas demais entradas, sio chamadas

matrizes genéricas n x n. A dlgebra K[Ay, As,...]|, gerada pelas matrizes genéricas
n x n, € a algebra das matrizes genéricas n x n. Denotamos por K[Ay,..., A a
subdlgebra de K[A1, As, .. .| gerada pelas primeiras k matrizes genéricas, Ay, ..., Ag.

Para qualquer algebra comutativa, C', as matrizes n X n com entradas em C
podem ser obtidas por especializagao de matrizes genéricas. Por exemplo, se v;; € C,

i,7 € {1,...n}, a matriz
n
a= Z Yij€ij

,j=1

Av=Y wyley

i.j=1

¢é obtida de

o L
substituindo as variaveis yi(j) por 7i;.

A principal importancia da algebra das matrizes genéricas é que ela é um modelo
para a algebra relativamente livre das matrizes n X n sobre K, no caso em que K é
infinito, como vemos no préximo resultado, que pode ser encontrado em [22].

Teorema 1.5.5. Seja K um corpo infinito. Entao a dlgebra das matrizes genéricas
¢ isomorfa a dlgebra relativamente livre de M,(K). Ou seja,

K(X)
F(M,(K)) = ———+——~ =2 K[A, A, ...
e 0 mesmo vale para as subdlgebras K[A1, ..., Ax]. Ou seja,
K{x,...,x N
Fu(M, (K)) = G S S|

T(M,(K) N K (@1, ..., a1)

15



Enunciamos agora algumas propriedades da algebra das matrizes genéricas, que
podem ser encontradas em [22].

Teorema 1.5.6. A dlgebra das matrizes genéricas € um dominio que € nao comuta-
tivo, se k > 2.

Proposicao 1.5.7. Seja f(xy,...,xx) € K(X). Entdo f é um polinémio central
para M,(K) se, e somente se, f(Ai,..., Ax) € um elemento central para a dlgebra
de matrizes genéricas K[Ay, ..., Agl.

Em [6], Berele constréi modelos para as dlgebras genéricas das dlgebras T-primas,
usando matrizes sobre a algebra supercomutativa livre. Reproduzimos aqui tal cons-
trugao, iniciando com a algebra supercomutativa livre.

Defini¢ao 1.5.8. Sejam X e Y conjuntos. Construimos a dlgebra K(X UY) e
induzimos nela uma 2-graduacgao, impondo degx = 0, x € X, edegy =1,y € Y.
K(X UY) munida de tal graduag¢ao € chamada de &lgebra 2-graduada livre. Se I €
o ideal gerado pelos elementos ab— (—1)382debhq q b € X UY, definimos a dlgebra
supercomutativa livre, denotada por K[X;Y], como sendo a dlgebra quociente
K(XUY
K[X;Y] = g
1

Observe que podemos ver a algebra supercomutativa livre como sendo a algebra
dos polinomios nas variaveis de X e de Y, tais que as variaveis de X sao comutativas
e as de Y anticomutativas.

Para a construcao de Berele das algebras relativamente livres, vamos considerar
X e Y dados por .

X={Xy'li,j=1,...,n, r=12...}

YZ{Y;Y)H,jzl,...,n, r=1,2...}

e vamos construir modelos para as algebras T-primas, M, (K), M,(E) e Myp, a+b =
n.

Dado r = 1,2..., construimos matrizes A,, B, e C, € M,,(K[X;Y]) da seguinte
forma:

As matrizes A, tém entradas (i,j) iguais a Xj;, as matrizes B, tém entrada
(4,7) igual a Xj; + Y, para todo par (i,7), e as matrizes C, tém entradas Xj;, se
i,j €{1,---,afoused,j€{a+1,...,a+b}, eY], caso contrario.

Denotamos por K[Aq,..., A] a subélgebra de M, (K[X;Y]), gerada pelas ma-
trizes Ay, ..., Ay, e por K[A;, As,...] a subdlgebra de M, (K[X;Y]) gerada por
Ay, Ay, ..., a ja mencionada algebra das matrizes genéricas.
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De maneira andloga, definimos as subélgebras de M,,(K[X;Y)), K[By,..., By,
K[Bl,BQ,...], K[Cl,,Ck] e K[Cl,CQ,...].
Assim, temos o seguinte teorema, que pode ser encontrado em [6].

Teorema 1.5.9 (Procesi (i) e Berele ((ii),(iii))). Seja K um corpo infinito. Se k > 2,
temos os sequintes isomorfismos:

(1) Fi(Mp(K)) = K[Ay, -+ Ayl
(it) Fi(M,(E)) = K[By,- -+, Byl.
(iii) Fy(M,y) = K[C), -+, Cy.

Tais isomorfismos continuam vdlidos se k = oo.

1.6 Representacoes do grupo simétrico e do grupo
geral linear

Nesta secao, apresentamos alguns conceitos béasicos da teoria de representacoes
dos grupos simétrico, Sy, e geral linear, GL,,(K). Os conceitos aqui apresentados,
podem ser encontrados em [12], Capitulo 12. Assumiremos aqui K um corpo de
caracteristica zero. De modo geral, a teoria de representacoes de grupos finitos esta
bem desenvolvida no caso de K ser um corpo algebricamente fechado e de carac-
teristica zero. Além disso, as representagoes irredutiveis do grupo simétrico sobre o
corpo dos racionais sao absolutamente irredutiveis, ou seja, permanecem irredutiveis
por extensoes do corpo QQ. Por isso, no estudo de representacgoes de S,, podemos
supor K qualquer corpo de caracteristica zero. Outro ponto importante é que as
representacoes polinomiais do grupo geral linear, que serao definidas adiante, tém
propriedades similares as dos grupos finitos. Tais propriedades serao apresentadas
nesta secao.

Se G é um grupo, denotamos por KG a algebra de grupo de G, ou seja, KG
é um espago vetorial com base formada pelos elementos de GG e o produto de dois
elementos desta base é dado pelo produto em G.

Dado um espago vetorial W, denotamos por GL(W) o grupo geral linear de W,
ou seja, o grupo das transformacoes lineares invertiveis de W. Se dim W = m < oo,
escrevemos

GLy = GLn(K) = GL(W)

e, para uma base {wy,...,w,,} fixada de W, identificamos GL,, com o grupo das
matrizes m X m invertiveis com entradas em K.
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Definicao 1.6.1. Sejam G um grupo e W um espago vetorial sobre K.

(i)

(i)

(iii)

Um homomorfismo de grupos ¢ : G — GL(W) é chamado uma representagao
de G em W. Com isso, W tem uma estrutura de modulo a esquerda sobre KG
(neste caso, dizemos que W é um G-mddulo a esquerda), com a ac¢ao de G
sobre W dada por:

g(w) = d(g)w, g € Giw € W

de modo que (g1g2)(w) = g1(g2(w)) e L(w) =w, com 1,g1,g0 € Gew e W. A
dimensao de W sobre K é chamada de grau da representagao ¢ e é denotada

por deg ¢.

A representacdo ¢ e o G-mddulo correspondente, W, sao ditos irredutiveis se
W nao possui G-submodulos proprios. Dizemos que ¢ e W sao completamente
redutiveis, se W € uma soma direta de G-mdodulos irredutiveis.

A representacao reqular de G corresponde a dlgebra de grupo KG, considerada
como um G-modulo a esquerda. A acdo de G em KG € dada por

g- (Zmﬂ) :Zah(gh), g€ G,a, € K,hedq.

heG heG

Claramente, o conjunto de G-submddulos de KG coincide com o conjunto de
ideais a esquerda de KG.

Teorema 1.6.2 (Maschke). As representagoes de dimensao finita de qualquer grupo
finito, G, sao completamente redutiveis. FEquivalentemente, a dlgebra de grupo KG
€ isomorfa a soma direta

Md1(D1) S---D Mdr<Dr)’

onde cada My, (D;) é uma dlgebra de matrizes sobre a dlgebra com divisio de di-
mensao finita sobre K, D;, i € {1,...,r}. (Ressaltamos que o teorema continua
valendo se a caracteristica de K € o primo p > 0 mas p ndo divide a ordem de G.)

Teorema 1.6.3. Se G € um grupo finito, entao

(1) Toda representacao irredutivel de G € equivalente a uma subrepresentacao da

representacao reqular de G, ou seja, todo G-maodulo irredutivel € isomorfo a
um ideal minimal a esquerda de KG.

(i) Se K ¢é algebricamente fechado, o nimero de representacoes irredutiveis nao

isomorfas, ¢;, de G € igual ao numero de classes de conjugacao de G.
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Definigao 1.6.4. Seja n > 1 um namero inteiro. Uma partigdo de n (em nao mais
que T partes) € uma sequéncia finita de inteiros A = (A1, ..., \.) tais que \y > -+ >
Ar>0eX+---+ A =n, e serd denotada por A = n. Identificaremos duas particoes
A1 e )Xo, se elas diferem por uma sequéncia de zeros. E conveniente indicar o nimero

de vezes que cada inteiro aparece na particao denotando, por exemplo, a particao
A=(4,3,3,2,2,2,2,1,1,1) - 19 por A\ = (4,32%,24,13).

Definicao 1.6.5. O diagrama de Young [A] de uma particao A = (A,...,\x) Fn
pode ser definido como o conjunto dos pontos (i,7) € Z* tais que 1 < j < A,
parai € {1,... k}. Graficamente, desenhamos diagramas substituindo os pontos por
quadrados, adotando a convencao que a primeira coordenada, i, aumenta de cima
para baixo e a sequnda coordenada, 7, aumenta da esquerda para a direita. A i-ésima
linha contém \; quadrados. Por exemplo, a particao A = (4,3,1) = 8 € representada
pelo diagrama abaizo. |

X =

Defini¢ao 1.6.6. Para uma parti¢io A = (A\1,..., \x) F n, definimos a A-tabela (ou
o A-tableau), Ty, de conteido o = (aq,...,Qp), com i+ -+ ay =n, como sendo
o diagrama [\ com quadrados preenchidos por aq nimeros 1, ag nimeros 2,. ..,
ndmeros m. A tabela Ty € dita semistandard se suas entradas crescem da esquerda
para a direita, com possiveis repeticoes, nas linhas e crescem estritamente de cima
para baizo nas colunas. Ty € dita standard se é semistandard de conteiddo (1,...,1).
Ou seja, se cada inteiro de 1 a n aparece exatamente uma vez na tabela.

Definicao 1.6.7. Para uma particao A\ de n, o grupo simétrico, S,, age no con-
Junto das \-tabelas de conteido (1,...,1) da sequinte maneira. Dado o € S, se a
entrada (i,j) da tabela T\ contém o inteiro k, a entrada (i,7) da tabela oTy contém
o(k). Para o € S,, preenchendo o diagrama [\ com os elementos o(1),0(2),... na
primeira coluna, e depois preenchendo as outras da mesma maneira, obtemos uma
tabela de conteido (1,...,1), que serd denotada por T,. Observamos que toda tabela
de conteudo (1,...,1) € dessa forma, para algum o € S,,.

Proposicao 1.6.8. Seja P, o conjunto de todos os polinomios multilineares em n
varidveis de K(X). Entdo

(1) P, € um S,-mddulo isomorfo a dlgebra de grupo KS,, considerada como S, -
mddulo (associada a representacao regqular de S, ), com agdo dada por

o (Z T, - xzn) = Zaixg(il) e To(in)y O € Sy, ay €K, wyy ..., € P
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(ii) Se U € um T-ideal de K(X), entao U N P, é um submddulo de P,.

Definicao 1.6.9. Seja n um inteiro positivo e X uma particao de n. Dada uma
tabela T,, o € S,, obtida de X\, definimos o estabilizador das linhas R(T,) de T,
como sendo o subgrupo de S, que fiza o conjunto das entradas de cada linha de T, .
Analogamente, define-se o estabilizador de colunas C(7,).

O simetrizador de Young de T, denotado por e(T,), € o elemento de K S, dado

por
o(T)= >, > (=)'

pER(T,) neC(Ty)

Se f € K(X), denotamos por fr, o elemento

O préximo teorema, nos da a descricao das representacoes irredutiveis de S,,.

Teorema 1.6.10. Seja n um inteiro positivo. Para um particao A = n e uma -
tabela, T,, temos

(i) A menos de constante multiplicativa, e(T,) € igual a um idempotente minimal
da dlgebra de grupo K .S, e gera um ideal minimal a esquerda de K S,,, ou seja,
um S,-mddulo irredutivel.

(ii) Se p € outra particio de n e T, é uma p-tabela, 1 € S, entdo os S,-modulos
KS, -e(T,) e KS, - e(T,) sio isomorfos se, e somente se, A = [i.

(111) Todo S,-mddulo irredutivel é isomorfo a KS, - e(T\), para alguma particao

AEn.

Defini¢ao 1.6.11. Para cada A F n, denotamos o S, -mddulo irredutivel K S, -e(T))
por M(X) e o chamamos de S,-mddulo irredutivel associado a A.

O proximo teorema nos dd uma maneira de obter os graus das representagoes
irredutiveis de S,,.

Teorema 1.6.12. Seja A uma particio de n. FEntao a dimensao do S,-mddulo
irredutivel M (X), dy = dim M(X), € igual ao nimero de A-tabelas standard.

Defini¢ao 1.6.13. Seja ¢ : GL,,,(K) — GL(K) uma representagdo de dimensdo
finita de GL,,(K), para algum s. A representa¢do ¢ € dita polinomial se as entradas
(0(9))ijs 1,5 € {1,...,s}, da matriz s x s ¢(g) sdo polindmios das entradas ay, k,l €
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{1,...,m} de g, para todo g € GL,,(K). A representa¢io ¢ é homogénea de grau d
se os polinomios (¢(g)):; s@o polinémios homogéneos de grau d. Um GL,,(K)-mddulo
W € dito polinomial se a representacao correspondente € polinomial. Analogamente,
definem-se modulos polinomiais homogéneos.

Fixamos agora o espago vetorial V,,, com base {z1,...,z,,} e com a a¢do canonica
de GL,,(K) e assumimos que

¢ a algebra associativa livre de posto m.

Definigao 1.6.14. A acdo de GL,,(K) em K(V,,) € definida pela extensio da a¢do
de GL,(K) em V,, da sequinte maneira:

9@y o) =9g(xy) ... g(xi), 9 € GLy(K), x4y ...z, € K(Vp,).

Proposicao 1.6.15. (i) K(V,,) é um GL,,(K)-mddulo que se decompée na soma
direta de seus submddulos (K (V,))™, paran € {1,2,...}, onde (K(V,,))™ é
a componente homogénea de grau n de K(V,,).

(ii) Para todo T-ideal U de K (V,,,), 0s espacos vetoriais K(V,)NU e (K{V,,))™NU
s@o submddulos de K(V,,).

(111) Todo submddulo W de K(V,,,) € a soma direta de suas componentes homogéneas
WOV (K (V).

Teorema 1.6.16. (i) Toda representagao polinomial de GL,,(K) € uma soma di-
reta de subrepresentacoes polinomiais homogéneas irredutiveis.

(i) Todo GL,,(K)-médulo polinomial homogéneo irredutivel de grau n > 0 € iso-
morfo a um submddulo de (K (V,,))™.

As representagoes polinomiais homogéneas irredutiveis de grau n de GL,,(K) sao
descritas em termos de particoes de n em nao mais que m partes e diagramas de
Young, como vemos abaixo.

Teorema 1.6.17. (i) As representagdes polinomiais homogéneas irredutiveis duas
a duas nao isomorfas de GL,,(K) de grau n > 0 estdo em correspondéncia
biunivoca com as particoes A = (A1,...,A\p) de n. Denotamos o GL,,(K)-
mddulo irredutivel associado a A por W, ().
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(ii) Seja A = (A1,..., A\m) uma particio de n. O GLy,(K)-modulo Wy, (X\) € iso-
morfo a um submddulo de (K(V,,,))™. Este 4iltimo se decompde como

(K (V)™ 2y daWin (M),

onde dy € a dimensdo do S,-mddulo M(X) e a soma é tomada sobre todas as
particoes de n em nao mais que m partes.

(i4i) Como subespaco de (K (V;,))™, o espaco vetorial W,,()\) é multihomogéneo. A
dimensao da componente homogénea pimenm) g 1gual ao numero de A\-tabelas
semistandard de conteido (ny,...,ny), comng + -+ ny, = n.

Defini¢ao 1.6.18. Denotaremos por M(T,, f) o GLy-submédulo de K(X) gerado
por fr, e denotamos por fr. a simetrizagao de fr,, ou seja, o polinomio obtido de
fr, colocando iguais as varidveis que aparecem na mesma linha.

Observacao 1.6.19. Dado fr., a linearizagio de fr, é um maltiplo escalar de fr, .

Definimos agora a acdo & direita de S, em K ((V,,))™ da seguinte forma:

(2 ooay)o = Tigy -+ Tig -

Proposigao 1.6.20. Com a acdo definida acima, (K{V,,))™ ¢ um S,-mddulo a
direita.

Sejam A = (Mg, ..., \,) uma particao de n em nao mais que m partes e qi, . . ., Gk
os comprimentos das colunas do diagrama [A] (aqui & = A;). Denotamos por sy =
sx(z1,...,2,), com g = gy, o polindmio

k
sx(zy,..., ) = quj(;zzl, g ),
j=1

onde s,(z1,...,,) denota o polindmio standard em p varidveis.

Teorema 1.6.21. Seja A = (A1,...,\n) wma particio de n em nao mais que m
partes. Entao

(i) O elemento sy(z1,...,x,), definido acima, gera um G L, (K )-submddulo irre-
dutivel de (K (V,,))™ isomorfo a W,,()).
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(i) Todo W, (\) C (K(V;,))™ € gerado por um elemento ndo nulo

wA(T1, ..., xq) = Sa(T1, ..., Ty) (Z aga> , 4y € K.

UGSn

Tal elemento é chamado vetor de peso mdzximo de W,,(X). Ele é inico a me-
nos de constante multiplicativa e estd contido no espaco unidimensional dos
elementos multi-homogéneos de grau (Ay, ..., Ay) em W, (N).

Alguns dos resultados que citamos nos capitulos a seguir, fazem uso das repre-
sentagoes do grupo simétrico e do grupo geral linear em I',,.

As relagoOes entre as representacoes do grupo simétrico, S,,, e do grupo geral linear,
GL,, foram estabelecidas ainda no final do século 19, e sao consideradas classicas.
Essas relagoes foram estudadas, do ponto de vista das identidades polinomiais, por
Drensky [11] e por Berele [3]. Elas se relacionam através da proposigao abaixo.

Proposicao 1.6.22. Sejam m > n, A - n e W,,(A\) C K(V,,). O conjunto M =
Wi(A) N P, de todos os elementos multilineares de W, (X) € um S,-submddulo de
P, isomorfo a M(\). Mais ainda, todo submddulo M(X) de P, pode ser obtido deste
modo.
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Capitulo 2

O centro da algebra genérica de
M 4

Procesi demonstrou (veja [22]) que o anel das matrizes genéricas, K[Aq,. .., Al
¢ um dominio nao comutativo, se kK > 1, e que seu anel de fracoes é um anel de
divisdo de dimensao n? sobre seu centro.

No caso da algebra genérica de M,;, nao temos tais propriedades, ja que esta
nao ¢ um dominio, mas mesmo assim, estamos interessados em encontrar uma boa
descricao para o seu centro.

Para corpos infinitos, Berele prova, em [6], o resultado abaixo.

Teorema 2.0.23. Seja f(xy,...,2,) € K(xy,...,x5) um polinomio central para
M, com termo constante nulo. Entao alguma poténcia de f é uma identidade para
M.

Como consequéncia, no mesmo artigo, ele prova:

Teorema 2.0.24. O centro da dlgebra genérica de M, é a soma do corpo com um
ideal nilpotente do centro.

Depois disso, Berele diz que nao ¢é claro se o centro da algebra genérica de M,
contém ou nao elementos nao-escalares.

Neste capitulo, vamos trabalhar com a algebra relativamente livre de posto 2 de
M, 1, F5(M, ), sobre um corpo infinito K, de caracteristica diferente de 2. Para tal
algebra, vamos responder a pergunta de Berele e encontrar uma boa descricao do seu
centro.
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2.1 Propriedades de K[X;Y] e Fy(M;,)

Sejam
X = {X1, Xo, X[, X3} ¢ ¥ = {V3, Y3, Y], Y}}
e considere a algebra supercomutativa livre K[X;Y].

Vimos que a algebra Fy(M; ;) é isomorfa a K[Cy,Cs]. Dessa maneira, vamos
trabalhar na édlgebra K[C1,Cs]. A fim de facilitar a notagao, vamos considerar

_ X1 % _ Xo Y,
Cl = (}/1, X{) (§] CQ = (}/2, Xé) .

Observagao 2.1.1. E claro que K[Cy, Cy] satisfaz todas as identidades de M, ;.

Lema 2.1.2. Para X eY como acima, a dlgebra supercomutativa livre K[X;Y| tem
uma Z-graduagao
K[X;Y] = P KX;Y]™,

ne’l

onde a componente K[X;Y](”) ¢ o conjunto dos monomios de grau m com relacao
as varidveis de Y. E claro que K[X;Y]™ = {0}, se n ¢ {0,1,2,3,4}. Esta Z-

graduagao e a 2-graduacdio usual de K[X;Y] se relacionam da sequinte forma:

K[X;Y), = @K[X;Y]e,
nel
K[X;Y), = @E[X;Y]erh.

neZ
Demonstracgao: Obvia. &

Lema 2.1.3. Seja K[X] o anel de polindmios sobre as varidveis comutativas de X .
Entao,

(i) Se i € {0,1,2,3,4}, entio K[X;Y]® ¢ um K[X]|-médulo livre, livremente
gerado por B;, onde

By = {1}.

Bl = {}/17}/% }/1/7 }/2/}

BQ = {}/1}/27 }/1}/1,7 1/1}/2/7 }/2}/1,7 Y'2Y'2/7 }/1,}/2/}
B, = (W)Y, YivaYi WYY YY),

By = {(MY>Y{Y{}.
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(1)) K[X;Y| é um K[X]|-mddulo livre, livremente gerado por B, onde

B = ByU By UDByU B3 U By.

(111) Todo ideal de K[X;Y]| é um K[X]|-submddulo de K[X;Y].
Demonstracgao: Obvia. &

Definigao 2.1.4. Definimos abaixo o automorfismo de ordem 2,’, de K[X;Y].

" K[X;Y] — K[X;Y]
Y; — Y/

Observacao 2.1.5. Sendo o automorfismo acima de ordem 2, temos que
X=X, eY/" =Y,
Lema 2.1.6. Os elementos Cy e Cy nao sao divisores de zero em K|[Cy, Cy).

Demonstragao: Provaremos que C; nao é divisor de zero. A prova para Cs é
andloga.

a b

Suponha A = (c d

seguintes equagoes devem ser satisfeitas:

€ K[Cy,Cy) tal que C1A = 0. Entdo temos que as

Xla + }/10 = 0.
Yia+ Xic = 0.
Xb+Yid = 0.
Y/b+ Xid = 0.
Da segunda equagao, obtemos que Xjc = —Y/a. Multiplicando a primeira equacao

por X e substituindo Xjc da segunda equagao na primeira, obtemos
a(X1X] = NY{) =0,

e concluimos que a = 0. Voltando a primeira equagao, obtemos ¢ = 0. De modo
analogo, usando a terceira e quarta equagoes, provamos que b = d = 0. Logo, C| nao
é divisor de zero a esquerda em K[C7,Cs]. Do mesmo modo, provamos que C] nao
¢ divisor de zero a direita. &
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Definigao 2.1.7. Para cada n, definimos os sequintes polinomios em K[X]:

(X1, X7) = 2 XX

(X1, X7 = X0 (n— O)XTTX
Sn(leXi) = Tn<X{,X1).

Qn(X%Xé) = Qn(X%Xé)

R,.( X, X)) = r(Xa, XJ).

Sn(XQ, Xé) = Sn(XQ, Xé)

Os trés lemas a seguir sao facilmente demonstrados por inducao.

Lema 2.1.8. Em K[X] valem as sequintes relagoes:

n = anl—{’Xlrnfl-

o = X{+ anlxi = X{n + gn-1X1.
Sn = Qn-1+ Sp_1X].
Sp+rn = (n+1)g,_1.
g1 (X] — X1) = X" — X7

(XTXT" = XTXT") = (X] — X1)(@nGm—1 — Gm@n—1)-
Para a demonstracao da ultima igualdade, observamos que
(X1 = X)) (@nGn-1 — Gmn-1) = @u( X1 — X1)@m-1 — @u(X] — X1)gn—1 =

= (X{L + qnle{)(X{ - XI)mel - (X{n + melxi)(X{ - Xl)anl ==
(X] = X)) (X T = XD r) = XP(X] = X0) g1 — XPHXT = X0 =
= XP(X™ = XT) = XP(XT = X7) = XDX™ — X

Lema 2.1.9. Seja n inteiro positivo. Entao

o (XPEYYIo Yige

! Y{Gn1 X" =NYs,_1 )"
Cm — Xgn + YVQYVZIRm—l }/QQm—l

2 YvZ/mel Xém - YvZYvQ,Smfl ’

Assim, CTC3" é dado por

cnem XXy +a+d Yigna X§" + YoQuo1 XT + ¢
1vY2 S/{Qn—ngm +Y’2/Qm71Xén +Cl X{nXém +a’+d’ ’

coma€ K[X;Y]® de K[X;Y]Wece K[X;Y]®.
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Lema 2.1.10. Seja A = (211 312> € K[Cy,Cy]. Entao as entradas da matriz A
21 (22

satisfazem:
/ /
A22 = Qq1 € A21 = Aqg.

Definicao 2.1.11. Definimos os sequintes elementos de K[X;Y]:

hy = 1YoY(Y;.

ho = V1Yo (Y{ (X5 — Xo) — Y5(X] — Xu)).

o = V{Y1(Va(X — Xa) — Ya(X] — X)),

hy = (Y{(X5 — X3) = Y5(X] — X1))(Vi(X5 — Xp) — Ya(X] — X))

Os elementos definidos acima sao utilizados nos cédlculos necessarios a caracte-
rizacdo dos elementos centrais de K[C}, (5. Abaixo seguem algumas relagoes satis-
feitas por eles, que também serao usadas no decorrer do texto.

Lema 2.1.12. Em K[X;Y] temos as sequintes igualdades:

WY: = hYs = hyY{ = h,Y§ = 0.
haYi = hoYs = hgY{ = hgY; = 0.
hgyl’ = h3Y1 = (Xi — Xl)hl.
hoYy = haYs = (X} — Xo)hy.
haYi = (X! — X1)ho.

haYs = (X} — Xo)ho.

h4Y1l - —(X{ - Xl)h3.

haY) = — (X} — Xo)hs.

Demonstragao: Segue de calculos diretos. &

2.2 Uma caracterizacao dos elementos centrais da
élgebra FQ(MLl)

Seja A = (Z Z) € M1(K[X;Y]), onde K[X;Y] estd munida de sua

2-graduagao usual.
Vamos encontrar condigoes sobre a, b, ¢ e d para que A seja central em K[Cy, Cs].
Se [A, Cy] = [A, O3] = 0, as seguintes equagoes devem ser satisfeitas:
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(bY] +cY, =0

bY; +cYo =0

(= W+ (X - Xy
(a —d)Yz + (X;

(a —d)Y{ + (X]

\ ( ) ( X2
Multiplicando a terceira equagao por (X}
multiplicada por (X — X3), obtemos

(2.1)

X5) e subtraindo a quarta equacao

(d—a)((X3 — X2)Y1 — (X] — X1)Y2) = 0.
De modo anéalogo, das duas ultimas equagoes obtemos
(d —a)((X; — X2)¥] — (X] — X1)Y3) = 0.
Logo, temos que
(d - a) € Anul((X} — Xa)¥i — (X] — X1)Va)

(d—a) € Aml((X] — X3)Y] — (X] — X;)¥)).
Aqui, se z € K[X;Y], o conjunto Anul(z) = {a € K[X;Y] | az = 0} é um ideal de
K[X;Y], chamado de anulador de z.
Assim, obtemos (d — a) € J, onde
J = Anul(((X; — X2)Y1 — (X — X1)Y2) N Anul((X; — Xo)Y{ — (X] — X1)Y3)).

J é um ideal de K[X;Y] e, portanto, também é um K[X]-submddulo de K[X;Y].
O préximo lema exibe um conjunto de geradores para o K[X]-mddulo J.

Proposicao 2.2.1. Se J ¢é definido como acima, entao
J = spanyx{h1, ha, h3, ha} C K[X;Y].
Demonstracgao: E fAcil observar que
J D spanK[X}{hl,hg,hg,hzl}.
Para mostrar a outra inclusao, tomamos f € J e o escrevemos como
f="Jfo+ fi+ f2+ fs+ fu, onde f; € K[X;Y]?.
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Assim, como ((X} — X5)Y] — (X] — X1)Y2) e (X — Xo)Y] — (X] — X1)Y]) sdo
homogéneos de grau 1 na Z-graduacdo de K[X;Y] definida acima, temos que f
anula estes dois elementos se, e somente se, cada f; também o faz. Dessa forma,
temos que determinar, para cada i, quais sdo os elementos de K[X;Y]® que anulam
os dois elementos acima.

Vemos facilmente que se g € K[X; Y] = K[X] e g € J, entdo g = 0.

Se g € K[X;Y]W, entdo existem o; € K[X] tais que

g=a1Y] + aYs + azY] + asY,
e, da condicao
g(Y1(X3 — Xa) = Ya(Xj — X1)) =0,
obtemos
(X{ - Xl)(Oé1Y1Y2 - 043Y2Y1/ - 044Y2Y2I) - (Xé - X2)(—042Y1Y2 - 043Y1Y1/ - 044Y1Y2/) =0
Como B, é um conjunto de geradores livres para o médulo K[X;Y]®?), obtemos
as = ay = 0.
De modo analogo, da condicao
g(Y{(X3 — Xo) — Y3(X] — X4)) =0,
obtemos
a1 = Oy = 0.
Logo, se g € K[X;Y]" N J, entdo g = 0.
Suponha agora que g € K[X;Y]®. Entdo existem o; € K[X] tais que
g=a1Y1Ys + V1Y) + asV1Y, + Yo Y] + asYa Yy + agY]Y.
Da condigao
GV (X — X2) = Va(X] = X1)) = 0

obtemos
(a(X] — X1) + aa(Xy — X)) V1 YoY]
+ (a3(X] = X1) + a5(X5 — X5))V1Y2Y)
+ as((Xy — XYYy — (X] = X1)YaY(Y5) = 0.

Assim, como B3 é um conjunto de geradores livres para o K[X]-médulo K[X;Y]®),
segue que
Qg = 0.
ag(Xi — Xl) + CY4(X§ — XQ)
Oég(X{ — Xl) + 045(Xé — XQ)

0.
0
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De modo analogo, da condicao

g (X5 = Xo) = V3(X] — X1)) = 0,

obtemos
a1 = 0.
Oég(X{—Xl)—i—Oég(X/ XQ) =0.
CM4(X{ —X1)+C¥5(X/ XQ) = 0.
Assim, obtemos o sistema

O{Q(X{ — X1)+ Oz4<Xé - XQ) =0

CYQ(X{ —X1)+ Oég(Xé —Xg) =
Oég(Xi —X1)+ 065(X5—X2) =0

Oé4<X{ — X1)+ 045(Xé — XQ) =0

cuja solugao no corpo de fragoes de K[X], K(X), é dada em fun¢ao do parametro
a € K(X), por

o,
L E 2
(X xp"
N (X’ Xl) (X -X)"
ST XL = Xy)?

A fim de obtermos a solucao em K[X], a deve ser um multiplo em K[X] de (X}—X5)?.
Consideramos entdo a = (X, — X3)?a, com a € K[X], e obtemos como solugao

Qg = (X/ XQ) (6%
az = —(X] — X1)(X5 — Xp)a
ag = —(X] — X1)(X5 — Xp)a
Q5 = (X/ Xl) (07

Substituindo os valores dos a; em g, obtemos
g = ahy,

com o € K[X].
Suponha agora g € K[X;Y]® N J. Entdo, existem a; € K[X] tais que

g = a Y15V + V1YoV, + asY1 Y)Y, + o, Yo Y)Y,
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Da condigao g(Y1 (X5 — Xo) — Ya(X] — X1)) = 0, obtemos
(aa(X5 — Xo) + as(X] — X1))1Y[ VoY = 0.
Da condicao g(Y{ (X}, — X3) — YJ(X] — X1)) = 0, obtemos
(aa(X35 — Xo) + ar (X] — X1) )Y VoY = 0.
Assim, temos que

OéQ(Xé — XQ) + Oél(Xi - Xl) =0
Oé4(X§ — XQ) + Oég(X{ - Xl) =0

Assim como no caso anterior, encontramos a solugao em K (X) e depois mostramos
que em K[X] a solugao é da forma:

] = —<Xé — XQ)O(
Qg = (X{ — Xl)oz
az = —(X; — Xo)B
Oy = (X{ - Xl)ﬁ7

com «, f € K[X]. Substituindo os valores dos a; em g, temos que este é dado por
g = ahy + Bhs.

Por fim, podemos facilmente observar que K[X;Y]% = K[X]-h; C J.
O que conclui a prova de que

J = spanK[X]{h1,h2, hg, ha},

demonstrando a proposicao. &

Assim, existem f1, fa, f3 e fi € K[x] tais que
d—a= fihi + faho + f3hs + faha.

Mas, temos ainda que (d—a) € K[X;Y]o. Logo, para que (d —a) satisfaga o sistema
de equagoes (2.1), (d — a) deve ser uma K[X|-combinagao linear de h;y e hy, ji que
ha, hs € K[X;Y],.

Assim, existem f; e fy € K[X] tais que (d —a) = fihy + fihy.

Substituindo (d — a) nas tltimas equagoes do sistema, obtemos

b= f4h2 (§ Cc = —f4h3, (22)
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que satisfazem as duas primeiras equagoes do sistema (2.1). Facilmente também se
verifica que se a, b, ¢ e d satisfazem as propriedades acima, entao A comuta com C'
e Cg.

Logo, provamos o seguinte resultado.

b
d

com Cy se, e somente se, existem fi, f4 € K[X] tais que

Proposicao 2.2.2. Seja A = <Z ) € My, (K[X;Y]). Entio A comuta com Cy e

b= fihy
c=—fihs
d=a -+ flhl + f4h4.

Em outras palavras, A comuta com Cy e Cy, se, e somente se, existem f1, fy € K[X]

tais que
_ 0 0 0 he
A=al + fi <O h1> + fa (_h3 h4) .

Observagao 2.2.3. Pela proposicao anterior, podemos observar que se A = (a;;) €
central em K[Cy,Cy), entao

a12, a1 € K[X;Y](3).

Definimos agora uma classe especial de elementos que serao importantes para a
caracterizacao dos elementos centrais de K[C1, Cy).

Definicao 2.2.4. Seja A € M, 1(K[X;Y]). Dizemos que A é um elemento central
ideal se A comuta com Cy e Cy e, se para qualquer elemento B € K[Cy, (s, temos
que AB (e consequentemente BA) também comuta com Cy e Cs.

Definicao 2.2.5. Definimos as sequintes matrizes de M 1(K[X;Y]):

_(h1 O (0 0 (0 h _(hsa O
=) a=(on) (0 8) - (5 50)
Lema 2.2.6. Para quaisquer oy € K[X]|, os elementos da forma

A= OéoAO -+ OélAl + OéQAQ + 043A3

sao centrais ideais.
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Demonstracgao: Observe que basta mostrar que As e A sao centrais ideais, ja que
Ag e A; claramente o s@o. Temos da Proposicao 2.2.2, que A, e Az acima comutam
com C7 e Cy. Vamos agora mostrar que sao centrais ideais, comecando por As,.
Observe que, para isso, é suficiente mostrar que A,C; é uma K[X]-combinagao linear
de elementos que sabemos que sao centrais ideais e do préprio As.

PR URCANE R AN hyY/ ho X!
207 \mhy by ) \Y! X!) T \=hsXi+ hyY! —hsY;+ hyX!) "

K3 (2

Usando as relagoes do Lema 2.1.12, temos que

e w0 (0 h
A0 = (X] Xz)(o _h1>+Xi <_h3 h4),

ou seja, uma K[X]-combinagao linear de Ay, A; e Ay. Como Ay e A; sdo centrais
ideais, concluimos que Ay é também central ideal. Facamos agora o mesmo para As.

hy 0 (Xi Y
o (5 G
o (haXs Y
o (h4YZ-, h4XZ/)
—(Xi = Xi)hs  (Xj — Xi)ha + Xih4>

o (P 0O ;w0 hy
Y G e At

que é uma K [X]-combinagao linear de Ay e A3, o que prova o resultado. O
Recordamos que L(X) denota a algebra livre de Lie, livremente gerada pelo
conjunto X.

Lema 2.2.7. Seja f(x1,22) = [21, %2, Tiy, ..., 5] € L(x1,22) um comutador nor-
mado a esquerda e sejam n = deg,, f, m = deg,,f e k = n+ m. Entao, para todo
m,n > 1, temos que

F(C, Ca) = (X7 — X1)" (X — Xo)™ HA(k),
onde

F(k) Yi(X5 — Xp) — Yo(X] — X1)
0= (v -3 - vis - o) Pk )

e F(k) é igual a
(X7 = X0) T (YV1(Xg = X2) = Ya(X] = X0))Y] + (=) (Y3 (X] — X1) = V{(X; — X3)))
sendo i =iy € {1,2}.
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Demonstracao: A demonstragao é feita por indugao sobre k. Se k = 2, ou seja,
m =mn =1, temos:

f(C1,Ca) = [C1, 0

YiYs + Y'Y, Yi(X; — Xp) = Ya(X) — X3)
Yo (X1 = X1) = Y{(X5 — Xy) YiY; +Y/Y;

E basta observar que para k = 2, F\(2) = 1Y, + Y/Y5.

Provemos agora o passo de inducdo. Tomamos f(C4,Cy) de grau k, como no
lema, e mostramos que [f(Cy,Cs), C;] também é da forma do teorema, para k + 1
em vez de k.

[F(C1,C2). ] = (X7 = X1)" 71 (X — Xo)" M [A(k), (]

[A(k), C) = [F(k)I,Ci| + [A(k) — F(k)I,C;] = [A(k) — F(k)I,Cy) =

, F(k+1) Yi(X) — Xa) — Ya(X] — X))
=009 (g 0 w0 o) i)

0 que prova o resultado. O

Observagao 2.2.8. Segue do lema anterior que, se u = [T, Ta, Tiy, ..., Ti] € um
comutador normado a esquerda, entdo u(Cy,Cy) depende apenas dos dois primeiros

e do ultimo elementos do comutador. Ou seja, se v = [ml,xz,x%@), e ,xio(kfl),xik],

77777

U(Cl, CQ) = ’U(Ol, CQ)

Lema 2.2.9. Suponha que f e fs sejam comutadores normados a esquerda. Entao
(f1-f2)(C1,C) € um elemento central ideal de K[Cy,Cs].

Demonstracgao: Novamente, pelo Lema 2.2.7, temos que
Fi(Cr, o) = (X] — X)) (X5 — Xo)™  A(Ry)

f2(C1,Cy) = (X7 — X)Xy — Xo)™ A(k).

Assim,

(f1-f2)(Ch, Ca) = (X7 — Xq)" 72 72(XG — Xo)™H™2 2 A(ky ) A(k),

35



ou seja, basta analisar o produto A(k;)A(kz). Pela definicao de F'(k;) e pelas relagoes
do Lema 2.1.12, temos que sao validas as relacoes abaixo,

F(k)(V(X5 — Xa) = Ya(X] = X1)) = —(=1)%hy
Fk)(Yo(X] — X1) = Y/(X5 — X)) = hs
F (k1) F (k) = ahy,

para algum « € K[X;Y]y, donde concluimos que
A<k1)A(k2) = F(kl)F(k2)I+ < ((_1)l(c1_i)l(€2_hf)k2)h3 _((_1—>’(€1—T)](“_h1)k2)h2 ) :
Logo,
(f1f2)(C1,Cs) = adg + (1) A5 — (=)™ + (=1)") A,

e, pelo lema 2.2.6, obtemos que (f1 f2)(C1, Cy) é um elemento central ideal da élgebra
K[Cy,Cy). &

Observacao 2.2.10. O resultado acima responde a pergunta de Berele para o caso
a=0b=1 ek =2, mostrando que todo elemento de K[C,C5]| que é um produto de
dois comutadores normados a esquerda, cujos graus tém a mesma paridade (k1 = ko
mod 2) € central em K[Cy,Cs] e nao € mailtiplo da identidade. Em particular,

o [ —2hi+ Dy —2hy
(G, Cof = ( 2hy  —2hy — Iy

¢ um elemento central de K[Cy,Cy] e claramente nao é um escalar.

Pela Proposicao 1.4.8, todo elemento de K (z1,x2) pode ser escrito como com-
binacao linear de elementos da forma

n, .m
YT UL . Uy,

onde wu; sdo comutadores normados & esquerda. Como K[C},C] é imagem ho-
momorfica de K (z1, z3), segue que todo elemento de K[C, Cy] pode ser escrito como
combinacao linear de elementos do tipo

nYm
0102 Uy ... Up,

com u; = u;(Cy, Cy) comutadores normados & esquerda.
Assim, a fim de obter uma descrigao dos elementos centrais de K[C4, Cy], vamos
analisar quais dos elementos da forma acima sao centrais.
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Proposi¢gao 2.2.11. Sejam f(Cy,Cy) = CrCyul .. uf € K[C,Cy], com

m+n>1ewu = u;(Cr,Cs), comutadores normados a esquerda. Entdo f € central

’

em K[Cy,Cy] se, e somente se, ky + -+ + k, > 2. Ainda, neste caso, f(Cy,Cs) €
central ideal.

Demonstracao: Pelo Lema 2.2.9, se u; e u; sao comutadores normados a esquerda,
u;uj(Cy, Cy) é um elemento central ideal de K[Cy,Cy]. Ou seja, se ky + -+ k, > 2,
entdo f(Cy,Cy) ¢ central ideal.

Resta agora mostrar que se u é comutador normado a esquerda, entao CTC3" e
CPCHu nao sao centrais em K[C, Cy).

Para o primeiro caso, observamos, como consequéncia do Lema 2.1.9 que a entrada
(1,2) de CTCy* é da forma aY] + Y2 + ¢, com «, f € K[X], com « ou 8 nao nulo,
e c € K[X;Y]®. Logo, pela Observacio 2.2.3, CPCY* nao é central, sempre que
n+m>1.

O caso CTCJ'u é analogo. Sua entrada (1,2) é da forma

(X7 = X)P (X — Xo) T XTXP (Vi (X — Xa) — Ya(X] — X1)) +b,

com b € K[X;Y]®) o que, novamente pela observacio 2.2.3, prova que este também
nao é central, concluindo a demonstracao. &

Observagao 2.2.12. Na proposi¢ao acima, se considerarmos f(Cy, Cs) = ulfl ok

com ky+---+k, > 1, ou seja, comm =n = 0, entdo teremos que f(C,Cy) € central
em K[Cy,Cy] se, e somente se, ky + --- + k, > 2. Ainda, neste caso, f(C,Cs) €
central ideal.

Lema 2.2.13. Sejam uq,...,u, comutadores normados a esquerda de graus n, com
relagdo a varidvel x1 e m com relagdo & varidvel xo, com w; = (X1, T2, Tig, - .., T, |, J €
{1,...,r}, e seja

f(C1,Co) = Zaiui(cla Cy) € K[Cy, 0y
com «; € K[X]. Entao, as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(1) f(Cy,Cy) € central ideal em K[CY,Cy);
(i1) f(Ch,Cy) € central em K|[Cy,Csy);

(iii) Z a; = 0.

37



Demonstracao: Claramente, (i) implica em (ii). Mostremos agora as outras im-
plicacoes.

((ii)=-(iii)) Vamos supor inicialmente que ), o;u; é central. Pelo Lema 2.2.7,
temos que, para cada ¢, a entrada (1,2) de u; é

a(Y1(X§ - X3) — Y2(X{ — X1)),

onde a = (X] — X1)" 1 X}, — X5)™ 1. Assim, a entrada (1,2) de f(Cy,Cy), é da
forma:

azai(m(X; — X5) — Ya(X] = X1)) = a(Y1(X} — Xa) — Ya(X] — Xl))(Z a;)

Assim, se ). «; é nao nulo, entdo a entrada (1,2) de f(Cy,Cs) é miltiplo nao nulo
de Y1 (X} — X5) = Yi(X5 — X») € K[X;Y]® e, pela Observacio 2.2.3, ndo é central.
Logo, provamos que Z a; = 0.

i

((iii)=-(i)) Supomos agora Y .c; = 0, e vamos mostrar que » .a;u; é central
ideal.

Pela Observagao 2.2.8, se u; e u; tém os mesmos graus parciais (n e m) e a tltima
variavel que aparece em cada um deles é a mesma, entdo u;(Cy, C2) = u;(Cy, Cy).

Entao, classificamos os u; da soma acima em dois tipos: os que terminam em
xr1 € os que terminam em x5. E claro que se todos os u; sao do mesmo tipo, entao
> (Cr, Co) = (O, ai)ui (Ch, C2) = 0, logo, sem perda de generalidade, supomos
uy do primeiro tipo e us do segundo. Assim, seja a; a soma dos «; tais que u; é do
tipo 1 e as a soma dos «; tais que u; é do tipo 2. Entao, E o;U; = a1 + astly, com

1
a1 +as =) ,a; = 0. Logo é suficiente provar que u; — uy é central ideal.

Temos que

ur —up = (X1 — X0)" (X5 — Xo)" N (Fy (k) — Fa(k)) o,

onde denotamos por Fj(k), a expressao F'(k) do Lema 2.2.7, obtida por u;, j = 1, 2.
Mas,

B 0, , se k é par
Fi(k) = Fy(k) = { —2(X! = X;)" (X, — Xo)"'hy , caso contrério.

Logo, u; — ug é zero, ou u; — ug é um multiplo de As. Em qualquer dos casos,
temos que f(C4,Cy) é um elemento central ideal de F[C, Cy]. &
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Observacao 2.2.14. Observamos que no lema acima, se substituimos a condi¢ao
a; € K[X] pela condi¢ao o; € K[X;Y]o, o resultado continua vdlido, desde que a
condi¢ao (i) seja substituida pela condi¢do:

(iii)) Y o € K[X;Y]W,

Seja f(Ch,Cy) € K[C1,Cy). Sendo K[C4, Cs] imagem homomorfica de K (z1, z2),

temos que f se decompoe na soma

F(C1,Cy) = ) anmCCy + > G Cy™ (Za >+g C1, Cy)

n,m=0 (nj,m;)

COmM Qtyy af € K, uf comutadores normados a esquerda, como no lema anterior, e
9(C1,Ca) = >, CrCPuy ... ug, com k > 2 e u; comutadores normados a esquerda.
Para cada e j, defina [, f como sendo o conjunto dos indices ¢ tais que os comutadores
ul tém grau rf , com relacao a x; e grau sg, com relagao a xs.

Com isso, temos o préximo teorema, que retine os resultados deste capitulo, dando
uma caracterizacao para os elementos centrais de K[Cy, Cy].

Teorema 2.2.15. Com a notagao acima, temos que f(Cy,Cy) € central em K|[Cy, Cy]
se, e somente se, ty, = 0, sempre que n+m > 1 e, para quaisquer i e j,

Za{zo.

ter!
Além disso, um tal elemento central € central ideal se, e somente se, apo = 0.

Demonstracao: Pelos lemas anteriores, é possivel concluir que se a;, ,, = 0, sempre
que n+m > 1 e se, para todo 7, Ziel_j ozg =0, entao f(C4,Cy) é central. Mais ainda,
ele é central ideal se, e somente se, afw = 0. Vamos agora a reciproca do teorema.

J& mostramos que g(C,Cy) é central ideal. Temos também que agol é central.
Assim, vamos supor que

> anmCrCy+ > ey <Z agug>

n+m>1 T, M

é central.
Temos, do Lema 2.1.9, que a entrada (1,2) da matriz ) . -, a,,,CPCy" é da
forma
Z AnmGn-1X5"Y1 + Q1 X'Y2 + ¢,

n+m>1
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com ¢ € K[X;Y]®). .
Temos também que a entrada (1,2) damatriz 3, . CCy7 (Y, adul) é da forma

D7 DX = X)X = X) T (Vi (X — Xa) - V(X — X)) 45

ng,m; 1
onde 7/ = deg, u ) 5] = = deg,, ul e ¢ € K[X;Y]®. Assim, pela Observacio 2.2.3, se
Y acicr s ¥ evepy (Yo
n+m>1 5,1
é central, sua entrada (1,2) deve estar em K[X;Y]®). Para isso, devemos ter

0= Zn+m>1 anm(Qn lX/m}/i+Qm IX Yé)
Sy S XX (XY = X)X — X)) (Vi(XG — Xo) — Ya(X] — X7)).

Como B, é base de K[X; Y], devemos ter

Z an,an—lXém + Z ZO(?X?JX;% (X{ — Xl)rg_l(Xé — X2>Sg =0

nt+m>1 nj,m; i
n 7y vy / 7 / -1
§ O Qm—1 X1 — § § 0 X1 X5 (X — X)X — Xp)% T =0
n+m>1 ng,m; G

Multiplicando a primeira equagao por (X] — X;) e somando com a segunda multi-
plicada por (X} — X3), obtemos, usando o Lema 2.1.8,

0 = > ims1 @@ X3™(X] — X1) + Q1 XT(X5 — Xp))

2 ongmz1 Cnm (X" (X7 = XT) + XT(X" — X37))
= Zn—l—mzl amm(XémX{n o XlnXén)

de onde concluimos que «, ,,, = 0, para quaisquer n, m > 0 tais que n +m > 1.
Voltando na equagao anterior, temos

Yo DA XPX (X = X)X Xe) T (VX - Xo) = V(X - X)) =0,

ng,m; 1
de onde concluimos que

S ST wXXT (X - X)X - Xa) =0

Mg,y 2
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e, analisando os graus dos monomios, para cada j, temos

S ad(X] - X)X - Xa) T =0,

Sendo I como no enunciado do teorema, obtemos que, para todo i e j,

o que conclui o teorema. &

Observacao 2.2.16. Substituindo, no teorema acima, Cy por x1 e Cy por xo, temos
a descrigao do centro de Fy(M ).

Agora, segue diretamente do teorema anterior, o coroldrio abaixo.

Corolario 2.2.17. O centro de K|[Cy,Cy] decompde-se como
Z(K[Cl,CQD = KEBI,
onde I é um ideal nilpotente de K|[Cy,Cy].

Observacao 2.2.18. Observe que o ultimo resultado € mais forte que o resultado
de Berele, para K[Cy,Cy) (Teorema 2.0.24), ja que aqui I € um ideal nilpotente de
K|[Cy, Cy] e no resultado de Berele temos apenas um ideal nilpotente de Z(K[Cy,Cy)).

Observacao 2.2.19. E interessante observar que este ultimo coroldrio nao vale para
K|[Cy, Cy, Cs], jd que podemos ver que, nesta dlgebra, o elemento [[Cy, Cy], [Ch, Cs]] €
central, mas C3[[Cy, Cy], [C1, Cs]] nao é central.
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Capitulo 3

Identidades polinomiais de FQ(MM)

Neste capitulo, apresentamos uma base para as identidades de Fy(M; ;) sobre
um corpo, K, de caracteristica zero. Tal restricao na caracteristica do corpo se deve,
principalmente, ao fato de utilizarmos a descricao do S,-mdédulo dos polinomios
préprios multilineares médulo as identidades de M, I',(M;,), em caracteristica
zero, descrito por Popov em [20]. Por isso, neste capitulo, assumiremos K um corpo
de caracteristica zero.

3.1 Identidades polinomiais de M ;

Nesta se¢ao, vamos apresentar os resultados de Popov em [20], onde ele descreve
uma base para as identidades polinomiais de M;; em caracteristica zero e também
descreve a estrutura de S,-médulo de I',,(M; ;) em termos de suas componentes
irredutiveis.

Para isso devemos antes observar que M ; satisfaz as identidades polinomiais

abaixo.
(1, 29, (X3, 24], 5] = 0

[z, 2], 1] = 0

(3.1)

Seja M a variedade de dlgebras associativas definidas pelas identidades (3.1). O
fato de M, satisfazer todas as identidades de 901, nos garante a existéncia de um
homomorfismo sobrejetor canonico

L) — T(Mya).

O principal resultado do trabalho acima citado é o fato que todas as identidades
de M, ; sao consequéncias das identidades (3.1).
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Para provar tal resultado, Popov encontra uma descricao para o S,-mddulo dos
polinémios proprios multilineares médulo as identidades de 90, T', (901).

Para exibir tal resultado, precisamos definir os seguintes polinomios e os respec-
tivos S,-mddulos:

Definicao 3.1.1. Sejam p > ¢ > 2 e s > 0. Definimos os polinomios: ¢, =

wz(gs)(xl, Ce,Tp) € goés,()z = gofg,s,,)](xl, ..., &p) da sequinte forma:
( Z (=) [Z0(1)s To@)] - - - [To@m) xf)] ,sep=1 mod 2
(pés) _ oc€Sp ©
Z (_1>a[x0(1)7x0(2)] s [xa(p—l)yxcf(p)a 2y ] ,sep=0 mod 2
\ UGSp
( T s _
Z(—l) [Tra1y, Tr2)] - - [Tr(g—1)s mT(q)]goé) ,seq=0 mod 2
90;(78()1 _ TESy
’ Z (—=1)[z00), To@)] - - - [za(p_l),xg(p)]goés) ,sep=0¢g=1 mod?2
\ 0ES)

eopr =3 (=17 [wr0) 2] - [Ty To@)] -+ [Tog 2L

TES,
o€Sy

q sao impares.
Denotamos por MIES) 0 Sp-submddulo de T',,(9N) gerado por cpés), onden =p-+s

. Tr(g)], se 0s nimeros p e

e por Mfﬁj’}} 0 Sy,-submddulo de I',,(IMN) gerado por ¢, ,, onde n =p+q+ s.

Observacgao 3.1.2. Observamos que os polinomios gpés) e goi(f()] nao sao multiline-

ares, se s > 0. Em particular, nao sao elementos de I',(M;1). Dessa forma, os
submodulos M,SS) 2 Mlgfq) sao, na verdade, gerados pelas linearizagoes completas des-
tes polinomios. Quando este for o caso, diremos simplesmente que os submodulos
M,ES € Méfg sao gerados por estes polinomios, em vez de dizer que sao gerados por
suas linearizacoes.
Com tais defini¢oes, Popov prova os seguintes lemas.

Lema 3.1.3. Para quaisquer p > 2 e s > 0, os polinomios <p,(,s) e goz(f,()l nao sao
identidades polinomiais para a dlgebra M ;.

Lema 3.1.4. Sejam n = p+ s, d = D, uma tabela arbitrdria com diagrama D =
(s+1,17Y) e f = f(x1,...,z,) um elemento arbitrdrio de T,,(9M). Entdo, o mddulo
M(d, f) estd contido no médulo M.
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Lema 3.1.5. Sejam n = p+q+ s, d = D, uma tabela arbitraria com diagrama
D= (s+2,2071 1779 e f = f(xy,...,2,) um elemento arbitrdrio de T',(9M). Entao,
o mddulo M(d, f) estd contido no mddulo Méf).

Lema 3.1.6. Sejam d = D, uma tabela com diagrama D = (a,b,c,...) com b > 3 e
f=f(z,...,x,) um elemento arbitrario de I',(IM), comn = a+b+c+---. Entao,
o modulo M(d, f) € zero.

E, combinando os trés lemas anteriores, temos a descri¢ao do S,-médulo I, (901).

Teorema 3.1.7. O S,,-mddulo I',,(9M) se fatora na soma direta

e~ (@ ) (@ )

p+s=n p+q+s=n

onde M,SS) € Méi} 5Go o0s unicos submddulos irredutiveis do S,-mddulo T',(IN).

Como os geradores 90;(,8) e <p§,i§ dos modulos irredutiveis M,ES) e Méi}, respectiva-

mente, ndo sao identidades de M ;, segue que o homomorfismo canénico de I, (97)
sobre I';,(M; 1) é um isomorfismo, provando o resultado principal.

Teorema 3.1.8. Se M € a variedade de dlgebras associativas definidas pelas identi-
dades (3.1), entdo
T<M1,1) - T(Qﬁ)

3.2 As identidades polinomiais de Fy(M; )

3.2.1 Os polinémios [[x1, zo][x3, 4], x5] € [x1, 22|23, T4][T5, 6]

Novamente, para trabalhar com a algebra Fy(M; ), vamos trabalhar na dlgebra
K|[Cy, (5], onde os elementos C; e Cy sdao dados como no capitulo anterior.

Lema 3.2.1. Sejam f1, fa, f3 comutadores normados a esquerda. Entao o elemento

(f1-f2-13)(C1,Cy) € zero em K[Cy,Cs].

Demonstragao: Pela demonstragdo do Lema 2.2.9, temos que (fi.f2)(Cy,Cy) é
combinacao linear de Ag, Ay e As. E suficiente, entao, mostrar que o produto de
um elemento da forma do Lema 2.2.7 com cada um destes é zero. Mas, as entradas
das matrizes dos elementos da forma do Lema 2.2.7 sdo elementos de K[X;Y] que
sao anulados por hi, ho, hs e hy, e as matrizes A; tém como entradas estes mesmos
elementos, o que mostra o resultado. &
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Proposicao 3.2.2. Seja f(C1,Cy) = CPCyult .. ukr € K[Cy,Cy), onde os u; sio
comutadores normados a esquerda. Entdo f(Cy,Cs) € igual a zero se, e somente se,
ky+---+ k. >3.

Demonstragao: Segue do Lema 3.2.1 que um produto de trés comutadores nor-
mados a esquerda ¢ zero. Reciprocamente, temos do Lema 2.2.9 que o produto de
dois comutadores normados a esquerda nunca é zero e, pelo Lema 2.1.6, C; e Cs
nao sao divisores de zero em K[Cy, Cs], o que prova que se ky + -+ - + k, < 2, entdo

f(Cla 02) 7é O <>
Lema 3.2.3. Se A ¢ uma dlgebra associativa e z,a,b € A, entdao valem as sequintes
relagoes:
n—1
(i) [z" 0] =Y 2"z, b2

Il
=)

7

(ii) [a,b]z" = i (?) Zla, b, 2.

=0

Demonstragao: As demonstragoes sao feitas por indugao sobre n.
(i) Se n = 1, o resultado ¢ valido. Suponha o resultado valido para n — 1. Entéo,

n—2
temos que [z"7!,b] = Z 22z b]z" mas, como 2" = 22"},
i=0
[27 0] = z2[z"71 0] + [z, 0]zt
n—2
= z 222, b)27) + [z, b2
=0
n—1
= 22 b)Y
=0

o que mostra (i).

(ii) Se n = 0, o resultado é valido. Suponha o resultado valido para n —1. Entao,

temos que
n—1
n—1\ . .
b n—1 _ i ,b (n—i—1) )
O Sl (e B

=0

Mas, para cada 1,

[a,b, 2" V)2 = [a,b, 2] + 2[a, b, 2"V
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n—1

n __
Logo, como 2" = 2"~ "z, segue que

Lt gy |
i = X ("7 )0
— i
TZ;% n—1
= Z( ' )Z‘([aa b, 2" ] + z[a, b, 2" V)
i=0 ¢
n—1 n—1
=Z< . > [abz(”l—i-Z( )”Wabz"’”]
Z:_g n—1 " /n—1
_ - i (n—i) - n—1i)
= Z_()( . >z[a,b,z ]+;(i—1> la,b, 2" 7]
n—1
-1 -1
— [a,b, 2] + ((” ) + (” . )) (b, 2" ) + 2"[a, 0]
— 1—1 1
= Z (n) 2'[a, b, 2 ’)]
i—0 \!
0 que prova o resultado. &

Lema 3.2.4. Sejam u € L(x1,x5) comutador normado a esquerda e A € K(xq,x2).
Entao ezistem u; € L(x1,x9) comutadores normados a esquerda, com degu; > degu,

e A; € K(xy,xq), tais que

Demonstracgao: Observe que é suficiente demonstrar o resultado para A = x;. Se
u é um comutador normado a esquerda, basta observar que:

uzr; = [u, x;] + zu.

Mas u; = [u,z;] é também um comutador normado & esquerda. Obviamente, a
condicao degu; > degu é satisfeita. &

Teorema 3.2.5. [[z1, To][x3, x4), x5] = 0 e [x1, xo][x3, x4][T5, 6] = 0 sao identidades
polinomiais para a dlgebra Fy(My ).

Demonstracao: Inicialmente, observamos que ambos polinomios sao multilinea-
res. Logo, é suficiente substituir x; por elementos de um conjunto de geradores de
K|[Cy, Cy]. Sabemos que K[Cy, s é gerado por elementos da forma CTCHu; . . . uy,
com u; comutadores normados a esquerda e que estes sao centrais se k > 2. Logo,
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¢ suficiente substituir as varidveis por elementos da forma CTC3' e CTCY'u, com
u € L(Cy, Cy) comutador normado a esquerda.

Inicialmente observamos que, pelos dois lemas anteriores, existem u; € L(CY, Cs)
comutadores normados a esquerda e A; € K[Cy, Cy] tais que

[Ty, C’fCé] = ZAiUi

e que o mesmo vale para [CTC3'u, CTCY'] e [CTCYu, CTCYv], com u e v comutadores
normados a esquerda.

Isso, juntamente com o lema anterior, nos mostra que ao substituirmos x, x5, x3
e x4 por elementos deste tipo, obtemos que [z, xs][x3, 4] poderd ser escrito como

g Ajuv;
i

com u; e v; comutadores normados a esquerda e A; elementos de K[C7, Cs]. Sendo

w;v; um elemento central ideal temos a prova de que [[z1, x2][23, 4], 5] é uma iden-
tidade polinomial de K[C4, Cy).

Para a segunda identidade, usamos o mesmo argumento para provar que quando
substituimos os x; pelos elementos dos tipos citados acima em [x1, zo|[x3, 24][25, T6],

obtemos
g Aiuvw;
i

com u;, v;, w; comutadores normados a esquerda. E a conclusao segue do Lema 3.2.2

%
Corolério 3.2.6. Em I, (M; ) temos a identidade

(1, X9, T5)[x3, 4] = —[21, 22|23, T4, T5].
Demonstracao: Sabemos que em Fy(M; 1) vale [[x1, x2o][23, 24], 5] = 0. Mas,
(21, wo][w3, m4], 5] = [w1, T2, 5] [w3, Ta4] + [0, D] (w3, 74, 75]
e segue o resultado. &

Observacao 3.2.7. O teorema anterior mostra que [z1,xs][x3,x4] € um polinomio
central para Fy(My1). Em particular f(xy,x9) = [x1,22)* também o é. Logo,
f(C1,Cy) € central em K[Cy,Cs], mas sabemos que este nao é um polindmio central
para My, o que mostra que um andlogo da Proposi¢cdo 1.5.7, vdlida para M, (K),
nao vale para M; ;.
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3.2.2 A identidade sy(1,x2,x3,24) =0
Teorema 3.2.8. s4 = 0 € uma identidade polinomial para K|[Cy,Cy].

Demonstragao: Novamente, temos que s4 ¢ um polinomio multilinear e, por isso, a
fim de mostrar que este é uma identidade polinomial de K[C, Cs], é suficiente avalia-
lo em elementos de um conjunto de geradores de K[C}, Cs]. Para isso, observamos
que o polinbmio sy4(x1, e, T3, T4) Se escreve como

sS4 = @1, 23] 0 [x3, T4] — 21, X3] O [, T4] + |21, 24] O [22, T3],

onde a o b= ab+ ba.
Mostremos inicialmente que, se © é um comutador normado a esquerda e A; €
K[Cl, 02], entao S4(A1U, AQ, Ag, A4) = 0.

Para tal, observamos que
[A1U7 A2] © [A?), A4] = ([Ah A2]U) © [A:s, A4] + (Al[ua AQ]) © [A:z, A4]
A primeira parcela da soma acima é zero, por ser um produto de trés comutadores.

Logo,

[Ayu, Ap] o [A3, Ay] = Aifu, Ao][As, Ayg] + [As, A4l Arfu, A
= _Alu[A37 A47 AQ] + Al [A37 A4] [u7 AZ] + [A37 A47 Al] [U, A2]
= _AIU[A37 A47 AQ] - Al [A37 A47 AQ]U - [A?)? A47 Al; AQ]u

Assim, permutando convenientemente A,, As e Ay, temos as expressoes de

[Alu, Ag] o) [AQ, A4] (§ [Alu, A4] o) [AQ, Ag] LOgO,
54(141%142,143,144) = = Alu([A3aA4;A2] - [A27A4,A3] + [A27A3,A4])
- Al([A37A4aA2] - [A27A47A3] + [A27A3)A4])u
— ([As, Ay, Ay, Ag) — [Ag, Ay, Ay, As] + [Ag, Ag, Ay, Ayl
Mas, segue da identidade de Jacobi, que
[A?n A47 AQ] - [A27 A47 A3] + [A27 A37 A4] = 07
o que mostra que as duas primeiras parcelas sao nulas e, da identidade

[As, Ay, Ay, Ag] — [Ag, Ay, Ay, As] + [Ag, Ag, Ay, Ay =

= [[A3, Ad], [A1, Ao]] — [[A2, Ad], [Ar, A5]] + [[A2, As], [Ar, Ad]],
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segue que a terceira parcela é uma soma de produtos de trés comutadores e, portanto,
é zero.
Resta agora mostrar que s4(A;, Ay, Az, Ay) = 0, substituindo A; por C7"Cy".

a; bz
b, al)

s4(Ay, Az, As, Ag)1qg =0 e s4(Ay, Az, A3, Ay)ay = 0.

Para facilitar os cdlculos, vamos considerar A; =

Pelo Lema 2.1.10, é suficiente mostrar que

Comecemos por sq(Ay, Ag, As, Ayg)11.
Temos que

[A1, As] o [A3, Agin = 2(byby + by b) (bsbly + b3by)+

(bi(ay — az) — ba(a) — ay))(by(ay — az) — bs(ay — as))+
(b3(ay — as) — ba(az — a3))(by(ay — ar) — by (as — az))
Logo,
sq(Ay, Ag, Ag, Ay ) = 2(b1by + bbo) (bsbyy + bibs)
2y, + Vi) (bad, + i)
+2(byb, + B,ba) (bl + bybs)
+ (bi(ay — az) = ba(ay — a1))(b)(as — az) — by(ay — as))
+ (ba(a) — as) — ba(ay — a3))(by(a) — ar) — by(ah — az))
— (bi(ay — az) — bs(a) — a1))(Vy(ah — az) — by(ay — as))
— (b2 — aq) — by(as — az))(b3(a) — ar) — by (a3 — az))
+ (bi(a) — ag) — ba(ay — a1))(b3(ah — ag) — by(as — az))
+  (ba2(az — az) — bs(ay — az))(by(a) — ar) — by (a) — as)).

Mas é facil ver que a soma das seis ultimas parcelas é zero. Assim, temos que
s4(Ay, Ag, Az, Ayg)1r = 4(D105b3by — b bbby + b0, babs + bhbiby by — by, b b3 + byb)bibs)

Como A; = C1CYY, temos do Lema 2.1.9 que b; = X["Qp, 1Ys + X5 qn, 1 Y1 + ¢,
onde ¢; € K[X;Y]®),
Observe que b;bibyby = g(i, 7, k, 1) Y1Y2Y]Y;, onde

g(iaja kal) =
_.I_

X?lXinjan—lqm—lX;niX;mkQmj—lle—l
XinkXinianlenlle;leémlQmilemkfl
X?kXinjqm—lQni—ngniXémlQmj—lka—l
X X1 Gy —1Gn—1X5 7 X" Quny—1Qry—1
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Assim,

s4(A1, Ao, Ag, A)n = (9(1, ) —9(1,3,2,4) + ¢(1,4,2,3))Y1Y2Y/Y]
g(2,4,1,3

1
2,4,1,3) +9(3,4,1,2) ) "1Y2Y]Y;

e temos que mostrar que a soma ¢ zero. Fatorando Y;Y2Y/Y, substituimos os valores
dos ¢(i,7,k,1), e fazendo alguns agrupamentos, obtemos que a soma dos ¢g(i, j, k, 1)
acima ¢é igual a:

my yImi m1 y/mg
sz 1Qm3 1Qn1 1Qn4 lX X X2 X2

ms3 ’mz m2 y/ms3
lelemz;*lCanflqng 1 X X X2 X2

( X X] - Xp X
( )(
szlem4flqn1*1qn3 1<Xm1X/m3 XQmSXéml)<
( )
( )
( )

)

XX — XX
XTIX"™ — XXM
le lng Ian 1Qn4 1 XmQX;nM X£n4Xém2 Xlngxinl _X?IX{n?))
le lng 19n3—19n,—1 Xm4Xm3 XgnSszél X )
)

mi /m2 mo y/miy
Qm3 1Qm4 19n,—-19ny-1 X X X2 X2

/ /
XY = XX

/ /
XX - XX

+

E usando as relagoes do lema 2.1.8,

(XX = X7 XT) = (X] — X1)(¢nGm—-1 — GmGn-1)

provamos que s4( Ay, Ag, A3, Ay)11 = 0.
Para concluir, resta mostrar que s4(A1, Ay, As, Ag)e1 = 0.
Temos que

[A1, Az] 0 [As, Ad]on p(ah —ar) — by(ay — az))(bsby + b34)
&( — CL3) b/ (aﬁl — a4))(b1b + b/ bQ)
ay — ay)(bhblby + bybsbl) — 2(ah, — ag) (b} bsby + Vybsb,)
(

2(b
2(
2(ay

2(al, — as) (by Wb, + bl bolsl) — 2(a! — a4) B bob, + by LY.

+ I+

Logo,

54(141, AQ, Ag, A4)21 = 4(&’1 — Cll)(blzbgbzl — bébi}bg + bgbﬁlbz)
+ 4(al — az) (BLbhbs — bbb + Hblby)
— 4(dl, — an) (Vbbs — Vbby + Uyblby).

Novamente, como A; = C1"C5", temos que, pelo Lema 2.1.9, devemos substituir
na equagao acima, b; = X" Qm, 1Yo + X5 qn, 1Y +¢; e a; = X" X3 +d; + ¢;, com
c € K[X;Y® d; € K[X;Y]® ee; € K[IX;Y]W.

Inicialmente observamos que, ao substituir, obtemos

50



b,b, bk fO(Z ]7 )Y1Y1/Yg, + gO(i7j7 k‘i)YV2Y1/YV2/a

onde
f0<i7j7 k) = X;kankfl(X;niQmjleinjqnifl - X;anmile{nlanfl)

gO(iajv k) = X{Lkak—l(Xg%Qmj—lXianni—l - X;anmi—lX{nian—l)'

Depois de alguns célculos, e usando novamente a identidade do Lema 2.1.8,
(XQTLXém - Xanén> = (Xé - X2)(Qanfl - Qm@nfl)a
obtemos que fo(7,j, k) — fo(i, k,5) + fo(J, k, 1) =

= Q1 —1Qmy—1 X (XX — XX
1y -1 Q-1 X7 (X ””mek XX,
+ qnflqm,l@mkflxmk<X’””X’"f X””JX”“)

= QmiQmj—lka_lqni_l(an_lX - qnj—lek)(Xé - XQ)
+ Qmi_lQijmk_lqnj—l(qni_lX{ g — Qny— 1sz)(Xé - XQ)
+ Qmi—lQmj—lkaan—l(an—lXi - Qni—le])(Xé - X2)

Assim, s4(Aq, Ao, As, Ay)or = 4F(X)YV1Y]Y] +49(X)YoY]Y], e temos que mostrar que
f(X) e g(X) sao nulos. Vemos que f(X) é dado por

f(X) = (X7 X5™ — X7 X5 ) (fo(2,3,4) — fo(2,4,3) + fo(3,4,2))
— (XX = XPPXT)(fo(1,3,4) = fo(1,4,3) + fo(3,4,1))
+ (X'”3X’m3 X1 X5")(fo(1,2,4) — fo(1,4,2) + fo(2,4,1))
— (XXM = XX (fo(1,2,3) — fo(1,3,2) + fo(2,3,1))

Agora, substituimos na equacao acima,
(XT"X5" = X7 X5") = X{"(X5 — X2)@m-1 + X5 (X] — X1)Gn1

e o valor dos fo(i,7,k) — fo(i, k,7) + fo(j, k, 1) calculados acima e obtemos que f(X)
¢ dado pela soma

FX) = (X5 = X2)?fO(X) + (X5 — X2)(X] — X0)fP(X),

onde
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FR(X)

g
@y — 1Qm2 1Qm3 1Qm4X/nIQn4 1(
Qm1Qm2 1Qm3 1Qm4 1Xm2qn1 1(
Qm1 lng 1Qm3@m4 lengan 1(
le lng 1Qm3 lQm4 m2(]n4 1(%3 IX{nl
Qm1Qm2 1Qm3 1Qm4 1X,n3Qn1 1(
Q1 Qs Qs —1Qmy 1 X7 Gy 1 (
le 1Qm2 1Qm3 1Qm4XZ/Ln3qn4 1(
1
1
1

que podemos ver que é zero, e

in—lXQmIszng—lQTrm—l(Jng 1\Gnys— l)(m3 -
QlelX;lemglemgQWMflqng 1 qn2 1X/n4 -
1Xln2 _
Qn2—1X2m2Qm1Qm3—1Qm4—1qm 1 Qn4 1X/TL3 -
1)(/’ﬂ,;l o
qn2—1X2m2Qm1—1Qm3—1Qm4Qn4 1\Gns— lX/n -
1X/n2 _
qngle;n:anllemgQwquQng 1 qm len -

qnl—lX;lemg—lng—lQm4Qn4 1 q

Qng—ngQO1—1Qm3Qm4—1Qn3 1\Adn,y

Qng—lXQmSle—lng—lQm4Qn4 1 an lX

qm—lX;Mleng—lng—lqm 1\Gns— lXjn -
qn4—1X2m4Qm1—1Qm2Qm4—1Qng 1\qny— lX/n -
Qn471X;n4Qm1lem271Qm4Qn3 1 qn2 1X "

(
(
(
(
(
(
qn3*1X;n3Qm1 szleWM*lq?n 1 Eq
(
(
(
(

92

1)
1)
1)
1)
o na— 1X/m)
_ qm 1X/n3)
)
)
)
)
)
)

ng— 1X’n4

. nga—1 X’m
_ mn1—1 X’ﬂz
_ mna—1 X/ns
. mn3—1 X/nl
_ni—1 X’m
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= QM—1Qn2—IQH3—1Qm4—1X{n4X2m1(sz—lQms — QmyQms—1)
in71Qn271Qn371Qm471X{n4X;n2 (@ @mg—1 — Qi —1Qmy)
in—1Qn2—IQn3—1Qm4—1X{n4X§13 (le—lsz - leQm2—1>
- QRl—IQng—IQR4—1Qm3—1X{n3X;n1(ng—l@nu — Qmy Q1)
- Qn1—1Qn2—1Qn4—1Qm3—1X{n3X;n2 (Qmy Qi1 — Qumy—1Qmy)
- qnl—1qn2—1qn4—1Qm3—1X{n3X2m4(le—lsz - Qm1Qm2—1)
+ qnl*1qn3*1qn4*1Qm2*1X1n2X;nl (ngleﬂu - QmsQTM*l)
+ G103 10n-1Qmy—1 X7 X5 (Qrmy Omy—1 — Qmy—1Qm,)
+ in—IQng—lqM—lng—lX{mXQTM (le—lng - leQm3—1>
- an—lqn3—1Qn4—1Qm1—1X{mX;n2 (Qm3—1Qm4 - Qman4—1)
- an—lqn3—1Qn4—1Qm1—1X{n1X;n3 (QmyQmi—1 — Qumy—1Qmy)
- qn2,1qn3,1qn4,1le,1X{n1X;n4 (Qm2*1Qm3 - szQmsfl)

e, usando novamente que
(X;Xém - X;Xém) = (Xé - XQ)(Qan—l - Qm@n—l)

mostramos que a soma das trés primeiras parcelas acima é zero, e o0 mesmo para as
demais somas de trés parcelas, mostrando que f®(X) = 0.

De maneira anédloga, mostramos que g(X) = 0, concluindo a prova de que s4 = 0
¢ uma identidade polinomial de Fy(M; ;). O

3.3 Uma base finita para as identidades de Fy(M; ;)

Exibimos até agora trés identidades para Fy(M; 1) que nao sao identidades para
M ;. Mais ainda, as identidades de Fy(M;;) que sao identidades de M;; sao to-
das consequéncias da identidade [[x1, zo][z3, 4], 25] = 0. Vamos agora, utilizando a
estrutura de S,-mdédulo de I',,(F2(M; 1)), mostrar que essas trés formam uma base
para as identidades polinomiais de Fy(My ;).

Teorema 3.3.1. Todas as identidades de Fy(Mi1) sdo consequéncias das sequintes

identidades:
[[xlax2][x3ax4]ax5] =0 (32)
(21, zo][w3, 2475, 26] = 0 (3.3)
54(371,;['2,5(73,374) =0 (34

Para demonstrar tal teorema, vamos precisar de um lema auxiliar.

Lema 3.3.2. Se s > 0 entdo goff) é consequéncia das identidades (3.2), (3.3) e (3.4).
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Demonstragao: Da Definicao 3.1.1, e do Coroléario 3.2.6 temos que, para todo
s >0,

1 s
_901(1)(37171.271.37:64) == [271,1'2][333,334,1‘5 )]

4 (_1)S[x37x47'rg8)][x17x2]

_l’_
+ ['T27 I3] [fEl, Ty, w§8)] + (_1)8[1‘17 Ty, ng)] [ZL’Q, x3]

— w2, [y, 23, 207) = (=1)[w1, 23, 20 [a, 2]
Assim, médulo as identidades (3.2), (3.3) e (3.4), temos que
L0

4_1@4 ($1,$1$2,$3,$4) = [$1,I3]$2[$1,$47 gs)]+[I1,$4][951,$37$§8)]$2
- [371,1‘4]33 [33'173337 gf)] - [551,553][531,374:3758)]1352
- [$1,$4][$2,$3a3718+ )] - [1$3,$4][$1,$2a9558+ )]
+ [z, z3][w2, 14, 77 H)] + le%(;s)(ﬁl, Ta, T3, Ts)
e
Lo @, ) = wolen el o 2]+ (-1 e, a0, 2w, 2
4§04 1, L2%1,T3,T4) = T2|T1,T3)|T1, T4, Ty L1, X4, Xy |T2|T1, T3

(s+1)

]
— zalwy, @[, s, 2] —
— o1, wo][2s, wg, 2] —

]

Logo, temos que

1 1
Z<P4(S)(£C1, To%1, T3, Ty) + 1904(8)(%1, T1%2, T3, Ty) =
1 s I (s

= 1951 o 904(1 )(351, T2, 1133,334) - —904(1 )

+ [$1;$3]$2[$1,I4,$§8)] - (_1)3[1'1751737x(15)]$2[x1»1'4]
- [(Ela 1'4]1'2[1'1, T3, 'CEgS)] + (_1)8[(1"17 Ty, xSS)]xZ [xb 333]7

ja que, médulo as identidades (3.2), (3.3) e (3.4),
(21, T4][71, 5103,%%8)]12 = Ta[x1, T4][T1, T3, ﬂf)]

e o mesmo vale trocando z3 e x4 entre si.
Também observemos que, médulo as identidades 3.2 e 3.3, temos a relagao:

Hl‘l, 112]1’3[1'4, $5], 376] =0
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e, como consequéncia, temos que
(21, xo|w3[Ty, x5, T6| + [T1, T2, T6)T3[T4, 5] = 0.

Usando a relacao acima repetidas vezes, obtemos que

[$17$3]$2[$1,9€4,$§8)] - (—1)8[901@3795(15)]952[951»$4] =0

[$1,$4]$2[$17$3,$§5)] - (—1)8[551,5U4,93§8)]962[$1,$3] =0.

Logo,
s+1
901(1+ )(1:1,332,:63,334) =

_ (8)( )o _ (S)( )_ (S)( )
= P4 \X1,T2,T3,T4) O X1 — Py (T1,T1T2, XT3, T4 ©Yq \T1,T2X1,23,T4).

Como s > 0 era arbitrario e como @io) (21, T9, w3, x4) = 484(x1, T2, T3, 24), Obtemos
que para todo s > 0, gpfls) é consequeéncia das identidades 3.2, 3.3 e 3.4. &

Agora, voltamos a demonstracao do teorema.

Demonstracao: (Teorema 3.3.1) Como K é um corpo de caracteristica zero, e
F5(M; 1) tem unidade, todas identidades polinomiais sdo consequéncias das identi-
dades polinomiais préprias multilineares. Por isso, vamos estudar o médulo ', (),
onde I ¢é a variedade de algebras associativas, determinada pelas identidades 3.2,
3.3 e34.

Como T'(M) C T'(M), temos um homomorfismo canoénico sobrejetor
L) — TL(M).

Exibimos acima a decomposi¢ao do S,,-médulo I, (901)

T(9) = (@ M;SS’) @( D M,gfg)

pt+s=n ptqg+s=n

onde M e M) sdo os S,-submédulos de ',y (9T) gerados, respectivamente, por ¢\

e o) definidos anteriormente.
Esta decomposi¢ao induz em I',,(M) uma decomposi¢ao

T,(MN) = (@ M mod T(fﬁ)) @( B M) mod T(‘ﬁ))

p+s=n ptqt+s=n
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Agora, analisando os geradores dos moédulos acima, <p,(f) e goz(f), observamos que

<p1(gs) ¢ consequencia de 3.3, se p > 5, e que gpz(fg ¢é consequencia de 3.3, se p+q > 5.

)4 consequéncia de 3.2, 3.3 e

Temos ainda do lema anterior que para todo s > 0, goz(f’
3.4.

Assim, obtemos que, para cada n, I',,(9) se decompoe como

La(0) = My @ My @ My,

Como mostramos que
T(N) C T(Fy(Mi,y)),

para mostrar a inclusao contraria, basta mostrar que os geradores das componentes
irredutiveis na decomposigao de I',,(M) acima nao sao identidades polinomiais para
Fy(My,) = K[Cy, Cy).
Mas, temos que
05 (w1, 32) = 2[ay, 22, 217
e, pelo Lema 3.2.2, sabemos que gogs)(C’l, C5) é nao nulo, qualquer que seja s > 0.
Temos ainda que

03(w1, 09, 73) = 2([21, o) [23, 2] — [y, 23] [, 2])

e {7 (1, C, [C1, Cy)) = —2[C1, C1)[Cy, €Y que ndo ¢ nulo em K[CY, Cy, pelo

Lema 3.2.2.

Por fim, (

o8) = A[zy, wo (1, 29, 27

)

e temos que gogf%(Cl, Cy) = 4[C4, Cy][Cy, Cy, Cfs)] que sabemos, também pelo Lema
3.2.2, ser nao-nulo em K[Cy, Cs].
O que conclui a demonstracao do teorema. &

3.4 As subvariedades e algebra relativamente livre
de N

Vimos na sec@o anterior que o ideal das identidades de F5(M; 1) é gerado por trés
identidades,

84(931,332,553,554% [[931,352][5153,334],375] € [331,372][933>$4][375,356]-

56



Um passo natural no estudo da variedade 91, determinada por tais identidades, seria
o estudo de sua algebra relativamente livre. Entretanto, tal trabalho ja foi realizado,
durante o estudo de outra algebra, de dimensao finita, por Gordienko, em [15]. A
seguir citamos alguns resultados deste artigo.

Teorema 3.4.1. Sejam K um corpo de caracteristica zero e
Ay ={M = (my;) € UT5(K) | my1 = mg3}.
Entao T(Ay) =T(M).
Lema 3.4.2. Os polinomios
(1) x12o. .. Ty,
(1) Ty o T [Ty s Tig o) Ty - - - Ty COM Ty < lige e < g, € g < - o0 <,

(1) iy - T [Ty T )iy - - - Ti o [Tin_y» T |, COM Ay <g v < g, dpg < g,
g2 < g3 < -0 <lpg <lp_1, €lp <1lp_1

formam uma base para o espago vetorial P,(MN), dos polindmios multilineares mdédulo
as identidades de Fy(My 1).

Lema 3.4.3. Os polinomios

(1) (X1, 25, Tiy, Tigy oo, Tiy ], COM Gy <iig < -0 < lp_g,

(11) (21,25, Tiys Tigy - -, iy ) [T2, Tr), cOm iy <o < -+ < py_y,
(111) |1, To, Tiy, Tigy - ooy Ti, ][ X3, Tk], cOm iy < g < -+ <lip_y,
(W) (23,55, Tiy, Tig, - - o, Tiyy_y][T1, T2], com iy <y < -+ <lp_y,
(v) [x2, 23,25, T6, .. ., Tp][X1, T4

formam uma base para o espago vetorial I',,(N), dos polinémios proprios multilineares
modulo as identidades de Fy(My 7).

Vamos agora estudar as subvariedades de F5(M; ;). Na se¢@o anterior vimos que
para cada inteiro n, o médulo I',,(91) se decompde na soma direta

Do) = My @ M @ My Y.
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Para tal n, determinamos as consequéncias de grau n + 1 de cada um dos geradores
dos submédulos irredutiveis acima, observando que

oy wn,a) = 2w,y
oSy P (wra) = —4[rr, zo[we, 2]
oS @, w0, ws) = 2w, ][, 2" TY] = [0, ) [, 2]

e obtemos a préxima proposicao.

Proposicao 3.4.4. Todas as consequéncias de graun+1 em ', 1 (M) dos polindmios
(n—2) (n—3) (n—4)

Oy, Ps3 e Yy o  Sa0 equivalentes aos polinomios

. n—1 n—3 n—2 n—2
(Z) Sog )7 @5,2 ) e SDZ(S )7 para ng )7
.. n— n— n—4

(ii) Spé,Q D e 901(5 2)> para 905,2 );
(n-2) (n-3)

n—3
(iii) ¢35 e oy, para ¢

Demonstragao: Observamos que, para cada n, as possiveis consequéncias dos po-

linomios Qﬁén_Z), soé”_?’) e 90;72_4) em T',11(M) sdo equivalentes aos polindmios w(zn_l),
Sogn—2) e goég_g’), devido & decomposigao encontrada para I',, () na demonstragao do

Teorema 3.3.1. Assim, vamos verificar, para cada polinomio, quais sao suas con-
sequencias.
. . N . (n—2) (n—
Para isso, definimos os polinomios wus e Uy,
rizacao, da seguinte forma:

e A . -2 , . ~ N s
O polinomio ué” )(xl,xg,azg) ¢ a componente linear com relacao a variavel z3 de

oS (@1 + @, 1),

A . n—4 / . ~ s e
O pOllHOITllO Ug 2 )(lL'l, T2, 173) ca componente linear com relagao as varlavels Ty € I3

4 .
) usando o processo de linea-

—4
de @é@ )(ZE1,$2 + x3).
Como K ¢é de caracteristica zero, segue da Proposicao 1.4.5, que estes sao equiva-

lentes a gog"ﬂ) ea gog?;l), respectivamente, e podemos verificar que estes sao dados
por
g (w1, 22, w5) = —2([w2, 0, 2"V + (0 = B)[wa, w1, w3, 70" + [, 2", 3.
wy (@, 2, 0) = —A(fan, wolws, 7)) + o, @], 71" )).

(n—2)

Comecemos com ¢,
Observamos que:
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T @, ) = 2pd P — o8 P,
QD;(;n_Q)(I1,$2,$3) = (;i)z (u(zn_Q)(xlax?nxle) - U(gn_Q)(171,$2,I1$3)+
1 (" (@1, 29, 15) — ul" ™ (w1, 25, 0)) +
= 1)y (w1, w2)ws — " (w1, 3)a2)).
gogfz_g) = ugn_Q)(xl, 1T, Ty) — xluén_2) (21, T2, o) — gogn_Q)xg, se n é Impar.
(n—1) 1, .(n=2)
(pg;—?)) _ U (w1, 12, $2)n _[9292 (w1, 22), 2] . ug"_2) (1, %2, |21, 23]), n par.
Isto prova que 5", o™ e gpggg) sdo consequéncias de 8" em Tpyq(N).
Agora, analisamos g0§72_4).
Afirmamos que gogn_l) nao pode ser consequéncia de gpg:;_@. De fato, pelo Lema

229 gogl{A‘)(Cl, C5) é um elemento central ideal de K[C,Cy]. Logo, todas as suas

consequéncias também sdo elementos centrais de K[Cy, Co], mas 5" 2 (Cy, C) nio
é central em K[C7,Cs], o que prova a afirmagao.

As outras duas possibilidades sao consequéncias de gpgfz_:i). Para isso, basta veri-
ficar que:

-3 —4 _
808,12 b= $1U§T,L2 )(xla T, Tg) — Ugnz )(3517$19€2,$2)-
-2 —4 —4
:(3n ) = 5(“% )<371> Ty, T173) — Ugn2 )<3717 T1%g,13)).
Finalmente, para 305)"73), 0 mesmo argumento apresentado no caso anterior, mos-
tra que goén_l) nao pode ser consequéncia de gpé”_?’).
As outras duas possibilidades sao consequéncias de gpén_3). Para isso, basta veri-
ficar que:
-2 -3 -3 -3
Sﬁén )(xl,x2,$3) = IT10 90:(;n )~ <p§," )(951,351272,963) - 90;(3” )($17$2$1,$3)-
P22 (T1,22) = @3 (w1, 22, [T1, 72]).

&

Agora apresentamos o conceito de equivaléncia assintética de variedades e, a
menos de equivaléncia assintotica, caracterizamos as subvariedades de 1.

Definicao 3.4.5. Sejam U e U wvariedades de dlgebras, e U = T(U) e V = T(V).

Dizemos que i e U sao assintoticamente equivalentes, se eziste ng € N tal que

B NU=B"nNvV
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sempre que n > ngy, onde B™ denota o espaco dos polinémios proprios homogéneos
de grau n.

Com isso, temos:

Corolario 3.4.6. Seja U uma subvariedade propria de M. Entao U € assintotica-
mente equivalente a K ou a UTy(K).

Demonstragao: Como K tem caracteristica zero, todas as identidades polinomi-
ais sao consequéncias de identidades préprias multilineares. Logo, na definicao de
assintoticamente equivalente, podemos trocar B™ por T,,.

Se ¥ é uma subvariedade prépria de I, entao N satisfaz, para algum inteiro n,
pelo menos uma das identidades abaixo.

(i) @52 (@1, z2).

(11) Spi(’)nig)(xbx%l'?))-
(iii) 90572_4)(%,%2)-
Se U satisfaz identidade do tipo gog"d), entao, pela proposicao anterior, todo

comutador normado a esquerda de comprimento suficientemente grande é uma iden-
tidade de U, o que mostra que U ¢é assintoticamente equivalente a K, ou seja, a
variedade determinada pela identidade [xy, z5] = 0.

Se U satisfaz uma identidade do tipo goglf‘) ou ¥ entdo, novamente pela
proposicao anterior, todo polinomio com grau suficientemente grande, que é produto
de dois comutadores, ¢ uma identidade polinomial para ‘U, o que prova que ‘U é
assintoticamente equivalente a UTy(K), ou seja, pela variedade determinada pela

identidade polinomial [z1, z5][x3, 24] = 0, 0 que conclui a demonstragao. &
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Capitulo 4

Identidades polinomiais em duas
variaveis de M ;

Neste capitulo, apresentamos uma base para as identidades polinomiais em duas
varidveis de M, sobre um corpo K de caracteristica zero. No artigo [19], Niko-
laev descreve uma base para as identidades polinomiais de Ms(K') sobre um corpo
de caracteristica zero, decompondo o médulo I',,($)) como soma de S,,-médulos irre-
dutiveis, onde $ é a variedade determinada pela identidade de Hall em duas variaveis,
dada por

h(z,y) = [[x,y]? x].

Utilizando tal decomposi¢ao, e alguns cédlculos dos capitulos anteriores, vamos en-
contrar uma base para as identidades polinomiais em duas varidveis de M ;.

Antes disso, apresentamos os resultados de Nikolaev.

Utilizaremos as letras x e y para os geradores livres da algebra associativa livre,
isto é, assumimos neste capitulo que X = {z,y}.

4.1 Identidades polinomiais em duas variaveis de
My (K)

Em [19], Nikolaev descreve uma base para as identidades polinomiais em duas
variaveis para a algebra das matrizes de ordem 2 sobre um corpo de caracteristica
Zero.

O resultado principal deste artigo é que todas as identidades polinomiais em duas
varidveis de M(F) sao consequéncias da identidade de Hall: [[z,y]?, ] = 0.
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Para a prova do resultado principal, Nikolaev faz uso de alguns lemas técnicos que
tém como consequéncia os resultados apresentados a seguir, que descrevem a estru-
tura do S,-moédulo I',,($)) dos polindomios préprios multilineares, médulo a identidade
de Hall.

Isso é feito estudando os médulos irredutiveis associados aos diagramas de apenas
duas linhas, ja que estamos trabalhando com identidades em apenas duas variaveis.

Lema 4.1.1. Para cadan > 5, o espago vetorial ', ($) € gerado por frmn, com k,m,
n >0, onde

fkmn = [l’, y]k[% Y, x(m)v y(n)}

Assim como no capitulo anterior, diremos que os submédulos de T',,($)) sao ge-
rados pelos polinémios multi-homogeéneos, dj;, em vez de dizer que sao gerados por
suas linearizacoes completas.

Lema 4.1.2. Para cada n, o S,-mddulo I',,(9) se decompoe na soma direta

I.(9) = @ My,.
kil

A soma acima € tomada sobre os inteiros k, | > 0 tais que 2k +1+ 2 = n e os
Sp-submddulos irredutiveis My, sdo gerados pelos polinomios dy; = di(z,y), dados

pelas expressoes
dk,l(xa y) - [ZL’, y]k[x7 Y, I(l)]
Com isso, ele prova o resultado principal do artigo.

Teorema 4.1.3. Todas as identidades polinomiais em duas varidveis de My(K) sdo
consequeéncias da identidade de Hall

[[2,y]?, x] = 0.
Para provar tal teorema, a partir do lema anterior, basta observar que a identidade
[[z,y]?, 2] = 0 ¢ identidade polinomial em duas varidveis de My(K) e que para cada

par k, [, o polindémio d,; nao é identidade polinomial para M, (K), ja que

dii(A, B) #0,

() ()
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4.2 Base para as identidades polinomiais em duas
variaveis de M, ;

Utilizamos agora alguns célculos feitos para K[C1, Cs], nos capitulos anteriores,
e a estrutura do S,-médulo I',, (), exibida na se¢do anterior, a fim de obter os
resultados sobre as identidades em duas varidveis de M, ;.

Lembramos inicialmente que a identidade de Hall em duas varidveis é uma iden-
tidade polinomial para M; ;. Dessa forma, obtemos um homomorfismo canonico
sobrejetor

T, ($9) — Do(Myy),

que induz em I',,(M; 1) a decomposicao em soma direta

Lo(Miy) = @ My, mod J,

k.l

onde J denota o T-ideal das identidades em duas varidveis de M ;.
Dessa forma, temos que analisar quais entre os polinémios dy;, geradores dos
submodulos irredutiveis de I',,($)), sdo identidades de M ;.

Lema 4.2.1. Se k < 2, entao di; nao € uma identidade polinomial para M ;.
Demonstragao: Se k = 0, temos que
dO,l = [l‘a Y, x(l)]

Mas temos, pelo Lema 3.2.2, que do;(Cy, Cy) # 0. Logo, do; € T'(My1) N K{(z,y).
Se k=1, temos que

dl,l = [l’, y] [l‘7 Y, x(l)]
De novo pelo Lema 3.2.2, temos que dy ;(Cy,Cy) # 0. Assim dy; & T'(My1) N K (z,y).
O que conclui a demonstragao do lema. &

Lema 4.2.2. Se k > 2,, entao di; = 0 € identidade polinomial para M, e, se k > 3,
di,; € consequéncia de dy.

Demonstracao: Observamos que se k > 2, para todo [ > 0, di; ¢ um produto de
pelo menos trés comutadores. Logo, segue do lema 3.2.2 que dj,;(Cy,Cy) = 0, ou
seja, di(z,y) € T(My,), e é claro que di; é consequéncia de dy; se k > 3. &

Como consequéencia do que foi discutido, temos que todas as identidades polino-

miais de M, ; sdo consequéncias de h = [[z,y]?, 7] e day = [z, y)*[z,y, 2], I > 0.
Mostremos agora que todas sao consequéncias de h = [[z,y]?, z] e de d = [z, y]>.
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Teorema 4.2.3. Todas as identidades polinomiais em duas varidveis de My, sao
consequéncias de d =0 e h = 0.

Demonstragao: Pelo lema anterior, basta mostrar que para todo [ > 0, o polinémio
[z, y)?[z, y, 2] é consequéncia de h e d.
Fazemos isso por inducao sobre [. Se l = 0, temos dyy = d, e o resultado é valido.
Supomos agora que o resultado vale para [ — 1 e vamos mostrar que vale para [.
Temos que [z, y]*[z,y, 2V)] = [z, y*([z, y, 2" V]z — zla,y,2"7V]) =
= [z, y)?[z,y, 2 V]w — [2,y)%x[z, y, 27V]. Mas, pela identidade h, temos que [z, y]?
comuta com x e y. Assim, mostramos que [z,y]?[z,y, 2] é consequéncia do po-
linomio [z, y]?[z,y, 2~ Y], para todo [ > 1, o que prova o resultado. &
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