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Resumo

Qs Métodos Geoestatisticos conseguem juntar o aspecto espacial {topoldgico) com o
aspecto aleatério (probabilfstico) das varidveis regionalizadas. Existem muitos meétodos
geoestatfsticos univariados de andlise, mas a literatura em geoestatistica multivariada néo €

muito extensa.

O objetivo deste trabalho foi realizar um estudo de métodos de predigfo

geoestatisticos multivariados, apresentando-os, na medida do possivel, de maneira sinples.

Para predigfio de varidveis reglonalizadas, fizemos um estudo sobre a Cokrigagem,
Uma alternativa é realizar a predigfio com ¢ auxilio da téenica de Andlise de Componentes
Principais (no caso de suposiciio de correlagho intrinseca), proposta por Davis & Greenes
{1983).

Para incorporar 4 caracteristica espacial do fendmeno na andlise, podemos estudar a
decomposi¢fo de uma varifvel regionalizada em diferentes estruturas espaciais. Isso €
possivel através da Andlise de Krigagem Fatorial, proposta por Matheron (1982), e pela
Andlise baseada no Variograma Multivariado, proposta por Bourgault & Marcotte (1991).
Como ilustracfio, foi apresentado também a Andlise Fatorial Espacial, proposta por
Grunsky & Agterberg (1988).

Para ilustrar as técnicas de Krigagem, de Cokrigagem e de Anédlise de Componentes
Principais na estimagZo de uma varidvel regionalizada, realizamos uma comparagfo através

de um conjunto de dados reats.



Abstract

Geostatistical methods are able to join spatial (topologyc} featurs with random
{probabilistic) feature of the regionalized variables. There are several univariate methods of
analysis in geostatistical literature, but the multivariate ones are not covered extensively,

This work s purpose was to present briefly sonie multivariate prediction methods and

to perform some comparison between them.

To make predictions of the regionalized variables, we studied the Cokriging. In the
intrinsic correlation case, Principal Component Analysis (Davis & Greenes, 1983) was
combined with Kriging as an alternative way.

We studied a regionalized variable decomposition in different spatial structures to
incorporate spatial characteristic of phenomenon in the analysis. This was possible through
Factorial Kriging Analysis (Matheron, 1982) and Multivariable Variogram (Bourgault &
Marcotte, 1991), As illustration we presented also the Spatial Factor Analysis (Grunsky &
Agterberg, 1988).

To illustrate the Kriging, Cokriging and Principal Component Analysis techniques of
regionalized variables predictions, we performed a comparison between them through a real

data set,
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Capitulo 1

Introducéo

A oportunidade da aplicag@io de Geoestatistica em problemas com dados distribufdos
espacialmente abriu a possibilidade de sua utilizacfo em diversos dominios das ciéncias da
natureza. Na defini¢Bo de Matheron (1962, citado por Journel & Huijbregts, 1978, pp. 1),
"Geostatistics is the application of the formalism of random functions o the
reconnaissance and estimation of natural pheromena” ("Geoestatistica € a aplicagfo do
formalismo de funcdes aleatdrias ao reconhecimento e prediciio de fenbmenos naturais”™).

Geralmente podemos caracterizar um fendmeno natural pela distribuicfo, no espago,
de uma ou maig varidveis, denominadas varidveis regionalizadas {(se¢io 2.1), Varidvel
regionalizada pode ser entendida como uma fungBo que varia, no espago, com certa
apargncia de continuidade, ou seja, € uma varidvel cujos valores sdo relacionados (de algum

modo) com a posi¢do espacial que ocupam,

Neste rabalho consideraremos que a varidvel regionalizada ¢ uma realizacio de um
processo estocdstico de segunda ordem (veja secdo 2.1). Assim sendo, a varidvel
regionalizada nfio € uma nova teoria, ela se baseia em uma teoria da Estatistica (no caso,
Processo Estocdstico). 0 "nome” varidvel regionalizada surge apenas para enfatizar que
estamos trabalhando com varidveis aleatfrias que consideram aspectos espacials (ou seja, as
posicdies relativas onde foram observados os diversos valores devem ser levadas em conta
no modelo}. As varidveis regionalizadas- possuem também caracterfsticas qualitativas
estreitamente ligadas 3 estrutura do fendmeno natural que elas representam. Tais
caracteristicas sfo: a localizacBo, a continuidade (espacial} & a anisofropia (varia com a

direcfio; maiores detalhes na secdio 2.1.4).

Em Geoestatistica, decidiu-se formalizar a "teoria” de varidvels regionalizadas
utilizando Processos Estocdsticos devido a duas caracteristicas principais que limitam a
modelagem de fendmenos naturais por varidveis aleatfrias usualmente utilizadas (isto &,
modelos que utilizam varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, nfo
considerando assim, o aspecto espacial). Uma é a impossibilidade de se repetir
indefinidamente ¢ experimento, mesmo porque na grande parte dos casos tratam-se de
varifveis observadas, tais como teor de um certo minério em wma jazida, ou precipitacdo de
chuva em um determinado dia. (Nestes casos, teor € precipitaco, € impossivel reamostrar
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um bloco de minério que jé foi processado ou voltar atrds no tempo e fazer uma nova
medicfo da precipitacio.) A outra caracteristica refere-se & depend@ncia das observagfes:
em contraste com os exemplos cldssicos da teoria de probabilidade sobre independéncia (isto
¢, langamentos de dade ou de moeda), as medidas observadas sfo extremamente
dependentes. Em dados de mineragfo, por exemplo, duas sondagens do mesmo minério

feitas em pontos préximos podem apresentar resultados semethantes ou serem relacionadas.

Na estimacio de varifveis regionalizadas (por exemplo, teor de minério), os Mérodos
Convencionais {métodos nfo estatisticos utilizados na geologia) levam em conta apenas o
aspecto espacial das amostras, ¢ na maiornia deles € dada énfase ao conceito de "drea de
mfluéneia”, que é normalmente determinada empiricamente, com base em apreciagfes
pessoals ou simplesmente de acordo com a disposicdo do espacamento das amosiras
obtidas, (Alguns destes métodos sfo descritos por Guerra, 1988, cap. 2.) Estes métodos
supdem uma longa experincia no fendmeno de interesse; assim, a aplicacfo destas técnicas
¢ baseade na "intuicdo” do pesquisador (geblogo, engenheiro de minas, etc...), bem como
em todos os procedimentos cldssicos da geologia mineira. Mas estes métodos nfo levam em
conta outras caracteristicas importantes do fendmeno, tais como variabilidade ou dispersfo.
A esséncia de qualquer bom procedimento de cdlculo nfio € simplesmente produzir um
nimero pontual, mas também alguma indicaglio de como o valor estimado pode variar em
relago ao verdadeiro valor. Sem alguma medida de precisfo da estimativa, o valor estimado
¢ duvidoso, podendo nfo ter maior significado.

J& os Métodos Geoestaiisticos conseguem jurtar o aspecto espacial (topolégico)
com ¢ aspecto aleatdrio (probabilistico). Estes métodos se baseiam na "teoria” das varidveis
regionalizadas, & partir da qual é possfvel estudar a estrufura espacial (que quase sempre
influi no valor definitivo associado a cada ponto do espaco). Estes métodos nos permite
calcalar o erro cometido na avaliaglio levando em conta a posicio real das amostras. Surgiu
entdo, a necessidade de se encontrar novas ferramentas matemdticas que permitam estudar,
de modo sintético, as duas caracteristicas essenciais das varidveis regionalizadas {(aspecto
aleatério e aspecto espacial), ou seja, extrair da aparente desordem dos dados disponiveis
uma imagem da variabilidade dos mesmos e também uma medida da correlagio existente
entre os valores tomados em dois pontos do espaco. Este € o objetivo da andlise estrutural
que pode ser alcancado, por exemplo, atrav€s do vdriograma. O variograma, em termos
praticos, é uma ferramenta matematica que nos permite estudar a dispersio natural das
varidveis regionalizadas. Ele indica o grau de continuidade espacial e nos dd um minino
necessdrio de informacfo sobre o fendmeno a ser estudado. Entretanto, geralmente a
modelagem ¢ a interpretagfo do variograma nfo sfo simples. Ambas exigem conhecimentos
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do fenOmeno e da maneira que foi realizada & coleta das amostras para que se possa analisar
adequadamente os dados. (Informacdes mais detalhadas poderfio ser vistas na segfo 2.1.5.)

Existem muitos métodos geoestatlsticos univariados, sendo o método da Krigagem
(secdo 2.2) a mais utitizada, Porém, a literatura em Geoestatistica Multivariada ndo € muito
extensa, {Existem vérias raz@es para que isto ocorra, por exemplo, dificuldades ao se
trabalhar com mais de wma varidvel e ganhos de precisfio nem sempre significativos em
relacfo &s téonicas univariadas.)

O objetivo deste trabatho fol realizar um estudo de métodos de prediciio
multivariados, apresentando-os, na medida do possivel, de maneira simples. Muitas técnicas
ainda sfo recentes, e algumas sfo invifveis pelo excesso de trabatho efou consumo de
tempo. Por isso, buscam-se métodos mais eficientes que contornem tais problemas.

Note que Hohn (1991, pp. 139) cita trés situacBes onde ¢ importante considerarmos
mais de uma varidvel: "1. A varidvel de interesse € ums combinacfo linear de varidveis
regionalizadas. Estimac#o direta da combinacfo linear geralmente nfo € 6tima. 2. Uma
varidvel é subamostrada, mas € correlacionada altamente com uma segunda varidvel que €
muito melhor amostrada. Podemos tirar vantagem dessa correlagio para melhorar a
estimagfio da varidvel subamostrada. 3. Uma varidvel apresenta baixa autocorrelagfo
espacial, mas € altamente correlacionada com uma que apresenta continuidade relativamente
alta. Novamente, os valores observados da segunda varidvel podem ajudar a methorar a
predicfio da primeira varidvel, particularmente se a primeira foi subamostrada”,

No capitulo 2 fazemos uma revisfio dos conceitos bisicos de Geoestatistica {seco
2.1}, de Krigagem (sec¢o 2.2) e de Validacio Cruzada (secdo 2.3). Algumas caracteristicas
multivariadas também s#o revistas (secio 2.4).

No Capitale 3 estudamos a Cokrigagem, a téenica multivariade mais conhecida e
utilizada, S#o discutidas as vantagens e desvaniagens desta técnica {secBo 3.2), que se
caracteriza pela estimacfo de uma varidvel regionalizada através de duas ou mais varidveis.
No entanto, a correlaciio espacial entre as varidveis deve ser "suficientemente forte" para
que a varidvel adicional acrescente algum ganho de informac#o que sirva para a predicio da
varidvel de interesse. Hustramos esta técrdca através de um exemplo simples, € citamos
artigos onde ela foi utilizada em problemas reais {se¢fio 3.3).

No Capitulo 4 apresentamos algumas técnicas multivariadas alternativas 2
Cokrigagem. Uma delas € a Andlise de Componentes Principais (ACP; segio 4.1), que é
utilizada para a obtenclo de wma matriz de dados que nfio possui correlagdo cruzada
espacial, evitando, assim, os célculos dos semivariogramas cruzados. Esta técnica, proposta
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por Davis & Greenes {1983), € simples porém restrita, pois exige uma hipétese muito forte
de correlagdo intrinseca, ou seja, exige que o conjunto de varidveis tenha a mesma estrutura
de correlagio em todas as escalas espaciais.

H4 também um conjunto de técnicas, reunidas sobre o nome de Andlise de Krigagem
Fatorial (AKF, seclo 4.2), que torna possivel mcorporar a caracterfstica espacial do
fendmeno na andlise. A AKF, desenvolvido por Matheron (1982), permite a decomposigiio
de uma varifvel regionalizada em diferentes componentes espaciais (segdo 4.2.1) ou fatores
regionalizados (se¢fio 4.2.2). Na estimacfio de fatores regionalizados, as matrizes de
corregionalizagio B, (mairizes simétricas positivas semidefinidas) sfio fatorizadas.
Dependendo de como isso serd feito, surgem vdrios tipos de estudo. A ACP (segio 4.2.2.1}
e a funcde discriminante (secio 4.2.2.2) sfo apenas duas possibilidades.

A Andlise baseada no Variograma Multivariado (seglio 4.3) é uma outra maneira de
estimar fatores regionalizados. Bourgault & Marcotte (1991} mostraram as vantagens desta
técnica, que utiliza o variograma multivariado para realcar as estruturas espaciais comuns ao

conjunto de varidveis.

Apenas como ilustracBo, apresentamos também as idéias bdsicas do método
proposto por Grunsky & Agterberg (1988), denominado Andlise Fatorigl Espacial {(secio
4.4).

Como ilustragio, no Capitulo 5 utilizamos trés téenicas, todas elas em um mesmo
conjunto de dados de mineragfo: Krigagem, Cokrigagem ¢ ACP baseada na mawiz V.
{Como existem poucas amostras disponiveis, a confiabilidade das estimacles € muito
reduzida.) Mostramos, através deste conjunto de dados, algumas das possiveis dificuidades &
complicacdes que podem surgir ao trabalharmos com mineraco, onde dispomos, por causa
do custo elevado e dificuldades técnicas, de poucas amostras (que sfo, geralmente,
coletadas com um espagamento irregular). Dentro das limitages de cada técnica utilizada,
tentamos obter 0 modelo que methor representasse os dados. {Observagdo: ndo foi permitida
a divulgaciio da fonte e das caracteristicas que permitissem a identifica¢do dos dados, e por
isso as andlises descritas neste capftulo sfo apenas ilustrativas.)

No Capitulo 6 comentamos as técnicas apresentadas e possivels estudos futuros,

No Apéndice A pode ser vista g listagem do conjunto de dados utilizado no
Capitulo 5, assim como suas estimativas. Os programas {(menos conhecidos) utilizados para
a andlise podem ser vistos no Apéndice B.
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Observaces:

I Durante o trabalho, por simplicidade utilizamos indistintamente os termos "predi¢go”
e "estimacfo”, Deve-se lembrar, enfretanto, que as duas palavras serfio utilizadas
para indicar que estamos "estimando” (ou "predizendo") uma observag#o, e nfo um
pardmetro (como média, varidneis, etc). BHsia terminologia concorda, por exemplo,
com a terminologia utilizada em Séries Temporais, onde podemos calcular
observacdes fufuras, mas também observagBes passadas, ou observacSes missing.

2. Os estimadores apresentados neste trabalho sfo todos estimadores BLUP (best
linear unbiesed predicior), ou seja, estimadores lineares nfdo viciados de minima
varidncia,

3 Chamamos de estimadores BLUP ao invés de estimadores BLUE {(best linear

unbiesed estimator) porque a primeira terminologia costuma ser empregada em

estimacdes de uma observagfo, enquanto a segunda de um pardmetro.
4, Os indices das locages amostrais serfio representadas por letras gregas: ave f3.

3, Qs Indices das varidveis serfo representadas pelas letras: i, je k.



Capitulo 2

Principios de Geoestatistica

Varidvel regionalizada pode ser entendida como uma funcfio que varia, ne espago,
com certa aparéncia de continuidade, ou seja, € uma varidvel cujos valores sio relacionados
{de algum modo) com a posicio espacial que ocupam. De uma maneira mais formal,
podemos interpretar a varidvel regionalizada z(x) como uma realizagio de uma funcdo
aleatdria Z(x).

Neste trabatho, Z{x) serd considerada como um processo estocdstico de segunda
ordem. Na secfio 2.1. apresentamos alguns conceitos de Processos Estocdsticos. Uma
revisfio mais detalhada pode ser vista, por exemplo, em Hoel, Port & Stone (1972).

As correlacBes espaciais da funco aleatdria Z(x) sfo caracterizadas pela fungfo de
covariincia ou, equivalentemente, pelo variograma. As propriedades da covarifncia ¢ do
variograma s3o apresentadas na secéo 2.1.1, ¢ a modelagem, na secfo 2.1.2. Algumas das
particularidades do variograma sfio apresentadas nas seg¢des 2.13 e 2.1.4. O cédlcuio do
variograma experimental pode ser visto na segfo 2.1.5. Na secSio 2.2 apresentamos o
método da Krigagem (técnica de predigfo univariada). E em 2.3, a Validagiio Cruzada
{Cross-Validation). Uma revis&o mais detalhada sobre a Geoestatistica Univariada pode ser
vista em Journel & Huijbregts (1978) e Delfiner (19793

Na segfio 2.4, apresentamos algumas caracteristicas multivariadas. Entre as
definigles, enconiramos a de corregionalizaco, a de variograma cruzado ¢ a de covarifincia
cruzada (secfio 2.4.1). Apresentamos a anélise de corregionalizacio (secfio 2.4.2), o modelo
linear de corregionalizacio (secfo 2.4.3) e uma aproximagio geoestatistica para o céleulo

do variograma cruzado experimental (seglo 2.4.4).

Observacio: E importante enfatizar que antes de procedermos com os métodos
geoestatisticos, devemos fazer sempre uma andlise exploratéria dos dados {(que € também o
nosso primeiro passo em uma andlise estatistica).
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2.1. Defini¢ées Basicas

Definicde 1. Um processo estocdstico em um espago de probabilidade (Q,3,P) & uma
colecio de varidvels aleatGrias indexadas por um conjunto nfo vazio X, isto &,
{Z(x), x€X}. -

Obs.: Neste trabalho, o conjunto X serd o espaco real p-dimensional, isto é, X=%".

Um processo estocdstico € caracterizado pela distribuicfio conjunta de qualquer
conjunto de varidveis aleatérias Z(x,), Z(x,), .., Z{x,} para todo inteiro » ¢ x, € K7,
a=1,.,n. Paraum x € R’ fixo, Z({x) € uma varidvel aleatdria.

Seja x € R7. Definimos a média do processo estocdstico, m{x), como
m(xy=E[Z(x)],

quando a esperanga existe.

Dado {x,x, )€ R*xR?, a fungap de covaridncia do processo estocdstico,
C(x,,x,), ¢ definida por

C (Jcl,;:i2 ) = cov[Z(xi),Z(xz}] =E {[Z(xl) - m(x_l)][Z(xzj - m(xz)]} ,
quando a covarifincia existe. Portanto, para x € ®”,

Clx,x) = E{[Z(x) - m(x)] }=Var[Z()] .

A funcdo variegrama do processo estocdstico, 2y{x,,x,}, € definida como a

varifincia do incremento [ Z (x,) ~ Z(x,)], ou seja,
29(x,,%,) =Var[Z(x) —Z(x,}] .
Denominamos y(x,,x, )} de semivariograma.

O semivariograma determina a estrutura espacial do processo estocdstico, sendo de
grande importincia, em Geoestatistica, pois leva em conta a variabilidade espacial de tal

Processo.
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Definicdo 2. Um processo estocdstico é dito estritamente estaciondrio se a distribuicio
corjunta de -{Z(vvi), Z(xz),..,Z(xﬂ)'_}- ¢ a mesma de -{:Z(xl +R)LZ(x, v )., Z(x, +h)} para
qualquer conjunto finito de pontos {xl,xz,._.,xn} e qualquer vetor A€ R”, ou seja, o

processo ¢ invariante sob translagio no conjunto de indices, +

Note que o tipe de estacionariedade descrita acima nfio implica na existéncia da

média, variincia ou covariancia,

Definicdo 3. Um processo estocdstico € dito estaciondric de segunda ordem {ou

covarifncia estaciondria, ou fracamente estaciondrio) quando
i}y aesperanga F [E(x)] gxiste € nfo depende do ponto x, isto é,
E[Z(x)]=m, VxeR?
iy E[Z(n)] <o e
iii) para cada par de varidveis aleat6rias {Z(x),Z(x+h}} a fungo de covaridncia existe e
depende apenas do vetor A€ R7:

Cle,x+) = E[Z{x+h) Z(x)|-m* = C(h), Vx€R?. =

A estacionariedade da covarifincia implica na estacionariedade da varifincia e do

variograma. Seguem-se entfo as seguintes relacoes:

Var[Z(x)]= E{[Z(x}m:n]2}= C{0), YxeR" ,e

v{} ——"%E{[Z(x-i-h)-wZ(x)]z}: CO~CH), VxeR?, TAER.

As relag@es acima indicam que, sob a hipbtese de estacionariedade da covarifincia, a
covariincia e © variograma sfo duas ferramentas equivslentes para caracterizar as
autocorrelacbes entre duas varidveis separadas por uma distAncia i, Z(x+h) e Z{x). Assim,
pode ser definida também uma terceira ferramenta, o correlograma, p{h):

oy =S L YW e

e (0 BRT()
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Definigiio 4. Um processo estocdstico € dito intrinseco quando:
{i) aesperanca E [Z(x)} existe e nfo depende do ponto.x, isto §,
E[Z(x)]=m, ¥V xe R
(i) para todo h€ R’ a variéncia da diferenca [Z(x +h) - Z(x)] existe e nfo depende do

ponto x, isto &,

Var[Z(x+!z)—Z(x)]zE{[Z(x»i—k)—Z(x}]z}w 29(h), VXER?, »

A forma de estacionariedade implicada acima & essencialmente estacionariedade de 2°*
ordem {ou covarifincia estaciondria), nfo para 0 processo estocdstico {Z(x), x €RF } mas
para a diferenga de 1% ordem [Z(x+h)—Z(x)]. Isto é necessério porque muitas vezes a
varidncia de Z(x) nfio € finita, sendo conveniénte, em muitos CaS0S, ASSWMIr que 08
incrementos da fungio, [Z(x+h)-—Z(x}], sejam egtaciondrios de segunda ordem (Lucio,
1991, pp. 6).

Teorema 4.1 Se {Z (x), x € R* } € ur processo estocastico estaciondrio de segunda ordem,
entfo este € intrinsecamente estacionério. «

Dem.: 2Cov{Z(x), Z{x + )| =Var[Z{0)]+Var[Z(x + )] -Var[Z(x + h) - 2(x)]
2C{hY = 2C0) ~Var[Z(x + k)~ Z(x))
20(M -2C0) = Var[Z(x +Hh) —-Z(x)]
2y(h) =Var[Z(x+h)-Z(x)].

Um processo estocdstico estaciondrio de segunda ordem € também intrinseco, mas o
inverso nem sempre ocoire. Iste foi exemplificade por Licio (1991, pp. 7; ¢ Lana, 1989,

pp.5), no caso do processo de Wiener (processo brownianac).

Uma hipétese usualmente introduzida & teoria de processos estocdsticos € a de
estacionariedade. E importante notar que a estacionariedade se refere a0 processo, e nfo aos
dados.
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Definigiio 5. Um processo estocdstico de segunda ordem é dito isotrdpico se a funcio de
covarifncia C(h) associada a ele ndo depende da direcfio do vetor € R7, mas apenas de
seu comprimento |[f], isto &, C(h) = C(Ji[).

Obs.. Dizemos gue uma funcfo de covarifncia é anisoirdpica se ela nfo for
isotrépica, ou seja, nfo exibe sempre o mesmo comportamento em todas as diregfes.

2.1.1. Propriedades da Covariincia e do Variograma

Seja Z(x) uma funcfo aleatdria estaciondria de esperanca m, covaridncia C(h) e

serivariograma y{h):

A covariincia é uma fungo do vetor 7 (isto €, de seu médulo e de sua direglio). S&o

algumas de suas propriedades:

iy € xVar[Z{x}] 2 1), isto €, a variAncia a priori n8o pode ser negativa,
ity Cl)y=C(-#h); e

iy |C(1)} < C(0) (desigualdade de Schwartz),

Uma condiclo necessdria e suficiente para C(h) expressar 2 fungfo covaridncia de
Z(x) é que C(h) seja positiva semidefinida,

De igual maneira, o semivariograma
y{h) = C(0)-C(h),
leva 4s seguintes propriedades do semivariograma (e, € claro, do variogramay):
i) y{0)=0;e
H) y(h)=v{(~h)20.

10
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2.1.2, Modelagem da Variabilidade Espacial do Processo

Segundo Journel & Huijbregts (1978, pp. 36), como o nivel de correlacio espacial
entre duas varidveis Z(x) e Z(x+h) geralmente diminui quando a distAncia # aumenta,
entdo em geral a fungo de covarifincia diminuird o seu valor a partir da origem C(0). De
igual maneira, o semivariograma aumentard a partir da origem, y{0) = 0.

No estudo de fendmenos naturais, na prdtica, a correlacfio espacial entre duas
varigveis Z{x) e Z{x+h} geralmente desaparece guando a distincia A torna-se muito
grande (C{h)~» 0, quando b — =), e entfio assumimos que C(h)=0, quando 4] >4,
onde ¢ corresponde & idéia de drea de influéncia de uma amostra, sendo determinada pelo
pesquisador com base no grdfico da covarifincia, C(h). A distdncia ¢ é chamada de
amplitude (alcance ou "range"} e representa a transiclo em que a correlaglo espacial existe
(ﬂh.” < a) para o estado em que hé aus€ncia de correlagdo (Hh]] > ).

Por sua vez, quando & auments, o desvio médio quadritico entre duas varidvels
Z{x) e Z{x+h) tende a crescer, e assim y(A) aumentard de seu valor inicial, gue € zero,

Na prética, muitas vezes o semivariograma péra de crescer depois de uma certa
distdncia e torna-se mais ou menos estdvel ao redor do valor limite y(>) chamado de

patamar ("sill") (patamar), que é simplesmente a varifincia @ priori da fungfo alsat6ria;
y(0) =Var[Z(x)] =€) .

Em tais casos, a varidncia g priori ¢ a covarincia existem. Talg variogramas, que sfo
caracterizados por seu patamar e amplitude, sio chamados de "modelos de transi¢io”. A
diferenca entre os modelos de transicfo € expressa por seu comportamento na origem, posto
que a modelagem € feita tendo em vista pequenas disténcias,

Para processos estocdsticos estaciondrios de segunda ordem e isotrépicos, 0s
modelos de covaridncia, C{r), mais ytilizados s8o: .

i} Modelo esférico:

Modelo com comportamento linear préximo & origem (exempic na Pigura 2.1.2.1):
- 3 o5 _
C(?‘)= L[I“gf"l‘“{;{f ] 0<r<a , (21'21)
0 r>a
onde: 7 =|H;e c=0® =Var[Z({x)].

i1
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it} Modelo exponenciai:

Modelo com comportamento linear proximo & origem, onde a amplitude efetiva € 3a
{(exemplo na Figura 2.1.2.2):

Clry= cexp(—vlm r), a>f. {2.1.2.2)
a

iit) Modelo gaussiano;
Modelo com comportamento parabdlico préximo i origem, onde a amplitude efetiva &
al3 {exemplo na Figura 2.1.2.3)

Cir) = cexp(wmg; rz}, a>0 . (2.1.2,3)
a

iv} Modelo Efeito Pepita

O efeito pepita € utilizado para representar uma descontinuidade na origem de um
varipgrama, e pode ser explicado fisicamente {por medida de erro ou por micro-estruturas).
As micro-estruturas sfo estruturas espaciais abaixo da escala definida pelo espago amostral.

O efeifo pepita puro é o caso limite quando y{h) aparece exclusivamente como uma
descontinuidade na origem (exemplo na Figura 2.1.2.4);

Co(r) =G r=0 2.1.2.4
o1 10 Yi>g @124
ou, equivalentemente, o semivariograma € dado por
)i 0 r=0 2.1.2.5
= . 1.2,
Vo= yse (2.125)

onde g >0 € tio pequeno quanto se queira.

O efeito pepita puro corresponde, assim, a uma total auséncia de correlagio espacial
entre duas varidveis Z{x) e Z{x+h) para qualquer distincia 7 (]h[ >g) e é equivalente, na
fisica, ac bem conhecido fenGmeno de "rufdo branco”. Um efeito pepita puro serd
interpretado como independéncia espactal,

12
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Para modelar o semivariograma, o pacote em Fortran GSLIB (Deutsch & Journel,
1992) spresenta vdrios modelos bdsicos possiveis. Em Tough & Leyshon (1985} podem ser
vistos programas para o modelo esférico ¢ exponencial.

Obs.: Os modelos tedricos de variogramas que existem na hiterafura nfio surgiram
espontaneamente e nem foram estabelecidos de forma arbitrdria; eles correspondem a
diferentes regionalizacBes que enconframos na natureza. Por exemplo, ¢ modelo estérico
{item 1} é um dos mais utilizados na inddstria mineira.

iy [ e e e e e e e e e e e e

- - gemivariograma
------ -~ covariincis

G 2 4 6 8§ 10 12 148 16 18 20 22 24 26 26 30 32 34 36 38 40
tag

Figura 2.1.2.1. Exemplo de modelo esférico com c=1ea=10.

o,a 4 \ L -
8,7 ¢ " L - - -gemivariograma
¢85+ . - ~——— covaridncia
65 T h
o4 PN
034 .
02t . T
0,1 + - e

B o B e aa

B 2 & 6 8 10 1214 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

lag

Figura 2.1.2.2. Exemplo de modelo exponencial com c=1, a=10¢ "aefetivo"=3a.
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1
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6,7 1
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T \ - - - -semivariograma
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1 \ N ~ covariincia
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-, -

0,5+ -,
94} RN
0,3 3 . "

02 < s ™,

B,j E . e
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rrrt—t——t—t—p——bk prr e Ppi——t——+ T erpegeapapr =t —t—1

0 2 4 8 8 10121416 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 49
lag

Figura 2.1.2.3. Exemplo de modelo gaussiano com ¢=1, a=10¢ "aefetivo”= a3,

covaridncia

0.9
0,8
0,7
0.6
05
6,4
0.3
8,2
0,1

L.

0,8
0,7
0,5
6,5
o4
0,3
6,2
G,1

RV N, WUV R R TR TR SR ST SO VW WO S SO 1
¥ t

semivardograma

a 2 4

6 8 10 12 14 46 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 26
lag fag

Figura 2.1.2.4. Exemplo de modelo efeito pepita puro com € = 1.

Obs.: Aqui as figuras est@o separadas para melhor visualizago.
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2.1.3. Variograma Fatorado

A variabilidade observada pode ser descrita por mais de um tipo de semivariograma
v{f), ou seja, uma composi¢do destes. Para isso utilizamos um modelo variogréfico
fatorado que € composto de vérias fungBes variogrdficas elementares g (4), multiplicadas

por coeficientes b

Y=Y, ()= b8, (0 (2.13.1

=l PE]

Do mesmo modo, uma funcglo aleatdria Z(x) pode ser decomposta em viérias
componentes Z {x), resultando em um modelo linear de regionalizagfo:

Z{x) :gZM (x)

Exemplo: Seia o modelo fatorado y(h) = v, (k) +v, (R}, onde

Yo () =€, =0.3, e vy, (#) um modelo esférico com ¢=0.7 ¢ a =10, ou s¢ja:

31
By=0340.7 1w ? |
v(R) 7[ 20" 2000 ]

O efeito pepita aparecerd no semivariograma (ou covariincia) como uma

descontinuidade na origem. Este exemplo estd flustrado na Figura 2.1.3.1.

1T -
09 1 o
6,8 1 - - -semivariograma
0.7 \ S ——— covarlancis
0,5 T \\ ,/
951+ X
04+, N\
9.3+ "\

0,2 4+

0,1 4 :

a.

0 2 4 & 8 101218 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 I8 40
lag

Figura 2.1.3.1. Modelos de fungdo de covaridncia e correspondente semivariograma para
wn modelo fatorado com efeito pepita (C, =0.3) ¢ modelo esférico (¢ =07, a=10}.
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2.1.4. Modelo de Anisotropia

De acordo com a Definigdo 5 (pp. 10), dizemos que um semivariograma ¢

anisotrdpico se ¢le nfo exibe o mesmo comportamento em todas as direces. Devemos,

entfo, realizar uma transformacfo. Os dois modelos mais utilizados sfo:

1)

anisofropia geométrica: a hipStese bdsica para a sua utilizagfio € a variacBo da
amplitede (ou alcance) segundo a direg#o, ocorrendo os alcances méximos e minimos
em direc8es ortogonais, O patamar e a lei do variograma permanecem 08 mesmos. As
equacdes abaixo descrevem a fransformacio de um campo anisotrépico em um campo
isotrépico, por meio de uma transformacHo linear:
vy =vy{jn)
h = Ah
onde A representa a matriz de transformacio. Um exemplo pode ser visto na Figura
2.1.4.1, onde consideramos apenas duas direcdes.

anisotropia zonal ou estratificada: é o tipo mais complexo de anisotropia a ser tratada.
Necessita de mais de uma transformacfo A e de mais de um modelo de variograma v

em consideracio:
v =Y v,
h=Ah

Um exemplo de anisotropia zonal, que considera apenas duas diregies, pode ser visto
na Figura 2.1.4.2.

Na prética, uma anisofropia real de uma funcfo estrutural y(h) corresponde a

gxisténeia de direges preferenciais, ds vezes pela formac#o ou constituigio do fendmeno em

estudo. Bssas direcBes preferenciais sdio, em geral, conhecidas a priori, e o variograma
quantifica suas respectivas variabilidades. Por exemplo, um depésito mineral pode estar

disposto segundo uma conformac&o particular do terreno.

16
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i~ P I T T TS N
0.8 e - =

0,8+ ’ o - o - direcio 1
o7+ . ’ - direclio 2
0,6 4 E //

0,5+ ‘ ’
0’4 + . //
831

0!2 H i I.//

8171,
0'/:'::::5:::::::.*::':::::z: """

samivariograma
Y
N

0 2 4 6 8101214 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
fag

Figura 2.1.4.2. Exemplo de moedelos de semivariograma com anisotropia zonal.

2.1.5. Variograma Experimental

A andlise estrutural de um fendmeno regionalizado € o processo de andlise de dados
que leva a um modelo de semivariograma. O objetive da andlise € detectar a principal
caracteristica esfrutural do fendmeno regionalizado em estudo, através da andlise dos vdrios
semivariogramas experimentais. Uma informacfo estrutural deve ser continuamente
comparada com o conhecimento das caracterfsticas fisicas do fendmeno regionalizado

(geologia, procedimentos de amostragem, etc).

Segundo Guerra (1988, pp. 64) a determinagfio do variograma € o primeiro passo no
procedimento de uma estimativa através da Geoestatistica. E pode ser considerado como o
passo mais importante, porque o modelo variogréfico escolbhido serd utilizado através de
todo o processo de estimacio e influird em todos os resultados e conclusies.
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Se 0§ pontos com 08 quais 4 amostra se relaciona estfo distribuidos em uma matha
regular, estima-se o semivariograma na direcfo fixa € baseado no método dos momentos:

¥y (1) = T (hs(x}:{zugmy»-z(x& ' ox he®”, 2.1.5.1)

afxt:-bh}
onde N, (h) € o niimero de pares amostrais (x_,x_,,) separados por uma disténcia {Jag) A
na direc@o 0.

Como o argumento A do semivariograma & um vetor, o semivariograma deve ser
calculado ao longo de vérias direg8es no espago. Um outro objetivo da estimagfo do
semivariograma em vérias direcdes € revelar as anisotropias que talvez existam no deminio.
Semivartogramas experimentais em vérias direg8es freqlientemente revelam fal anisotropia.

E suficiente avaliar apenas os pares de pontos que t##m uma orientacfio definida. Na
pritica, a funcfo estrutural (covariincia ou variograma) € somente utilizada para distancia
limitada A <b. O limite b representa, por exemplo, o difimetro da vizinhanga de estimagfio
(isto &, a drea que contem a informacHo a ser utilizaday.

Ums vez estimados os valores de y(h), construfmos um grifico pontual de
[?(h) ws f:.] para cada direcio 8. Com base neste grifico, ajustamos um modelo para a

fung&o semivariograma.

Exemplo de cdlculo de wm semivariograma amostral:

Congidere quatro pontos amostrais {x,, x,, ¥, € X, ):

walor: 0z a1 6.3 8.3
lncalizagdio: +{} +1 +3 +3
dletncia i

Na diregio € =0, temos trés pares com distincia Lt (x,,x,), (x,%,) ¢ {x,,x,;), com a
distincia 2 temos dois pares: (x,.%,) e (x,, x;) e com distdncia 3 um par: (x,,x,). O

semivariograma amostral é dado por:

.00 =é[(o.1-o.2)9+(o.3—.0, D?+(0.1-0.3)%;
X 1 . ‘
Yﬁu(2)=£[(o‘3—o.2) +(0.1-0.17 ;e

Vo (3= %[(0.1—0.2)2} .

18
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Olea (1976, citado por Braga, 1990) mostra que se Z{x) for uma fungio aleatéria
estaciondrig, entdo o estimador dado pela férmula 2.1.5.1 € um estimador ndo tendencioso
para o semivariograma. Entretanto, & priori nfe hd nenhum fesie que permita dizer se o
conjunto particular de realizagSes de Z{x) provém de uma fungfo aleatbria estaciondria.
Isto 86 se torna uma hipdtese aceitdvel apds a obtencfo dos resultados dos semivariogramas
gxperimentais ¢ sua comparagfo com as propriedades caracteristicas de um semivariograma

tedrico.

Na préitica, os dados se encontram irregularmente espacados sobre a frea
pesquisada. Entfo o semivariograma deverd ser estimado através de uma regularizacfio
angular e por classes de disténcia:
iy  consideramos um ponto qualquer x, (x, € R7);
iy  segundo a diregfo O (pré-fixada), geramos um cone de abertura 200, onde 30 ¢ dito

angulo de regularizacio; €
iii) utilizamos os pontos que "caiam dentro” do cone na classe de distncia A AR

Normalmente a escolha de um modelo para o ajuste do semivariograma € feita
visuaimente dentre os modelos semivariograficos mais comuns, embora existam testes, nfo
muito divulgados, que visam determinar se os dados experimentais se conformam com ©
maodelo tebrico especifico que estamos ajustando (Valente, 1982, citado por Lana, 1989, pp.
37).

Em mineracio, segunde Journel & Huijbregts (1978, pp. 232), qualquer tentativa de
ajuste automdtico, s cegas, dos parimetros para semivariogranas experimentais deve ser
evitada. Deve ser recordade que cada estimador pontual ¥(%) de um semivariograma
experimental € sujeito a erros de estimacfo o flutuagdes que sfo particulares a cada ponto;
esses erros vartam de acordo com a distAncia de separagfo 7, da drea ou conjunto de dados
em que o semivariograma € caiculado, etc. Os métodos analiticos, tais como o método dos
minimos quadrados, nfo levam em conta o mimero de pares com que foi avaliado cada
ponto do semivariograma experimental, fato gue € de grande importancia. Quire problema é
que os métodos analiticos dio o mesmo peso & todos o5 pontos experimentais do
semivariograma, o que pode ocasionar distorgBes na forma final da curva tedrica, pois um
bom modelo deve se ajustar com maior precisfio aos primeiros pontos experimentais. Isso
ocorre porque, quanto maior a distincia h, em geral, menor a continuidade espacial. Uma
outra observaclio € que, na praica, o semivariograma amostral € calculado apenas para
distdncias que ndo excedam 1/4 (em alguns casos 1/2) das dimensdes do campo. Pois
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quando / aumenta muito, o nimero de pares considerados no célculo do semivariograma
diminui, prejudicando a precisfo dos resultados obtidos.

Journel & Huijbregts {1978, pp. 233) apresentam um exemple de robustez de
resultados geoestatisticos com respeito A escolha do tipo de modelo, considerando dois
modelos de transicBo com comportamento linear proximo & origem, isto €, © modelo
esférico e 0 exponencial {(secio 2.1.2, item i. e ii,, respectivamente),

Obs.: E raro identificar continuidade espacial quando ela nfio existe. Mas hé duas
importantes exceges: 1) dados com cluster podem apresentar certa medida de continuidade
espacial que mostram uma estrutura artificial; 2} a combinagfo de vdrias anisotropias e
tolerfincia angular grande podem aumentar artificialmente a amplitude de correlagfo na
direcdo de minima continuidade. B importante também verificar se a amplitude é menor do
gue a distAncia eatre dois pontos, pois isso resulfaria numa sifuagfo equivalente a um
modelo de efeito pepita puro (Deutsch & Journel, 1992, pp. 57).

Programas para o célculo do variograma experimental podem ser vistos em Deutsch
& Journel (1992) e Carr (1987); este titimo apresenta programas na linguagem Fortran,
Pascal e C, ¢ compara as suas performances em termos de precisfio e velocidade.

2.2, Krigagem

O termo Krigagem provem do nome de K. G. Krige, um especialista em mineragfo
gue Introduziv em 1951 o uso de tal procedimento em reservas minerais. O desenvolvimento
formal da teoria deve-se a Matheron (1963; citado por Lana, 1989, pp. 14). (Comentirios
sobre a origem da Krigagem podem ser vistos em Cressie, 1990.)

De acordo com a definicBo dada por Matheron, a Krigagem € um processo
estocdstico de obtengdo do melhor predifor linear ndo viciado de uma varidvel desconhecida
{Lucio, 1991, pp. 17). Robinson {1991} também comenta que a Krigagem é essencialmente
o mesmo que BLUP (best linear unbiesed predictor), pois ela providencia estimadores
{ineares nfio viciados de minima varidncia.

A Krigagem leva em consideragfo os seguintes fatores: o nimero de dados e a
qualidade destes em cada ponto, a posigio dos dados com relagio ao campo, a continuidade
espacial das varidveis interpoladas e a distdncia entre os pontos € a drea de interesse. Com
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base em fais observacdes, consirdi-se a methor fung#io de predicdo nfo viciada para em um

ponto nfo observado.

Suponha que {Z(x), x€RF } ¢ um processo estocastico estaciondrio de segunda
ordem. Para n pontos x,, X, ., X,. X, eR”, a=1,..,n, observa-se o valor de Z(x)
obtendo-se z(x,}, z(x,}, .., z{x,). O preditor de Krigagem de Z(x,), x, € R”, é dado por

Z(x,) = ikaz(xgj =AZ(x),

=]

onde A/ =(A,,A,,..,A ) & tal que Z*(xn):

) seja nfio viciado: E [Z T(x,)—Z{x, }] ={ ;e

i) tenha Erro Quadritico Médio (EQM) minimo dentre todas as combinac@es lineares (nfio
viciadas) de Z{x).

Existem distintos tipos de Krigagem na literatura (por exemplo, Cressie, 1989b;
citado por Cressie, 198%a), mas aqui serfo apresentadas apenas duas formas:

Krigagem Simples (KS)

Considere o modelo da funcgio aleatéria Z(x) como estaciondrio com média m ¢
covarifncia C(A). Nests forma mais simples, também conhecida como Krigagem Simples
{K3), o estimador linear € dado por:

Z;x(x)=i?\,a2(xﬂ)+{1—iha]m i

w=1

Os pesos A s8o determinados para minimizar & varifincia do erro, também chamada
"varidncia de estimag#o”. Esta minimizac8o resulta no conjunto de equagdes normais:

;hﬂ{?(xﬁ -x)=C{x~x) oa=l..n.
=]

A varifncia de estimacfo minimizada (ou varidncia da Krigagem) € dada por:

o’y mC(O)mikaC(x—xa)EG .

=]
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Krigagem Ordindria (KO)

Na Krigagem Ordindria, que é a variacio da KS mais utilizada, exigimos que & soma
dos pesos, :,1}“;1 ,sejaiguala 1.

A construgio do estimador Z ., (x) nfio requer o conhecimento a priori da média
estaciondria .

O estimador da Krigagem ordindria é dado por:

Z e (x) = i A Z(x,) .

a=1

Aplicardo o teorema dos multiplicadores de Lagrange, obtemos o sistema de
equacdes normaig;

é}\ﬁ(ﬁ(:{ﬁ -x )t =Cx~x)

Y Ay =1

Bl

o=1,.n,

onde:

A, 580 os pesos da Krigagem ordindria; e

il é um pardmetro de Lagrange associado com a restricfo ; Ag=1.
i
A varléncia do erro de estimac#o € dada por:

o, :22lay{xﬁ,xa)—y(x0,x0) -Ekalﬁy(xu,xﬁj )
=] o=l el
O sistema de Krigagem tem solugfo dnica se 0 modelo de variograma for vélido. A
Krigagem, além de ser um estimador ndo tendencioso, € um interpolador exato, isto €, se 0
ponto a ser estimado coincidir com um dos pontos amostrados, o valor estimado serd igual
ao valor amostrado.

A expressio dos sistemas e da variancia de estimagfio sfo completamente gerais. Isto
significa que sfo vélidas guaisquer que sejam os pontos x_, X, € o modelo 7.

Obs.: A geometria do fenbmeno estd expressa no sistema de Krigagem e na varifincia

de Krigagem.
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Resumo da metodologia para uma avaliacio por Krigagem

1) Estude variogréfico (estrutural) através do semivariograma.

2) Selec#io das informacdes a serem utilizadas na avaliagio do bloco (ou ponto),
3} Célculo dos variogramas do sistema das equaces de Krigagem.

4) SolucHo do sistema de Krigagem para obtencfo dos ponderadores otimizados.

5) UtilizacBio destes resultados para célcule do estimador do bloco (ou ponto) e da

varifincia de estimagfo associada.

Obs.: O pacote em Fortran GSLIB (Deutsch & Journel, 1992} contém uma rotina
para o cdlculo da KO, que pode ser modificada faciimente para KS, se necessério.

2.3. Validacio Cruzada

H4 muitas decisfes subjetivas em Geoestatistica, e € uma boa pratica "validar” o
modelo geoestatistico e o plano de Krigagem antes de gualquer andlise.

O modelo geoestatistico € validado pela reestimacgfo de valores conhecidos sobre
implementagfo de condigdes. Essas condig@es incluem ofs) modelo(s) variogréfico(s), o tipo
de Krigagem € a estratégia de pesquisa. Essa técnica de reestimac8o € discutida em livros e
artigos de Geoestatistica, tais como Davis (1987), Deutsch & Journel (1992, pp.90), Isaaks
& Srivastava {1989, cap. 13), Schucany (1981).

Na validagfio cruzada (“cross-validation™), os dados atuais sfo retirados e
reestimados por alguns dos dados vizinhos que permaneceram. Cada dade € substituido no
conjunto de dados uma vez que ele tenha sido reestimado. Obs.: Uma outra maneira de
validar o modelo geoestatistico € utilizando "jacknife”. Este método aplica a reamostragem
sem substituicHo, isto é, quando um conjunto de dados & reestimado de outro conjunto sem
ter sobreposigio. Pode ser visto, por exemplo, em Deutsch & Journel (1992} ¢ Hinkley
{1981}.

Obs.: O pacote em Fortran GSLIB (Deutsch & Journel, 1992) contem uma rotina
para a realizagio de “cross-validation” ou "jacknife” para o plano de Krigagem.
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Analisando os escores reestimados:

Considere um total de K procedimentos de estimacgfo com a finalidade de selecionar

o "melhor” procedimento. Sejam z{(x_ ), a=1,.,N, os dados originais selecionados para a

reestimaghio, e sejam z ' (x_ ), a=1,..,N, os valores reestimados pelo procedimento %,

com k=1, K. Os seguintes critérios s#o sugeridos para analisar os escores reestimados

(Deutsch & Journel, 1992);

+ & distribuigo dos N erros {2 (x ) - 2(x), a=1,..,N | deverd ser simétrica, centrada,
com uma média zero, € com um minimo de dispersio.

» o grifico dos erros [z*”” (x_)~z(x, )] versus 08 valores estimados z ¥ (x_) deverd ser
centrado ao redor da hinha zero (uma propriedade denominada de "condigio de nfo
viciado"). Além disso, o grifico deverd ter uma dispers@io por igual, isto €, 8 varifincia do
erro nfio deverd depender da grandeza do valor {(uma propriedade conhecida como
homocedasticidade do erro da varidneia).

» Os N erros (para um dado procedimento k) deverfio ser independentes. Isto poede ser
checado pelo valor dos erros: o mapa de contorno nfio deverd mostrar qualquer
tendéncia geral. Aliernativamente, © variograma dos valores dos erros deverd ser
calculado: ele deverd mostrar um efeito pepita puro.

Importante: A varidncia de Krigagem € apenas um indice do ranking das
configuracBes dos dados. Desde que a variincia de Krigagem n#o depende dos valores dos
dados, ela nfo deverd ser utilizada para selecionar um modelo variogrdfico ou uma
implementacio de Krigagem, ou como crifério para determinar a locagfio de amostras
adicionais.
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2.4, Caracteristicas Multivariadas
2.4.1. Corregionalizacio

A corregionalizagdo é o comportamento espacial midtuo de varidveis regionalizadas.

Considerando-se p varidvels regionalizadas z,, z,, ..,z,, € n locagles amostrais, o
vetor z(x ) representa o valor de cada varidvel na locagio o, isto €,

z{x ) m[zl(xu),zz(xa),..,zp(xu)] a=1%,..n

Como no estudo de uma Unica varidvel, a conduta simultinea de mais de uma
varidvel deve ser considerada no contexto de estacionariedade ¢ da hipétese intrinseca. E as
seguintes definigdes deverdo ser consideradas no contexto da estacionariedade de segunda
ordem (Hohn, 1991, pp. 140).

Para uma dada fungfo aleatbria Z, {x), a esperanca £ [Z L&x)] € uma constante m, .
A covarigneia cruzada é dada por
C, (W)= E[Z,(x+1) Z, ()] - mm, , (2.4.1.1)
¢ o variograma cruzadoe € dado por
2y, = E{[Zj. (x+)~Z, (x}][Zk (x+h)y~Z, (x)]}. (24.1.2)
Se j=k,essas duas express@es se reduzem para a covarifincia e variograma ordindrios.

Apesar da similaridade com ¢ caso univariado, o variograma cruzado € covarifncia
cruzada mostram algumas propriedades que podem fer significéncia no processo de
estimacfo. Em contraste com o semivariograma, ¢ semivariograma cruzado pode ter valores
negativos. Tal conduta € observada quando duas varifveis sfo negativamente
correlacionadas. Enquanto o semivariograma € simétrico quando j e k s#io invertidos, a

covariincig cruzada nfo &
Ve =1,(0) e Cy(hy=Cy (=),

Similarmente, temos que:
Yalh =y, (-h) e C,()=*C (-h).
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As estimages utilizam matrizes de covaridncia cruzada ou semivariograma cruzado,

isto 8,
¢, G G,
c C. - C
pal ] 2
Cl= T T
Cpl CPE S O

para uma dada localidade (foi utilizada uma simplificacio da notagfio). As relagdes
anteriores mostram que em geral essa matriz ndo € simétrica.

O semivariograma cruzado e a covaridncia cruzada se relacionam através da equagio
29, () =2C,(0) - C, (k) ~ G, (A,

que é simplificada para
se O, (hy=C,(h).

O coeficiente de correlacfo entre duas varidveis Z{x) e Z,(x) localizadas no
mesmo ponto x & definido por:
C,(0)

PR o, @

2.4.2. Analise de Corregionalizacio

O termo andlise de corregionalizagdo refere-se ao estudo (exame) das matrizes de
carregionalizagBo B, (obtida de dados espaciais multivariados utilizande um modelo
variogrifico fatorado), que sfio utilizadas na estimagfo de componentes espaciais
{(representam o comportamento das varifveis regionalizadas na escala espacial de fndice 1)
ou fatores regionalizados (refletem 0s aspectos essenciais da informagiio multivariada para

uma certa escala espacial u).
Qual é a vantagem em relacfio & matriz de varifincia-covaridngia V7

Isto pode ser visto da relagio entre a matriz V e um conjunte de matrizes de
corregionalizacfio { B u=0, . sk



Principios de Geoestatistica

V:Z;B“.

Esta relacio, para ser vilida, requer uma hipétese de estacionariedade fraca ¢
suposicio de comportamento assintético do variograma (Wackemagel, Petitgas e Touffait,
1989).

Cada matriz de corregionalizacio B, pode ser vista como uma matriz de varidncia-
covaridncia de uma certa escala espacial u. Considerando que cada matriz B, descreve a
estrutura de correlacio de um processo espacial multivariado, a matriz de variéncia-
covaridncia V representa a mistura de diferentes estruturas de correlacfio. Neste caso, a
matriz V provém de vidrios processos mulfivariados que atuam em diferentes escalas
espaciais do fendmeno. Nessas circunstincias, uma andlise baseada em V n#o providenciard
resultados significantes,

Observacdo. Se considerarmos que hd correlagde intrinseca, ou seja, que ©
conjunto de varigveis tem a mesma estrutura de correlacio em todas ag escalas, isto significa
gue as mairizes de corregionalizacio B, s#o proporcionais a uma matriz B {que possui os
mesmos autovetores da matriz de varifincia-covaridncia V).

v-Y 5. -Fan-5Y 0

=) et

€, nesse caso, ndo & necessério levar em conta as matrizes B, na andlise.

2.4.3. Modelo Linear de Corregionalizagio

O modelo linear de corregionalizagdo providencia um métedo para modelagem dos
varipgramas e variogramas cruzados de duas ou mais varidveis, onde é necessdrio garantir
que g "varidncia" de qualquer combinagfo linear possivel dessas varidveis é sempre positiva.

Cada varidvel ¢ caracterizada pelo seu variograma amostral, e cada par de varigdvel,
pelo seu variograma crozado amostral.

0O modelo para cada um dos variogramas amostrais pode consistir de um ou mais
modelos bdsicos, porém o mesmo modelo basico deve aparecer em cada variograma ¢
variograma cruzado. Em outras palavras, o modelo linear de corregionalizacio é uma soma
de modelos onde, cada medelo de variograma e variograma cruzado devem ser uma

combinagio linear de N, =s+1 coeficientes b, , construido utilizando o mesmo modelo

ﬁ ¥
vartogréfico bdsico g {1):
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¥, ()= ;y; (h) = );ﬁbj; g, (k) com b =b%, Vu (2.43.1)

onde:
j ek sfo indices para p varidveis diferentes;
i é o indice das diferentes estruturas espaciais;
N_=s+1 é o nimero de estruturas espaciais;
g (1) € uma fungfo variogrifica com amplitude especifica; €

b, € o coeficiente de uma fung#o variogréfica, e para um Indice fixado u, a matriz de

coeficientes B, = [b;] & positiva definida.

Note que a funcHo dada pela f6rmula 2.4.3.1 € uma generalizagio do variograma
fatorado para uma varidvel férmula 2.1.3.1).

A fungfio variogréfica fatorada descreve o comportamento espacial de uma varidvel
ou de um par de varidveis de diferentes escalas espaciais, onde cada fator corresponde a uma

gscala espacial diferente,

Para um grupo de varidvels que mostram 0 mesmo comportamento espacial, um

modelo variogrdfico multivariado pode ser criado assim:

P(h) = Er () =Y B.g.(h) (2.43.2)

ey 1yl

onde:
I'(h) € uma matriz de valores do variograma para um lag /;

B, ¢ chamada de matriz de corregionalizagio, e expressa a importdneia relativa da
funcfo variografica bdsica g (k) na modelagem de cada varipgrama.

Da mesma maneira que foi apresentado um modelo para fungdes variogrificas, o
seguinte modelo pode ser considerado para a covariéncia:

Calhy= Y Chlh) = J0K, () com by =bj, Vu, (2.43.3)

sendo K (h) uma covariincia com amplitude especifica.
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Coeficientes de correlagfio py, associados com diferentes estruturas espaciais g,(7)
podem ser calculados {Wackernagel, 1988), por:

Y
9,;“\/%,

onde ~1<pi <1 se amatriz de corregionalizagio B, € positiva semidefinida,

(2.43.4)

E importante citar também o modelo intrinseco, que é o caso de um modelo linear de

corregionalizacio onde fodas as funcBes variogréaficas (diretas e cruzadas) s&o proporcionais
ao mesmo variograma g, {4}, isto €,

g =g,y Yu=0,.,s,

{} modelo intrinseco, &€ entio:
¥, () =hgy(h), (2.435)

&, em fermos da covaridncia,
Cg. (h) = byK, (h). (24.3.6)

Exemplo Hustrative para modelo linear de corregionalizagdo:

Considere duas varidveis U e V. Seus variogramas € variggramas cruzados devem ser

construldos utilizando-se o mesmo modelo bésico como a seguir;

Yy () =Y () + 1y ()4 iy ()
Yo () = vy (B +yyy (A3 vy ()
Yoo (B) = wyy () +wyy, (B) . +wy (B)

onde:

v (), v (B) e v, (h) slo os modelos dos variogramas e variograma cruzado para

[/ e V, respectivamente;

Vo), v, (M), ... v,(h) sfo os modelos variograficos bdsicos; e

u, v & wsio os coeficientes.
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Podemos escrever as equagles acima em notagfio matricial como combinacfo de
cads modelo bdsico:

* Combinacfo do primeiro modelo basico, v, (%)

[Yup(h-) Yov o) ”['Mg ng!['}’a(h) 0 }
Yoo o(B) Yy olf) Wo Vo 0 ve(h)

« Combinacio do segundo modelo bdsico, v,(#)

Yo (B)  Ygva(h) {-ul wl}[yl(h) 0}
YVU,i(h) Yv,z(h) WY 0 v ()

* Combinacggo do (s+1)-ésimo modelo bésico, v (A)

Yo (1) Yoy, () __[us w&}[n(h) 0 ]
YVU,&‘(}I) )Y'N’\s(h) h W, ¥, 0 'Y\(h)

onde as matrizes dos coeficientes 1, v & w que aparecem nas férmulas matriciais acima sfo

positivag definidas. Isto implica que todos os coeficientes devem ser escolhidos de tal
maneira gue

u, >0 e v, >0 paratodo j=0,...57¢

MV, >ww, para todo j=0,.,5.
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2.4.4. Aproximacio Geoestatistica

Como no caso univariado, consideramos que as varidveis regionalizadas
{Zi {(x};i=1.., p} sio realizacdes de wm conjunto de fungdes aleatérias {Zf (x); i=1,.., 17?}
estaciondrias de segunda ordem,

No caso multivariado, os semivariogramas experimentais sfo calculados utilizando a
famula

{[zi (6, ) =2, (X, )][Zj (x )~z (%, )}} » (2.44.1)

v (h)=
Yog (1) zNe(h){xE«M)

onde N, (1) é o nfimero de pares amostrais {x_,x_,, ) separados por uma distdncia (lag) £

na diregdo 0.

Os variogramas experimentais séo modelados heuristicamente por uma combinago
de fungOes variogréficas elementares g (k) com coeficientes b;.‘ {ver secfio 2.4.3), no caso
de nfo haver a suposicio de correlagfo intrinseca.

Observagoes: Na prética, o interpretador de dados seleciona o mimero € os tipos de
funcbes variogréficas g (#) e especifica suas amplitudes. Os coeficientes ¥, sfo calculados
por métodos iterativos através de um programa de computador que utiliza o método dos
minimos quadrados ponderados (Wackernagel, 1989) ou de minimos quadrados ajustados
{Goulard, 1989). Os pesos slo subjetivos, e deverfio ser modificados pelo usudrio para que a
forma de cada variograma experimental seja reproduzida satisfatoriamente pele modelo.
Como as matrizes de corregionalizagio B, devem ser positivas semidefinida, algumas

restricdes sfo necessdrias.
i
by 20

v

<4Uyby  (Cauchy~Schwartz)

Este tipo de ajuste pode ser visto no procedimento descrito por Wackernagel (1988).
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Capitulo 3
Cokrigagem

Algumas vezes, uma varidvel nflo pode ser amostrada suficientemente (devido a
alguma restricdo, por exemplo, técnica ou custo financeiro) a fim de proporcionar um
preditor com precisio aceitdvel. Neste caso, uma solugfo seria utilizar a Cokrigagenm.

A Cokrigagem € a estimac#o de uma varidvel regionalizada através de duas ou mais
varidveis. Seu objetivo, em geral, é o de melhorar predicBes locais levando em conta
informactes adicionais trazidas por uma varidvel diferente da que se deseja predizer. B
gvidente que a correlaglio espacial enfre as varidveis deve ser "suficientemente forte" para
que a varidvel adicional acrescente algum ganho de informag@o que sirva para a predigfo da
varigvel de interesse.

A utilizacio deste método deve ser feita quando o objetivo principal € a redugfo da
varifincia de predicfo de uma varidvel ou a necessidade da predicdo conjunta de tais
varidveis, por ser este um processo onde tais varidveis podem ser conjuntamente preditas
com base na intervariabilidade ou em informacio da estrutura espacial,

Obs.: Podemos dizer também que Cokrigagem € uma generalizacfo de Krigagem, ou
Krigagem & uma Cokrigagem Univariada.

3.1. Equacoes de Cokrigagem

Myers (1982; revisto por Hohn, 1991, pp. 141) apresenta uma forma matricial para a
estimac#o simultdnea de vérias varidveis regionalizadas,

A tarefa & estimar o vetor

Z{x) = [:/:1 (%),2,(x),...2, (x)]

dado z(x), z(x,), .., z{x,), lembrando que nés temos n locagbes amostrais e p varidveis
regionalizadas. Algumas varidveis podem ndo ter sido medidas em algumas situagBes, ¢ isso
val gerar algumas restrigies simples que serfio comentadas depois.
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O estimador linear € dado por:

(7,2 (@)] =2 W) =Y 2, )T,

o=

onde cada wma das matrizes T', {(a=1,,.,n) é pxp. Esta equacio ¢ semelhante & da
Krigagem; sua diferencga estd na quantidade a ser estimada, que € trocada por um vetor com
p entradas, e os 1 pesos s8o trocados por n matrizes 1.

Desde que z; (j=1,..,p) s¥o estaciondrios, uma condigdo suficiente para z (x) ser

néo viciado €:
Y T, =1 = matriz identidade .

)

A expressfo do estimador linear pode ser escrita em forma nfo matricial:
N i { 11
z, (x) = z {x A" k=1,.,n,
k ; ; i * |

onde A', € o termo na linha j coluna & de [, e representa a contribuigio da varidvel j na

locacBio x,, na estimacHo da varidvel £.

Note que a matriz [, nfo € diagonal. Se quisermos krigar cada varidvel
separadamente, basta fazer

I”}; =0 para j#k,

Ek‘;. =1 paratodoj.

=l

A solugHo de Equagtes de Cokrigagem para encontrarmos as matizes I'), a=1,..,n

€ dada por:
;5(35& ~x )+ mff(xa —Xy)
=]

;rﬁ =1
s

OL=1,.-,IZ »
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ou simplesmente

hzj—u cu . “‘"ri‘ Yok
EZI "522 52}1 bi I" 520
(_;f nl Z:Tn?. 6 o I‘; C i
] ! ! _‘_ﬁ_ 1

onde:
C* =C(x,~x,) é uma matriz px p de covarifincia cruzada entre & amostra a ¢ a
amostra £
H € uma matriz p X p de multiplicadores de Lagrange; ¢
C® & uma matriz px p de covarifncia cruzada entre cada amostra ¢ a locacio que

estamos interessados.

Esse sistema de equagfes & idéntico ao da Krigagem de uma varidvel se trocarmos as
matrizes 7 X p por escalares.

Nota: A ordem de multiplicacfo das matrizes deve ser preservada, e a nfio simetria

de € deve ser respeitada.

A varidncia de estimagdo pode ser escrita de vérias formas. Uma delas &

o} =Tr[C(O)]- Tr‘[i-f (x, ~x, )1;} ~Tr(ji},

o]
onde Tr € o trago {(somatério dos elementos da diagonal principal).

A varifincia de estimag#io da varidvel £ pode ser calculada de

UZE.J} = Ckk (0) - i[ic‘k} (x“ ‘"’Xo))u&};k }"“‘ E..LM .

fz=]

As equagbes de Cokrigagem também podem ser escrifas em termos do

semivariograma cruzado, ou seja,

E?(xu X + L =Y(x, —x,)
i

Y Ty=
L

=1, .0
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ou, em notagfo matricial,

r?ll ?12 ‘;f}n Inl"l—;“ r“,?lﬁ
?21 ;?2?. . ?2& 7 I_‘g ?Zﬂ
,‘;z';nl ?nz e ?rm f I"n ;?ﬂﬁ
[/ I I H_“E.I_ ] |

onde

oL = Trz?(xa ~x W —Trik .

a=]

Esta formulacfo requer a suposiglio de que C, (W) =C_ (h).

Pode-se mostrar que o sistema de equacdes de Cokrigagem proporciona uma dnica
solugdo se a matriz de covarifneias for estritamente positiva definida. Para isso, € suficiente
que um ponto positivo no modelo de corregionalizacio seja adotado, e que nenhum valor
dos dados seja redundante com respeito a outro,

Utiizando o modelo intrinseco (caso particular do modelo lnear de
corregionalizago; férmula 2.4.3.6), as varifivels {Zk (x), k=1,.., p} possuem o mesmo
modelo bésico. Nesse caso, a dificuldade da Cokrigagem pode ser justificada somente se
uma das vaigveis (£, ) € subamostrada em comparag#io as outras varidveis (kK # %),

Em aplicagbes de mineracfo, a Cokrigagem (feita apds um estudo de
corregionalizacio) € realizada somente se a varidvel a ser estimada € subamostrada com
respeito &s outras varidveils com a qual ela é correlacionada espacialmente (Journel &
Huijbregts, 1978, pp. 324).

Assim como existem diferentes tipos de Krigagem (seco 2.1.7), existem diferentes
tipos de Cokrigagem. Um exemplo & a Cokrigagem Universal (Cokrigagem na presenga de
tendéncia; maiores detalhes em Stein et al, 1991) que néo serd fratada neste trabalho,
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3.2. Particularidades dos Calculos

A Cokrigagem partitha com a Krigagem de uma varidvel regionalizada a mesma
seqiiéneia de passos: modelagem do comportamento espacial, montagem do conjunto de
equacdes para estimar um ponto ou bloco e resoluglo deste conjunto para obter os pesos.

Hohn (1991) apresenta alguns detalhes dos cdlculos:
As dimensdes adicionais na Cokrigagem mtroduzem salgumas novas questdes:
(a) como caleular o semivariograma cruzado,

(b) como levar em conta os dados "missing” (subamostrados) no conjunto de

equacdes; €

{c) como resolver o sistema de Cokrigagem.

O célculo do semivariograma cruzado pode ser visto em Myers (1983) ¢ Deutsch &
Journel (1992). Durante a modelagem dos trés semivariogramas, € utilizada a restrico

OO

para que as equacdes de Cokrigagem n#o percam a propriedade de positiva definida.

Nos casos de subamostragem, algumas linhas e colunas no sistema completo das
equagtes de Cokrigagem terfo valores iguais a zero. Assumindo que a varidvel j €
subamostrada no local o, todas as covaridncias e covari@ncias cruzadas envolvendo a
varifvel j na amostra ¢« recebem o valor zero. Este procedimento significa que as entradas na
Iinha j de T, sfio nulas. Veja o exemplo de Cokrigagem a seguir (secfo 3.3).

Um algoritmo para resolver o sistema de Cokrigagem pode depender do tamanho do
problema. Uma matriz quadrada no sistema de Cokrigagem tem

np( P ; 1) eniradas,

onde 17 é o ndmero de amostras, e p o niimero de varidveis. Sobre a suposiciic de que
C P (M= C;.;;‘ (h), o ndmero de entradas é reduzido para

}{H;l)}(p[P;‘ 1) entradas.
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Segundo Hohn (1991), as vantagens da Cokrigagem podem desaparecer na presenga
de efeito pepita grande no semivariograma, baixa correlagio cruzada e amplifude grande da
varidvel subamostrada (em relacfio a0 espacamento amostral).

Pawlowsky (1984} adverte para a pouca eficdcia do uso de Cokrigagem em casos de
correlagBo espacial fraca; e Pawlowsky (1989) adverte para a pouca eficdeia de seu uso em
casos de composicies regionalizadas (uma corregionalizacfo caracterizada pelo fato de que
a fung@o aleatria que a constitul tem ums soma constante em cada ponto da regifo
amostrads; por exemplo, dados geoquimicos). Pawlowsky & Burger (1992) estudaram mais
detalhadamente as propriedades das composicbes regionalizadas, suas interpretagfes e
descrigfes, assim como um exemplo baseado em dados simulados.

Algoritmos para a resolugio das equacdes de Cokrigagem podem ser vistos em:

*  Carr, Myers e Glass (1985): programa de Cokrigagem pontual (em Fortran), que
permite o caso subamostrado. Eles ufilizaram uma generalizacfio da técnica de
Tanabe {1971, citado por Hohn, 1991, e Carz, Myers ¢ Glass, 1985) e de Herman,
Lent e Rowland (1973, citado por Carr, Myers e Glass, 1985);

¢ Carr & Myers (1990): complementaram (em Fortran) o programa acima dando maior
rapidez ao programa original, pois nele as estruturas das submatrizes eram
preservadas e isso nfio € necessério. A formulagio da matriz de escalares permite a
utilizaciio do algoritmo de eliminacio de Gauss padriio para reduzir a matriz a uma
forma diagonal ou triangular superior. Ambos os métodos resuitam em redugio
significante no cdlculo computacional;

»  Marcotte (1991} apresentou um programa (em MATLAB) mais completo que os
acima referideos. Este programa abrange a Cokrigagem de ponto ou bloco,
permitindo qualquer nimero de dimensdes, de varidveis e de estruturas bédsicas;

+ Pan, Moss e Carr (1992): apresentaram um programa {em Fortran) para a
Cokrigagem tridimensional, que em geral é adequado para qualquer sistema
multivariade anisotrépico em que as varidvels sio correlacionadas espacialmente.
Permite também a cross-validation (seclo 2.3) e estimacfo de bloco. A 16gica segue
o programa de Cokrigagem de Carr, Myers e Glags (1985); e

» Deutsch & Journel (1992). apresentaram um programa {(em Fortran) para a
Cokrigagem. Este programa faz parte do GSLIB.
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3.3, Exemplo de Cokrigagem

Para illustrar a utilizacfo de matrizes na Cokrigagem, Hohn (1991) apresenta a
estimativa de um Unico ponto. B apresentada uma configuracfio de trés pontos, onde duas
locacBes sfio bem amostradas {2 ¢ 3) ¢ uma subamostrada (1), Trabatha-se com duas
varidveis, ¢ 0 objetivo & encontrar um estimador para o ponto central, chamado de 4. Veja a

figura abaixo:

[ )
4.
x 1
4 2
Q »
PRI SN

Assuma modelos esféricos para o problema, com os seguintes pardmetros:

Variavell | Varidvel 2 Varidvel 1 e 2
efeito pepita (C,) 0.0 0.0 0.00
patamar (¢) 1.1 _ 1.8 0.55
amplitude (2) 2.0 20 2.00

O modelo esférico (férmula 2.1.2.1) com amplitude igual a 2 é dado por
[1=(3/&)h+(1/16)1*] 0<h<2
Ciy = |1~ IO+ ANON] .
h>2

Como ternos duas varidvess e trés locagBes amostrais, as equagdes de Cokrigagem

sdo dadas por:

E:Tll 6]2 613 ! 1“1 CM
c* ¢= ¢® g|n| |ev
531 6"32 633 i I“3 = 534 ?
f I I ofu I

e cada uma das matrizes C ™ (o,8=1,2,3) & dada por:
{gfaﬁ _ Cu(xamxﬁ) C, (xa—xﬁ) ‘
Co(x, ~x) Cplx, = x5)

Fazendo os cdlculos detalhadamente para quatro matrizes, C, C*, €% ¢ C™ (note
que as oufras serdo iguais as que serfio detathadas, desde que se tome o cuidado com o local

que estd subamostrado}, temos
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MATRIZ 1:

e Cyulx,=x) Cyulx,~x)] [€,@ €,(0] [110 055
O -x) Culx,—x) [C,(0) €0 [055 180}

Mas como a varidvel 2 estd subamostrada na posicio x,, & matriz C " torna-se:
e 11 0
0 0
MATRIZ 2;

[Ezl]w Coplxy=x) Gy, = x) G0 G, 10344 0563
TG, -x) Cula~x) ! 1C, Q) C,(] |0563 0172

Mas como a varidvel 2 estd subamostrada na posi¢iio x,, € necessério verificar se isso altera

a matriz, Neste cago, a matriz C © torpa-se:

_ 0344 O
c)- .
0563 O
MATRIZ 3

[C_fsl] — 1:611 (“‘:3 _xz) Cn (xs s )ji _ Cn (\/5) C]g (\/E)
Cylxy=x) Cplx—x) Cy (J2) Cyp (ﬁ)

0.128 0.064
0.064 02091

Mas como a varidvel 2 estd subamostrada na posico x,, a matriz T *' é tomada como:
e 0.128 ©
0.064 0|
MATRIZ 4

T Cpy (%= x,) cﬂ(xsmx;;)]z C,(N212) C,(2/2) __[0.541 0.270
G n=x) Cula=x)| 10, (W2/2) Cp(W2/2)| [0.270 0.885]

Neste caso nfo temos o problema de subamostragem., pois a locag#o ndo se refere a varidvel
2 na posigiio x,. Entfo a matriz C* continua a mesma.
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Note que assumimos que as mafrizes de covaridncia sfio simétricas, ¢ que a primeira
amostra nfo é amostrada para a varidvel 2 {e ent30 as linhas e colunas apropriadas na matriz
tem entrada igual a zero).

Montamos entdo as equagtes de Cokrigagem.

Configuracdo da covariancia e covariincia cruzada amostra a amostra:

(1100 0 0344 0172 0.128 0064 1 O

o 0 0 o6 0 0 00
0.344 0 L100 0550 0.344 0172 1 0
0.172 0 0550 1800 0.172 0563 0 1
0.128 0 0344 0172 1100 0550 1 ©
0.064 0 0172 1563 0550 1800 0 1

1 0t 0 1 0 00
0 o 0 1 0 1 0 0

Configuracio da covaridncia e covaridncia cruzada enfre cada amostra e a locacio
gue estamos interessados:

[0.541 0.270
Q 0
C*1 10541 0.270
C*| 10270 0.885
C* 1 10541 0.270
i (0.270 0.885
i 0

O i
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Matriz solugio do sistema:
[ 0.368

0.263

{.368

—~
o

~0.002
 —0.001

0.184 |

~0.118
0.500
~0.066
0.500
~0.001
~0.251]

A varifincia de estimacfo € dada por:
3

o2 =Tr[‘(:“(o)]HT{):F“‘I;}Tr(ﬁ) :

a=}
onde:
[1.10 0.55

C0) = ,
©=0ss 1.80}

A 0.541 0.270
p I , e
10.270 0.885

_1-0.002 ~0.001
-0.001 ~0.251}

Substituindo na férmula, obtemos
o> = (1.100+1.800) ~(0.541+0.885) +(0.002+0.251) = 1.727 .

Para a varigvel 1:
0"“;,1 =1.100~0.541+0.002 =0.561 .

Para a varigvel 2
Giﬂ‘z w2 1,800 ~0.885+0.251=1.166 .
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E assim, dado z(x,), z(x,), e 2(x;), podemos calcular

2/ ez ()] = 2" () = Zz(xa)ra :
o=l

Este ¢ um exemplo simples para ilustrar a técnica. No Capftulo 5 apresentamos um
conjunto de dados reais analisado por Cokrigagem e por outras técnicas que serfio vistas.

Existern indmeras dreas onde a Cokrigagem pode ser utilizada. Alguns exemplos sfo:

« Journel & Huijbregts (1978, pp. 339) apresentaram um breve estudo de Cokrigagem
para o depdsito de chumbo-prata-zinco de Broken Hill (Austrdlia);

»  Carr & McCallister (1983} estudaram o espectro de resposta de ferremoto em trés
partes (aceleracfio, velocidade e deslocamento). Devido & magnitude das trés
varidveis de resposta serem diferentes, os dados foram normalizados a priori para a
Cokrigagem. A Cokrigagem providenciou uma técnica eficiente ¢ precisa para a
estimacfo do especiro de resposta em trés partes;

« FPreun (1986) estudou a drea de Layton Formation, em Cowlwy County (Kansas),
para verificar a performance da Cokrigagem na exploracfo de petréleo, ¢ obteve
bons resultados ao compara-14 com g performance da Krigagem nesses dados;

+ Smith & Istok (1989) fizeram um estudo para determinar e aplicabilidade dos
métodos de geoestatistica multivariada no problema de estimacfio de concentragfo
de pesticidas (subamostrado} em lencol de dgua, utilizando as concentracSes de
nitrato e de um pesticida denominado DCPA. Os autores compararam a Cokrigagem
e Krigagem e demonstraram que, no conjunto de dados utilizado, a andlise
geoestatistica multivariada € aplicdvel ¢ uma ferramenta (til em estunaco
subamostrada de DCPA utilizando nifrato ¢ DCPA como suporte; &

« Hohn (1991) estudou o xisfo argiloso Devonian (oeste da Virginia), que foi
subamostrado, tendo como suporte a formacho Big Injun € Devonian. O Big Injun é
uma distinta e importante formagio que ocorre a 400 pés acima do topo de contato
com ¢ Xisto argiloso Devonian. O autor compara a Cokrigagem com a Krigagem, ¢
conchut gue aquela fol mais conservativa que as estimativas da Krigagem ordindria

Nesse Caso.
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Capitulo 4

Métodos Alternativos de Predicio

O sistema de Cokrigagem se torna muito trabathoso para mais de duas varidveis.
Experiéncias t8m mostrado que o ganho obtido pela Cokrigagem € pequeno em comparacgfo
aos esforgos requeridos para alcancgd-lo, a menos que uma varidvel seja drasticamente
subamostrada em comparacio com outra (Journel & Huijbregts, 1978, pp. 324). Além disso,
o célculo e modelagem de p(p+1)/2 semivariogramas (onde p € o nimero de varidveis) se

torna trabalhoso para p maior que 2.

Davis & Greenes (1983; revisto por Hohn, 1991) apresentam um método,
computacionalmente menos trabaihoso do que a Cokrigagem, para a estimagio de varidveis
regionalizadas, A Andlise de Componentes Principais (ACP; segio 4.1) € utilizada para a
obtencBo de uma matriz de dados que nfo possui correlagfio cruzada espacial, evitando,

assim, os célculos dos semivariogramas cruzados.

Hé um conjunto de técnicas, reunidas sobre o nome de Andlise de Krigagem
Fatorial (AKF), que torna possivel incorporar a caracteristica espacial do fendmeno na
andlise. A AKF, desenrvolvido por Matheron (1982), permite a decomposico de uma
varidvel regionalizada em diferentes componentes espaciais (secio 4.2.1) ou fatores
regionalizados (secfio 4.2.2). Na estimacfio de fatores regionalizados, as matrizes de
corregionalizacfio B, (matrizes simétricas positivas semidefinidas) sfo fatorizadas em um
produto de matrizes. Dependendo de como serd realizada a fatorizagio, surgem varios
métodos de andlise. Neste trabaltho serfio apresentadas a decomposiglo utilizando a ACP
{seciio 4.2.2.1) e a fungdo discriminante (secio 4.2.2.2).

Uma outra maneira de estudar a decomposicio de uma varidvel regionalizada em
diferentes estruturas espaciais € através da Andlise Baseada no Variograma Multivariado.
O método foi proposto por Bourgault & Marcotte (1991), ¢ utiliza o variograma

multivariado para realgar as estruturas espaciais comuns ao conjunto de varidveis.

Apenas como ilustragfio, serd apresentada também as idéias bésicas do método
proposto por Grunsky & Agterberg (1988), denominado Andlise Fatorial Espacial (secio
4.4).
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4.1. Analise de Componentes Principais (ACP)

O método de estatistica multivariada chamada de Andlise de Componentes Principais
{ACP) foi criado antes da 2® Guerra Mundial. Porém, a grande aplicacBo deste método
ocorreu somente em 1960, durante a chamada "Revoluco Quantitativa” nas Ciéncias
Natorais e Sociais. A principal razfio para esta demora foi a dificuldade dos célculos
envolvidos neste método, Somente com o advento e desenvolvimento da computacio, que
permitiv intimeras aplicagSes dos métodos de estatistica multivariada, incluindo
componentes principais, tornou-se plausivel. Ao mesmo tempo, a busca de métodos de
precisfio numérica se tornaram necessérios devido 2 aplicacio de componentes principais em
problemas técnicos, que necessitavam de uma grande precisdio. Na aplicagio de
componentes principais, o problema nfio ¢ somente com suas propriedades formais, mas
acima de tudo com suas origens empfricas (Mackiewicz & Ratajczak, 1993).

Na Cokrigagem, o que foma mais tempo é o cédlculo ¢ modelagems de p{p+1)/2
semivariogramas {onde p é o mimero de variéveis). Isso se torna trabathoso para p maior
que 2, Uma saida encontrada foi ntilizar a Andlise de Componentes Principais para resolver

o problema.

Davis e Greenes (1983; revisto por Hohn, 1991) apresentaram uma maneira de se
trabalhar sem utilizar o semivariograma cruzado. O método utiliza o modelo intrinseco
{seco 2.4.3}, e inclui a ortogonalizacio das varifvels originais, o cdlculo e a modelagem de
semivariogramas, a Krigagem dos dados transformados ¢ o retorno & varidvel original.

Esta técnica considera que haja correlagdo intrinseca, ou seja, que o conjunto de
varidveis tenha uma mesma estrutura de correlagBo em todas as escalas espaciais. No
contexto do modelo de corregionalizac@o estaciondrio de segunda ordem, isto significa que
todas as matrizes de corregionalizagio B, sfo proporcionais a uma matriz B {que possui o8

mesmos autovetores da mairiz de varifincia-covaridncia V).
& & &
V=YY B =Y aB :Bga
o [T
2P =)y P =)

Assim, nfo precisamos levar em conta as matrizes £, na anédlise. Note que a suposicio de

correlagfo intrinseca restringe o campo de aplicago desta t€enica.
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4.1.1.a. Estimacéo

Definices (utilizaremos uma simplificacio na notacio):

Matriz de dados {pxn):
Iy Iy ot Iy
A B
zpl zp?. e Z_em

onde n ¢ o nimero de locagBes e p o ntmero de varidveis,

Vetor de médias (px1):

Zl
_ Zg
z=| 0,
Z,
1 i
onde E m—% z a=1,..,#1
n s
=]

Matriz diagonal dos desvios padrdes {p X p):

#Sl Q0 - 0

0 ¢« .- D
S=1. 2 S

0 0 s,

onde 5ﬁ=\/i[(zu§—§a)2{(iz—l)i a=l..n.

Vetor cujos elementos sfo todos iguaisa 1 {(p X1}
i
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04 dados s&o normatizados para dar uma matriz X (pxn)
X=8"Z-%1),

onde /' € a transposta de /, e cada coluna de X tem média zero e desvio padrfo igual a um.

Dos dados normalizados, calcula-se a matriz de correlagfo das p varidveis:
1

R X X' .
n—1

Os p autovalores [, > 1, >...> 1 ¢ os correspondentes autovetores £, E,,. . E de R
podem ser utilizados para obter-se uma decomposicfo em componentes principais, Como 0s
autovalores sfo todos distintos, os autovetores formam uma base ortonormal para o espaco
p-dimensional. Seja E a matriz dos autovetores de R:

E:[.El E, - Ep}.

Como £ ¢ uma matriz ortonormal, Z pode ser expressada como:

Z=z I'+SEE'X .

Agora, seja:
SEy S N,
s.e 5.8 SRR
2Py Jabm 2571
F=8E = ". . e
Spepl ‘speﬂ T “Spez?p
z,ejit:"ﬂ Y ey,
J - v j -
A=EX :

PILTET Zelf,},x@
1

Na termnologia de andlise fatorial em R-mode, F & chamada a matriz de fatores
comuns ou matriz de comunalidades (nfo envolve locagdes) e A € chamada matriz de fator
especifico ou matriz de especificidades (seus elementos dependem da locagio),
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Cada coluna na matriz Z € um vetor de p varidveis. Na a-ésima locagdo, o vetor &
z_. O vetor z,_ pode ser expressado em termos dos elementos de F e A como

Slelj

A 8,8, .

- 272
iZ=E +Z;e,a;;xm :
J=1 ksl *

8 & .

o

Isto €, cada coluna de Z & representado como uma soma ponderada de vetores de fator
comum com pesos, que sfio os fatores especificos da G-ésima coluna de A.

A matriz A (pxn) contem as coordenadas das # amostras ao longo dos p eixos. Em
A os pesos de uma linha nfo se correlacionam com qualquer outra (devido aos autovetores
em R-mode para cobrir o espago p-dimensional, a obtencdo da base ortogonal fez com que
as coordenadas de dados sejam nfo comrelacionadas). Para verificar que a auséncia de
correlacio se estende espacialmente, os semivariogramas cruzados entre as linhas de A
deverio ser calculados. Se os variogramas entre 0s pesos sfo negligencidiveis, das linhas de
A, os semivariogramas séo calculados & modelados.

Para uma dada locagfo x,, calcula-se um estimador para a varidvel & através da
Krigagem ordindria; |
@, =Y Ma, . k=Ll.p.

=]

. 2
Entfo a;, € o estimador de Krigagem para a especificidade desconhecida z €%
k=}

O estimador para o vetor (p X1} na locagdo x, € dado por:

Sieij

£ 5,8,
* = # 2‘2‘;
anx."!'E am
=

»E

Para se colocar em notag#o matricial, agrupamos os p estimadores krigados em um
vetor px1i:
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e temos que:
Zo=Z+Fa,

Utilizando-se da falta de comrelagio cruzada espacial entre as linhas de A, ¢ problema
de estimar vetores de dados muitivariados distribuidos espacialmente € reduzido a uma série
de p krigagens ordindrias.

Quando as varifveis sfo totalmente amostradas, os p conjuntos de pesos A
(o=1,..,n) s&o os mesmos, ¢ somente um conjunto de equactes de Krigagem necessita ser
calculado (Hohn, 1991).

O método descrito nesta secdo & aplicado por Davis & Greenes (1983) ao problema
de estimar valores da porcentagem do teor do freixo/madeira (ash), porcentagem do teor de
enxofre e teor do valor calorffico em um. dep6sito de carvio, E também utilizado em um

conjuntto de dados reais no capitulo 5.

E possivel atacar o problema de particio de R de muitos modos diferentes. Por
exemplo, realizar a decomposigfio em componentes principais do valor esperado de [R],
[.E (R)], ao invés de R, H4 também muitas maneiras de ortogonalizar a base, cobrindo o
espaco p-dimensional. A extracfo em componentes principais em R-mode € somente um dos

possiveis métodos.

48



Métodos Altermativos de Prediciio

4.2. Analise de Krigagem fatorial (AKF)

Qs procedimentos padrfes de andlise de dados utilizados para dados muitivariados
falham por nfo levarem em conta as caracteristicas espaciais de um fendmeno regionalizado,
N#o hd um modo simples de incorporar & locag8io dos pontos amostrais & andlise, A Andlise
de Krigagem Fatorial (AKF) tornou possivel incorporar, na andlise, a caracteristica espacial
do fendmeno (Sandjivy, 1984).

A AKF foi desenvolvida por Matheron (1982), e permite a decomposicio de uma
varidvel regionalizada em diferentes estruturas espaciais, que podem ser mapeadas

separadamente pela angdlise.

Do variograma expermnental de uma varidvel regionalizada, um variograma fatorado
composto de vérios modelos bdsicos € ajustado. A amplitude de cada modelo bésico ¢
associada com uma certa escala espacial. A AKF permite diferentes componentes {para essas
escalas espaciais) a serem estimada pela Cokrigagem (Jaguet, 1989}, Ou sefa, afribui a cada
estrutura no modelo uma "varidvel ficticia" {que corresponde a um certo nivel de frequéncia
do fendmeno) que pode ser estimada utilizando-se & Cokrigagem (Sandjivy, 1984).

Galli & Sandjivy {19835, citado por Jaquet, 1989) compararam teoricamente a AKE
(dominio espacial) e Anédlise FEspectral (dominic da frequéneia), demonstrando sua
equivaléncia formal. A AKF parece oferecer maiores possibilidades do que Andlise
Espectral, pois esta ndo € diretamente aplicdvel a dados irregularmente espagados: é
necessdrio que os dados sejam interpolados aes nds do grid. A AKF apresenta a vantagem
de frabalhar diretamente com os dados, porque o cdlculo dos variogramas ndo requer dados
regularmente espagados.

A AKF, portanto, torna possivel incorporar as caracteristicas espaciais do fenémeno
na andlise de dados, e df um tipo de "andlise espectral” (Galli, Gerdil-Neuiliet e Dadoy,
1984).

As matrizes de corregionalizagio B podem ser vistas como matrizes de varincia-
covaridncia de escalas espaciais particulares. Podemos, entfio, tentar estudar as componentes
espaciais (secdo 4.2.1), que representam o comportamento das varidveis regionalizadas para
cada escala espacial u.

Por outro lado, as matrizes de corregionalizagio B, podem ser fatorizadas em um
produto de matrizes A, multiplicada por sua transposta:

Bﬂ = %Aa ‘
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Assim, as componentes espaciais podem ser representadas como uma combinagio de
fungdes aleatbrias nfo correlacionadas, com coeficientes @ retiradas da matiz A Temos
entdo a estimagfo de fatores regionalizados (segfio 4.2.2), que refletem os aspectos
essenciais da informaclo multivariada para uma certa escala espacial u. Dependendo de
como serd obtida a particBo das matrizes B, surgem vérios métodos de andlise de
corregionalizagio que podem ser utilizados para definir fatores regionalizados. Neste
trabalbo, serfio apresentados: a ACP (seclio 4.2.2.1) e a fungdo discriminante (secfo
4.2.2.2y. Muitos outros métodos sdo possiveis, pois hd muitas maneiras de decompor uma
matriz simétrica positivas semidefinidas. Mas muito cuidado deve ser tomado para se
selecionar somente aquelas maneiras que possuem significado para interpretagio (Schervish,
1987, citado por Wackernagel, Petitgas e Touffait, 1989).

QOutras técnicas de particfo da matriz B, podem ser vistas em Wackernagel, Petitgas
¢ Touffait (1989), que apresentam uma andlise de corregionalizagfo baseada em correlagdo
candnica, fator de autocorrelacdo minimax, modelo de covaridncia proporcional e

escalas espaciais entre contrastes maximos.
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4.2.1. Estimacido de Componentes Espaciais

Utilizando o modelo linear de corregionalizacfo, a vanidvel Z,(x) (i =1,..,p) pode

Ser eXpPressa como:
Iy
- u
Z()=Y 2 rm,
£pm!

onde 1, é o vetor de médias locais. Sem perda de generalidade, podemos considerar m =0.

Cada componente espacial Z'(x) representa o comportamento da fungo aleatéria
Z,{x) para uma escala espacial 1. Assumindo a estacionariedade de 2* ordem, a2 matriz de '
corregionalizagfio B, ¢ realmente a matriz de variéincia-covaridncia das componentes Z(x).
Portanto, cada B, descreve a estrutura de correlagfo associada & escala espacial 1.

Pela decomposi¢io de cada Z,(x) em vdrias componentes espaciais Z{x}, podemos
estudar o comportamento da varidvel Z para diferentes escalas espaciais. Essas componentes
espaciais podem ser estimadas por Cokrigagem Fatorial:

P # i .
ZI.:° (xy) = Z ZK’QZE (x,) .

i=1 o=}

O conjunto de equacdes de Cokrigagem para uma componente espacial com uma
média local igual a zero € dado por,
2 on

PO (x ,x, )+, =Co(
;;Rjg(a“,xﬁ) M, = G (%) P=1,.p

ikﬁ“(} =171
=l

onde [i, sBo muitiplicadores de Lagrange.

Viérios autores t8m examinado as componentes espaciais utilizando somente a
informac@io de vma varidvel Galli, Gerdil-Neuvillst ¢ Dadou (1984), Sousa (1989),
Wackernagel (1988), Jaquet (1989} ¢ Raspa et al (1992).
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4.2.2. Estimacao de Fatores Regionalizados

As matrizes de corregionalizacio B, podem ser fatorizadas em um produto de
matrizes 4 multiplicada por sua transposta:

] . !
B = A'A .
Assim, as componentes espaciais podem ser representadas como uma combinagdo de

funcfies aleat6rias nfo correlacionadas com coeficientes @, retiradas da matriz A . Temos

entdo, a estimacfo de fatores regionalizados.

Utilizando o modelo linear de corregionalizac#io, cada componente espacial (segfio
4.2.1) £ (x) pode ser representada como uma combinagfo lingar de funges aleatérias niio
correlacionadas V' (u=0,..,s ¢ k =1,.. p), com coeficientes de transformagiio a,.

& 5 P
Z{x)= Z;’(x)=2?:a;};“(x) i=l.,p,
b=th kel

=

ou seja,

£
Z‘,"{x)x;:a;}’;‘(x) i=1,.,peu=0,.5 .
=}

Isto significa que os coeficientes de transformacfic ¢, permitem: passar de um
conjunto de varidveis a outro. Veremos, nas secfes 4.2.2.1 e 4.2.2.2, como obter o5
cosficientes a, (coeficientes das mafrizes de transformagfio 4 ). Serdo apresentadas apenas
duas técnicas: ACP e funcfio discriminante.

Y'{x) sfo fatores regionalizados, e somente alguns deles (em geral bem menos do

que p) sfio relevantes. Fatores regionalizados sfio estimados em uma locagio x, através de

uma combinagfo linear,

~ poon .
Yo (r) =Y Y X Z(x) -

JE R |

O modelo variogrfico € decomposto em estruturas espaciais, ¢ os coeficientes )
sfo decompostos em coeficientes de transformacfo @, (veja a segfio 2.4.3),

A Iy Fi
V(=Y big, (=YY aza,8,(h) .
)

ti=k) k=3
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Mininuzando a varifincia de estimacfo sobre a restricfio de nfo viciado e sujeito a
condigdies que filtram as médias locais das varidveis, chegamos ao conjunto de equacdes de
Cokrigagem Fatorial,

F ]

Bar (% =a’g {:
Z‘;;R-i’yii(la’xﬁ)-%uf—a"kng“u(x“’xa) i=] P
ot e pasa f

n 3

E?é?:{) a=l,..,n
=1

onde §l. séo multiplicadores de Lagrange.

Também pode ser utilizada a covariincia, ao invés do variograma:

=Y CiW =Y K, ) |

=) =l
As covarifincias espaciais €, {h) dos fatores regionalizados podem também ser deduzidas do
variograma por,
g =K0)~-K (=1-K (k) .

& o conjunto de equagfio é dado por:

2 n
f} - - — “’e ) .
;%),J;Cg.(aa,xﬁ)i-ui =l K, (X,,%) i1

Eﬁ;zo a=1,n"
=

onde i, sfo multiplicadores de Lagrange.

Como os fatores regionalizados sfo puramente artificiais, a varidncia minima nfo €

calculada porque ndo tem significado fisico.
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4.2.2.1. ACP na Corregionalizacio

O método estatistico muitivariado chamado de Andlise de Componentes Principais
{ACP) € uma maneira eficiente de resumir a informacio contida em uvina matriz de varilncia-
covarifincia V ou uma matriz de correlagfio. Assim, podemos tentar resumir as matrizes B,
utilizando uma soma de fatores ndo correlacionados, através da ACP. Wackernagel (1988,
1989), Wackernagel, Petitgas e Touffait (1989), Wackernagel, Webster ¢ Oliver (1988) ¢
Souza (1989) utilizaram a ACP para estabelecer um modelo linear de varidveis compostas
de fatores regtonalizados.

Podemos obter as matrizes de transformagiio 4 , de coeficientes a,, da seguinte
maneira;

Uma mairiz de corregionalizacio pode ser decomposta resolvendo-se o problema de
autovalores regionalizados {Wackernagel, 1988)

BuQu = AyMuQa cont Q:MHQH =1 *

onde:
A, ¢ uma matriz diagonal de autovalores A, ;

Q, é uma matriz M_-ortonormal de autovetores g,; ¢

M, € uma matriz simétrica positiva semnidefinida representando uma métrica.

Considerando-s¢ M, como uma matriz identidade, isto €,
M =1,
o problema se reduz ao problema de autovalor cldssico:

Q;BHQ.:H = ‘au *

QOu seja, as matrizes de corregionalizagic B sfo decompostas em um sistema de

autovalores e autovetores:

B, =0A0, = (A 0,) A0, = A4, ,

onde A, € uma matriz de transformacfo de coeficientes a;,.
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Portanto, as matrizes A, sfo obtidas por uma decomposicio das matrizes de
corregionalizacfic B, (que assumimos serem positivas semidefinidas) em matrizes diagonais

de autovalores A e matrizes de autovetores ortonormais (,, ou sgja,

Au :Qu\/A—u'

Isto nos leva a uma decomposicBo em componentes principais das matrizes de

corregionalizacho.

Note gue desta maneira, a; = qj;\fg {onde [ é o autovalor associado com o &~

ésimo autovetor g;, da matriz de corregionalizagfo B ).

Os gutovalores maximizam 4 varincia representada pela matriz B, e os autovetores
podem ser escolhidos para cobrir um sistema de eixos chamados eixos principais. Os eixos
principais associados com os mais importantes auvtovalores explicam as caracterfsticas
egsenciais da estrutura de covaridneia. Como a matriz ortonormal ¢, satisfaz a equagédo da

hiperesfera unitdria, as coordenadas das varidveis em um par de exos principais estd deniro
de um circulo centrado na origem (Wackernagel, 1988).

4.2.2.2. Funcio Discriminante na Corregionalizacido

Similarmente a ACP baseada em B (segfio 4.2.2.1), a funglio discriminante
regionalizada pode ser definida por uma diagonalizagfo das matrizes B, utilizando & matriz
de varifncia-covariincia (V) como umsa métrica (Wackernagel, 1988 e Wackemagel,
Petitgas e Touffait, 1989), ou seja, considerando

M, =V

Neste caso, as matrizes de sutovetores sfo escolhidas V-ortonormais e,

AR =Qav\/g N
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4.2.3. Exemplos de Analise de Krigagem Fatorial (AKF)

Apresentaremos inicialmente um exemplo de AKF para fatores regionalizados no
caso univariado e citacBes de artigos onde os outros tipos de técnicas foram utilizadas:

O exemplo descrito a seguir, retirado de Sandjivy (1984), tem como objetivo &
ilustragfio da técnica de AKF para fatores regionalizados no caso univariado. Para uma
melhor compreensfo, também foram incluidas trés figuras ilustrativas dos resultados
retiradas do artigo de Sandjivy (1984). Maiores detalhes, consultar ¢ artigo citado.

Sandjivy (1984) apresentou um exemplo simples para AKF no caso univariado.
Estudou 2 distribuicBo de cobre em amostras de solo coletadas de uma grande "malha” de
prospecclio na drea de Munster (Franga). Foram coletadas 977 amostras de solo para 22
elementos quimicos e apresentados os resultados para a AXKF de cobre.

A distribuigfo do cobre apresentou um histograma unimodal de forma "lognormal”,
com média 19.7 ppm e varidncia 747. Para mapear o cobre utilizando a Krigagem, foi feita
uma fransformacio para a normal. (Veja o comportamento espacial de Z(x) na Figura

4.2.3.1),

A regionalizago do cobre fol representada por um modelo de covaridncia
estaciondria e isofrépica (veja a Figura 4.2,3.2}, Como temos gpenas uma varidvel, a férmula
para N, =3 escalas espaciais € dada por:

C(h) = i(a“ YC,(h)

s} »

=a;C, +a’C (hy+a’C,(h)

onde:

¢, efeito pepita > = 0,30
C,: modelo esférico com amplitude igual a 2 unidades a; =0.15
€,: modelo esférico com amplitude igual a 9 unidades a; =0.60
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Estes modelos basicos podem ser associados com irés diferentes "harménicos” de

regionalizagio.

C, aspecto erratico (altas frequéncias)
C,: estrutura local (médias frequéncias)
C,: origem regional (baixas frequéncias)

As correspondentes ¥, ¥, e ¥, s@o estimadas da decomposigo de Z(x):

Zix)= iay}f;

u={)
=a¥, +al +a),
¥, pode ser considerada como uma flutuagfo local, um mapa de anomalias
(irregularidades) e Y, corresponds & variagfo regional, de acordo com o mapa geolbgico
{veia a Figura 4.2.4.3}

Segundo Sandijivy (1984), para cada valor anormal estatisticamente (Cu > 50 ppm)
os coeficientes de correlagio r,, 5 € 7, associados com ¥, ¥, e ¥, ajudam a decidir se esses
valores sHo reglonais ou andmalos.

™

Figura4.2.4.1. Z(x): Varidvel regionalizada unidimensional
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Clhl= Ty Cyihiag inl

Y
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Figura 4.2.4.2. Andiise estrutural de Z(x)

$¥yin} ¥yix}
Yy} —eC (e} Yziud—olyth)

N

N

I

Variacdo Local Variacdo Regional

Figura 4.2.4.3. Andlise de Krigagem Fatorial: Z{x}=aY +aY +a,¥,

Hustracdes de um exemplo de AKF, retiradas do artigo de Sandjivy (1984).

Encontramos na literatura vérios artigos que aplicam a AKF na andlise de dados e,
alguns trazem variagfes da técnica. Entre eles:

Galli, Gerdil-Neuillet ¢ Dadou (1984) utilizaram a AKE em dados magnéticos para
determinar as estruturas locais.

Jaquet (1989) aplicou AKF em uma espessura da camada de um reservatorio,
obtendo componentes, associados com o depdsito ambiental, que sfo favordveis 3
exploragiio de petréleo, Analisou um conjunto de dados geoldgicos de um campo de gés
utilizando 214 amostras irregularmente espagadas e uma varidvel,
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Souza (1989) utilizou AKF para analisar um grupo de minério extraido ao sul de
Portugal. Estudou 491 amostras com anélise de 6 elementos quimicos,

Wackernagel (1988) aplicon a téenica de ACP na estimaglo de fatores
regionalizados a um conjunto de dados geoquimicos da regiio de Ancenis (Loire, Franca).
Estudou 1233 amostras de solo e 15 elementos geoquimicos.

Wackemnagel, Webster e Oliver (1988) utilizaram a técnica de ACP na estimagio de
fatores regionalizados em um conjuntc de dados de solo de Foresty Wyre, perto de
Birmingham (Inglaterra).

Wackernagel (1989) analisou trés elementos quimicos, Cu, Pb ¢ Zn, medidas em
2049 amostras de solo coletadas ao norte da cidade de Brilon, durante o projeto
"Rhenoherzynikym”, utilizando a téenica de ACP na estimagio de fatores regionalizados.

Rouhani & Wackernagel (1990) apresentaram a técnica de ACP na estimagfo de
fatores regionalizados num contexto diferente, qual seja, na andlise de dados espago-
temporais em varidveis hidrol6gicas. Associaram uma série temporal a um variograma
particular bédsico construido com dados piezométricos. Os autores estudaram seis pogos {6
varidveis) na Franga, onde o conjunto de dados € composto de leituras piezométricas

mensais,

Raspa et al {1992) trataram da classificagfo de solos, para um mapa semidetalhado
em uma 4rea situada na Regifio Emilia Romagna (Norte da Htdlia), utilizando ACP na
estimaciio de fatores regionalizados. Foram medidas mais de 750 amostras de solos em

varias distdncias, e foram consideradas seis varidveis.

Goovaerts & Sonnet (1992} descreveram uma aproximacfio geoestatistica para
analisar o comportamento espaco-temporal das propriedades dos dados que sfo densos no
espaco e escassos no tempo. O comportamento temporal das propriedades de interesse €
estudado para cada uma das escalas espaciais identificadas. O método ¢ ilustrado com o
estudo do comportamento espaco-temporal de célcio, cloridro e nitrato em uma fonte
origingria da linha diviséria das dguas (watershed) de Dyle (Bélgica),
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4.3. Andlise Baseada no Variograma Multivariado

Bowrgault & Marcotte (1991} apresentaram uma nova aproximacho geoestatistica
multivariada (no contexto do modelo linear de corregionalizagio), que utiliza o variograma
multivariado para realcar as estruturas espaciais comuns a0 conjunto de varigveis.

O variograma multivariado € definido de maneira similar ao variograma tradicional,
pelo valor esperado do quadrado de uma disténcia, em um espago p-dimensional (p € o
niimero de varidveis). Combinada com o modelo linear de corregionalizacio, esta ferramenta
providencia wma maneira de enconfrar variogramas elementares que caracterizam as
diferenies escalas espaciais contidas em um conjunto de dados com p varidveis. Se o mimero
de componentes elementares € menor ou igual 30 ndmero de varidveis, € possivel estimar os
pardmetros de corregionalizacfo pela Cokrigagem ou pela inversfio matricial direta. Esta
nova ferramenta simplifica o procedimento proposto por Matheron {(1982) e outros autores
citados na secfo 4,2.2.

A pesquisa dos variogramas elementares € realizada utilizando-se somente um
variograma (multivariado), ao invés dos p(p+1)/2, no caso isotrépico, requeridos na
aproximagfo de Matheron (1982). A estimacio direta dos pardmetros do modelo linear de
corregionalizacio envolve a criagZo de matrizes de cérregianalizag:én positivas semidefinidas

de posto 1.

Em resumo, é possivel calcular novas varidveis que sintetizam a informacio
multivariada de cada escala espacial determinada pelo variograma multivariado.

4.3.a. Algumas definicies necessdrias:

ay Distincia (Euclidiana) em um Espaco de Varidvel Unidimensional

A(hy =l2(x) - 20e 4 )= [2(x) ~ 2+ D]

onde:
X = vetor que determina a posicfo espacial de uma amostra;

/1 = vetor de medida da distAncia espacial entre duas amostras; e

z{x} = valor da varidvel no ponto x.
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b} Variograma Tradicional Experimental
O varlograma experimental fradicional pode ser considerado como o valor esperado
do quadrado de uma distlncia, no espaco da varidvel.

W) = AVG {[z(x) - z(x+ )] } = 4G {[am)['}

onde:
h = vetor de medida espacial disposto entre duas amostras para uma classe de

disténcia direcional; e

AVG | = média do nimero de pares para este lag.

¢} Distancia Enclidiana em um Espaco de Varidavel p-dimensional

dh) = \/i[zi {(x)—z (x -i-h)]

iml

2
*

onde:
z.{x) ¢ o valor da varidvel | na amostra localizada em x.

Em notacio matricial, utilizamos as seguintes definicoes
2(0) =[2,(0,2,(0),..2, (0] e

Ixp

d(h) = \/[z(x) —a(x+ )] {z(x) —2(x + h}]f .

onde I € a matriz identidade pX p

d) Disténcia em um Espaco de Varidvel p-dimensional

d{h)= \/[z(x) —zx+B) M [ex)~2(x+h)] ,
onde M, = matriz simétrica positiva definida utilizada como métrica, & a maneira

como pode ser encontrada estd descrita no ifem i,
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e}

g)

h)

Variograma Experimental Multivariado
Por analogia com o variograma fradicional experimental, o variograma multivariado

experimental € definido como:
2G(h) = AVG {[z(x) ~2(x+h)| M[2(x) —z(x+h)}l}
= AVG {lamF} .
Note que quande M =1, o variograma multivariade ¢ simplesmente a soma de

variogramas univariados experimentais (item b).

No contexto de fungdes aleatdrias estaciondrias de 2 ordem:
z,{x): realizacSes da fungHo aleatdria Z (x)
2 ={Z,(0),.nZ, (0], e

E[Z(0)]=p=[ps....1, ]

Ixp )

Variograma Multivariadoe G(h)

2G(h) mE{[z(x)—Z(x+h)]M[zcx)-z(x+k)f} .

Covaridncia Multivariado (ou Covariograma Multivariade) X(h)
K(h)y= E{[Z(x) | M[Z(x+h)— u]f}
= E{Z(x) MZ{x +hy —uMu’} .

onde M, , =matriz simétrica positiva.definida no item i

Relacio entre G(h) e K(h)
Gy =K ~K{h) .

Esta relac8o & vdlida para qualquer matriz simétrica M. Deve ser notado também que
G(h) e K() sHo simétricos em A. (A prova pode ser vista em Bourgauit & Marcotte,
1991.)
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1) Determinacio da Matriz Siméfrica M
Segundo a maneira como definiremos a partigio de Z{x) na pégina 64, temos que:

V= 5{[2(3:)]’2(35)} = E{A.f[}f(x)f X(x)A} =A'A.

A mnversa de Moore-Penrose (inversa generalizada) da mairiz V é uma matriz V7, tal
que:
WV=V e VVV =V,
Fazendo
M =V, temos que
AMA = AV A’ = Iy

onde M é a Inversa de Moore-Penrose da matriz de varidncia-covarincia de Z(x). Quando
M é de posto completo, ela € definida como a métrica de Mahalanobis (Mardia, Kent e
Bibby, 1979, pp. 31). Exemplos de outras métricas sfo: matriz identidade (euclidiana),
matriz diagonal com a inversa dos desvios padrfes, a métrica de qui-quadrado, etc.

Na prética, a métrica pode ser encontrada por uma decomposicio em valores
singulares da matriz de variincia~covaridncia V. A métrica utilizada € ento:

VT =QA
onde:
V: matriz de varidncia-covarifincia {p X pj com posto N . ;
A: matriz diagonal (N, X N ) de autovalores nfio nulos ; e

(: matriz (N, X p) de autovetores agsociados com autovalores n#o nulos.

4.3.b. Estimacéo

Utilizando o modelo linear de coiregionalizacio, a estimagfio envolve um conjunto
de p funcles aleatfrias de 2* ordem, Z{x) (i=1,.,p). Bssas fungfes podem ser
particionadas em N_ fungSes aleatérias ortogonais (estaciondrias de 2® ordem), X, (x)
(u=0,..,5). Ou seja, cada uma das p fungles aleatérias € uma combinagfo linear de N,
fungBes aleatbrias ortogonais;

Z{x) = gam}{“ (x),
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onde;
Z,(x}: funcdes aleatérias estaciondrias de 22 ordem, centradas em zero;

X, (x): fungdes aleatdrias estaciondrias ortogonais de 2* ordem, com varifincia unitdria e
valor esperado zero;

a,: constantes numéricas que sfo pardmetros da corregionalizacio; e

N _: ntmero de estruturas espaciais (N_=5+1).

Em notagiio matricial:
Z(x)lxp - X(x)sz, AN,x

,-

No modelo definido aqui, assume-se apenas um fator para cada escala espacial u
(1 =0,..,5), enquanto o modelo de corregionalizacfo de Matheron {1982), na estimagfo de
fatores regionalizados {(apresentado na secfio 4.2.2), difere na existéneia de p fatores
ortogonais para cada uma das N escalas espaciais contidas nos dados, onde o objetivo era
obter N X p varidveis ortogonais (dimensdo N, x p} de um espago p-dimensional.

Duas fungles aleatfrias, X (x) e X (x). devem ter o mesmo variograma, mas
variograma cruzado igual a zero. Todos os variogramas e variogramas cruzados da fungo

aleatéria Z, (x) s#o representados como uma combinacio linear dos variogramas de X _(x},
’Y X, (}1) '

Y, ()= g DY g0

Aplicacdio do Variograma Multivariado no Modelo Linear de Corregionalizacio

2G(h) = E{[Z(x) —Z(x+W)M[Z(x)-Z(x +}z)]!}
= E{[X(x) - X (x+R)]AMATX (x) - X(xm)f} ;

AMA =1

N,

260 =Y vy ()
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isto €, o variograma multivariado serd a soma dos variogramas das compounentes
ortonormais subjacentes. Isto forna possivel identificar ag diferentes escalas espaciais no
variograma, Como queé as fungBes aleatdrias tBm varifincia unitdria, o patamar do
variograma multivariado indicard o nimero de escalas espaciais N _..

Os v, (1) sHo facilmente determinados "quebrando-se” o variograma multivariado
em pma soma de variogramas de patamar igual a um.

Para filtrar (ou analisar) as varidveis Z (x) de acordo com as diferentes escalas
espaciais identificadas no variograma multivariado, os coeficientes @, da corregionalizacio
devem ser estimados. Os coeficientes a,, s8o obtidos por regressdo néo linear, utilizando o
RNLIN (subroting} do software IMSL (citado por Bourgault & Marcotte, 1991), ou
fazendo seu prdprio programa descrito a seguir. A estimagfio de A segue o seguinte
algoritmo iterativo:

+ Passo 0: Solucfio inicial & proposta para A* (faca k =0). Uma possivel solucfio inicial
poderd ser os primeiros & vetores de uma Anélise de Componentes Principais em Z(x).

s Passo 1. Utilizando a formula de v, (k) e A%, caleular os variogramas ¢ variogramas

cruzados.

» Passo 2 Os y,(h) sdo comparados com os encontrados experimentalmente. Uma

estatistica de melhor ajuste € calculada.

+ Passo 3: Esse valor € comparado com a iterag8o obtida previamente. Se a diferenca €
suficientemente pequena, o algoritmo péra; caso contrdrio, k =k +1.

» Passo 4: A préxima solugio de A* é encontrada pelo algoritmo de Marquardt {1963). A
iteracio recomega no Passo 1,

Estimando-se os coeficientes g, diretamente, a matriz de varifincia-covariincia
Ve A’A € necessariamente positiva semidefinida (ou positiva definida, se A é de posto
completo), Também A’A pode ser decomposta como soma de N submatrizes positiva
semidefinida, onde cada uma tem posto 1 e representa uma parte da matriz de covarisncia |

Uma decomposigfo similar & descrita nesta se¢fo é apresentada na secic 4.2.2, mas
nessa aproximacfo, as submatrizes t€m que ser checadas para verificar se sfio positivas
semidefinidas. Aqut elas sdo assumidas por construgéo.
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Existem duas opgdes para a estimagfio das varidveis ortogonais X {x}. A primeira €
baseada na Cokrigagem e a segunda na inversfio matricial direta:

Cokrigagem

X, (%)= i ix‘azi (x,) .

pel o=l

Os pesos ?J'ﬁ s#o obtidos resolvendo-se o sistema de equagOes de Cokrigagem:

P on
Zz,kiyﬁ(xaax;})‘l'uf =Y %, (x5 %)

=t Bl

i=1..,p
a=1.,n

El

onde |1, sfo multiplicadores de Lagrange.
Este método produz uma estimativa de um X, (x) nos pontos nfo amostrados.

Iaversio Matricial Direta
X (), = Z(5) gy A(AATY

onde n € o ndmero de amostras, N_ € 0 ntmero de estruturas espaciais e p € ¢ nimero de
varidveis,
Uma vez obtida X {x}, a Krigagem ordindria de cada componente pode ser

calculada. Note que esta opcHio nfio envolve variogramas, Ela providencia estimativas de
todas as componentes ortogonais &0 mesmao tempo, mas somente nos pontos amostrados.

Nota: Virios autores reconhecem a importincia de se utilizar a informac8o espacial
para realizar a andlise de cluster para amostras com referéncia geogrdfica. Bourgauit,
Marcotte ¢ Legendre (1992) sugerem o variograma multivariade, (G(h), e o covariograma
multivariado, K(h), para serem utilizados como fungBes espaciais na formacgfo automdtica de
grupos espaciais homogéneos,

66



Métedos Alternativos de Predigio

4.3.c. Modelo Realistico

Com dados reais, a matriz de varidncia-covaridncia V € quase sempre de posto
completo (p). Isto € (de certo modo)} o resultado de erro de medida e arredondamento.
Levando isso em conta, o modelo linear de corregionsalizacfo deve ser modificado.
Adicionamos rufdo branco para cada uma das varidvess Z (x) e supomos que esses ruidos
sfio independentes um do outro e independentes das varidveis Z {x):

Z(x),, = X(x)lm, ANsXP +E(x)lxp ,

Ixp
onde E(x) = p ruidos brancos.

Para o modelo linear de corregionalizagdo com rufdo adicionado, a matriz V €
dirstamente inversivel, € a métrica utilizada no variograma multivariado serd a méirica de
Mahalanobis (Mardia, Kent e Bibby, 1979, pp. 31).

Bourgault & Marcotte (1991) aplicaram a t€cnica de predigio baseada no
variograma multivariade no estudo da montanhs de Lakeview (Califérnia). Utilizaram um
conjunto de 147 amostras dispostas em uma malha regular e 7 elementos quimicos.
Bourgault, Marcotte ¢ Legendre (1992) utilizaram o mesnmio conjunto de dados para realizar
uma anglise de cluster utilizando o variograma multivariado e o covariograma multivariado.

Bourgauit & Marcotte (1992) compararam a t8cnica de ACP na estimac#o de fatores
regionalizados com a andlise baseada no variograma multivarisdo em duas situagBes. A
primeira em um conjunto de dados simulados e rufdo adicionado, ¢ a segunda em um estudo
de caso de exploracZo de um depdsito de ndquel-cobre no Labrador. Os aufores mostraram
que a angdlise bascada no variograma multivariade providenciou resultados mais fdceis de
interpretar (em termos geol6gicos) do que a ACP, na estimacHo de fatores regionalizados.
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4.4. Andlise Fatorial Espacial

Grunsky & Agterberg (1988) apresentaram a aplicagfo de uma técnica denominada
Andlise Fatorial Espacial. Bsta técnica produz combinag@es lineares de varifveis que
possuem correlagcfo médxima baseada em estimativas de autocorrelagio e correlaco cruzada,
num intervalo de lag especifico. Note que a téenica apresentada na se¢fo 4.1, ACP (Davis &
Greenes, 1983), € baseada em combinagdes lineares de varidveis derivadas de varifincia
maxima.

Apenas como ilustracfo, apresentaremos as idéias bdsicas do método proposto.

O procedimento de andlise fatorial espacial requer que estimativas de autocorrelacdo
e correlagdo cruzada sejam obtidas para as varidveis sobre a amplitude espacial dos dados.

As autocorrelaglo e correlagfio cruzada podem ser expressas de modo tal gue uma
varifvel aleatéria X, ({ =1,..,p) com mélia zero na locagfio o (no espago geogrdfico) é
relacionada 3 X ; {j=1,.., p) em outra locaco D pela funcio F, (daﬁ), com:

X = Fldg) X g+ F

i e

onde cx e B variam de 1 a n, e 12 é 0 ndmero total de observagdes. F, (daﬁ) & uma funciio da
distincia d_, entre dois pontos. Considera-se que esta fungio decai a zero na distincia
miéxima da “vizinhanga" (amplitude). O resfduo € uma varidvel aleatéria £, no ponto «.
Satisfaz £(E, ) =0e E,_ € assumida ser independente de X ;.

A escolha das fungbes F(d ) utilizadas para estimar autocorrelagdes e correlagdes
cruzadas dependem da natureza das relagfes espaciais. Diversos modelos podem ser
escothidos, tais como modelos esféricos, gaussianos, exponenciais, etc. O modelo utilizado
por Grunsky & Agterberg (1988) ¢ dado por;

Fo(dmﬁ) =a+bda3 +cd?

e € estimado por minmos quadrados ordindrios. Isso € feito paracada x, (a=1,..,n) com a
outra locagdio X, dentro de uma vizinhanga ao redor de o (de raio de toleréncia ), O valor
de d representa qualguer lag intermedidrio tal que O< d < D.

Esta técnica foi utilizada para analisar um conjunto de dados litogeoquimicos na drea
de Ben Nevis (Ontdrio - Canad4) em Grunsky & Agterberg (1988) e, com uma pequena
modificacfo, Grunsky & Agterberg (1992).
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4.5. Programas Disponiveis

« Paraa ACP 0 SAS (SAS Institute) possui 0 PROC PRINCOMP.

* Hohn (1985) apresentou um programa em SAS (SAS Institute) que realiza a ACP sem
usar 08 procedimentos acima e apresenta um estudo de dados de uma segfio composta de

eventos estratigréficos.

o Zhou (1989} apresentou um programa robusto {(em Foriran), chamado de ROPCA, para
a ACP. Os outliers nos dados podem mnfluenciar a andlise e levar a conclusSes erréneas.
Os estimadores de mfnimos quadrados das dispersdes nfo sfo robustos e s8o suscetiveis
a outliers. O problema € inerente & ACP que € baseada em uma matriz de dispers#o. O
autor apresents trds métodos robustos alternativos,

+ Mackiewicz & Ratajczak (1993} apresentaram um programa em Fortran para o célculo

das componentes principais.

« Wackernagel (1989) descreveu o programa chamado LINMOD. Enquanto os programas
acima citados calculam apenas as componentes principais ¢ nfo realizam o estudo
completo, o LINMOD ajusta um modelo variogrifico para os variogramas experimentais
de um subconjunto de varidveis. O medelo decompde os variogramas em vériag
estruturas espaciais fatoradas. As correlagBes das varidveis s3o resumidas aplicando as
componentes principais nos coeficientes das estruturas espacigis. O resultado € um
modelo linear de corregionalizacBo que pode ser utilizado para Krigagem fatorial,
simulacio condicional e Cokrigagem. O autor apresentou um fluxograma para que o

leitor possa escrever seu proprio programa.

+ Marcotte (1991) apresentou um programa para MATLAB que, além de realizar 2
Cokrigagem (ver segfio 3.3), permite a Cokrigagem Fatorial.

+ Um programa para o célculo das sutocorrelagdes e correlagfes cruzadas pode ser visto
em Grunsky & Agterberg (1991a) e, para a andlise fatorial espacial, em Grunsky &
Agterberg (1991b).
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Capitulo §
Aplicacdo dos Métodos de Predicio

Como ilustracio, utilizamos trés técnicas, todas elas em um mesmo conjunto de
dados de mineracfo: Krigagem (secHo 2.2), Cokrigagem (secio 3.1) ¢ ACP (secio 4.1) .
{(Devido ao pequeno nidmero de amostras disponiveis, a confiabilidade das estimativas ¢
muito reduzida.) Mostramos, através deste conjunto de dados, algumas das possiveis
dificuldades ¢ complicagBes ao se analisar um conjunto de dados de mineragfo, onde
digpomos, devido ao custo elevado e dificuldades técnicas, de poucas amostras (que séio,
geralmente, coletadas com um espacamento irregular).

O conjunto de dados estd descrito na secfo 5.1. Na secfio 5.2, os trés métodos de
predicio (acima mencionados) sfo aplicados ao conjunto de dados. A seglo 5.3 contem
notas sobre os célculos, e a seclo 5.4 apresenta uma comparagdo das téenicas utilizadas.

B importante observar novamente que, uma vez que a intengfo é a ilustragfio da
técnica, utilizamos os modelos mais simples possivels.

Observacio: nio foi permitida a divulgaclo da fonte e das caracteristicas (tais como
nome e local) gue permitissem a identificacio dos dados, e por isso as andlises descritas
neste capitulo s&0 apenas ilustrativas. Assim, para a ilustragfo das técnicas de andlise, os
dados foram previamente transformados (padronizagfio dos dados) e as medidas das
coordenadas foram expressas em u.m. (unidade de medida).
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5.1. Descricio dos Dados

Foram amostrados 36 pogos localizados segundo a Figura 5.1.2, levando-se em
conta 5 varidveis importantes. Os locais de observagfio sfio dados em coordenadas UTM
(coordenada norte-sul, N-S, e coordenada leste-oeste, E-W).

Para evitar a identificacBo dos dados, realizamos uma wansformacglo, ou seja, todas
as varidveis foram padronizadas, de modo que tenham média zero e varifincia um.
Realizamos um estudo descritivo de todas as varidveis ¢ escolhemos apenas duas delas para
s andlise. Essa escolha foi feita levando-se em conta a correlaclo entre as varidveis, Foram
escolhidas as duas varigvels com maior coeficiente de correlagio (0.57). Chamamos estas
varidveis de V1 e V2. {Obs.: nas técnicas de Cokrigagem e ACP, a varidvel V2 serd utilizada
como varidvel auxiliar na predi¢io da varidvel V1.)

Um resumo da andlise descritiva univariada para V1 e V2 pode ser visto na Tabela
5.1.1. Os histogramas de V1 e V2 podem ser vistos na Figura 5.1.1 e o gréfico de dispersio
entre as varidveis, na Figara 5.1.3.

A varidvel V1 e a varidvel V2 serfio denotadas, respectivamente, por z,(x_,»,) ¢
z,{x,,¥,), onde (x,,v,)» 00=1,.,36, representa as coordenadas UTM, sendo x a

coordenada leste-oeste (BE-W) e y a coordenada norte-sul (N-S).

E importante ressaltar que a anslise tem como objetivo apenas ilustrar as técnicas e,
sendo assim, nfo serd analisada a geologia do campo (sedimeniologia, litologia, etc),

Qs valores do conmjunte de dados (padronizados) utilizados na estimacfo estfo
apresentado no Apéndice A (Tabela A.1). A representaciio grifica da varidvel V1 nos locais
de coleta pode ser vista na Figura 5.1.4. (Note que, como os grid sfo irregulares, a
visualizac8o 56 foi possivel com a criagho de grids regulares através de Spline),
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Tabela 5.1.1. Andlise Descritiva das varidveis VI e V2,

V] vy ]
Meédia 0,00 0,00
Varifncia 1,00 1.00
Mediana -0,30 0,02
Amplitude 4301 466
Moda -1,39 «1,04
Assimetria 1.35 -0.16
Curtose ' 1,67 0,26 |

Freqéncia

-2
|12
B -0,4
29,4
B1,2
g2

28

Figura 5.1.1: Histogramas das varidveis V1 e V2. Qs valores da legenda representam os

pontos médios dos respectivos intervalos de classes.
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Figura 5.1.2: Localizagdo das 36 amostras para g varidvel V1, onde x representa a
coordenada E-W e y a coordenada N-§S.
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.....

Figura 5.1.3: Grdfico de dispersdo entre a varidvel VI e V2 {p = 0,57 ).
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Figura 5.1.4: Varidvel VI (grid com Spline para permitir visualizagdo), onde x representa
a coordenada E-W e v a coordenada N-S.
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5.2. Aplicacio dos Métedos de Predicio

Uma predigio do valor da varidvel V1 num ponto (x,.y,) baseada nos pontos
observados (x_,¥, ), @ =1,..,36, pode ser feita de duas maneiras diferentes:

(a) num ponto observado com sua prévia retirada; ou

{b) num ponto nio observado.

Q item (&) foi criado para que se tenha uma maneira de comparar, numericamente, as
técnicas em relaclio ao conjunto original. Realizamos 36 estimacgles pontuais para cada
técnics, sendo que, para cada estimacfio, o conjunto de dados € diferente, possuindo apenas
35 pontos. Nao seria possivel retirar uma amostra do conjunto original e verificar se esta
reflete o original porque a guantidade de observacSes (36) j4 € muito reduzida. Para
comparacio sugerimos a utilizaglio da férmula:

gléi[zi(xa,ya)wzf(xa,ya)]z I=K,C,A ,
ma]

onde: K: Krigagem, C: Cokrigagem ¢ A: ACP.

Como as observacles estdo num grid irregular, a visualizagio tridimensional nfo €
possivel. Sendo assim, para que se pudesse ter também uma comparagio visual, criamos
grids regulares através de Spline, para as amostras da varidvel V1 (Figura 5.1.4) e suas
gstimativas (Krigagem: Figura 5.2.1.2, Cokrigagem: Figura 5.2.2 4 & ACP: Figura 5.2.3.3.).

O ttem (b) € a maneira {radicional de predi¢iio, ou seja, o interesse € a predicio de
um ponto nio amosirado. As predigbes foram feitas em 121 pontos, regularmente
distribuidos dentro da 4rea de interesse, sendo que a distAncia entre dois pontos
consecutivos na coordenada x € de 200.4 um. e na direcio y de 197.14 u.m. (.m.; unidade
de medida). Obs.. a disténcia entre os pontos fol assim escothida porque o Spline criou grids
dessa maneira. E interessante comparar visualmente também os resultados do item (a)
{interpolados através de Spline) com o0s resultados do item (b} {predicio tradicional).
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5.2.1. Krigagem

Suponha que a varigvel regionalizada V1, z {x, y), seja a realizacfio de um processo
estocéstico estaciondrio de segunda ordem {Zl {x.y) (x,¥) € 912}. Serd utilizado entfio o
preditor de Krigagem ordindria (secfo 2.2) para a predigfio da varidvel V1, Teremos duas
andlises diferentes de acordo com os itens {a) e (b) definidos na segfo 5.2.

Inicialmente estimamos a funcfio semivariograma, gue nfo é conhecida. Note que
neste caso nfio poderfamos utilizar a funcfio do semivariograma experimental mais simples,
pois os pontos s¢ encontram distribuidos irregularmente sobre a drea pesquisada. O
semivariograma amostral foi caleulado através de uma regularizacfo angular e por classes de
disténcia, conforme descrito na secio 2.1.5, Utilizamos uma rotina (em Fortran) do GSLIB
{Deutsch & Journel, 1992} para o célculo do semivariograma amostral em trés diregSes
principais: N-8, E-W e NW-SE. Os grificos se encontram na Figura 5.2.1.1.a, onde £
possivel assumir uma isotropia nas trés direcSes caleuladas, uma vez que o nosso interesse é
apenas uma ilustragio das téenicas apresentadas. Sendo assim, foi calculado o
semivariograma amostral considerando-se apenas o comprimento r do vetor it (Figura
532.1.1b),

Para ¢ ajuste do modelo semivariogréfico, calculamos vérios modelos através de
outra rotina do GSLIB. Escolhemos o modelo que melhor se ajustou (visnalmente e por
cross-validation, segfo 2.3). O modelo escolhido foi 0 modelo esférico com os pargmetros:
a=1200, co=0¢ ¢ =0.91, plotado em linha continga na Figura 5.2.1.1.

E importante salientar que o nosso objetivo € obter uma estimativa "razodvel” da
funcio semivariograma para fins de predigdo pelo método da Krigagem, ¢ nfo para exame
de caracteristicas geolGgicas estruturais do campo de mineragBio amostrade. Para uma
anglise mais sérig, seria necessdria a adoglio de um modelo semivariografico mais criterioso,
envolvendo um conhecimento maior da drea de mineracfio em estudo. Para a estimagio pela
Krigagem, uma deficiéncia na escolha do modelo semivariogrifice nfo invalida os valores da
prediglo, uma vez que o preditor correspondente € relativamente robusto (Petenate, 1983, e
Valente, 1982).
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Figura 5.2.1.1. Semivariogramas experimentais para VI {a) em 3 direcoes e (b} assumindo
isotropia dos pracessos estocdsticas geradores. A linha continua (Mm) se refere ao modelo
esférico escolhido: a=1200, co=0e ¢ =0.91.

Obs.: Na diregdo 90°% os céleulos foram feitos sem a observagdo n? 2 da amostra (os
valores correspondentes sdo outliers).

Com o maodelo j4 escolhido, utilizamos uma roting do GSLIB para o cédlculo das
estimativag, através da Krigagem, nos 36 pontos amosirados {com sua prévia retirada)
segundo o item (a) da segBo 5.2, Os 36 valores obtidos podem ser vistos na Tabela A2
{Apéndice A). A representagiio grdfica (tridimensional) das estimativas s6 foi possivel depois
da construgfo de grids regulares através de Spline, resultando em 121 pontos interpolados
que podem ser vistos na Tabela A3 (Apéndice A), ea visualizacfo tridimensional, na Figura
52.1.2.

Os valores obtidos de acordo com o item (b) da seclio 5.2 podem ser vistos na
Tabela A3 (Apéndice A}, e a visualizacfio tridimensional, na Figara 5.2.1.3.
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Figura 5.2.1.2. Krigagem nos pontos observados com sua prévia retirada (grid para
permitir visualizagdo), onde K representa as estimativas interpoladas, x a coordenada E-W

e v a coordenada N-S.

Figura 5.2.1.3. Krigagem em uma malha regular wiilizando todos os dados disponiveis,
onde MK representa as estimativas segundo o item (b}, x a coordenada E-W e v a

coordenada N-S.

Comparando as Figuras obtidas (Figura 52.1.2¢5.2.1.3) com a2 Figura 5.1.4, onde 2
varidvel V1 estd apresentads, podemos notar que os valores da Figura 5.2.1.2 seguem os

padrBes da varidvel original, mas com uma suvavizagfo. J& a Figura 52.1.3 é muito
semelhante 2 Figura 5,1 4.
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5.2.2. Cokrigagem

Como apresentamos no Capftulo 3, a Cokrigagem tem como objetivo geral melhorar
as predicdes locais levando em conta informacgles adicionais trazidas por uma covaridvel
(varidvel diferente da que se deseja predizer). Na Cokrigagem, a correlago espacial entre as
varidvels adicionais deve ser "suficientemente forte” para que se obtenha algum ganho de
informac#o.

Utilizarernos a varidvel V2 como auxiliar na estimac#io da varidvel principal V1.
Estamos interessados na estimag8o do vetor z{x,, y,) = [zl(x, ¥hE,(x, y}] dado z{x,, v}, ..,
2(Xy, V5 ) » S€0dO que neste caso as duas varidveis foram medidas em todos os 36 pontos,
ou seia, ndo se tem subamostragem.

Para a estimacfo, é necessdria a informacg#o sobre os semivariogramas das varidveis
V1, V2 e o semivariograma cruzado entre elas.

O semivariograma para V1 pode ser visto na Figura 5.2.1.1. e o semivariograma para
W2 na Figura 5.2.2.1 abaixo. Para o ajuste do modelo semivariogréfico, procedemos como
antes, ou seja, calculamos vérios modelos e escolhemos aquele que melhor se ajustou
visualmente. Escolhemos o modelo esférico com os pardmetros: a=1200, co=0¢¢=0.91,
plotado em linha continua na Figura 5.2.2.1.
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Figura 5.2.2.1. Semivariogramas experimentais para V2 (a) em 3 dire¢tes e (b) assumindo
isotropia dos processos estocdsticos geradores . A linha continua {Mp) se refere ao modelo
esférico escolhido: 2 = 1200, co=0ec=(0.91
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O semivariograma cruzado tedrico {secio 2.4.1), € simétrico quando a ordem das
varidveis € mvertida em sua férmula, desde que respeitadas ag hip6teses de que as varidveis
regionalizadas provém de um processo estocéstico estaciondrio de segunda ordem. Para
verificar essa conduta, calculamos os semivariogramas experimentais para V1xX V2 (Figura
5.2.2.2) e V2xV! (Figura 5.2.2.3), Notamos, pelas figuras abaixo, que essa é uma
suposicBo razodvel. Assim, um modelo foi escolhido para o semivariograma cruzado da
mesma maneira que anteriormente. Escolhemos o modelo esférico com os parfmetros:
a= 1200, co=0e c=0.80. O modelo escolhido estd plotado em linha continua nas Figuras
52225223,

L
2t 2
! e DR “Vmp
g 154 fi A — - R 8154 Rt
g i ——M g
o JJ ! i s
g 44 ) R IR R
[ L e B e - [ ‘. . i g e s
T M N t g ™1 -~ .
s . a L
- i e a —ae . -
] t t ]
2] 500 1000 1500 2000 2500 L 500 1000 1500 2000 2500
iag lag
(a) {b)

Figura 5.2.2.2. Semivariogramas cruzados experimentais para VIxX V2 (a) em 3 direcbes e
(b} assumindo isotropia dos processos estocdsticos geradores . A linha continua (M} se
refere au modelo esférico escolhido: a =1200, co=0ec =080,

Obs.: Na direcdo 90¢, os cdiculos foram feitos sem a observacde n® 2 da amostra {os
valores correspondentes sdo outliers).
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Figura 5.2.2.3. Semivariogramas cruzados experimentais para V2 x V1 (a} em 3 diregoes ¢
(b} assumindo isotropia dos pracessos estpcdsticos geradores. A linha continua (M) se
refere ao modelo esférico escolhido: a = 1200, co=0e ¢=0.80.
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Realizamos a Cokrigagem na estimac8o da varidvel V1, utilizando informacgdes sobre
V1 e VZ, através de uma rotina do GSLIB. Utilizamos 08 modelos escothidos, ou seja,
consideramos o modelo intrinseco (secéo 2.4.3) sem efeito pepita e de amplitude 1200:

¥, (1) = 0,91Esf (1 /1200)
v, (k) =0,77Esf (h/1200)

¥, (1) = v, () =0,80Esf (1 /1200)

onde;
Y.y, v.{R) v,{h) sBo os modelos dos semivariogramas para Vi, V2 e o

semivariograma cruzado entre elas, respectivamente; e £5f () € vm modelo esférico

com patamar ¢ =1 (seclo 2.1.2).

Os fatores das estruturas esféricas sdo positivas, isto é,
0,91 0,80

=0,70-0,64>0
0,80 0,77

Com o modelo acima, estimamos & varifvel V1 através da Cokrigagem. O resultado
para o item {a) da se¢Bo 5.2, interpolado através de Spline, pode ser visto graficamente na
Figura 5.2.2.4. As estimativas obtidas podem ser vistas na Tabela A.2 (Apéndice A).

O resultado segundo o item (b) da segio 5.2 pode ser visto graficamente na Figura
3.2.2.5 e as estimativas na Tabela A3 (Apéndice A).
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Figura 5.2.2.4. Cokrigagem nos pontos observados com sua prévia retirada {grid para
permitir visualizacdo)}, onde C representa as estimativas interpoladas, x a coordenada E-W
e v a coordenada N-§.
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Figura 5.2.2.5. Cokrigagem em uma malha regular utilizando iodos os dados disponivels,
onde MC representa as estimativas segundo o item (D), x a coordenada E-W e v a
coordenada N-S.

Comparando as Figuras 5.2.2.4 5.2.2.5 com a Figura 5.1.4 (varidvel V1 através de

Spline), podemos notar que os valores da Figura 5.2.2.4 seguem os padrdes da varidvel
original, mas com uma suavizag#o, J4 a Figura 5.2.2.5 é quase idéntica 3 Figura 5.1.4,
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5.1.2.3. Analise de Componentes Principais

O método de ACP (segdo 4.1) exige a hipbtese de correlagfo intrinseca, ou seja, que
o conjunto de varigvels possua a mesma estrutura de correlagio em todas as escalas
espaciais. Pelos semivariogramas de V1 e V2 e seus semivariogramas cruzados, vistos
anteriormente, 1sso & razodvel, pois neste caso aparentemente n#o hd a necessidade de se
fatorar os semivariogramas. E importante observar novamente que, uma vez que a intencio
¢ a lustracio da téonica, utilizamos os modelos mais simples possiveis.

O conjunto de dados (normalizados) possui 36 observacdes e 2 varidveis. Utilizando
a técnica descrita na se¢lio 4.1 obtemos uma decomposiciio em componentes principais,
resultando em uma matriz ransformada A=E'X, onde F € a matriz de sutovelores e X o
conjunte de dados padronizados. Essa fransformaglio foi obtida através de um programa
criado para o procedimento CM (linguagem matricial} do SOC (desenvolvido pela
EMBRAPA). Das linthas de A {2 x36), os semivariogramas foram calculados e modelados.
{Cada linha é chamada de Fator; no caso, temos dois fatores).

Os semivariogramas para o Fator 1 podem ser vistos na Figura 5.2.3.1. Escolhemos
o modelo esférico com os parBmetros: a =1200, co=0e ¢ =134, ¢ estd plotado em linha
continua na Figura 5.2.3.1.

Para o Fator 2, os semivariogramas estdo apresentados na Figura 5.2.3.2, e o modelo
escolhido foi 0 moedelo esférico com parAmetros: a = 1200, co=0e ¢ =0.50.

Com os modelos j& escolhidos realizamos a Krigagem de cada Fator. Com o
resultade obtido, foi necessério realizar o retorno & varidvel original, segundo a férmula da
seco 4.1, que foi feita através do CM. As estimativas obtidas podem ser vistas na Tabela
A7 (Apéndice A).
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Figura 5.2.3.1. Semivariogramas experimentais para Fator 1 {a) em 3 diregoes ¢ (b)
assimindo isotropia dos processos estoedsticos geradores. A linha continua (M1} se refere
ao modelo esférico escolhido: a+= 1200, co=0ec=134.
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Figura 5.2.3.2. Semivariogramas experimentais para Fator 2 (a} em 3 direcdes e (b}
assumindeo isotropia dos processos estocdsticos geradores. A linha continua (M2) se refere
ao modelo esférico escolhido: a=1200, co=0e c=0.50.

Utilizando a técnica de ACP {segfio 4.1) obtivemos as estimaces para a varidvel V1.
Qs resultados, para o item {a}, podem ser vistos na Tabela A2 (Apéndice A), a interpolagio
através de Spline na Tabela A3 (Apéndice A), e a visualizacio grafica na Figura 5.2.3.3. Os
resultados, para o item (b), podem ser vistos na Tabela A.3 (Apéndice A}, e a visualizacio

gréfica na Figura 5.2.3 4.
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Figura 5.2.3.3. ACP nos pontos observados com sua prévia refirada (grid para permitir
visualizagdo), onde FK representa as estimativas inrerpoladas, x a coordenada E-W ey a
coordenada N-S.
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Figura 5.2.34. ACP em uma malha regular utilizando todos os dados disponiveis, onde
MF representa as estimativas segundo o item (b), x a coordenada E-W e y a coordenada N-
5.

Comparando as figuras obtidas (Figura 5.2.1.2 e 5.2.1.3) com a Figura 5.1.4, onde a
varidvel V1 estd apresentada, podemos notar que os valores da Figura 5.2.3.3 seguem os
padrées da varidvel original, mas com uma svavizagio. J4 a Figura 5.2.3.4 ¢ muito
semethante & Figura 5.1.4.
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5.3, Nota sobre os Calculos

Com exceglio da transformaco utilizada na ACP, que fol calculads através de um
programa {Apéndice B) para o procedimente CM (linguagem matricial) do SOC
(desenvolvido pela EMBRAPA), a ferramenta utilizada para os célculos foram rotinas (em
Fortran) do GSLIB (Deutsch & Journel, 1992), que é um pacote com vérios programas
geosstatisticos, sendo necessdrio apenas compilar e executar as rotinas de interesse.

O GSLIB n#o é um sistema como ¢ SAS, que é de facil programacgfio. O GSLIB &
totalmente particionado, tendo isto suas vantagens e desvantagens, E necessério compilar
apenas os programas que serfio utilizados, nfo requersndo um grande espaco no
computador. Porém, ac se compilar cada programa, € necessdrio adeguar o tamanho
méximo dos parimetros a serem utilizados, através de um programa de extens8o "INC”.
Assim, € necessdrio adequar o programa ao seu conjunto particular de dados. No €
recomenddvel deixar um valor muito grande para utilizd-lo em outro conjunto de dados
porque isso pode gerar infimeros erros na compilag@o. Depois de compilado e "linkado”, a
execucio do programa exige o arquivo de parfimetros que deve ser previamente adequado
a0 seu interesse. Fsse arquivo de parimetros nfo é muito ficil de ser montado Dependendo
do programa a ser utilizado, exige uma grande quantidade de definigBes de parimetros, tais
come tamanho do lag, dngulo de tolerAncia, ete. Com isso, um leigo no asgunto pode
sncontrar dificuldades para utilizar os programas do GSLIB, sendo necessério contar com a

ajuda de uma pessoa com conhecimentos na drea de Geoestatistica.

Uma outra dificuldade € a falta de interagBo, por exemplo, no cdlculo do
semivariograma experimental para grids iregulares, hd a necessidade de se encontrar os
parfmetros corretos pela tentativa e erro e, para cada tentativa, utilizar um programa
externo que visualize os resultados graficamente (no caso, utilizamos o SAS). Se o gréfico
nfo ficar bom, devemos alterar o arquivo de pardmetros, executar o programa e visualizd-lo,
tantas vezes quantas forem necessarios.

Utilizamos o SAS na criagio de grids regulares (através de Spline) para obtermos
uma visualizacio tridimensional.

Os outros graficos foram produzidos pelo Word 2.0 for Windows.
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5.4, Comparacio e Comentirios

Tabela 5.4.1: "Desvios” das estimativas utilizando as técnicas de Krigagem, de
Cokrigagem ¢ de ACP em relagdo & varidvel original

"Desvios” ¢
Krigagem (K) 1.543
Cokrigagem (C) 1.651
ACP (4} 16760

. 1 B 2
® segundo a férmula gg;{zl(xa,}ru)—~z§(xa,ya)} Li=K,C A

Observamos pela Tabela 5.4.1 que, para o critério de comparacfo numérica adotado
no item (a) da seclo 5.2, a Cokrigagem obteve um "desvio” menor, segnida pela ACP e, por
dlumo a Krigagem. As téenicas de Cokrigagem ¢ ACP obtiveram "desvios” muito prézimos,
mas a Krigagem obteve um resuitado mais distanciado. Pela visualizaclio tridimensional
através de Spline (Figuras 5.2.1.2, 5.2.2.4 ¢ 5.2.3.3) notamos que os trés resultados obtidos
s#o muito semelhantes, mas com uma suavizagdo, se comparado 2 varidvel original V1
{(Figura 5.1.4).

Para o item (b), levando-se em conta a apresentacio visual, as trés técnicas tiveram
um resultado semelhante (Figuras 5.2.1.3, 5.2.2.5 e 5.2.3.4), todas com bom desempenho,
ag Compararmos com a apresentacfo tridimensional de V1 através de Spline (Figura 5.1.4).
{Obs.; é claro que o item (b} apresenta resultados melhores do que o item (a) interpolado,
porque (b) trabalha com todos os dados.)

As téenicas refletiram "palidamente” o que diz a teoria: a Cokrigagem & mais precisa,
seguida da técnica de ACP e da Krigagem. Mas como a guantidade de dados é pequena
{apenas 36) com correlagho nfo muito alta entre V1 e V2 (0.57), ¢ nechuma locagfo
subamostrada, todas as técnicas obtiveram resultados semelhantes.

Para o conjunto de dados utilizado, o ndmero de varidveis € apenas dois; por isso a
Cokrigagem nfo dey muito mais frabalho do que 2 ACP, mas € evidente (como 4 discutido
na segfio 3.2) que A medida que cresce o niimero de varidveis, cresce muito o frabalho em se
utilizar a Cokrigagem devido ac célculo de semivariogramas cruzados. E é importante
salientar também que as experiéncias €m mostrado que o ganho obtido pela Cokrigagem §é
pequeno em comparagdo aos esforgos requeridos para alcancgd-lo, a menos que uma varidvel
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seja drasticamente subamostrada em comparagio com outra (Journel & Huijbregts, 1978,
pp. 324).

Quanto & ACP, como nio € necessario o célculo dos semivariogramas cruzados, mas
apenas de semivariogramas, o trabalho € menor. Entretanto, € importante lembrar que existe
a necessidade da hipdtese de correlagio mtrinseca para que essa téenica possa ser utilizada,

& nem sempre isso acontece,

E importante notar também que, como foi visto na secfio 3.2, na presenca de
corregionalizaco intrinseca (que foi o adotado na anslise do conjunto de dados reais), a
complicagBo de Cokrigagem pode ser justificada somente se uma das varidveis €
subamostrada quando comparada as outras. Nesta andlise, a varidvel V1 tinha praticamente
a mesma configuraciio de V2, exceto no ponto a ser estimado (devido as restrigBes
utilizadas no programa);, ou seja, V1 nfio era drasticamente subamostrada se comparada &
V2. Assim, se o objetivo da andlise ndo fosse apenas a ilustragfo das téenicas, melhor seria
realizar apenas a Krigagem pois, como foi dito, a complicaclo da Cokrigagem n#o seria

justificada, tampouco a da ACP.

Motas:

1. Os variogramas sfo muito pobres em decorréncia da distribuicBo espacial dos dados.
Talvez com methor distribuicfo espacial os resultados fossem mais auspiciosos.

2. Qs dados referentes & subamostragem {estimacfo num ponto observado com sua prévia
retirada, item a, segBo 5.2) foram calculados retirando a informac&o da varidvel V1 e
V2. Os cdlculos retirando somente a informaco da varidvel V1 (para as trés técnicas
analisadas) também foram realizados, mas como os resultados foram praticamente

idénticos, ndo foram colocados no trabalho.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

O objetivo desse trabalho foi realizar um estudo de métodos de predigio
multivariados, apresentando-os, na medida do possivel, de uma maneira simples. Como
vimos, é grande o alcance do ferramental geocestatistico em diversos dominios das
Geociéneias. Uma caracteristica da Geoestatistica € a grande interacfo com as demais
técnicas da Estatfstica e as Ciéncias da Terra

Dentre as técnicas multivariadas apresentadas, inicialmente foi realizado um estudo
sobre a Cokrigagem (Capitulo 3), na estimagfo de varidvels regionalizadas. Esta técnica € a
mais conhecida e utilizada, mas como envolve o célculo de p(p+1)/2 semivariogramas (onde
7 € o nimero de varidveis) no caso da existéncia de isotropia, isso se {orna trabalhoso para p

maior que 2,

Umasz alternativa & a técnica de Andlise de Componentes Principais (se¢fo 4.1) na
estimaco de varidveis regionalizadas. Esta técnica € interessante devido & simplificacfio do
trabaiho em relagdo & Cokrigagem, pois evita o célculo dos semivariogramas cruzados, Mas
é exigida a hip6iese de correlagio intrinseca, o que reduz o campo de aplicaglo desta

tdenica.

Ao invés de estudarmos diretamente a varidvel regionalizada, podemos estudar uma
decomposicBo da varmivel em diferentes componentes espacials  (representam o
comportamento das varidveis regionalizadas para cada escala espacial 1; seclo 4.2.1) ou
fatores regionalizados {refletem os aspectos essenciais da informagfio multivariada para uma
certa escala espacial 1; secio 4.2.2). Isso pode ser feito através da Andlise de Krigagem
Fatorial (AKF), desenvolvido por Matheron (1982). A AKF torna possivel, entio,
incorporar & caracterfstica espacial do fendmeno na andlise. Na estimaglio de fatores
regionalizados, as matrizes de correglonalizagio B, {(matrizes simétricas positiva
semidefmida) sfo fatorizadas em um produto de matrizes. Dependendo de como serd
realizada z fatorizagdo, surgem virios métodos de andlise. O método mais comum € a
decomposico utilizando a ACP (secBo 4.2.2.1), que & apresentada por muitos autores, tais
como Wackernagel (1988, 1989) e Wackernagel, Webster e Oliver (1988).
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Uma outra maneira de estudarmos uma decomposicio da varidve! regionalizada € ©
méiodo proposto por Bourgault & Marcotte (1991}, chamada de Andlise Baseada no
Variograma Multivariado (se¢io 4.3). Este método utiliza o variograma multivariado para
realcar as estruturas espaciais comuns ao conjunto de varidvess, A pesquisa dos variogramas
clementares é realizada utilizando-se somente um variograma (multivariado) ao invés dos
p{p+1)/2 variogramas (fradicionais) requeridos na AKF.

A téenica de Bourgault & Marcoite (1991) é compardvel & técnica proposta por
Matheron (1982). Porém, Matheron (1982) nfio utiizon uma funglo de esfrutura
multivariada (como o variogramg multivariado), e seu modelo linear de corregionalizacfo
difere na existdncla de p fatores ortogonais para cada escala espacial #, contida nos dados.
Essas N escalas espaciais sfo também caracterizadas por variogramas unitdrios. No modelo
de Bourgault & Marcotte (1991), assume-se apenas um fator para cada escala espacial,

Os p fatores ortogonais de uma certa escala espacial no modelo de Matheron (1982)
sgo determinados pela fatorizag8o de uma matriz de correlagiio B associada 3 sua escala
espacial. Essas N, matrizes sfo obtidas "quebrando"” todos os variogramas e variogramas
cruzados (fradicionais) das p varidveis. Além de ser demorado, as matrizes obtidas devem
ser checadas se sfo positivas semidefinidas. O modelo de Bourgault & Marcotte (1991)
simplifica essa "quebra” utilizando somente um variograma {multivariado). As diferentes
matrizes de corregionalizaclo correspondentes 3s diferentes escalas espaciais serfio, por
construglo, positivas semidefinidas (de posto 1).

Por {odas essas razdes, a nova aproximaco geoestatistica (Bourgault & Marcotte,
1991) baseada no variograma multivariado pode simplificar consideravelmente o estudo
estrutural do modelo linear de corregionalizacio.

Uma comparagio do modelo de Matheron (1982), utilizando ACP na decomposigio
das matrizes de corregionalizaciio), com o modelo de Bourgauit & Marcotte (1991; secfo
4.3) pode ser vista no artigo de Bourgault & Marcotte (1992). Os autores mostraram que,
no conjunto de dados reais e simulados utilizado, a téenica de Bourgault & Marcotte (1991)
providenciou resultados mais fdceis de interpretar em termos geoldgicos do que a de
Matheron {1982).

Come um trabatho futuro, seria interessante reslizar um estudo de um conjunto de
dados reais utilizando o método de Matheron (1982) e comparé-lo com o método proposto
por Bourgault & Marcotte (1991). Como nfio conseguimos um conjunto adequado de dados
reais ¢ sendo necessdrio programas computacionais especificos para a utilizacfo das duas
técnicas, ndo realizamos esse estudo. Bourgault & Marcotte (1991) sugeriram & ufilizacio
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da métrica de Mahalanobis no método proposto por eles. Seria interessante empreender
também uma tarefa de investigacfo ¢ apresentacfio de uma outra métrica. Um outro estudo
que poderia ser feito € verificar se os modelos de variograma existentes seriam suficientes on

n#o para modelar o variograma multivariado.

Na Predicfo Fspacial Multivariada que nfio foi considerada nesse trabalho, os
autores Hoef & Cressie (1993) discutem a utilizacfio de um novo variograma cruzado
(baseado em médulos de diferengas) ao invés do tradicional (baseade em quadrados de
diferencas). A predicio espacial simultines de vérias varidvels baseada no novo variograma
cruzado, além de comparagOes entre o variograma tradicional e o sugerido, fol realizada
pelos autores. Hoef & Cressie (1993) alertam também para a necessidade de mais pesquisas
na predicfo espacial multivariada, tal como construgBo de modelos vélidos e estimacfo do

variograma cruzado.

Como p6de ser visto durante o trabalhe, a aplicacéo da Geoestatistica £ muito ampla
¢ existe a necessidade de técnicas de predicBo multivariadas mais eficientss ¢ menos
trabathosas, para facilitar a sua utilizagio.

Algumas das técnicas apresentadas se utilizam de fécmicas de Estatistica
Multivariada, como ACP (secfo 4.1 ¢ 42.2.1) ¢ a funclo discriminante (segfio 4.2.2.2).
(Note que elas s#o utilizadas apenas como uma ferramenta dentro da Geoestatistica.) Foi
feita uma "mesclagem” eatre técnicas que levam em conta a estrutura espacial e o aspecto
aleatdrio (probabilfstico). Por exemplo, a ACP n#o leva em conta a localizagio das
amostras, mas o variograma e a Krigagem a levam em consideracfo.

Fica ainda em aberto uma guestfio: conseguir uma iécnica eficiente € simples,
combinada com a Estatistica, que leve em conia a estrutura espacial das amostras.
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Apéndice A
Conjunto de Dados Reais

TABELA A.l. Dados (padronizadoes) wiilizados na estimagao, sendo VI a varidvel principal
e V2 a auxiliar.

X{um) Y (uam) Vi1 V2
64530 3232,00 181576 092227
320,70 1441,70 -0,18362 -1,04362
25520 1229 .40 027276 -0,75238
557,30 197140 ,48244 -0,60676
146,30 1490,70 1,69351 046114
517,90 1340,20 -0,30767 -1,04362

35,80 175140 -1.23764 235472
1564,00 1779.50 -1,39158 -(153395
627,80 1080.20 -0,08220 0,09708
41020 1601,50 -0.81748 -2.13379
887 40 1190.,30 254741 | 0,26697
1194,30 1932,90 -0,76586 046114
586,50 44770 -0,64724 0,70384
1261,50 1040,50 -0.50960 0,24270
1482,70 51920 0,51906 0,41260
72,30 228,50 -0,99763 -0,89800
2004,00 739,50 0,13060 0,02427
1703.50 0,00 043445 121351
950,00 311,70 0,67209 -0.24370
741,50 219,00 107143 128633
0,00 1119,90 -0,18505 -0,02427
669 20 1713 .40 0,89354 -1 48049
441,70 76,90 0,79977 121351
1310,70 670,70 0,65024 1,14070
219,50 59920 -0,29319 004854
369,30 968,90 054220 -0,16989
1853,50 370,80 0,42942 143195
1411,90 1413 50 -0,79122 0,19416
1310,70 170.50 -0.28775 0.92227
104140 135930 096146 {),75238
1821.80 189330 0.60378 0,63103
1300,80 1672,30 -(1,44984 -0.60676
1000,80 930,30 291324 230568
1569,50 948 .00 001741 033978
1361,30 737,40 -0,37649 0,04854
850,80 560,30 ,31854 0,84946

Obs.: As coordenadas estfo medidas em v.m. (anidade de medida).
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TABELA A.2, Resultados da estimacdo para a varidvel VI através de trés téenicas:
Krigagem {Krig; secdn 2.2), Cokrigagem {Cokr; secdo 3.1) ¢ Andlise de Componentes
Principais (ACP; se¢io 4.1).

n X Y V1 | Krig Cokr ACP
1 64530 1 323200 1815761 07031 05151 -0,704
2 320701 144170 -{,18362 0,309 0,358 0,297
3 23520 | 122940 027276 | -0.019 0,064 0,020
4 557301 197140 048244 1 10401 09271 -1041
5 146,301 149070 169351 1 0455 04951 -0434
6 31790 | 134020 030767 | 0,197 1 0002 -0203
7 35801 175140 -1,23764 0,884 0.875 0,833
81 1564001 177950 <1,39158 | -0,573 1 06131 -0582
9 627,80 1 1080.20 -0,08220 0,958 0,811 0,958
10 410,20 | 1601,50 081748 ¢ 0375 04271 0406
i1 88740 | 119030 254741 0,683 0,548 0,705
12 1194,30 193290 -0,76386 -0.841 0,763 -0.841
13 586,50 447,70 -0.64724 0,180 0.264 0,181
141 1261501 104050 -0,50960 1,075 0.885 1,075
151 148270 519,20 0,51906 0,03 | 0111 0,034
16 72,30 228 50 -1,99768 0279 0,235 0,279
i7 | 200400 739,50 .13060 0,249 0,203 0,249
181 170350 0,00 -0.43445 0.094 0.016 0,106
19 950.00 314,70 067209 1 02221 0,006 -0226
20 741,50 819.00 1,07143 0,737 0.504 0,739
31 0001 111990 -0,18905 0,561 0,450 1,561
22 669,201 1713.40 089354 1 06971 -0591 1 -0702
23 441,70 76,90 0,79977 -0.568 0,535 -0.366
24 111670 670,70 (.68024 0.678 0.642 0,680
25 219,50 599,20 029319 | 09201 09951 0929
26 369,30 968,90 -0,54226 | 0,190 0,129 1 0,190
271 185350 370,80 042942 0,016 0,076 0,024
28 141196 141350 -0,79122 -0.681 -(,691 -0.,682
291 131670 170,50 0,28775 0.416 0,290 0.448
301 10414071 15%9,30 -.96146 0.101 0.137 0,102
311 182180} 1883,30 60378 | -L369 1 -1494 1 -1360
321 1300807 167230 044984 | 1,142 1 1044 1 -1,141
33 1 1000,80 930,30 291324 1,035 0,961 1,648
341 156950 948,00 0017411 0683 -0306] -0682
351 136130 73740 -0,37649 0,397 0,377 0,397
36 §50.80 560,30 031854 0.588 0,542 0,589
Obs. Com excecio das amostras p® 1 e 31, utilizow-se um minimo de 4 amostras na estimagfo de

cada ponw e lag de tolerfincia de 1000 nm.. Para a amosira 5° 1, wtilizou-se um minimo de
3 amostras nia estimacio de cada ponto € lag de tolerfincia de 1600 g, Para a amostra n°
31, utilizou-se um mfnimo de 3 amosiras na estimaglo de cada ponto € lag de tolerdncia de
1000 u.m. (as amostras n® 1 e 31 tiveram um tratamento diferenciado devido a grande
distincia das demais amostras, impossibilitando a estimacBo desses dois pontos com a
utilizaclo das restricies gerais para as observacdes restantes).
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TABELA A.3. Resuitades da estimacde para a varidvel V1. As colunas referentes a GV1I,
GKri, GAcp e GLok sdo os dados da tabela 2 com criagdo de grids através de Spline, para
que se pudesse obter uma visualizacdo tridimensional (Figuras 5.2.1.2,5224 ¢5.2.3.3).
As trés iiltimas colunas (Mkri, MCok e MAcp) se referem a estimagoes utilizando-se todos

os dados com a opedo para grid automdtica (Figuras 5.213,522.5e52.34).

n X Y GVi| GKri| GAcp | GCok | MEKri | MAcp | MCok
1 0.0 0,00 (0,84 0551 0355 0491 0531 0531 D52
2 2004 0,60 Q02 0011 001 080 D0t 00 001
3 460.8 0,60 0801 -0511 0501 -049 0,63 0,63 0.63 |
4 601,2 0.00 1051 062) 0621 -053 0,73 0,73 0.78
3 8016 0,00 0951 0521 0521 -038 0,61 0.61 0,59
b 1002,0 0,00 058 0261 -024: -016 0,31 0,31 .32
7 12024 0,00 -1,05 0,13 0,16 0101 0171 017 0,00
g 1402.8 0.00 0,46 030 033 0,187 0361 -036] -034
9 16032 0.00 0,48 0.17 .19 0071 -039) -03%1 039
10 1803.6 0,60 -0.35 006 0,06 0011 0307 -H30) -029
ii 20040 0,00 ~(,20 0.06 0,06 003] 0157 -013 0.01
12 0,0 197.14 1,17 048 0,48 0421 D91 081 052
13 2004 197,14 0441 0061 00667 -008( -0461 0461 044
14 460.8 197,14 0261 0421 0421 -039 0,19 0,19 0,21
15 601,2 197,14 0471 0401 040 027 0,31 0,31 0,39

16 801,60 197,14 063] 0381 0391 0171 043 0.42 042
17 1002.0 197,14 0691 0241 0241 -G07 045 0,45 0.48
1% 1202.4 197,14 .05 0,23 0.25 0.20 0,04 0,04 .01
12 1402 8 197,14 0,25 0,39 042 0231 Q181 0181 -0,19
20 16032 197,14 0,07 0.18 0,19 0071 0071 -007! -002
21 1803.6 167,14 0,07 0,05 0,06 0,04 0,07 0,07 0.08

221 200401 197.14 0101 0000 0101 0111 00871 0071 016
23 001 39428 1060 0061 0061 005 0781 0781 078
24 20041 39428 0541 -043{ -043{ 049 -055{ -055 -0.56
25 400,81 394,28 0337 -0341 -034! -0311 -036] -036] -037
26 60121 39428 0471 0021 0091 020 -045! -045] -044
27 80161 394728 0081 0301 0091 0240 0011 0001 001
281 100201 39428 0,43 0041 0041 0471 0421 04217 D46
2 120241 39428 0271 0241 0251 0721 0241 0247 031

30 140281 39428 0,28 0,22 0,23 0,06 0,29 0,29 0,25
3l 1603,2 394,28 046 0,04 0041 0,06 0,31 031 0,32
32 18036} 394.28 047 0,00 0,00 0,04 0,39 0,39 D41
33 20040 394,23 0.33 0.16 0.16 0,18 .28 0.27 0,29
34 001 59142 D791 03061 031 043 0591 0607 -044
35 2004 | 50142 0321 0911 0911 099 -034({ -034; -034
36 4008 | 59142 D46 0467 046 0457 045 0451 -03i
37 60121 59142 0,36 0.27 0.28 0261 0341 0341 030
38 8016 | 359142 0,29 0.62 0,62 0541 0151 0151 -0l6
35 10020 1 59142 0.38 0,58 0,58 0.56 0,43 0,43 0.35
40 12024 { 59142 0,28 0,48 0.43 042 032 032 0,33
41 14028 | 59142 0,17 018 018 0.08 (1,20 0,20 0.20
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42 16032 1 59142 0491 06131 0131 -0.14 .35 0.35 0,38
43 1803,6 1 59142 0471 0041 -0,03 0,01 0.32 0.32 0.35
44 200401 59142 027 0,27 0,27 0,24 0,24 0,24 0,24
45 0,01 788356 0701 013 0141 0211 0511 0511 -037
46 20041 7R85 441 0641 0647 0561 -040) 0401 044
47 4008 | 788,56 D45 0351 0351 022 0351 635 024
48 6012 | 788,56 0,03 (.39 0,39 0,30 0,16 0,16 0.31
49 801,61 78856 1,27 0.7¢ 0,79 0,58 1,15 1,15 1,13
50 160201 78856 1,82 0,91 0.92 0,83 1,60 1,60 1,56
31 12004 1 78356 045 0,84 (.84 0,78 0,33 0,53 851
32 1402.8 788.56 0,42 0,26 0,26 030, -028) -028) -03i
53 1603.2 { 78856 018: -042| -042| -0,19 0.03 0,03 0.09
54 18036 | 78856 030: 029 029! -0,13 0,07 007 0,17
55 200401 78856 0,11 0,16 (.16 0,13 0,10 0,10 0,12
36 00 98570 3,55 0341 034 0271 0351 0351 032
57 20041 98570 0411 D201 620 0021 0311 -031:¢ B3R
58 4008 1 985,70 0561 0,06 -0.06 0221 -048¢ -048:1 -044
39 601,21 98570 0,07 0,79 0.79 0,68 0.11 0,11 0,04
60 801,6 985,70 208 L0 L 1.0f 0,79 1,73 1,75 1,74
61 100201 98570 251 106 1 107 0.95 2,59 2,59 2,60
62 120241 98570 0,32 L171 1,17 1,00 040 0,40 0.39
63 1402.8 985,70 0,67 027 1 027 034 -040; -040, -042
&4 16032 | 98570 go1t 077y 877 0391 0081 0087 -003
65 1803.6 | 985,70 0091 -069] 069 0427 0087 -008¢ -001
661 200401 98570 g0t 0331 0331 D271 0051 005 0,01
67 001 118284 0,16 0,51 0,51 0,39 0,i1 0,11 0,08
68 2004 1 118284 .24 0,00 0,00 0,07 0,18 0,18 0,18
69 4008 | 1182.84 0,34 0.07 0.06 0351 0201 020 011
70 60121 1318284 -0,08 0.54 0.54 0,53 0.06 0.06 0.05
71 8016 ; 118284 1,93 0,70 0,72 0,57 1,73 1,73 1,75
72 1002,0 | 1182,84 2,19 0,81 0483 0.66 1,86 1,86 1,36
7 12024 1 118284 0,12 0.80 0,80 g6l 0,20 0.20 0.05
74 14028 | 118284 -0.82 0.03 0,03 003 0597 -059] .0,52
75 16032 | 1182.84 541 07351 0751 0531 0511 351 -038
76 1803.6 | 118284 0301 081 0% 0687 0317 -031] -028
77 20040 1 118284 18] 0741 0741 066] 020 026 -015
78 001 137998 1,23 0,11 0,12 0,00 0,73 0.73 0,99
79 2004 1 137998 1041 008, 007 -008 0,80 0,30 0,80
80 4008 | 137998 0,42 0,11 0,10 025 0281 028 -028]
&1 6012 1 1379.98 Q191 0191 0191 0641 023! 6231 -0.15
g2 801.6 { 137998 0,58 0,20) 021 0,22 3,51 0,51 0,52
83 1002,0 | 137998 0,48 0431 044 0,37 0.41 041 0,37
&4 12024 | 137998 0,29 0081 00 0017 0231 -023| -D41
83 14028 | 137998 781 0564 056 058¢ -074; -074] -074
86 160321 137998 085 0881 088 -080} -073{ 075} -0.66
87 180361 137998 0651 0991 -100F 091 -0656| -056| -049
83 200401 137998 0387 -101} -102% -1001 0411 -0411 -030
89 0.0 157712 0.59 0.28 0.27 0.21 024 0,24 0,34
90 2004 ; 157712 068 0251 -025) -028) 049 049 349
91 400.8 | 1577.12 761 0281 -031F -032| -071f 0711 -07%
92 601,72 | 1577,12 0817 -048| -049| 040 0711 -071! -068
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93 8016 | 1577.12 0691 -019] .019] 0101 0541 0541 0586
941 100201 157712 0981 008! 008 0131 08 -08 1 -0.86
g5 120241 157712 065 0581 -058f -052( -065{ 065 -064
961 140281 157712 L7210 -0981 0981 094 0801 -0801 -076
971 16032 ] 157712 L1010 0850 .08 0851 0931 0931 096
98§ 180361 157712 08 1 1030 1031 1051 0741 0741 079
99| 200401 1577.12 £HA61 1241 -1241 -130] 055 0551 -048
100 0,0 177426 -1,48 1,07 1,01 1061 -ti7] 1171 -122
101 2004 | 1774.26 0951 G151 011 0131 0761 0761 -0.80
10 4008 1 177426 088 0361 0391 0581 0781 -078 -082
103 60121 177426 N8I 08| -08 | -076) -081] -081] -078
4 8016 | 177426 0901 D671 0671 0551 0861 -0861 -081
105 100201 177426 09971 0561 053] 04| -086] 08| -094
106 1 12004 | 177426 0671 -000F 0801 -080[ 0731 -073] -067
1071 140281 1774.26 0891 0811 0911 0861 091 0901 -030
1081 160321 177426 -1371 0610 062! 0661 1281 -1201 -129
1091 18036 | 177426 0831 -1140 -1 1231 0791 079 -0.8%
130 200401 177426 036 -1491 -1491 -1621 039! -059| -060
111 0,0 197140 223 L18)  L11 128 <047 1370 -127
112 2004 | 197140 S1591 0281 023 0321 -1021 -102} -108
113 400.8 | 197140 0881 -060!1 0621 0531 074] 074 -071
114 60121 197140 047 -108¢ -1,081 -096{ 0537 -053! -053
115 80161 197140 D621 -1 -1.011 -08%)] 0761 0761 -067
1161 102,01 197140 0741 0880 0881 0770 0791 0791 074
117§ 120241 197140 L0771 0851 081 0781 0781 -078( -0.80
13181 140281 197140 0961 0831 0841 081 092! 0921 095
1191 160321 197140 10410 091 0911 -0981 0987 0981 -095
120 18036 197140 0581 1401 -140! -153] 0871 -067| -0.65
121 ] 200401 197140 A19 1 1731 1731 -191 1 0571 0571 045

Obs. 1; Para se obter uma visualizacgo tridimensional da varigvel V1, que possui um grid irregutar,
foi necessdrio criar wm grid regular através de Spline. Os valores estdo na coluna denotada
por GV1.

Para se obter uma nogiio do comportamento das estimativas através de uma visualizacio
gidimensional, 0s valores da 1abela 2 foram iterpolados para um grid regular siravés de
Spline: GKxi (Krigagem), GAcp {(ACP baseada na matriz V) e GCok {Cokrigagem)
Utilizando todos os dados (36 observagSes), foram estimados 121 pontos com a
opcio de estimagfio em grids regulares atravéds do GSLIB: MKri (Krigagem),

Obs. 2:

Ohs. 31

MAcp (ACP baseada na matriz V) e MCok (Cokrigagem)

95




Apéndice B

Programas Utilizados

Os programas utidizados para ¢ cdlculo dos variogramas experimentais, variogramas
tedricos, Krigagen: e Cokrigagem nfo serfio colocados aqui, uma vez que fazem parte do
GSLIB (Deutsch & Journel, 1992).

Os programas utilizados no SAS sfo simples € nfio hd 2 necessidade de sva
apresentacio.

Para a t&cnica de ACP baseada na matriz V, houve a necessidade do célculo de
algumas matrizes de transformacfo, ¢ para isso fot utilizado o CM (lingnagem matricial) do
SOC (desenvolvido pela EMBRAPA). Os programas nfo sfo complexos, sendo de facil
implementagdo, mas como 0 CM nfo € muito difundido, uma listagem de um programa-base

serd apresentado aqui.

Programa 1 para o CM doe SOC:

anote “Lendo a matriz inicial. Note que sZo dados padronizados”™;
exec "MDADOS.DATY,

anote “Lendo vetor de uns”;

exec "UMDATY;

anote "Fazendo os cdlculos”;

anote "Cilcule da média. Note gue vetor de médias £ zero, pois sfio dados normalizados”;
media = Csoma(y)/Nlin(y);

anote "Cslculo da matriz de varidncia-covarincia®”;

anote "Note que serd uma matriz com diagonal 1, pois sfo dados normalizados™;

yly =y"*y;

w2 = nlin(y}*media"*media;

w3 = yly-w2,

wd = w3/(nlin(y)-1);

sn = w4;
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anote "Célculo da matriz diagonal de desvio padrio”;
anote "Como os dados s8o normalizados, S = I';

gl =diag(sn);

S =sqri(gl)

anote "Cdlculo dos dados Normalizados™;

anote “Esta rotina s6 € necessdria se os dados s#o normalizados™;
anote "Se os dados 14 forem normalizados, faga Xpn = y";

Apn = inv{S)*(y'-media™um’);

Xnp = Xpn';

anote "Matriz de correlagio dos dados normalizados™;

R = (Xpn*Xpn)/(Nlin(Xnp)-1);

anote "Autovalor ¢ autovetor"”;
L,E=auto{R});

anote "Mudando a ordem dos autovalores e autovetores”;
anote "Para obedecer & ordem decrescente”;
anote "Autovalor”;

a={01,10}

autovalor = |'#g;

anote  "Autovetor™;

el =max{e);

e = min(e);

autovetor = {el ¢l ,el e2};

E = autovetor;

anote "Utilizando o Artigo de Hohn (1991)";

anote  "Célculo da matriz F*;

anote "Note que F = E neste caso, pois S = Identidade”;
F = S*E;

anote "Calculo da matriz A"

A =E*Xpn;

assuma saida = "CALCULO1.QUT™;

A;

fin;
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Tendo a matriz A, passamos entfo para 8 krigagem das suas linhas (Hohn, 1991)
através de uma das rotinas do GSLIB. Com os resultados obtidoes, retorna-se & varifvel

original.
Programa 2 para o CM do SOC;

anote "Lendo os fatores krigados”;
exec "mafkrig.dat”;
krigpn = krig|;

anote "Calculando as estimativas”;

anote "Note gue teria que somar com a média, mas média € zero ™,

anote "Note que no artigo se estima ponto por ponto, mas aqui seré feito tudo de uma
vez."”;

anote “Isso € possivel direfamente porque a média para as duas varidveis € zero”;

anote "A formula pontual da estimativa e’ ”;
anote  "est_o(px1) = medialpxl) + F(pxp) * A_olpx1) "

anote "A férmula para a matriz com média zero €; ",
anote " est{pxn) = F'(pxp) * A(pxn) ",

estpn = F¥krigpn;
estnp = estpn’;

assuma gaida = "CALCULOZ.0UT™;
anote "Os valores krigados em colunas s&o est{nxp): ",

estop,
fim;
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