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Resumo

Analisamos um sistema nao linear parabdlico de reacao-difusao com duas
equagoes definidas em ]0,T[x€, (0 < T < oo e Q C R3 limitado) e condigoes de
fronteira do tipo Neumann. Tal sistema foi proposto para modelar o movimento de
uma populagao de amebas unicelulares e tem como base o processo de locomogao
chamado quimiotaxia positiva, na qual as amebas se movimentam em direcao a
regiao de alta concentracao de uma certa substancia quimica, que, neste caso, é
produzida pelas proprias amebas.

Embora adicionando os detalhes técnicos, este trabalho seguiu livremente o
método de resolucao proposto no artigo de A. Boy, Analysis for a System of Cou-
pled Reaction-Diffusion Parabolic Equations Arising in Biology, Computers Math.
Applic. Vol. 32, No. 4, paginas 15-21, 1996.



Abstract

We will be analyzing a nonlinear parabolic reaction diffusion system with two
equations, defined in ]0,T[xQ, (0 < T < oo and Q C R?) with Neumann boun-
dary conditions. This system was proposed in order to model the movement of a
population of single-cell amoebae and is based on the process of movement called
chemotaxis, in which the amoebae move in the direction of the region of high con-
centration of a certain chemical substance, which, in this case, is produced by the
amoebae themselves.

While adding the technical details, this dissertation followed freely the solution
method proposed in the paper: A. Boy, Analysis for a System of Coupled Reaction-
Diffusion Parabolic Equations Arising in Biology, Computers Math. Applic. Vol.
32, No. 4, pages 15-21, 1996.

vi



Sumario

Introducao

1 Preliminares

1.1 Espacos funcionais e teoremas de imersao . . . . .
1.2 Desigualdades . . . . ... ... ... L.
1.3 Resultados de regularidade . . . . . . .. ... ..
1.4 Topologia fraca . . . . . . .. .. ... ... ...
1.5 Topologia fraca estrela . . . . . .. .. ... ...
1.6 Distribuicoes e resultados de convergéncia . . . .
1.7 Resultados de continuidade . . . . ... .. ...

2 Formulagao variacional; um problema auxiliar

3 Resolugao do problema auxiliar

3.1 Estimativas a priori . . . . . . .. ... ... ...
3.2 Existéncia de solugao fraca . . . . . . . ... ...
3.3 Unicidade de solucao fraca . . . . .. . ... ...

3.4 Existéncia e unicidade de solucao forte . . . . . .

4 Resolucao do problema original

vil



4.1 Teorema de existéncia e unicidade local . . . . . . . . . . . . ... .. 83

4.2 Teorema de existéncia e unicidade global . . . . . . . ... . ... .. 86
A Demonstracao da Proposicao 1.13 113
B Propriedades do truncamento 115

Referéncias Bibliograficas 121



Introducao

Nesta dissertacao iremos investigar um modelo matematico analisado em Boy
[3] que descreve o movimento de uma populagdo de amebas unicelulares. Estas
passam por um processo de locomog¢ao chamado quimiotaxia positiva, na qual elas se
movimentam em direcao a regiao de alta concentragao de uma substancia quimica,
chamada AMP-ciclico, que é produzida pelas préprias amebas. Este modelo foi
proposto por Keller e Segel ([16], paginas 406-407; [17], paginas 258-260) e outros
modelos similares foram analisados por Alt [2], Schaaf [18] e Jiiger e Luckhaus [10].

O modelo consiste de um sistema nao linear parabdlico de reagao-difusao que pos-
sui duas incognitas: a densidade populacional e a concentracao quimica. Primeiro,
formulamos um problema variacional com base no sistema original, com o intuito de
buscar uma solucao fraca para o sistema original. Para tanto, precisaremos conside-
rar um truncamento que depende de alguma constante M > 0 e definir uma versao
truncada do problema variacional, que chamaremos de problema auxiliar.

Provaremos entao a existéncia e unicidade global de solucao do problema au-
xiliar usando o método de Faedo-Galerkin. Além disso, mostraremos que esta é
de fato uma solucao forte e continua do problema auxiliar. Assim, fixando um M
apropriado, a continuidade implicara na existéncia local de uma tinica solucao forte
do problema original. Finalmente, usaremos um argumento de prolongamento para
provar que de fato existe uma unica solucao global forte do problema original se

limitarmos um dos dados iniciais em alguma norma a ser especificada.






CapiTULO 1

Preliminares

1.1 Espacos funcionais e teoremas de imersao

No desenvolver desta pesquisa precisaremos de algumas defini¢coes e de alguns
resultados que apresentaremos aqui com suas devidas referéncias.

Para tanto, suponha que 2 C R? é um dominio suave e limitado com fronteira
[ = 00 de classe C*', T > 0, Q; = [0,t] x Q, t < T, ez = (t,x) € Qr com
dz = daxdt. Como usual, LP(2) denota o espaco de Banach das classes de fungoes

mensuraveis f, definidas sobre (2, tais que

Jlr@pds <o,
Q

CcOIm norma

1/p
1l ooy = ( / !f(w)l”dx) l<pes

Além disso, L>(£2) denota o espago de Banach das classes de fun¢oes mensuréveis
f, definidas sobre €2, que sao essencialmente limitadas, com norma
[f1[zoe ) = esssup | f(z)].
€

Se p =2, L*(R2) é um espaco de Hilbert com o produto escalar
(u,v) = / u(z)v(z) dz.
Q
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Denotaremos por WP () o espaco de Banach de todas as funges u € LP(2) tais
que, para todo j = (j1, ja, j3) € (NUO)?, |j| = j1 + j2 + j3 < m temos Diu € LP(Q),

sendo D7u a derivada no sentido das distribuigoes (ver Se¢ao 1.6), munido da norma

||u||%/m,p(ﬂ) = Z ||Dju||§p(g)7 1 <p<oo,

l71<m

e, se p = o0,

lullwmoe@ = > 1Dl o).

l7|<m

Quando p = 2, W™2(Q) = H™(2) é um espago de Hilbert com o produto escalar

(u, V) pm) = Z (Du, Dv) (1.1)

lil<m

e a norma de W™?(Q2). Definimos também os espacos de Hilbert H*(R™) e H*(12),

com s real nao negativo como sendo
H*(R") = {ue S'(R") : (L + [[«|*)7a € L*(R")}
H(Q) ={u=v|qg:ve HR")},

onde S'(R™) é o espago das distribuigoes temperadas e u é a transformada de Fourier

de u. Consideramos em H*(R"™) e H*()) as normas

el ey = 1L+ ll21%) 2| 2y

[l

Hs(Q) = 1nf{Hv| Hs(Rn) - 'U’Q = u},

respectivamente. E possivel provar que esta definicao é compativel com a definicao

dada acima para m = s, se s é inteiro. (Ver Medeiros [13], paginas 16-20 e 86-98).
Usaremos a notacao X — Y para significar que a imersao de X em Y é continua,

i.e. que existe um C' > 0 tal que ||z|ly < Cljz||x, Vo € X. Assim, temos que

Teorema 1.1 (Medeiros-Miranda [13], pdgina 75) Seja Q@ um subconjunto limitado
de R", (n>2), de classe C™ e 1 < p < oo, entao

i) WmP(Q) < LI(9), 1< q < = semp < n;

n—
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i) WmP(Q) — L1(Q), 1 < g < oo, se mp=n;

iii) WmP(Q) — CPMNQ), mp > n.

No caso (i), k é um inteiro verificando k < m — 2 < k+1 e A um real

satisfazendo 0 < A<m —k—2= Xy, se \p<1lel<A<1se)=1.

n
p
Afirmamos também que

Teorema 1.2 Se co > s> 1 >0, entdo a imersao de H*(2) em H"(§2) € continua

e compacta.

Prova: A demonstracao é imediata da Proposi¢ao 2.6 de Medeiros [13] na pagina

96, e do Teorema 1.4.3.2 de Grisvard [8] na pagina 26. O

Agora, seja X um espago de Banach, equipado com uma norma ||-|| x. Definimos o

espacgo LP(0,T; X) como sendo o conjunto das fungdes u : [0, 7] — X que satisfazem

T 1/p
ol = [ lular) <o
0

paral <p < oo, e
]| Lo (0,7 x) 1= esssup [[u(t)| x < oo,
0<t<T

se p = 0.
Por outro lado, definimos também o espaco C'(0,7"; X') como sendo o espago das

fungoes continuas w : [0, 7] — X tais que

Jullctorx = mas [lu(®)]x < oc.

Similarmente, definimos C([0,T]; X) e C(]0,T[; X). Note que assim temos, pela

definicao do maximo e do supremo essencial, que

[ullzos0,r.x) < [Julleorx)

e logo C(0,7; X) — L*>(0,T; X).



1.2 Desigualdades

Deixaremos aqui especificadas algumas desigualdades que usaremos. (Ver Evans

6], paginas 705-709.)

Proposicao 1.3 (Desigualdade de Cauchy)

a®? b
b< —+ — beR
a — 2 +2 (a’7 6 )
Prova: Defato,0§(a—b)2:a2—2ab+b2:>ab§§+§. O

Coroldrio 1.4 Sea,b,c € R, entao (a+b)* < 2(a®+b%) e (a+b+c)? < 3(a*+b*+c?).

Prova: De fato, a desigualdade de Cauchy implica que (a + b)? = a® + 2ab + b* <
a’ + (a® + %) + b = 2(a® + b*). Analogamente, (a + b+ ¢)?> = a® + b* + ¢* + 2ab +
2ac+2bc < a? + b2+ A + (a? + b)) + (a® + &2) + (B + ) = 3(a* + b* + &2). O

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Young) Seja 1 < p,g < oo e % +§ = 1.

Entao ;
P q

abﬁa—+— (a,b>0).
p q

Prova: Como z +— e” é convexa, pois (e*)” = e* > 0 Vz, entao

LiogaP+Lloght - 1 1 a?
loga+logh __ ep10ga +4 logd < _6logap + _elogbq _

p q p q

b?

ab=-c¢e

Proposicao 1.6 (Desigualdade de Young com ¢€) Sejam a,b,e > 0. Entdo,
ab < ea? + C(e)b? com C(e) = (Ep)—Q/Pq—l.

Prova: Para tanto, escreva ab = ((ep)'/Pa) <W) e aplique a proposi¢ao anterior

para os termos em paréntesis. O

Vale lembrar que a proposicao anterior com p = ¢ = 2 nos fornece

Proposicao 1.7 (Desigualdade de Cauchy com ¢)

2

b
ab§€a2+4— (a,b>0,e>0)
€



Também temos:

Proposicao 1.8 (Desigualdade de Hoélder) Seja 1 < p,q < oo com % + % =1.
Entao, se uw € LP(U), v € LY(U), temos que

/U|uv|dx < ||U||LP(U)||U||L‘1(U)'

Prova: Como u € LP(U), v € LYU), podemos definir w = u/||u|»@), 2 =

v/||v][Law) e temos que [[w||7,y = [|2[|74@y = 1. Entéo, pela desigualdade de
Young,
1 1 1
/]uv[ :/ |lwz|dx < —/ |w|pd:B—|——/ 2|7 dz
lell oy [0l Loy Ju v pJu q Ju
) - 11
= _||w||LP(U) + gHZHLq(U) = ]_) + 5 = 1.

Logo, multiplicando por ||u|| sy ||Vl ze(w), temos que [, |uv| < ||ul| o ||Vl ooy O

E, generalizando a proposi¢ao anterior:

Proposicao 1.9 (Desigualdade de Holder Geral) Seja 1 < py,....p,m < 00

compil—l—p%—i—...—i—pizl e suponha que ux € LP*(U) para k =1,...,m. Entao

/ - ] dz < T lallzon o
U

k=1
Prova: Este é demonstrado usando inducao e a desigualdade de Holder da pro-
posicao anterior. [

Agora, a desigualdade de Hélder e a desigualdade triangular implicam na:

Proposicao 1.10 (Desigualdade de Minkowski) Se 1 < p < oo e u,v €
LP(U), entdo

lu+ vl ey = Julle@) + |vllze@).-

Prova: De fato, pela desigualdade de Holder,

lw+ov|B,n= [ |u+vPde < [ JudoP Y (Jul + |v]|) dz
L U U

: (/U’uﬂ’pdm)ppl<(/[]\wpdx>;+ (/U]U|de>;>

= llu+ [l (el oy + 10l o) (1.2)



e portanto, multiplicando a desigualdade acima por ||u + UHlL;éDUV concluimos que

lu + vl oy < Nlullzew) + 0l r @)

Dali, podemos afirmar que:

Proposicao 1.11 (Desigualdade de Minkowski em H™(Q2)) Sem > 1 inteiro,

entao existe C' > 0 tal que

lu+vllm@) < Clllullam@) + ollam@)-

Prova: De fato, pela defini¢ao da norma em H™(2), o Corolario 1.4, e a desigual-

dade de Minkowski, temos

HU+U||12L1m(Q) = Z |1 D7u + DJUH%?(Q) < Z (HD]U||L2(Q) + ||DJU”L2(Q)>

l7l<m l7]<m
< > 2(I1D7ullza) + I1D0llz2(0)) = 2(Jullfmg) + 10lFm)-
li|<m

Note também que a2 +b2 < a2 +b2+2ab = (a+b)> = (a>+b?)2 < a+bseca,b > 0.

Portanto, tomando a raiz quadrada na desigualdade acima, temos que
w4+ vl ey < V2(|[ullFrm ) + 101 Fm@) " < V2([[ullim) + [0]lmm@)-

OJ

A desigualdade de Young com e da Proposi¢ao 1.6 e a desigualdade de Holder
geral da Proposicao 1.9 serdao usadas inimeras vezes durante o texto tanto para
U = Q quanto para U = Qr e portanto, por simplicidade, serao chamadas de
desigualdade de Young e desigualdade de Holder, respectivamente. O mesmo vale
para as desigualdades de Minkowski em LP(€2) e H™(£2) das Proposicoes 1.10 e 1.11,

respectivamente.

Outra desigualdade que sera usada varias vezes é a:



Proposicao 1.12 (Desigualdade de Gronwall)
Sejam z,w,p fungoes integraveis nao negativas definidas em [0,T], C >0 et <T

tais que
2(t) —I—/O w(s)ds < C +/0 p(s)z(s)ds.

Entao t
Z(t) < Cef(fp(s)ds e / ’U)(S) ds < Cefotp(s)ds
0

Prova: De fato, defina
t
y(t)==C +/ p(s)z(s) ds.
0

Como w > 0, temos por hipdtese que z(t) < z(t) + fot w(s)ds < y(t), o que implica
que y'(t) = p(t)z(t) < p(t)y(t), pois p > 0. Entao, y'(t) — p(t)y(t) < 0 e, portanto,

multiplicando por e~ Jo ps)ds > 0, temos que

d — [t S S — [t S S
S ly®e B8] = [y (1) = p(t)y(n) | B <0
Integrando em [0, ¢] e multiplicando por elop(s)ds podemos observar que

y(t) < y(0)eh Pd = Celor)ds,

Assim, como w > 0 e z > 0, pela hipétese e a desigualdade anterior, concluimos que

z(t) < z(t) —i—/o w(s)ds < C +/0 p(s)z(s)ds = y(t) < Celor@)ds o

/0 w(s)ds < z(t) —|—/0 w(s)ds < C +/0 p(s)z(s)ds = y(t) < Celop()ds, O

Com estas desigualdades e as definigoes da Secao 1.1, podemos provar que
Proposicao 1.13 As sequintes aplicagcoes sao lineares e continuas

a) V:H™Q) — H™ 1 (Q)3, m=1,23, em=2—a, com0 < a<1;

b) A: H™(Q) — H™2(Q), m = 2,3;

c) VA : H3(Q) — L*(Q2)3.



Prova: A demonstracao é feita analisando cada caso separadamente e utilizando a
definicao de cada norma. A fim de tornar a leitura mais fluida e natural, omitimos
a demonstracao neste ponto. Porém, o leitor pode encontrar esta demonstracao em
detalhes no Apéndice A, onde foi colocada para referéncia. O

Além disso, a proposicao anterior implica que
Proposicao 1.14 Se 1 <r < oo, as sequintes aplicagoes sao lineares e continuas:
1. VL0, T; H™(Q)) — L™(0,T; H™1(Q)3), m=1,2,3, ¢
m=2—a, com0<a<l;
2. A L7(0,T; H™(Q)) — L™(0,T; H™2(Q)), m = 2, 3;

3. VA L'(0,T; H3(Q)) — L7(0,T; L(Q)%).

1.3 Resultados de regularidade

Com as defini¢oes dos espagos LP(0,7; X), podemos provar as seguintes propri-

edades:
Proposigao 1.15 Sew € L*(0,T; L*(Q)) e Vw € L*(0,T; L*(Q)?), temos que w €
L*0,T; HY(Q)) e
HwH%Q(O,T;Hl(Q)) = HwH%Q(O,T;LQ(Q)) + ||Vw‘|%2(o,T;L2(Q)3)- (1.3)
E analogamente:
Proposigao 1.16 Se w € L*>(0,T;L*(2)) e Vw € L*(0,T; L*()), temos que
w e L0, T; HY(Q)) e
HwH%OO(O,T;Hl(Q)) = HwH%w(o,T;B(Q)) + va”%w(o,T;H(Q)?r)' (1.4)
Prova: De fato, pelo Lema A.3, podemos ver que, para quase todo ¢ € [0, 77,
lw(®) |7 0) = lw®|Z20) + IV (®) |22y (1.5)

Assim, integrando em [0, 7] ou tomando o supremo essencial, temos as Proposigoes

1.15 e 1.16, respectivamente. [
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Seguindo desta forma, a intui¢do nos leva a crer que existe uma limitacao de w,
Vw e Aw que implica w € L*(0,T; H*(Q))) ou w € L>*(0,T; H*(2)). Mas, para
provar tal resultado, precisamos do seguinte teorema, que é uma forma particular

daquele encontrado em Mikhailov [15], pagina 217: *

Teorema 1.17 Se f € H*(Q) entdao as solucoes generalizadas u da equagdio de
Poisson Au = f com condi¢oes de Neumann homogéneas pertencem a H¥2(Q) e

satisfazem a desigualdade

1wl grr2iy < CIfll e
onde C' > 0 independe de f, se fQudx = 0.

Com o teorema acima em maos, podemos provar a seguinte proposicao:
Proposigao 1.18 Seja w € L*(Q) tal que Aw =: g € H*(Q) e 22 = 0 em I.
Entdo, w € H*2(Q) e existe K > 0 independente de g tal que

| gr+2) < K9l mr) + w2 @))- (1.6)

Prova: Como (2 é limitado, podemos definir u = [Qw — [, w. Entéo, temos que

/udsz, % ow
o) 871

=|Q]—| =0, Au = |Q|Aw = Qg € H*(Q).
Logo, podemos aplicar o Teorema 1.17 para u, com f = |Q|g € H*(Q), para obter

r

r_ on

C' > 0 independente de f (e portanto de g) tal que
[ull zrer2) < Cll fll @) = CIUI gl e (0

Dai, usando a desigualdade de Minkowski na defini¢ao de u, encontramos um Ky > 0

independente de g tal que
Ky

|||U||Hk+2(9) +

1]

wdx

|w]] grrre() <
H*+2(Q)

< KaClallun + iy H / wda (1.7)

Hk+2(sz)

*E possivel chegar as conclusoes das proposigoes seguintes usando um processo andlogo ao usado
na demonstra¢do dos Lemas 8.1 e 8.2 nas paginas 171 e 175 de Ladyzhenskaya [11]. Ver também

o comentério nas paginas 181-182 do mesmo livro.
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No entanto, como fQ wdx é constante em €2, pela desigualdade de Holder temos

‘/wdx :H/wdx :‘/wdx
Q HF2(Q) Q L2(Q) Q

< Jwll 2@ 111720 = lwll 2@ €. (1.8)
Entao, se K = max(K,C, K;), as desigualdades (1.7) e (1.8) nos permitem concluir

11|22 (o)

que
[wll 20y < KoCllgllme o) + Kollwllr2@) < K(llgllme@) + llwllr29))-

Além disso, como C' e Kj independem de g, entao K também independe de g. [

A proposicao acima implica que:

Proposigao 1.19 Se Aw € L*(0,T; H*(Q)) e w € L*(0,T; L*(Q)), com Bw() =0
em ' para quase todo t € [0,T], entdo w € L*(0,T; H*™2(Q)) e existe K mdepen—
dente de Aw(t) tal que

Hw||2L2(o,T;Hk+2(Q)) < 2K2(||Aw\|i2(o,T;Hk(Q)) + HwH%%o,T;m(Q)))a

e, analogamente:

Proposigao 1.20 Se Aw € L>*(0,T; H*(Q)) ew € L>*(0,T; L*(2)), com () =0
em I' para quase todo t € [0,T)], entdo w € L>(0,T; H**2(Q)) e existe K mdepen-
dente de Aw(t) tal que

||w||ioo(o,T;Hk+2(Q)) < 2K2(||Aw||ioo(o,T;Hk(Q)) + HwH%OO(O,T;L?(Q)))'

Prova: De fato, como a < K(b+ ¢) implica que a* < 2K?(b* 4 ¢?) (ver Proposigao
1.4), a Proposigao 1.18 implica que para quase todo 0 <t < T, vale

o)l ey < 2B (1 Aw(E) 7o) + 0B Z2(0)-

Integrando em [0, 7], ou tomando o supremo essencial na igualdade acima, obtemos
respectivamente as Proposicoes 1.19 e 1.20. [
Juntando as Proposicoes 1.15, 1.16, 1.19 e 1.20, no caso especifico k = 1, temos

que
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Proposigao 1.21 Sejar = 2 our = co. Se VAw € L"(0,T;L*(Q)?), Aw €
L0, T; L*(Q)) ew € L(0,T; L*(9)), com agr(f) =0 em I para quase todo t € [0,T],
entao w € L"(0,T; H*(QQ)) e existe K independente de Aw(t) tal que

”wH%T(O,T;H3(Q)) < 2K2(||VAMH%"(O,T;LQ(QP) + HAw”QLT(O,T;L?(Q)) + HwH%"(O,T;LQ(Q)))'

Finalmente, apresentamos um 1ltimo resultado de regularidade que precisaremos
na Secao 4.2. Este decorre do Teorema 9.26 e da Observacao 24 na pagina 299 de
Brezis [4].

Teorema 1.22 Sejam co,c; € R, m inteiro nao negativo, com f € H™() e a €
HY(Q) tais que

co/Vanodx—i-cl/acpdx:/fgodx Yo € H(Q).
0 Q Q
Entao, a € H™2(Q) e eriste C = C(Q2) > 0 tal que

lall gmi2) < C| fllam@)-

1.4 Topologia fraca

Agora, seja E' um espago de Banach com norma || || e E’ o espaco dual de E,

i.e., o espaco de todos os funcionais lineares continuos em E. Fixe em E’ a norma

1fller = sup |f()],
E

TE
lzll<1

para [ € E' e denote por ¢y : E — R o funcional linear ¢(z) := f(z) =: (f,z).
Definimos a topologia fraca no conjunto £ como a topologia mais grossa tal que ¢y
¢ continua em E para todo f € E’. Logo, dizemos que uma sequéncia x,, converge
fracamente a x se esta converge na topologia fraca e denotamos este fato por x,, — =z,
simbolo andlogo ao da convergéncia forte (z,, — z). Com estas defini¢oes, temos a

seguinte proposigao da pagina 58 de Brezis [4]:
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Teorema 1.23 Seja (x,) uma sequéncia em E. Entao

1.z, —~x & [<f,xn> — <f,x> VfeFE].

2. Se x, — x, entao x, — .

3. Se x, — x, entdo (||x,]|) € limitado e ||z| < liminf ||z,]|.

4. Sex, =~z emFE ef,— femFE, entio <fn,xn> — <f,x>

Com o teorema acima, podemos entao provar as seguintes proposicoes:
Proposicao 1.24 Se X —-Y ex, = x em X, entao z, =~ x em Y.

Prova: De fato, pela Proposicao 1.23, x,, — x em X implica que para todo f € X’
temos <f, a:n> — <f,x> Mas X — Y implica por dualidade que Y’ — X’. Entao,
em particular, para todo f € Y/ C X’ temos <f, a:n> — <f,.:1:> e, portanto, x,, — x
em Y. 0

Obviamente, existe a versao forte da proposicao anterior:
Proposicao 1.25 Se X <Y ex, > x em X, entao x, > x em Y.

Prova: De fato, se X — Y, entdo existe C' > 0 tal que ||w|]y < C||lw|/x, Vw € X.
Em particular, ||z, — z|ly < C||lx, — z||x. Mas por hipétese a ultima desigualdade
tende a zero e portanto x, — x em Y. O

Agora, buscamos uma caracterizagdo da topologia fraca em LP(Q2) e LP(Qr).

Para tanto, precisaremos do:
Teorema 1.26 (Teorema de representacdo de Riesz-Fréchet)

(a) (Brezis [4], pagina 135) Sejam H um espago de Hilbert com produto escalar
(,) ewp€ H'. Entao existe um tunico f € H tal que

<g0,u>:(f,u), Yu € H.

Além disso, || flla = @]l a-
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(b) (Brezis [4], pdginas 97 e 99; Folland [7], pdgina 190) Sejam 1 < p < o0
el < q < oo, com % —i—% =1e¢ € (LP(W)). Entao, existe uma unica
u € LIY(W) tal que

(6, f) = / w(2)f(z)dz,  Vf € LP(W).
w
Além disso, ||u||Laowy = |||l rowy -

Portanto, podemos usar as identificacoes LP(Qr) = LI(Qr) e LP(Q) = L(N2) se

1<p<oxel<qg< oo, com }D + % = 1. Além disso, podemos provar que

Proposicao 1.27 Sejam 1 < p < o0 el < g < oo tais que ]lj —i—% = 1. FEntao,

v, — v em LP(Q) se e somente se
/w(:z:)vn(:c) doe — / w(x)v(z)dz, Yw e L1(Q).
Q Q

Prova: De fato, sabemos que v, — v em LP(Q2) se e somente se <w,vn> — <w,v>
para todo w € LP(Q) = L9(2). No entanto, pelo teorema de Riesz-Frechet 1.26,

existe um tnico w € L4(Q) tal que

(w,vp) :/Q@(:U)Un(a:) dz, (w,v) :/Q@(I)v(x) dz,

e |0]| La) = |wll ey = ||w||Lage)- Logo, pela desigualdade de Holder,
0< /@(m)v(m) dz — / w(z)v(x)de| = / (w(z) — w(z))v(z)dz
0 Q Q
< 1~ wlsw ol < [I8sm) — o | fellzoiey = 0
e portanto

(w,v,) = /Qﬁ(a:)vn(x) dz = /Qw(x)vn(x) dz
(w,v) = /Q@(x)v(x) dz = /Qw(x)v(x) dz.
Entao, <w, vn> — <w,v> Yw € L9(2) equivale a dizer que

/Q w(@)oy (x) dz — /Q w(z)(z) dz

para todo w € L7(f2). O

Analogamente,
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Proposicao 1.28 Sejam 1 < p < o el < g < oo tais que %—i—% = 1. FEntao,

v, — v em LP(Qr) se e somente se

/ w(z)v,(2)dz — g w(z)v(z)dz, Yw € LY(Qr).

Em particular, temos que:

Proposicao 1.29 Sejam 1 < p < oo el < q < oo tais que % —i—% = 1. Entao,
f(t) = f(t1) em LP(QY) quando t — t, se e somente se

/Qw(:v)f(t,x)dx—>/Qw(x)f(t1,x) dz, Yw € LY(Q).

Prova: Basta aplicar a proposicao 1.27 para v, := f(s,) com s, C [0,7] qualquer

sequéncia arbitréaria tal que s, — t; e v := f(t1). O

O estudo da topologia fraca tem a finalidade de nos fornecer uma topologia
em que conseguiremos, em espacos reflexivos, extrair de sequéncias limitadas uma
subsequéncia convergente. Para tanto, precisaremos do teorema de Kakutani, espe-

cificado abaixo, com algumas aplicagoes importantes:

Teorema 1.30 (Kakutani) Seja E um espago de Banach. Entao E € reflexivo se,
e somente se, Bp = {x € E : ||z|| < 1} é compacto na topologia fraca. (Brezis [4],

pdgina 67)

Corolario 1.31 Se F € espaco de Banach reflexivo e x, sequéncia limitada em E,

entdo existe uma subsequéncia x,, que converge na topologia fraca. (Brezis [4],
pdginas 69 e 76)

Observagao 1.32 Note que H™(Q2) (m > 0) € um espago de Hilbert com o produto
(1, )amo) definido na equacao (1.1). Portanto, aplicando o item (a) do Teorema de
Riesz Frechet 1.26 duas vezes (de H™(Y) para H™(Q2) e de H™(?) para H™(Q2)")
¢ possivel provar que H™(S2) € reflexivo. Entdo, pelo coroldrio anterior, podemos
extrair de qualquer sequéncia limitada em H™ () uma subsequéncia convergente na

topologia fraca.
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Analogamente, se X ¢é reflexivo e %4—5 =1, com1 < p < o0, temos que
LP(0,T; X) = LY0,T; X") (Moura [14], pdgina 109), e se p # 1 isto implica que

LP(0,T; X)" = L0, T; X") = L*(0, T; X") = LP(0, T; X).

Logo, temos que se X € reflexivo e 1 < p < 00, entao LP(0,T; X) € reflexivo também
e portanto podemos extrair de qualquer sequéncia limitada em LP(0,T; X) uma sub-

sequéncia convergente em LP(0,T; X) na topologia fraca.

1.5 Topologia fraca estrela

Seja £ um espaco de Banach e, para cada z € F, considere o funcional linear
v, + E' — R definido por ¢,(f) = <f,x> para f € E’. A topologia fraca* é a
topologia mais grossa tal que ¢, é continua em E’ para todo x € E. Usaremos
a notacdo f, — f para denotar convergéncia nesta topologia. Como na topologia

fraca, temos o seguinte teorema (Brezis [4], pagina 63):
Teorema 1.33 Seja (f,) uma sequéncia em E'. Entdo
1. fp>f < [<fn,x> — <f,a:> Vo € F.

2. Se f, — f, entao f, — [.
Se f, — f, entdo f, = f em E'.

3. Se fo = f, entio (|| f.|]) € limitado e || f|| < liminf | f,]|.

4. Se f, > fem E ex, —x em E, entio <fn,xn> — <f,x>

Usaremos um caso especial do dltimo item do Teorema 1.33:

Proposigao 1.34 Se f, = f em L®(Qr) e w, — w em LY (Qr), entio

fo(2)wn(2) dz — f(2)w(z)d=.
Qr Qr
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Prova: De fato, pelo Teorema de Representacao de Riesz - Frechet (1.26), f, f, €
L>®(Qr) = (L*(Qr))" implicam que existem g, g, € L®(Q7) tais que

<fn,w>:/ gn(2)w(z) dz

Qr
<f, w> = g(z)w(z)dz
Qr

¢}

gnllzo=(@r) = Ifnllze@r)

¢}

9l = (@r) = Il fl=(@r)

para todo w € L'(Qr) e n € N. Logo, g, = f, € g = f, quase sempre em Qr e

<fn,w> = gn(2)w(z)dz = fu(z)w(z)dz Yw € L'(Qr)
Qr Qr

(f,w) = g(z)w(z)dz = f(w(z)dz Yw € L' (Qr)
Qr Qr

e portanto a hipotese e o ultimo item do teorema anterior implicam que
fo(2)wy(2)dz = <fn, ’wn> — <f, w> = f(2)w(z)dz.
Qr Qr

O

O estudo da topologia fraca* tem um propdsito parecido com o do estudo da
topologia fraca. Esta topologia nos permite extrair subsequéncias convergentes de
sequéncias limitadas em qualquer espago dual de um espaco de Banach separavel.
Formalizamos esta afirmacao enunciando o teorema de Alaoglu e sua versao sequen-

cial:

Teorema 1.35 (Teorema de Alaoglu) Seja E um espago de Banach. Entao, a
bola fechada unitaria Bp = {f € E" : ||f|| < 1} € compacta na topologia fraca*.
(Brezis [4], pdgina 66)

Corolario 1.36 (Alaoglu Sequencial) Se E ¢ um espa¢o de Banach separdvel,
e (fn) sequéncia limitada em E', entao existe uma subsequéncia (f,,) que converge

em E' na topologia fraca*. (Brezis [4], pdgina 76)

Observacgao 1.37 Para passar o limite nas aprorimacoes de Galerkin, precisa-
remos obter subsequéncias convergentes na topologia fraca* de sequéncias limita-
das em L®(Qr) e L>(0,T; H*(Q)), k = 0,1,2,3. Pelo raciocinio acima, como
LYQr) = L=®(Qr) e L0, T; H*(Q)') = L*>(0,T; H*(Q)), basta provar que L*(Qr)

e L0, T; H*(Q)') sdo separdveis para poder utilizar o coroldrio anterior.
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Para tanto, lembre que:
Teorema 1.38 Os sequintes espacos sao separdveis:
a) LP(Q2) e LP(Qr), se 1 < p < oo. (Brezis [4], pagina 98)
b) H*(Q), se k € N. (Adams [1], pdgina 58)
c) E Banach, se E' € separdvel. (Brezis [4], pdgina 72)

Teorema 1.39 H*(Q)' € separdvel para todo k € N.

Prova: De fato, sabemos que H*(2)’ é um espago de Banach. Além disso, H*(Q)" =
H*(Q) é separavel pelo item (b) do teorema anterior. Portanto, o item (c¢) do mesmo
teorema implica que H*(Q2) também é separavel. O

Com isto, podemos provar que:

Proposigao 1.40 Se B é um espaco de Banach real e separdvel, entao L'(0,T; B)

¢ separdvel.

Prova:

Como no caso das fungoes RN — R, podemos provar que C§°(R; B) é denso em
LP(R; B), se 1 < p < oo (ver, por exemplo, Medeiros [13] pagina 9, Brezis [4] pagina
116, Hille [9] Capitulo 3, e Carl [5] pdgina 54). Dai, se f € L'(0,T; B), defina

0 caso contrario.

Fonlt) = { f(t) sete|0,T]

Entao fe.; € L'(R;B) e portanto, por densidade, dado m € N existe f™, €

C°(R; B) tal que ||f2 — featll sy < +. Em particular, se f™ = gt‘[O,T]’ te-
mos que
177 = ooy < 172 = fesllageem < -
Por outro lado, para cada m, N € N fixo, defina
al T T
RO =3 0. 1Y = W= |G 0 ] v
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com

() = 1 seteA
. 0 set¢ A.

Como f™ € C*(0,T; B) C C(0,T; B) para todo m € N, temos que fi¥ — ™ em
LY(0,T; B) quando N — co.
Dai, dado € > 0, existe my € N tal que e um Ny = Ny(mpy) € N

m
suficientemente grande tal que || f° — f™|10,7;5) . Com isto, vemos que

Hfzr%o - fHLl(O,T;B) < Hfz%o - meHLl(o,T;B) + Hfmo - fHLl(O,T;B)

(1.9)

Como B é separavel, existe F' = {w; : ¢ € N} um conjunto denso enumeravel em

B. Dai, afirmamos que

T T .
N(Z_l)’ﬁz }

é um conjunto enumerdvel e denso em L'(0,T;B). A enumerabilidade é ébvia.

N
= {Zwﬁxﬁv(t):wZGF,ki,NGN,IfV:

Agora pela primeira parte, vimos que se f € L'(0,7;B) e ¢ > 0, entdao existe

=y fmo(tf»v_ol)xllgvo (t) tal que || fx2 — fllororsy < §- Agora, para cada
i = 1 2... Ny, existe w)", € F tal que [|w) — f(t2°)||lp < a7 bor densidade.
Seja entao f ZZ W, 1XIN0( ) € D. Logo,

If = fllerorsy < If = fagllcrorsy + 1fxy — fllior:s

T || No ¢
< mo No (T ds + =
</ > (ulfh = ) (0 ds 5
TNO
< [} Dl el a4
TNO € €
g/o ZQTNOdS+§:§ 5=¢ (1.10)

Logo, D é denso e enumerdvel em L'(0,T; B) e portanto L'(0,T; B) é separavel. [J

Dai, pela Observacao 1.37, o Teorema 1.38, e o teorema anterior, temos que

20



Corolario 1.41 Se (f,) é uma sequéncia limitada em L>(0,T; H*(Q)) com k €
NU{0}, entdo existe uma subsequéncia convergente em L*°(0,T; H*(Q2)) na topologia
fraca*.

Analogamente, se (f,) € uma sequéncia limitada em L>®(Qr), entdo existe uma

subsequéncia convergente em L>®(Qr) na topologia fraca*.
Provaremos duas tultimas propriedades da topologia fraca*.

Proposicao 1.42 Se X ¢ reflexivo, entio f, = f em L®(0,T;X) implica que
fo = f em L*(0,T; X).

Prova: Como X é reflexivo, temos que L>=(0,T; X) = L'(0,T; X") e L*(0,T; X) =
L*(0,T; X') pela Observacio 1.32. Entdo, f, = f em L>*(0,T;X) implica que
(faz) — {(f,x) para todo x € L'(0,T;X’). Mas L*(0,T;X") — L*(0,T;X"),
pela desigualdade de Holder (ver Observacao 1.50), e entao <fmx> — <f, x> para
todo = € L*(0,T; X"). Logo, f, = f em L*(0,T; X). O

Proposicao 1.43 Se f, = f em L™(Qr), entdo f, = f em L*(Qr).

Prova: De fato, como L*(Qr) = L'(Qr), fu. = f em L®(Qr) implica que
<fn,cc> — <f,x> para todo x € L'(Qr). Em particular, <fn,x> — <f,:c> para todo
z € L*(Qr), pois L*(Qr) — L*(Qr). Logo, fn = fem L*(Qr). O

1.6 Distribuicoes e resultados de convergéncia

Defina C§°(Q) o espago vetorial das fungdes numéricas definidas em ) com su-
porte compacto, que possuem em () derivadas parciais continuas de todas as ordens.
Adicione a este espaco a seguinte nogao de convergéncia: (,) converge a zero se os
suportes de todas estas fungoes ¢, estao contidos em um compacto fixo K e, para
cada a € N, (D%p,) converge para zero uniformemente. Desta forma, temos que
(p,) em C§°(Q) converge para ¢ em C§°(Q) quando (p, — ¢) converge para zero
no sentido dado acima. Entao, denominamos o espago C§°(Q)) com esta nogao de

convergéncia o espago das fungoes testes em @, denotado por D(Q).
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Agora, definamos uma distribui¢ao 7" sobre () como uma forma linear sobre D(Q)
que é continua no sentido da convergéncia definida em D(Q). O espago vetorial
das distribuigoes entao é representado por D'(Q) e consideramos nele a seguinte
convergéncia: (7,) converge para zero quando para toda funcdo teste p € D(Q),

(<T,,, <p>) converge para zero em R.

Exemplo 1.44 Seja Q aberto do R™ e u € L}, (Q). Entdo, a forma linear T, sobre
D(Q) definida por

<Tu, 90> = /Qu(x)go(x) dz = (u, p)

¢ uma distribuicao.

Em particular, temos uma importante propriedade de T}, que usaremos posteri-

ormente:

Lema 1.45 (Lema de Du Bois Raymond) Seja u € L} (Q). Entdo, T, = 0

loc

se, e somente se, u =0 quase sempre em Q. (Medeiros [13], pdgina 10).

Com a definicao das fungoes testes, das distribuicoes e de suas convergéncias,

podemos provar a seguinte proposicao:
Proposicao 1.46 Seja Q C R™ um conjunto limitado. Entdo,
1. D(Q) € I3(Q) € D(Q) e D"(Q) € L2(Q). Além disso, D(Q) C HY(Q).
2. Se fo = f em L*(Q), entio f, — f em D'(Q).
3. Se f, — f em L*(Q), entio f, — f em D'(Q).
4. Se z, = x em L*(Q), entdo x, — x em D'(Q).

Prova: (1) Se ¢ € D(Q), entao temos que ¢ € C*(Q) C L>*(Q), por defini¢ao.

Logo, como @ é limitado,
|16 < g1l < o0

de onde concluimos que ¢ € L*(Q) e portanto D(Q) C L*(Q). Por dualidade, esta
inclusao implica que L*(Q) = L*(Q)" C D'(Q) e também D"(Q) C L*(Q) = L*(Q).
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Logo, se ¢ € D(Q), entdao v € L?(Q). Agora, por definicio, sabemos que
Yy, € C®(Q), para todo i = 1,...m. E, como o suporte de 1), estd contido no
suporte de 1, temos que de fato 1., € C5°(Q) e portanto 1,, € D(Q) C L*(Q).
Logo, V¢ € L*(Q)3 e portanto v € H'(Q), pela igualdade (1.5). Entao, vale o

primeiro item da proposicao.
(2) Sejam f,, f € L*(Q) = L*(Q) C D'(Q) tais que f, = f em L*(Q). Entao,
(fo,z) — (f, ) Vr € L*(Q). (1.11)

Em particular, D(Q) C L*(Q) implica que a convergéncia acima vale para todo
x € D(Q). Dali, temos que f, — f em D'(Q) pela definicdo de convergéncia nos

espaco das distribuigoes.

(3) e (4) Se f, —» f ez, = x em L*Q), entao o Teorema 1.33 implica que

fo = fex, > 2 em L*Q). Logo, pelo item anterior, f, — f e 2, —  em D'(Q).
O

Além desta proposicao, precisaremos da definicao de derivada no espaco das
distribuicoes. Seja T uma distribuicao sobre ) e a« € N”. Entao, a derivada de

ordem a de T' é por definicao a forma linear DT definida por:
(DT, ) = (-1)°(T. D), ¢ € D(Q)
Com a definicao acima, podemos provar a seguinte proposicao:
Proposicao 1.47 A derivada D* : D'(Q) — D'(Q) € continua em D'(Q).

Prova: Para tanto, tome w, — w em D’(Q)), entdo, por defini¢do, temos que

(wn, ) — (w, ), VY€ D(Q). (1.12)

Em particular, dado ¢ € D(Q), temos que ¢ € C§°(Q) e portanto D € C5°(Q)
e D*p € D(Q). Logo, tomando 1) = D%p, temos que a convergéncia em (1.12) e a

definicao da derivada implicam que

<wn, D"‘go> — <w, Dacp> Vo € D(Q)
(—1)|°‘|<wn, D"‘gp> — (—1)|°‘|<w, Do‘g0> Vo € D(Q)
(Dwn,0) — (Dw, ) p € D(Q)

e portanto D*w, — D*w em D'(Q). O
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Observacao 1.48 Com estas duas ultimas proposicoes, vamos poder utilizar a ca-

deia de implicagoes
[un - u em L2(QT)] — [un — U em @,(QT)] — [un,t — Up em @,(QT)]

Finalmente apresentaremos um ultimo resultado de convergéncia, encontrado na

pégina 85 de Simon [19].

Teorema 1.49 (Lema de Aubin - Lions) Sejam X, B e Y espacos de Banach
tais que X C B C'Y com imersao compacta X — B.

1. Seja F uma familia de fungées limitadas em LP(0,T; X), onde 1 < p < oo com
g—f ={f;: f € F} limitada em L'(0,T;Y). Entao F ¢é relativamente compacta
em L?(0,T; B).

2. Seja F uma familia de fungoes limitadas em L*(0,T; X), com % limitada em
L7(0,T;Y), onde r > 1. Entao F € relativamente compacta em C(0,T; B).

Observagao 1.50 Note que se T < oo, entao L*(0,T; H™(Q)) — L*(0,T; H™(Q))
para todo m > 0. De fato, se u € L*(0,T; H™(Q)) a desigualdade de Holder implica

que

T T 1/2 T
/ ||| gm oy ds < (/ 12ds) (/ ||
0 0 0

Logo usaremos também uma variacao do primeiro item do teorema anterior: Se [F €
limitada em L*(0,T;X), com % limitada em L*(0,T;Y), entdo F ¢ relativamente

ot
compacta em L*(0,T; B).

1/2

1.7 Resultados de continuidade

Como buscaremos uma solugao forte do nosso problema, no sentido de satisfazer
as condicoes de regularidade do enunciado do Teorema 4.2, precisaremos provar a
continuidade da solucao em certos espagos. Para tanto, serao necessarios os resul-

tados que enunciamos a seguir.
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Teorema 1.51 (Evans [6], pagina 304) Tome m um inteiro nao negativo. Su-
ponha que u € L*(0,T; H™2(Q)) e u, € L*(0,T; H™(R)).

1. Entiou € C(0,T; H"(Q)) (apds possivelmente sendo redefinida em um con-

gunto de medida nula).

2. Além disso, temos a estimativa

max [[u(®)]ley < Cllullzommmeay + lulzormmey) — (113)

onde C' = C(T,Q,m).
Precisaremos também do seguinte teorema, de Teman [20], pagina 260:

Teorema 1.52 Sejam V — H = H' < V' espacos de Hilbert com inclusoes
continuas e cada espago denso no sequinte. Se uma fungdo u pertence a L*(0,T;V)
e sua derivada u' pertence a L*(0,T; V"), entdo u é quase sempre igual a uma fungao
continua de [0,T] em H e temos a sequinte igualdade, que vale no sentido escalar

de distribui¢ao em (0,T):
d
E|u|2 = 2(u/, u).

Definicao: Defina entao o seguinte espacgo de Hilbert:
W(0,T) := {v € L*(0,T; H(2)),v, € L*(0,T; H'(Q)"}, (1.14)

CcOo1m a norma

T T
|MW=£!M%MM+A\M%my

Buscaremos posteriormente uma solugao no espaco W(0,T') e, portanto, vale
notar que o teorema acima garante que W (0,7) C C(0,T; L*(Q2)), pois H'(Q) —
L3(Q) = L*(Q) — HY(Q)' (Teoremas 1.1, 1.26).

Depois de um pouco de esforgo, provaremos que tal solugao é continua de [0, 7' em
H?(2), com a topologia fraca em H?(2), usando o seguinte lema de Lions-Magenes
[12], pagina 297:
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Lema 1.53 Sejam X e Y dois espacos de Banach, X — Y, X reflexivo. Defina
Cs(0,7;Y) ={g € L=(0,T,Y) : g continua com a topologia fraca em Y}, (1.15)

Cs(0,T;X) ={g € L>=(0,T;X) : g continua com a topologia fraca em X}. (1.16)

Entao
L0, 7; X)NCs(0,T,Y) = Cs(0,T; X).

Tendo definido os espagos C(0,T;X) e Cs(0,T; X), podemos afirmar algumas
propriedades que relacionam C(0,7; X) e Cs(0,7T; X):

Proposicao 1.54 Se X € um espago de Banach, entao C(0,T;X) C Cy(0,T; X).

Prova: De fato, se t — ¢, ¢ f € C(0,7;X), entdo f(t) — f(¢t1) em X, e portanto
f(t) = f(t1) em X, pelo Teorema 1.23. Logo, f € C4(0,T; X). O

Proposicao 1.55 Se X — Y, entdo Cs(0,T; X) C Cs(0,T;Y).

Prova: De fato, set — t; e f € C5(0,T; X), entao f(t) — f(t;) em X. Dai X — Y
implica que f(t) — f(t;) em Y, pela Proposicao 1.24, e portanto f € C(0,7;Y).
O

Além disso, temos uma versao forte da proposicao anterior:
Proposicao 1.56 Se X — Y, entio C(0,T;X) — C(0,T;Y).

Prova: Como X < Y, temos que existe um C' > 0 tal que ||w|y < C||lw|x Yw € X
e, portanto,
[wllery) = max [lw(t)]ly < C max [w(t)|x = Cllwlcorx)

0<t<T 0<t<T

Logo, a inclusao é continua. U

Além das proposicoes acima, precisaremos de um resultado sobre o produto de

fungoes continuas:
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Proposicao 1.57
a) Se fo € C(0,T;L>(Q)) e go € C(0,T;L>(R)), entao fogo € C(0,T;L>(Q)).
b) Se f1 € C5(0,T;L*(Q)) e g1 € C(0,T; L=(Q)), entio fig, € Cs(0,T; L*(Q)).
c) Se fo € C5(0,T; L5(Q)) e go € C(0,T; LE(R)), entdo fags € C4(0,T; L3(Q)).
Prova: (a) Sejam t,t; € [0,T], com t — ¢;. Entao somando e subtraindo fo(t)go(t1)

a fo(t)go(t) — fo(t1)go(t1), obtemos pela desigualdade de Minkowski que

IE)on(®) ~ Folt (8]
Hfo )(90(8) = 90(E) ey + 1 Fo(8) = Folt))0(60) e
< ol llgo(t) = go(tr)llzee () + 1fo(t) = fo(t)l[ oo @ llgo(tr) || (@)
< | follcwo.r;e=@)llgo(t) — go(t1) lz=(o)
+ [1/o(@) = fo(t1) 2@ ll90llco.rizoe(0)) — 0,

pOiS f0790 S C(0>T7 LOO(Q)) LOgO, ng(] S C(0>T7 LOO(Q))

(b) De fato, pela Proposigao 1.29, precisamos provar que para todo ¢ € L?(Q2) =
L?(2) temos

— 0,

/¢f1 a1(t) = fi(t)gi(th)] dz

quando t — t;. Mas, somando e subtraindo f;(t)g;(¢1), pela desigualdade triangular

temos que

t)gi1(t) — fi(t)gi(t:)] dz

_ / SLAM (0 (t) — g1(1) + (fu(t) — fi(t1) g (tr)] da

IN

/¢f1 (g1(t) — a1 (t1)) dx| +

/Qqﬁfltdx

— fi(t1))g1(t1) do

IN

lor(t) - 91(t1)||L°<>(Q) " ’ / b01(1)(H1(8) — fu(tr)) da
(1.17)
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Afirmamos que ||fi(t)||r2) < || fillze(o,r;L2()) para todo ¢t € [0,T]. Para
provar tal afirmacdo, fixe ¢y € [0,7] arbitrdrio. Como f; € C,(0,T;L*(Q)) C
L>=(0,T; L*()), temos que existe um conjunto denso D em [0, 7] tal que

||f1(3)||L2(Q) < ||f1||Loo(o,T;L2(Q)), Vs e D.

Por outro lado, D denso em [0, 7] implica que existe s, € D tal que s, — tg. No
entanto, como f; € Cy(0,T; L*(2)) e s, — to, temos que fi(s,) — fi(to) em L*(Q)

e portanto

[ f1(t0) 220y < lHminf || f1(sn)llz20) < | f1llLee o220,

pois s, € D para todo n € N. Logo, ||fi(to)||r2) < ||filleeo7;22(0)) € portanto,
pela arbitrariedade de to € [0, T],

[f1®) 2@ < [ fillzo.r:22(0)), vt € [0, 7).

Dai, como ¢ € L*(Q) e f; € C(0,T;L*(R)) C L>(0,T;L*(Q)), temos pela
desigualdade de Cauchy, que

‘/chfl(t)d%'

e entdao g1 € C(0,75L>(f)) implica que

<ol fr®) 2 < NDllz2 | fill L 0m52(0)) < 00, (1.18)

Jo 01(1) dz|lg1(t) = g1(t1) [l L) — O

quando t — t;.
Por outro lado, note que g; € C(0,T; L>(Q)) e ¢ € L*(Q2) implicam que

g1 (1)l z2) < @llz2@llgr(t) =) < |llz2@)llgillcori=) < oo

Entao, a hipétese f; € Cy(0,7T; L*(2)) nos permite concluir que

\ [ omte)0) ~ e as| 0

quando t — t;, pela Proposicao 1.29. Logo, pela desigualdade (1.17), temos que
fi(t)gi(t) — fi(t1)gi(t1) em L?(Q2) quando t — t; e portanto f1g; € C,(0,T; L?(Q)).
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(c) Como feito acima, na equagao (1.17), (trocando f; <> fo e g1 <> g2), vemos

que

/Q SL2(0)ga(t) — Falta)ga(tr)] da

<

/Q 6 12(1) (g2(1) — galty)) e

+ ‘ /ﬂﬁbg2(t1)(f2(t) — fa(t1)) dz|.
(1.19)

Seja agora ¢ € L3(Q) = L32(Q) e lembre que L°(Q2)' = L%5(). Por um raciocinio

analogo ao feito no item anterior, vemos que fy € Cy(0,7T; L°(€2)) implica que
[ fo)llzs@) < [l follzooo.1:28(0)) vVt € [0, 7).
Portanto, a desigualdade de Holder (com % + % = 1), implica que
5/6
P2l Lors () = (/|¢|6/5|f2(t)|6/5d$) < ol zarz @l f2(E) || Lo ()
< |[@ll zsr2yll f2ll Lo 0,716 (0)) < 00, vt € [0,T].

Logo, g2 € C(0,T; L5(2)) e a desigualdade de Holder (com 2+ ¢ = 1) implicam que

‘[2¢f2(t)(gz(t)—gz(t1))dx < lof2()l[zors(ell92(t) = ga(t)l| o) = 0 (1.20)

quando t — t;.

Analogamente, pela desigualdade de Hélder (com 3 + £ = 1), temos que

5/6
16g2(t1) || o5 ) = (/|<25|6/5|£Jz(1h)IG/5 dx) < |0l /2 llg2 () || 20

< ||¢HL3/2(Q)||92||C(0,T;L6(Q)) < 00,
pois g € C(0,T; L5(Q)) e ¢ € L¥?(Q). Portanto fo € C,(0,T; L5(Q)) e ¢ga(t1) €
LS(Q) = L5°(Q) implicam pela Proposicao 1.29 que

\ [ om(e)(tt) = fale)da| -0 (1.21)

quando t — t;. Logo, pela desigualdade (1.19) e a Proposicao 1.29, temos que
f2(t)ga(t) = fat1)ga(t1) em L3(Q) se t — t1. Entao, fogs € Cs(0,T; L3(Q)). O

Precisaremos também do seguinte teorema:
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Proposigao 1.58 Se u € C,(0,T; H*()), entio Vu € C,(0,T; H'(Q)?) e Au €
C.(0,T; L*(2)).

Analogamente, se a € Cy(0,T; H*(Q)), entio Va € C,(0,T; H*(Q)?), Aa €
C,(0,T; HY(Q)), e VAa € C,(0,T; L*(2)3).

Para demonstrar isto, lembramos a definicao do operador adjunto (Brezis [4],
pagina 43). Sejam E, F' dois espagos de Banach e A: D(A) C E — F um operador

linear definido em D(A), denso em E. Defina primeiro o conjunto
D(A*) ={v € F':3c > 0 tal que |[(v, Au)| < cllul|, Vu € D(A)}.

Dado v em D(A*), seja g : D(A) — R a aplicagao tal que g(u) = (v, Au). Entdo,
lg(u)| < c||ul|, Yu € D(A) e portanto o teorema de Hahn-Banach (Brezis [4], pagina
1) garante que existe uma aplica¢do linear f : F — R que estende g de forma
que |f(u)] < ¢|lu|l, Vu € E. Em particular, f € E’ e esta extensao é unica, pela
densidade de D(A). Logo, podemos definir o operador adjunto A* de A como a
aplicacdo A* : D(A*) C F' — E' tal que A*v = f. Entao,

<v,Au>F, P = <A*v,u>E, 5 Vu € D(A) Yv € D(A").
Agora, enunciamos um lema que implicarda na Proposicao 1.58:

Lema 1.59 Sejam B, By dois espacos de Banach e A : By — By continua linear.
Logo, se u € C4(0,T; By), entao Au € Cs(0,T; By).

Prova (Lema 1.59): De fato, temos que provar que, se t — t1, entao <f, Au(t)> —
< fs Au(t1)> para todo f € B). Mas, pela defini¢ao do operador adjunto, isto equivale
a provar que (A*f,u(t)) — (A*f,u(t1)) para todo f € Bj. Por outro lado, como
u € Cs(0,T; By), temos que <g, u(t)> — <g, u(t1)> para todo g € Bj e, em particular,
para g = A*f € B]. Logo, Au(t) — Au(t;) em By e portanto Au € C5(0,T; By). O
Prova (Proposicao 1.58): Agora, para demonstrar a Proposigao 1.58, note que
V:H*(Q) — HY Q) e A: H*(Q) — L*(Q) sao continuas lineares, pela Proposigao
1.13. Portanto se u € Cs(0,T; H*(2)), o lema implica que Vu € Cs(0,T; H (2)3) e
Au € Cy(0,T; L3(£2)). O caso de a é absolutamente andlogo. O

Finalmente, enunciamos um tltimo resultado, encontrado em Brezis [4], pagina

61, seguido de duas aplicagoes importantes:
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Teorema 1.60 Sejam E e F dois espacos de Banach e T um operador linear de E

em F'. SeT' é continuo na topologia forte, entao T’ é continuo com a topologia fraca
em I e F.

Em particular, pelo Teorema 1.13, podemos afirmar que

Corolario 1.61 As sequintes aplicagoes sao continuas na topologia fraca:
1. V:H™Q) — H" Q)3 m=1,23,em=2—a, com0 < a<l,
2. A H™(Q) — H™2(Q), m = 2,3,
3. VA : H3(Q) — L*(Q)3.

O Teorema 1.60 também nos permite provar a continuidade fraca do operador
trago 7. (Para definigoes e propriedades do operador trago, veja, por exemplo,
Medeiros [13] paginas 99-121, Evans [6] pdginas 271-275, Lions [12] pdginas 42-53,
Grisvard [8] paginas 36-62.) Inicialmente, afirmamos a seguinte versao simplificada
do Teorema 1.5.1.2 de Grisvard [8], pdginas 37-38:

Teorema 1.62 Seja % < s <4 tal que s —% nao € inteiro. Entao, o operador trago

Yo : H¥(Q) — H*"3(T)
€ linear e continuo.

Dai, como a aplicacao 7y é linear entre espacos de Banach, o Teorema 1.60 implica
também que, nas mesmas condicoes do teorema anterior, 7, ¢ continuo na topologia
fraca. Mais precisamente,

Corolario 1.63 Seja % < s <4 tal que s—% nao € inteiro. Entdo, o operador traco

o o H¥(Q) — H*3(T)

¢ linear e continuo na topologia fraca.
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CAPITULO 2

Formulacao variacional; um

problema auxiliar

u — diAu = —div(uVi(a)), em ]0, T[x1Q,

a; — deAa + koa = kyu,
(2.1)

g—g—u—agf):Oeg—Z:O,emF:{?Q,

u(0, ) = ug, a(0,-) = ay,

\

com ug > 0 e ap > 0 dados em L>®(2) e 1,9 e ¢" fungdes de Lipschitz em R.
Neste sistema, u representa a densidade populacional e a representa a con-
centracao quimica da substancia atratora produzida pelas amebas. Na primeira
equacao, o fluxo é a soma do fluxo quimiotético w)’(a)Va e o fluxo de difusao
d1Vu. Neste modelo, pela escala de tempo envolvida no fenomeno, supoe-se que
o crescimento da populagao é nulo e, portanto, nao existe termo de proliferacao
nesta equacao. Na segunda equagao, as constantes do > d; > 0 sao os coeficientes
de difusao de a e kju — koa é o termo de reacao, onde kju representa a produgao
do atrator, proporcional ao nimero de amebas, e —koa representa a diminuicao de
atividade atrativa, com k; e ko constantes positivas. Tanto as constantes quanto o
parametro ¥ dependem da espécie analisada e podem ser estimados experimental-

mente.
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Observamos que as condi¢oes de contorno dadas implicam que

_Ou  OY(a) _ Ou da  Ou

/
— _— — — _— = — F
an " on on uyf(a) an_ on
e portanto o fluxo populacional g—z é nulo em I'. Por outro lado, % = % =0em I’
implicam que
ou oY(a)  Ou ,, \0a
— = =— — — =0 I.
on “ on on uy <a>8n o
Portanto, sao equivalentes
ou oY(a) da ou da
an " on © on e ¢ on © on e

Formulacao variacional e solugao fraca:
Primeiramente, formularemos um problema variacional associado ao sistema ori-
ginal (2.1) com o intuito de, em um primeiro momento, buscar uma solucao fraca.
Para isto, trabalhamos formalmente, supondo que todas as contas seguintes sao
justificdveis. Iniciamos multiplicando a primeira equagao do sistema por ¢, € H'(Q)
e a segunda por @, € H'(Q2). A seguir integramos os resultados em € e utilizamos
as férmulas de Green (Evans [6], pagina 712) para obtermos o seguinte sistema:
u€e W(0,T)NL>®Qr),a € W(0,T),
Vo1, o2 € HY(Q), e qtp t €]0,T],
<ut, (,01> + dq fQ VuVpdr = fQ uV(a)V dz, (2.2)

<at7 ¢2> + d2 fQ V(IVQOQ dx + kQ fQ apsr dr = k‘l fQ UPp2 d,[L‘7
u(0, ) = up e a(0,-) = ao.

\

Lembramos que W (0,7") estd definido em (1.14). Além disso, como W(0,T) C
C(0,T; L*(Q)) (ver Teorema 1.52), u(0,-) e a(0,-) estao bem definidas. No entanto,

para que a formulagao acima faca sentido, é necessario garantir que

‘/{lu(t,x)V@b(a(t,x))Vgol(x) dz| < oo, q.t.p t € 10,77
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Para tanto, note que é suficiente garantir que uV1(a) € L*(Qr)3, pois isto implicaria

pela desigualdade de Cauchy que

|/OT/QuV1/J(a)V<p1 dz dt

< [uVe(a)llz@rpllVerll 2 @rs

< VT [uV(a)| r2i@ps | Ve 2@y
< VT uV(a)| 2@ |1l @) < 00

e portanto

< 00, qt.ptel0,T].

‘/ﬂu(t,x)vw(a(t,x))Vgol(x) dx

Para provar que de fato uVi(a) = ui'(a)Va € L*(Qr)?, note primeiramente
que como ) é Lipschitziana temos 9'(a) € L>®(Qr). De fato, ¢ Lipschitz implica
que existe um L; > 0 tal que |¢(y) — ¢ (z)| < Li|z — y| para todo z,y € R. Logo,

pela defini¢ao da derivada (em R), temos para cada a = a(t,x) € R

o i Ylath) —9(a)| (a4 h) —P(a) Al
[ (a)] = ,llli% A S}ILE% 7] SLI}ILE%W_LI'

Analogamente, aplicando o mesmo raciocinio a ¢’ e 10", temos que se ¢’ e ¥" sao
Lipschitz com constantes Ly > 0 e Ly > 0, respectivamente entao [ (a)| < Lg e
| (a)] < Ls. Portanto, podemos concluir que existe L := max(Lq, Lo, L3) > 0 tal
que [¢/(a)] < L, [0"(a)] < L e ["()| < L.

Por outro lado, note que a € W (0, T) implica que a € L*(0,T; H'(2)) e portanto
Va € L*(0,T; L*(Q)3?) (Proposi¢ao 1.14). Além disso, como u € L*(Qr), entao
uVi(a) € L*(Qr)*, pois

T T
/ / V(@) = / / a2l (@) P9l < L2 g |Vl zspiaps) < 0.
0 0

Porém, observamos que para dados arbitrarios é dificil provar que u € L>(Qr),
o que sugere a necessidade de se introduzir primeiramente um problema auxiliar que

nao requeira tal exigéncia. Isto sera feito a seguir.
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Problema auxiliar:

Como dissemos, para evitar a dificuldade causada pelo termo nao linear, intro-
duziremos um problema auxiliar utilizando um método de truncamento.

Para tanto, sendo M > 0, definimos o seguinte truncamento:

,

3 se u(t,x) < —2M,
v ut M se —2M <u(t,x) < —M,
Bu)(t, x) = Bu(u)(t,z) = u(t, x) se lu(t,z)| < M (2.3)
—%+2u—% se M <wu(t,x) <2M,
\ 3 se u(t,x) > 2M.

Note que [|3(u)l|z(gz < 45 =: 3 ¢ [|#'(u) l1=(qy) < 1 (ver apéndice (B.1)). Com
isso, podemos definir uma versao truncada do problema variacional (2.2):

(

ue W(0,T),a e W(0,T),
V(plv Y2 € Hl(Q)7 e qtp t 6]07T[7
<ut, <p1> +d,y fQ VuVp;dr = fQ B(u)Vip(a)Ver de, (2.4)

<at7 902> +ds fQ VaVpydr + ke fQ aps dr = ky fQ wpy dex,
u(0, ) = up e a(0,-) = ao.

Resumo da ideias a serem seguidas nesta dissertacao:

Com respeito ao problema auxiliar, provaremos no Capitulo 3 a existéncia global
e a unicidade da solugdo de (2.4), para cada M > 1 arbitrario, via o método de
Faedo-Galerkin. Obteremos varias estimativas para as solugoes aproximadas, que
permitirao provar que existe uma tunica solucaao do problema auxiliar, a qual é
continua no tempo com valores em um espaco de Sobolev de ordem suficientemente
alta para implicar que a solugao é também continua no tempo com valores em L (€2).

A seguir, na Secao 4.1, pela escolha de um M apropriado, a continuidade referida
no paragrafo anterior implicard que a solugao do problema auxiliar é de fato uma
solugdo do problema original (2.1) em [0, tp] x €2, para algum to, < 7. Além disso,

pelas estimativas obtidas, concluiremos também que ela é de fato uma solugao local
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forte de (2.1) no sentido de que ela satisfaz as condi¢oes de regularidade enunciadas
no Teorema 4.1 em seu dominio de defini¢ao.

Finalmente, na Secao 4.2, usaremos um argumento de prolongamento para poder
provar que de fato existe uma tinica solugao global em [0, 7] x €2 do problema inicial
(2.1) se um dos dados iniciais for suficientemente pequeno em uma norma a ser

especificada (veja o enunciado do Teorema 4.2.)

37



38



CapriTULO 3

Resolucao do problema auxiliar

Tentaremos resolver o sistema (2.4) utilizando o método de Faedo-Galerkin. Para

tanto, seja {wy, }3°, uma base ortonormal de H'(£2) composta de autofungoes de —A

com autovalores {\}72; e condi¢do de contorno % - = 0 para todo k € N. Além
disso, defina W,,, = span{wy, ... w,,} e fixe um m € N. Entdo, temos que encontrar

U 2 [0,T] — Wy, e ay, : [0,T] — W, nas formas

tais que Y1, pg € W, temos em [0, 7]
<um,t, <p1> + dl/ Vu,, Vi, dr = / B(tm) Vi (an) Ve de, (3.1)
Q Q
<am’t, g02> + dg/ Va,, Vs dx + ks / ampe dr = kq / U s dox, (3.2)
Q Q Q

e Upn(0) = Pn(ug) e an(0) = P,(ag), onde P, : H'(Q) — W,, é a projegao
candnica de H'(Q) sobre WW,,.
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Neste caso, note que 8“”“ |F = 0 para todo k € N implica que V¢ € [0, 7],

aaﬂ(t)‘ — (Zz,i aw’“) =Y aw’“( =0, VmeN (3.3)

n r k=1 k=1

?—:(t)‘r - (Zﬁ 8“)’“) =5 aw’“( —0, VmeN (3.4
k=1 k=1

e portanto quando tomarmos o limite das aproximacoes de Galerkin u,, e a,, teremos
que os limites vao também satisfazer as condi¢oes de contorno.

Observamos agora que

d d
(U, 1) = %<um, ©1) e (A, p2) = E<am7901>-

Portanto, usando as identidades de Green, vemos que buscamos solugoes (ty,, a.,)

tais que Y1, vy € W, temos em [0, 7]

d

E<um7 901> - dl (Aum; (Pl) = _(v[ﬁ(um>vw(am)}v 901)7 (35>

d

E<am7 @2> - d2(Aam> 902) + k2<am7 @2) = kl (um7 902) (36>
Dai, tomando sucessivamente ¢ = wy, ws, ... € Yo = Wy, Ws, . .., a ortonormalidade

de {wi}2, e as desigualdades (3.5) e (3.6) fornecem um sistema de equagoes dife-
renciais para os coeficientes z,(:)(t) e z,(f)( t), k=1,2...m, para qual vale o teorema
de existéncia e unicidade local. Entao, existe para cada m € N um ¢,, > 0 tal que ha
uma tnica solugao em [0,t,,) para os respectivos problemas aproximados descritos
anteriormente. Portanto, cada uma dessas solucgoes esta definida pelo menos em um
intervalo maximal [0,¢}), com t,, <tf <T.

O fato das solugoes dos problemas aproximados serem globais, no sentido de esta-
rem definidas no intervalo [0, T, serd consequéncia do argumento de outro resultado
de equacoes diferenciais que garante que, nas condigoes do teorema de existéncia e
unicidade local, se t;, < T, terifamos

[t ()| + llam (8)]la = +o0, (3.7)

onde ||-]|, e || ||« denotam normas arbitrarias, ja que cada problema aproximado esté

definido em um espaco de dimensao finita e nele todas as normas sao equivalentes.
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Portanto, concluiremos que para cada solucao aproximada teremos ¢ = T e,
assim, elas estardao definidas pelo menos em [0,7) e de fato, por um argumento
padrao, estarao definidas em [0, 7], se mostrarmos que (3.7) nao ocorre. Isto serd
garantido se conseguirmos mostrar que quaisquer normas de u,,(t) e a,,(t) sao finitas
para t € [0,tF).

Para isso, buscaremos estimativas das normas de u,,(t) e a,(t). De fato, pro-
varemos resultados mais fortes. Mostraremos nao apenas que tais estimativas sao
limitadas para cada m, mas, além disso, que certas normas sao acotadas por constan-
tes independentes de m. Isto permitira que usemos argumentos de compacidade para
tomar o limite em certas topologias quando m — 400, a menos de subsequéncias, e

assim encontrar solugoes do problema auxiliar (2.4).

3.1 Estimativas a priori

Inicialmente, note que Vi, j € N e para cada t € [0, 7T

Al () = (=1)" Y Nzl () € W,
k=1

iU, S idjzl(cl)
o (1) =(=1) > X = (twy € W,

NMam
oti

podem ser escolhidas para ¢; e @9 nas equagoes (3.1) e (3.2). Fazendo tais escolhas,

e analogamente A’a,,(t) e A% (t) pertencem a W,,. Portanto, estas fungoes

provaremos nesta segao que se ag € H*(Q) e uy € H?(QQ), entdo existe um C' > 0

independente de m tal que

||amHL°°(O,T;H3(Q)) <C Ham,t“L2(0,T;H2(Q)) <C
|| @t reora@) < C Ham,t,tHLQ(O,T;LQ(Q)) <C
(§]
|t | Loo (0, 120y < C il 20,7501 (02)) < C |t Loo (0,522 (02)) < C.

Comegamos buscando a limitagao de a,, em L>(0,t%; H3(()), onde [0,t%) é o

7 Vm)

intervalo maximal onde existe a solugao de (3.1) e (3.2). Considere inicialmente
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Y2 = a,, em (3.2). Entao temos

1d

2dt||am||L2(Q —I—d2||Vam||L2 3 —I—k:2||am||L2(Q) —k‘l/umamd$
0

gkl/ |um||am]d:c§kle/ ]am\2dx—|—k10(e)/ |2 d.
Q Q Q

Escolhendo € = 2’22 na desigualdade acima, temos que C'(€) = Qkkl e dai

d 2 2 2 k%

S llamllza@) + 2d2|Vanl[z2@p + kallamlz2(0) < Hum\lm(g) (3.8)
Analogamente, considere ¢; = wu,, em (3.1). Entao, como 9'(a,) e [(uy) sao

limitadas em L>(0,t*; L>=(€2)), temos pela desigualdade de Young que

’Ym?

1d
3l + Vs = [ Bun)t/ (@) Van T do

< [ 1Bt (@) Vian] V| o
gM’L/ |V | |Vt | A
Q
ngiLe/ V2 de + ML C(@/ Van|? de.
Q Q

ML

Escolhendo € = 2]‘\1}]: na desigualdade anterior, temos C(€) = 34,0 que substituindo
nos fornece

d M2L?

EHUMH%Q(Q) + dy [V || 720 < IV |72 03 (3.9)

Multiplicando a desigualdade (3.8) por ]‘32;22 e somando a (3.9), temos que

d M2L?
i el + = Nam ey ) + il Vi [Faas

M2L? ) M2L2%ky k2 M2L2
g IV amllzzos + =55 =llamllzz o) < 5750 ——— umllZ2q).

_|_
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E, integrando a desigualdade acima de 0 a ¢, com ¢t < ¢, temos

M2L2
2 2
[t (B 72(0) + EH%@)HLW

t M2L2 M2L2k2
# [ (@090l + 2 Vel + 2 ol ) s
0 142

M2L2 k2M2L2 ¢
< (Ol + muamm)n;(m e A

M2L2
<t (0)[| 720y + i, [[am (0)[122(q)

k%MQLQ t M2[2
o [ (Il + S lanl | s

que, pela desigualdade de Gronwall implica que V¢ < ¢},

M?L2
e LA O]
MQLQ ¢+ kIM2L2 s
< (o O)aie) + N (0) ey ) o7
M2L2 ML
< (I O) ) + T lan(Olfae Je 5= ", (3.10)
€
t M2L? M2L2k
[ (@090 + 21V + 2 Pl ) ds
t M2L2k2
—di [ [Vl apds + 028 o,
0
M2L2 B2
< (”um(O)H%g(Q) + m”dm(())"%;(ﬂ))e kodydy ~ (311)

Agora, note que, como [Py, (c)||r20) < ||cll2@) para todo ¢ € L*(£2), a hipStese
ug € H*(Q) implica que ¥m € N

[ (0) 120y = Y 1D (O)l[F2(@) = Y 11D Posluw0) 20y

o <2 o] <2
= > 1Pa(D*uo) 720y < Y 1D uol 7200y = l[uoll32(0) < oo
o] <2 lo|<2

(3.12)
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Por um raciocinio andlogo, ag € H3({2) nos permite provar
lau(0) s < laols@y < 00, ¥m €N, (313)

Logo, as desigualdades (3.10) e (3.11) e as inclusdes ag € H?(Q2) e ug € H?(2)
implicam que existe C' > 0 constante independente de m, tal que Vt € [0,t5) e

VYm € N temos

||Um<t)||2L2(Q) < C = |uml =002 < C (3.14)
||am(t)||%2(9) < C = |lamll=nr2) < C (3.15)
e também
t
Hvum“%Q(O,t;LQ(Q)?’) = / ||Vum||%2(sz)3 ds < C (3.16)
0
t
IVanlussam = | Vol ds < C (3.17)
t
lamll72 0,020 = /0 [aml|Z2(q) ds < C. (3.18)

Faremos um abuso de notagao chamando de C' qualquer constante positiva que
independe de m. Esta escolha é justificada, pois basta tomar o maximo de todas
as constantes encontradas no processo (finito) de majoragdo de normas feito aqui.
Assim, com esta linguagem, pelas desigualdades (3.15) e (3.14), temos que

t_l)itI:Inl_ Hum(t)HLz(Q) < C <o

lim ||am(t)||L2(Q) <(C <o

t—tk —

para todo m € N e portanto, pela discussao feita no final da secao anterior, temos
que tf, =T, ¥Ym e as solugoes (tm,, a,,) estdo definidas em [0, 7. Dai, as estimativas
(3.14) - (3.18) sao vélidas para todo t < T. Entao, pela Proposigao 1.15, existe C
tal que para todo m € N

T

T T
Hum||2L2(O,T;H1(Q)) :/0 ||Um||§{1(ﬂ) dS:/O Hum||%2(g) ds+/0 ||vum||%2(ﬂ)3 ds

< Tltml|T e 0 7:22(0) T VU720 72200203 < C, (3.19)
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HamH%Q(O,T;Hl(Q)) = Ham”%Q(O,T;LQ(Q)) + Hvam”%Q(O,T;LQ(Q)3) <C. (3.20)

Agora, escolha g9 = a,,,; em (3.2). Entao, pela desigualdade de Young,

dy d , ks d

ol + 5 g5 Vam o + 5 5 ol = Fu | e

Skl/ |t || @ ¢| Az
Q

gkle/ yam,t|2dx+o(e)k1/ |2 dz
Q Q

e, escolhendo € = ﬂ na desigualdade anterior, temos C'(€) = %1 e, portanto,

d
lomelEsor + 5 (Ralanlay + ol Vanlags ) < Kl

Além disso, integrando de 0 a ¢, por (3.14) e ag € H*(Q) e ug € H?*(2), temos que
existe C' > 0 tal que para todot < T e m € N vale

t
/ lam el T2 42 + kallam (£)][72(0) + dal| Vam©)] 120y
0

t
< k:2||am(0)||%2(9)+d2||Vam(0)H%2(Q)3 ‘f'k%/ ||Um||i2(9) dz

< Eollaoll3a(ey + dall Vaoll3aqys + KTt 201200y < C-

(3.21)
e portanto
“am(t>||L2 < C = laml z=©mrr2) < C, (3.22)
Hvam(t)H%z(Q)s < C = HVamHLoo(QT;Lz( 0)3) < C (323)
© t
lemalisorazan = | lamilize do < C. (3:24)
Logo, pelas desigualdades (3.15), (3.23) e a Proposicao 1.16, temos que
lamllZorm0)) = lamllzooorr2)) + 1V amlEe o120 < C- (3.25)
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Analogamente, escolha ¢y = —Aa,, em (3.2). Entao, integrando por partes, pela
desigualdade de Young, temos

1d

5 Vs + dll S+ Kol Vanlays < [ B
< klf”AamHH(Q) + ki C (G)HUWHLQ(Q)

da

51 ha desigualdade anterior, temos C'(e) = 51 e

Escolhendo € =

d k?
TV anliz@s + dal| A1) + 2ka | Vam 720 < d—;HumHia(m

Entéao, integrando a desigualdade acima de 0 a ¢, por (3.14), temos que existe C' > 0

tal que para todot < T e m € N vale
t t

k2 t
<190 O e+ 5 [ Nl ds < C.

e logo
IV anm ()72 < C = [Vamllioorr2@p < C (3.26)
IBan oz = [ IBanlEe ds < C 327
IV 22022020 / [V 22 s ds < C. (3.28)

Em particular, as estimativas (3.27) e (3.18), junto com a Proposi¢ao 1.19 implicam

que

||am||%2(O,T;H2(Q)) < C(HAGWH%Q(O,T;L?(Q)) + ||am||%2(O,T;L2(Q))) <C. (3.29)

Finalmente, escolha oy = AZ%a,, € W, na equagao (3.2). Entao, pela desigual-
dade de Young,

1d

thHAam”LQ(Q + d2HVAamHL2(Q)3 + kQHAamHLQ(Q) =k /QumAQam dz

= —k / Vu,VAa, dr < k:1€||VAam||%z(Q)3 + klc(e)HVumH%Q(Q)g
Q
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do
2k1

acima, temos que C(e) = &L e

e escolhendo € =
2do

d k2
N Aani2) + &I VAG L2y + 2k Admllz2 o _d—;HVUmHiz(ma-

Integrando a desigualdade anterior de 0 a ¢, a desigualdade (3.16), ay € H3*(Q) e
ug € H*(Q) implicam que existe C' > 0 tal que Vt < T,m € N e temos

t t
|t (8)| gy + / 1V Aty 22 s s + 2k / | Ad 2 ds

k2 t
< 18an(0) ey + o / [t [22ys s < C.
0

Logo,
1A (1) 22y < C = [ At oo gz < C (3.30)
1V A 22 072260 / |V Ay 220y ds < C (3.31)
1At ooz, = / |Ad oy < C. (3.32)
0

Entao, pelas desigualdades (3.30), (3.15) e a Proposigao 1.20, temos que Vm € N

lamll7o1m2(0)) < CUIAUmIT 01020 T lamll7eor:12(0)) < C- (3.33)

Analogamente, pelas estimativas (3.31), (3.27), (3.18) e a Proposi¢ao 1.21, temos
que Vm € N

H&WLH%?(O,T;H?’(Q)) < C(HVACLMH%Q(O,T;LQ(Q)?’) + HAamH%Q(O,T;LQ(Q))
+ ||am||%2(O,T;L2(Q))) <C. (3.34)

Finalmente, para provar que existe C' positivo que nao depende de m tal que

| || oo (0,7: 3 (02)) < C' precisaremos da seguinte proposigao:
Proposigao 3.1 Se ag € H*(Q) e ug € H*(Q), temos que existe C > 0 tal que:
a) "V[ﬂ(um)v¢(am)]||%2(0,T;L2(Q)) <C(+ ||vumvam||%2(07T;L2(Q)))7 Vm e N,

b) HumHLz(QT;Hz(Q)) S Ce ”U,m”Loo(QT;HI(Q)) < C Vm € N.
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Prova: (a) Primeiramente, lembremos que C' denota qualquer real positivo que

independe de m. Inicialmente, note que

V[B(um)Vip(anm)| = v[ﬁ<um)¢/<am)vam] = ﬁ’(um)Vum¢/(am)Vam
+ 5(um)w//<am)|va7n‘2 + B(tm )Y () At (3.35)

Além disso, observe que para todo m € N temos

15 Cum )o@y < M 18" (um)l 2 (@r) < 1
[ (am)llLe@ry <L 19" (am)ll L @r) < L (3.36)

Por um lado, as majoragoes acima, junto com a desigualdade (3.27), implicam que

existe C' > 0 independente de m tal que
18(wm )Y (am) Aam|| r20;22(0)) < ML||Aaw| r20,r,02(0)) < C- (3.37)
Analogamente, temos que existe C' > 0 tal que

||5(um>¢//(am)‘vam|2”%Q(O,T;LZ( Q) = M2L2”|V@m‘ HL2 (0,T;L2(R))

—MQLQ/ /|Vam|4d:vds

< ORI / IVanltuapds.  (3.33)
0

Mas o Teorema 1.1 afirma que H'(Q2) < L*(f)) e portanto existe uma constante
K1 > 0 (independente de m) tal que |[Van|11qp < KillVan|j gy Portanto a

desigualdade acima, a Proposi¢ao 1.13 e a estimativa (3.33) implicam que

T
18(wm) " (@) [V am | * 220 ms2 () < 0K1M2L2/0 IV am|[31 0y ds
. T
S CK1M2L2/ HamHAIlﬂ(Q) ds
0
< CK\MPLPT ||am |0 oy < € (3.39)

Desta forma, tomando a norma em (3.35), a desigualdade de Minkowski e as
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desigualdades (3.36), (3.37) e (3.39) implicam que

IV [B(um) Vi (am)l 2 0.r:220)) < 18 (tm) Viem ' (am) Vaml| L2072 ()
+ 118 (um) ¥ (@) [V am || 2(0,7:22(00)
+ [18(um) ¥ (am) At | 2(0,7:22(52))
< LVumVam| 2075220 + 2C.

Logo, elevando a desigualdade acima ao quadrado, a desigualdade de Cauchy nos

permite escolher um C' > 0 suficientemente grande tal que

IVIB(m) VO (am)lll 72070200 < C(L+ IVUumVaml 20 1.12())

(b) Agora, escolha ¢ = —Au,, na igualdade (3.1). Entao,

1d
§E||Vum||iz(ms + dy || At 1720y = /Qﬁ(um)vl/ﬁ(am)v(—ﬁum)dﬁ

= /S]V[ﬁ(um)vw(am)]Aum dx

< €] Aum 720y + C(ONVIB(tm) Vip (am)] |72 (0-

Escolhendo € = %1 na desigualdade anterior, temos C(€) = 55~ e
1

d 1
T IVunliz@pe + dill AunllZz ) < d—lI\V[ﬁ(um)vw(am)]\!im)-

Integrando a desigualdade acima de 0 a ¢ e utilizando a parte (a) da proposigao,

temos que
t
IV Ol + 1 [ 1t e
1
< ||Vum(0)||%2(9)3 + d—1||v[5(um)v¢(am)]||%2(0,T;L2(Q))
2 C 2
< [[Vum(0)[[72¢0) + d_l(l + VunVan|lz20.7.200))
C c [
= — + HVum(O)Hiz(Q)s + —/ / (V|| Va,|? dz ds
dy di Jo Jo

C c [
< 4 + ||Vum(0)||%2(9)3 + d_1/ ||Vam||%oo(9)3HV“WHQLQ(Q)3 ds.
0
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Por um lado, aplicando a desigualdade de Gronwall na desigualdade acima, temos

C < am, 2 s
Hvum(t)”?ﬁ(g)?) < (d_ + HVum(O)H%Q(Q)S)edl Jo IVamllf o g3 d
1

t
C [ Tam |2 s
dl/ HAumHiz(m ds < (d— + \\Vum(())\]%2(9)3)ed1 fo v ||Loo<Q>3d .
0 1

Por outro lado, veja que a estimativa (3.34), a Proposigdo 1.14 e a incluséao

continua H?(Q2) < L*°()) implicam que existe Ky > 0 independente de m tal que

IV am | 20700003 < Ko||Vam || L200.1.m82(0)3) < CKallam|| 20,0530 < C.

Entao, juntando as tltimas trés desigualdades, dado que ag € H*(Q) e ug € H*(),

vemos que existe um C' > 0 tal que Vm € N

||Vum||Loo(07T;L2(Q)3) S C (340)
HAUmHLQ(O’T;LQ(Q)) S C (341)

Como feito anteriormente, temos que a Proposigao 1.16 e as desigualdades (3.40) e

(3.14) implicam que:
||um||%°°(0,T;H1(Q)) = ||Vum||%oo(o,T;L2(Q)3) + HumH%m(O,T;L?(Q)) <C, VmeN
e analogamente, pela Proposigao 1.19 e as estimativas (3.41), (3.14), vemos que

HumH%?(O,T;H?(Q)) < C(HAUWH%Q(O,T;LQ(Q)) + HumH%?(O,T;L?(Q)))

< C(HAumH%Q(O,T;LQ(Q)) + T”umH%OO(O,T;LQ(Q))) <C
para todo m € N e portanto vale o item (b). 0J
Proposigao 3.2 Se ag € H*(Q) e ug € H*(Q), existe C > 0 tal que:

|@ml Lo 0,130 < C vm € N.
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Prova: De fato, para provar tal afirmacao, escolha o, = —A3a,, € W,, na igualdade

(3.2). Entao, pela desigualdade de Young, temos que

1d
§EHVACLWLH%2(Q)3 +d2||A2amH%2(Q) +k2||VAam||%2(Q)3
=k / U (—A%a,,) dz = ky / Auy,(—A%ay,) do
Q Q
< kleHAZGm”%%m + klc(@HAUmH%?(Q)-
Se € = 2%21 na desigualdade acima, entao C'(€) = 2% e

d k2
VA2 oy + da| A%z ) + 2k | VA |72 <

N

Integrando a desigualdade anterior em [0, ¢], pelo item (b) da Proposigao 3.1, temos

que ag € H*(Q2) e ug € H*(Q2) implicam que

t t
IV At ()| 22(s + / 120,02y ds + 26 / IV A 21 s s
0 0

7%
< ||VAam(O)||2L2(Q)3 + d—2||Aum||2Lz(o,T;L2(Q)) <,

e portanto ||VAapy, | reor2@p3 < C, ¥m € N. Dai, pela Proposicao 1.21 e as
desigualdades (3.30), (3.15) temos que

||am||%°°(0,T;H3(Q)) < C(||VAam||2Loo(o,T;L2(Q)3) + ||Aam”%oo(o,T;L2(Q))
+ HamHiOO(O,T;LQ(Q))) <C.
O

Note que ja provamos assim o fato de que existe C' > 0 independente de m tal

que
| @mll Lo 0731302 < C (Proposicao 3.2)
|t || 220,112 (0)) < C (Proposicao 3.1)
| || oo 0,738 () < C (Proposicao 3.1).
Agora, partimos para provar as limitagoes sobre as normas de u,,; € an,; que afir-

mamos no inicio desta segao (3.1) para somente entdao provar que existe C' > 0

independente de m tal que ||ty || oo o,mm2(0)) < C.
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Proposigao 3.3 Se ag € H3*(Q) e ug € H*(Q), existe C > 0 tal que:
a) [[V[B(um) Vo (am)ll20ri2@) <C - VmeN,
b) ||am7t||L2(07T;H2(Q)) S C vm € N.

Prova: (a) De fato, pela Proposi¢ao 3.1, temos que existe C' > 0 independente de

m tal que

IV () Vi (am)220,7:220)) < C L+ [Vt Vam| L2 7:12(0))-

Por outro lado, a inclusao continua H?(§2) < L>®(Q) e a proposi¢ao anterior impli-

cam que existe K > 0 independente de m tal que,
|V am|| Lo 0.1:0000)3) < K|V am| oo, m2@)3) < CK|lam||pe@mm3@) < C. (3.42)
Além disso, as proposigoes 1.14 e 3.1 implicam que
IVl 72012 )s) < Nmll 220 a1 @) < Tlltml Ty < C ¥m e N.
Portanto, juntando as trés ultimas desigualdades, temos que

IVIB(um) Ve (am)lll720.r.0200) < CA + IVtumVamllizor.c2)
< 0(1 + ||vam’|%°°(0,T;L°°(Q)3)||vum‘|%2(0,T;L2(Q)3))
<(C VYm € N.
(b) Agora, para provar o item (b), escolha vy = AZa,,,; na igualdade (3.2). Entao,

d ko
B0t ooy + 217 A s + 2 Ao = [ w0, o

& / Aty Aty A5 < Frel| At g2y + 51 C(€) | At 230y
Q

pela desigualdade de Young. Assim, escolhendo € = ﬁ eCle) = % na desigualdade

acima, obtemos

d d
1A il Z2(0) + do IV Al 12y + ko [AamllZz ) < FillAwnl|Z2q).
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Integrando a desigualdade acima de 0 a ¢ e usando (3.41), temos que

t
/ ||Aam7t||%2(9) ds + d2||VAam(t)H%2(Q)3 + k?2||Aam(t)||%2(Q) < d2||VAam(O)H%2(Q)3
0
+ Eo | A (0) [ Z2() + K21 AU 1 Z20,7:22(0) < C

e, em particular,
t
||Aam7t||%2(0’t;L2(Q)) = / ||Aam7t||%2(m ds S C Vi S T, m € N. (343)
0

Por outro lado, pela Proposigao 1.19 e as desigualdades (3.43) e (3.24), temos

que

||am,tH%2(0,T;H2(Q)) < C(HAam,tH%z(o,T;m(Q)) + ||am,t||%2(o,T;L2(Q))) <C

para todo m € N e assim a proposicao estd demonstrada. O

Tendo isto, podemos demonstrar o seguinte:

Proposicao 3.4 Se ag € H*(Q) e ug € H*(Q), existe C > 0 constante tal que
[t L20.7522(0)) < C vm € N.

Prova: De fato, escolha ¢1 = u,,; na equagdo (3.1). Entéo, pela desigualdade de

Cauchy,

dy d
ey + 5Vl = | () V() Vit da
_ / V18 () Vo () i dt
< ‘ / V[8(tt) Vi)t
Q
1 1
< Sl + 3 IV I8 Vo)) e

e portanto

d
[t el 72 + dlaﬂvumﬂiz(ms < IV [B(um) Vi (am)]l72(q)-
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Integrando a desigualdade acima de 0 a ¢, gracas ao item (a) da proposigao anterior

e ug € H*(Q2), temos

t
/ Hum,tH%Q(Q) ds + d1‘|vum<t)”%2(g)3 < leVU/m<O)H%2(Q)3
0
+ IV [B(wn) Vo (am)|220,7:22() < C-
o que implica que
|m,t]| L2 0,7:22(0)) < C. (3.44)

O

Para as proximas estimativas, precisaremos da seguinte proposicao:
Proposigao 3.5 Se ag € H*(Q) e ug € H*(Q), entao existe C' > 0 tal que

a) [V[B(um(0))V(am(O0)]ll2@ <€ ¥meN

b) Nltmi(O) 2y <€ YmeN

¢) ||ame(0)|[ a1 < C Vm € N.

Prova: (a) Inicialmente, note que para todo a,b,c € R temos (a + b + ¢)? <
3(a® + b* + %), pois 2zy < 22 + y? para todo x,y € R (Proposicoes 1.4 e 1.3). Dali,

as desigualdades em (3.36) e a igualdade (3.35) avaliadas em ¢ = 0 implicam que

IV [ (1 (0)) Ve (am (0)]l72(0) < 3L Vam(0) 170 ()2l Vitm (0) | 720y
+ 3M2L2|Q |V (0) [ 1 (s
+3MPL | Aaw(0)|[32)  YmEN.  (3.45)

Mas, como H?(Q) < L*>() (Teorema 1.1), temos pela Proposi¢ao 1.13, que existe
C > 0 tal que

IV am(0)][ =0y < ClIVan(0)||rz@ps < Cllan(0)||rs@) < Cllaolms), ¥Ym €N,
(3.46)
pela desigualdade (3.13). Analogamente, pela inclusao H*(Q) — H(Q2) (Teorema
1.2), a desigualdade (3.12) e a Proposigao 1.13, temos que existe C' > 0 tal que

IV (0) | 22(0)s < [[um(0)]|m1@) < Cllum(0)[lu20) < Clluollnz(), ¥m € N.
(3.47)
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Finalmente, como H3(Q2) < H?(f2), a Proposi¢ao 1.13 e a desigualdade (3.13) im-

plicam que existe um C' > 0 tal que

[Aam(0)[ r2@) < Cllam(0)[|r2@) < Cllam(0)||rs@) < Cllaolms), ¥Ym €N,
(3.48)
e portanto as desigualdades (3.45), (3.46), (3.47), (3.48) implicam que existe C' > 0
tal que
V(B8 (0) Ve O)]ll20) <€ ¥m €N,

pois ag € H*(Q) e ug € H*(Q).
(b) Agora, para provar (b) e (c), note que as equagoes (3.1) e (3.2) valem em t = 0

e, portanto, para todo @1, s € W, temos:
<um,t(0), g01> +d; / Vi, (0)Ve, de = / Bt (0))V(a,(0) Ve dz (3.49)
Q Q
<am,t(0), 902> + dg/ Van(0)Vpy dr + ko / am(0)padr = Ky / U (0)¢po de.
Q Q Q
(3.50)

Dai, escolhendo 1 = u,,+(0) em (3.49), obtemos pela identidade de Green e a
desigualdade de Young, que

im0y = i | T (0)F00) e+ [ 51 (0) V(0 0)) Tt (0)
=i [ B 00)dz ~ [ (50 (0) T (0)ts(0) o

< €(dy + 1) |ume(0) 1 720) + C(e) [d1|lﬁum(0)|liQ(m

+ [[V[B(um(0)) Vi) (am(0))] H%zm)] :

Portanto, escolhendo € = 5—— na desigualdade acima, C/(¢)

— di+1
2(d1+1)

5— €, reagrupando

os termos, vemos que

[t (O) |70y < (dr +1) {dlllﬁum(o)lliz(m VB (1 (0)) Vi (@ (0)]|I720)

< (dy + 1) (ol + ). (3.51)
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pelo item (a) e a Proposicao 1.13. Entao, ug € H?*(2) e a desigualdade acima
implicam que vale a afirmagao (b).
(c) Agora, escolha ¢y = a,+(0) em (3.50). Analogamente, a identidade de Green e

a desigualdade de Young implicam que

e (0)[[250y = —dl /Q Vet (0) Vs (0) dz — ks /Q i (0)am1(0) dz
+k1/ﬂum(0)am,t(0) dx:dg/ﬂAam(O)amvt(O) dz
—kg/Qam(O)am,t(O) d:ic+k1/9um(0)am,t(0) dx

< €(day + ks + k)| am,e (0) [ 720) + Cle) {dzﬂﬁam(o)ﬂiz(m

T klan(0) 2oy + kluummwim} .

Defina entao K = dy + k1 + ko > 0 para simplificar a notacao. Note primeiramente

que K independe de m. Além disso, se escolhemos € = % na desigualdade acima,

entao C(e) = % e portanto a Proposi¢ao 1.13 implica que
o (O) 1320y < K |dall Aam (O) 3y + Kallam(0) 220 + Falitm (0) 2o |
< CK [dyl|am(0) 3120y + ellam(0) [22(0) + a1t (O) gy
< CK [dyllaoleay + Fallao3aey + Fluoliaey| <€, (352)
pois ag € H3(Q) — H*(Q) — L*(Q) e ug € H*(Q)) — L*(Q) (Teoremas 1.2 e 1.1).

Finalmente, escolha ¢ = —Aa,,+(0) na igualdade (3.50). Entao, pela identidade

de Green e a desigualdade de Young, temos que

HVam’t(O)H%z(Q)g = dQ/QVam(O)VAam,t(O) dx—i—/{:g/gam(O)Aam’t(O) dz
—kl/um(O)AamJ(O) dx:dg/VAam(O)Vam,t(O) dz
Q Q

— kg/ Va,,(0)Va,(0) dz + ky / Vu,(0)Va,:(0) de
Q Q
< €(d + by + k1) |V (0) [32(ays + C(e) | dal| V Aam(0)] [y

+ Ea | Vam(0) [22(ays + Kt [Vt (0) 32y |
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Logo, escolhendo € = 31 na desigualdade acima e aplicando a Proposicao 1.13,

2K
temos que C(€) = & e Vm € N,

IV am () 3y < K [dal] VAG(0) 32y + el Vi (0) 22 0
|Vt (Ol aye | < K [daCllam (0) 350y

+ kallan(0) s + Kl ()3 |

< K| Cdallaglsqey + kallaollf oy + Falluoliney| <€, (3.53)

pois ap € H3(Q) — H'(Q) e ug € H*(Q) — H'(Q) (Teoremal.2). Concluimos
entao, pela Proposicao 1.15 e as desigualdades (3.52), (3.53), que existe um C' > 0

tal que

||am7t(0)||§{1(9) = ||Vam,t(0)||%2(9)3 + ||am,t(0)||%2(§z) <C VmeN

O

Agora, para o resto das estimativas, precisaremos derivar as equagoes (3.1) e

(3.2) em relac@o a t. Para tanto, note que ao derivar obtemos

d
<Um,t,t,@1>+d1/gvum,tv¢1 dx—/ga[ﬁ(um)vw(am)]V% da
:/ﬁ'(um)um’tz//(am)Vangol dz
Q
+/B(um)w”(am)am,tVangpl dx
Q

—i—/ﬁ(um)z/}'(am)Vam,thol dx
Q

<am,t,t> §02> + d2/ Va, Vo dr + ko / A2 A = Ky / U 42 dor.
) Q )
Tendo isto, podemos demonstrar o seguinte resultado:

Proposigao 3.6 Se ag € H*(Q) e ug € H*(Q), existe C > 0 tal que:

|t el L2001 (02)) < C € [l Loo0,1:0200)) < C vm € N.
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Prova: Escolha ¢; = u,,; na equagao (3.54). Entdo, as estimativas em (3.36) e a
Proposicao 3.2 implicam que

1d
th”UthLQ +d1||Vumt||L2(Qg —/,8 U ) U 4 (A, ) V3 VU ¢ A

+ / Bt )" ()t V iy Vit A +- / B(ttm) Y (am) Vi Vit da
0
< L||Vam || Lo (@r)3 / |t t] | V| dz + ML||V || 1o QT)s/ |t ||V Ui | A
Q

+ ML / IVt t| [Vt | Az
Q

Agora, pela desigualdade (3.42), existe um K > 0 suficientemente grande que inde-

pende de m e que satisfaz

Q)3 <K{/|umt|\VUmt\dx+/ |amt||Vumt|d:B

5 dt ||uthL2(Q +di

+ / \Vam,tHVumt] dl':| .
Q

Entao, pela desigualdade de Young, temos

1d

3 luml3ay + Tt < K |37l + Cimalig

cwm%mam+amw%w;@{

Dai, escolhendo e = 2L e C(e) = g’f na desigualdade acima, temos

d 3K 2 9
Tl llZz ) + dillVimallzz e < —— | ltmallzz@) + lamelzzi) + IVamllzz@yp |-
Integrando a desigualdade anterior de 0 a ¢, vemos que, pelas proposigoes 3.5(b),

3.4, 3.3(c), existe C' > 0 independente de m tal que

t 2
3K
[ttt (8)]| 720y + dl/ IVt e ll720 < Ntmi(0)]172(q) + a0 [Hum,t”%%o,ﬂm(n))
0

T20.r2@) T ||vam,t||%2(0,T;L2(Q)3):| <C (3.56)
e portanto
l|mt|| Lo 0,7522(02)) < C

|]Vum7tHLz(o7T;Lz(Q)3) <C vYm € N.
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Logo, juntando esta tultima estimativa com as proposicoes 3.4 e 1.15, temos que

HuthL2 (0,T;HY(Q)) — HvuthLQ 0,1:22(2)3) T Humt”L2(0TL2(Q)) <C VmeN.

Agora, para provar que existe C' > 0 independente de m tal que
|t || Loo (0,1 12(02)) < O,
temos que melhorar a majoracao feita na Proposigao 3.3 (a) e provar que:
Proposigao 3.7 Se ay € H3(Q) e ug € H*(Q), existe C > 0 tal que:
IVB(um)VY(am)lll=@©rr2@) <C  Vm.

Prova: Inicialmente, lembre que

V[B(um )V (am)] = VI[B(un )V (am)Vam] = B (tm) Vm' (am)Van,
4 B(U) " () [V |* 4 B(t) 8 () Aty

Assim, pela desigualdade triangular, temos quase sempre em [0, 7] que

IV [B(um () Vo (am ()]l 2(2) = (VI8 (tm () (@ (£)) Vam (£)] [ 22 ()

< B (i (£)) YVt ()9 (0 (£)) Vi ()| 220
H 1B ()1 (am (1)) [ Vam () 12(0)
+ 118 (um ()8 (am () Aam (1) 20

Dai, pelas limitagoes descritas em 3.36, podemos majorar a desigualdade acima da

seguinte forma:

IV [8 (1t (£)) Ve (@ ()] | 2(0) < LIVt (8) Ve (1) 1200 + M L|| |V am (£)]?[ 209
+ ML|| Aan ()| 20
< L)V ()| 2203 [V am () | oo (03

+ ]\A/fLHVam(t)\@oo(Q)g\Q\l/? + ML|| Ay (8)]| 120 -
(3.57)
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Entao, tomando o supremo essencial em [0, 7] na desigualdade acima, obtemos que

VB (tm) Vi (am)]|| L 01:020) < Ll Vum || oo 0,7;02(0)3) (| V@m || Lo (0,110 (02)2)
+ MLV a7 (0 100 )| 21
+ ML”Aam”LOO(O,T;LQ(Q)) S C VYm e N.

pelas desigualdades (3.42), (3.30) e (3.40). O

Com esta proposicao, ja podemos provar que:
Proposigao 3.8 Se ay € H3(Q) e ug € H*(), existe C > 0 tal que:
HumHLoo(O’T;HQ(Q)) S C Vm

Prova: Escolha ¢1 = —Au,, € W, em (3.1). Entao,
<um7t, —Aum> +d1/VumV(—Aum) dr = / B(tm)V(an)V(—Au,y,) do
Q Q

quase sempre em [0,7]. No entanto, wu,; € L>*(0,T;L*)) (Proposigao 3.6) e
Uy € L0, T; H*(2)) (Proposi¢ao 3.1) implicam que u,,; € L*(0,T; L*(Q)) e Au,, €
L2(0,T; L*(2)) e portanto (¢, —Atp,) = (Upy, —Au,y,) quase sempre em [0, 7.

Dai, a igualdade acima equivale a

dl/VumV(—Aum) dx:/um,tAumdx—l-/ﬁ(um)vw(am)V(—Aum) dz.
0 Q Q

Assim, aplicando a identidade de Green e a desigualdade de Cauchy na igualdade

acima, temos que

di || At ()17 () < Nttt (0) | 220 | A% (8) | 2200
+ VB (um () Vi (am ()] 2 (@) [| At (8) | 20

quase sempre em [0, 7. Logo, se ||Aup,(t)| r2@) # 0, entao
dy[| At ()] 22(2) < Nt 1 (D) 220 + [ VIB (i (£)) Ve (am ()] 220 -

Mas, como a desigualdade acima obviamente também vale se ||Auy,(t)|/z2@) = 0
esta é valida em [0, T] quase sempre. Entao, tomando o supremo essencial, temos

que Vm € N
A [| AU || Lo 0,7:22(0)) < N Umitl| oo 0,302 + IV [B(Um) Vo (am)] | Lo (0,02 (0)) < C
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pelas proposigoes 3.6 e 3.7. Assim a proposicao de regularidade 1.20 e a Proposicao

3.1 nos permitem concluir que existe C' > 0 independente de m tal que

| || o 0,75 12(0)) < C.

Finalmente, apresentamos as tltimas estimativas:
Proposigao 3.9 Se ag € H*(Q) e ug € H*(Q), temos que existe C' > 0 tal que
lamtellz20mr2@) < C e lampllreorme) <C  VmeN.

Prova: Escolha ¢y = a,,; na igualdade (3.55). Entao, pela desigualdade de Young,

de kzd

lemarlsy + 5 Vel + 2 ameliay = 1 | tmitnarda

< kel am el F2q) + k1C(6) [ tmil 720

k1

e escolhendo acima € = % temos C(e) = % e

lamiillz2@) + da HvathL2(Q3+k2 lam iz < Falumllzz)-

Como feito anteriormente, se integramos a desigualdade acima, a proposicoes 3.4 e

3.5 implicam que
t
/ lam.t,ell72() ds + dal| Vam ()72 + Eallame () Z2) < d2l Vam(0)|Z2q)s
0
+ kollam ¢ (0)1 720 + k1 lltm.e 720 1020y < C (3.58)
e portanto

l@m,ell 20,7520 < C
V@il oo, 20)3) < C
Vm € N.

Logo, pela Proposicao 1.16 e as duas ultimas desigualdades, podemos concluir que

Ham,tH%w(O,T;Hl(Q)) = Hvam,tH%W(O,T;L?(Q)?’) + ||am,t||2Loo(o,T;L2(Q)) <C VmeN.

Resumimos o resultado obtido nesta secao em um teorema:
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Teorema 3.10 Se ag € H3(Q) e ug € H*(Q), entdo existe C > 0 tal que para todo

m € N wvalem

llam || oo 0,753 (02)) < C @il 20,7502 < C
Ham,tHLoo(o,T;Hl(Q)) <C ”am,t||L2(0,T;H2(Q)) <C
e
lumllLerm2) < C Numelleeorrz) <C |umillzzomm @) < C.

3.2 Existéncia de solucao fraca

Para provar a existéncia da solu¢do do problema auxiliar (2.4), precisamos inici-
almente tomar o limite das aproximacoes de Galerkin, a menos de subsequéncias, e
depois provar que tais limites sao de fato solugées do problema auxiliar (2.4). Para
tanto, note que, pelas desigualdades obtidas no Teorema 3.10, o Lema de Aubin-

Lions implica que existem subsequéncias a; e u de a,,, u,, tais que

ar, — a em C(0,T; H*(Q)) (3.59)
ars — w(=ay) em C(0,T; L*(Q)) e L*(0,T; H'(2)) (3.60)
up — u em C(0,T; H**(Q)) e C(0,T; L>(Q)),0 < a < 1. (3.61)

Afirmagao: Existe a; subsequéncia de a,, tal que a, — a em C(0,T; H*(Q)).

De fato, seja F; = {a,, : m € N}. Entao, pelo Teorema 3.10, F; é limitado
em L>(0,T; H3(2)) e % é limitado em L2(0,T; H*(Q2)). Como H3(Q) — H*(Q)
é uma inclusao compacta (Teorema 1.2), podemos entao aplicar o Lema de Aubin-
Lions e concluir que F; é relativamente compacta em C(0,T; H?(f2)), i.e, existe uma

subsequéncia a de a,, tal que a;, — a em C(0,T; H*(Q)).

Afirmagao: Existe uy, subsequéncia de u,, tal que u, — u em C(0,T; H*=*(Q)) e
em C(0,7; L>(2)), com 0 < o < 1.

Seja Fy = {u,, : m € I C N}. Sabemos que se 0 < o < 1, entao H?(Q) —
H?>7%(Q) — HY(Q), com H?*(Q) — H?7%(Q) sendo uma inclusdo compacta (Teo-

remas 1.2 e 1.1). Logo, como Fy ¢ limitado em L>(0,T; H*())) e % é limitado
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em L*(0,T; H(Q2)) (Teorema 3.10), o Lema de Aubin Lions implica que existe uma
subsequéncia uy, de u,, tal que u, — u em C(0,T; H*~%(€2)). Além disso, note que
se escolhemos o = 1, temos que u;, — u em C(0,T; H'(Q)), convergéncia que usa-
remos constantemente nesta secao. Por outro lado, escolhendo 0 < a < %, temos
que a inclusao continua H*~*(Q) < L>()) (Teorema 1.1) implica que uz — u em

C(0,T; L=(Q)).

Afirmagao: Existe a; subsequéncia de a,, tal que ay; — a; em C(0,T; L*(Q)) e
em L*(0,T; H'(Q)).

Finalmente, do Teorema 3.10 também decorre que F3 := % ¢ limitado nas
normas de L=(0,T; H'(Q)) e L*(0,T; H*(Q)) e Z= ¢ limitado em L*(0,T; L*(12)).

Dal, (ax:) C Fsy e (agss) C % também sao limitadas nestes espagos. Entao, como
HY Q) — L*(Q) e H*(R2) — H'(Q) sdo compactos e H'(2) C L*(f), temos que
(ag:) é relativamente compacto em C(0,7T;L*(Q)) e L*(0,T; H'(2)), pelo Lema
de Aubin-Lions e a Observagao 1.50. Entao, passando para uma subsequéncia se
necessario, ay; — v em C(0,T; L*(Q)) e ary — w em L*(0,T; H'(R2)). Mas, como
C(0,T;L*Q)) — L*(Qr) e L*(0,T; H()) — L*(Qr), ars — v e ax; — w em
L?(Qr). Dai, a unicidade do limite em L?*(Qr) implica que v = w.

Agora, precisamos provar que w = a;. De fato, como a;, — a em C(0,T; H?(2)),
temos que a;, — a em L*(Qr), pois C(0,T; H*(Q)) — L*(Qr). Logo, ar; — a
em D'(Qr) pela Observagio 1.48. Por outro lado, ap; — w em C(0,T; L*(Q)) —
L*(Qr) implica que a; — w em L*(Qr) e portanto em D'(Qr) (Proposigao 1.46).

Logo, pela unicidade do limite, temos que a; = w.
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Extraindo subsequéncias convergentes nas topologias fraca e fraca*

Por outro lado, pelo Teorema de Kakutani, seu Corolario 1.31 e a Observacao
1.32, as desigualdades do Teorema 3.10 também implicam na existéncia de sub-

sequencias Ay, € Ug, de a; e uy tais que

= wy(=a) em L*(0,T; H*(2)) (3.62)

— wy(= a;) em L*(0,T; H*(2)) (3.63)

g, 10 — w3(= aze) em L*(0,T; L*(Q)) (3.64)
— wy(=u) em L*(0,T; H*(Q)) (3.65)

kyt — ws(= ;) em L*(0,T; H'(2)). (3.66)

pois L>(0,T; H*(Q)) — L*(0,T; H*(Q)) para todo k € N. Além disso, tomando

novamente uma subsequéncia, podemos supor que as subsequéncias acima também

satisfazem
;= wi(=a) em L®(0,T; H*(2)) (3.67)
¢ = wh(=a;) em L=(0,T; H'(Q)) (3.68)
;= wi(=u) em L=(0,T; H*()) (3.69)
A wi(= u;) em L°(0,T; L*(2)), (3.70)

pelo teorema de Alaoglu 1.35, seu Corolario 1.41 e o Teorema 3.10.
Além disso, ||ak|| om0 < C Vk e H*(Q) < L*™(Q) implicam que

||Vak:||Loc(0TLoo(Q < CHVGkHLoo (0,T;H2(Q)3) < C||CLI<:||L°<>(0,T;H3(Q)) <C

para todo k € N (Proposi¢ao 1.14 e Teorema 1.1). Dai, passando para uma sub-

sequéncia novamente podemos garantir que ay, também satisfaz
Vag, = we(= Va) em L=(0,T; L™(Q)*) = L®(Qr)?, (3.71)

além das convergéncias acima. (O propdsito desta iltima convergéncia serd eviden-

ciado na Proposi¢ao 3.12.)
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Afirmagao: w; = wj, para i =1,2,4,5.

De fato, como ay, Xowh em L(0,T; H3(2)), a Proposicao 1.42 garante que
ar;, = wi em L*(0,T; H*(Q)). Por outro lado, ay;, — wy em L*(0,T; H3(Q)) implica
que ay;, = wy em L*(0,T; H*(Q)) (Teorema 1.33). Portanto, pela unicidade do
limite, w; = wy}.

Analogamente, como ay,; = wh em L>(0,T; H'(Q)), temos que ay,; = w) em
L*(0,T; H'(Q)) (Proposicao 1.42). Por outro lado, ay, ; — wy em L*(0,T; H*(Q)) —
L?(0,T; H'(Q)) (Teorema 1.2) implica que ay, ; — wy em L*(0,T; H'(2)), pela Pro-
posicao 1.24. Entao, como a convergéncia na topologia fraca implica a convergéncia
na topologia fraca estrela, temos que ay, ; 2wy em L2(0,T; HY(Q)). Dai, da unici-
dade do limite temos wy = wj,.

Os casos wy = w) e ws = wj sao inteiramente andlogos.
Afirmacao: wy = a, wy = a, W3 = Qyp, Wy = U, W5 = U € W = V.

Precisamos agora mostrar que os w; Sa0 como esperamos, ou seja que vale a
afirmagao acima. De fato, como a; — a em C(0,T; H*(Q)) e ax, é subsequéncia de
ag, temos que ay, — a em C(0,T; H*(Q2)) e portanto em L*(Qr), pois C(0,T; H*(Q2))
— L*(Qr) (Proposicdo 1.1). Logo, ai, converge fracamente para a em L*(Qr)
(Teorema 1.23). Por outro lado, aj, — wy em L*(0,T; H*(2)) — L*(Qr) e portanto
ar;, = wy em L*(Qr) (Proposicao 1.24). Entéo, a unicidade do limite fraco implica
que w; = a como queriamos.

Como visto acima, a,, — a em L*(Qr) e entdo a;, converge para a em D'(Qr)
(Proposicao 1.46), o que implica que ax,; — a; em D'(Qr), (Proposicao 1.47). Por
outro lado, ay,; — wo em L*(0,T; H*(Q)) — L*(Qr) implica que ay,; — w; em
L*(Qr) e portanto ay,; — wy em D'(Qr) (Proposicoes 1.24 e 1.46). Finalmente,
pela unicidade do limite, temos que wy = a;.

Analogamente, ay;, — a; em C(0,T; L*(Q)) < L*(Q7) implica que aj¢; — azy
em 2'(Qr) pela Observacio 1.48. Por outro lado, ag;s — w3 em L*(Qr) implica
que ayt¢ — ws em D' (Qr) pela Proposicao 1.46. Logo, ws = at .

Finalmente, como Va, = wg em L®(Qr)?, entdo Vap = wg em L*(Qr)?,
por um argumento analogo ao da Proposicao 1.43. Por outro lado, ay — a em
C(0,T; H*(Q)) implica que Va, — Va em C(0,T; H'(2)3). Dai, Vay — Va em
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L2(0,T; L*(Q)%), pois C(0,T; HY(Q)?) < L*(0,T; L*(Q)%), e portanto Va; = Va
em L*(0,T;L*(Q)?), pela Proposicao 1.33. Mas, L*(0,T;L*(Q)?) = L*(Qr)?, e
entao wg = Va pela unicidade do limite.

Os casos wy = u e ws = u; sao analogos.
Conclusao:

Tendo provado isto, faremos um abuso de notagao denotando ay; simplesmente
por ag, no intuito de preservar a simplicidade da simbologia. Entao, temos assim

que valem as convergéncias (3.59) — (3.71) para ay e uy, e, portanto:

Teorema 3.11 Se ay € H*(Q) e ug € H*(Q), entdo, a € L=(0,T; H*(Q)), a; €
L>(0,T; H' () N L*(0,T; H*(Y)), ar, € L*(0,T;L*(Q)), u € L>(0,T; H*(Q)), e
ug € L0, T; LA(Q)) N L*(0,T; H(2)). Além disso, temos a € C(0,T; H*(R)),
we C0,T,L>(Q)NC(0,T; H**()), com 0 < a <1, ea; € C(0,T; HY(Q)).

Prova: Provaremos dois casos e os outros sao inteiramente analogos. Como aj, = a
em L>(0,T; H3(2)), o Teorema 1.33 implica que (||ag||z=(r.m30))) ¢ limitada e
@l Lo (0,3 (0)) < liminf ||lag || e or;m3(0)) Para todo k € N. Logo, existe C' > 0 tal
que ||al| oo o.7;m30)) < Hminf ||ag|| o003 ) < C e portanto a € L*(0,T; H*(Q)).
Analogamente, como ay, ., — ws em L*(0,T; L*(R2)), o Teorema 1.23 nos permite
seguir o mesmo raciocinio usado acima.

Além disso, as continuidades seguem trivialmente das convergéncias fortes de
(ug, ay) afirmadas no inicio desta segdo, exceto a inclusao a; € C(0,T; H'(Q2)) que
segue do teorema de continuidade 1.51 e das estimativas obtidas na primeira parte
deste teorema. 0J

Com isto, ja podemos passar o limite no termo nao linear.

Proposicao 3.12 As subsequéncias (ux), (ax) de (um) e (am) encontradas acima

satisfazem

/OT /Q B(up)t (ax) Vap Vi 0(s) dz ds — /0 ’ /Q Bu)y (a)VaVip,0(s) dz ds

para todo 6 € L*(0,T) e p1 € H'(Q), quando k — oc.
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Prova: Como Va; = Va em L>(Q7)3, por construgao, basta provar que

Bu)d/ (ar) Vipr6(s) — B(u)y'(a)Vipi6(s) em L'(Qr)’

e, portanto, o resultado seguira da Proposicao 1.34.

Para tanto, precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.13 Fxiste uma constante Cy > 0 tal que

|B(u1) — Blug)| < Colur — usg
para todo uy,us € R.

Para provar isto, basta considerar cada caso separadamente e utilizar a definicao de
(. Por ser uma demonstracao longa e mecanica, deixamos a demonstracao para o
Apéndice B.

Com isto, somando e subtraindo parcelas apropriadas, podemos usar a desigual-

dade triangular e a desigualdade de Holder para ver que

[8(ur)d (ar) — B(u)y'(a)] V1] dz

:/T

S/ |/3(Uk)!|¢'(akz)—¢'(a)||V9019|d2+/ [ (a)[B(ur) — B(w)[|Ver0] dz
T Qr

|
Qr
dz

Blun) /(@) = ¥/(@)] + ¥/ (@[B(us) = B(w)]|| Vit

< ML/ |ak—a||Vg010|dz+LCo/ |ur, — u||V10| dz
T

T
< MLl|lay, — all 2@ Vo0l 2 @ry + LCollur — ull2@n V101l 12(@rs
(3.72)
pois ¢ Lipschitz de constante L implica que |¢'(ax) — ¢'(a)| < L|ay — a| ¥Yk. Note
também que ¢ € H' () e € L*(0,T) implicam que

T T
/0 / V6] da ds = / 0 / V2 dads = 0] 20 [ Fpr[22(as < 0.

Entao, as convergéncias ap — a em C(0,T; H*(Q)) — L*(Qr) e up — u em
C(0,T; H () — L*(Qr) implicam que a desigualdade (3.72) tende a zero. Por-
tanto, B(ux)' (ar)Vei0(s) — B(u)y'(a)Vei0(s) em L'(Qr)? e vale a proposigao

pela discussao inicial. O
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Teorema 3.14 Os limites a e u das subsequéncias ay e ug sao de fato solugcoes do

problema auziliar (2.4).

Prova: O Teorema 3.11 e a cadeia H'(Q2) — L*(Q) — H'(Q) implicam que
a,u € W(0,T). Além disso, por defini¢ao, temos

a(0,-) = lim Py(ag) = ap

k=00
u(0, ) = ]Clirgo Pr(ug) = up.
Logo, basta provar que
<ut,901> +d1/QVuV901 dr = /Qﬁ(u)vw(a)Vgol dx, e (3.73)
<at, g02> + ds /Q VaV i, dx + ks /Q apy dx = ky /Q wpy de, (3.74)

para todo @1, s € H'(Q2) e quase todo ¢ €]0,T.

Para tanto, sabemos que para todo 1, s € Wy, vale

<uk7t,ﬁ>+d1/VukVﬁdx:/B(uk)vw(ak)Vﬁdx, e (3.75)

Q Q

(e, B3) + da / Var V3, dr + ky / 0 Gsda = ky / s d. (3.76)
Q Q Q

Entao, temos que se 6 € L?(0,T),

T
/ (s 7)0ds +dy | VuVEiods = [ Blun)Ve(a)VEiods, ¢ (3.77)
0 QT QT

T
/ <ak7t, @>9 ds + ds / VapVips0dz + k?g/ appafdz = ky / Uppad dz.
0 T Qr

T

(3.78)

De fato, por um lado, temos para i = 1,2 que
/Q |2:01* dz = [|Gill 72 1011 2207y < I1GillEn 1011220,y < 00
T
/ IV@i0” dz = V@il 22 (s 101720y < NPillF 1001720,y < 00
T

Por outro lado, o Teorema 3.10 garante em particular que uy ¢, ag, ax, ur € L*(Qr),

e Vuy, B(ur)Vi(ar), Var € L*(Qr)?, que sao limitagoes suficientes para garantir
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que as integrais em (3.77) e (3.78) sejam finitas. Para provar isto, basta usar a
desigualdade de Holder termo a termo.

Agora, para passar o limite k — oo, fixe inicialmente m € N e ©1, s € Wi
Assim, temos pela definicao dos espacos W}, que 1, p2 € Wi C W, para todo
k > e, em particular, valem as igualdades (3.77) e (3.78) Vk > m. Logo, podemos
tomar o limite nestas igualdades se consideramos k > m.

J4 sabemos, pela Proposicao 3.12, que para todo 6 € L*(0,T),

g Blug)Vip(ar) Vi 0dz — g B(u)Vi(a)Vpi0dz,

entao, basta provar que os outros termos também convergem como esperado. De
fato, como uy — u em C(0,T; H*(2)), em particular, temos uy — u em L*(Qr) e

Vur — Vu em L?(Qr)? (Proposigao 1.14) e, portanto, pela desigualdade de Holder

‘ / (ur —u)@afdz

V(u —u)Vip6dz

< 20|l 2@ llur — ullz2(@ry — 0

\ [ < [VE8] 200 1 — ) l2(0pys = 0.
T

Analogamente, a;, — a em C(0,T; H*(2)) implica em particular que a;, — a em
L*(Qr) e Va, — Va em L*(Qr)® (Proposigao 1.14) e, portanto, pela desigualdade
de Holder

‘/ (ar, — a)paf dz
T

V(ar — a)Vipahdz

< @20l 2 mllar — all 2@y — 0

< [IVealll 2@ 1V (ak = @)l L2(gry> = O-

‘QT

Finalmente, como ug; — u; em L*(0,T; H(Q)) — L*(Qr) e também ay; — a; em
L*(0,T; H*(Q))) — L*(Qr), a Proposicao 1.28 e ¢;0 € L*(Qr), Vi = 1,2 implicam

que

—0

T

‘/ <ut,§51>9d5—/ (upy, 91)0ds| =
0 0
T

’/ <at,$§>0ds—/ (apz, 92)0ds
0 0

= ’/ U — Upt)p16 deds

— 0.

_ ’ / (ar — ap,) 730 du ds
Qr
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Logo, tomando o limite & — oo nas igualdades (3.77) e (3.78), vemos que
T
/ (4, 31)0 ds + dy
0

T
/ (a0, 53)0ds + d
0

VuVypi0dz = Bu)Vip(a)Vp8dz, e (3.79)
Qr Qr

VaVg,fdz + k’g/ apafdz = kl/ upfdz  (3.80)

Qr T T

para todo py, 3 € Wi e 8 € L*(0,T). Mas note que estas igualdades independem
de m. Além disso, como T € arbitraria, temos que o processo pode ser repetido para
qualquer m € N. Portanto, obtemos assim que as igualdades (3.79) e (3.80) valem
Wefe L*0,7T).

Finalmente, provaremos que as igualdades (3.79) e (3.80) valem para todo ¢; €

para todo 1,2 € W =, ,en

H'(Q) e v € H'(Q). Para tanto, sejam @1, oo € H'(2) quaisquer. Como W ¢é denso
em H'(Q), existem {p.}52, C W e {p2}2°, C W tais que ¢, — ¢1 e 2 — s em
H'(Q) se v — o0o. Desta forma, {¢.}5°, C W e {¢2}>2, C W, implicam que ¢ e
¢? satisfazem as igualdades (3.79) e (3.80) para todo v € N. Faremos agora com ¢}
e 2 um processo andlogo ao feito com as sequéncias {uz} e {ax} com o intuito de

passar o limite v — oo em
T
/ {ue, ¢, )0 ds + dy / VuVplodz = Bu)V(a) VLo dz, (3.81)
0 T Qr

T
/ {ay, ;)0 d3+d2/ VaV2o dz+k2/ ap2fdz = kl/ up20dz.  (3.82)
0 Qr Qr

T

Para tanto, usamos a desigualdade de Holder repetidamente para provar que:

T
/ <ut, goll, - <p1>0 ds
0
T
/ <at, 4,012, — 902>6’ ds
0

VuV (ol — )0 dz
Qr

VaV (o — y)0 dz
Qr

<10l z20.1) 1oy — 11l 220 1we | 22 (@)

<0l 20,0105 — @2l 2@ llacll z20r)

< |0l z20.m) Iy — 1l ol Vull 202

< N0z len — @2l @) I Val 2iry

Bu)Vi(a)V (e, — 1)0dz| < Cl0|| 201 1oy — 1llmr@ | Vall L2
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‘/ — 9)0dz
T
QT

e portanto o Teorema 3.11 e as convergéncias ¢ — 1 e 2 — @o em H'(Q)

< |0l 20,1 [ o2z llall L2 (@)

< ||9||L2(0 T)||90y S02||L2(Q)||U||L2(QT)

implicam que de fato podemos passar o limite ¥ — oo nas equagoes (3.81) e (3.82)

para obter, pela unicidade do limite:

T
/ (u, 1)0ds + dy VuVp0dz = Bu)Vi(a)Ve10dz, e (3.83)
0 Qr Qr
T
/ <at, cpg>0 ds + dsy VaVe0 dz + ko / apsfdz = ky / upafdz  (3.84)
0 Qr Qr T

para todo 1,9 € H'Y(Q) e 0 € L*(0,T).

Agora, afirmamos que
(us, 1) + di / VuVp, dz — / B(u)Vip(a) Vo, de € L*(0,T) e (3.85)
Q Q

<at,g02>+d2/Vanpzda:+k2/
Q

aps — ky / upydz € LY(0,T). (3.86)
Q Q

De fato, para provar isto, basta tomar a integral do médulo de cada termo acima em
[0, T e aplicar a desigualdade de Holder. Entao, o teorema 3.11 junto com o fato de
que @1, o € HY(Q) implicam que cada termo estd em L'(0,7T) e, portanto, valem
as inclusoes (3.85) e (3.86). Dai, como D(0,7) C L?*(0,T), as igualdades (3.83) e
(3.84) valem para todo 0 € D(0,T) e assim o Lema de Du Bois Raymond implica

que
<ut, 301> +d; / VuVpdr = / B(u)Vip(a)Vey dx
Q Q
<6Lt, (,02> + dg/ VCLVQOQ dz + ko / apy = k1 / UPs dz
Q Q Q

quase sempre em |0, T[ para todo o1, ps € H*(Q) e logo (u,a) é de fato solugao do
problema auxiliar (2.4). O

Em suma, nesta secao chegamos ao seguinte resultado:
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Teorema 3.15 Se ay € H3*(QQ) e ug € H*(Q), entao existe uma solugio (u,a) do

problema auziliar (2.4). Além disso,

u € L®(0,T; H*(Q)) N
u, € L=(0,T; L*(Q)) N

ac L0, T; H*(Q)) N
a; € L*(0,T; H*(Q)) N
ary € L*(0,T; L*()).

C(0,T; H**(Q)) N C(0,T; L>=())
L*(0,T; H'(%))
C(0,T; H*(2))
C(0,T; H ()

3.3 Unicidade de solucao fraca

Tendo demonstrado a existéncia de uma solugao do problema auxiliar, ¢ possivel

provar a unicidade de tal solucao, que implicara na unicidade da solucao local e pos-

teriormente na unicidade da solu¢ao em @7 do problema original (2.1). Para tanto,

sejam (u,a) e (u, a) duas solugoes do problema auxiliar (2.4), com condigoes iniciais

(ug, ap) e (o, ay), respectivamente. Entao, em particular, a,a € C(0,T; H*(Q)),

u,u € C(0,T; H(Q)) (Teorema 3.11) e temos
<ut, g01> + d; /Q VuVder = /Qﬁ(u)vw(a)Vgol dz
(Uy, 1) + d /Q VuV, doe = /Q B(W)Vp(a) Ve, dx
<at, g02> + dy /Q VaV s dr + ko /Q apydr = ky /Q upy do
<ZL}, g02> +d, /ﬂ VaV o, dx + ko /QZL\(,OQ dz =k /Q Ups dx

Vi, 00 € HY(Q) qtp t €]0, T e

Logo, subtraindo (3.90) de (3.89), temos para todo yp, € H'(2)

(3.87)
(3.88)
(3.89)

(3.90)

<(@—5)t,902>+d2/V(a—a)v¢2d$+k2/(a—a)¢2dx:]ﬁ/(u_a)%"?dx
Q Q

Q
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quase sempre em |0, T[. Agora, note que a,a € C(0,T; H*(Q)) e, portanto, a(t) —

a(t) € H*(Q) — H'(Q) para todo t €]0,T[. Assim, podemos escolher vy = a(t) —

a(t) na igualdade anterior e obter, pela desigualdade de Young,

5lla = alZeq) + d2l|Via = @) T2y + kalla = @ll720) =k /Q(U —u)(a —a)dz
< kiella = @720y + EaC(e)|lu — |72y atp t €0, 7.

ko
2k1

na desigualdade anterior, temos C'(¢) = £ e

Entao, escolhendo € = o

d N N - k2 ~
%Ha - GH%%Q) + 2d3||V(a — a)”%%ms + kalla — aH%?(Q) < k_QHU - UH%Q(Q)

e em particular, reagrupando temos

N k2 1 d k
IV (a=a)[320 < 57 2 7 :

< —2d2k2Hu_a”LQ(Q)_Q_C&EHGJ_EL\HLQ(Q) ||a aHL2 . (3.91)

Por outro lado, fazendo o mesmo processo sobre as equagoes (3.88) e (3.87),

temos

(= B 1) + dl/

Q

V(u - 7) Vi dz = / [B(u)V(a) ~ B(@) V(@) Vi d.

Q

J& provamos que w,u € C(0,T; H'(Q)) e assim u(t) — u(t) € H'(Q) para todo
t € [0,T]. Logo, escolhendo ¢; = u(t) — u(t), obtemos

gt~ e + il V(= Dllieap = / |Bu) V() - B@) V(@) V(u ~ 1) de
(3.92)

quase sempre.
Agora, note que somando e subtraindo parcelas apropriadas podemos chegar a

seguinte igualdade:

[ (Vi@ - 5@ ve@] v - do = [ s @Via -V a)de
+ [ /(@) VeV (u — B) da
/Q (Bu) — B@) V(@)Y (u — @) do.
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Entao, pela desigualdade de Young, segue da desigualdade acima que
[ [svee) - 5@ ve@] v -7 da
Q
< 36|V (1 = D)3 0ys + C(O (1B (@) V(@ = 832y

+ [18(u) (¢ (a) — /(@) Va2 + [1(8(u) — B(Q)W@D(a)llizm)B)-
(3.93)

No entanto, observe que pela definicao do truncamento e por ¢ e ¢’ serem Lipschitz,

temos

1Bllz@ry <M [[¥(@)llz=@r) < L
1" (Wlle@r <1 [¥"(a)le@r < L
14" (a) = ¥ (@)|2@) < Llla =@l r20)-

Além disso, pelo Lema 3.13, existe Cy > 0 tal que

18(u) = B(@)ll2(@) < Collu — ull12(0)-
Utilizando as majoragdes apresentadas acima, a desigualdade (3.93) implica que
[ [sveta) - 5@ ve@] i -7 da
Q
< 3¢ V(u — @)|72 () + Cle) (MQLQIIV(G — @)||72(
+ M2L2||Va||2mo(n)3||a - a“%?(ﬂ) + CO2L2||VEH%°°(Q)3HU - a”%?(ﬂ))'
(3.94)

Juntando (3.92), (3.91) e (3.94) podemos concluir que

d _ M2
e |l Tl + €O -l

N —

M2k,
2,

< 3el|V(u — )| 728

M2L2k,2
2dyky

+ C(e)

Ha — aH%Q(Q) + d1HV(U - a)H%Z(Q)‘Q’

+ C(e)

+ c&ﬁuvauim(mg) T
+ M2L2Hva|‘%oo(9)3”a - aH%%Q)] :
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Agora, defina K := max(?’dL ,%) e escolha e = 4. Entdo, C(e) = s © segue da
desigualdade acima que
d ) ML,
i |u —ul[72¢0) + m”a—any(n)
3M2L%ky, -
T@Ha — |72 + AV (u = T) 1720

M2k o o 3MELY
< K (G + ORIVl ) (= ey + Nl =l )
Finalmente, integrando a desigualdade anterior em [0, ¢], temos

() = 0 ey + 2 o) = 1) o

3M2L2k
2@@2/W| g dsHﬁ/HVu—uhzsﬁ

i 3M2L2 L
< uo — ol|Z2(q) + WHQO — Gol|72(q)
¢ M2k12 2 ~112 ~|12 3M2L2 ~112
1 [ (G + 19l ) (= Ay + S o =l ) s

e aplicando a desigualdade de Gronwall, concluimos que

~ 3M2L2 R
Ju(t) — a(t) |72 + WH&@) —a(t) |72

. 37\\/[/2L2 . M2k | 2
< (HUO — Uo”%z Q) + 2dydy Hao — ao”%z(m>el{fo ( 2dg kg +Co HVGHLOO(Q)g) ds .

(3.95)

Agora, note que a € L>(0,7T; H3(Q)) implica que Va € L>(0,T; H*(2)?) e
portanto Va € L>(0,T; L>*(2)?), pois H*() — L>*(Q) (Teorema 1.1). Entao,
existe C' > 0 independente de ¢ e das condigoes iniciais ag, ag, ug € Uy tal que

172

M2E,2 M?2k,?
K ( 2 . ) ds < KT
/0 adky T 0 IVallheoys ) ds < KT

+ Co* TV Z e (0710 ()9 < C-
(3.96)
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Entao, as desigualdades (3.95) e (3.96) implicam que

- ~ 3M2L? _
Ju(t) = 80 < € (1 = Alley + S lo = ol

2dyd, o 3M2L2 o
S22 Juo — UOHL?(Q) + 2dyds |ao — aO“L?(Q) :

Em suma, com as duas desigualdades acima, vemos que se ag = ag e ug = Uy em
L%(Q), entao a(t) = a(t) e u(t) = u(t) em L?(Q) para quase todo t €]0,T[. Logo, a

solugdo (u,a) do problema auxiliar é tinica em L>(0,T’; L*(2)).

la(t) = a(t)l|720) < C

3.4 Existéncia e unicidade de solucao forte

Para provar que (u,a) é solugao forte, mostraremos que u € C,(0,T; H*(Q)) e
a € Cs(0,T; H3(2)) e que

uy — dyAu = — div[B3(u) Vi (a)] em C,(0,T; L*(Q))
a; — daAa + kya = kiu em C(0,T; L*(Q)) e C5(0,T; H(Q)),

onde Cy(0,T; X), com X Banach, é o espago das fungdes em L>(0,7; X) que sdo
continuas de [0,7] — X quando se considera a topologia fraca em X. (Ver Lema
1.53.)

Para tanto, comecamos com a seguinte proposicao:
Proposigao 3.16 Se ay € H*(Q) e ug € H*(Q), entdo

uy — diAu = — div[B(u)Vip(a)] em L=(0,T; L*(2))
a; — doAa + kya = kyu em C(0,T; L*(£2)).

Prova: De fato, no Teorema 3.14 provamos que (u, a) satisfaz

<ut, 4,01> +d; /Q VuVe, dx = /ﬂﬁ(u)V@D(a)Vg@l dz
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quase sempre em |0, T[ para todo ¢; € H'(2). Além disso, pelo Teorema 3.11,
temos que u; € L>(0,T; L*(2)) e entdo (us, p1) = (us, p1) quase sempre em ]0, T'[.
Logo, pela identidade de Green,

/Q [uy — di Au+ div[B(u) Vi (a)]] o1 dz =0 (3.97)

quase sempre em |0, 7|, para todo ¢; € H'(2) e, em particular, para todo ¢; €
D(Q), pois D(Q) C HY(Q) (Proposi¢ao 1.46).

Por outro lado, via um calculo andlogo ao da Proposigao 3.7 (trocando (uy,, @)
por (u,a)), as regularidades de (u, a) provadas no Teorema 3.11 implicam que u; —
diAu + div[B(u)Vip(a)] € L=(0,T; L*(2)) e, portanto,

u(t) — diAu(t) + div[B(u(t)) Vi (a(t))] € L*(Q)

quase sempre em |0, T'[.

Entao, existe um N CJ0,T[ de medida nula tal que em |0, T'[\ N temos
/Q [u(t) — di Au(t) + div[B(u(®)) Vi (a(t)]]erde =0 Ve, € D(Q), e
uy(t) — diAu(t) + div[B(u(t))Vi(a(t))] € LA ().
Logo, pelo Lema de Du Bois Raymond, podemos concluir que
ue(t) — di Au(t) = — div]B(u(t)) Vi(a(t))
quase sempre em €2 para todo t €]0, T[\N, ou seja,
up — diAu = — div[B(u) Vi (a)] quase sempre em [0, 7] x €.

No entanto, cada termo na igualdade acima estd contido em L>(0,T; L*(€2)) (Teo-
rema 3.11) e entao a igualdade de fato vale em L>(0,T; L*(9)).

Analogamente, pela regularidade de a e u provadas no Teorema 3.11, temos que
ai—daAa+kea—kyu € C(0,T; L2()) e assim a;(t) —daAa(t)+kea(t)—kiu(t) € L*(Q)
para todo t €]0,T[. Entao, podemos aplicar o mesmo raciocinio usado acima para

concluir que
a; — dyAa + kea = kju quase sempre em [0, 7] x Q.
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Mas, como todas as parcelas na igualdade acima estao em C(0,T; L*(2)), entao a
igualdade vale em C'(0,T; L*(9)). O

Além disso, pelo Lema 1.53 e as regularidades ja provadas podemos concluir que:

Proposigao 3.17 Se ay € H3(Q), ug € H*(Q), entio u € Cy(0,T; H*(Q)) e a €
Cs(0,T; H*(Q)).

Prova: Lembre que, pelo Lema 1.53,
L=(0,T; H*(Q2)) N Co(0, T; H'(Q)) = C.(0,T; H*(52)),

pois H%*(Q) — H'(Q) (Teorema 1.2) e H*(Q) é reflexivo. Além disso, o Teorema
3.11 e a Proposigao 1.54 implicam que u € L>(0,T; H*(2)) ew € C(0,T; H(Q)) C
Cs(0,T; H'(Q)). Logo, pela igualdade de conjuntos acima, temos que de fato u €
Cs(0, T H?(2)).

O caso de a é analogo, pois

ac L0, T; H*(Q)) N C(0,T; H*(Q))
C L(0,T; H*()) N C5(0,T; H*(Q)) = C,(0, T; H*(2)),

pelo mesmo raciocinio utilizado no paragrafo anterior. O
Entao, com a proposi¢ao anterior podemos provar que *:

Proposigao 3.18 Se ag € H*(Q), ug € H*(Q)) e M > 1, entdo a solugio (u,a) do

problema auxiliar satisfaz

uy — diAu = — div[B3(u) Vi) (a)] em Cy(0,T; L*(Q)) (3.98)
a; — doAa + kya = kyu em Cy(0,T; HY(Q)). (3.99)

Prova: A igualdade (3.99) resulta das regularidades que ja provamos. De fato, note
que a € C,(0,T; H3(Q)) implica que Aa € Cy(0,T; H'(2)), pela Proposicao 1.58,
e entao vale a igualdade (3.99), pois a;,a e u estdao contidos em C'(0,T; H'(Q)) C
Cs(0,T; H(Q)) (Teorema 3.11, Proposi¢ao 1.55).

*Note que supondo M > 1 na Proposigao 3.18 perdemos generalidade. No entanto, no Teorema
4.1, fixamos M = 1+ [Jugl| () > 1 e entdo temos que é uma perda de generalidade insignificante

para os nossos propositos.
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Agora, provaremos (3.98). Da proposicio anterior, temos u € Cy(0,T; H*(Q2)) e
portanto Au € C,(0,T; L*(2)) (Proposigao 1.58). Logo, como

up = diAu — div[f(u)Vip(a)] quase sempre em [0, 7] x €,

basta provar que div[3(u)V(a)] € C4(0,T; L*(Q)) pois dai concluiremos que u; €
C,(0,T; L*(Q)), e portanto que a igualdade acima serd valida em C,(0,T; L*(9)).
Agora, para provar que div[8(u)Vi(a)] € Cs(0,T; L*(€2)), precisaremos do se-

guinte lema, demonstrado no Apéndice B:

Lema 3.19 Se M > 1, as aplicagcoes 3 e 3’ sao Lipschitzianas e portanto u €
C(0,T; L>=(R)) implica que B(u), 5 (u) € C(0,T; L>()).

O mesmo raciocinio pode ser usado para provar que ¢'(a) € C(0,T; L*°(Q2)) pois
Y’ é também Lipschitz e a € C(0,T; H*(Q)) < C(0,T; L>=(f2)) (Teorema 3.11 e
Proposigao 1.56). De fato, para t,t; € [0,T], temos que

19" (a(t)) = ¥'(a(tr)) | L) < Llla(t) — a(ty)llz=@

e assim, se t — t1, temos por continuidade que a(t) — a(t;) em L*(Q2). Logo, a
desigualdade acima implica que ¢'(a(t)) — ¥'(a(t;)) em L>®(Q) e, entao, ¥'(a) €
C(0,T; L>=(R)). Pelo mesmo procedimento, garantimos que ¢"(a) € C'(0,T; L*>°(Q))
pois ¢ também é Lipschitz.

Em suma, §(u), 5 (u), ¥'(a), ¥"(a) € C(0,T;L>*(2)) e portanto os produtos
p'(u)y'(a), B(u)Y"(a) e f(u)y'(a) estao contidos em C(0,7; L>°(£2)) pelo item (a)

da Proposicao 1.57. Dal, lembrando que
div[B(u) Vi (a)] = 8'(u)Vuy'(a)Va + B(u)y" (a)|Val? + B(u)y' (a)Ad,

é facil ver, pelo item (b) da Proposigao 1.57, que basta provar que VuVa, |Val? e
Aa estao contidos em C,(0,T; L*(€)) e assim garantiremos que div[3(u)Vi(a)] €
C.(0,T; L*(2)).

Afirmagao: Aa € C,(0,T; L*(Q))
Note que a € C(0,T; H*(Q)) implica que Aa € C(0,T; L*(2)) C Cs(0,T; L*(2)),
pelas Proposigoes 1.14 e 1.54. Portanto, Aa € C,(0,T; L*(2)).
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Afirmacgao: |Val? € C4(0,T; L*(2))
Como a € C(0,T; H*(Q)), temos que Va € C(0,T; H'(Q)3?), pela Proposicao
1.14, e portanto

2

(t1)

HY(Q _ZH&E, axz t)

= [[Va(t) = Va(ts) 303 — 0,

H 8:701 axz

HY(Q)

quando ¢t — t1, e 7 € {1,2,3}. Logo,

da
3:1%

c 00, T; H'(Q)) — C(0,T; L5(Q)) c Cy(0,T; L5(Q)) (3.100)

para i € {1,2,3}, pela Proposicao 1.54 e o Teorema 1.1. Entao,
Va|? = Z‘—‘ e C,(0,T; L3 ()

pelo item (c¢) da Proposigao 1.57. Por outro lado, a Proposigao 1.55 afirma que
L3(Q) — L*(Q) implica na inclusao Cy(0,T; L*(Q)) C C(0,T; L*(€2)). Portanto,
|Val? € C,(0,T; L*(Q)).

Afirmagao: VaVu e Cy(0,T; L*(Q))

Finalmente, note que

0

ox;

¢ obviamente linear e também continua pelo Lema A.1. Portanto, a inclusao u €
C,(0,T; H*(Q)) implica que

ou
8561'

C H(Q) — HY(Q), i€{1,2,3}

€ C,(0,T; HY(Q)) € C(0,T; L5(Q)),  Vi=1,2,3,

pelo Lema 1.59, a Proposigao 1.55, e o Teorema 1.1. Logo, o item (c) da Proposigao

1.57 implica que

da 8u
Va-Vu = Z o, 90, € L(0,T; L3()),

pois g—z € C(0,T; L°(Q)), para i € {1,2,3}. (Ver inclusao (3.100).) Entao, como
C,(0,T; L*(Q)) C C4(0,T; L*(9)), temos que VaVu € Cy(0,T; L*()).
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Portanto, div[8(u)Vi(a)] € C,(0,T; L*(Q)), us € Cs(0,T; L*(Q)) e de fato a
igualdade (3.98) vale em C,(0,T; L*(9)). O

Finalmente, resumimos os nossos resultados no:

Teorema de Existéncia e Unicidade Global do Problema Auxiliar
Teorema 3.20 Se ag € H*(Q), ug € H*(Q) entdo existe tinica (u,a) tal que

u € C0,T; H*(Q))NC(0,T; L=(Q)) N C,(0,T; H*()), e
a € C(0,T; H*(Q))NC,(0,T; H*(Q)), com0 < a <1

w, — diAu = — div[B(u)Vip(a)] em Cy(0,T; L*(Q2))
a; — doAa + koa = kyu em C(0,T; L*(Q)) e Cy(0,T; H(2)), (3.101)
u(0,-) = ug, a(0,-) = agp.
Além disso,
uy € C5(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(S2))
a; € L*(0,T; H*(Q)) N C(0,T; H(Q))
ais € L*(0,T; L*(2)).
Prova: Pelo que ja fizemos, basta justificar a unicidade de (u,a). Lembramos da
segdo anterior que se (u,a) e (u,a) sao solucoes do problema auxiliar 2.4, entao

u=1uea=aem L>®(0,T;L*()). Em particular, u = 7 e @ = @ quase sempre em

[0,7] x Q. Logo, como

u, W € C0,T; H**(Q)) N C(0,T; L=(Q)) N C4(0, T; H*(2)), e
a,a € C0,T; H*(Q)) N Cs(0,T; H¥(Q)), com 0 < o < 1,

pelo Teorema 3.15 e a Proposicao 3.17, entao de fato

u=1uem C(0,T; H**(Q))NC(0,T; L=(Q)) N C,(0,T; H*(2)), e
a=1aem C(0,T; H*(2)) N Cs(0,T; H*(Q)), com 0 < a < 1.
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CapriTUuLO 4

Resolucao do problema original

4.1 Teorema de existéncia e unicidade local

Provaremos a existéncia de uma solugao local tinica do problema original (2.1),
utilizando a inclusao u € C(0,7; L>(2)) da solugdo do problema auxiliar (2.4).

Lembramos que a definigao dos espagos do tipo C(0,¢, X), X Banach, é dada no
Lema 1.53.

Teorema 4.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade Local)
Suponha que ag € H*(Q) tal que %2 = 0 em H¥?(T') e ug € H*(Q) tal que
% =0 em HY(T'). Entdo, existem 0 <ty < T e (u,a) solugdo tinica do problema

original (2.1) em [0,to] X €2, com

u € C(0,t0; H**(2)) N C(0, to; L=(Q)) N Cs(0,to; H*(Q)) e
a € C(0,ty; H*(2)) N Cy(0,to; H*(R)), com 0 < a < 1,
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no sentido que

(

u; — diAu = — div(uVi(a)), em Cs(0,to; L2(2))
a; — doAa + koa = kyu, em C(0,to; L*(Q)) e Cs(0,to; H(Q)),

Qu(t)y =0 em H>=1(T), Vt € [0,t],0 < ar < 1, (4.1)
9a(t) =0 em HY(T), Vt € [0,t),

u(0, ) = up, a(0,-) = ao.

\

Além disso,
a; € L*(0,t0; H*(Q)) N C(0,t0; H(Q))
Us € CS(O, to, L2(Q>> N L2(0, t07 HI(Q))
Qg t € Lz(o,to; L2<Q))

Prova: Seja My = 1+ |lug| p~(). Pelo que ja fizemos, como M, > 1, temos que
para todo T' > 0 existe uma solu¢ao do problema auxiliar (2.4), com B(u) = S, (u),
u(0,-) = wuo, e a(0,-) = ag, que satisfaz as condi¢oes de regularidade descritas no
Teorema 3.20. Em particular, u € C(0,7;L>*(Q2)). Entao, dado € > 0, existe
0 <ty < T tal que para todo t <ty temos

||U(t, ) — uO||L°°(Q) < E.

Assim, escolhendo € = 1, a desigualdade de Minkowski junto com a desigualdade

acima implicam que para todo t < t;
[, ) Loe@) = ol ooy < [lult, <) — vol|ze@) < e=1.
Portanto, para todo t < t; e quase todo x € €2, temos
Ju(t, 2)| < [lult,)llze@) < [luollL=@) +1 = Mo.

No entanto, pela defini¢ao de S, (u), esta desigualdade significa que By, (u)(t, ) =
u(t, x), Yt € [0,1] e quase todo x € Q. Logo, pelo teorema anterior,

uy — dyAu = — div[uV(a)] em Cy(0, to; L*(2))
a; — dyAa + koa = kyu em C(0,to; L2(Q))eC,(0, to; H(Q)).
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Além disso, é possivel provar que %(t) =0em H%*al(f‘), com 0 <oy < %, para
todo t € [0,1]. De fato, sabemos pela se¢ao 3.2 que u, — u em C(0,tg; H>%(Q)),
com 0 < a < 1. Portanto, para todo t € [0, ¢,]

i (t) = u®)llzr2-o@) < max [lu(t) — u(®)llz2-a(@) = lluk — ulcomumz-o@) = 0.

Logo, ux(t) — u(t) em H*%(Q) e entdo Vug(t) — Vu(t) em H'7*(Q)? para todo
t € [0,to], pelo Teorema 1.13. Em particular, para i € {1, 2, 3},

! )<L

8uk

8uk ou
t 5% sz (t)

A (%,()

Hl- a Hlfa(Q)

e portanto

6uk ou

Dai, escolhendo 0 < a = a < %, a continuidade de vy em H'~%1(Q) implica que

(t) em H'~*(Q), para todo t € [0, o).

Ouy, Ju 1o,
%(5% (t)> = Yo (8% (t)) em H2*(T"), para todo t € [0, to].

(Ver Teorema 1.62.) Entao, aplicando o operador trago coordenada a coordenada,

vemos que Yo(Vug(t)) = 7o(Vu(t)) em Hz=1(T')® e consequentemente

0 0
S = 0(Vue(t)) - 7 — 0(Vu(t)) -7 = (1

em H2(T") para todo ¢ € [0,#]. Agora, lembre que 8%5 =0 em [0,t] x I" para
todo k£ € N, pela igualdade 3.3. Logo, a convergéncia acima implica que 8—2( )=10

em H2(T) para todo ¢ € [0, to].

Analogamente, é possivel provar que 2%(t) = 0 em H 2(T") para todo t € [0, ).
Basta trocar u por a no argumento do paragrafo anterior e designar « = a; = 0.
Assim, a convergéncia a; — a em C(0,to; H*(Q2)) e a continuidade do gradiente em
H?() e do operador trago em H'((2) implicardo que 2%(¢) = 0 em H?=(T') para todo
t € [0,to], pela igualdade 3.4 .

Além disso, pela unicidade da solucao do problema auxiliar 2.4, esta solucao é

de fato unica e entao provamos assim o teorema. O
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4.2 Teorema de existéncia e unicidade global

Inicialmente, para simplificar a notagao, defina o conjunto:
P ={te0,T]:t satisfaz o Teorema 4.1 de existéncia e unicidade local}.

Pelo Teorema 4.1, existe um tq € P, logo P é nao vazio e podemos entao definir
t* := sup P. Desta forma, o nosso objetivo nesta se¢ao é provar que com certas
condigoes sobre os dados iniciais (ug, ap) podemos garantir que de fato t* = T.
Para tanto, vamos supor que t* < T' e mostrar que existe o limite (u*,a*) de
(u(t),a(t)) quando t — t*~ e que u* € H*(Q) com 2= = 0em H'/*(T'), e a* € H*(Q)
com % =0 em H*?(I"). Dai, aplicaremos o teorema de existéncia e unicidade local
4.1 para os dados iniciais (u*,a*) para obter assim uma solugao em [t*,t* + €] x 0,
€ > 0. Desta forma, pela continuidade das solucoes em [0,t*] x Q e [t*, " + €] x Q,
serd possivel construir uma extensao de (u,a) que é solugao tnica do problema
original (2.1) em [0, ¢* + €] x §2, com as mesmas regularidades provadas no Teorema
4.1. Portanto, chegaremos a um absurdo, pois isto implicard que t* + € € P, o que
contradiz a maximalidade de t*. Entao, t* sera de fato igual a T". Enunciamos entao

(0)

Teorema 4.2 (Teorema de Existéncia e Unicidade em [0,T] x )

Seja 0 < T < oo e suponha que ag € H*(Q) tal que % =0 em H¥*I) e
up € H*(Q) tal que % =0 em H'Y*T"). Ewistem constantes Ko, Ky, L,Cy > 0 tais
que, se
1 - (%ﬁnaon;gmﬁ@)

T+1

entdo existe (u,a) solugao unica do problema original (2.1) em [0,T] x © no sentido

luollZz ) <

especificado no teorema de existéncia e unicidade local 4.1. Ou seja, eziste (u,a)

unica com

u€ C0,T; H*(Q))NC(0,T; L=(Q)) N C,(0,T; H*(Q)) e
a € C0,T; H*(Q)) N Cs(0,T; H¥(Q)), com 0 < a <1,
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tal que

uy — diAu = — div(uVi(a)), em Cy(0,T; L*(Q2))

a; — doAa + koa = kyu, em C(0,T; L*(Q2)) e C,(0,T; H'(Q)),

Quty =0 em Ha=1(T), Vt€[0,T],0 < ay < 1, (4.2)
ge(t) =0 em HVA(T), Vt € [0,T),

U(O, ) = Uo, a(07 ) = Qo-

\

Além disso,
a; € L*(0,T; H*(Q)) N C(0,T; H(Q))
uy € C4(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H(Q))
ars € L*(0,T; L*(2)).
Prova:

Parte 1: Primeiramente, precisamos justificar a origem das constantes Ky, K,

L, C5 > 0 e dai mostrar que, se

KoKqL2
1 e<0dlla0”?_]2(9)+02>
T+1 ’

entdo (u,a) é limitada em [0, ] para qualquer ¢ € P. Para tanto, seja t; € P

HUOH%%Q) <

arbitrario e (u,a) a solugdo do problema (2.1) em [0,¢1] x Q, nas condi¢oes do
Teorema 4.1.

Antes de prosseguir, facamos algumas observagoes notacionais importantes.

Observagoes notacionais:

(i) Com o objetivo descrito acima, e também para simplificar a notagao no que
segue, notaremos por C' > 0 qualquer constante arbitraria que independe de t;.
Como antes, para obter a constante final em uma sequéncia de argumentos, basta
tomar o maximo de todas as constantes encontradas a cada passo do processo.

(ii) Também para facilitar a notagdo no que segue, definimos

Notacao: Sendo B;, um espaco de Banach que depende de um parametro ¢;, com
norma || - ||, , denotaremos por
b E Bt1
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se existir C' > 0 independe de t; tal que [|b||, < C.

Nos argumentos que seguem, os espagos By, serdao da forma LP(0,t; H*(Q)).

Com esta notagao, provaremos que a hipétese do Teorema 4.2 garante que

a € L®(0, 115 H*(Q)) a; € L=(0,t,; H'(2)).

Dividiremos esta demonstracao em itens:

(1.a) w€ L(0,t1; L*(2)) N L*(0, t1; H'(Q));
a € L>(0,ty; H*()) N L*(0,t; H3(Q)); a; € L*(0,11; H'(Q))

Sabemos, pelo teorema de existéncia local (Teorema 4.1), que a satisfaz
a; — doAa + kea = kju (4.3)

em C(0,t1; L%(Q)) e que a; € L*(0,¢1; H*(2)). Entao, podemos multiplicar a igual-
dade (4.3) por a; e integrar em @, t < t;, pois obteremos assim somente integrais
finitas. Dal, fazendo um calculo idéntico ao feito para obter a equagao (3.21) (subs-

tituindo a,, por a e u,, por u), obtemos que
t
2 2 2
/0 laellZe ) ds + kalla(®)] 72 () + d2llVa(t) |12y
t
< kool + dalVenlsays + b1% | Nl ds
t
< Cllaoye +C [ lulfngds  ve<n.
0
Em particular, Vt < t;
t
2 2 2
HatHLQ(O,t;LQ(Q)) < CHQOHHQ(Q) + C/o HuHHl(Q) ds, (4.4)
t
lallZoe o209y < Cllaollzz) + C/O [ullF () ds- (4.5)

Da mesma forma, como a; € L*(0,ty; H*(2)), temos que Aa; € L*(Qy,) e por-

tanto podemos multiplicar a equacdo (4.3) por —Aa, e integrar em @y, t < t;. Para
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tanto, integrando inicialmente em (2, temos pela identidade de Green e a desigual-

dade de Young, que

d k
IVarllza@y + 5 dt“A“”” v dt”vaH” - _kl/ﬂumt dz
=h /Q VuVaydr < kel Va|[f2q) + k1C(6)[|Vull72 (g
Entao, escolhendo € = W na desigualdade acima, temos C(e) = % e

d
IV s + o | 8) )+ -l Fa(t) s < K2Vl
Agora, integrando a desigualdade anterior em [0, ¢], com ¢ < ¢1, temos
t
/0 IVar||72q)s ds + dal| Aa(t) 172y + k2l Va()[|72 0y
t
< dall Aol + Fall Vol + 1 [ [Vl d
t
< Cllaolfey + € [l ds. (4.6)
Em particular, Vt < t;
t
IVl < Cllalfie +C [ Nl ds (4.7)
0

t
1Aa] e 0 200y < CHaoH?{zm)JrC/o [/l 0 ds. (4.8)

Dai, pelas proposigoes de regularidade 1.20 e 1.15 e as desiguadades (4.8), (4.5),
(4.7) e (4.4), podemos concluir que

H@HLoo(w;H?(Q)) < C(HAGH%W(O,t;LQ(Q)) + HaH%w(o,t;B(Q)))

t
< Cllale +C [ Mulfgds,  Ve<t, (49
0
(§]
||at||%2(0,t;H1(Q)) = Hvat||2L2(o,t;L2(Q)3) + ||at”%2(o,t;L2(Q))
t
0
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Agora, note que a igualdade (4.3) implica que para todo ¢ € H'(Q) e t € [0, 4],

temos

—dg/Vanodx—i-kg/agpdx:/(klu—at)gpdx. (4.11)
Q Q Q

Além disso, como u € C(0,t; HY(Q)) e a; € C(0,t1; H(Q)), temos que f(t) :=
kyu(t) —a,(t) € HY(Q) para todo t € [0,t]. Entao, para cada t € [0, ;] estamos nas

condiges do Teorema 1.22 e, portanto, podemos concluir que para todo t € [0, t1],
la®)llZs@) < Cllkru(t) = at)lFn o) < 2C(kfIIU(t)H?{1(Q) + ||at(t)\|§{1(m>
e integrando a desigualdade acima, em [0, ¢], com ¢ < t1, temos
t
2 2 2 2
HGHLz(o,t;HS(Q)) < 201?1/0 HU(S)HHl(Q) ds + 2CHatHL2(O,t;H1(Q))'

Finalmente, substituindo a desigualdade (4.10) na desigualdade acima, concluimos

que

t
lallZ2 0 1.5 SCHaoH?p(QWC/O lullfneyds ¥t <t (4.12)

Entao, recapitulando, por (4.9), (4.10), e (4.12), existe um Ky := C' > 0 inde-
pendente de t; tal que Vt < t;

t
lallzoo.:r2()) < Kollaollfre ) + Ko/ [l g ds (4.13)
0
t
lael 20,6110y < Kollaollzrz o +Ko/0 [l o) ds (4.14)
t
lall 220,450 < KollaollFrz e +Ko/ [l g ds- (4.15)
0

Desta forma, é ficil ver que necessitamos provar que u € L*(0,t;; H'(Q)), pois daf

poderemos concluir que

a € L>(0,ty; H*(Q)) (desigualdade (4.13))
a; € L*(0,t1; H'(Q)) (desigualdade (4.14))
a € L*(0,ty; H*(2)) (desigualdade (4.15))
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visto que [|ag|| g2(q) € finita e independente de ¢;.
Para provar que u € L?(0,ty; H(Q)), defina

t
Eqlt) = () Baey + s / [Vl s
0

t t
)= / a2 ds + / IVul22 s ds
0 0

Provaremos primeiramente algumas propriedades de Eq(t) e y(t).

Lema 4.3 (Propriedades de FEq(t) e y(t))
i) Eq(t) € continua em [0, t1].

ii) Existem Oy > 0 e Cy > 0 independentes de t, tais que Eq(t) < C1eY® para
todo t € [0, 14].

iii) Existe um dp > 0 independente de t; tal que se HUOH%Q(Q) < 0r, entdo Eq(t) <
77 para todo t € [0, ;).

Prova do Lema: (i) Sejam s,s; € [0,¢;]. Entao, pela desigualdade triangular,

temos

|Eq(s1) — Eq(s)| =

S1
lu(s)llZz) — lu(s)l 2@ + dl/ IVullZ2 s ds

51

Mas, por outro lado, pela desigualdade triangular e a desigualdade de Cauchy, vemos

=| [ utsor = o) a

< [ fiutsol = o] - sl + sy aa

< 2ullz~ (a0 / fu(s1) — u(s)] da

< 2l @i U P llulst) = u(s) iz, (4.17)

+ dy (4.16)

< luls)lZ20) = llu(s)lliz@)

que

lu(s)1Z2) = lu(s)l1 220
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e entao u € L>®(0,ty; H*(Q)) — L>(Qy,) implica que existe 0 < C' < oo tal que

S1
[Eq(s1) = Eq(s)] < Cllu(sy) = u(s)]|2) + da / IVullZ> (s ds

)

pelas desigualdades (4.16) e (4.17).
Logo, como u € C(0,ty; H'(Q)) — C(0,t1; L*(Q)) (Teorema 4.1), se s — s,
entao u(s) — wu(s;) em L?*(Q) e portanto, pela desigualdade acima, temos que

Eq(s) — Eq(s1) em R. Entao, Fq(t) é continua em [0, ¢1].

(ii) Pelo teorema de existéncia de solugao local, sabemos que
u — diAu = —div[uVi(a)) (4.18)

quase sempre em L>(0,t;; L*(Q)). Logo, como u € L>=(0,t;; H*(Q)), podemos
multiplicar a equacao (4.18) por u e integrar em (;,. Inicialmente, integrando em

), pela identidade de Green e a desigualdade de Young, temos que

1d
§EHU||%2(Q) + leVuH%z(Q)s = —/ VuVi(a)ude = / uVi(a)Vude
Q Q
< €[ Vull72q)s + Cle)[[uVe(a) |72y

Agora, escolhendo € = %1 na desigualdade acima, temos C(¢) = 340 €

d 2 2 1 2 1/ 200100\ |2 2
— d < —||luV = — Va|~d
il ) + IV Ul < S0V ey = 3 | Pl (@) IVl do
L2 2 2
< d_1||va||L°°(Q)3||u||L2(Q)' (4.19)

Agora, como H?*(Q2) — L>*(Q) (Teorema 1.1), pela Proposiciao 1.13 temos que

existem K7, Ky > 0 constantes independentes de ¢; tais que
IValZe@p < KalVallfpqp < Killalljsq)
e portanto isto implica que

d L? L’K,
%HUH%Q(Q) + di || Vull 720 < d_IHVCLH%OO(Q)?’HuH%Q(Q) <

1 lallzs @ lullzz o)

pela desigualdade (4.19).
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Integrando a desigualdade acima em [0, t], ¢ < t;, obtemos:
t
Ba(t) = [0 + ds [ [Vu(s) g ds
0
L’K, [*
| o) s g s

$)|[r () Eals) ds, (4.20)

< HUOH%Z(Q) +

< uol|720) +

pois
||U(3>||2L2(Q) < ||u(5)||%2(9) + dl/ ||VU(7')||%2(Q)3 dr = Eq(s), Vs <t
0
Finalmente, aplicando a desigualdade de Gronwall na desigualdade (4.20), temos
2 Ei)
Eq(t) < [luollzz@e 7 rromme.
Mas, pela desigualdade (4.12), a desigualdade acima implica que

KoKiL?
H || Odll (IIGOHZQ(Q)+IO H IIHl(Q) )

Eq(t) < HUOH%Q(Q 203 @) < g |72 €

KoKq KOKlL
2 7llaoll 2 Jo llull?,
= (HUOHLQ(Q)Q dy H2() o [l g d

Por outro lado, pela Proposicao 1.15, podemos concluir que

KoK, L?* [* KoK, L? [*
S [l oy as = S22 [l ds
0

K, K
ofts dl/ V]2 s ds < Cay(®),
: KoK L? KoKiL? 2 Eolit 2 laoli2,5

se definimos Cy = max< T > Portanto, C1 = [[ug||72(qye ° 1)
satisfaz Fq(t) < C1e®2v®) vt < ;.
(iii) Defina

Sp = 1 (M||a0||H2<Q)+C2)

T+1 ’

com Cy e K; constantes (independentes de ¢;) encontradas no item (ii), e Ky pro-

veniente da desigualdade (4.15). Provaremos que a afirmacao vale para d7. Para
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tanto, suponha por absurdo que HUOH%Q(Q) < 7, mas a conclusao do item (iii) nao

vale para tal dr escolhido. Entao, pela continuidade de Fq(t) (i) e o fato de que

Eq(0) = HUOH%Q(Q) < 0p < 74, temos que existe 0 < £y < t; tal que Eq(ty) = 7 €
Eq(t) < T+r1 para todo ¢t < t. Em particular,
2 2 ' 2 1
IOl < Oy + s [ IVl ds = Ba() < g, vest
¢ ¢
1
i [ IVl < e+ | [Vulfapds = Palt) < 70 V<t

Entao, as duas desigualdades anteriores implicam que

to to 1
y(ts) = / Jul22 g ds + d1/ IVulaqys ds < (2 + 1) < 1,
pois to < T. Portanto, o item (ii) e a desigualdade acima implicam que
—_— = Eq<t2) S 01€C2y(t2) S 01602

T+1
2
= (H%H%z(mew"a‘)?ﬂ(m)e@

_( Kok L? 2
e ( 4 ”“O“H2<n>+02) e, por-

_1
T+1

tanto, a ultima desigualdade nos permite concluir que

Mas, por hipétese, temos que ||u0||%2(9) < 0 =

1 < (5,1-'61(02(11L2 IIGO“%Q(Q)“!‘CQ . 1
T+1 T+1’

o que ¢ um absurdo pela desigualdade estrita. Logo, nao existe tal t5 e portanto

Eq(t) < para todo t < ¢;. O

_1
T+1
Com o tltimo item do lema anterior, conseguiremos provar que

KoKy L2
1 6_(%||QOH§{2(Q>+CZ)
T+1

HuoHLz(Q) < :5T

implica que
u € L>®(0,t1; L*(Q)) N L*(0,t; H(Q)).

De fato, se HUOH%Q(Q) < 07, temos pela propriedade (iii) que para todo 0 <t < t;

t
1
Eq(t) = [u(t)]|72 +d1/0 IVul|72qp ds < T
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Em particular,

- 1
T+1

||U(t)||%2(sz) < T+1 Vi<t = ||u’|%oo(o,t1;L2(Q))

1

t
1
dl/ ||VUH%2(Q)3 ds < T11 Vi<t = HVUH%Q(O,tl;LQ(QP) <
0

Assim, pela desigualdade (4.21), podemos concluir também que

t1 T

2 2 2
. = ds <t o . < .
||“||L2(07t1,L2(Q)) /0 ||uHL2(Q) s < taflullz O4:L2(Q) S

Dai, as desigualdades (4.22) e (4.23) e a Proposigao 1.15 implicam que

1+diT
HUH%Q(O,tl;Hl(Q)) = HVUH%Q(O,tl;LQ(Q)?’) + ||u||%2(0,t1;L2(Q)) < m

Entao

7 1 ,(M”a 112 +C )

T+1° @ 19002 T2
+

[uol|2(0) <

garante, que
u€ L>*(0,t1; L*(Q))  (desigualdade (4.21))
u € L*(0,ty; H(Q)) (desigualdade (4.24)).

di(T+1)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Além disso, pela discussao do final da pdgina 90, temos que u € L*(0,ty; H())

implica que

a € L>=(0,t1; H*(Q)) N L*(0,t1; H*(Q)) e a; € L*(0,t1; H'(2)).

A partir deste ponto, entao, suponha que HUOH%%Q) < 0p. Assim temos que de

fato sdo validas as inclusoes seguintes, além das inclusoes provadas em (1.a).

(1.b) uw € L0, t1; H2(Q)) N L®(0, ty; H'(Q))

Lembre que a igualdade (4.18) é satisfeita em L>°(0,t;; L*(Q2)) (Teorema 3.16).
Logo, u € L>(0,t1; H*(Q)) e portanto —Au € L>(0,t1; L?(Q)) implica que podemos

multiplicar a equacao (4.18) por —Au e integrar em @, com ¢ < t;. Inicialmente,

integrando em €2 e usando também a desigualdade de Young, podemos ver que

1d

< el AullLz ) + CONIVVE(@)]ll12 o),
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e logo, escolhendo € = d—21 na desigualdade acima, temos C(e) = 340 €

HquL2 s+ dif| AulZaq) < —HV["NW a)llZ2(@)- (4.27)

No entanto, note que (a + b+ ¢)? < 3(a? 4+ b*> + ¢*) Va,b,c € R (Proposi¢ao 1.4) e

portanto,
V[V (0)] oy = [Vt (@)Va + u” (@) Val? + u(a) AallEage

< |19 Velso) + 0”@Vl
¥ ||uw'<a>AauLz<mr < 3{ 19w/ (@l
et (@[T g + o (@alf |
=3| [ Dl @PIVaP s+ [ Pl @Pvaltds
+/Q|u|2|¢'(a)|2|Aa|2dx} < 3L2{/Q|Vu|2|Va|2dx
+/Q]u\2|Va|4d:E+/Q|u]2\Aa\2dx}, (4.28)

pelas limitagdes sobre ¢/, ¢". Entao, concluimos pelas desigualdades (4.27) e (4.28)

que:
||VU||L2 j + duf|AulZ2q)
3L2 2 4 2
|Va| |Vul|*dz + |u| |Val|* dz + |u| |Aal® dz|.

Portanto, podemos afirmar pela desigualdade de Holder que
3L?
||VU||L2 p + duf|AulZeq) < e IVall 7@y I VUl 2
+ CllullZs @I Vallzo@ye + lullzaq ||Aa||%4(g>]- (4.29)

quase sempre em [0,;]. Por outro lado, lembre que H'(Q2) — L5(Q) — L*(Q)

(Teorema 1.1). Logo, existe um K > 0 constante (independente de ;) tal que,
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integrando a desigualdade acima em [0, ], ¢t < t;, temos
t
V(O 2oy + s [ 180l ds
0
2 3L [ [ 2 2
< [[Vuol 72 + a Va7 | Vull 72 ds
0

t t
L KC / el 0 [ Vall s s ds + K / el s 1 a2y s |
0 0
(4.30)

Agora, pela parte (1.a), temos que u € L?(0,t1; H'(Q)) e a € L*>(0, t1; H*(Q)) e,
portanto, Va € L>(0,t;; H'(Q)3) (Proposigao 1.14) e

t
/0 [l Z oy IV all 5 s ds < IV all oo 0.1 sy |l 220 21 )y < C- (4.31)

Por outro lado, como H*(Q) < L*(Q) (Teorema 1.1), temos que existe K > 0
independente de ¢; tal que

1AallZa0) < Kl Aallf ) < CKlallfsq),

pela Proposigao 1.13 e portanto o termo final da desigualdade (4.30) pode ser ma-

jorado pela igualdade (1.5) e a desigualdade acima, nos fornecendo

t t t
/O el ey 1 a2 ds = / | Aty s + / 1022 5| A2 ds
< CKHUHZLw(o,t;B(Q))|’a|\%2(o,t;H3(Q))
t
n / IVl | A 21 s
t
§O+/O IV ull72 0| Aal g ds, (4.32)

pois a € L*(0,ty; H3()) e uw € L>(0,t1; L*(Q2)), por (1.a). Portanto, pelas desigual-
dades (4.30), (4.31) e (4.32), vemos que existe C' suficientemente grande e indepen-
dente de t; tal que

t
V()] 72 + dl/ [Aw]|720y ds < [[Vuol|720 + C
0

3L2C (7
= [ (190l + 180l ) [ Vel ds, Ve <t
0
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Logo, aplicando a desigualdade de Gronwall acima, temos que

2
3L10 [fo ||v(1||2LOQ(Q ds+[7 IIAaHL4<Q) }

IVu®)IZ2p < (IVuoll72 @y + Ce (4.33)

[fo Hva”Loo(Q)3 d5+fg ||Aa||i4

t
ds

Mas, por (1.a) temos que a € L?(0,t1; H*(Q)) e entao Va € L?(0,t1; H*(Q)3) —

L2(0,t1; L=(Q)) e Aa € L*(0,ty; HY(Q)) < L2(0,t1; L*(Q2)) (Proposi¢ao 1.14, Teo-
rema 1.1). Por outro lado, note que H?*(Q2) — H'(Q) implica que existe C' > 0 tal
que [|[Vugl[ L2 < [Juollar@) < Clluolla2@) < oo, por hipétese. Dai, como u inde-
pende de t, as desigualdades (4.33) e (4.34) acima implicam que existe um C' > 0

independente de t; tal que

||Vu(t)||L2(Q)3 S C, Vit S tl
HAUHLQ(O,t;LQ(Q)) ds < C, Vi < tl.

Dai, concluimos que Vu € L>(0,t1; L*(Q)3) e Au € L*(0,t1; L*(Q)) e, portanto, pela
parte (1.a) e as proposicoes de regularidade 1.16 e 1.19, temos u € L>(0, t1; H(2))N
L2(0, s HA(9).

(1.c) u; € L*(0,ty; L*(Q2))

Faremos um processo andlogo ao feito na segao (1.b). De fato, como u, €
L>(0,t1; L*(Q)) (Teorema 4.1) e a igualdade (4.18) vale em L>(0,#;; L*(f2)), pode-
mos multiplicar (4.18) por u, e integrar em )y, com ¢ < t;. Incialmente, integrando
em () e usando a desigualdade de Cauchy, podemos chegar a seguinte desigualdade:

di d

1 1
5 dt”VUHL2 §||ut||%2(ﬂ) + §||V[U¢/(@)V@]||2L2(Q)3

||ut||L2 @ T 5
e, reagrupando, temos que

el 720 +di IIVU||L2 y < IVIu (@) Valll7a oy
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Dai, expandindo o tultimo termo, como feito para obter a desigualdade (4.28) e

usando as majoragoes sobre ¢/, 9", obtemos

d
oy + s 19Ul < 322( [ (9uli9aP dz+ [ uPiValtas

+ / lul?| Aal? dx) :
Q

Assim, pela regularidade de (u, a) provada no Teorema 4.1, a desigualdade de Holder
e as inclusoes continuas H?(Q) — L*(Q) e HY(Q) — L5(Q) — L*(Q) (teo 1.1),

vemos que existe K > 0 suficientemente grande (independente de ;) tal que

”utH%Q(Q) + dl%HVU”%?(Q)S < 3L° <||VU”2L2(Q)3HV(ZH%oo(Q)S + C’HUH%G(Q)HVGH%G(QP
el Al ) <362 (Nulfpa ey + Il ol
| Aale )

quase sempre em [0,t1]. Logo, integrando a desigualdade anterior em [0,¢], t < ¢y,

temos
t
/0 Hut||%2(n) ds + leVU(t)H%%Q)?: < leVUOH%%Qﬁ
t t
+3KL2( / el s ds + / el ol gz s
t
; / 2o Al ds) <y Vol
t t
2 2 2 4
13K uuum,t;m»( / lallnay ds + / oy ds
t
+/ HACLH%‘L(Q) dS) (435)
0

Agora, pela parte (1.b) e (1.a), temos u € L=(0,t1; H(Q)), a € L*(0,t1; H3(Q2)) N
L>=(0,t1; H*(Q)) e, entdo, Aa € L*(0,t; H(Q)) < L?(0,t;; L*(Q2)). Portanto, como
|Vuo|| 2(n)s < oo por hipétese, entao a desigualdade acima implica que existe um
C > 0 independente de t; tal que para todo t < 1, [lu¢||r20422(0) < C. Logo,
uy € L2(0,t1; L*(Q)).

99



(1.d) a; € L>(0,ty; HY())
Agora, derivando a equacao (4.3), temos
Qg — dQAat + kfgat = kflut. (436)

Note que a igualdade acima vale em L?(Q;,), pela regularidade de (u,a) (Teorema
4.1). Entao, como a;; € L*(Q,), podemos multiplicar a desigualdade acima por
a; e integrar em (;, com t < t;. Assim, via um calculo semelhante ao feito na
Proposicao 3.9 (trocando (um,,a,,) por (u,a)), podemos obter uma desigualdade

andloga a (3.58):
t
/0 lael|720) ds + dal| Var(t)][72 0y + kallan(t) |72
t
< daf|Vae(0)) 720y + Kallac(0) 1720 + k%/o el 70 ds

t
< (d2+k:2)||at(0)||§{1(9)+kf/0 ||Ut||%2(sz) ds. (4.37)

Afirmamos que existe um C' > 0 independente de ¢; tal que [|a;(0) g1 < C.

Para provar tal afirmacao, primeiro mostraremos que:
a;(0) = dyAag — kaag + kiug em H(Q).

Inicialmente, lembre que a igualdade 4.3 vale em C,(0,t; H*(S2)), pois t; € P. (Ver
Teorema 4.1.) Em particular, como C,(0,ty; HY(Q2)) € L>(0,t1; H'(Q)), (4.3) vale
em L>(0,t; H(2)). Portanto, existe um D C [0,¢;] denso tal que

ar(t) = daAa(t) — kya(t) + kiu(t) em HY(Q), Vt € D.

Entao, pela densidade de D, existe uma sequéncia t, C D tal que t, — 0. Dali,
como (4.3) vale em C,(0,t1; H*(S2)), entdo t, — 0 implica que a;(t,) — a;(0) em
H'(Q) e

dgAa(tn) — l{?QG(tn) + klu(tn) — dQAao — l{?QCLO + /ﬁuO em Hl (Q)
No entanto, como t, C D, vale a igualdade
a;(t,) = dyAa(t,) — kea(t,) + ku(t,) em H(Q), Vn € N,
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Portanto, a unicidade do limite implica que

a;(0) = daAag — keag + kyug em H'(€).

Entao, tomando a norma H'(Q) na igualdade anterior, e aplicando a desigual-

dade de Minkowski, vemos que existe C' > 0 independente de ¢; tal que
Hat(O)HHl(Q) = HdzAao — k‘zao + kluDHHl(Q)

< C’(d2HAaoHH1(Q) T Fallao e + kluuoum(m)

< c(uaoumm) N HUO||H2(Q)) <C<o

pois ag e g independem de t;. Dai, como u; € L*(Qy,), a desigualdade (4.37) e a
Proposigao 1.16 implicam que a; € L>(0,t1; H*()).

(1.e) a € L®(0,t,; H(Q))

Lembre que a igualdade (4.3) vale em C,(0,T; H'(2)) = L*°(0,t;; H'(2)). Por-
tanto,

dgVAa = Vat — k;1Vu + lvaa

vale em L>(0,t;; L*(Q)3). Assim, como

a; € L(0,t1; HY(Q)) (1.d) = Va, € L=(0,t1; L*(Q)%)
uw€ L=(0,t1; H'(Q)) (1.b) = Vu € L>(0,t; L*(Q)?)
a € L>(0,t; H*(Q)) (1.a) = Va € L™(0,t;; H'(Q2)?)

= Va € L>(0,t1; L*(Q)%),

d
b

pelo teoremas 1.1, 1.2 e a Proposigao 1.16, temos também pela desigualdade de

Minkowski que existe um C' > 0 (independente de t;) tal que

HdQVAaHLoo(O’t;LQ(Q)B) = ||Vat - kIVu + k2va||Loo(O’t;L2(Q)3) S HVatHLoo(o,t;Lz(Q)S)
+ k1| Vul| Lo 0,6,02(0)3) + k2l Val| Lo 0,4,02(0)3) < C

para todo ¢t < t;. Logo, VAa € L>(0,t;; L*(2)). Dai, como a € L>(0,t,; H*(2))
(1.a), a Proposicao 1.21 nos permite concluir que a € L>(0, t1; H*()).
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Observagao 4.4 Lembre que na Se¢ao 3.2 encontramos uma solugdo (u,a) do pro-
blema auziliar com constante de truncamento M > 1. No entanto, por simplicidade,
no comec¢o da demonstracao do teorema de existéncia e unicidade global 4.2 esco-
lhemos denotar também por (u,a) a solugcdo local do problema original (2.1) em
[0,t1] x Q. Dat, por questoes de clareza, chamaremos daqui em diante de (upr, any)

a solu¢ao do problema auxiliar (2.4) em [0,T] x  com constante de truncamento
M > 0.

(1.£) w € L>(0,t1; L2())

Sejam (U, a,,) as aproximagoes de Galerkin do problema auxiliar com constante
de truncamento M; = 1 + ||u||c(0,;0(0))- Como M; > 1, o raciocinio da Secao 3.2
garante que existe uma solugao s, do problema auxiliar em [0, 7] x Q e uma sub-
sequéncia (uy) de (u,,) tal que que up — up, em C(0,7; L>(2)). Assim, tomando

a restrigdo em [0, ¢1] x 2, temos que

uk‘ —u em C(0,t1; L=()).

[0,t1]xQ2 M )[O,tl]xQ
sdo ambas solugoes em [0, t1] X (2, a unicidade da
‘[OMXQ 0.61] %92 — u em C(0,t; L>®(Q).

No entanto, note que |[u|/c 000y = M1 —1 < M;. Entdo, a convergéncia

Por outro lado, como u e wyy, }[O,tl]xQ

solugao local implica que uyy, = u. Dal, uy

urlonxe — w em C(0,t; L>(Q) implica que existe ko > 0 tal que para todo
k > ko, ||uk|lco;ro@) < My e portanto

Jur(t, )| < Jlur(t, )= < lurlloeuizem) < M
i.e. Bar, (ug)(t, x) = ug(t, z) para todo t € [0,t1], k > ko e quase todo x € Q. Dali,
<uk7t, Q01> -+ d1 / Vuchpl dx = / ukvw(ak)Vgpl dx (438)
0 0

para todo t € [0,t1], k > ko, 1 € Wy. Assim, derivando com relagao a t, temos que

d
<uk,t7t, 901> +d; / Vug Vo de = / %[ukvw(ak)]wl dz
Q Q
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para todo t € [0,11], k > ko, p1 € Wy. Portanto, escolhendo ¢ = uy, € W, temos
pela desigualdade de Young que

1d
thHuktHLz(Q —i—leVuktHLz /a ukvw(ak)]Vuktdx
8 2
< ellVunalZa oy + Cle)]| o (e Vi (an)]
ot L2()

Se escolhemos ¢ = &, C(e) =

5 na desigualdade acima, temos

2d
2

Lk ket €[0,0)
2@

d
el + Vs < 1 | S ola)
Finalmente, integrando a desigualdade anterior em [0, ¢], com ¢ < t1, concluimos que

t
etk ()25 + / [Vt s
0
2

g[ukv¢(ak)]

T ds (4.39)

L2(Q)3

1 t
< a0 ey + /
0

para todo k > k.
Agora, note que (a+ b+ c)? < 3(a? +b* + ¢?) Va, b, c € R (Proposicao 1.4), logo

a desigualdade de Minkowski implica que

/tﬁ

oV (a)

:/Ot

t
S/ <||uk,t¢'(ak)vak||L2(Q)3 + ||t (ag) ar s Vag|| 12 ()
0

2

ds
L2(Q)3

2

ukytw’(ak)Vak + ukw”(ak)ak,tVak + ukw’(ak)Vam . ds

2 t
-+ \|ukw’(ak)Vak7t\|Lz(Q)3> ds S 3(/ ‘|Uk,tw/<ak)vak”%2(g)3 ds
0

t t
+ / Hukzp”(ak)ak,tVak||%2(Q)3 ds + / Hukw’(ak)Vak,tH%g(Q)s dS) . (440)
0 0

Entao, basta limitar cada termo no lado direito das duas desigualdade acima por
alguma constante independente de t; e k. Agora, note que se t < t; e k € N

qualquer,
lar|| oo o.6:m30)) = | Pe(@)| 2o 0,613 02)) < |allpooo,1m30)) < C,

103



por (1.e). Logo, existe um C' > 0 independente de ¢, e de & tal que ||ax|| o 0m30)) <
C para todo t < ty, k > 0. Da mesma forma, podemos obter as majoracoes andlogas

as obtidas em (1.a)-(1.e) para (uy,ax). Ou seja, existe C' > 0 independente de t; e

k tal que
lar| Lo 0,415m3(0)) < C ((1.e))
lantll oo (0,001 () < C ((1.d)")
lue|l L2 (0,602 (00)) < C ((1.b))
|| oo 0,151 (02)) < C ((1.b)")
kel 220,052 000 < C ((1.c))

para todo k € N.

Assim, pela inclusao H?(Q) < L?*(f2) e o raciocinio empregado para provar a
desigualdade (3.42), temos que existe um K > 0 suficientemente grande e indepen-
dente de tq, k tal que Vt < t;, Vk € N

t
/0 ||Uk,t¢/(ak)vak||%2(n)3 ds < L2HvakH%°°(O,t;L°°(Q)3)Huk,tH%Q(O,t;LQ(Q))
< KL?||ag]|7oo 0 12 1wl |72 0,0200)) < € (441)

por (l.e) e (1.c)’.

Analogamente, pela desigualdade (3.42), a desigualdade de Hélder e as inclusoes
H2(Q) — HY(Q) < L*(Q), existem K,C > 0 independentes de t; e k tais que para
todo t < ¢4

t t
/ \|ukw”(ak)ak7tVakH%z(ms ds S LQHVGk;H%oo(Qt)S / / \uk\2|ak,t\2 dx ds
0 0 JQ

t
< KLQHCLkH%OO(O,t;H?’(Q))/ ||Uk||%4(sz)||ak,t %4(9) ds
0

t
< KL¥|agl oo / ekl 2 k12

< KLQHCLkH%OO(O,t;H?’(Q))“uk“%Q(O,t;HQ(Q))Hak,t %oo(o,t;Hl(Q)) <C, (442)
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por (1.e)’, (1.b)" e (1.d)’. Finalmente, a Proposi¢io 1.16 e a inclusao H?*(Q) —
L>(Q) (Teorema 1.1) implicam que Vt < t; e Vk € N,

t t
/ ||uk¢’(ak)Vak,t||%2(Q)3 ds < L2/ / lup,|?|Vay,|* dz ds
0 0o Ja

t
<D / etk 2o [V 2 s
0

< L2V ag il Foo 0.2 1k 20 12000 ()

< L2||ak,t||%°°(0,t;H1(Q))HukH%Q(O,t;L‘X’(Q))

< KL2Hak,t||%°°(0,t;H1(Q))||uk||%2(0,t;H2(Q)) <O (4.43)

por (1.d)” e (1.b)’. Logo, as desigualdades (4.40), (4.41), (4.42) e (4.43) implicam
que existe um C' > 0 independente de ¢; tal que ||%[ukv¢(ak)]|],;z(@tl)3 <CVEkeN.

Além disso, é possivel provar que existe um C' > 0 independente de t; tal que
|,6(0)[| L2(2) < C para todo k > k. De fato, como vale a igualdade (4.38) para
todo k > ko, por uma conta andloga a conta feita para obter a desigualdade (3.51)

(substituindo B(u) <> u), é possivel ver que existe C' > 0 tal que
[k, (0)]72() < (di +1) [dll\ﬁuk(o)!\%2(n> + HVW(O)VW%(O))]H%m)}
< (d+1) {dlClluOH?{z(Q) + \|V[uk(0)v¢(ak(0))]||%2(m]

para todo k > kq. Entao, para provar nossa afirmagao, como uy € H?(f2) e independe

de t;, basta mostrar que existe C' > 0 independente de t; tal que
IV [1(0) Vb (ax(0))][| 72 () < C para todo k > ko.

De fato, expandindo o termo, vemos que existe um C' > 0 independente de t;, tal

que Yk € N vale

IV [ur(0) Ve (ax(0))]l 2(0) < [[Vur(0)¢(ar(0)) Var(0)]| r2(q)
+ [Jux (09" (ar(0)) | Var (0)*[| 2 () + lur(0)4 (ax(0)) Aar(0) | 2 (o)
< L|[Vag(0)| @ | Vur(0) [ 20y + LI Var(0) |7 (e llux (0) | 22(0)
+ LlJug(0) | oo @) | Aar (0) || 20y < Clluollzzollaoll sy < oo,
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com ag e ug independentes de ;.
Dai, a desigualdade (4.39) implica que existe um C' > 0 independente de ¢; tal

que
||Uk;7t(t)||L2(Q) S C \V/t € [O,tl],k Z /{50 i ||U/k7t||Loo(07t1;L2(Q)) S C Vk’ Z /{70.

Por outro lado, sabemos pela Secio 3.2 que ug; — u; em L®(0,t;; L2(Q2)). Em
particular, tal convergéncia vale também para a subsequéncia {ug,}z2,,. Portanto,

pelo Teorema 1.33 e a desigualdade anterior,
[well oo (0,60:22(0)) < Hmuinf [[ug ¢l o 0,00 22(02)) < C,
k>ko
de onde temos que u; € L=(0,t1; L*(Q)).
(1.) u € L>(0, t1; H*(2))

Finalmente, como u; € L>(0,¢1; L*(R2)) (1.f), a equagao (4.18) implica que basta
provar que V[u)'(a)Va] € L*(0,t;; L*(Q2)) para concluir que u € L>(0,t;; H*(Q)).
Mas, pela desigualdade (4.28), temos

V[V (a)lllz ) < 3L* | IVuVallisq) + ulVal’l|7aq) + ludalzag | (4.44)

Apds tomar o supremo essencial, analisaremos a desigualdade acima termo a

termo. Inicialmente, note que

a € L>(0,t; H*(Q)) = Va € L™(0,t1; H*(Q)?) — L™(Q,,)* (1.e)
uEL“(O,tl;Hl(Q)) = uELC’O(O,tl;LQ(Q)) (1.b)
u€ L>®(0,t1; H'(Q)) = Vu € L™(0,t;; L*(Q)?) (1.b)

pelo Teorema 1.1 e a Proposicao 1.14. Logo,

IVuValZoe o0 r20)) < IVl T (001502 (@) IVl F e 0015020097 < C (4.45)

Hu‘va|2l|%°°(0,t1;L2(Q)) < Hvauim(o,tl;Lw(Q)?’)HUH%OO(O,tl;L%Q)) <C, (4.46)
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e, portanto, VuVa € L*°(0,t1; L*(Q)) e u|Val? € L>(0,t1; L*(Q2)). Por outro lado,
pela desigualdade de Holder e a inclusio H'(Q) — L*() temos que existe um
K > 0 independente de t; tal que

||UAG||%2(Q) = /Q |u|2|Aa|2dx < ||U||%4(Q)||Aa||i4(9) < KHUH%{l(Q)HAaH%{l(Q)'
(4.47)
Analogamente, a € L*>(0,ty; H3(2)) (1.e) implica que Aa € L>(0,t;; H'(Q2)). Além
disso, tomando o supremo na desigualdade acima, u € L>(0,¢;; H'(Q)) (1.b) implica
que uAa € L>(0,t1; L*()). Portanto, pelas desigualdades (4.44), (4.45), (4.46) e

(4.47) temos que V[uVi(a)] € L=(0,t; L*(Q)). Dai, pela igualdade (4.18), como
ug € L>(0,t1; L3(Q2)) (1.f), temos que existe C' > 0 independente de ¢; tal que

|l dy Aul| oo 0,,02(0)) = [Jue + div[uVap(a)]|| Lo o402
< el o 0,220 + || div[uV(a)] || =062 < C

para todo ¢ < t; e portanto Au € L>(0,t1; L*()). Logo, como u € L>(0,ty; H'(2))
(1.b), a Proposigao 1.20 nos permite concluir que de fato u € L*>(0, t1; H*(1)).

Parte 2: Note que o t; da primeira parte é arbitrario em P e as limitacgoes obtidas
em 1.a-1.g independem de ;. Portanto, se (u,a) é a solugdo maximal em [0, t*) x €,

existe um C' > 0 tal que para todo t € P, temos

[l Lo o2y <O lugllzoopz2) < C

HQHLOO(O,t;H3(Q)) <C |‘atHL°°(07t;H1(Q)) <C.

Entao, podemos provar que:

(2.a) A solugao maximal (u, a) satisfaz u € C,([0,t*[; H*(Q)) e
a € C([0,t*[; H*(Q)). Além disso, (u,a) possui em [0,t*) x Q todas as outras

regularidades descritas no teorema de existéncia local.

De fato, seja (t,) sequéncia em P tal que ¢, — t*~. Logo, pela definigao de P,

para cada n existe uma solugao a™ em [0, ¢,] tal que a™ € C(0,t,; H*(2)) (Teorema
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4.1) e esta é tnica e, portanto, a|[ = a". Por outro lado, dado ¢ > 0, defina

itn
xr = t* — e. Proveremos que a é ((:)on]tinua em x. Como t, — t*~, dado € > 0,
existe um N > 0 tal que t,, > t* — € = x para todo n > N. Por outro lado, se
x) € uma sequéncia qualquer em [0,t*) tal que z; — z, existe um ky > 0 tal que
T, < ty para todo k > ky. Assim, temos que 0 < xp,x < ty para todo k > kg e,
portanto, a’ € C(0,tx; H*(Q)) implica que a™¥ (z;) — a” (x) em H?(Q2) para k > k.
Logo, ||a(zy) — a(@)| #2@) = || (zx) — a™ (2)||g2@) — 0 para k > ko implica que
a(zy) — a(r) em H?(Q). Portanto, a € C ([0, t*[; H*(Q2)).

Agora, para provar que u € C,([0,t*[; H*(Q)), o raciocinio é andlogo. De fato,
pelo raciocinio acima, mantendo a mesma notacao, temos que existem ko, N € N
tal que z,zy, € [0,ty] para todo k > kq. Pela unicidade da solucao, temos também
que u|[07tN} =ulN euN € 0,0, tn; H?(Q)) pelo Teorema 4.1. Logo, se x — z, entdo
temos u(zy) = uN(zp) — uN(z) = u(z) em H?(Q) para todo k > k. Concluimos
assim que u(xy,) — u(z) em H?(Q) e portanto u € Cy([0,*[; H*()).

Em suma, se € > 0, como t* — e < t* e t, — t*7 em P, existe n, tal que
t* —e < t,,, e todas as regularidades de (u,a) descritas no teorema de existéncia
local podem ser garantidas em [0,t* — €] x {2 como consequéncia da regularidade de
(u,a) em [0,t,,] x . Dai, pela arbitrariedade de ¢, todas as outras regularidades

valem também para (u,a) em [0,¢*) x €.
(2.b) Existem a* € H*(Q) e u* € H*(Q) tais que

lim a(t) = a* em H'(Q) e lim wu(t) = u* em L*(1Q).

tstr— ot

Faremos o caso de a, e o caso de u serda andlogo. Note que basta provar que
existe um a* € H*(Q) tal que toda sequéncia (z,,) C [0,t*) que converge a t* satisfaz
a(t,) — a* em H'(Q). No entanto, [0,t*) C P. De fato, se ¢ € [0,t), entao a
restrigao de (u,a) para [0,q] x Q é solucao em [0, q] x © e portanto ¢ € P. Dali,
temos que é suficiente provar que existe um a* € H?(Q) tal que toda sequéncia
t, € P que converge a t* satisfaz a(t,) — a* em H'(Q).

Para tanto, seja t,, € P tal que t,, — t*~ e, sem perda de generalidade, suponha

tm < t,. Entao, pelo Teorema Fundamental do Calculo temos que
tn
a(ty) — alty,) = / ar(s) ds
tm
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e logo, tomando a norma em H'(2), a primeira parte implica que existe um C' > 0

tal que

tn
la(tn) — a(tm)|| m@) < / lar(s)] 1 (e ds < [[atl| oo 0t m () [tn — i
tm
< Clty —tm| < C(|t, — ]+ |t — tw])-

Mas, t,,t,, — t* e entao a desigualdade acima tende a zero quando m,n — oo.
Portanto, (a(t,)) ¢ uma sequéncia de Cauchy em H'({) completo e, entao, existe
um a* € H'(Q) tal que a(t,) — a* em H'(Q).

Seja (t,) outra sequéncia em P tal que t, — t*~ e suponha, sem perda de
generalidade, que t,, < t,, para todo n € N. Vamos provar que a(f,) — a* em H'(Q).
De fato, pelo Teorema Fundamental do Calculo, a primeira parte e a desigualdade

triangular implicam que

Ja(E2) — a(ta) @ < H /<> s

tn
< [l ds
HY(Q) tn

< laell oo o1 () [En — tal < Cltn — tl
< C(ftn = [+ [t* = ta]) = 0,

pois t,, t, — t*~. Dai, pela desigualdade de Minkowski e a convergéncia a(t,) — a*,

podemos concluir que existe C' > 0 tal que

lata) — a”llm@) < C(llaltn) — altn)llm @) + lalts) — a*lm ) — 0.

Logo, a(t,) — a* em H'(Q) e portanto qualquer sequéncia t,, em P que converge
a t* pela esquerda satisfaz a(t,) — a* em H'(Q). Daf podemos concluir que existe
a* € HY(Q) tal que

lim a(t) = a* em H'(Q).

t—t*—

Agora, provaremos que a* € H?(Q). Primeiramente, mostraremos que

||a(7—)HH3(Q) < ”aHLOO(Oﬂf*;H3(Q)) V7 € [O,t*).
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Por um lado, a € L>(0,t*; H3(€2)) implica que existe M C [0, t*] tal que med(M) =
med[0,t*] e |la(t)||m3) < [|al|Le(0,;m30)) Para todo t € M. Assim, pela densidade
de M em [0,t*), dado 7 € [0,¢*) podemos tomar (7,) C M tal que 7, - 7. Em

particular, como 7,, € M para todo n € N, entao
la(Ta)la3 ) < l|all oo 0,013 (02)) Para todo n € N.

Dali, a inclusao a € C,(0,t*; H3(Q)) e 7,, — 7 implicam que a(7,) — a(7) em H3(Q)
¢

la(T) ||z < liminf||a(r,)||m3@) < a0 m39),

pelo Teorema 1.23 e a desigualdade anterior. Como 7 é arbitrario em [0, ¢*), desta
demonstracao decorre que ||a(7)||g3) < ||a|| L ©;m3(0)) para todo 7 € [0,1).

Em particular, se (t,,) C [0,t*) tal que ¢, — t*~, entao

||a<tn)HH3(Q) S ”CLHLOO(O’t*;HS(Q)) Vn € N

Logo, o Corolario 1.31 do teorema de Kakutani garante que existe uma subsequéncia
t, tal que a(ty) — ¢* em H3(2). Provaremos que ¢* = a*. De fato, a(ty) — ¢* em
H3(Q) implica pela Proposicao 1.24 que a(t;,) — ¢* em H'(Q). Por outro lado, como
tr — t*7, a(ty) — a* em H'(Q) pelo que jé fizemos. Em particular, a(t,) — a* em
HY(Q) (Teorema 1.23). Entdo, pela unicidade do limite, ¢* = a*. Além disso,
a(ty) — a* em H3(Q) implica que

||a*||H3(Q) S lim inf ||a<tk)||H3(Q) S ”aHLoo(O’t*;HS(Q)) < 0

pelo Teorema 1.23 e o paragrafo anterior. Entao, a* € H3(Q).

O caso u* € H?*(Q) é andlogo. Basta trabalhar como feito acima, substi-
tuindo a por u, a norma de H'(f) pela norma de L?(2), e usar a inclusao u €
C([0,t*); H*(Q)) no lugar da a € C,([0,t*); H3(Q))). Dai, é possivel encontrar
u* € H*(Q) tal que

lim wu(t) = u* em L*(2)

t—t*—

e uma sequéncia s em P tal que u(sy) — u* em H?(Q).
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(2.c) Existe uma solugao tnica do problema (2.1), com as condicoes de

regularidade do Teorema 4.1, que é um prolongamento para (u,a).

Por um raciocinio parecido ao feito na demonstracao do Teorema 4.1, é possivel
provar que %in =0 em HY?(I'). De fato, seja s sequéncia em P tal que u(s;,) — u*
em H?(), cuja existéncia é garantida pelo raciocinio feito no item anterior. Por

um lado,

0
8ZL’Z'

¢ obviamente linear, pela linearidade da derivada, e continuo pelo Lema A.1. Por-

CH?(Q) — HY(Q) i€ {1,2,3}

tanto, se i € {1, 2,3}, % é continuo na topologia fraca pelo Teorema 1.60. Dali,

ou ou* 1
o1, (sk) o em H (Q)].

{u(sk) — u* em H2(Q)] = {

Entao, a continuidade fraca do operador traco em H'(€2) implica que

ou R ou* 1/2
%(&m(sk)) 'y()(ax ) em H/*(T).

(Ver Corolario 1.63). Portanto, aplicando vy coordenada a coordenada, vemos que
Yo(Vu(sg)) — vo(Vu*) em HYV2(T)? e
ou ou*

(k) = 10 (Vu(sk)) - 7 = y0(Vu*) - i = on

o em H2(T).

Agora, lembre que s, € P implica que %(sk) =0em H%_QI(F), com0 < ay < %,

pela definicao de P e o teorema de existéncia e unicidade local. Entao, em particular,

8u(s) = 0 quase sempre em I, pois H2=(I') < L*(T). Logo, a convergéncia acima
implica que 2- = 0 em H'/*(T").

Analogamente, é possivel provar que 22 = 0 em H¥?(I'). De fato, pelo item

anterior, existe ¢, sequéncia em P tal que a(ty) — a* em H3(2). Entao, trocando
u por a, H*(Q) por H3(Q), e HY/*(I') por H*?(T") no raciocinio feito acima, a
afirmagao segue da continuidade fraca do operador trago em H?*(Q) e do fato que
9 (1) = 0 em H'?(") (Coroldrio 1.63 e Teorema 4.1).
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Dai, como u* € H*(2), a* € H*(Q),e 2= = 0em H'/*(T') e %= = 0 em H**(I),
podemos aplicar o teorema de existéncia e unicidade local de soluges (Teorema 4.1)
aos dados iniciais u* e a* e assim obter uma solugao unica (u™,a™) em [t*, t* +¢€] x Q,
para € > 0, com as condicoes de regularidade do Teorema 4.1. Entao, se prologamos
(u,a) desta forma, temos que este prolongamento é uma solu¢ao do problema em
todos os pontos de [0;t* + €], exceto talvez em t*. Portanto, temos que provar que

a equacao ¢ satisfeita em t = t*. Mas, de fato, pelo Teorema 4.1, temos que

uf — diAut = div(uTVy(aT)) em C (¢, t* + ¢ L*(Q)) (4.48)
af — dyAaT + kpaT = kyut em Cy(t,tF + € H(Q)) (4.49)

e que cada termo de (4.48) estd em C,(t*,t* +¢; L*(Q)) e cada termo de (4.48) estd
em C,(t*,t* +¢; H'(2)). Portanto, se t — t* pela direita, cada termo das igualdades
(4.48) e (4.49) tendem ao respectivo termo avaliado em ¢ = t* na topologia fraca em
L*(Q) e H (), respectivamente. Assim, tomando o limite de ¢ — ¢* pela direita
nas igualdades (4.48) e (4.49), temos pela continuidade de (u™,a™’) e a unicidade do

limite que

uf (t°, ) — diAut (¢, 2) = div(u® (t*, 2) Vi (a® (t*, 7)) em L*()
af (t*, ) — doAa™ (t*,7) + koa™ (t*, 2) = kyu™ (t*, x) em H*(Q).

Entéao, justapondo (u,a) e (u™,a™) em t* obtemos uma solugao tnica do problema
original (2.1) que satisfaz por construcao as condigoes de regularidade do Teorema
4.1 em [0,t*+¢€| x Q, com € > 0. Mas isto é um absurdo, pois desta forma temos que
t* + € € P, contradizendo assim a maximalidade de t*. Logo, t* = T" e o teorema
esta provado.

OJ

112



APENDICE A

Demonstracao da Proposicao 1.13

Note que

Lema A.1 Se s > |a| > 0, entdo || D||?

He—lal(R3) = ||U| Hs(R3)"

Prova: Para tanto, afirmamos que pela definicao da Transformada de Fourier é
possivel provar que Dey = jlolgeg, (Ver, por exemplo, Medeiros [13], pagina 19).

Entdo, pela definicdo da norma em H*~1*/(R?), vemos que

D]

Ho—lal (B3) = /Rg(l + |22yt Da? da :/ (1 + [|l2]|2) 1o |22 2[5 da

R3

- / (L4 [ 12)> 1 ey [t 202 s [0 dx
R3

< [ @ lalyalPeaP ds < [ (1 ol o da
R3 R3

= [Jv] ?{s(u@)v
pois
a1 [P [P0 P00 < P ]| ][22 = [l P < (1 [Jaf )l
para todo = = (x1, 29, 73) € R?, e |a] > 0. O

Com isto, podemos provar a Proposi¢ao 1.13 reiterada aqui:
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Proposicao A.2 As sequintes aplicagoes sao lineares e continuas
a) V:H™Q) — H" Y Q)3 m=1,2,3,em=2—a, com0<a<]l,
b) A: H™(Q) — H™2(Q), m = 2,3,
c) VA : H3(Q) — L*(Q2)3.
Prova: E f4cil ver que estas aplicagoes estao bem definidas. Além disso, note que

a linearidade é consequéncia da linearidade da derivada.

a) Seja s > 1. Entao pelo lema anterior,
||VU||§{S—1(R3)3 = Z ||D%||%1s—1(R3) < 3”@”%15(]1&3)'
|a|=1
b) Analogamente, seja s > 2 inteiro. Entao, a desigualdade de Minkowski em
H*2(R?), a Proposigéo 1.4, e o lema anterior implicam que
H N 9*v N 0%
He=2(R?) 85(71 8[)322 8I32

( (Haxl
<30° Z Haxl

c) Finalmente, se s > 3 inteiro, os dois itens anteriores implicam que

2

1A

H572(R3)

2
Hs—?(RS)))

Hs—2(R3) Haxz Hs—2(R3) H@xg

< 9C||0llps ey

Hs— 2R3

|V A

Ha-aay < 3[|Av]

?;IS—Q(Rg) S 27C2||U‘ %{s(]}@).

Em particular, tomando as restricoes de todas as v € H*(R?) com v|q = u, entao
a definicdo da norma em H*(Q)) e os itens (a)-(c) implicam que vale a Proposi¢ao
1.13. U

Note também que
Lema A.3 Seu,Vu € L*(Q), entdo |[ullq) = ullZ2q) + VullZ2 (-

De fato, pelas defini¢oes dadas na Secgao 1.1,

||uHH1(Q) Z HDQUHB = HUH%2(9) + Z HDQUH%?(Q) = HUH%%Q) + HVUH%Q(QF

lal<1 laf=1
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APENDICE B

Propriedades do truncamento

O objetivo deste apéndice é provar algumas propriedades do truncamento f.

Comecamos com o Lema 3.13, aqui reiterado:

Lema B.1 (Lema 3.13) Euxiste uma constante Cy > 0 tal que
|6(ur) = B(uz)| < Colur — sy

para todo uy,us € R.

Prova: Lembramos a equacao (2.3):

;

3 se u(t,z) < —2M,
arout+ Y se —2M <u(t,x) < —M,
Bu)(t,x) = Bar(u)(t,x) = u(t, ) se u(t,z)| < M
—%+2u—% se M <wu(t,z) <2M,
\ 8 se u(t,z) > 2M.
Para facilitar a notagao, defina A := (oco,—2M], B = [-2M,—M], C :=

[—M,M], D := [M,2M] e E := [2M,00). Em cada caso i (i = 1,...15) encon-
traremos um C; > 0 tal que vale |5(u1) — B(u2)| < Cjlu; — us|. Desta forma,
se Cy := max{C; : i = 1,...15}, temos |B(u1) — B(ug)|] < Colu; — uy| para todo
uy, us € R. Agrupamos alguns casos que sao analogos por simetria.

Casos 1 e 2: Se uj,ug € A ou ug,uy € E, entao |S(ur) — fug)| =0 < |ug — ug|.
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Caso 3: Se uj,uy € C, entao |B(ur) — Bug)| = |ug — usl.
Casos 4 e 5: Se uj,ug € B, entao |u; + ug| < 4M e, portanto,

2 2
1B(un) = Blus)| = ‘“# TR (ui +2up + M)‘

2M 2 2M 2
1
= ‘m(“l -+ UQ)<U1 — Ug) + 2(%1 — UQ)
1
< ]ul — UQ‘ (mhﬂ + UQ‘ + 2>
< A|uy — ug

Se ui,us € D, o caso é absolutamente analogo e obtemos também que

1B(ur) — B(uz)] < 4uy — ug.
Caso 6: Se u; € A e uy € E, entado |u; — ug| > 4M. Logo,

3M 3M
|B(ur) — Blug)| = ‘ —5 T 5 = 3M < 4AM < |uy — uy|

Casos 7 e 8 Seu; € Aeuy €D, temos que |u; —us| > 3M e |us| < 2M. Logo

)~ )] = | - 5 - (- 12+ 200 - 2| -

2

O caso u; € E e uy € B é inteiramente analogo e obtemos também

|8(u1) — Bluz)| < 3lur — ugl.
Casos 9 e 10: Se u; € A e ug € C, entao |u; — us| > M e |us| < M. Portanto,

3M

) - )] < | - 5 -

S5M
ST §3M§3|U1—U2|

O caso u; € E, us € C é absolutamente analogo e obtemos também

1B(u1) — B(uz)| < 3lus — us
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Caso 11: Se u; € B e ug € D, entao |u; — ug| > 2M, |uy| < 2M e |uy| < 2M e,
portanto,

u? M w2 M
) - )] < |+ 2+ 5 = (= 3+ 2= )|

<13M < 14M = 7(2M) < T|ug — ua).

Casos 12 e 13: Se u; € B e uy € C, entao —M < us e portanto, subtraindo u;
de ambos os lados, temos que —M — u; < us —uy < |u; — ug|. Por outro lado, é

facil ver que u; € B implica que

4 M
0< g +u+ 3

<
=5M =

(—u1 — M)

N | —

Logo, por estas desigualdades temos que

2

2
18(ur) — Blus)| = ‘i o+ M,

U M
—1+u1+—+(u1—u2)

2M 2 2M 2
< 'u—%+u1+%‘+\u1—u2|=u—%+u1+%+|u1—u2|
—|12M 2 2M 2
< %(_M_ul) + [ur — up| < %|U1 — Ug| + |u1 — ug|
3
= §|U1 —’LL2|.

Analogamente, se uy € Deuy € C, —M <ug — uy — M < up —ug < |up —us| e

2 M 1
Oﬁﬁ—uri- §§(U1—M)a

2M 2
e portanto
2 2
uy M uy
_ S O T Y TR T _ = _
|B(u1) — B(uz)l ‘ 2M+ U1 5 Ug ‘ 2M+U1 2+(U1 Usg)
@ M M |
——tu — — U — U] = — —u1 + — + |u; —u
=1 oM Tt 2 PRI T o T T b
1 1 3
§§(u1—M)—|—|u1—u2|§§|u1—u2|—|—|u1—u2|:§|u1—u2|.

Casos 14 e 15: Seja u; € A e uy € B e defina Ay = uy + 2M > 0. Note que
lug — ug| > Ay. E facil ver também que

0< oM <2 =LA
— +2u — = —-A.
= oM 2 =9 2
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Portanto, temos a desigualdade:

M [ M ul
- = - (2 2wt =)= - =2 —2uy—2M
1Plwn) = Blua) ‘ 2 (2M+“2+2)‘ ' oM~ 7"
u3 Us 1 1

Finalmente, de maneira andloga a feita acima, se u; € E e us € D, definimos
AQ =2M — U9 > 0. Note que |U1 - U2| > AQ (S
u3

0< —=
—2M

1
—2u2+2M§—%+M:§A.

Portanto, podemos concluir que

3M 2 M 2
Blur) = Blug)| = | T = [ = o2 4+ 2us — 5 || = |22 — 2up +2M
2 2M 2 2M

'11/2 U 1 1
= gip ~ 202 H2M < = M= A< fuy —

Assim, esgotamos os casos e podemos afirmar que Cy = 7 satisfaz o Lema 3.13.
O

Agora, derivando 3, podemos obter o seguinte:

L +2 se —2M <u(t,z) < —M,
1 se |u(t,x)| <M
Flu)t,z) = Byt =4 it (B1)
- +2 se M <wu(t,r) <2M,

0 se |u(t,z)| > 2M.
Dai, temos que

Proposicao B.2 Supondo M > 1, existe um Cy > 0 tal que
18" (ur) — ' (u2)] < Cyluy — ugl Yuy, us € R.

Prova: A demonstracao é feita considerando os casos e agrupando casos simetrica-
mente analogos, como na proposi¢ao anterior.

Casos 1-4: Se uy,us € A,C ou E, temos que |f'(u1) — f'(uz)] = 0 < |ug — ugl.
Analogamente, se u; € A e uy € F, temos |5’ (u1) — ' (ug)| = 0 < |ug — ug|.
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Casos 5-6: Se uy, up € B ou uy,up € D, temos que |3 (uy) — B (ug)| = 77 |ur — ual.

Casos 7-8: Seu; € Aeus € Douwuy € F e uy € B, temos que |u; —ug| > 3M e
portanto |3 (uy) — B'(ug)| = |52 F2| <4 < 4M < 2(3M) < 2Juy — ugl.

Casos 9-10: Seu; € Aeuy € Couwuy € Ceuy € FE, temos que |ug —ug| > M e
portanto |5 (u1) — 8'(ug)| =1 < M < |ug — us.

Caso 11: Se u; € B e uy € D, temos que |u; — ug| > 2M e portanto |B'(uq) —

Casos 12 e 13: Se u; € B e uy € C', lembre do caso 12 da proposicao anterior,

que 0 < —M —uy < wug —uy < |ug — ug|. Portanto

1 1 1
|5/(U1) - 5/(U2)| = M|U1 + M| = M(_M - Ul) < M|U1 - u2|.

Analogamente, se u; € D e uy € C, entao pelo caso 13 anterior, 0 < u; — M <

up — ug < |ug — ug| e portanto

6ur) — ()] = 3710 = ] = 2 = M) < s — vl

Casos 14 e 15: Se u; € A e uy € B, lembre que pelo caso 14 anterior, 0 <
ug + 2M < |u; — ug| e portanto

1 1 1
|5/(U1) — 5’(%2)’ = MllLQ + 2M’ = M(Ug + 2M> < M|u1 — U2|.
Finalmente, pelo raciocinio do caso 15 anterior, se u1 € E e us € D, entao

0 <2M — uy < |u; — ug| e portanto

1 1 1
15" () = B'(uz)| = 7lue = 2M| = 7 (2M —up) < —rfur — usl.

Assim, esgotamos os casos e podemos afirmar que C = 2 satisfaz a Proposicao B.2.
O

Dai, podemos provar a seguinte proposicao:

Proposigao B.3 Se M > 1 eu € C(0,T;L>(R)), entao f(u) € C(0,T;L>(Q)) e
B'(u) € C0,T; L=(€2)).
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Prova: De fato, seja t,t; € [0, T] arbitrarios, entao

18(u(®)) = Blult))ll =@ < Collu(t) = ultr)l|L=@)

18" (u(t)) = ' (u(tr))l @) < Chllu(t) — ults)]| L= 0)-

Logo, se t — t1 em [0, 7], u € C(0,T; L>(2)) implica que u(t) — u(t;) em L>®(Q) e,
portanto, S(u(t)) — B(u(ty)) e 5'(u(t)) — p'(u(t1)) em L>®(Q) pelas desigualdades
acima. Entao, B(u), 8'(u) € C(0,T; L>(Q2)). O

Assim provamos o Lema 3.19:

Lema B.4 (Lema 3.19) Se M > 1, as aplica¢oes 5 e [ sao Lipschitzianas e
portanto u € C(0,T; L>=(Q)) implica que B(u), 8 (u) € C(0,T; L=(R)).
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