UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAQ
CIENTIFICA

José Galhardo Leite de Moraes

UM ESTUDO DAS CONICAS NA PERSPECTIVA
DA GEOMETRIA PROJETIVA

Dissertacio de Mestrado apresentada ao
Instituto de Matemdtica, Estatistica o
Computagin Clentifica da UNICAMP
para obtengio do titulo de Mestre am
Matematica.

Orientadora: Prof® Dra. Claudina Izepe Rodrigues

Fste exemplar corresponde 4 versio fi-
nal da Dissertacan defendida pelo aluno
José Galhardo Leite de Moraes, e ori-
entada pela Prof® Dra. Claudina Izepe
Roddrignes.

Y i3
O Pereciinng Totpd™ Nosloo el b
L]

Prof® Dra. Claudina Izepe Rodrigues
Orientadora

CAMPINAS, 2012



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA POR
MARIA FABIANA BEZERRA MULLER - CRBB/6162
BIBLIOTECA DO INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICAE
COMPUTACAO CIENTIFICA - UNICAMP

Moraes, José Galhardo Leite de, 1969-

M791e Um estudo das cdnicas na perspectiva da geometria
projetiva / José Galhardo Leite de Moraes. - Campinas,
SP:[s.n] 2012

Orientador: Claudina lzepe Rodrigues.

Dissertacdo (mestrado profissional) — Universidade
Estadual de Campinas, Instituto de Matematica,
Estatistica e Computac3o Cientifica.

1. Geometria projetiva. 2. Conicas. 3. GeoGebra.
|. Rodrigues, Claudina lzepe. Il. Universidade Estadual
de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacdo Cientifica. . Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em inglés: A study of the conic in the perspective of projective geometry
Palavras-chave em inglés:

Projective geometry

Conics

GeoGebra

Area de concentragdo: Matematica

Titulagdo: Mestre em Matematica

Banca examinadora:

Claudina lzepe Rodrigues [Orientador]

Paulo Ferreira Leite

Jodo Eloir Strapasson

Data da defesa: 02-02-2012

Programa de Pés-Graduacao: Mestrado Profissional em Matematica



iii

Dissertac¢io de Mestrado Profissional defendida em 02 de fevereiro de 2012
e aprovada pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

. kj (uu.(_,Lg VO Ajj: fal s f_j(_, :",LL-( S i et
Prof. (a). Dr (a). CLAUDINA IZEPE RODRIGUES

Voaa Mo ‘O-"u»;. e 154&«
Prof. (a). Dr (a). PAULO FERREIRA LEITE

‘/{' e r() I(‘l 7 jﬂ/' -':‘//:)(‘ M
Prof. (a). Dr (a). JOAO ELOIR STRAPASSON




Dedico esse trabalho & minha esposa
Francisly e nossa filha Pamela, a
meus pais Antonio e Luiza e a meu
irmao Marcos.



Agradecimentos

A minha esposa Francisly e nossa filha Pamela pelo incentivo e paciéncia nas
minhas auséncias.

A professora Claudina, pela colaboracio e apoio para a realizacdo e sucesso
desse trabalho.

Aos professores e coordenadores do programa de Mestrado Profissional, pelo
otimo trabalho que prestaram.

Aos companheiros de curso, pela amizade.

Aos meus pais Antonio e Luiza pela oportunidade que me deram de poder
estudar.

A meu irmao Marcos por me ajudar em todos os momentos.

A Deus, que em tudo me amparou.



vi

Resumo

Esta dissertagao tem por objetivo apresentar o estudo das Conicas e suas
propriedades, mediante a perspectiva da Geometria Projetiva, bem como
propor o software livre GeoGebra como uma alternativa para visualizacao dos
Teoremas de Geometria Projetiva e das propriedades das Conicas. O trabalho
inicia-se com uma introducao histoérica do desenvolvimento da projecao, na
arte, e da Geometria Projetiva. Em seguida é apresentada a base teorica
para o estudo das Conicas e suas propriedades, o que é tratado em seguida.
Por fim, sao apresentadas algumas construcoes, que podem ser executadas
no software livre, de geometria dinamica, GeoGebra.

Palavras — chave: Geometria Projetiva, Conicas, GeoGebra.
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Abstract

This dissertation has for objective to present the study of the Conical , and
its properties, through the perspective of Projective Geometry, moreover to
present free software GeoGebra as an alternative for visualization of the The-
orems of Projective Geometry and the properties of the Conical. The work
starts with a historical introduction about the development of the projection,
in the art, and of Projective Geometry. Next is presented the theoretical ba-
sis for the study of conic sections and their properties, which is treated soon
after. To finish, some constructions are presented, that can be executed in
software of dynamic geometry GeoGebra

Keywords: Projective Geometry, Conics, GeoGebra.
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Capitulo 1

Prefacio

Esta dissertagao tem por objetivo apresentar o estudo das Conicas e suas pro-
priedades, mediante a perspectiva da Geometria Projetiva bem como propor
o software livre GeoGebra como uma alternativa para visualizacao dos Teo-
remas de Geometria Projetiva e das propriedades das Conicas.

O trabalho inicia-se com uma introdugao histoérica do desenvolvimento da
projecdo, na arte, e da Geometria Projetival. Em seguida é apresentada a
base tedrica para o estudo das Conicas e suas propriedades?, o que é tratado
em seguida.

Para finalizar, sao apresentadas algumas construcoes, que podem ser exe-
cutadas no software livre, de geometria dinamica, GeoGebra.

Apesar desse software trabalhar com geometria Euclidiana, como mos-
traremos nesse trabalho, ele é uma o6tima ferramenta para a visualizacao de

todos os resultados apresentados.

!Baseado nas referéncias [9], [10] e [17].
2Baseado nas referéncias [4], [6], [3], [5], [1], [2], [7], [8], [11], [12], [13], [15], [16], [18] e [14].



1. Prefacio




Capitulo 2
Pequena Introducao Historica

Por volta de 300 a.C., Euclides de Alexandria organiza em Os Elementos,
uma coletanea de 13 livros, os conhecimentos dessa época sobre geometria
plana e espacial, teoria dos niimeros e algebra geométrica grega. E, hoje, o
segundo livro com maior niimero de edi¢oes na histéria do mundo ocidental.

Grande parte da geometria ensinada em nossas escolas de ensino funda-

mental e médio sao baseadas nesse trabalho de Euclides.

Figura 2.1: Euclides.



2. Pequena Introducgao Histérica 4

Por muito tempo a Geometria Fuclidiana se mostrou suficiente para des-
crever o espaco tridimensional que nos rodeia, mas, percebeu-se que quando
se necessitava representar figuras tridimensionais em imagens bidimensionais,
algumas nogoes dessa geometria nao eram validas (por exemplo paralelismo
e intermediacdo). Essas observagoes impulsionaram o desenvolvimento da
Geometria Projetiva.

A historia da Geometria Projetiva comega, de fato, com a introducao da
percepcao de profundidade em pinturas e desenhos, durante o Renascimento.

Grandes artistas, principalmente os italianos, comecam a desenvolver a
projecao, primeiramente de forma pratica e, depois, com algum embasamento
tedrico.

Quando Desargues publica seu Brouillon, o que estava voltado a aplicacao

em obras de arte, comeca a ganhar forma de uma nova geometria.

2.1 Arte e projecao

Em sua obra De Architectura (27 a 16 a.C.) - tnico grande tratado
de arquitetura antiga que nos chegou e que serviu de modelo até o
século XVII - Vitrivio (arquiteto e engenheiro romano do século [
a.C.) apresenta técnicas de constru¢do, usadas pelos romanos.  Por
ser composto por dez livros, este tratado também é conhecido como

Dez livros sobre a arquitetura de Vitrduvio.
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Figura 2.2: Vitravio (direita) apresentando De Architectura para o imperador
romano Augusto.

Vitravio deixa claro, no primeiro livro, que a icnographie e a ortographie
(planta e al¢ado) eram usados para a representagao de edificios - tradicao
herdada das primeiras civilizacoes do Oriente Médio, pelos gregos.

Vitravio cita que as questoes ligadas a perspectiva foram abordadas por
Demdcritode Abdera (filosofo e matematico grego que viveu de 460 a.C.
a 370 a.C.) e Anaxdgoras de Clasémenas (filosofo grego que viveu de 500
a.C. a 428 a.C.), em obras desaparecidas, e no tratado de Optz'ca (cerca de 295
a.C.) de Euclides - as principais aplicacoes destas questoes diziam respeito
aos cenarios para o teatro.

Durante a Idade M édia o estudo da perspectiva continuou no ambito dos
fendmenos luminosos, em que a obra mais importante teve como autor o
fisico e matematico arabe Ibn — al Haytham (965-1040), ou Alhazen.
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Figura 2.3: Ibn — al Haythan

No final da Idade M édia, alguns artistas comecaram a se preocupar mais
com a representacao realista em seus quadros, deixando de lado o estilo
que levava em conta a apresentagao dos personagens pela sua importancia
espiritual (estilo de pouquissima, ou quase nenhuma, preocupac¢ao com a
profundidade).

O mais importante desses artistas foi Giottodi Bondone (1266-1337),
pintor e arquiteto de Florenca, e considerado um precursor do Renascimento.
Ele deixa claro, em suas obras, a preocupac¢ao com a profundidade e com a

ideia de tridimensionalidade.
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Figura 2.4: Giotto.

Essa nova forma de pintar vai se tornando mais popular ao longo do século
X1V, e tem seu auge nas obras dos artistas florentinos do inicio do século
XV.

Em 1434, Filippo Brunelleschi (1377-1466) completa a cupula da ca-
pela de Florenca e consegue fama e notoriedade. E um dos primeiros a

estudar, com base na geometria, as regras da perspectiva.

Figura 2.5: Brunelleschi.

Aplicou conceitos de ponto de fuga e a relacao entre distancia e reducao
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do tamanho de objetos, em uma experiéncia que reproduzia o Batistério,
situado em frente da porta principal da Catedral de Florenca.

Na mesma época, Leon Battista Alberti (1405-1472), literato e arqui-
teto, escreve trés tratados sobre pintura, arquitetura e escultura, nao se limi-
tando a fornecer regras técnicas, mas enuncia principios e processos, deixando

claro a estrutura e o significado da forma artistica.

Figura 2.6: Alberti.

Diferentemente de Brunelleschi, Alberti tinha uma abordagem mais teo-
rica. A primeira parte de sua obra Della Pittura (1435) é uma exposigao
matemética sobre os fundamentos da perspectiva, onde inclui muito da tra-
dicdo da perspectiva 6ptica de Alhazen.

Outro artista que contribuiu com o desenvolvimento do estudo da pers-
pectiva foi Pierodella Francesca (14157-1492), mestre de matematica do
monge franciscano e matematico italiano LucaPacioli (1445-1517), tem
como obra mais conhecida o tratado De prospectiva pingendi (Sobre a pers-
pectiva dos pintores), um tratado completo de perspectiva, com desenhos
executados por ele. O livro é dividido em trés partes: a primeira trata de
perspectivas de figuras sobre o plano, e as outras duas sobre perspectivas de

solidos.
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No livro ha proposicoes e demonstragoes no mesmo estilo de Os Elementos

de Euclides, por sua estrutura logica.

Figura 2.7: Flagelacao de Cristo.

Em Flagela¢ao de Cristo (provavelmente entre 1445 e 1460), uma de suas
obras mais conhecidas, aplica de forma exemplar a teoria apresentada em seu
tratado.

Depois da morte de Piero della Francesca, Luca Pacioli publica, em 1509,
De divina proportione, onde reproduz o manuscrito do artista, sobre sélidos
platonicos e suas propriedades (Libellus de quinque corporibus).

Em 1525, Albrecht Diirer (1471-1528) publica a primeira edi¢ao de seu
importante tratado de geometria para artistas, Underweissung der Messung
mit Zirckel und Richtscheyt in Linien, Ebnen, ung Gantzen Corporen  (Tra-
tado das medidas com régua e compasso, das linhas, superficies e corpos

inteiros).
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Figura 2.8: Diirer.

Diirer descreve um grande ntumero de aplicacoes da geometria a arte, por
meio da perspectiva. Em algumas dessa construgoes (tragados de conicas)
podemos perceber uma antecipacao a Geometria Descritiva de Gaspard
Monge.

O século que se segue a morte de Diirer, do ponto de vista do desen-
volvimento dos fundamentos tedricos da perspectiva, nao é muito fruti-
fero. Apesar disso, dois tratados se distinguem. Um do matemaético itali-
ano Guidobaldo Del Monte (1545-1607) ( Perspectivae libri sez) e outro do
engenheiro e matematico flamengo Simon Stevin (1548-1620), ambos sem
grande sucesso ou divulgacao.

O movimento de sistematizacao continua, enquanto a perspectiva é utili-
zada na pintura e no desenho.

Brook Taylor (1685-1731) publica, em 1811 em Londres, um famoso

tratado de perspectiva ( The principle of linear perspective).
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Figura 2.9: Brook Taylor.

Paralelamente, sao desenvolvidos instrumentos, baseados nos princi-
pios da perspectiva, para facilitar a pintura. Um desses instrumentos foi
a Camara Obscura, referida por Leonardoda Vinci (1452-1519) e por
Girolamo Cardano (1501-1576). Tratava-se de uma caixa onde a luz en-
trava apenas por um pequeno orificio. A imagem do exterior, invertida, se
projetava na face oposta ao furo. Existiam caixas de diversos tamanhos, mas

todas transportaveis.

Figura 2.10: Camara Obscura.
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2.2 Um inicio

O engenheiro e arquiteto francés Gerard Desargues (1591-1661) publica em
1636 o Ezemple de l'une des maniéres universelles du S.G.D.L. touchant
la pratique de la perspective sans employer aucun tiers point, de distance,
ny d'autre naturequi soit hors du champ de l'ouvrage (em uma traducao
livre: Exemplo de uma das maneiras universais de S.G.D.L que tratam da
pratica da perspectiva sem o uso de qualquer terceiro ponto, da distancia nem
de outra natureza, que esteja fora do escopo desse trabalho). A abreviagao
S.G.D.L, significa que o autor da obra era o Senhor Gerard Desargues de

Lion.

Figura 2.11: Desargues.

Ele apresentou neste trabalho varias inovagoes no campo da perspectiva,
que nao foram bem recebidas e suscitaram longas polémicas.

Um trabalho intitulado de Maniere universelle de M. Desargues pour
pratiquer la perspective (numa traducao livre: Maneira universal de M. De-
sargues para a pratica da perspectiva), publicado em 1648 por seu amigo e
discipulo, o pintor francés, Abraham Bosse (1602-1676), apresentando suas
ideias , foi mais bem aceito.

O principal objetivo do trabalho de Desargues era de apresentar teorias e
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métodos gerais para o estudo da perspectiva, remetendo aos conhecimentos
dos autores matematicos gregos, particularmente do astronomo e matematico
Apoldnio (cerca de 225 a.C.).

Depois da publicacdo da Géometrie de RenéDescartes (1596-1650),
Desargues estuda cuidadosamente suas ideias, mas afasta-se desses métodos
algébricos aplicados a geometria.

Escreve, entdo, Brouillon projet d'une atteinte aux événements des
recontres du Cone avec un plane (numa traducdo livre: Rascunho dos fatos
que afetam a intersec¢ao do cone com um plano), do qual foram publicados
apenas cinquenta exemplares, em 1639.

Devido a vérias circunstancias, entre elas a originalidade e dificuldade da
leitura, a nomenclatura utilizada e o entusiasmo que despertou nos matema-
ticos os métodos analiticos de Descartes em geometria, o livro caiu rapida-
mente no esquecimento (porém, em 1845 o gedmetra francés Michel Chasle
encontra por acaso uma copia manuscrita do tratado e, desde entao, esse tra-
balho foi considerado um classico do desenvolvimento inicial da Geometria
Projetiva Sintética).

Nele, Desargues, introduz as nocoes de ponto, reta e plano no infinito,
trata sobre cones e cilindros como o mesmo tipo de superficie (tomando o
vértice do cilindro como um ponto no infinito).

O teorema que leva seu nome (sobre triangulos perspectivos) nao foi pu-
blicado no Brouillon, mas sim como um apéndice do livro de Abraham Bosse.

A contribuicdo fundamental de Desargues consiste no poder unificador
de seus métodos inovadores. Sua ideia central é de identificar quais sao as
propriedades que se conservam por projecao e, a partir dai, estudar a familia
das conicas, que sao todas projecoes da circunferéncia.

Ainda em 1639, Blaise Pascal (1623-1662), entao com 16 anos, tomou
conhecimento do Brouillon e foi um dos poucos, segundo todos os historia-
dores de matematica, que compreendeu e apreciou imediatamente o alcance

do trabalho de Desargues.



2. Pequena Introducgao Histérica 14

Figura 2.12: Pascal.

No ano seguinte publica um curto ensaio sobre conicas (Essay pour lés
coniques), onde cita que vem de Desargues seu interesse e conhecimento dos
métodos projetivos.

O principal resultado desse trabalho, e que hoje leva seu nome, é a propo-
sicao “Se um hexagono esta inscrito em uma conica, entao os lados opostos
intersectam-se em tres pontos colineares”.

Uma outra obra mais completa sobre conicas, escrita cerca de 15 anos
mais tarde por Pascal, nunca chegou a ser publicada, e os manuscritos desa-
pareceram.

Depois da morte de Pascal, o estudo das projecoes foi esquecido - & parte
de um trabalho sobre conicas tratadas projetivamente pelo francés Philippe
de La Hir (1640-1718) e alguns resultados obtidos pelos ingleses William
Braikenridge (1700-1762) e Maclaurin(1698-1746), sobre coordenadas no
plano projetivo, e Isaac Newton (1642-1727), no inicio do século XVIII,
sobre o problema de tracar uma conica por cinco pontos dados - ressurgindo

apenas no inicio do século X/X.
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2.3 Consolidacao

Deveu-se a Gaspard Monge (1746-1818) a renovacao do interesse pelos mé-
todos geométricos puros, sem a intervencao direta da algebra. Desenvolve
a Geometria Descritiva, que resolvia definitivamente e de modo rigoroso, os

problemas graficos de representagao de objetos tridimensionais no plano.

Figura 2.13: Gaspard Monge.

Suas publica¢oes Géométrie Descriptive (1795-1799), Application de
U'analyse a la géométrie (1809), e suas ligdes nas Ecole Polytechnique e
Ecole N ormale, em Paris, levou muitos de seus alunos ao estudo da geome-
tria pura.

Seus alunos de engenharia militar na Ecole Polytechnique, Charles Jules
Brianchon (1785-1864), Michel Chasles (1793-1880), Jean — Victor
Poncelet (1788-1867) e Pierre Charles Francois Dupin (1784-1873), irdo
fazer renascer a Geometria Projetiva.

Jean-Victor Poncelet foi oficial de Napoleao durante a invasao a Russia,
tido como morto por seus colegas de farda, ali ficou preso durante os anos de
1813 a 1814.
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Figura 2.14: Jean-Victor Poncelet.

No cativeiro, recordando das licoes de Monge e de Carnot, desenvolveu,
novamente, a Geometria Projetiva.

Depois de regressar a Franca apresenta, em 1820, na Académie Royale des
Sciences o seu Fssai sur les Propriétes Projectives des Sections Coniques
(tradugao livre: Ensaio sobre as propriedades projetivas das segoes conicas),
e publica, dois anos depois, um tratado com o mesmo titulo, que restabelece o
interesse da investigacao em Geometria Projetiva. Um dos topicos estudados
por Poncelet foi a teoria polar das conicas, com os conceitos de polo e polar,
ja abordados por Desargues no Brouillon.

O trabalho de Poncelet baseou-se sobre a nocao de figuras homologas
(uma pode ser obtida da outra por uma sequéncia de projegdes e se¢oes),
no principio de continuidade (se uma figura é obtida de outra por “mudan-
¢as continuas” qualquer propriedade da primeira vale para a segunda) e na
ideia da reciprocagao polar em relagdo a uma conica (base do Principio da
Dualidade).

Em 1831, o alemao Julius Pliicker (1801-1868) dota o plano projetivo
de um sistema de coordenadas, o que facilita lidar de forma algébrica com os

pontos do infinito.
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Figura 2.15: Pliicker.

A partir de Desargues, os matematicos procuram, no estudo da Geometria
Projetiva, compreender quais as propriedades das figuras nao se alteravam
pela projecao. Como perceberam que nao se mantinham o comprimento dos
lados, os angulos e as areas, a pergunta que se fazia era se alguma propriedade
envolvendo distancia se mantinha. Nesse sentido, Michel Chasles descobriu
que a razao dupla, ou razao cruzada se mantém por projecao. KEsta desco-
berta permitiu a compreensao de muitos resultados dispersos da Geometria
Projetiva, alguns descobertos antes de Desargues ter iniciado o estudo dessa
nova geometria.

Fora da Franca, a Geometria Projetiva chamou a aten¢ao de varios mate-
méticos, como o sui¢co Jakob Steiner (1796-1863), especialista em métodos
sintéticos e descobridor da Geometria Inversiva, e do alemao Karl Georg
Christian von Staudt (1798-1867), que mostrou como se podia desenvolver

a Geometria Projetiva sem o recurso a nocao da distancia.
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Figura 2.16: Steiner. Figura 2.17: von Staudt.

Em 1859, Arthur Cayley (1821-1895) mostrou como se podia aplicar a
Geometria Projetiva ao estudo das geometrias nao euclidianas, definindo a
nocao de distancia em termos projetivos, de forma conveniente. Mas apenas
em 1895, Mario Pieri (1860-1913) estabeleceu um sistema de axiomas para

a Geometria Projetiva.

Figura 2.18: Arthur Cayley. Figura 2.19: Mario Pieri.

Em 1871, Felix Christian Klein (1849-1925) mostrou que era possivel

considerar a geometria euclidiana e as geometrias nao euclidianas como casos
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especiais de uma superficie projetiva.

Figura 2.20: Felix Klein.

Desenvolve um modelo para a Geometria Projetiva, considerando um
disco de raio unitéario onde as retas sao arcos de circunferéncias (ou diametros)
unindo pontos diametralmente opostos no bordo do disco, identificados de
forma a originar um tnico ponto (para evitar uma contradi¢do com o primeiro

postulado de Euclides) e, com os pontos do bordo pertencentes ao plano.

Figura 2.21: Retas no disco de Klein.

O modelo do Disco de Klein levou a considerar uma esfera de raio unita-
rio como um outro modelo para a geometria projetiva. No entanto, alguns
cuidados devem ser tomados: as retas sao circulos méximos com os pontos
diametralmente opostos identificados (para evitar uma contradi¢do com o

primeiro postulado de Euclides).



2. Pequena Introducao Histérica 20

Esse procedimento é equivalente a considerar uma semi esfera como mo-
delo e tomarmos os pontos diametralmente opostos, da fronteira, identifica-

dos.

Figura 2.22: Retas no Modelo da Figura 2.23: Reta no Modelo da
Esfera. Esfera, projetada no Modelo Eu-
clidiano.

Em 1910, os americanos Oswald Veblen (1880-1960) e John Wesley
Young (1879-1932), baseados no trabalho de Hilbert, para a Geometria Eu-
clidiana, e observando que a Geometria Projetiva podia ser tratada de ma-
neira abstrata, apresentam um conjunto de axiomas, introduzindo o plano
afim e obtendo o plano projetivo (simplesmente adicionando ao plano afim a

reta do infinito).

Figura 2.24: Oswald Veblen. Figura 2.25: John W. Young.
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Capitulo 3
Axiomatica

Neste capitulo apresentaremos um sistema axioméatico (Axiomas, Definiges
e Teoremas) para a geometria projetiva. Para isso nos basearemos em duas
nogoes indefinidas, ponto e reta, e duas relacoes indefinidas, incideéncia e
separacao.

Apresentaremos os axiomas divididos em trés grupos:
e Axiomas de Incidéncia;
e Axiomas de Separacao;

e Axiomas de Continuidade.

Logo apos serao listados alguns teoremas e resultados importantes, para um
melhor entendimento das propriedades e construcoes de conicas.
Iniciaremos o capitulo com a revisao de algumas definicoes necessérias

para melhor entendimento do texto.

Definigcao 3.1. Pontos incidentes a uma mesma reta sao denominados pontos

colineares.

Definicao 3.2. Duas retas que possuem um ponto em comum sao denomi-

nadas retas concorrentes.
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Definigao 3.3. Uma figura (plana) é qualquer conjunto de pontos e/ou retas

no plal 0.
)C
E
/D B

Figura 3.1: Pontos e Retas em um Plano

Definigao 3.4. Uma figura formada por trés pontos nao colineares e pelas
retas que os unem ¢ denominada triangulo.

Na figura abaixo, representamos o triangulo ABC.

Figura 3.2: Triangulo ABC.

Definicao 3.5. Um quadrangulo completo é a figura formada por quatro

pontos, sendo trés quaisquer deles nao colineares, e as seis retas que unem
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esses pontos. Diremos que os quatro pontos sao os vértices e que as seis retas

sao os lados do quadrangulo completo.

Figura 3.3: Quadrangulo Completo.

Definicao 3.6. Dois lados de um quadrangulo completo sao ditos
lados opostos se o ponto comum aos mesmos ¢ um vértice. Neste caso, este

ponto é denominado ponto diagonal. Existem trés pontos diagonais.

Definicao 3.7. Triangulo diagonal do quadrangulo é a figura formada pelos
trés pontos diagonais de um quadrangulo completo, e as trés retas por eles

formadas.

Figura 3.4: Triangulo Diagonal EFG.
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Definicao 3.8. Um hexdagono é um conjunto de seis pontos distintos e or-
denados, A;, Ay, As, Ay, A5, Ap.

Cada um desses pontos serd chamado de vértice do hexagono, e chamare-
mos de lado do hex dgono cada uma das seis retas A; Ay, Ay A, AsA;, A, A5,
AsAg, AgAj.

Dois lados de um hexagono sao contiguos se tem um vértice em comum,

caso contrario sao chamados de opostos.

Definicao 3.9. Dada uma figura F' e um ponto O, qualquer ponto de F,
distinto de O, determina com O uma reta. O conjunto dessas retas que

passam por O é chamado projecao de F por O.

Figura 3.5: Projecao de uma Figura por um Ponto.

Defini¢ao 3.10. Dada uma figura (plana) F' e uma reta [ (no plano de F'), o
conjunto de pontos em que as retas de F', distintas de [, cruzam [, é chamada
a secao de F por [. A reta | é chamada uma transversal, e os pontos sao

chamados os tracos das respectivas retas de F.
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Figura 3.6: Secao de uma Figura Plana por uma Reta.

Definicao 3.11. Duas figuras F; e Fy sao ditas em correspondéncia, se
existe uma bije¢ao entre os elementos de F; e Fyp (cada elemento de F; se
corresponde a um tnico elemento de F,, de tal forma que cada elemento de
Fy & o correspondente de um tnico elemento de F;).

Dois elementos que sao associados desta forma sao chamados
correspondentes ou elementos homologos.

Uma figura estd em correspondéncia consigo mesma, se cada um de seus
elementos se corresponde com um tnico de seus elementos (ndo necessaria-
mente 0 mesmo), e se cada um de seus elementos é o correspondente de um

anico de seus elementos.

Definicao 3.12. Se quaisquer dois elementos homologos de duas figuras
correspondentes tem a mesma projecao por um ponto fixo O, tais que todas
as projegoes sao distintas, as figuras sao ditas perspectivas pelo ponto O (ou
simplesmente perspectivas por O).

O ponto O ¢é chamado o centro de perspectividade.
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Figura 3.7: Figuras Perspectivas por O.

Definicao 3.13. Se quaisquer duas retas homoélogas em duas figuras corres-
pondentes tem o mesmo trago na reta [, tais que todos os tracos de qualquer
das duas figuras sao distintos, as figuras sao ditas perspectivas pela reta [ (ou
simplesmente perspectivas por [).

A reta [ é chamada o eixo de perspectividade.
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Figura 3.8: Figuras Perspectivas por uma Reta.

Defini¢ao 3.14. Um feize de pontos (ou um intervalo de pontos) é a figura

formada por um conjunto de pontos incidentes a uma mesma reta.
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A reta que contém o feixe de pontos é chamada o eizo do feixe.

Defini¢ao 3.15. Um feize deretas (ou feize plano de retas) é a figura for-

mada por um conjunto de retas que passam por um mesmo ponto, no plano.

O ponto que ¢ incidente a todas as retas de um feixe de retas é chamado
vértice do feixe ou centro do feixe.
O feixe de pontos e o feixe de retas sao chamados de formas geométricas

primitivas de primeiro grau ou de uma dimensao, ou unidimensional.

Usaremos a notagdo [P] para feixe de pontos ([p] para determinar um
feixe de retas), e cada ponto (ou reta) do feixe pela letra P (ou p) sozinha
ou com um indice ou subscrito.

Assim dois feixes de pontos (ou retas) podem ser expressados por [P] e
[Q](ou [p] e [q]) -

Para indicar uma correspondéncia perspectiva, ou perspectividade, entre

feixes de pontos, escrevemos:

e para um feixe de retas:

Se duas formas tem o mesmo tipo, isto implica que existe uma terceira
forma, de modo que qualquer par de elementos homologos das duas primeiras
passam por um elemento da terceira. Essa terceira forma, também pode
ser exibida na notacao com a colocacao de um simbolo sobre o sinal de
perspectividade.

Assim os simbolos
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>
S
>
=
>lls

[P] [5]
denotam que o feixe de pontos [P] é perspectivo, por meio do centro 4, com
o feixe de pontos [Q]. Que cada ponto @; é perspectivo a uma reta r; do
feixe [r] e que o feixe de retas [r| é perspectivo, pelo eixo a, com o feixe de
retas [s].

Se ha um nimero finito de elementos em cada conjunto, a perspectividade
pode ser representada pelos simbolos dos varios elementos homologos.

Assim, por exemplo
1234AABCD

que quer dizer que 1 e A, 2 e B, 3 e C, 4 e D sao homologos.

Definicao 3.16. Sejam os pontos A, B, C' e D, distintos e incidentes & reta
[. Diremos que os pontos A e B separam os pontos C' e D, desde que nao
seja possivel ir, percorrendo a reta [, de C' a D sem passar pelos pontos A
ou B.

Indicaremos a relacao definida como “A e B separam C' e D”, pelo simbolo:

AB||CD.

Definigao 3.17. Dados trés pontos colineares, A, B e C, o segmento | AB[\C
¢ o conjunto dos pontos D, tais que AB || C'D.

Definig¢ao 3.18. Sejam os pontos A, B e C, colineares, o intervalo [AB]\ C
¢ o conjunto |AB[\C' U {A, B}.
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Definigao 3.19. O intervalo |[DE[\C é dito interior ao intervalo [AB]\ C
se D, E € [AB]\ C, e um ponto F' esta entre os pontos D e E de [AB]\ C
se F €]DE[\C.

Agora, com a ajuda dessas defini¢oes, vamos a apresentacao dos axiomas.

3.1 Axiomas de Incidéncia

I 1. Quaisquer dois pontos distintos sdao incidentes com exatamente uma
reta.

I 2. Quaisquer duas retas sao incidentes com pelo menos um ponto.

I 3. Existem quatro pontos, trés a trés nao colineares.

I 4. (Axioma de Fano) Os trés pontos diagonais de um quadrangulo completo

nao sao colineares.

I 5. (Teorema de Papus) Se os seis vértices de um hexagono estao alternada-
mente em duas retas, os trés pontos da interseccao dos pares de lados opostos

sao colineares.

3.2 Axiomas de Separacao

S 1. Existe uma reta que incide com pelo menos quatro pontos distintos.
S 2. Se ABJ||CD, os pontos A, B, C e D sao colineares e distintos.
S 3. Se ABJ||CD, entao AB||DC.

S 4. Se os pontos A, B, C e D sao colineares e distintos, verifica-se exata-
mente uma das trés relagdes BC||AD, CA||BD ou AB| CD.

S 5. Se AB||CD e AC||BE, entao AB| DE.
S 6. Se AB||CD ¢ ABCDAA’B’C’D’, entdo A°B’|C°D"
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3.3 Axioma de Continuidade

C 1. Dada qualquer particao de um segmento L, em dois subconjuntos nao
vazios Ly e Loy, tal que nenhum ponto de nenhum deles esta entre dois pontos
do outro, existe um ponto num dos subconjuntos (digamos em L) que esta

entre qualquer ponto de L; e qualquer ponto de L.

Como foi formulado, o Axioma de Continuidade corresponde ao Axioma
de Dedekind, do corpo dos nimeros reais. Logo, todo o desenvolvimento
teorico apresentado nesse trabalho terda como enfoque o Plano Projetivo
Real'.

3.4 Modelo da Esfera de Klein

Como, na esfera, dados dois pontos distintos, nao diametralmente opostos,
h&a um tnico circulo maximo passando por esses pontos temos validado o
primeiro axioma de incidéncia (I1). E importante lembrar que pontos dia-

metralmente opostos sao considerados como um tnico ponto.

'Ha outras maneiras equivalentes de se enunciar esse Axioma de Continuidade. Uma delas
é apresentada na pagina 94 da obra Introducao a Geometria Projetiva, dos professores Pla-
cido Andrade e Abdénago Barros (SBM, 2010): "Existe uma correspondéncia Biunivoca
entre os nimeros reais e os pontos de uma reta menos um de seus pontos".
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Figura 3.9: Retas por pontos distintos, com tnico ponto de interseccao D.

Temos, também, que quaisquer dois circulos méaximos de uma esfera
intersectam-se exatamente em dois pontos diametralmente opostos. Como,
no modelo da esfera de Klein, os pontos diametralmente opostos sao consi-
derados coincidentes temos garantido o segundo axioma de incidéncia (I2).

Quando tomamos um plano fixo, tangente a esfera, se fizermos a projecao
de uma dessas retas da esfera (ndo num plano paralelo a esse plano fixo) pelo
seu centro, sobre o plano tangente a esfera, temos como resultado uma reta

euclidiana.

Figura 3.10: Projecao de uma reta sobre o plano tangente a esfera.
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No caso da reta que incide sobre o plano paralelo ao plano fixo dado,

consideramos que a projecao é a reta no infinito.

Figura 3.11: Projegao da reta no plano paralelo ao plano tangente.

No caso de duas retas que tem seu ponto de interseccao sobre a reta
do infinito, na esfera, a projecao desse ponto, através do centro da esfera,
se encontrara na reta do infinito, do plano. E as projecoes das retas serao

paralelas.

Figura 3.12: Projecao do ponto de interseccao, no infinito.
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Caso contrario, a projecao do ponto de interseccao se dara na interseccao

da projecao das duas retas.

Figura 3.13: Projecao do ponto de interseccao em retas concorrentes.

Fica facil ver que essas duas retas intersectam a reta do infinito (da esfera),
em pontos distintos.

Essa identificacao entre o modelo da esfera de Klein e o plano euclidiano
unido com a reta do infinito facilita o entendimento, através da visualizacao,

da maioria dos teoremas utilizados na geometria projetiva,

3.5 Principio da Dualidade

Quando trocamos, nos Axiomas de Incidéncia, os termos ponto por reta, reta
por ponto e seus derivados (concorrentes por colineares, vértices por lados,
sobre por passam, ligam por intersectam, etc) chamamos a esse processo de
dualizar.

Entao, provado um teorema, com a ajuda dos Axiomas de Incidéncia,
podemos apenas trocar os termos (ponto - reta, concorrente - colinear, v értice

- lado, sobre - passa, ligar - intersectar, etc) do teorema, e obteremos um
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novo teorema, pois tendo provado os Axiomas duais (utilizando os Axiomas
de Incidéncia originais), ndo serd necessario nova demostragao.

Portanto, cada Teorema provado nos fornece um novo Teorema, sem a
necessidade de nova demonstracao. A esse novo Teorema chamaremos de
dual do primeiro.

Na sequéncia apresentaremos os duais dos Axiomas de Incidéncia, como
teoremas, com suas devidas demonstracoes. Isso nos permitira utilizar o

chamado Principio da Dualidade para os proximos Teorema desse nosso tra-
balho.

Teorema 3.1 (Dual de T 1). Quaisquer duas retas distintas sao incidentes

com exatamente um ponto.

Demonstracao. Vamos supor que duas retas sejam incidentes a dois pontos
distintos (fato garantido por I 2). Como, por I 1, essas duas retas sdo coin-
cidentes, temos que duas retas distintas nao podem ser incidentes a mais de

um ponto. ]

Teorema 3.2 (Dual de I 2). Quaisquer dois pontos sao incidentes com pelo

menos uma reta.
Demonstracao. Conclusao direta de I 1. O

Teorema 3.3 (Dual de I 3). Ezistem quatro retas, trés a trés nao concor-

rentes.

Demonstracao. O Axioma I 3 nos garante a existéncia de quatro pontos, trés
a trés nao colineares. Sejam eles os pontos A, B, C' e D.

Tomemos as retas AB, AD, CD e BC (I 1), onde, como os pontos trés a
trés nao sao colineares, cada par dessas retas é incidente a apenas um ponto.

Entao teremos que:
e [ABNAD|NCD=ANCD =

e [ABNAD|NBC =ANBC =1
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e [BCNCDINAB=CNAB=1
e [ADNCD|NBC =DNBC =
E portanto, AB, AD, CD e BC sao as quatro retas procuradas. n

Definicao 3.20 (Dual da Definicao 3.5 ). Um quadrilatero completo ¢ a
figura formada por quatro retas, sendo trés quaisquer delas nao concorrentes,
e 0s seis pontos pertencentes as interseccoes dessas retas. Diremos que as
quatro retas sao os lados e que os seis pontos sao os vértices do quadrilatero

completo.

|

N

Figura 3.14: Quadrilatero Completo

Defini¢ao 3.21 (Dual da Defini¢do 3.6 ). Dois vértices de um quadrilatero
completo sao ditos opostos se a reta que é incidente a eles nao é um dos
lados, sendo assim, essa reta é chamada reta diagonal. Existem trés retas

diagonais.

Teorema 3.4 (Teorema de Desargues). Se dois tridngulos sao perspectivos

por um ponto, entao eles sao perspectivos por uma reta.
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Figura 3.15: Triangulos Perspectivos Pelo Ponto O

Demonstracao. Devemos mostrar que, dados os tridngulos ABC e A'B'C" e
o ponto O, se O é incidente as retas AA’, BB’ e CC’ temos que os pontos
D=ABNAB,E=BCNB (', F=ACnNAC’sao colineares.

Sejam, entao, os triangulos ABC e A’B'C’ e o ponto O, de modo que O
seja incidente as retas AA’, BB e CC".

Tomemos os pontos G = ACNB'C', I =ABNOG, J=AB'N0OC e
K = A'B'N OG. Seja o hexdgono OCBAB'GO, como os pontos O, B e B’
estdo em uma reta e A, C e G estao em outra reta, por I 5, temos que
os pontos J =AB'NOC, E=BCNB'G e I=ABnN OG sao colineares.
Como G é incidente a B'C’, temos que £ = BC N B'C".
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. B

Figura 3.16: Hexdgono OCBAB’ GO e pontos colineares

Da mesma forma, tomando-se o hexagono B’AGOC’'A’B’, onde os pon-
tos O, A e A’ sdo incidentes a uma mesma reta, e os pontos B, G e C’
sao incidentes a uma outra reta. Pelo Axioma I 5, temos que os pontos
J=AB'NOC", F=AGNAC' e K =0GnN A B’ sao colineares. Como G
¢ incidente a AC, temos que FF = AC N A'C".

Figura 3.17: Hexagono B'AGOC"'A’B’ e pontos colineares.

Para finalizar, seja o hexadgono AIJKB'GA, onde os pontos A, J e B’ sdo

incidentes a uma mesma reta, e os pontos I, K e (G sao incidentes a uma outra
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reta. Pelo Axioma I 5, temos que os pontos L = AGNJK, M = B'"G N 1J ou
M = B'C'N1J, pois C’ & incidente a B'G, e D = KB’ N Al séo colineares.
Como [ éincidente a AB e K é incidente a A’B’, temos que D = A’B’' N AB.

o
Figura 3.18: Hexagono AIJKB'GA e pontos colineares.

Como os pontos J, K e ' = AC N A’C" sao colineares, temos que o inico
ponto na interseccao das retas AG e JK é o ponto F e, portanto F' é coinci-
dente a L. Da mesma forma, J, [ e E = BC N B'C’ sdao colineares ¢ E é o
inico ponto em comum entre as retas I.J e BC, e portanto F é coincidente

a M. Dessa forma temos que os pontos F, F' e D sao colineares. O

Teorema 3.5 (Dual de 1 4 ). As trés retas diagonais de um quadrildtero

completo nao sao concorrentes.

Demonstracao. Seja o quadrilatero completo, dado pelas retas AB, AD, DC
e BC. Temos que os pontos A, B, C, D, E=ABNDC e F=AD N BC

sao os vértices do quadrilatero completo.
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Figura 3.19: Quadrilatero Completo e seus Vértices

Notemos que os pontos E e F sao distintos de A, B, C' e D, caso contrario
teriamos trés lados do quadrilatero concorrentes em um tnico ponto.

Temos entao as retas diagonais EF, AC e BD.

Figura 3.20: Quadrilatero com suas Retas Diagonais

Vamos supor que exista um ponto G, de modo que G = FF N AC N BD.

Tomemos os triangulos ABD e BCD, perspectivos pelo ponto G.

Pelo Teorema 3.4 (Teorema de Desargues), temos que o0s pontos
E=DCNAB, F=CBNAD e DB N BD sao colineares, e portanto ha um
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ponto, distinto de G em BD, colinear aos pontos F e F.

Temos, entao as retas BD e EF' coincidentes e, portanto, os pontos B, D
e F colineares.

Como C é incidente a BF', temos que D é incidente a reta BC, fazendo
com que trés lados do quadrilatero dado tenham um ponto em comum. O
que contradiz a definicao de quadrilatero.

Portanto as trés retas diagonais nao sao concorrentes. O

Definigao 3.22 (Dual da Defini¢ao 3.7 ). Triangulo diagonal do quadril atero
¢ a figura formada pelas trés retas diagonais de um quadrilatero completo, e

cada um dos pontos incidentes a cada par de retas.

Figura 3.21: Triangulo Diagonal ABC

Teorema 3.6 (Dual de I 5 ). Seja um hexdgono A;AgAsA;As;AgA;, de
modo que A; Ay, AsA,, AsAs sejam concorrentes em um ponto, e AyAs,
A A5, AgA; sejam concorrentes em um outro ponto, entdo as retas A; Ay,

AgsAs e AgAg sdo concorrentes.

Demonstra¢ao. Vamos supor que temos B = A;A, NAsA; NAs;As e
C == AQAg N A4A5 N A5A1.
Afirmacgao: B e C nao sao vértices do hexagono A; Ay AsA;A;AgA;.
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De fato, vamos supor, sem perda de generalidade, que o ponto B seja o
vértice Ay, entdo teriamos os vértices Ay, As e A, colineares, visto que o

ponto B (Ag)é incidente a reta A3 A, o que nao caracterizaria um hexagono.

Figura 3.22: Pontos B e C.

Temos, entao, os pontos B, A5 e Ag em uma reta, e os pontos Ay, Az e
C' em outra reta.

Tomando o hexagono BA,A;CAgA3B, por I 5 temos que os pontos
A; =BA;NCAs, Ay =As;CNBAs e D= A3A5 N AgAs sao colineares e,

portanto, a reta A, A, passa pela intersecao de Ay A5 com AsAs. O
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Figura 3.23: Ponto D, intersecao das retas A; A, AyAs; e AsAg.

Teorema 3.7 (Dual do Teorema 3.4 ). Se dois tridngulos sao perspectivos

por wma reta entao eles sao perspectivos por um ponto.

Demonstracao. Sejam os triangulos ABC e A’B’C’ perspectivos por uma
reta [, ou seja, os pontos D = ABNA'B', E = ACNA'C'"e F = BCNBC

sao colineares.

Figura 3.24: Triangulos perspectivos por [.

Tomemos o ponto O = AA’ N CC’, devemos mostrar que O ¢é incidente &
reta BB'.
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Figura 3.25: Ponto O, na intersec¢ao das retas AA" e CC'.

Sejam os triangulos DAA" e FCC’, temos que E = DF NA'C'NAC e,

portanto, perspectivos pelo ponto E.

N oA
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Figura 3.26: Triangulos DAA" e FCC'.

Logo, pelo Teorema 3.4 (Teorema de Desargues), temos que os pontos
B'=ADNCF,B=ABNCF e O=AA"n CC’'sao colineares. O

3.6 Perspectividade e Relacao Harmonica

Definicao 3.23. Um conjunto quadrangular de pontos é a secao dos seis lados
de um quadrangulo completo por qualquer reta que nao passa por qualquer

um dos seus vértices.
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Sendo os pontos A, B, C, D, E e F colineares, em que Ae D, Be Ee C
e F' sao, respectivamente, as intersecoes com as retas do conjunto de pares
de lados opostos do quadrangulo, usaremos a seguinte notacao para designar

esse conjunto quadrangular de pontos: (AD) (BE) (CF).

5 /\\\

Figura 3.27: Conjunto Quadrangular (AD) (BE) (CF).

Teorema 3.8. Cada ponto de um conjunto quadrangular de pontos € deter-

minado de forma unica pelos outros pontos.

Demonstracao. Seja KLMN um quadrangulo completo, em que as retas KN,
LN, MN, LM, MK e KL cruzam uma reta g (que nao é incidente a qualquer
um dos vértices) em seis pontos A, B, C, D, E e F, onde alguns desses pontos
possam ser coincidentes. Tomaremos os trés primeiros pontos (A, B e C)
pertencentes as retas passando pelo vértice IV, e os trés ultimos pertencentes,

respectivamente, aos lados opostos.

Figura 3.28: Quadrangulo Completo e Conjunto Quadrangular
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Vamos mostrar, sem perda de generalidade, que F' é determinado de forma
Unica pelos outros cinco pontos. Para isso, tomaremos um outro quadrangulo
K'I’M'N’, de forma que N'M’, N'L', N'K', K'L' ¢ K' M’ passem por A, B,

C, D e E, respectivamente.

Figura 3.29: Quadrangulo K'L'M'N’.

Temos que os triangulos KMN e K'M'N’ sdao perspectivos pela reta g
(A=MNNMN,C=KNNKN'eE=KMnK' M), logo, pelo Teorema
3.7 (Dual do Teorema de Desargues), esses dois tridngulos sdo perspectivo

por um ponto O, de forma que a reta, KK’ passe pelo ponto O = MM’ N NN'.

Figura 3.30: Triangulos Perspectivos KLM e K'L'M’.
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Da mesma forma, os triangulos LMN e L'M’'N’ sao perspectivos pela
reta g, e portanto, LL' também passa pelo ponto O. Assim, as retas KK',
LL', MM’ e NN’ passam pelo ponto O, fazendo com que os quadrangulos
KLMN e K'I' M'N' sejam perspectivos pelo ponto O. Temos, entao, que os
triangulos KLM e K'L' M’ sao perspectivos pelo ponto O e, pelo do Teorema
3.7, perspectivos pela reta DE (reta g). Portanto, as retas KL e K'L' se

intersectam em um mesmo ponto sobre a reta g.

Figura 3.31: Intersec¢ao das retas KL e K'L'.

Como KL cruza g sobre o ponto F, temos que K'L' passa pelo ponto F.

O

Observacao. Pela demonstracao feita acima, é facil ver que o Teorema 3.8

poderia ser enunciado da seguinte forma:
"Se dois quadrangulos completos A; A; A3 A, e A A A A') se correspon-
dem — A; com A, Ay com A, Ay com A% e A; com A’ — de tal forma que

cinco dos pares de lados homologos intersectam-se em pontos de uma reta
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[, entao o sexto par de pontos homoélogos vao se intersectar em um mesmo

ponto de [".

Um caso especial do teorema acima ocorre quando os pontos A e D sao

coincidentes e os pontos C' e F sao coincidentes.

Corolario 3.1. Dados trés pontos A, B e C' em uma reta, de forma que um
par de lados opostos de um quadringulo completo passe pelo ponto A e outro
par de lados opostos passe pelo ponto C, um dos outros dois lados restantes
passe por B, entdo, o lado que restou passard por um ponto fixo da reta AC,

que nao depende do quadrangulo utilizado.

Demonstracao. Seja o quadrangulo completo KLMN, onde as retas KN e
LM intersectam-se em um ponto A e as retas MN e KL intersectam-se em
um ponto C.

Tomemos os ponto B= KM NAC e D =LNNAC, devemos mostrar
que dado um outro quadrangulo (distinto de KLMN), onde um par de seus
lados opostos passe pelo ponto A, outro par de lados opostos passe pelo
ponto C' e se um dos dois lados restantes passa pelo ponto B, entao o lado

que restou passa pelo ponto D.

Figura 3.32: Quadrangulo KLMN e pontos A,B, C' e D colineares.

Seja o quadrangulo K'L’M'N’ de modo que A=K'N NnLM,
C=KILNMN eB=KMnAC.
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Figura 3.33: Quadrangulo K'L’M'N' e pontos A,B e C' colineares.

Temos, entao, que os tridngulos KMN e K'M'N’ sao perspectivos pela
reta AC (A=KNNK'N',B=KMNKM eC=MNNMN’). Portanto
existe um ponto O = KK'N MM' N NN'.

Da mesma forma, os triangulos KLM e K'L' M’ sao perspectivos pela reta
AC (A=LMNLIM, B=KMNKM e C=KLNK'L').Logo existe um
ponto O' = KK' N LL' N MM’', o que implica O’ ser coincidente a O, pois
duas retas distintas (KK’ e MM') ndo podem ter mais que um ponto em
comum.

Portanto os quadrangulos KLMN e K'L' M’ N’ sao perspectivos pelo ponto

0, o que implica serem perspectivos por uma reta.
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Figura 3.34: Quadrangulos KLMN e K'L'M'N' perspectivos pela reta AC.

Como A=K'NNKN=LMOLM e B=KM nKM, temos que tal
reta &€ AC, logo, sendo D = LN N AC, temos D = L’N'N LN. m

Definicao 3.24. Quatro pontos A, B, C e D relacionados como no Corola-
rio 3.1 , sao chamados quatro pontos harmonicos. O ponto D é chamado o

quarto harmonico de B em relagao a A e C.

Uma vez que B e D tem exatamente o mesmo papel na construcao acima,

B é também o quarto harmonico de D em relagdo a A e C.

Definicao 3.25. Os pontos B e D, como definidos acima, sao chamados
conjugados harmonicos em relagao aos pontos A e C.

Chamaremos essa relagao de relacao harmonica, e ela serd indicada por
H (AC, BD).

Teorema 3.9. Se os pontos B e D sao conjugados harmonicos em relacao
aos pontos A e C, entao os pontos A e C sao conjugados harmonicos em

relacao aos pontos B e D.
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Demonstragcao. Sejam os pontos B e D conjugados harmonicos em relacao
aos pontos A e C, entao existe um quadrangulo completo FFGI, de tal forma
que A=EFNGI, C = FEINFG, o ponto B seja incidente & reta FI e o

ponto D seja incidente a reta EG.

Figura 3.35: Conjugados Harmonicos.

Tomemos, entdo, os pontos F'=EGNFI e G'=BENDI. Desse
modo, conseguimos determinar o quadrangulo completo FEF'IG’, onde
D = G'INEF (D é colinear a E e G, entao temos que D € F'E, e como
G' € DI, temos que D € GI), B=EG' NF'I (como G' € BE temos que
B € G'E, e como F', F, I e B sao colineares B € F'[) e a reta EI é inci-

dente ao ponto C.
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yd
Figura 3.36: Quadrangulo FF'IG’.

Agora, sejam os tridngulos FIG' e FGF'. Como B = FF'NEG,
C=FEINFG, D=GINGF e B, C e D sao colineares, temos que es-
ses dois triangulos sao perspectivos pela reta BC, e portanto, perspectivos

por um ponto. Como A = EF N GI, temos que A é o centro da perspectiva

e que F'G' passa pelo ponto A.

Figura 3.37: Ponto A quarto harmonico de C.

Logo, o ponto A é quarto harmonico do ponto C' em relacao aos pontos
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B e D e, portanto, A e C sao conjugados harmonicos em relagao aos pontos
BeD. O

Teorema 3.10 (Dual do Teorema 3.8 ). Se dois quadrildteros completos
ajazagay e ayayayay se correspondem — a; com aj, az cOm ay, Az COM a3, ay
com aj — de modo que as cinco retas que unem o0s vértices homdlogos passam
por um ponto L, entao a reta que une o sexto par de vértices homdologos

também passa pelo ponto L.

Demonstracao. Vamos supor, primeiramente, que nenhum dos vértices ou
lados de um dos quadrilateros coincide com qualquer dos vértices ou lados
do outro.

Sejam A=a;Nag, B=a;Nas,C=a;Na;,,D=ayNas, E=asNay,
os cinco vértices que, pela hipotese, juntam-se com os vértices homologos

r_ / r_ / r_ / r_ / r_ /

A'=aiNay B '=a;Nay C'=a;Nay, D'=a;Nay E' =ayNa;em
retas passando pelo ponto L.

Vamos mostrar que a reta que passa pelos pontos F'=asNa; e

F' = a3 N ajy contém o ponto L.

Y
AE.

Figura 3.38: Quadrilateros Correspondentes.

Os triangulos ABD e A’B’'D’ sao, por hipotese, perspectivos pelo ponto
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L, e portanto perspectivos por uma reta que passa pelos pontos AD N A'D’
(ayNay), ABNA'B' (a; Na)) e BDNB'D' (a3 Naf).

Da mesma forma, os triangulos ACE e A’C'E’ sao perspectivos pelo
ponto L, e portanto perspectivos pela reta que passa pelos pontos AC N A’C’
(ay Nay), AENAE" (asNa}) e CENC'E" (agNa}). Temos entdo que os
pontos a; N aj, ag M ay, az N aj e a; N aj sao colineares.

Dessa forma, temos os triangulos DEF e D'E'F’ perspectivos por uma
reta, logo, perspectivos por um ponto. Mas como L é incidente a DD’ e EFE’,
temos que FF’ passa pelo ponto L. E, portanto, esta completa a demonstra-

¢ao.

Figura 3.39: Triangulos perspectivos pelo ponto L.

Agora, se um vértice ou lado de um quadrilatero coincidir com um vértice
ou lado do outro, a prova é feita considerando um terceiro quadrilatero,
cujos vértices e lados sao distintos de ambos os quadrilateros, e que tem as
retas que unem cinco de seus vértices com os vértices respectivos dos dois
quadrilateros, passando pelo ponto L. Pela demonstracao feita acima, temos
que a reta que une seu sexto vértice aos sextos vértices, respectivos dos outros

dois quadrilateros, passa pelo ponto L. O

Teorema 3.11. Qualquer conjunto de pontos colineares, que seja perspectivo
com um conjunto quadrangular de pontos, é um conjunto quadrangular de

pontos.
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Demonstra¢ao. Vamos considerar um conjunto quadrangular de pontos
(AD) (BE) (CF), qualquer, em uma reta g, e um ponto G, ndo incidente
ag.

Temos, entao as retas a = GA, b=GB, c=GC, d=GD, e=GE e
f = GF.

Primeiramente, vamos construir um quadrangulo tendo G' como um dos
vértices, onde a interseccao dos lados desse quadrangulo com a reta g resul-
tara no conjunto quadrangular (AD) (BE) (CF).

Tomemos um ponto H qualquer , incidente a reta a e distinto de A e G.
Sejam, também, os pontos [ =bNhe J=cNi, onde h=FH e 1 = EH.
Temos, entdo, que D € j, em que j = IJ (Teorema 3.8), e ,portanto, o qua-
drangulo GHIJ gera o conjunto quadrangular de pontos (AD) (BE)(CF)

sobre a reta g¢.

/ N AN

Figura 3.40: Quadrangulo PGIJ e o Conjunto Quadrangular

(AD) (BE) (CF).

Vamos considerar, agora, o quadrilatero formado pelas retas h = FH,
1=FEH,5=1Jeg.

Entao, temos os vértices opostos H =hNi e D=j5Ng, =7Nh e
E=gni, J=iNnje F=hNg, e como a=GH e d=GD, b=GI e
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e=GE, c=GJ e f=GF, temos que as retas que unem o ponto G aos
vértices do quadrildtero completo hijg, formam o conjunto quadrangular de
retas (ad) (be) (cf).

Figura 3.41: Quadrilatero completo 4jlk e Conjunto Quadrangular
(ad) (be) (fc).

Seja, agora, a reta ¢', distinta de ¢g e nao incidente ao ponto G.

Sejam, entdo os pontos A’ =anNg’, B '=bNg,C"'=cng,D =dnyg,
E'=eng e F'=fNg'. Vamos construir um quadrilatero tendo ¢’ como
um de seus lados, onde as retas formadas pelos vértices do quadrilatero com
o ponto G resultara no conjunto quadrangular (ad) (be) (fc). Para isso, to-
memos uma reta qualquer h’, incidente ao ponto A’ e distinta de ¢’ e a.

Sejam, também, as retas ' = B'H' e 7= C'I', em que H =fNh' e
I'=enh.
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AL /e e
‘e

. . " k “‘- "Dv
/ /B ' C\ "‘._d

Figura 3.42: Quadrilatero ¢'h'i’j" e Conjunto Quadrangular (ad) (be) (fc).

Temos, entdo, que J' € d, onde J' = ' N j'(Teorema 3.10), e, portanto,
as retas que passam pelos vértices opostos A’ e J', B’ e I'’) C' e H' do

quadrilatero ¢’h’'i’'j" e pelo ponto G, coincidem com o conjunto quadrangular

(ad) (be) (fe)-

=T\

Figura 3.43: Conjunto Quadrangular (A'D’) (B'E’) (C'F").

Considerando o quadrangulo formado pelos pontos H', I’, J' e G, temos
os lados opostos H'I' e GJ', H'J' e I'G, J'I' e GH', incidentes aos pontos
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A" e D', B e E', (" e F', portanto, formando o conjunto quadrangular
(A'D") (B'E") (C'F"). ]

Podemos, entao, concluir que:
Teorema 3.12. A perspectividade conserva a relagao harmonica.

Demonstracao. Projetando-se um conjunto harmonico de pontos, obtemos
um conjunto harmoénico de retas e intersectando-se este conjunto de retas
por uma outra reta, teremos novamente um conjunto harmonico de pontos

(como visto na demonstra¢ao do teorema anterior). [

@
Teorema 3.13. Se ABCDAA'BC'D’ ¢é uma perspectividade entre duas
retas distintas (com ponto de interseccgo em B) e H (AB,CD), entdo
H(A'B,C'D").

Demonstracao. Sejam o ponto E = OB N AD' e as retas OAA’, OCC' e
ODD'.

Figura 3.44: Perspectividade pelo ponto O.

Temos entdo o quadrangulo completo A’OED" com B = OENA'D e
A =0A" N ED’ dois, de seus trés, pontos diagonais.
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Como as retas restantes do quadrangulo sao OD' e A'E, e
D = OD' N AB, segue-se de H (AB,CD) e da sua unicidade que C' =
AENAB.

Figura 3.45: Quadrangulo A’OED e H (AB, CD).

Considere o quadrangulo ACEO. Dois de seus pontos diagonais sao
A'=CENOAe B=0OFEnNAC.

A reta A’B intersecta outras duas retas do quadrangulo nos pontos
C'=0CNABeD =AENAB.

Figura 3.46: Quadrangulo ACEO e H (A'B, C'D'").



3. Axiomatica 59

Portanto, H (A'B, C'D’). O

Teorema 3.14. Por uma sequéncia de, no mdrimo, trés perspectividades

podemos trocar pares de pontos.

Demonstracao. Considere os pontos colineares A, A’, B e B’ em uma reta, [.
Vamos trocar os pontos A com A’ ¢ B com B’.

Tomemos um ponto C, nao incidente a [. Tracar a reta m, incidente ao
ponto B’, que intersecta as retas AC, A'C' e BC.

Tomando, entao, os pontos D =mNAC, E=mnNAC, F=mnNBCe
G=CBnNAE.

/R G

Figura 3.47: Troca de pontos.
Entao, segue-se que:

¢ A L
AA'BB' A DEFB' A CGFB A AAB'B

]

Corolario 3.2. As oito relagoes H (AB, CD), H (BA,CD), H (AB,DC),
H (BA,DC),H (CD,AB), H (CD, BA), H(DC, AB), H (DC, BA) sio equi-

valentes.

Demonstracao. Como a perspectividade preserva a relacado harmonica e
como, por uma sequéncia de no maximo trés perspectividades, podemos tro-

car pares de pontos, entdo se H (AB, CD) , obtém-se H (CD, AB).
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As demais equivaléncias seguem-se da simetria apresentada pelos pontos

que satisfazem da relacao harménica. O

3.7 Correspondéncia Ordenada

Sobre os conceitos de separacao e continuidade estabelecemos alguns axiomas

e definicoes. Usaremos esses resultados para trabalhar nesta secao.

Teorema 3.15. Sejam A, B, C e D quatro pontos colineares distintos. Se
AB || CD, entio CD || AB.

Demonstracao. Dados os quatro pontos colineares, pelo teorema 3.14 existe
uma sequéncia de perspectividades que troca A com C e B com D, e como,
pela hipotese, AB || C'D, por S 6 temos que CD || AB. ]

Teorema 3.16. Se A, B, C, D e E sao cinco pontos colineares e distintos,
nao se pode ter simultaneamente BC' || DE, CA || DE e AB || DE.

Demonstracao. Vamos supor que, dados os pontos colineares e distintos A,
B, C, D e E , ocorram as relagdes BC || DE, CA || DE ¢ AB || DE,
simultaneamente.

Tomemos, sem perda de generalidade, a relacao BC' || AD (garantido por
S 4), ou seja, AD || BC.

Por S5, como AD || BC'e AB || DE, temos que AD || CE, e, novamente,
por S 4 nao podemos ter CA || DE, o que contraria a hipotese de que
acontecem simultaneamente BC' | DE, CA || DE e AB || DE. O

Teorema 3.17. Se AB || CD, os pontos A e B decompdem a reta, incidente
a eles, em exatamente dois segmentos, |AB[\C e |AB[\D, que sdo chamados

de segmentos suplementares.

Demonstra¢ao. Vamos supor que haja um ponto X, tal que X €]AB[\C e
X €]AB[\D, entdo temos que XC || AB, DX || AB (como resultado direto
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da suposigao) e CD || AB (pela hipotese do teorema) simultaneamente, o
que contradiz o Teorema 3.16 .

Portanto, basta mostrar que se X é um ponto incidente a reta AB, distinto
de A e B, devemos ter X €]AB[\C ou X €]AB[\D.

Vamos supor que X ¢|AB[\C. Se X = C, nao ha nada a demonstrar.

Em S 4, se tomarmos X = D, teremos duas possibilidades:

- Se BC' || AX, e como AB || CD, temos BA || CD e BC || AX, o que
resulta em BA || DX;

-Se CA || BX, temos AB || CD e AC || BX, resultando BA | DX.

Logo, em qualquer dos dois casos teremos X €|AB[\D. O

Dos resultados apresentados acima, segue por inducao que, dados n pon-
tos colineares podemos representa-los pela notacao Ay, A;, ..., A,_;, de
tal forma que temos n segmentos do tipo |A,A,+1[\A,—1 (com 7 (mod n))
dividindo a reta.

Esta divisao da reta em segmentos é mantida se mudarmos cada simbolo
A, por Asi, ou As_, (com s (mod n)).

Por meio dessas mudancas, quaisquer trés pontos colineares, dos n pontos
dados, podem ser nomeados pelos simbolos Ay, Ay, e A., onde 0 < b < ¢ < n.

Esta notacao facilita a definicao de sentido numa reta.

Definicao 3.26. Sejam ABC e DEF dois ternos de pontos distintos coline-
ares (qualquer dos pontos D, E ou F' pode coincidir com qualquer um dos
pontos A, B ou C).

Vamos designar esses pontos por Ag, A;, ..., A,_; (n=3, 4, 5 ou 6), de
tal forma que A = Ay, B=A,e C = A,, com b < c.

Vamos supor, entao, que D =A,;, E=A. e F=A4;. Sed<e<f ou
e<f<douf<d< e diremos que os dois ternos tem o mesmo sentido, e
representaremos este fato por S (DEF) = S (ABC).

Se, por outro lado, f <e<doud<f<eoue<d<f,diremos que
0s ternos tem sentido oposto, e representaremos S (DEF) # S (ABC).
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A relacao ter o mesmo sentido no conjunto dos ternos de pontos em uma

reta é uma relacao de equivaléncia (reflexiva, simétrica e transitiva), e como
S(ABC)=S(BCA)=S(CAB) # S(ACB)

deduz-se que ha exatamente duas classes de equivaléncia. Diremos, entao,

que a reta é orientdvel.

Teorema 3.18. Sejam dados quatro pontos distintos e colineares A, B, C e
D, entao AB || CD se, e somente se, S(ABC) # S (ABD).

Demonstracao. (=) Como AB || CD, temos que a reta fica dividida nos
segmentos |AD[\C, |DB[\A, |BC[\D, |CA[\B .

Usando a notacao introduzida acima, fagamos:

A=Ay, D=A;, B=A,, C = A;.
Temos, entao, que
S(ABC) = S(ADB) # S(ABD).

(«<)Agora, tendo que S (ABC) # S (ABD), podemos tomar a seguinte

notagao
A:Ao,D:Al, B:AQ, C:Ag

Temos, entao, os segmentos |[AD[\C, |DB[\A, |BC[\D e |CA[\B, e por-
tanto temos que AB || CD. O

Definicao 3.27. A correspondéncia de pontos colineares representada por
ABCD — A'B'C'D' diz-se ordenada se AB || CD = A'B" || C'D'".

A correspondéncia ordenada pode ser direta ou oposta:
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- direta quando S (ABC) = S (A'B'C");
- oposta quando S (ABC) # S (A'B'C’).

Teorema 3.19. Uma perspectividade € uma correspondéncia ordenada.
Demonstracao. Direta de S 6. O]

Definicao 3.28. Se em uma correspondéncia existe um ponto correspon-

dendo a si mesmo, ele serd chamado de ponto invariante.

Definigao 3.29. Dados dois pontos D e E incidentes ao segmento [AB]\ C,
diremos que D precede E (ou E sucede D) se S(DEC) =S (ABC).

Teorema 3.20. Numa correspondéncia ordenada entre um intervalo [AB]\C
e um intervalo interior [A'B'|\ C, existe um ponto invariante M €[A’'B'|\C,

tal que nao existe nenhum outro ponto invariante entre A e M (em [AB]\C).

Demonstracao. Se o ponto A’ coincidir com A, entdo o ponto A é o ponto
invariante procurado.

Se o ponto B’ coincidir com B, e todos os outros pontos pontos de
[AB] \ C precedem seu ponto correspondente, temos que B é o ponto in-
variante procurado.

Agora, caso nao ocorra nenhum dos dois casos acima, dividamos o seg-
mento [AB]\ C em dois conjuntos de pontos:

- Conjunto dos pontos P, tais que qualquer ponto H, que precede P,
precede seu ponto correspondente H'.

- Conjunto dos pontos (), tais que qualquer ponto K, que nao precede (@),
nao precede seu ponto correspondente K'.

Como B e B’ nao sao coincidentes, se assumirmos a existéncia de tal
ponto K, o segundo conjunto inclui qualquer ponto entre K e B.

Para perceber que o primeiro conjunto contém algum ponto, basta ob-

servar que qualquer ponto entre A e A’ é relacionado a um ponto entre A’ e
B'.
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Assim, se a correspondéncia é direta, de modo que A’ antecede B’, A’
pertence ao primeiro conjunto. Se ao contrario, a correspondéncia for oposta,
de modo que A’ sucede B’ consideraremos qualquer ponto P, entre A e
B. Se P precede (ou coincide com) seu ponto correspondente P’ entao
qualquer ponto que precede P esta relacionado a um ponto que nao precede
P', portanto o ponto P pertence ao primeiro conjunto.

Mas se o ponto P nao precede o ponto P’, entdo P’ precede seu ponto
correspondente P e, pelo mesmo argumento, P’ pertence ao primeiro con-
junto.

Assim, existe um ponto M tal que cada ponto que precede M pertence
ao primeiro conjunto, enquanto cada ponto que nao precede M pertence ao
segundo.

No primeiro conjunto, cada ponto H, que precede M, precede seu ponto
correspondente H', portanto ndo ha ponto invariante que precede M.

Vamos mostrar, entao, que M é um ponto invariante.

Vamos supor que a correspondéncia seja direta e que M nao seja um
ponto invariante. Se M nao precede M’ (nesse caso M’ pertence ao primeiro
conjunto), entdo M’ ndo precede M”, o que contradiz as condigdes do pri-
meiro conjunto. Mas, se M precede M’ entdo qualquer ponto H entre M e
M’ precede seu ponto correspondente H' (nao precedente a M'), o que faz M’
pertencer ao primeiro conjunto, o que contradiz M preceder M’. Portanto,
M é um ponto invariante.

Da mesma forma, vamos supo que a correspondéncia seja indireta e que
M nao seja um ponto invariante. Cada ponto () do segundo conjunto nao
precede seu ponto correspondente ', visto que @’ precede o ponto K'.Seja
H um ponto entre A e M, e P um ponto que varia entre H e M. Entao,
a correspondéncia sendo oposta, H' nao antecede P’, que nao antecede P.
Assim, H' nao antecede qualquer ponto que preceda M e, por isso, nao
antecede ou coincide com M. Da mesma forma, para qualquer ponto K,

entre B e M, o ponto correspondente K’ precede ou coincide com M. Se M’
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precede M, entao qualquer ponto H'entre M e M’, estando também entre A’
e M’', corresponde com um ponto H entre A e M, o que é um absurdo. Da
mesma forma, este ¢ o absurdo, se supormos que M’ nao precede M’.

Portanto, M é um ponto invariante. O

Pela demonstracao do teorema, fica facil ver que, se a correspondéncia

for oposta, M ¢é o tinico ponto fixo em [AB] \ C.

Teorema 3.21. Uma correspondéncia oposta tem exatamente dois pontos

mvariantes.

Demonstracao. Como a correspondéncia é oposta, existe um ponto A inci-
dente ao segmento que nao é invariante (caso contrario a correspondéncia
seria a identidade, que & uma correspondéncia direta).

Sejam os pontos A’ (imagem de A), A” (imagem de A’) e C, tal que
AA" || A"C.

A correspondéncia oposta ird relacionar o intervalo [AA'] \ C' com o in-
tervalo interior [A’A”]\ C, portanto, pelo Teorema 3.20 h& apenas um ponto
M, invariante, em [AA']\ C.

Como o inverso da correspondéncia, relaciona o intervalo A’A” \ M no
intervalo interior [AA’]\ M, da mesma forma, existe um ponto N, invariante,

neste intervalo. O

3.8 Projetividade na Reta

Definigao 3.30. Duas formas primitivas unidimensionais [o] e [0'] (do
mesmo ou diferentes tipos), sdo ditas projetivas, se existe uma sequéncia

de formas [7], [7'], ...,[7(™], tais que

Essa correspondéncia entre [o] e [0] é chamada de correspondéncia

projetiva, ou projetividade, ou, ainda, transformacao projetiva. Dizemos
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que qualquer elemento o é projetado em seu elemento homologo o’ pela pro-

jetividade. Denotaremos essa correspondéncia por o A o.

Teorema 3.22. A projetividade que tem trés pontos invariantes é uma iden-

tidade, ou seja, tem todos os pontos invariantes.

Demonstracao. Vamos supor uma projetividade tenha trés pontos fixos A,
B e C e que existia um ponto P tal que ABCP A ABCP’, onde P # P’.

Vamos admitir que os pontos A, B e C estejam ordenados de forma
que P €]AB[\C e P’ €]PB[\C. A projetividade vai do intervalo [PB]\ C
para o intervalo interior [P'B]\ C, que pelo Teorema 3.20 contém um ponto
invariante M tal que nao ha outros pontos invariantes entre P e M. Do
mesmo modo, considerando a projetividade inversa de [AP’]\C para [AP]\C,
este intervalo contém um ponto invariante N, tal que nao existem pontos
invariantes entre N e P’. Como os segmentos |NP'[\C e |PM[\C nao sdo
disjuntos, podemos garantir que no segmento |NM[\C' nao existem pontos
invariantes.

Seja entao D o conjugado harmoénico de C' relativamente ao par M e
N, e suponhamos que D A D’. Como MNCD A MNCD', de H(NM,CD)
concluimos que H (M N,CD'), de onde resulta que D = D’, ou seja, D é um
ponto no segmento |[NM[\C, o que & absurdo. O

Teorema 3.23 (Teorema Fundamental da Geometria Projetiva ). A projeti-
widade € definida se trés pontos de uma reta e os trés pontos correspondentes

de outra, ou da mesma, sao dados.

Demonstracao. Vamos supor que um ponto D, em uma projetividade, tenha
duas imagens D’ e D".

Entao ABCDAA'B'C'D" e ABCD ANA'B'C'D".

Dessas duas relagoes temos que A'B'C'D' A A’B'C'D” e, de acordo com

o Teorema 3.22, D' e D" sdo coincidentes. a

Teorema 3.24. Se uma projetividade, entre duas retas distintas, tem um

ponto invartante, entao € uma perspectividade.
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Demonstragao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que A seja o ponto

invariante de uma projetividade ABC' A AB’C’". Podemos construir a pers-
o)

pectividade ABCAAB'C’, onde O é o ponto da intersecio das retas BB’ e
CC’. Pelo Teorema 3.23 , esta perspectividade é a mesma que a projetividade
dada, a reta formada pela uniao de dois pontos homoélogos sempre passara

pelo mesmo ponto O. n

Teorema 3.25. Se A, B, C sao trés pontos de uma reta |l e A', B', C' trés
pontos de outra reta ', entdo A pode ser projetado em A', B em B’ ¢ C em

C" através de dois centros de perspectividade.

Demonstracao. Se os pontos, em qualquer dos pares AA’, BB’ ou CC’ sao
coincidentes, um centro é suficiente, a saber, a interseccao das retas deter-
minadas pelos outros dois pares.

Se cada um dos pares consiste em pontos distintos, seja S qualquer ponto
na reta AA’, distinto de A e de A’

Por S projetar A, B, C' em uma reta [” distinta de [ e I’, mas contendo

A’ e um ponto de [.




3. Axiomatica 68

Se B”, C" sao os pontos de [” correspondentes a B, C, respectivamente,
o ponto de interseccao S’ das retas B'B” e C'C” é o segundo centro de

perspectividade.

Figura 3.48: Projecao de ABC em A'B'(C".

Este argumento também é valido quando algum dos pontos A, B ou C
coincide com um dos pontos A’, B’ ou C’, que ndo seja seu ponto correspon-
dente. O]

Teorema 3.26 (Dual do Teorema 3.25 ). Se a, b, ¢ sdo trés retas concor-
rentes em um ponto O e a’, b, ¢’ trés retas concorrentes em outro ponto O’,
entao a pode ser projetada em o', b em b' e ¢ em ¢’ através de dois eiros de

perspectividade.

Teorema 3.27. Se A, B, C e A', B’, (" estao todos sobre uma mesma reta
I', sao necessdrios, no mdrimo, trés centros de perspectividade para projetar
A, B, C em A, B, (', respectivamente.

Demonstracao. Basta tomar um ponto D, distinto dos pontos dados, em 1’
e tracar uma reta [ passando por D, distinta de [’

Tomar um ponto E, nao incidente a [, e também nao incidente a I’. Pro-
jetar por F os pontos A, B e C nos pontos A;, B; e C; em [. Conseguimos,

entao, o primeiro centro de perspectividade E.
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Figura 3.49: Perspectividade por F.

Os outros dois centros de perspectividade conseguimos aplicando a de-

monstracao do Teorema 3.25 sobre os pontos A;, B;, C; e A, B, C'. O
Corolario 3.3. A projetividade € uma correspondéncia ordenada.

Demonstracao. A demonstracao é direta do fato de uma projetividade ser
escrita como composicao de no maximo trés perspectividades e de toda pers-

pectividade ser uma correspondéncia ordenada. O

Teorema 3.28 (Dual do Teorema 3.27 ). Se a, b, ¢ e a/, V', ¢’ sao todas
retas concorrentes em um ponto O, $ao necessdrios, no mdrimo, trés eiros

de perspectividade para projetar a, b, ¢ em a’, b’, ¢, respectivamente.

Teorema 3.29. A projetividade ABC D A BADC' vale para quaisquer quatro

pontos distintos de uma reta.

Demonstracao. Por um ponto F, ndo incidente a reta [ = AB, projetar os
pontos A, B, C e D em A, B', C' e D', respectivamente, pontos esses,

incidentes a uma reta [’, distinta de [ e incidente ao ponto A.
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Figura 3.50: Perspectividade pelo ponto E.
Temos, entao
E
ABCD A AB'C'D’.

Agora, através de D, vamos projetar os pontos A, B’, C' e D' nos pontos

B, B, C" e F, respectivamente, na reta EB.

Figura 3.51: Perspectividade pelo ponto D.

Entao, até agora, temos

E D
ABCD A~ AB'C'D' A BB'C"E.



3. Axiomatica 71

Esses altimos quatro pontos (B, B’, C" e E) sao projetados em B, A, D

e C, respectivamente, pelo centro C'.

Figura 3.52: Perspectividade pelo ponto C”.

Temos, entao

E D ¢
ABCD A AB'C'D' x BB'C"E A~ BADC,

ou seja
ABCD AN BADC.

]

Teorema 3.30. Se A, B e C sao pontos colineares, existem projetividades

que levam a qualquer das seis permutacoes desses trés pontos.

Demonstracao. Seja um ponto D na reta AB, distinto dos pontos A, B e C.
Tracar a reta [, incidente a D, e distinta de AB.
Por um ponto F , nao incidente a AB e & [, projetar os pontos A, B e C

nos pontos A’, B’ e ' incidentes a reta [.
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Figura 3.53: Perspectividade pelo ponto E.

Temos entao
E
ABC ~ A'B'C'.
Vamos supor que queremos encontrar
ABC ANCAB.

Tomemos, entao, na reta A’C' um ponto F', distinto de A" e de C.
Por F projetar os pontos A’, B’ e C' em C, A” e B”, respectivamente,
em uma reta [’, distinta de AB e de [, incidente ao ponto C' e que tenha um

ponto em comum com /.

Figura 3.54: Perspectividade pelo ponto F.
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Temos, entao
E r
ABC A A’B'C' A CA"B".

Tomar, agora, o ponto G = AA"NBB" e, entao, projetar por G os pontos

C, A” e B"” nos pontos C, A e B, respectivamente.

Figura 3.55: Perspectividade pelo ponto G.

Temos, entao

E F G
ABC AN A'B'C'" A CA"B" x CAB,

ou seja
ABC A CAB.

Para as demais permutacoes o método é analogo. O

Teorema 3.31 (Dual do Teorema 3.30 ). Se a, b, ¢ sdo trés retas con-
correntes, existem transformacoes projetivas que levam a qualquer das seis

permutacoes dessas trés retas.

Observacao. Da uniao desse dois teoremas temos que, dados trés elementos de
qualquer forma primitiva unidimensional, existem transformacoes projetivas

que a levam a qualquer das seis permutacoes desses trés elementos.
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Teorema 3.32. Uma projetividade leva pontos harmdnicos em pontos

harmonicos.

Demonstracao. Como uma projetividade é uma sequéncia finita de perspec-
tividades, basta mostrar que uma perspectividade entre retas distintas leva
pontos harmonicos em pontos harmonicos.

Vamos, entdo, supor que ABCD%A’B’C’D’ e que H (AB, CD), tomemos
a reta AB’, com B # B’ (o caso onde B = B’ foi demonstrado no Teorema
3.13).

Tomando os pontos C”" = OCNAB" e D" = OD N AB’' podemos cons-
truir as perspectividades

o o
ABCD A AB'C"D" A~ A'B'C'D'.

Figura 3.56: Perspectividades pelo ponto O.

Como cada uma dessas perspectividades satisfazem o Teorema 3.13, te-
mos que H (AB',C"D") e H (A'B’,C'D’). O

Teorema 3.33. Se [P], [P'], [P"] sdo feizes de pontos em trés retas distintas
S s
e concorrentes 1, ', 1", respectivamente, tais que [P|A[P’] e [P'] A[P"], entao
SV_//
[P]A[P"], e os trés centros de perspectividade S, S" e S” sao colineares.
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Demonstragcao. Se S e S forem coincidentes, nao ha o que demonstrar, pois
S S S
teremos [P|A[P'] e [P']A[P"], logo [P] A [P"], ou ainda [P]A[P"], de onde sai

que S, S’ e S sao coincidentes.

/Py —*

7 / / \

Figura 3.57: Perspectividades quando S = 5" = 5”.

Vamos, entao, considerar que S e S’ nao sejam coincidentes.

Seja O o ponto comum das retas [, I’ e I”. Se P;, Py e P35 sdo pontos de
[P, e P}, P,, Py e P/ Pj, PJ os correspondentes pontos de [P'] e [P”] fica
claro que os triangulos P; P} P}, P,P, P, e P3P} P} sao perspectivos pelo
ponto O (ao menos dois desses triangulos existem, pelo fato de S e S’ ndo
serem coincidentes).

Caso acontega de um dos triangulos nao existir, por alguma das triplas
serem colineares simultaneamente com S e S’, basta aplicar o Teorema de

Desargues nos outros dois triangulos.
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Figura 3.58: Perspectividades por S e S’.

Como, pela hipotese, P, P, N P, P, = S, PIP/NP;P) =5, pelo teorema

de Desargues, temos que Py P{ N PPy = 5" é colinear a S e 5.

Figura 3.59: Triangulos P, P} P] e Py P, Pj.

Da mesma forma, pela hipotese Py P, N P3P, = S e P,P) N P,Py =5,
e pelo Teorema de Desargues, P,Py N P3Py = S* é colinear aos pontos S e

S
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Figura 3.60: Triangulos Py P, Py e P3Py P

Para concluir, pela hipotese S = PLP{ N P3P, e S' = P{P;' N PPy, e pelo

teorema de Desargues, S™ = P, P/’ N P3Py é colinear aos pontos S e 5.

Figura 3.61: Tiangulos P, PP} e P3P, Py.

Como S” = PP/ NSS e S = PP, NSS" temos que S” e S* sdo

coincidentes.
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Da mesma forma, " = PB,PyNSS" e S* = P, P, N SS" implica que S” e
S*sao coincidentes.
Portanto, PLP| N PoPyN P3Py = S" e S, 5" e S” sdo colineares. O

Apresentaremos, agora, alguns resultados relacionados com a classificacao
das projetividades. Caso observacao em contrario, trabalharemos com as
projetividades que relacionam formas geométricas primitivas coincidentes.

Vamos classificar as projetividades de acordo com o numero de pontos
invariantes que apresentam.

Visto que toda projetividade que apresenta trés pontos invariantes ¢ uma
identidade, para nao ser trivial, ela deve apresentar, no maximo, dois pon-
tos invariantes. A chamaremos de eliptica, parabdlica ou hiperbdlica, caso
apresente zero, um ou dois pontos invariantes, respectivamente.

As projetividades eliptica e parabdlica sao sempre diretas pois, como
vimos, a correspondéncia ordenada oposta tem dois pontos invariantes (Te-

orema 3.21), logo uma correspondéncia oposta é hiperbolica.
Teorema 3.34. FExistem projelividades parabolicas e hiperbolicas.

Demonstracao. Seja o quadrangulo PQRS, e uma reta g, nao contendo qual-
quer dos vértices do quadrangulo.

Tomemos os seguintes pontos A = PSNg, B=QSNg, C = RSNy,
D=QRNg, E=PRNge F=PQNy.

< T AN

Figura 3.62: Quadrangulo e conjunto quadrangular.
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Dessa forma, temos o seguinte conjunto quadrangular (AD) (BE) (CF)
e a seguinte projetividade:

P Q
AEC % SRC A BDC,

deixando C' como um ponto invariante.

Se os pontos P e () nao forem colineares com o ponto C, a interseccao
PQ N g é, também, um ponto invariante dessa projetividade.

Portanto, além de C, apenas F' pode ser invariante.

Dessa forma, se C' e F forem coincidentes, a projetividade AEC' A BDC

¢ parabdlica, caso contrario sera hiperbolica. O

Teorema 3.35. Uma projetividade hiperbolica estd determinada por quatro
pontos A, B, C e F sobre uma reta g, com C e F invariantes e A e B

correspondentes, ou seja ACF N BCF.

Demonstracao. De fato, tomemos um ponto S nao incidente a reta g, entao
podemos construir um triangulo PQR tal que A, B e F sejam as interseccoes
das retas PS, QS e P() com a reta g.

Figura 3.63: Triangulo PQR e pontos A, B, C, F e S.

Sendo C' distinto de F', tomemos U = SC N PQ.
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P : 9
Figura 3.64: ACFASCU. Figura 3.65: SCUABCF.

Temos, entao, que

p Q
ACF A SCU A BCF.

]

Definicao 3.31. Dadas duas projetividades, quando é aplicada a primeira
e depois, sobre o resultado da aplicacao, aplicada a segunda, dizemos que

houve o produto dessas duas projetividades.

Teorema 3.36. O produto de duas projetividades parabdlicas que possuem o

mesmo ponto invariante é outra projetividade parabolica, a menos da identi-

dade.

Demonstracao. Seja C' o ponto invariante das duas projetividades, logo C' é
invariante pelo produto. Temos, entao que o produto é uma projetividade
parabolica ou hiperbdlica.

Vamos supor que exista um ponto A # C, invariante pelo produto, en-
tao existe B # A tal que CCAD A CCBD', pela primeira projetividade, e
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CCBD' AN CCAD, pela segunda projetividade, o que implica que o produto
¢ a identidade.

Portanto, nao pode haver outro ponto invariante, além de C. O

Teorema 3.37. A projetividade, em uma reta, AA'BC N AA'B'C" com
A # A existe se, e somente se, (AA") (BC') (CB').

Demonstrag¢ao. (=)Vamos supor, primeiramente, que exista uma projetivi-
dade tal que AA'BC AN AA'B'C" com A # A'.

Seja. n qualquer reta passando por A’ e ndo passando por B. Seja Oy
qualquer ponto, nao em n e nao incidente a AB, e sejam B; e C; as intersec-
¢oes de O; B e O; C' com n, respectivamente. Seja O, a interseccao de B’ B
e C'0CY.

O Oz
Figura 3.66: ABCAA'B;C;. Figura 3.67: A’'B;C; NA'B'C'.

Entao
O (&
A'BC N AB,Cy A A'B'C’,
ou seja, temos

A'BC A AB'C,
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que é a mesma projetividade, determinada na reta AB, que
AA'BC A AA'B'C.

Como os unicos pontos invariantes possiveis da projetividade sao A’
e a interseccao de A’B com O;0,, temos que 0O;0, passa por A e
(AA") (BC") (CB') é determinado pelo quadrangulo O; O, B; C;.

Figura 3.68: Quadrangulo O; 0, B;C; e (AA") (BC") (CB').

(«<)Vamos supor, agora, que temos(AA’) (BC')(CB’). Entao existe
um quadrangulo o) OQB] C (onde A € ClBl, A e 0102, B € Bth
B’ € BlOQ, C e 0101 e (' € 0102), e assim

O Oz
ABC x A'B,C, A AB'C'
e, por esta construcao, A é invariante. Entao, temos,
AA'BC AN AA'B'C.

]

Observacao. Se na construcdo acima tivermos A = A’, obtemos uma

projetividade com um tnico ponto invariante A = A'.
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Corolario 3.4. Uma projetividade parabolica MMABANMMA'B’ existe se,
e somente se, (MM) (AB') (BA’).

Demonstracao. Consequéncia direta do Teorema 3.37. O]

3.9 Involucao

Definicao 3.32. Uma projetividade periodica é definida pela relagao

AA A" .. _A(n—l) AN AATAM ... A(n—l)A(n)

Y

em que AW = A.

Chama-se periodo da projetividade o menor nimero n para o qual a rela-

¢ao se verifica.

Definicao 3.33. Se uma projetividade, em uma forma unidimensional, é de

periodo 2, ela é chamada uma involucao.

Por exemplo se X X' A X' X, para qualquer posicao de X.

Qualquer par de pontos homoélogos de uma involugao é chamado um par
conjugado da involucao ou um par de conjugados.

Se uma involucao transforma um ponto A em um ponto A’ e A’ em A,
dizemos que os pontos A e A’ se correspondem por ordem dupla.

O efeito de uma involucao é, entao, simplesmente uma troca dos elementos
de uma forma unidimensional, tal que cada elemento se corresponda ao outro
elemento do mesmo par.

Isto justifica a expressao um par conjugado aplicado a uma involucao.

Teorema 3.38. Uma projetividade que satisfaz AA'X N A'AX' é uma invo-

lucao.

Demonstracao. Temos que existe uma projetividade, tal que, AA'XX' A
AAX'X.



3. Axiomatica 84

Esta projetividade ¢ a mesma da dada na hipotese, visto que temos os
trés pares de pontos homologos A e A’) A’ e A, X e X'. Mas, nesta segunda
projetividade X’ é levado em X.

Assim, mostramos também que qualquer par de pontos homologos du-

plica. [

Corolario 3.5. Uma involucdo fica bem determinada quando dois pares de

pontos conjugados sao dados.

Usaremos, entdo, a indicagdo (AA’) (BB'), onde A e A’, B e B’ sdo pares

conjugados, para representar uma involugao.

Teorema 3.39. Uma involucao que tem um ponto invariante tem também
um outro ponto invariante, e 0s pares da tnvolucao sao conjugados harmoni-

cos em relacao aos pontos invariantes.

Demonstra¢ao. Seja K um ponto invariante da involucao (AA’) (BB'), su-
pondo que A e B nao sejam invariantes, e C' o conjugado harménico de K
em relacdo a A e A, e por consequéncia, distinto de K, A e A’.

Vamos supor, também, que C’ seja o ponto homologo a C, pela involugao.
Entao, podemos escrever essa involucao como AA'KC A AAKC'.

Como temos que H (AA', KC'), e a projetividade conserva a relacdo
harmonica, vem também que H (A’A, KC").

Mas como, pela propria definicao de conjugados harmoénicos e por sua
unicidade, essas rela¢oes envolvem os mesmos pontos, temos que C' = C’, ou

seja, C' é outro ponto invariante da involucao. O

Teorema 3.40 (Dual do Teorema 3.39 ). Uma involugdo que tem uma reta
invariante tem também uma outra reta invariante, e os pares da involucao

sao conjugados harmonicos em relacao as retas invariantes.

Teorema 3.41. Trés pares de pontos A e A', B e B', C e C' sao pares
conjugados de uma involucao se, e somente se, (AA") (BB') (CC").
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Demonstracao. Pela hipotese, temos que AA'BC AN AAB'C".
Temos, também, que existe uma projetividade, tal que A’AB'C’ A
AA'C'B’, que com a primeira projetividade nos da AA'BC AN AA'C'B'.
Pelo Teorema 3.37 essa projetividade existe se, e somente se
(AA") (BB') (CC"). ]

Teorema 3.42. Os trés pares de lados opostos de um quadrdangulo intersec-

tam qualquer reta, que nao passa pelos vértices, nos pontos de uma involucao.

Demonstra¢ao. Tomemos o quadrangulo ABCD, onde seus seis lados in-
tersectam a reta k& nos pontos F=kNCD, F=kNAB, G=knNAC,
H=kNnBC,I=kNnADeJ=knNBD.

Figura 3.69: Quadrangulo ABCD e pontos E, F, G, H, I e J.

>l

Vamos considerar as seguintes perspectividades FFGJI LBNJD

(onde L=AENBD e N=AGnN BD),
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Figura 3.70: EFGJI x LBNJD.

E
LBNJD A ASNGC (onde S = AC' N BE)

—_—
7

E
Figura 3.71: LBNJD A ASNGC.
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B
e ASNGC A FEJGH,

Figura 3.72: ASNGC A FEJGH.

entao temos a seguinte projetividade
EFGJINFEJGH,

ou seja, (EFF) (GJ) (HI) sao pares conjugados de uma mesma involugao. [

3.10 Colineacao

Definicao 3.34. Uma colineacao é qualquer correspondéncia um-a-um entre
duas formas unidimensionais, em que a cada elemento de uma corresponde
um elemento, do mesmo tipo, da outra. Uma colineacao projetiva & aquela

em que a correspondéncia é projetiva.

Definicao 3.35. Uma colineacao perspectiva é uma colineacao projetiva que
deixa invariante cada ponto de uma determinada reta o, e cada reta que
contém um determinado ponto O. A reta o e o ponto O sao chamados o

eizo e o centro, respectivamente, da colineacao perspectiva. Se o centro e o
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eixo nao sao incidentes a colineacao ¢ chamada de homologia, caso contrério

serd chamada de elacao.

Teorema 3.43. Uma colineacao perspectiva € determinada se o centro, o
eixo e quaisquer dois pontos homdlogos (ndo no eizo ou centro) sao dados,

com a unica restricao que os pontos homologos sejam colineares com o ponto

0.

Demonstracao. Sejam o ponto O e a reta o, o centro e o eixo, respectiva-
mente.

Fica claro, pela definicao, que quaisquer dois pontos homologos sao coli-
neares a O, uma vez que cada reta que passa por O ¢ invariante. Da mesma
forma (pela dualidade), quaisquer duas retas homologas devem ser concor-
rentes com o.

Sejam dados A e A, par de pontos homologos, colineares com O. Devemos
mostrar que o ponto B’, homologo a qualquer ponto B é, entao, determinado
de forma tnica.

Vamos supor B distinto de O e A, e nao incidente a o.

Figura 3.73: Retas AA" e o.

Pela hipotese, temos que B’ é incidente a reta OB. Seja C' o ponto
de interseccao das retas AB e o, entdao, uma vez que C' é invariante, por

defini¢do, a reta AB = AC é relacionada com A'C.
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Figura 3.74: Ponto C = oN AB.

Temos, entdo, que B"=0BN A'C.

Figura 3.75: Ponto B’.

Isto aplica-se a menos que B esteja na reta AA’, neste caso determinamos,
como acima, um outro par de pontos homoélogos, ndao em AA’, e entao usamos

os dois pontos assim determinados para construir B’. O

Corolario 3.6. Uma colineacao perspectiva transforma qualquer forma uni-

dimensional em uma forma unidimensional perspectiva.
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Demonstracao. Direta do Teorema 3.43 e do seu dual. O

Corolario 3.7. Uma colineagao perspectiva com centro O e eixo o trans-
forma qualquer triangulo, com nenhum de seus vértices ou lados em O ou
em o , em um tridngulo perspectivo, onde o centro e o eizo de perspectividade

dos tridngulos coincide, respectivamente, com o centro e o eixo da colineacao.

Demonstracao. Sejam os triangulos ABC e A’B'C’, como na hipotese.
As retas que ligam os vértices homologos dos dois triangulos sao concor-

rentes em O, portanto o centro da projecao.

Figura 3.76: Projecao pelo ponto O.

Pelo Teorema de Desargues temos que as interseccoes dos lados corres-
pondentes sao colineares, e como essas intersecgoes acontecem em o (pontos

invariantes), este é o eixo da projecao. O

Corolario 3.8. As colineagoes (projetivas ou nao) que deizam invariantes 0s
pontos de uma reta o e as retas que passam por um ponto O, sao homologias

se O nao € incidente a o, e elacoes se O estd em o.
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Demonstragao. Sai diretamente do fato de nao ter sido usado a hipotese da

colineacao ser projetiva, na demonstragao do Teorema 3.43. O

Corolario 3.9. Se tivermos uma colineacao perspectiva, com O o centro e o
o eizo, A e A', B e B’ pontos homdlogos, onde A, A, B e¢ B’ sao colineares
com um ponto K incidente a o, entio teremos (OK) (AB') (BA').

Demonstracao. Tomando C, qualquer ponto nao incidente a reta AA’, e C’

seu ponto homologo,

Figura 3.77: Hipotese do Corolério e pontos C' e C’.

temos que as retas AC e A’C' intersectam-se em um ponto L, incidente

a reta o.

Figura 3.78: Ponto L= AC N A'C".
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Da mesma forma, BC' e B'C’ encontram-se em um ponto M da reta o.

Figura 3.79: Ponto M = BC' N B'C".

Portanto, pelo quadrangulo CC'LM, temos que O = CC' N OK e
K =0Nn0OK, A= LCNOK e B = MC'"NOK e, para completar,
A =C'LNOKe B=CMnNOK. O

Figura 3.80: Quadrangulo CC'LM.

Definicao 3.36. Uma homologia em que os pontos homoélogos separam har-
monicamente o centro e o ponto em que o eixo intersecta a reta determinada

por esses pontos correspondentes, chama-se homologia hamonica.
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Teorema 3.44. Se uma colineacio € uma involucao, entao € uma homologia

harmonica.

Demonstracao. Vamos supor que a colineacao ¢é definida por
AA'BB' N A’AB'B com AA’ e BB’ distintas.

Temos, entao, que a reta AA’ é homologa a reta A’A e a reta BB’ se
relaciona com a reta B’ B, ou seja, essas duas retas, AA" e BB’ sao invariantes.
Da mesma forma, temos que os pontos R = AA'N BB, P=ABNAB =
AB NAB,Q=ABNA'B=ABNAB e Ay = PQNAA = PQN A'A sao

invariantes,

Figura 3.81: Pontos e retas invariantes.

e portanto, a reta P(@) tem todos os seus pontos invariantes (se uma reta
possui trés pontos invariantes, todos seus pontos sdo invariantes), ou seja, é
o eixo da colineacao.

Pelo ponto R passam trés retas invariantes (AA’, BB’ e PR), entdo todas
as retas que passam por R sao invariantes, logo é o centro da colineacao.

Portanto, obtivemos uma homologia. Precisamos mostrar que ela é
harmonica.

No quadrangulo PB’'QB, dois lados opostos passam por A = PBN B'Q,
dois por A’ = BQ N B’'P e os outros dois por R € BB’ e Ay € PQ, respecti-

vamente.
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Concluimos, entao, que H (AA’, RAy).

Logo a homologia ¢ harménica. O]

Definicao 3.37. Uma correspondéncia entre os elementos de um feixe de
pontos e os elementos de um feixe de retas é chamada uma correlagcao. Para
cada ponto P corresponde uma tnica reta p, e se P;, Py, Ps, P, sao pontos
colineares, as retas correspondentes p;, ps, ps, p; sao concorrentes. Repre-

sentaremos uma correlagao por R(P Py, P3Py) ou R(p1pa, pspa).

Teorema 3.45. Uma correlacao € determinada se sao dados um quadringulo

e seu correspondente quadrildtero.

Demonstragcao. Sejam ABCD e abed o quadrangulo e o correspondente qua-
drilatero.

Sejam, também, K = ABN DC, F = AD N BC, pontos no quadrangulo
ee=1J],f=KL,onde I =anb, J=cNd, K=cNbe L =aNd, retas no
quadrilatero.

Para construir a imagem de uma reta p, tomamos os pontos X = ABNp
e Y = AE N p e construimos suas imagens nas projetividades ABEX A abex
e ADFY Aadfy, entao a reta p = XY tem como imagem o ponto P = x N .

m

Definicao 3.38. Uma correlacao em que um ponto P se corresponde com
uma reta a, e a reta a se corresponde com o ponto P (a correlagdo é uma
involucao) é chamada de polaridade. O ponto P é chamado de polo e a reta
a é chamada de polar. Sendo P polo e a polar, todos os pontos incidentes a
a sao chamados conjugados de P e todas as retas que sao incidentes a P sao
chamadas conjugadas de a. Se P € a, P é chamado de ponto auto conjugado

e a de reta auto conjugada.
Teorema 3.46. Em uma polaridade onde PpAnpPa, se A € p, entio P € a.

Demonstracao. Seja P o polo e p o polar, de modo que A € p.



3. Axiomatica 95

p

Figura 3.82: Polo P e polar p.

Tomemos a reta ¢, incidente a A. Entao temos o ponto (), polo de g.

Figura 3.83: Polo @ e polar g.

Como a polaridade é uma correlagio (relaciona um feixe de retas com um
feixe de pontos), temos que a reta PQ (eixo do feixe de pontos) se relaciona
com o ponto A (vértice do feixe de retas), ou seja PQ é o polar de A. Como

a polaridade é uma correspondéncia biunivoca, PQ) = a.
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Figura 3.84: P € a.

Portanto P € a, como queriamos demonstrar. ]

Teorema 3.47. A reta que € incidente a dois pontos auto conjugados nao €

uma reta auto conjugada.

Demonstracao. Sejam A e B pontos auto conjugados, de forma que

AaB A aAb, e vamos supor, sem perda de generalidade, que seja a = AB.
Temos que B € a e entdo A € b (Teorema 3.46), ou seja b = AB = a, o

que é um absurdo pelo fato da polaridade ser uma correspondéncia biunivoca.

Portanto a reta AB nao pode ser auto conjugada. O
Teorema 3.48. Uma reta nao pode ter mais que dois pontos auto conjugados.

Demonstragao. Sejam os pontos A e B auto conjugados, de forma a termos
AaB A aAb.

Entao existe uma reta r = AB, e como A € r e B € r, temos que R € a
e R € b, 0 que implica em R € aNb, onde R é o polo do polar r. Além disso,

R ¢ r, caso contrario r seria auto conjugada, contrariando o Teorema 3.47.
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Figura 3.85: Polares a, b, r e respectivos polos.

Seja, entdo, () um ponto em a (Q € a), distinto de R e A, isso implica

que o ponto A ¢ incidente a reta ¢ (A € q), polar de Q.

Figura 3.86: Polar () e seu polo, na construcao.

Tomando o ponto S na interseccao das retas ¢ e b, temos que, como S € ¢
e S eb Q€ se B € s e, portanto, o polar s pode ser representado por
s = @B.

Da mesma forma, temos os seguintes polos e respectivos polares: T' = gNs
et=QS,C=tNrec=TR, D=cNred= CR.

Construidos dessa maneira temos que o ponto C' depende exclusivamente



3. Axiomatica 98

da escolha do ponto () e que a reta ¢ # AB, caso contrario AB seria auto

conjugada, pois C' € AB, contrariando o Teorema 3.47.

Figura 3.87: Quadrangulo QRST.

Tomando o quadrangulo QRST, temos que os pontos C' e D sdao conjuga-
dos harmoénicos de A em elacao a B, portanto os pontos C' e D sao distintos

e portanto C' ¢ ¢, logo C' nao é auto conjugado. O

Teorema 3.49. A polaridade induz, sobre qualquer reta que nao seja auto

conjugada, uma tnvolucao de pontos conjugados.

Demonstracdo. Sejam o polo A e o seu respectivo polar a, de modo que
A ¢ a. Seja B um ponto qualquer em a, ou seja B € a.

Temos, pela polaridade, que BAb e que A € b. Tomando C' = a N b,
A

construimos b A C.

Agora, pela polaridade, temos que C' A c e como C € a e C € b, temos
A

que A€ ce B € c, e portanto ¢ A B.
A A
Entdo, temos BAb A C e CAca B,logo BCDACBE, onde D e E

também sao pontos de a, ¢ uma involucao. O

Teorema 3.50. Se os quatro lados de um quadrildtero sao retas auto conju-

gadas, no mdzimo dois vértices opostos podem ser pontos conjugados.
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Demonstracao. Tomemos o quadrilatero abed, onde todas as retas sao auto

conjugadas.

Figura 3.88: Quadrilatero abed.

Sejam os vértices ' = anNd, F =bNde G = cNd incidentes a reta
d, assim como seu polo D. Temos, entao que as polares desses pontos sao
e=AD,f=BDeg= CD.

Agora, vamos supor, que os vértices opostos I = bNc e E sejam pontos
conjugados (I € e e F € i). Seja, entdo, a reta j = EI.

Temos, entao, que a reta e = AD intersecta a reta j = EI, no ponto [.

Portanto, pelo ponto I passam as retas b, ¢, 7 e e, das quais b e ¢ sao
auto conjugadas, invariantes pela involucao de retas conjugadas pelo ponto
I.

Dessa forma, pelo Teorema 3.40, temos H (bc,ej) e portanto, pelo Teo-
rema 3.12, temos H (FG, ED) na reta d.

Da mesma forma, se K = aNce F = bNd sdao conjugados temos
H (GE,FD),ese L = anbé conjugado com G = ¢Nd, obtemos H (EF,GD).

Mas, pelo Corolario 3.2, apenas uma dessas trés relacoes harmonicas é

possivel. O
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Teorema 3.51 (Teorema de Hesse ). Se dois pares de lados opostos de um

quadrangulo sao pares de retas conjugadas, de uma polaridade, o terceiro par

também é.

Demonstracao. Tomemos o quadrangulo [JKL, vamos supor, sem perda de
generalidade, seus lados intersectando o polar de L nos pontos: A = KJ N/,
B=IKNl,C=I1JNl,A=LINl,B=JLNleC'"=LKNI.

AN
Figura 3.89: Quadrangulo [JKL e (AA") (BB') (CC").

A A
-7/

Se os lados IL e JL sao respectivamente conjugados aos lados JK e IK,
seus polos sao A e B, respectivamente.

De fato, como L é um ponto da reta IL, a reta [ é incidente ao polo de
IL, que é incidente a reta JK. Portanto A =1N JK é o polo de IL.

Da mesma forma, como L é um ponto da reta JL, a reta [ é incidente ao
polo de JL, que ¢ incidente a reta IK.

Portanto B=1NIK é o polo de JL.

Consequentemente, a involucao dos pontos conjugados sobre o polar de
L contém os pares AA" e BB', que sao suficientes para determiné-la.

Pelo Teorema 3.42 a involucao contém o par CC’.

Isso implica que o ponto C” é conjugado de C, e como C' é incidente a I,
temos que C' é polo da reta LC" = K L.

Portanto KL é o polar de C, e é conjugada de I.J, que contém C. O
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Teorema 3.52 (Dual Teorema de Hesse ). Se dois pares de vértices opostos
de um quadrildtero sao pares de pontos conjugados, de uma polaridade, o

terceiro par também €.

Definicao 3.39. Dois triangulos sao ditos triangulos polares se os vértices

de um sao polos dos lados do outro, e vice-versa.

Teorema 3.53. Os tridngulos polares sao Tridngulos de Desargues, ou seja,
um tridngulo e seu tridngulo polar, quando propriamente distintos, sao pers-

pectivos.

Demonstrag¢ao. Sejam ABC e A’B'C’ dois tridngulos polares.

Figura 3.90: Triangulos ABC e A’B’C’ polares.

Tomemos o ponto P = AA'N BB'.

Seja, entdao, o quadrangulo A’B’C'P, onde os lados AA" e a, BB' e b
sao dois pares de lados opostos conjugados. De fato, pois A é polo de a e
qualquer reta que passe por A, tem seu polo em a.

O mesmo raciocinio podemos aplicar para as retas BB’ e b.
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Figura 3.91: Quadrangulo A’B’C’P.

Pelo Teorema 3.51 temos que o terceiro par de lados opostos, PC’ e ¢, é
também conjugado e, portanto, PC’ é incidente a C.
Temos, entao, que as retas AA’, BB’, C'C’ sao concorrentes em P. Ou

seja, os triangulos dados sao perspectivos por um ponto. O

Teorema 3.54. Uma correlacao projetiva que relaciona trés vértices de um

triangulo com os respectivos lados opostos é uma polaridade.

Demonstracao. Seja R(ABCD)=R(abcd) a correlagao onde ABC' é o trian-
gulo dado, e d é uma reta ndo incidente aos pontos A, B, C.

Como a correlacao ja age sobre o triangulo ABC como uma polaridade,
basta mostrar que a reta d é transformada no ponto D.

Para isso, tomemos os seguintes pontos: L = a N AD, M = bnN BD,
N=cnCD,L =and, M=bNde N =cnNd.
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Figura 3.92: Triangulo ABC e ponto D.

Como a correlacao transforma cada ponto X de ¢ em uma reta z, inci-
dente a C, temos que existe o ponto Y = cN .

Como a correlacao é projetiva, temos que existe a projetividade X A Y.

Assim, se fizermos X = A, teremos Y = B (B = aNc), e quando X = B,
teremos Y = A (A=0bN¢), logo X AY é uma involugao.

Por ser correlacao, relaciona feixe de pontos com feixe de retas.

O feixe de pontos que contem os postos C', D e N, se relaciona com o
feixe de retas , que deve ter como centro um ponto de c.

Como D se relaciona com d, este ponto ¢ N’ (N’ =cNd).

Ou seja, a correlacao transforma N em CN’, portanto (NN') é um par
da involugao.

Logo, N’ é transformado em CN = CD.

Da mesma forma, L' é levado em AD e M’ em BD, ou seja, a reta
d = I’ M’ é transformada no ponto D = AD N BD. m

Definicao 3.40. Triangulo autopolar é o tridangulo em que os lados sao po-

lares dos vértices opostos.
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Pela demonstragao do Teorema 3.54, temos que dados qualquer triangulo
autopolar, um ponto P (nido em qualquer lado do triangulo) e qualquer reta
p (ndo incidente a nenhum vértice do triangulo), temos determinada uma
unica polaridade.

Da mesma forma que definimos projetividade como eliptica, parabélica ou
hiperbdlica, diremos que uma polaridade ¢ hiperbdlica quando houver pontos

auto conjugados, caso contrario a polaridade serad eliptica.

Teorema 3.55. Se em uma polaridade, A € um ponto auto conjugado, entao
em cada reta incidente a A existe mais um ponto auto conjugado, nao em

seu polar a.

Demonstra¢ao. Como uma reta auto conjugada nao pode conter dois pontos
auto conjugados, temos que qualquer outra reta passando por A possui uma
involucao de pontos conjugados.

Como qualquer involucao que tem um ponto invariante tem, também,
outro ponto invariante, temos que existe um ponto B # A, tal que B é

invariante pela involucao, portanto B é um ponto auto conjugado. O
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Capitulo 4
Conicas

Neste capitulo serao apresentadas duas defini¢coes de codnicas, uma de Von
Staudt e a outra dada por Steiner. Mostraremos que ambas representam a
mesma construcdo. A partir dessas definicoes, dos axiomas e teoremas tra-
balhados nos capitulos anteriores, apresentaremos algumas de suas principais

propriedades.

4.1 Definicao de Conica

Definigao 4.1 (Von Staudt). Conica é o lugar geométrico formado pelos

pontos ou retas auto conjugadas de uma polaridade hiperbolica.

Como em cada reta auto conjugada ha apenas um ponto auto conjugado,
cada ponto de uma conica tem como tangente a conica sua propria reta auto
conjugada (polar). As retas que sdo incidentes a dois pontos da conica, sao

chamados de secante.
Teorema 4.1. Uma reta secante a conica nao pode ser auto conjugada.

Demonstracao. De fato, uma reta nao pode ter mais que dois pontos auto

conjugados. O]
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Teorema 4.2. Trés pontos da conica nunca sao colineares.

Demonstracao. De fato, como cada ponto de uma cénica é um ponto auto
conjugado e uma reta nao pode ter mais que dois pontos auto conjugados,

temos que no maximo teremos dois pontos colineares em uma conica. L]

4.2 Polaridade em uma Conica

Teorema 4.3. Por um ponto de uma conica existe uma, e S6 uma, tangente.

Demonstracao. Seja o ponto A em uma conica, entdo seu polar a nao é
incidente a nenhum outro ponto da conica (ndo ha mais de um ponto auto
conjugado em uma reta auto conjugada). Vamos supor que exista uma reta
b, distinta de a, incidente a A e nao incidente a nenhum outro ponto da
coOnica, portanto b é uma reta auto conjugada, o que contradiz o fato de por

um ponto auto conjugado nao poder passar duas retas auto conjugadas. [J

Teorema 4.4. Em qualquer secante a uma conica, 0s pontos auto conjugados

separam harmonicamente os pontos conjugados.

Demonstracao. Temos que uma polaridade induz sobre qualquer reta, que
nao seja auto conjugada, uma involucao de pontos conjugados, onde os pontos
auto conjugados sao os pontos invariantes da involucao.

Sabemos que se uma involucao tem um ponto invariante tem outro tam-
bém e, além disso, os pares da involugao sao conjugados harmoénicos em

relacao aos pontos invariantes. O

Com a ajuda do teorema acima, podemos construir a polar de um ponto
interno ou externo a conica.
Pois bem, sejam dados uma cénica qualquer e um ponto O, nao incidente

A conica dada.
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Figura 4.1: Elipse e ponto Figura 4.2: Hipérbole e ponto

Tracemos duas retas distintas, passando por O e secantes a conica.

0
0
Figura 4.3: Elipse e retas Figura 4.4: Hipérbole e retas.

Sejam AB e CD essas retas, onde A, B, C' e D sao pontos incidentes a

conica.

Pelo teorema, existem os pontos O’ e O”, tais que H (AB,00’) e
H (CD,00”). Por consequéncia, O e O” sdo pontos conjugados de O,
ou seja, pertencem a polar de 0. Como dois pontos determinam uma tinica

reta, temos que O’ 0" = o.
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VARN

Figura 4.5: Polar pela Elipse Figura 4.6: Polar pela Hipérbole

Teorema 4.5. Se um quadrdngulo esta inscrito em uma conica, seu tridngulo

diagonal € auto polar.

Demonstracao. Seja o quadrangulo ABCD inscrito em uma conica, e seja

EFG o seu triangulo diagonal, onde £ = AD N BC, F=ABNCD e

G =DBDNAC.
\A f%

Figura 4.7: Quadrangulo ABCD na Figura 4.8: Quadrangulo ABCD na
Elipse Parabola

Tomando o quadrangulo BFCG e o ponto I = FG N AD, temos que
H(AD,IFE).
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Figura 4.9: Quadrangulo BFCG Figura 4.10: Quadrangulo BFCG

No quadrangulo ABCD temos, também, que H (GE,F'F") (onde
F'= EGNAB e F" = EGN DC) e que G e E sao pontos conjugados,
portanto £ € ge G € e . Como G e E sao conjugados de F' (pertencem a
polar de F'), F€ee F € g.

Figura 4.11: Triangulo Auto polar  Figura 4.12: Tiangulo Auto polar

Assim e = FG e ¢ = FF e o triangulo FEG é auto polar. m

Corolario 4.1. A polar de um ponto interno a uma conica é uma reta ex-
terna, a de um ponto externo € uma reta secante e a de um ponto na conica

€ a tangente a conica neste ponto.

Teorema 4.6. Se um tridngulo esta inscrito na conica, qualquer reta conju-

gada com um dos lados intersecta os outros dois lados em pontos conjugados.
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Demonstrag¢ao. Vamos considerar um tridangulo ABC, inscrito em uma co6-

f
A
C
B
C
\

Figura 4.13: Triangulo na Hipérbole Figura 4.14: Triangulo na Parabola

nica.

Qualquer reta [, conjugada a reta AB, é polar de algum ponto L € AB.
Seja D o ponto de interseccao da conica comCL, distinto de A e B.

Se ¢ = CL, temos que L € c e portanto C € [.

M&
>

Figura 4.15: Ponto D Figura 4.16: Ponto D

Se ¢ # CL, entao temos o quadrangulo ADBC, onde EFL (L = ABNDC,
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E=ADNBC, F=ACNBD) é o seu triangulo diagonal.

V.

Figura 4.17: Quadrangulo ADBC Figura 4.18: Quadrangulo ADBC

Pelo teorema anterior, temos que a reta EF' é polar de L, ou seja, EF = [.
Portanto os pontos conjugados sdo F' e E (dividem harmonicamente os pontos
INDCelNAB). O

Teorema 4.7. Se um triangulo esta circunscrito a uma conica, qualquer
ponto conjugado de um dos vértices, ligado aos dois restantes, fornece duas

retas conjugadas.
Demonstracao. Teorema dual ao Teorema 4.6 O

Teorema 4.8. Por um ponto externo nao se pode tracar mais que duas

tangentes a cdnica.

Demonstracao. De fato, pois um ponto nao pode ser incidente com mais de

duas retas auto conjugadas. O]

Teorema 4.9. A polar de um ponto externo passa pelos pontos de contato

das tangentes tracadas deste ponto & conica.
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Demonstracao. Seja A um ponto externo a conica.

Seja b uma reta tangente a conica, passando por A. Portanto b é auto
conjugada.

Temos, entdo, que como A € b, B € a, ou seja, a intersecta a conica em
um ponto. Esse ponto nao é tnico, caso contrario terfamos dois polos para

um mesmo polar.

Figura 4.19: Polo A e polar CB. Figura 4.20: Polo A e polar CB.

Logo existe um ponto C' € a, que também pertence a conica, de tal forma
que A € c. n

Teorema 4.10. As tangentes tragcadas por um ponto externo a uma conica

separam harmonicamente as retas conjugadas.

Demonstracao. Dual do Teorema 4.4. O

4.3 Outra Definicao de Conica

Vamos apresentar uma outra definicao de conica, dada por Steiner (1832), e
mostrar que esta definicao ¢ compativel com a definicao feita por Von Staudt.
Mostraremos, no Teorema 4.11 que toda conica de Von Staudt é conica de

Steiner, enquanto que a reciproca serd mostrada pelo Teorema 4.13.
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Definigao 4.2 (Steiner). Uma conica é o lugar geométrico dos pontos co-

muns a retas correspondentes de dois feixes projetivos, mas nao perspectivos.

Teorema 4.11 (Teorema de Steiner). Sejam A e B dois pontos sobre
uma conica. Se P é um ponto variando sobre a conica, entdo para u = AP

e v = BP temos u A v.

Demonstracao. Sendo a e b as tangentes em A e B, temos que existe
C =anb,ouseja AB = c.

Figura 4.21: Pontos na Elipse Figura 4.22: Pontos na Parabola

Como PAB é um triangulo inscrito na conica e qualquer reta [ incidente
a C' é conjugada do lado ¢ = AB, temos que [ intersecta os outros dois lados
em pontos conjugados.

Chamaremos estes dois pontos de D (em u) e E (em v).
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Figura 4.23: uAv Figura 4.24: uAv

As retas u = AP e v = BP, sdo variaveis, mas sempre se intersectam em

P, um ponto da conica.
A B

Temos entdao que un D A E A v, ou seja uAv. O

Teorema 4.12. A conica € determinada se trés de seus pontos e duas tan-

gentes em dois destes pontos sao dados.

Demonstracao. Sejam dados os pontos A, B, e C, incidentes a uma conica,

e as retas b e ¢. Temos, entao, um ponto D = b N ¢ e também d = BC.

Figura 4.25: Pontos e Tangentes Figura 4.26: Pontos e Tangentes

Sejam e = AD e F =eNd.
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Figura 4.27: F =eNnd Figura 4.28: F=eNnd

Como A€e, D€etemos F € a, F€d, eportanto F =aNd. Além

disso, como F =d Ne, f = DE, ou seja, o triangulo DEF ¢é auto polar
(d = FEF, e=DF, f=DE).

Figura 4.29: DEF auto — polar Figura 4.30: DEF auto — polar

Se a polaridade é determinada, a conica também é.
Como DEF é um triangulo auto polar e temos um par de elementos

conjugados (AB e aNb), a conica é determinada. O

Teorema 4.13 (Construcao de Steiner). Se u e v sdo retas varidveis
passando pelos pontos A e B, de tal forma que u A v, mas ndo u A v, entdo

o lugar geométrico dos pontos v N u € uma cénica (Von Staudt) incidente a
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A e B. Além disso, se a projetividade tem o efeito acu A cbv, onde ¢ = AB,

entao a e b sao as tangentes nos pontos A e B.

Demonstracao. Como a projetividade u A v nao é uma perspectividade, exis-
tem retas a (A € a) e b (B € b) tais que acu A cbv.

Pelo teorema anterior, existe uma tinica conica onde a e b sao tangentes
a conica por A e B, respectivamente, e incidente ao ponto P = u N v.

Pelo Teorema 4.11, esta conica determina uma projetividade entre o feixe
de retas por A e o feixe de retas por B.

Mas o teorema fundamental garante que essas duas projetividades coin-
cidem. Logo, o lugar geométrico dos pontos u M v é a codnica incidente com
Ae B. O

4.4 Teorema de Pascal

Corolario 4.2. Cinco pontos, trés a trés nao colineares, determinam uma

unica conica.

Demonstracao. Sejam os pontos A, B, C', D e E, como no corolario. Vamos
supor A e B dois pontos fixos e C, D e E trés posicoes de u N wv, onde u
e v sao duas retas variaveis. Temos que, assim tomadas, u N v determina
a projetividade (estd determinado o que acontece com trés pares de retas)
Uy U UgAV; Va3, onde C' = u; Nvy, D = us Ny ¢ B = ug N vy, que pelo Te-
orema 4.13 determina uma conica por estes cinco pontos.

Para mostrar a unicidade, notemos que qualquer ponto que seja incidente
a qualquer conica deste tipo, é ligado a A e B pelas retas u e v, temos pelo

Teorema 4.11 que u; ug Ug AVV; Vo V3. O

Corolario 4.3. Cinco retas, trés quaisquer nao concorrentes, determinam

uma unica conica.

Demonstracao. Dual do Corolario 4.2. O
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Teorema 4.14 (Teorema de Pascal). Se um hexdgono estd inscrito em

uma conica, 0s trés pares de lados opostos se intersectam em pontos coline-

ares.

Demonstracao. Seja o Hexagono ABCDEFA inscrito em uma conica, e sejam
G=BCNEF,H=CDNFA, I =ABnNDE.

Figura 4.31: Hexadgono ABCDEFA. Figura 4.32: Hexagono ABCDEFA.

Devemos mostrar que os pontos G, H e I sao colineares.
Tomemos os pontos J = ABNCD e K = FAN BC e as retas a = DA,
b=DB,c=DCee=DE.

Figura 4.33: AIJBAaech Figura 4.34: AIJBAaech
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Tomando as retas ¢ = FA, h = FB, i = FC e j = FE, podemos estabe-

lecer uma sequéncia de perspectividades que nos fornece a seguinte relagao:

F F
Figura 4.35: aecb Agjih Figura 4.36: aecb Agjih

F
AIJB A aech A gjih A KGCB,

assim concluimos que

AlJB AN KGCB

e, portanto, o ponto B é invariante.
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Figura 4.37: ¢jihAKGCB. Figura 4.38: gjihAKGCB.

Assim, AIJAKGC, e, como as retas que ligam os pontos corres-
pondentes sao concorrentes no centro de perspectividade, temos que
H=AKNIGnN JC, e, portanto, H, G e I sao colineares. n

Teorema 4.15 (Teorema de Brianchon). Se um hexdgono estd circuns-

crito em uma conica, os trés pares de vértices opostos pertencem a retas

concorrentes.

Demonstracao. Dual do Teorema 4.14 O
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Capitulo 5

Construcoes no GeoGebra

Apesar do software de geometria dinamica GeoGebra (criado por Markus
Hohenwarter em 2001, e em continuo desenvolvimento) ser voltado as cons-
trugoes da Geometria Euclidiana ele foi usado, neste trabalho, para a cons-
trucao das figuras facilitadoras da compreensao das Defini¢oes, Teoremas e
Lemas da Geometria Projetiva.

A intensao deste dltimo Capitulo é exatamente fornecer um material para
que o leitor, interagindo com as construgoes no software, possa visualizar e
entender melhor os resultados apresentados.

Para aqueles que ainda nao conhecem o GeoGebra, espero que, neste

primeiro contato, percebam seu potencial para o ensino da geometria.

5.1 Preparando o GeoGebra

Para que o leitor possa acompanhar as construcoes de forma satisfatoéria,
apresentamos um passo a passo de como preparar o GeoGebra para as ativi-
dades.

Como fazer: Ao iniciar o software, mover o cursor até Ezibir, no topo

da tela do GeoGebra, e clicar com o botao esquerdo do mouse.
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Mover o cursor até Fizos e clicar com o botao esquerdo do mouse.

Mover o cursor até Ezibir, novamente, e clicar com o botao esquerdo do
mouse.

Mover o cursor até Janela de Algebm e clicar com o botao esquerdo do
mouse.

Mover o cursor até Opcoes,no topo da tela do GeoGebra, e clicar com o
botao esquerdo do mouse.

Mover o cursor até Rotular e clicar com o botao esquerdo do mouse.

Mover o cursor até Para Todos os Objetos Novos e clicar com o botao
esquerdo do mouse.

Mover o cursor até o topo (lado direito) da tela do GeoGebra, e clicar em

Maximizar.

Entre uma atividade e outra deve-se limpar a janela de visualizacao.

Como fazer: Posicionar o cursor sobre Arquivo, e clicar com o botao
esquerdo do mouse.

Posicionar o cursor sobre Novo, e clicar com o botao esquerdo do mouse.

Ao aparecer Fechar Arquivo, clicar com o botao esquerdo do mouse sobre

N ao Gravar.

5.2 Triangulo
Objetivo:
Construir um triangulo, através de trés pontos dados, nao colineares.

Marcar os pontos A, B e C.

Como fazer: DPosicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Pontos

(segunda caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita),
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pressione o botao esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo
e, aparecendo a caixa de dialogo, posicione-o sobre a frase Novo Ponto, entao
solte.
Utilizando o mouse, posicione o cursor na janela de visualizacao, escolha
uma posicao, clique com o botao esquerdo, para criar o primeiro ponto.
Repita o processo descrito no paragrafo anterior para construir os pontos

B e C em posicoes diferentes, na janela de visualizacao.
Construir as retas AB, BC e AC.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Retas
(terceira caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a di-
reita), pressione o botdao esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o
cursor para baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, posicione-o sobre
Reta De finida Por Dois Pontos, e entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto A (aparecera um
alo em torno do ponto) e clique com o botao esquerdo.

Mova o cursor até o ponto B e clique com o botao esquerdo.

Se o ponto C estiver sobre a reta AB proceda como em (2), caso contrario
siga para ().

(¢) Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas
Ponteiro (primeira caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a
direita), pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solté-lo, mova o cursor
para baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, mova o cursor até a palavra
Mover, e entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto C' e pressione o
botao esquerdo do mouse.

Sem soltar o botao, mova o mouse até que o ponto nao esteja mais sobre
a reta.

(4%) Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Retas (a terceira caixa

de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita) pressione o botao
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esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo e, aparecendo
a caixa de didlogo, posicione-o sobre a frase Reta Definida Por Dois Pontos,
e entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto B (aparecera um
alo em torno do ponto) e clique com o botao esquerdo.

Mova o cursor até o ponto C' e clique com o botao esquerdo.

Posicione o cursor sobre o ponto A (aparecera um alo em torno do ponto)
e clique com o botao esquerdo.

Mova o cursor até o ponto C' e clique com o botao esquerdo.

Temos, assim, o triangulo ABC'.

Movendo o Rotulo de um ponto para melhor visualizacao do tri-
angulo ABC.

Como fazer: Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre a caixa de
ferramentas Ponteiro (primeira caixa de ferramentas no topo da tela, da
esquerda para a direita) pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solta-lo
mova O cursor para baixo e, aparecendo a caixa de diadlogo, mova o cursor
até a palavra Mowver e, entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o Rotulo do ponto e pressione
o botao esquerdo do mouse.

Sem soltar o botao, mova o mouse até que o Rdtulo do ponto esteja numa

posicao mais adequada a visualizacao da figura.
Movendo retas e pontos do tridngulo ABC.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Ponteiro
(primeira caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita)
pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solta-lo mova o cursor para baixo
e, aparecendo a caixa de didlogo, mova o cursor até a palavra Mover e, entao

solte.
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Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre um ponto (ou reta) qualquer
do triangulo (aparecera um alo sobre o objeto) e pressione o botao esquerdo
do mouse.

Sem soltar o botao, mova o mouse, alterando o formato do triangulo
ABC.

5.3 Quadrangulo Completo
Objetivo:

Construir um quadrangulo, através de quatro pontos dados, trés a trés nao

colineares.
Marcar os pontos A, B, C e D.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Pontos
(segunda caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita),
pressione o botao esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo
e, aparecendo a caixa de dialogo, posicione-o sobre a frase Novo Ponto, entao
solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor na janela de visualizacao, escolha
uma posicao, clique com o botao esquerdo, para criar o primeiro ponto.

Repita o processo descrito no paragrafo anterior para construir os pontos

B, C' e D, em posicoes diferentes, na janela de visualizacao.
Construir as retas AB, BC, CD e DA.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas
Retas (terceira caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a

direita), pressione o botdo esquerdo do mouse, e sem solté-lo, mova o cursor
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para baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, posicione-o sobre Reta Definida
Por Dois Pontos, e entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto A (aparecera um
alo em torno do ponto) e clique com o botao esquerdo.

Mova o cursor até o ponto B e clique com o botao esquerdo.

Se o ponto C, ou o ponto D, estiver sobre a reta AB proceda como em
(), caso contrario siga para (41).

(42) Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas
Ponteiro (primeira caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a
direita), pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solté-lo, mova o cursor
para baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, mova o cursor até a palavra
Mover, e entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto (C' ou D) que estiver
sobre a reta AB e pressione o botao esquerdo do mouse.

Sem soltar o botao, mova o mouse até que o ponto nao esteja mais sobre
a reta.

(4%) Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Retas (a terceira caixa
de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita) pressione o botao
esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo e, aparecendo
a caixa de didlogo, posicione-o sobre Reta Definida Por Dois Pontos, e entao
solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto B (aparecera um
alo em torno do ponto) e clique com o botao esquerdo.

Mova o cursor até o ponto C' e clique com o botao esquerdo.

Se o ponto D estiver sobre a reta BC, proceder como (21t), caso contrario
ir para (iv).

(¢4%) Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas
Ponteiro (primeira caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a
direita) pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solta-lo mova o cursor

para baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, mova o cursor até a palavra
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Mover e, entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto D (aparecerd um
alo em torno do ponto) e pressione o botao esquerdo do mouse.

Sem soltar o botao, mova o mouse até que o ponto nao esteja mais sobre
a reta.

(4v) Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Retas (terceira caixa
de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita) pressione o botao
esquerdo do mouse e, sem solta-lo, mova o cursor para baixo e, aparecendo
a caixa de didlogo, posicione-o sobre Reta Definida Por Dois Pontos, e entao
solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto C (aparecerd um
alo em torno do ponto) e clique com o botao esquerdo.

Mova, o cursor até o ponto D e clique com o botao esquerdo.

Posicione o cursor sobre o ponto A (aparecerd um alo em torno do ponto)
e clique com o botao esquerdo.

Mova, o cursor até o ponto D e clique com o botao esquerdo.
Construir as retas AC e BD.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas
Retas (terceira caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a
direita), pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solté-lo, mova o cursor
para baixo e, aparecendo a caixa de dialogo, posicione-o sobre Reta Definida
Por Dois Pontos, e entao solte.

Posicione o cursor sobre o ponto A (aparecerd um alo em torno do ponto)
e clique com o botao esquerdo.

Mova o cursor até o ponto C e clique com o botao esquerdo.

Posicione o cursor sobre o ponto B (aparecera um alo em torno do ponto)
e clique com o botao esquerdo.

Mova, o cursor até o ponto D e clique com o botao esquerdo.
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Temos, assim, os quatro pontos e as seis retas que compoe o quadrangulo
completo ABCD.

Movendo o Rétulo de um ponto para melhor visualizagao do qua-
drangulo ABCD.

Como fazer: Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre a caixa de
ferramentas Ponteiro (primeira caixa de ferramentas no topo da tela, da
esquerda para a direita) pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solta-lo
mova o cursor para baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, mova o cursor
até a palavra Mowver e, entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o Rotulo do ponto e pressione
o botao esquerdo do mouse.

Sem soltar o botao, mova o mouse até que o Rotulo do ponto esteja numa

posicao mais adequada a visualizacao da figura.
Movendo retas e pontos do quadrangulo ABCD.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Ponteiro
(primeira caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita)
pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solta-lo mova o cursor para baixo
e, aparecendo a caixa de didlogo, mova o cursor até a palavra Mover e, entao
solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre um ponto (ou reta) qual-
quer do quadrangulo (aparecerd um alo sobre o objeto) e pressione o botao
esquerdo do mouse.

Sem soltar o botao, mova o mouse, alterando o formato do quadrangulo
ABCD.
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5.4 Triangulo Diagonal de um Quadrangulo
Objetivo:

Verificar que os trés pontos diagonais de um quadrangulo nao sao colineares.

Marcar os pontos de interseccao das retas AB e CD, AC e BD,
AD e BC.

Como fazer: Construir o quadrangulo ABCD.

Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Pontos pressione o botao
esquerdo do mouse e, sem soltd-lo mova o cursor para baixo e, aparecendo
a caixa de didlogo, mova o cursor até Interseccao de Dois Objetos e, entao
solte.

Posicione o cursor sobre a reta AB e clique com o botao esquerdo do
mouse.

Posicione o cursor sobre a reta CD e clique com o botao esquerdo do
mouse.

Na interseccao das duas retas serd marcado o ponto F.

Posicione o cursor sobre a reta AC e clique com o botao esquerdo do
mouse.

Posicione o cursor sobre a reta BD e clique com o botao esquerdo do
mouse.

Na interseccao das duas retas sera marcado o ponto F.

Posicione o cursor sobre a reta AD e clique com o botao esquerdo do
mouse.

Posicione o cursor sobre a reta BC' e clique com o botao esquerdo do
mouse.

Na interseccao das duas retas sera marcado o ponto G.
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Visualizar os pontos E, F e G.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Ponteiro
pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solta-lo mova o cursor para baixo
e, aparecendo a caixa de didlogo, mova o cursor até Mover e, entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre um dos pontos A, B, C ou
D e pressione o botao esquerdo do mouse.

Sem soltar o botao, mova o mouse, para que os pontos F, F' e G possam
aparecer todos na janela de visualizacao.

Pode ser que seja necessario movimentar mais que um dos pontos A, B,

C ou D.

Construir o triangulo EFG

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Retas,
pressione o botao esquerdo do mouse e, sem solta-lo, mova o cursor para baixo
e, aparecendo a caixa de dialogo, posicione-o sobre Reta Definida Por Dois
Pontos, e entao solte.

Posicione o cursor sobre o ponto F e clique com o botao esquerdo.

Mova o cursor até o ponto F' e clique com o botao esquerdo.

Posicione o cursor sobre o ponto F e clique com o botao esquerdo.

Mova o cursor até o ponto G e clique com o botao esquerdo.

Posicione o cursor sobre o ponto F' e clique com o botao esquerdo.

Mova o cursor até o ponto G e clique com o botao esquerdo.

Diferenciar as retas FF, EG e FG

Como fazer: Posicione o cursor sobre a reta EF' e clique com o botao
direito do mouse.
Na janela de didlogo, posicionar o cursor sobre Propriedades e clicar com

o botao esquerdo do mouse.
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Na janela Propriedades clicar em Cor com o botao esquerdo do mouse.

Com o botao esquerdo do mouse, clicar sobre uma das cores e depois
clicar em Fechar.

Fazer o mesmo processo para as retas EG e F'G.

E interessante que a cor das trés retas seja a mesma.
Movendo os pontos do quadrangulo ABCD.

Como fazer: Movimente um dos pontos (A, B, C ou D) e verifique

que os pontos F, F' e G sao colineares apenas quando nao ha o quadrangulo
ABCD.

5.5 Quadrilatero Completo
Objetivo:

Construir um quadrilatero através de quatro retas dadas, trés a trés nao

concorrentes.
Construir as retas a, b, c e d, distintas.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Retas,
pressione o botao esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo
e, aparecendo a caixa de dialogo, posicione-o sobre Reta Definida Por Dois
Pontos, entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor na janela de visualizacao, escolha
uma posicao, clique com o botao esquerdo, para criar o primeiro ponto. Mova
o cursor para outra posicao da janela, e clique novamente o botao esquerdo

do mouse (aparecera a reta a na tela).
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Repita o processo descrito no paragrafo anterior para construir as retas b,
c e d, em posicoes diferentes, na janela de visualizacao, tomando o cuidado

de trés das retas a, b, ¢, d nao serem concorrentes.
Marcar os pontos I, J, K, L, M e N, na interseccao das retas.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Pontos,
pressione o botao esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cur-
sor para baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, posicione-o sobre
Interseccao de Dois Objetos, e entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre a reta a e clique com o botao
esquerdo do mouse. Mova o cursor até a reta b e clique com o botao esquerdo.
Aparecera o ponto I, na interseccao das duas retas.

Agora, posicione, novamente, o cursor sobre a reta a e clique com o botao
esquerdo do mouse. Mova o cursor até a reta c e clique com o botao esquerdo.
Aparecera o ponto J, na interseccao das duas retas.

Repetindo o mesmo processo para as retas a e d, be c, bed, ced,
teremos os pontos K, L, M e N, respectivamente.

Se algum dos pontos nao estiver aparecendo na janela de visualizagao,
mova um (ou mais) dos pontos A, B, C, D, E, F, G ou H , até que todos
os pontos possam ser visualizados.

Temos, assim, as quatro retas a, b, ¢ e d, e os seis pontos I, J, K, L, M

e N, que formam o quadrilatero completo abed.

Movendo os Ro6tulos . Muitas vezes é interessante mover o Rotulo dos

pontos e/ou retas, para visualizar melhor um objeto.

Movendo retas e pontos. Pode-se mover os pontos e retas livremente,
apenas os pontos nas interseccoes nao podem ser movidos diretamente, pois

dependem da posicao das retas as que eles sao incidentes.
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Observacao. Podemos deixar a construcao com menos elementos, visualmente
mais limpa, retirando, no final, os pontos A, B, C, D, E, F, G e H. Basta
mover o cursor sobre o ponto desejado e clicar com o botao direito do mouse.

Na caixa de didlogo posicionar o cursor sobre Exibir Objeto, e clicar com
o botao esquerdo.

O ponto continua na construcdo, mas nao aparece na tela.

Caso seja preciso retornar o ponto, posicionar o cursor sobre a caixa
de ferramentas Mover (tltima caixa de ferramentas da esquerda para a di-
reita) pressione o botao esquerdo do mouse e, sem soltéd-lo mova o cursor
para baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, mova o cursor até a palavra
FEibir/ Esconder Objeto e, entao solte.

Posicione o cursor sobre o ponto (ou outro objeto) e clique com o botao

esquerdo do mouse, para que ele reapareca na tela.

5.6 Retas Diagonais
Objetivo:

Verificar que as trés retas diagonais de um quadrilatero completo nao sao

concorrentes em um ponto.
Construir as Retas diagonais de um quadrilatero completo.

Como fazer: Construir o quadrilatero completo abed, com os pontos
I=anb,J=aNc, K=and, L=bNe, M =bNde N=cNd.

Tracar as retas IN, JM e KL.

Alterar a cor das retas IN, JM e KL, de preferéncia as trés da mesma
cor.

Marcar o ponto O na interseccao das retas IN e KL.

Movendo os pontos do quadrilatero abcd.
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Como fazer: Movimente uma das retas a, b, ¢ ou d (ou algum dos
pontos que sdo incidentes a uma dessas retas) e verifique que, quando existe

o quadrilatero, o ponto O nao ¢ incidente a reta JM.

5.7 Construcao do Teorema de Desargues
Objetivo:

Construir dois triangulos perspectivos.
Triangulo ABC e ponto O.

Como fazer: Construir o triangulo ABC.

Marcar um ponto, nao incidente as retas do triangulo. O GeoGebra
nomeou (colocou o Rétulo) o ponto com a letra D.

Devemos alterar o Rotulo do ponto de D para O.

Posicionar o cursor sobre o ponto e clicar com botao direito do mouse. Na
caixa de didlogo posicionar o cursor sobre Renomear, e clicar com o botao
esquerdo.

Digitar o novo nome para o ponto D (digitar O).
Projecao do triangulo ABC pelo ponto O.

Como fazer: Tracar as retas OA, OB e OC.

Posicionar o cursor sobre a reta OA e clicar o botao direito do mouse.

Clicar com o botao esquerdo do mouse, sobre Propriedades.

Na caixa de dialogo clicar com o botao esquerdo do mouse sobre FEstilo.

Clicar com o botao esquerdo do mouse sobre a seta ¥ e mudar o Fstilo
da reta, clicando com o botao esquerdo sobre — — — — — .

Clicar com o botao esquerdo do mouse sobre Fechar.

Repetir o processo feito com a reta OA, para as retas OB e OC.
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Marcar os pontos A’, B’ e C".

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Pontos,
pressione o botao esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo
e, aparecendo a caixa de dialogo, posicione-o sobre a frase Novo Ponto, entao
solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre a reta OA, nao sobre os
pontos O ou A, e clique com o botao esquerdo do mouse, aparecerd um
ponto sobre a reta, com rotulo D. Alterar o rotulo desse ponto para A’.

Repita esse mesmo processo para marcar os pontos B’, na reta OB, e (',
na reta OC.

Construir o triangulo A’B’'C’.

Como fazer: Tracar as retas A'B’, B'C' e A’C".
Alterar as cores das retas A’B’, B'C’ e A’C’, de preferéncia a mesma cor

para as trés.
Marcar os pontos D, FE e F.

Como fazer: Marcar o ponto D na interseccao das retas AB e A'B’, o
ponto F na intersecgao das retas BC' e B'C’ e o ponto F' na intersecgao das
retas AC e A'C".

Se os pontos D, F e F nao aparecem todos na janela de visualizacao,

mover os outros pontos, até que se tenha todos os pontos na janela.
Verificar que os pontos D, E e F sao colineares.
Como fazer: Tracar a reta DF.

Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Inserir (décima caixa de

ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita), pressione o botao



5. Construcoes no GeoGebra 136

esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo e, aparecendo a
caixa de dialogo, posicione-o sobre a frase Relacao Entre Dois Objetos, entao
solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre a reta DF' e clique com o
botao esquerdo do mouse. Posicione o cursor sobre o ponto E e clique com
o botao esquerdo do mouse.

Aparecerd uma caixa com uma mensagem, clique sobre o OK com o botao
esquerdo do mouse.

Mova os pontos dos vértices dos triangulos ABC e/ou A'B'C’, e/ou o
ponto O.

Verifique que os pontos D, E e F continuam colineares.

5.8 Hexégono A1A2A3A4A5A6
Objetivo:

Verificar que se A; Ay, AsA,;, A5 A sao concorrentes em um ponto, e Ay As,
AyAs, AgA; sao concorrentes em um outro ponto, entdao as retas A; Ay,

AsAs e As Ay sao concorrentes.
Construir as retas A1A2, A3A4, A5A6, A2A3, A4A5 (& A6A1.

Como fazer: Marcar os pontos A e B, distintos.

Tracar as retas AC, AD e AF, nenhuma delas incidentes ao ponto B.

Marcar na reta AC os pontos, distintos, F' e G, nao coincidentes aos
pontos A e C.

Alterar os rotulos dos pontos F' e G para A; e Ay (na janela Renomear,
digitar A 1 para o primeiro ponto e A 2 para o segundo ponto), respecti-
vamente.

Tracar as retas BA; e BA,.

Marcar os pontos F' = ADNBA; e G =AE N BA,.
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Alterar os rotulos dos pontos F' e GG para Ag e Ags, respectivamente.

Marcar o ponto F', sobre a reta AFE, distinto dos pontos A, As e F, e nao
incidente a reta BA;.

Tracar a reta BF'.

Marcar o ponto G na interseccao das retas BF e AD.

Alterar os rotulos dos pontos F' e G, para A, e Aj, respectivamente.
Construir o hexégono A1A2A3A4A5A6A1.

Como fazer: As retas AJAQ, AgAg, A3A47 A4A57 A5A5 e A1A5 Jé

formam o hexagono.
Mostrar que as retas A, A;, AyAse AzAg sao concorrentes.

Como fazer: Tracar as retas A; A, Ay As; e AsAg.

Alterar a cor das retas A;A;, Ay A5 e A3Ag, de preferéncia as trés retas
com a Imesma cor.

Marcar o ponto F' na interseccao das retas A; A, e Ay As.

Se o ponto F' nao estiver visivel na janela de visualizacao, mover os pontos,
até que ele seja visivel.

Verificar com a Relacao Entre Dois Objetos que o ponto F' é incidente a
reta AsAg.

Mover os pontos e/ou as retas e verificar que, mantendo-se o hexagono,

a propriedade permanece valida.

5.9 Triangulos Perspectivos por uma Reta
Objetivo:

Verificar que dois triangulos perspectivos por uma reta sao perspectivos por

um ponto.
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Construir os triAngulos ABC e A’B’C’, perspectivos por uma reta.

Como fazer: Construir o triangulo ABC.

Desenhar a reta DFE.

Marcar os pontos FF = ABNDE, G=BCNDE e H=ACNDE.

Se os pontos F', G e H nao aparecem, todos, na janela de visualizacao,
mover os pontos do tridangulo até que sejam visiveis.

Marcar o ponto I, nao incidente as retas AB, BC', AC ou DE.

Renomear o ponto I para B'.

Tracar as retas B'F e B'G.

Marcar na reta B’F o ponto A’, distinto dos pontos B’ e F

Tracar a reta A’H e marcar o ponto C' = B'GN A'H.

Mudar a cor das retas A’'B’, B'C" e A’C".

Verificar que as retas AA’, BB’ e CC’ sao concorrentes em um

ponto.

Como fazer: Tracar as retas AA’", BB' e CC".

Em Propriedades, mudar o FEstilo das retas AA’, BB' e CC' para

Marcar o ponto O na interseccao das retas AA’ e BB'.

Verificar com Relac¢ao Entre Dois Objetos, que o ponto O é incidente a
reta CC'.

Mover os pontos e/ou retas, da construcao, e verificar que se mantendo

os tridngulos, o ponto O continua incidente a reta CC".

5.10 Conjunto Quadrangular de Pontos

Objetivo:

Construir um conjunto quadrangular de pontos.
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Construir um conjunto quadrangular de pontos.

Como fazer: Construir o quadrangulo PQRS.

Tracar a reta MN, nao incidente a qualquer dos pontos P, ), R ou S.

Em Propriedades, mudar o Estilo da reta MN para — — — — —

Marcar os pontos A = PQN MN, B=PSNMN, C = PRNMN,
D=RSNMN,E=QRNMN e F=QSNMN.

Se algum dos pontos A, B, C, D, E ou F nao estiverem visiveis na
janela de visualizacao, mover a reta MN ou algum dos outros pontos para

que fiquem visiveis.

5.11 Dois Quadrangulos Distintos com mesmo

Conjunto Quadrangular de Pontos

Objetivo:

Verificar que o sexto ponto de um conjunto quadrangular de pontos é deter-

minado de forma tnica pelos outros cinco pontos.

Construir dois quadrangulos distintos com o mesmo conjunto qua-

drangular de pontos.

Como fazer: Construir o quadrangulo PQRS e o conjunto quadrangu-
lar de pontos (AD)(BE)(CF).

Marcar um ponto (', ndo incidente as retas PQ, PR, PS, QR, QS, RS
e MN.

Em Propriedades, mudar a cor do ponto Q.

Tracar as retas Q’A e Q'E, e mudar a cor dessas duas retas para a mesma
cor do ponto Q'

Marcar o ponto P’ na reta (’A, e mudar a cor desse ponto para a mesma

cor do ponto @’.
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Tracar as retas P'C' e P'B, e mudar a cor dessas retas para a mesma cor
do ponto Q'.

Marcar o ponto R' = P'C'N Q' F, e mudar a cor desse ponto para a mesma
cor do ponto Q’.

Tragar a reta R'D, e mudar a cor dessa reta para a mesma cor do ponto
Q"

Marcar o ponto S’ = R'D N P’ B, e mudar a cor desse ponto para a mesma
cor do ponto @’.

Tracar a reta @'S’, e mudar a cor dessa reta para a mesma cor do ponto
@', e o estilo para — — — — — i

Verificar que o ponto F' é incidente a reta ()'S’.

Movimentar os pontos e retas para verificar que, mantendo os cinco pontos

do conjunto quadrangular, o ponto F' continua incidente a reta Q’S’.

5.12 Conjunto Harmonico
Objetivo:

Construir um conjunto harmoénico de pontos.
Construir um conjunto harménico de pontos.

Como fazer: Construir o quadrangulo PQRS.

Marcar os pontos A = PRN RS e B= PSN QR.

Tragar a reta AB, e marcar os pontos C = ABNPRe D =ABNQS.
Alterar a cor da reta AB e dos pontos A, B, C' e D.

Temos, entdo o conjunto harménico H (AB,CD).

Movimentar os pontos e retas e perceber a mudanca dos pontos harmo-

nicos.
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5.13 Projecao de um Conjunto Quadrangular

de Pontos em uma Reta
Objetivo:

Verificar que os pontos da projecao de um conjunto quadrangular em uma

reta dada, continua sendo um conjunto quadrangular de pontos.
Construir um conjunto quadrangular de pontos.

Como fazer: Construir o conjunto quadrangular (AD) (BE)(CF) a
partir do quadrangulo PQRS.

Projetar o conjunto quadrangular em uma reta.

Como fazer: Posicionar o cursor sobre a reta P(Q), clicar com o botao
direito do mouse. Clicar com o botao esquerdo do mouse sobre Fxibir Objeto.

Repetir este procedimento para as retas PR, PS, QR, QS e RS, e para
os pontos P, ), Re S.

Marcar o ponto O, nao incidente a reta AB.

Tracar as retas OA, AB, OC, OD, OF e OF. Modificar o estilo dessas
retas para — — — — — .

Tracar a reta T'U, nao incidente a O e distinta da reta AB. Alterar a cor
desta reta.

Marcar os pontos A’ = OANTU, B =0BNTU, C'"=0CNTU,
D=0DNTU,E =0ENTUeF = OFNTU. Alterar a cor desses pon-
tos para a mesma cor da reta TU.

Marcar o ponto V nao incidente a reta TU. Modificar o estilo desse
ponto para o.

Tracar a reta A’ V. Modificar o estilo dessa reta para -------«--«---- .
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Marcar os pontos H' = A’V N OF, I' = OEN A'V. Modificar o estilo
desses pontos para o.

Tracar as retas B'H' e C'I'.

Modificar o estilo das retas B'H' e C'I' para -+« - .

Marcar o ponto J' = B’"H' N C'I'. Modificar o estilo desse ponto para o.

Modificar o estilo das retas OD, OF e OF para -« -« .

Através do Exibir Objeto, esconder as retas OA, OB e OC e o ponto V.

Verificar que o ponto J’ é incidente a reta OD.

Movimentar as retas e pontos e verificar que o ponto J’ continua incidente
a reta OD.

5.14 Perspectividade em H (AB,CD)

Objetivo:

o)
Verificar que quando ABCDAA'BC'D’ ¢ uma perspectividade entre duas
retas distintas (com ponto de interseccao em B) e H (AB,CD), entao
H(A'B,C'D").

Marcar os pontos A, B, C e D em uma reta, de forma que
H (AB,CD).

Como fazer: Construir o conjunto harmoénico H (AB, CD), e esconder

(Exibir Objeto) as retas e pontos que formam o quadrangulo.

o
Construir a perspectividade ABCD A~ A’BC'D’.

Como fazer: Marcar o ponto O, nao incidente a reta AB.
Tracar a reta OA.
Marcar o ponto A’ sob a reta OA, distinto de O e A.
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Tragar a reta BA’.
Tracar as retas OC, OB e OD.
Marcar os pontos C' = OCNA'Be D'=0DNAB.

Verificar que H (A’'B,C’'D’).

Como fazer: Esconder as retas e OD.

Tracar as retas AD' e CFE.

Marcar o ponto F = OB N AD'.

Verificar que o ponto A’ é incidente & reta CFE.

Mover os pontos O e A’, e verificar que se mantém a relagdo harmonica

H(A'B,)C'D’', ou seja, o ponto A" permanece incidente a reta CE.

5.15 Trocar Pares de Pontos
Objetivo:

Verificar que por, no méaximo, trés perspectividades podemos trocar pares de

pontos de uma reta.

o
Construir a perspectividade AA’'BB’ A DEFB’.

Como fazer: Tracar a reta AB.

Marcar os pontos A’ e B’, incidentes a reta AB e distintos dos pontos A
e B.

Marcar o ponto C', nao incidente a reta AB.

Tracar a reta B'C.

Marcar o ponto O, nao incidente as retas AB e CB'.

Tragar as retas OA, OA’, OB e OB'. Modificar o estilo dessas retas para

Marcar os pontos D = B'CNOA, E=B'CNAOeF=BCnNBO.
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Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

A
Construir a perspectividade DEFB’ x CGFB.

Como fazer: Tracar as retas AE e AF.

Marcar o ponto G = BON AFE.

Esconder as retas EA’ e OB'.

Alterar o estilo das retas AF, AF e AB para — — — — — , e o estilo da
reta OB para ——.

Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

E
Construir a perspectividade CGFB x A’AB’B.

Com fazer: Tracar a reta EB.

Esconder as retas OA e AF.

Mostrar a reta OA’.

Alterar o estilo das retas EB’ e EB para — — — — — , e o estilo da reta
AB para ——.

Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

5.16 Projetividade entre Pontos de duas Retas

Distintas
Objetivo:

Verificar que através de dois centros de perspectividades, podem ser projeta-
dos os pontos A, B e C de uma reta, nos pontos A’, B’ e C’ de outra reta,

respectivamente.

Tracar retas e marcar pontos.
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Como fazer: Tracar as retas PQ e RS, distintas.

Marcar os ponto A, B e C, incidentes a reta P(), mas nao incidentes a
reta RS.

Marcar os pontos A’, B’ e (', incidentes a reta RS, mas nao incidentes a
reta P(Q).

T
Construir a perspectividade ABC A~ A’B” C".

Como fazer: Tracar a reta AA’. Alterar o estilo da reta para

Marcar os pontos T, incidente a reta AA’, e o ponto U, nado incidente as
retas AA’, PQ) ou RS.
Tragar a reta A'U.

Tracar as retas TB e TC. Alterar o estilo dessas duas retas para

Marcar os pontos B” = BTNAU eC"=CTNAU.

Mover os pontos e retas e verificar que a perspectividade nao se altera.

\4
Construir a perspectividade A’B”C” x A’B’'C".

Como fazer: Esconder as retas AA’, TB e TC.

Tracar as retas B'B” e C'C". Alterar o estilo dessa retas para — — — — — .
Marcar o ponto V = B'B" N C'C".

Tracar a reta VA’ e alterar seu estilo para — — — — — .

Mover os pontos e retas e verificar que a perspectividade nao se altera.

5.17 Projetividade entre Pontos de uma

mesma Reta

Objetivo:
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Mostrar que por, no méaximo, trés perspectividades podemos projetar os
pontos A, B e C em A', B" e (', respectivamente, onde todos esses pontos

sao colineares.
Tracar reta e marcar pontos.

Como fazer: 'Tracar a retas P(Q).
Marcar os ponto A, B, C, A’, B e (', incidentes a reta PQ.

F
Construir a perspectividade ABC A A;B;C;.

Como fazer: Marcar o ponto D na reta P(), distinto dos pontos A, B,
C, A" Bel(.

Marcar o ponto E, nao incidente a reta P(Q).

Tracar a reta DFE.

Marcar o ponto F', nao incidente as retas PQ ou DE.

Tracar as retas AF, BF e CF. Alterar o estilo dessas retas para

Marcar os pontos A; = AFNDE, B, =BFNDEe C; = CFNDE.

Mover os pontos e retas e verificar que a perspectividade nao se altera.

T
Construir a perspectividade A; B, C; x A’B"C".

Como fazer: Esconder as retas FA, FB e FC.

Tragar a reta A; A’. Alterar o estilo dessa reta para — — — — — .

Marcar os pontos T, incidente & reta A;A’, e o ponto U, nao incidente
as retas A; A’, PQ ou DFE.

Tragar a reta A'U.

Tracar as retas TB; e TC;. Alterar o estilo dessas duas retas para
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Marcar os pontos B” = BiITN AU e C" = CiTNA'U.

Mover os pontos e retas e verificar que a perspectividade nao se altera.

\4
Construir a perspectividade A’B”C” x A’B’'C".

Como fazer: Esconder as retas A;A’, TB; e TC;.

Tracar as retas B'B” e C'C”. Alterar o estilo dessa retas para — — — — — .
Marcar o ponto V = B'B" N C'C".

Tracar a reta VA’ e alterar seu estilo para — — — — — .

Mover os pontos e retas e verificar que a perspectividade nao se altera.

5.18 Perspectividade que Troca pares de Pon-

tos
Objetivo:

Verificar que para quaisquer quatro pontos distintos e colineares vale a pro-
jetividade ABCD A BADC.

Tracar reta e marcar os pontos.

Como fazer: Tracar a reta PQ).
Marcar os pontos A, B, C' e D incidentes a reta P(Q).

E
Construir a perspectividade ABCD x AB’'C'D’.

Como fazer: Marcar o ponto R, nao incidente a reta PQ).
Tracar a reta AR.

Marcar o ponto F, nao incidente as retas AR ou PQ.
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Tracar as retas AF, BE, CE e DE. Alterar o estilo dessas retas para
Marcar os pontos B = EBN AR, C' = ECNARe D' = EDN AR.
Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

D
Construir a perspectividade AB’C’'D’ x BB'C"E.

Como fazer: Esconder as retas EC' e FA.

Tracar as retas B'D e C'D. Alterar o estilo dessas retas para — — — — — .
Alterar o estilo da reta AQ) para — — — — — .

Alterar o estilo da reta EB para ———.

Marcar o ponto C” = DC' N BE.

Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

Cl
Construir a perspectividade BB’C”E A~ BADC.

Como fazer: Exibir a reta EC e esconder a reta B'D e D'E.
Tracar a reta C'B e alterar seu estilo para — — — — — .

Alterar o estilo da reta AR para — — — — — .

Alterar o estilo da reta P() para ———.

Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

5.19 Projetividade Parabédlica
Objetivo:

Construir uma projetividade parabélica.

Construir um quadrangulo e seu conjunto quadrangular.
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Como fazer: Construir o quadrangulo PQRS.

Marcar o ponto C' = PQ N SR.

Marcar o ponto A, incidente a reta PS e distinto dos pontos P e §.
Tragar a reta AC.

Marcar os pontos B = QSNAC, D= QRNAC e F=PRNAC.

P
Construir a perspectividade AEC A SRC.

Como fazer: Esconder as retas QS e QR.
Alterar o estilo das retas PR, P() e PS para — — — — — .

Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

Q
Construir a perspectividade SRC A BDC.

Como fazer: Esconder as retas PS e PR.
Exibir as reta SQ e QR. Alterar o estilo dessas retas para — — — — — .

Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

5.20 Projetividade Hiperbdlica
Objetivo:
Construir uma projetividade hiperbolica.

Construir um quadrangulo e seu conjunto quadrangular.

Como fazer: Construir o quadrangulo PQRS.

Tracar a reta MN, com todos os vértices do quadrangulo nao incidentes
a reta MN.
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Marcar os pontos A=PSNMN, B=QSNMN, C=SRnNDMN,
D=QRNMN, E=PRNMN e F=PQNMN, de maneira que os pon-

tos C' e F sejam distintos.

>N

Construir a perspectividade AEC

Como fazer: Tracar a reta PC.

Marcar o ponto G = PQ) N RS.

Esconder as retas QS e QR.

Alterar o estilo das retas PC', PR, PQ) e PS para — — — — — .

Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

Q
Construir a perspectividade SRCF A BDCF'.

Como fazer: Esconder as retas PS e PR.
Exibir as reta SQ e QR. Alterar o estilo dessas retas para — — — — — .

Mover os pontos e verificar que a perspectividade nao se altera.

5.21 Relacao entre um Quadrangulo e uma In-
volucao
Objetivo:

Verificar que os trés pares de lados opostos de um quadrangulo intersectam

qualquer reta, que nao passa pelos vértices, nos pontos de uma involucao.

Construir um quadrangulo e um conjunto quadrangular de pontos.
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Como fazer: Construir o quadrangulo PQRS.

Tracar a reta MN, de forma que qualquer dos vértices do quadrangulo
nao seja incidente a reta MN.

Marcar os pontos A= MNNRS, B=MNNPQ, C=MNNPR,
D=MNNQR, FE=MNNPSeF=MNNQ®S.

P
Construir a perspectividade ABCFE x GQHFS.

Como fazer: Tracar as retas PA e FP.

Marcar os pontos G = PAN QS e H= PCNQS.

Esconder as retas QR e SR.

Alterar o estilo das retas PA, PQ), PF', PR e PS para — — — — — .

Mover os pontos e retas , e verificar que a perspectividade nao se altera.

A
Construir a perspectividade GQHFS x PIHCR.

Como fazer: Tracar as retas QA e AH.

Marcar o ponto I = PR N QA.

Esconder as retas PF, PE e PB.

Exibir a reta SR.

Alterar o estilo das retas MN, SR, AH e AI para — — — — — .
Alterar o estilo da reta PR para ———.

Mover os pontos e retas , e verificar que a perspectividade nao se altera.

Q
Construir a perspectividade PIHCR x BAFCD.

Como fazer: Tracar a reta QC.

Esconder as retas AH, RS e PA.

Exibir as retas QP e QR.

Alterar o estilo das retas QR, QS e QC para — — — — — .
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Alterar o estilo da reta MN para ——.

Mover os pontos e retas , e verificar que a perspectividade nao se altera.

5.22 Como determinar uma Colineagao Pers-

pectiva
Objetivo:

Verificar que quando sao dados o eixo, o centro e um par de pontos homologos
(colineares com o centro, mas distintos do centro, e nao incidentes ao eixo),

a colineagao perspectiva fica bem determinada.
Construir centro, eixo e dois pontos da colineagao.

Como fazer: Tracar as retas PQ e AA’.
Alterar a cor da reta PQ
Marcar o ponto O incidente & reta AA’, mas distinto de A, A’e do ponto

de interseccao das retas PQ) e AA'.
Determinar a colineacao.

Como fazer: Tomar um ponto B, distinto de O e de A e nao incidente
as retas PQ e AA’.

Tracar a reta AB.

Marcar o ponto C' = ABNPQ).

Tracar as retas A'C' e OB.

Marcar o ponto B = OB N A'C.

Esconder as retas AB, A’B’ e OB e o ponto C.

Repetir esse mesmo processo para outros pontos, e conseguir seus homo-

logos.
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Movimentar os pontos O , A, A, P e/ou @ e verificar a mudanca da
colineagao.
Para os pontos na reta AA’, basta usar como referencial a reta que passe

por outros dois pontos homologos.

5.23 Triangulos Perspectivos e Colineacao

Perspectiva
Objetivo:

Verificar que uma colineacao perspectiva transforma qualquer triangulo, com
nenhum de seus vértices ou lados no eixo ou centro da colineagao, em um
triangulo perspectivo, onde o centro e o eixo de perspectividade dos triangulos

coincide, respectivamente, com o centro e o eixo da colineagao.

Construir trianguloABC e os pontos A’, B’ e (', respectivamente

homologos por uma colineacao.

Como fazer: Construir as retas PQ e RR'.

Marcar o ponto O, incidente a RR' e nao incidente a reta P(Q).

Marcar os pontos A, B e C e construir os respectivos pontos homologos
A’ B' e (', relativos a colineacao com centro em O, eixo P(@) e que relaciona
R com R'.

Esconder a reta RR'.

Tracar as retas AB, A'B’, AC, A'C’', BC, B'C’ e marcar os pontos
D=ABNAB,EFE=ACNAC eF=BCnNnBC.

Verificar que os pontos D, F e F sao incidentes a reta P(Q).

Movimentar os pontos, e verificar que se mantém essa relacao.

Esconder as retas AB, A'B', AC, A'C’, BC, B'C’' e os pontos
D=ABNAB,EFE=ACNAC e F=BCnNnBC.
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Tragar as retas AA’, BB e CC'.
Verificar que o ponto O ¢ incidente a essas trés retas.

Movimentar os pontos, e verificar que o ponto O continua incidente as
retas AA’, BB e CC'.

5.24 Conjunto Quadrangular de Pontos e Coli-

neacao Perspectiva
Objetivo:

Verificar que dois pares de pontos colineares e homologos, por uma colineacao,
formam com o foco e um ponto do eixo (colinear a esse par de pontos) um

conjunto quadrangular de pontos.
Construir os pontos colineares na colineacgao

Como fazer: Tracar as Retas PQ e RR', e marcar o ponto O, incidente
a reta RR' e ndo incidente & reta P(Q).

Marcar o ponto A, e construir o ponto A’, homoélogo a A pela colineacao.

Exibir a reta AA'.

Marcar o ponto B, incidente a reta AA’.

Construir o ponto B’, homologo a B pela colineacao.

Exibir a reta AA'.

Marcar o ponto £ = AA’ N PQ).

Construir quadrangulo FF'HG que gera (OF) (AB') (BA').
Como fazer: Marcar o ponto F' e construir o ponto £, homoélogo ao

ponto F' pela colineacao.
Tracar as retas FA e F'A’, e marcar o ponto G = FAN F'A’.
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Verificar que o ponto G é incidente & reta P().
Tracar as retas FB e F'B’, e marcar o ponto H = FBN F'B’.
Verificar que o ponto H ¢é incidente a reta P(), e distinto de G.

Mover os pontos e verificar que o conjunto quadrangular de pontos,
(OF) (AB') (BA'), nao se altera.

5.25 Relacao entre Colineacao, Involugao e Ho-

mologia Harmonica.
Objetivo:

Verificar que se uma colineacao é uma involugao, entao é uma homologia

harmonica.
Construir a colineagcao AA’'BB’ AN A’AB’B.

Como fazer: Marcar os pontos O e P, distintos.

Tracar a reta PA, nao incidente ao ponto O.

Tracgar a reta OA.

Marcar o ponto A’ incidente a reta OA, distinto de O e de A.

Tracar a reta PA’.

Marcar o ponto B, incidente a reta PA, distinto de P e de A.

Tracar a reta OB.

Marcar o ponto B’ = PAN OB.

Tracar as retas AB" e A’B, e marcar o ponto [ = AB' N A’B.

Tracar a reta PI.

Verificar que a reta PI é o eixo, ¢ 0 ponto O é o centro da colineacao que
relaciona os pontos A com A’ e B com B'.

Mover os pontos e retas, e verificar que o centro e o eixo da colineagao se

mantém sobre o ponto O e a reta PI, respectivamente.
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Verificar que a homologia é harménica.

Como fazer: Marcar o ponto Ay = PI N OA.
Tomando o quadrangulo PB’IB, temos H (AA’, OAy).
Mover os pontos e retas, e verificar que a relagao harmonica H (AA’, O Ay)

se mantém.

5.26 Pontos Auto Conjugados em uma Reta
Objetivo:

Verificar que ha no maximo dois pontos auto conjugados em uma reta.

Construcao de dois pontos, A e B, auto conjugados, de forma que
AaB A aAb.

Como fazer: Tracar a reta AB.

Posicionar o cursor sobre a reta e clicar com o botao direito do mouse.

Posicionar o cursor sobre Renomear, e clicar com o botao esquerdo do
mouse. Digitar r e clicar em OK.

Marcar o ponto R, nao incidente a reta 7.

Tracar a reta AR.

Posicionar o cursor sobre a reta AR e clicar com o botao direito do mouse.

Tracar a reta BR.

Posicionar o cursor sobre a reta BR e clicar com o botao direito do mouse.
Mostrar que nao ha mais um ponto auto conjugado, na reta r.
Como fazer: Marcar o ponto (), incidente & reta a, e distinto de R e

A.

Marcar o ponto §, incidente a reta b.
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Tracar a reta ¢ = AS.

Tracar a reta s = (B.

Marcar o ponto T'= ¢ N s.

Tracar a reta t = @)S.

Marcar o ponto C' =t Nr.

Tracar a reta ¢ = TR.

Marcar o ponto D =cNr.

Tracar a reta d = CR.

Tomar o quadrangulo QRST, e verificar que o ponto C' nao pode perten-

cer i reta c.
Mover os pontos e retas, e verificar que o ponto C' continua a nao ser auto

conjugado.

5.27 Elipse

Objetivo:

Construir uma Elipse.
Construir uma elipse.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas C'onicas
(sétima caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita),
pressione o botao esquerdo do mouse, e sem soltad-lo, mova o cursor para
baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, posicione-o sobre FElipse, e entao
solte.

Posicione o cursor sobre a janela de visualizacao e clique com o botao
esquerdo do mouse.

Posicione o cursor sobre outro local da janela de visualizacao e clique com
o botao esquerdo do mouse.

Escolha o formato da elipse e clique com o botao esquerdo do mouse.
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Movimente os pontos e perceba as mudancas que ocorrem com a elipse.

5.28 Hipérbole

Objetivo:

Construir uma Hipérbole.
Construir uma Hipérbole.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas C'onicas
(sétima caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita),
pressione o botao esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para
baixo e, aparecendo a caixa de didlogo, posicione-o sobre Hipérbole, e entao
solte.

Posicione o cursor sobre a janela de visualizacao e clique com o botao
esquerdo do mouse.

Posicione o cursor sobre outro local da janela de visualizacao e clique com
o botao esquerdo do mouse.

Escolha o formato da hipérbole e clique com o botao esquerdo do mouse.

Movimente os pontos e perceba as mudancas que ocorrem com a hipér-
bole.

5.29 Parabola

Objetivo:

Counstruir uma Parabola.

Construir uma Parabola.
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Como fazer: Tracar a reta AB.

Marcar o ponto C.

Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Conicas (sétima caixa de
ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita), pressione o botao
esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo e, aparecendo
a caixa de dialogo, posicione-o sobre Parabola, e entao solte.

Posicione o cursor sobre a reta AB e clique com o botao esquerdo do
mouse.

Posicione o cursor sobre o ponto C e clique com o botao esquerdo do
mouse.

Movimente os pontos e a reta para perceber as mudancas que ocorrem

com a Parabola.

5.30 Polar e Céonica
Objetivo:

Construir o polar de um ponto interno ou externo a conica.
Tracar duas secantes a uma conica.

Como fazer: Construir uma conica (elipse, hipérbole ou parabola).
Marcar o ponto D, nao incidente a conica.

Tracar as retas b e d, incidentes ao ponto D e secantes a conica.
Marcar os pontos G e I nas interseccoes da reta b e da conica.
Marcar os pontos J e K nas interseccoes da reta d e da conica.
Esconder os pontos A, B, C, E e F.

Construir os quadrangulos ILGM e KLJM.
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Como fazer: Tracar as retas IJ e KG, e alterar o estilo dessas retas
para — — — — — .

Marcar o ponto L = IJ N KG.

Tracar as retas IK e GJ, e altera o estilo dessas reta para — — — — — .

Marcar o ponto M = IK N GJ.

Movimentar os pontos e verificar as modificacoes no quadrangulo KLJM.
Construir a relagdo harmoénica H (GI, D’'D).

Como fazer: Tracar a reta LM e alterar seu estilo para — — — — — .
Marcar o ponto D' = LM N IG.

Pelo quadrangulo KLJM , temos a relagdo harménica H (GI,D'D) .
Movimentar os pontos e retas para verificar que a relacdo harmonica

H (GI,D'D) nao se altera.
Construir a relagdo harménica H (KJ, D" D).

Como fazer: Marcar o ponto D" = LM N KJ.
Pelo quadrangulo ILGM, temos a relacao harmonica H (K.J, D'D) .

Movimentar os pontos e retas para verificar que a relacao harmonica
H (K J,D'D) nao se altera.

Determinar o polar do ponto D.

Como fazer: Esconder as retas KL, KD", KM, ID’, IL e MJ.
Esconder os pontos I, K, J, G e L.

Exibir os pontos A, B e C.

O polar do ponto D ¢é a reta D'D”.

Movimentar os pontos e verificar a mudanca do polar do ponto D.
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5.31 Quadrangulo Inscrito e Triangulo Auto

Polar

Objetivo:
Verificar que se um quadrangulo esta inscrito em uma conica, seu trian-

gulo diagonal ¢ auto polar.
Construir o quadrangulo DEF'G inscrito em uma conica.

Como fazer: Construir uma conica.

Esconder os pontos A, B e C.

Marcar os pontos D, E, F' e (G, incidentes a conica.
Tracar as retas DE, DF, DG, EF, EG e FG.

Construir o tridngulo diagonal HI1J.
Como fazer: Alterar o estilo das retas DE, DF, DG, EF, EG e FG

Marcar os pontos H = DFNEG, [ = EFNDGe J=FGNDE.
Tracar as retas HI, IJ e HJ.

Triangulo Auto Conjugado.

Como fazer: Marcar os pontos I’ = JH N DG e I” = JH N EF, e pelos
quadrangulos EJFH e JHDG podemos concluir que a reta HJ é o polar de
I.

Mover os pontos e verificar que a propriedade se mantém.

Esconder os pontos I’ e I"”.

Marcar os pontos H' = JINEG e H" = JI N DF, e pelos quadrangulos
IDFJ e IGEJ podemos concluir que a reta IJ é o polar de H.

Mover os pontos e verificar que a propriedade se mantém.
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Esconder os pontos H e H”.
Marcar os pontos J' = [H N DE e J”" = [H N FG, e pelos quadrangulos
FGIH e DIEH podemos concluir que a reta HI é o polar de J.

Mover os pontos e verificar que o triangulo HIJ continua auto polar.

5.32 Triangulo Inscrito em uma Conica
Objetivo:

Verificar que quando um triangulo esta inscrito na coénica, qualquer reta
conjugada com um dos lados, desse triangulo, intersecta os outros dois lados

em pontos conjugados.
Construir um tridngulo inscrito em uma cénica.

Como fazer: Construir uma conica.

Esconder os pontos A, B e C.

Marcar os pontos D, FE e F', distintos e incidentes a conica.
Tracar as retas DE, EF e DF.

Construir o quadrangulo DFEFI.

Como fazer: Marcar o ponto G, incidente a reta DE, e distinto dos
pontos D e E.

Tracar a reta GF.

Marcar o ponto I, na interseccao da reta GF com a conica, distinto de
F.

Tracar as retas DI e EI.

Construgao do tridngulo diagonal.
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Como fazer: Marcar os pontos J = DFNEl e K = EF N DI.

Como G = DE N FI, temos o triangulo diagonal GJK.

Tracar a reta JK, que é o polar do ponto G, e portanto conjugada a reta
DE.

Movimentar os pontos, e verificar que os pontos J e K continuam sendo

pontos conjugados.

5.33 Ponto Externo e seu Polar

Objetivo:
Verificar que o polar de um ponto externo passa pelos pontos de contato

das tangentes tragadas deste ponto a conica.
Construir uma cénica e um ponto externo.

Como fazer: Construir uma conica.
Esconder os pontos A, B e C.

Marcar o ponto D, externo a conica.
Tracar o polar do ponto D.

Como fazer: Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Rela¢oes
(quarta caixa de ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita),
pressione o botao esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo
e, aparecendo a caixa de dialogo, posicione-o sobre a frase RetaTangente,
entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto D e clique com o
botao esquerdo.

Posicione o cursor sobre a conica, e clique com o botao esquerdo do mouse.

Marque os pontos E e F' na interseccao das retas tangentes com a conica.

Tracar a reta EF', que é o polar do ponto D.
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Exibir os pontos A, B e C.

Movimentar os pontos para verificar a mudanca do polar.

5.34 Dois Pontos na Conica

Objetivo:
Verificar que, dados os pontos fixos D e F em uma conica, e um ponto F’

variando sobre a conica, entao para as retas u = DF e v = EF, tem-se u A v.
Construir a conica e os pontos.

Como fazer: Construir uma conica.
Esconder os pontos A, B e C.

Marcar, incidentes a conica, os pontos D, £ e F.
Construir a projetividade u A v.

Como fazer: Tracar a reta d, tangente a conica, pelo ponto D.
Tracar a reta e, tangente a conica, pelo ponto E.

Marcar o ponto G = e N d.

Tracar as retas ¢ = DE, w = DF e v = EF.

Marcar os pontos H = EGNa, [ = DGNaeJ=DENFG.
Tracar a reta HI, que é polar do ponto J.

Movimentar os pontos e verificar que a projetividade permanece.
5.35 Hexagono Inscrito em uma Conica

Objetivo:

Verificar que se um hexégono estad inscrito em uma coOnica, os trés pares de

lados opostos se intersectam em pontos colineares.
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Construir um hexagono, inscrito em uma cénica.

Como fazer: Construir uma conica.

Esconder os pontos A, B e C.

Marcar os pontos distintos A;, Ap, As, A;, A5 e Ag, incidentes a conica.
Tracar as retas A;Ap, AgAs, AsAy, AjA5, AsAg e AjAg.

Marcar os pontos das interseccoes dos lados opostos.

Como fazer: Marcarospontos D = A; Ay NAj A5, B = ApgAs N AsAg
e I'=AsA,NA;As.

Tracar a reta DFE.

Verificar que o ponto F' é incidente & reta DE.

Exibir os pontos A, B e C.

Movimentar os pontos, e verificar que os pontos F', D e E permanecem
colineares.

Movimentar um dos pontos do vértice do hexagono, aproximando-o de
um dos vértices adjacentes. Por exemplo, aproximar o vértice A, do vértice

A; (ou Aj), e verificar o que ocorre com a reta A; Ay (ou Az As).

5.36 Tangente a uma Conica

Objetivo:
Utilizar a construcao anterior, para tracar a reta tangente a uma conica por
um ponto incidente a conica.

Marcar um ponto incidente & uma coénica.

Como fazer: Construir uma conica.
Esconder os pontos A, B e C.

Marcar o ponto A; incidente & conica.
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Construir um pentigono inscrito a conica.

Como fazer: Marcar os pontos Ay, As, A, e A5, incidentes a conica e

distintos entre si e do ponto A;.
Tragar as retas A]AQ, AQAg, A3A4, A4A5 e A5A1.

Marcar os pontos das intersecgoes dos lados opostos.

Como fazer: Marcar 08 pontos D =AAsNA;As e
E=AA,NA A5

Tracar a reta DFE.

Marcar o ponto F' = DE N A3A,.

Tracar a reta A; F, modificar a cor dessa reta.

Verificar que a reta A; F' tem apenas um ponto em comum com a elipse.

Movimentar os pontos Az, Az, A, e As e verificar que areta A; F' continua
tangente a conica.

Movimentar o ponto A;, para verificar outras tangentes a conica.

5.37 Conica por cinco Pontos
Objetivo:
Verificar que cinco pontos, trés a trés nao colineares, determinam uma conica.

Marcar cinco pontos, trés a trés nao colineares.

Como fazer: Marcar os pontos, distintos, A, B, C, D e F, trés a trés

nao colineares.

Tracar a cbnica:
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Como fazer: Tracar as retas AB, BC, CD e DE.

Marcar o ponto F = ABN DE.

Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Circulo (sexta caixa de
ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita), pressione o botao
esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo e, aparecendo a
caixa de dialogo, posicione-o sobre a frase C'irculo dados Centro e Um de seus
Pontos, entao solte.

Utilizando o mouse, posicione o cursor sobre o ponto F', e clique com o
botao esquerdo do mouse.

Mova o cursor, até que os pontos A, B, C', D e E se encontrem, todos,
no interior do circulo.

Clique com o botao esquerdo do mouse, aparecerd o ponto G.

Marcar o ponto H, sobre a linha do circulo, ndo incidente as retas AB,
BC, CD e DE, e distinto de G.

Tracar a reta FH.

Marcar os pontos I = BCNFH e J=CDNFH.

Tracgar as retas EI e AJ.

Marcar o ponto K = EI N AJ.

Esconder as retas AB, BC, CD, DE, EI, AJ e FH.

Esconder os pontos F', G, J e I.

Esconder o circulo.

Posicione o cursor sobre a caixa de ferramentas Rela¢oes (quarta caixa de
ferramentas no topo da tela, da esquerda para a direita), pressione o botao
esquerdo do mouse, e sem solta-lo, mova o cursor para baixo e, aparecendo
a caixa de dialogo, posicione-o sobre a frase Lugar Geométrico, entao solte.

Posicione o cursor sobre o ponto K e clique o botao esquerdo do mouse.

Posicione o cursor sobre o ponto H, e clique com o botao esquerdo do
mouse.

Visualize a conica.

Esconder o ponto H.
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Movimente os pontos A, B, C, D e FE, e verifique que a conica vai se

alterando, de acordo com as novas posicoes desses pontos.
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