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Introdugao 2

Introducao

Em 1982, em sua tese de doutorado no IMPA [Col], Celso José da Costa
obieve as equagdes do primeiro exemplo de superficie minima, completa,
mergilhada e de curvatura total finita, além do plano e do catendide, a

chamada superficie de Costa.
Em [Col], Costa ndo havia demonstrado que toda superficie era mer-

gulhada, mas ele mostrou gue seus fins eram merguthados, faltava assim,
demenstrar gue o "nicleo” desta superficie era mergulhado. David Hoffman,
ds Universidade de Amherst, conseguin colocar as equagbes de Costa em
um programa de computagao grafica e verificar que a superficie era de fato
merguthada, isto §, ndo tinha auto-infersecgbes. E ainda, a vis@o espacial
da superficie permitia ver que ela possuia muitas simetrias, que estavam es-
condidas nas equagdes de Costa, e que foram essenciais para a demonstragao
do mergulho. Com isso, Hoffman e Meeks, [HM], mostraram que de fato a .
superficie de Costa é mergulhada.

E o objetivo central desta dissertacio € mostrar detalhadamente que a -
superficie de Costa é mergulhada. Este trabalho se dividird, basicamente,
em trés partes. Na primeira parte, capitulo 1, construiremos a teoria de su-
perficies minimas e representagac de Welerstrass, necessédrias aos dois capitu-
los posteriores, seguindo o livro de Osserman. Na segunda parte, capitulo 2,
nds enumeraremos alguns resultados de fungoes elipticas ¢ P-funcéo de Weier-
strass, para podermos mostrar a existéncia da superficie de Costa, seguiremos
[B,C]. Na tltima parte, capitulo 3, nés completaremos o estudo do mergulho
da superficie, estudando o seu "centro”. Para isso, mostraremos que a su-
perficie de Costa pode ser dividida em oito partes congruentes e disjuntas e
que cada parte é mergulhada, e consequentemente, toda a superficie é mer-
gulthada. Esses célculos foram feitos por Hoffman e Meeks [HM].



Capitulo 1

Conceitos Basicos e a
Representacao de Weierstrass

1.1 Introducgao

Neste primeiro capitulo apresentaremos alguns conesitos basicos da teoria de
superficies minimas, que serdo titeis para desenvolver a dissertagao; seguindo

[0s1].

1.2 Conceitos Basicos e Superficies Minimas

Sendo M um espago Hausdorfl, com base enumerével, onde cada ponto tem
umsa vizinhanga homsomorfa a um dominio em R®, nds definimos atlas da
seguinte forma:

DPefinicao 1.1 Um atlas A para wma n-variedade M € uma colegdo de friplas
(Ba,0a,Fy), onde By € wm dominio em IR®, O, um aberlo em M, F, € umn
homeomorfisme de Ry em Oy ¢ 1J,On = M. Cada lripla é chamada como

sistermna de cpordenadas locais.

Definimos também uma estrutura C°° em M como sendo um atlas max-

imal A para o qual F! o Py € 0™, guando definido.

3



Capl:Conceitos Basicos e a Hepres. de Weierstrass 4

Sabemos que uma n-variedade M € orientivel se ela possui um atlas tal
que cada transformacio F, ™ o F tem jacobiano positivo, guando definido.

Uma orientagdo de M € a escolha de tal atlas,

Py

Observagao 1.2 Uma aplicaggo C®, F : U — V, com UV C R ¢
chamade aplicagdo conforme se para todo p € U e todo vi, v € T{U) nds
temos < dip{vy), dFp{va) >= A*(p) < vy, >p, onde A* € wma fungdo difer-
enciduvel nae nula em U, em oulrus palavras, preserva angulo. Se, além disso,
tal apticocao preservar oﬁlentag&o, ela € chamada de estrilamente conforme.
FPara o nosso case, estritamente conforme e conferme i€m o mesmo signifi-

rado.

Definigio 1.3 Uma estruture conforme em M £ um atlas pora o qual

F,"' o Fg é uma aplicagdo conforme, guando definido.

Seja M uma n-variedade com uma estrutura C™ A, e M uma n-variedade
com uma estrutura O°A. Uma aplicagio contfmua f : M — M serd
chamada uma aplicagio 0™, denotada por f € Cm,lse cada
FylafoF, €™ quando definida.

Definicac 1.4 Uma superficie C* S, em IR?, é uma 2-variedade M com

uma estrutura C™, junto com uma aplicagdo C™, X : M —— IR3.

Como a utilizacao de métodos de andlise complexa se mostrard muito
proveitosa no estudo das superficies minimas, consideraremos inicialmente
M C €, dominio do plano complexo e temos entdo a seguinte definicdo

proviséria, tomando a estrutura como sendo {D, D, Id).

Definigao 1.5 Uma superficie C* S, em B®, é uma aplicagcdo C* X (u)
D — R® onde D & um dominio do plane complezo, onde u = wuy + iu, ¢
X(’Z.L} = (Xl ('!L), X2 (u)i X3 (’U))
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Observaremos num resultado posterior, teorema 1.23 e na segao que fala
da representacio de Welerstrass, que esta dltima defini¢o ndo é restritiva

no casc de superficies minimas, mas é nos outros casos.

Definicao 1.6 Segjam u = u; + iUy um elemento de D e S umna superficie
C* dada pela aplicagdo C°, X (u): D — IR®. Se a matriz jacobiana A tem

posto 2 em cada ponto de D entdo dizemos gue S € regular, onde A = {a;;),

9X; :
iy = “"—_?“ zxuj ; B= }-12;3 AV 12

j
Observagao 1.7 Tal definigdo € equivalente a dizer que existem 1,7,
1< i< §< 3 tal que
NX;: X;

5(?’!“} 3 'UQ)

ou ainda, que X,, ¢ Xy, sdo linearmente independentes.

Neste trabalho, consideraremos apenas 0 case de superficies orientédveis
em R, Assim temos a existéncia de um campo normal e unitério, N, positivo
em relagso ac atlas de orientagio, nos pontos regulares. Este campo é dado

por

Seia & uma superficie ™, como definida em 1.5, X induz ums métrica em

D dadsa por
g‘ij = Xungu_f >

em cada ponto onde 5 € regular.

Uma curva divergente em uma superficie § em J®, S dada na defini-
gao 1.5, é uma aplicaghio C% ¢ : [0,00) — IR, onde ¢{[0,00)) C X{D),
tal que para cada subeonjunto compacte K € X{D) existe um tp € (0, o0)
com @{t} ¢ K para t > fg. E o comprimento de tal curva € definido por

By oe fp | ©/(2) | dI, na métrica induzida em D.
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Para facilitar a notagdo identificaremos S com X{D}. E assim, podemos

definir superficie completa, a superficie como definida em 1.5,

Definicio 1.8 Uma superficie S em IR® é completa se o comprimento, dado

pela métrice induzida em D, de cadn curva divergente € tkmilado.

Daremos agora um resultado, que facilita a demonstragao de completude
de slgumas superficies, N&s podemos observar que esse resultado nao se

aplica somente &s superficies definidas em 1.5.

Teorema 1.9 Uma sequéncia de pontes {p,} em S ¢ uma sequéncia de
Couchy na distdncia intrinseca d, se dado ¢ > 0 existe ngeN tal que guando
n, >Ny temos d{ps, Pe) < €. 8 € completa se e somenle se cada sequéncia

de Cauchy em § converge para um ponie em 5.

Demonstragéb: Provemos que se S é completa entéio cada sequéncia de
Cauchy em § converge para um ponto em S. Suponhamos que existe uma
sequéncia de Cauchy, {5,}, em § que néo converge em S. Daf, {5,} escapa
de qualquer compacto, Definimos a curva ¢ : [0,00) —— S, tal que @ g 3=
@01 :00,1} = S, -, fer ™= @n : B~ 1,m) ==+ 5, -, & ; é uma curva C~
unindo os pontos S; e S;,1 de S,. Reparametrizemos ¢, por comprimento
de arco e definimos

Gnlt) = wul5) |

~daf | 4,/(t) |= 1/nt. Assim,
[iewa=
= [ ratr s [ 1@ s =

ﬂ.—
[ ac)
P

1
o<
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Absurdo, pois § € completa.
Agora, demonstremos a reciproca, ou seja, se toda sequéncia de Cauchy

em S converge para um ponto em S entdo S € completa.

Suponha que 5 ndo seja completa, isto é, que o comprimento de alguma
eurva o, divergente em 5, é lirnitada, € seja £() = r 0 comprimento da curva
0, @1 la, 00} — 8. Seja fy € [a,00) tal que

r
e o) =7 — 3
denotemos @) = py ; Seja iy € [g,00) tal que
.
Ut ) =7 — 53,
denotemos @{ty) = pg; Seja 1, € [g,00) tal que
T
g(tp il'u!tﬂ]) = e E,; )
denctemos @{in} = p,. Mostraremos que {p,} ¢ uma sequéncia de Cauchy
na distancia intrinseca, d. Para Vz > 0 mostremos gue existe ng € {0, 00} tal

que pata n,7m 2 1y temos d(py, pm) < €. Temos que

d(pn:pm) g d(pmz pm—f—l) + d{pm—{—l $Pm+-2) +ore d‘(Pm-i—n-—l spn) S

T T
= gm41 +2m+2+“'+mﬁmk=
daf temos
— P
k=-— 4 - < ==
o + o < o £,
e assim,
m > logy—
Tomando
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termos que para n,m < ng temos d(pn,Pm) < & Desta forma, temos que
{pn} converge para um ponto pp € 5, por hipitese, e daf conseguimos um
compacto O = P tal que (1} € C para t > f;, para algum to. Absurdo, pois

@ é divergente. Portanto, § é completa 0.

Daremos agora a definicio de superficie minima. Temos que
.
Giy =< Ky, Ky, >
€ a métrica definida nos pontos regulares e usaremos a seguinte notagao
b,‘_?' == Xu,;uj: N>,

onde N é o vetor normal, unitério e positivo da superficie em questéo, onde
X, 1; e 1, sho como na definiggo 1.6. Definimos a curvatura média, H, de §

por:
I g2abiy + gubaz ~ 2010010
2det{gis) '

Definicao 1.10 Uma superficie S € uma superficie ménima se sua curvetura

média H se anula em cade ponto regular.
Assim, a equagao
Gaabii + gubar — 2g19b1z = 0
¢ chamada equagao da superficie minima.

Observacao 1.11 Sejam 4,5 deis inleiros distintos variondo de 1 a 2 e D
um dominio no plane (Xi, X;). As equagdes Xy = uy, Xg = uy e Xg =
Fluy, up) definem wma superficie 5§ em IR® ¢ dizemos que tal superficie esid
na forma ndo-paramétrica ou na forma explicita. Esta superficie € o grifico

da aplicagde f (ul,u.g).
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Observacao 1.12 Numa superficie minima, ndo constante, 08 pontos sin-

gulares sdo isvlados, portantio podemos estender H como zero para toda o

superficie.

Para uma superficie deste tipo, a equagao da superficle minima toma a
seguinte forma:

Of o Of of 8f ., 8 &f 5 f
5% Ve ~ Max e axax, Tt G ) ez =0

1 () Mo

Agsim, uma das maneiras de achar exemplos de superficies minimas ¢
encontrar a solugdo dessa equagdo. No entanto, o teorema de Bernstein,
ver [Osl], diz que as vinicas superficies minimas que séo graficos completos,
sdo os planos, utilizaremos a forma nio paramétrica para desenvolver al-
guns calculos gue serao dteis na demonstragdo do tecrema da existéncia de
parametros isotérmicos para superficies minimas que serd visto na segio pos-
terior. Seja entdo a superficie na forma Xy = uy, Xp = uy e X3 = fluy, us),
f de classe C%. Entéao '

i

_ af 0181
Xu; e (1:0351;) b Xuﬁ - (0:15 3‘1&2)

e
af
w< Xy Xy, >=1 2
gi1 =< 11X1 +(6’d}) 3
- Of Of
= Xu Vit al-alraua
g =< za*X p H 18u2

o
i =< Koy, Koy >= 14+ (5117

Introduzindo a notacao abaixo
of _8f _®f _ &f _&F

o, T ax, T axi ° T axoX, 0 1T X2
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temos que a equacdo da superficie minima pode ser eserita como

8
+(1 +p2)é~§—2- =0 (1.1)

(14 2~ () + )

O

(L+¢%r —2pg)s +(1+p*t =0 {(1.2)
e temos também que
gn=14+p", gro=p9, gu=1+¢",
dai

detgi; = 1+ p° + ¢ + p°q% ~ (pg)* .

Usaremos a notagao W = \/;fuetg,,j' Tomemos uma variagao da superficie,
f = f+ Ak onde A é um niimero real e h G (" no dominio de definicdo D de
[ Usaremos tambem & nctag,ao

8r . PNaL

ax, 174 ax,

P p-H\

assim W2 = W2+ 20X + )Y, onde

X =[(14¢")p - (pa)q) c‘f; +10+7)a - ol 8X

e Y é continua em X, Xo. Disso segue que W = W + A% 4+ AZ, onde
Z é continua. Agora consideraremos uma curva fechada I' no dominic de
definiggo de f(X;, Xy} e seja o a regiso limitada por I. Se a superficie
X3 = f(X1,Xq), sobre o, minimiza a drea dentre todas as superficies com 3

mesma fronteira, entdo para cada escolha de A tal que B = 0 em I, nds temos

] / WdX,dX, > f f WdX,dX,
& el



Capl:Conceitos Basicos e a Re;ﬁres. de Weierstrass 11

onde por definicio a drea da superficie X; = f{X;, X,) sobre o é

// \/fgétgtjdXIdXQ.
o

Ohbservemos que a desigualdade anterior € possivel somente se

/.-

Mas
[+
e W -
B 1+ q2) _pg,Oh (14 p 3}1
/f {— Wiy, t g X, tiXd X, =0,
donde m:tegra_ndo‘se por partes e usando o fato que i = D em L', nds encon-
tramos
1 + q 8 1+g
oo Tt hdXyd Xy =0 .
s %, W A A a2

Pelo mesmo raciecinio usado acima, segue que a equacio

g 1+4¢* pq & 149 pg
e A - = {)
deve valer sempre. Desde que encontramos essa equacio, é facil verificar que
isso é uma consequéncia da equagdo da superficie minima. De fato, a dltima
equacac pode ser escrita como a soma dos trés termos abaixo:
[}« +¢ 8 pg, g ap

(- O

1+p% 8p |
W 8X, W 9X, 08X,

W ax,

B R o St

W T G, W
O primeiro termo se anula pela equagdo 1.1. Expandindo-se o coeficiente de

p no segundo termo, nds encontramos a expressao
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b2 (1~§~t}2)_~ g (?ig
axy" W axX, W

1
= llPg)g — L+ @)l + @) — 2pg)s + (1 +p7)1]
o qual se anula pela equagio 1.2. Trocando ¢ por p e X por X3, nds notamos
que o coeficiente de g no terceiro termo também se anula e assim fica provado

a Gltima afirmagao feita.

Nestes céleulos, nos também mostramos que as equagoes :

g 14+¢° 8 .pg
W) = W
(1.3)
a8 .pq 8 ,1+p°
%W < W)

sao satisfeitas para cada soln¢io da equagio da superficie minima.

1.3 Parametros Isotérmicos e Representacgao
Complexa

Nesta segio, introduziremos a representacac complexa para superficies para
que possamos usar a teoria de varidvels complexas e assim simnplificar alguns
caloulos e notagdes, bem como dar nos condiges de provar alguns resultados

gue serao iifeis na préxima se¢ao.

Definigao 1.13 Dada uma superficie regular S definida por X{u), como na

definicao 1.5, temos que, se
41 = g~ E Xy Eg = ﬁ Xua EZ € Gig =< X‘Us]aXuz == )

ou gi; = A28 e X = Mu) > 0, 08 pardmetros uy, up sdo chamados pardmetros

tsalérmicos.
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Em resultados posteriores nds assumiremos que as superficies podem ser
representadas localmente em termos de parfmetros isctérmicos. No entanto,
a existéncia de tais pardmetros ndo é imediata, Para o caso de superficie C*
hé um teorema geral garantindo a existéncia. Seguindo [Osl), daremos aqui

wma prova para o caso de superficies minimas,

Teorema 1.14 Sejo § uma superficie mingma.  Cade ponto regular de §
tem wma vizinhenca na gual existe uma reparametrizacdo de S em termos de

parémetros 15et€rmicos.

Para a demonstragio de tal teorema precisaremos de um lema,

Lema 1.15 Seja 5 uwma superficie X{u), € s¢ja v = a0 um ponto no gual
5 € regular. Eniao eviste uma wvizinhanca V' de a, tal que o superficie o
obtida por restrigie de X(u) a V tem uma reparametrizacdo T na forma ndo

paramétrics.

Demonstracao: Pela observagio 1.7, e usando o teorema da aplicagio in-
versa, nos dizemos que existe uma vizinhanga V de a na qual a aplicacio
{ug, 49} — (X, X} é um difeomorfismo. Assim sendo, se X(u) € 7, a
aplicacio inversa (X;, X;} — (uy,u9) também pertence 4 O™, e o mesmo é
verdade para a aplicacio composta {X;, X;) — {(ur,uz) — (X3, Xy, X3) a
qual define T 0.
Agora demonstraremos o tecrera 1.14 , assumindo que

(Xs, X;) = (X3, Xa).

Demonstragao: Pelo lema anterior podemos encontrar ums vizinhanga de
um ponto regular no qual S pode ser representada na forma nio paramétrica.
Assim, temos que as equagOes 1.3 s8o satisfeitas em algum disco, 4, dado

Cpor (X —a1)® + (Xy — a3)* < b. O teorema de Green nos garante que dado
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um campo (M{X1, Xa), N(X1,X3)) € O, existe f tal que

of
8X1 = M(XI:XQ)
e af
a‘; - N(X}, Xg)
(lsto e, Vf(Xl,Xg) (ﬁ‘f(X],XQ} (.X;,Xg})) 5¢
8M  ON
BX 8){ e VX3, Xy € A

Deste resultado, temos que as equagbes 1.3 implicam na existéncia de fungoes
F(X3, Xa), G(X;, X») neste disco satisfazendo

8F 1+p® 8F pg
ax; W 08X, W'
oG pq oG 1+4°

8X, " AX, W

W p e g como visto na segdo anterior, Se nés considerarmos

=Xy + F(Xy, Xo) 6= X + G(X1, X)) (14)

nos enconiramos

551 1+P 551 _ P
3X1 W(?Xg W
% _moy | o
8x, WX, w
) Bent) L 2+P
1, &2 +p+gq
= P .
Ty w7

Assim a transformacio 1.4 tem uma inversa local (£,8) —+ (X1, X3), e

sendo X3 = f(X;, X3) nds podemos representar a superficie em termos dos



Capl:Conceitos Basicos e a Repres. de Weierstrass 15

parimetros &, £;. Se J é o jacobianoc da aplicagio (X1, X2} — (£1,&2),

temos que J! é o jacobiano da inversa dessa aplicagio. Daf

8X; W+1+|gf

H

8 JW
X, _m
& JW '
Xy m
OEy JW '
89Xy W41l+|pl
36 JW
e assim
8Xs B X 8f 89X, 8f WHi+|qf p1
98, 05 ge, W (X1 X2)) = o6, 0X, | BE ax,  aw P ow?d
3}{3___“ W+1+|p| 7]
Assim, com respeito acs parémetros &y, &, nds temos
W w?
= =1 X =i X :
g1 = gz = | E!ﬁ i Ez“ 7 2W}+2+ip|2+{(}!z

giz =< X, , Xg, >=10

Portante temos que £, §» 830 coordenadas isotérmicas 0.
Proposigao 1.16 Seje S uma superficie regular definida por X € O, 1y, uy
pardmetros isotérmicos. Entdo HX = 2X2HN, onde H é a curvatura média

e N 8 o vetor normal undldrio de 5.
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Demonstragao: Como g = ga © 12 = 0 temos
< Ky, Xy 2o Xy, Xy >,
< Xy, Xy >=0 .
Derivando a primeira com relacdo a u; e a segunda com relagdo a ug, temos
< Xu_1u1:-Xu1 A== Xulugs Xug RS
=< —Xuguyxxm >,
portanto
<AX, Xy, =< Xyguy s Ky > + < Kgug, Xay >=0.

Analogamente, derivando a primeira equacao com respeito a us ¢ a segunda

com respeito a u, encontramos:
< AX X, >=0.

Assim, AX & um vetor p.erpeﬂdicular a0 planc tangente de 5. Mas se N é

um vetor normal umnitario a 5 nos temos
< AX N =< Xyu, VN 2+ < Xpgoy . N >

Anteriormente vimos que

_ gzobun + g11bas — 2012050
2det{g:;)

H

e no caso de pardmetros isotdérmicos temos det(g;;) = A%, assim usando a
notacado, ja vista,

bij =< Xy, N >

ternos

< A.X,N = b“ + bgg = 2/\2}{[] .
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Coroldrio 1.17 Seja X(u) € C? uma superficie regular S em pardmetros
isotérmicos. S € uma superficie minima se e somenie se as fungdes coorde-

- nadas Xi(uy, ug) sGo harménicas.
Demonstracao: Segue-se imediatamente da proposicao anferior [

Observacao 1.18 Nofando gue X; € C? ¢ usando as equagées de Cauchy-
Riemann temos que, $:{() € analitica em ( se e somente se X, € harmdnica
M Uy, Hg, onde
u(0) = &Xk zan
4 -l Ar el
T B B
Proposicao 1.19 Com ¢ definigde de ¢ dada acima lemos que uy, uy sdo

pardémelros isolérmicos se e somente se

Copnde

Dermonstragao: Se uy, up sac parametros isotérmicos temos que

O0Xy 0Xx

z@:o 2,5"""“ Z(Mk)?mzz O

81!,} C‘)ﬂ-g
= [Xui I2 - I Xw lz -2 < Xul:Xuz =

=g —gn — Zgr = 0.
A reciproca, suponha gue 43 e 4y nao s&o parametros isotérmicos, daf
« roy . . 1 2 —
g2 ¥ 0 ou g1 # goy, sendo assim, € impossivel termos 3 5. $5(() =
Porianto, 4, tg sao parametros isoténmicos 0.
Levando-se em conta os resultados acima, damos a seguinte definicdo de

superficie minima generalizada (admitindo singularidades).
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Definiciio 1.20 Uma superficie minima generclizada S em BR® ¢ wma apli-
cagdo nio constante X{D): D — IR®, onde D ¢ um doeminio do plano com-
plexe com uma estrutura conforme definida pelo atlas A = {{D, D, 1d)}, (14
¢ a aplicagdo identidade), 1ol que cada funggo coordenada Xi(p) € harménica

em I e, além disso,
> 40 =
k=1

onde 5 ok
3 £
¢k( ) 35; - "7}“"' 3

e =& + ik,
Lema 1.21 Se u;, uy séo pardmelros isotérmicos, enldo € regular sc e so-

mente se S3_ 1 () 17 # 0.

Demonstragao: Seja ¢;(() = Qjﬁf

de superficie minima generalizada. Se S é regular, temos por definigio que

a@ , § = Uy + fug, como na deﬁmqao

gii 5% sao independentes. Mas
5X BX
Z| o) I Z *) k)Z]
=1
8X * 89X
,_I.,___.!_Hw[ =gutgn =

= Jgyy = 2911 = 207 ,

pois U1, Uz 580 pardmetros isotérmicos. Assim temos que Sr | () P =0

se e 56 se gi1 = 0, que é eguivalente &

0X
a0
gue por sua vez, também € equivalente a
68X  0X
Bus " Buy

serem L.D., e portanto, &2 5 nfo ser regular {J
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Corolario 1.22 Uma superficie minima generalizada néo pode ser compacia.

Demonstragio: Seja 5 uma superficie minima generalizada definida por
uma funcio X{p) : D — IR®. Entdo, cada funcdo coordenada Xi(p) é
harmonica e daf, analftica. Supondo X (D) compacto em %, teremos que
X{(D) sera limitado. Donde concluimos que, Xi(p) atingird seu méximo e
assim, X, serd constante, contradizendo a definigao de superficie minima

genérica {que nos d& X(p} # c, ¢ constante) 0.

Teorema 1.23 Cadn superficie miénima simplesmente conera § tem uwma
reparameltrizagdo na forma X(¢) : D —— R, onde D € ou o disce unildrio

11 <1, ou o (- plano todo.

Demonstragdo: Seja § definida por X{p) : D —— E™ Pelo corolério
anterior, temos que X (D) ndo é compacta, e pelo fecrema de Uniformizagao
de Koebe (ver [A,$]}, temos que X (D) é conformemente equivalente ao disco
unitric ou ao planc. A aplicagdo composta D s X{I}}) — E" di esse

resultado L

1.4 Representacao de Weierstrass

Uma fungdo f{{) a qual é analitica em todo o sen dominio D excete por polos
é chamada fungac meromorfa em D, malis precisamente, para cada {3 € D
existe uma vizinhanca de {p contida em D tal que ou f{¢) é analitica em
toda a vizinhanga ou f{({) é analftica na vizinhanga menos o ponto {y e a
singularidade € um polo . Temos que os polos de fungdes meromorfas sao

isolados por definicio.

Teorema 1.24 Seja D um dominio no (-plano complezo, g{{) uma fungio
meremorfa em D e f{{} uma fungdo anelitica em D, as quais tem a pro-

priedade que em cada ponto onde g{(() tem wm polo de ordem m, f{() tem
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um zere de ordem no minimo 2m. Enido as fungdes
1 2
¢1 = éf(l -4 ):

o= f1+9)
¢ = fg

20

(1.5)

serdo analiticas em D e ¢} + ¢3 + ¢35 = 0. Reciprocamente cada tripla de
fungbes analiticas em D {¢y, o, ¢3), satisfazendo ¢ + @2 + ¢2 = 0, podem

ser representada na forma de equagdo 1.5 excelo para ¢y =gz, ¢s = 0.

Demonstracio: Basta substituir a equacao 1.5 em 2+ ¢ +0; para verificar

que esta soma se amia. As fungbes ¢;, como definidas na eguacio 1.5, sio

analiticas, pois g é meromorfa em D, f é analitica em I) e os problemas com

os polos de g sdo eliminados pelo fato de f ter zeros de ordem, no minimo,

igual a ordem dos polos de g, no mesmo ponto.

Reciprocamente, sejam ¢y, ¢, $3 analiticas tais que ¢F + @2 + @2 =

escrevemos f & ¢ da seguinte forma,

$3

fﬁfﬁz*i(ﬁz}g:m‘

Assim,
&+ ¢y = (b1 — ide) (1 +idha) = — ¢,
isso implica que
g
@1 — iy

""( ¢y — 2¢2)““‘£{3“ =-—fg*.

Pt ige = = ity

Dai,

¥

mfg%f:f(i"g’“')xsé;+i¢z+¢z-z‘¢»zz2¢1#ézﬁ%f(l—gg)-

Temos também que

~fg = f=—f(1+g%) = ¢ +idg — ¢y +ichy = 2ehy =
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b=~z fA ) = f1+ ).

Finalmente, s
3

fg= (¢~ 3¢2)“1‘"*_”_";;; = {3 .
E facil notar que f e ¢, como definidas nesta reciproca, satisfazem as pro-
priedades de f ser uma fungso analitica em D e g uma hungio meromorfa
em D tais que em cada ponto onde g tem um polo de ordem m, f tem um

zero de, pelo menos, ordem Zm 0.

Teorema 1.25 (Representagao de Welerstrass) Cuda superficie mini-

ma simplesmente conera em IR® pode ser representada na forma
¢
Xu(Q) = Re{ [ ¢u(z)dz} + Oy, k =1,2,3 (1.6)

onde 05 ¢y sio definidos pela equacdo 1.5, f, g tende propriedades estabele-
cidas no teovema anterior, o dominio D sendo ou o disco unildrio ou tode o
plane e a integral sendo tomada ae longo de um caminho arbitrdrio ligando
a origem ao ponto (. A superficie serd regular se e somente se [ satisfiver
a propriedade que se anula somente nos polos de g, € a ordem de seus zeros

em cada ponto € ezatamente duas vezes a ordem do polo de g.

Demonstragao: Temos que as integrais dadas na equagac 1.5 estao bem
definidas pois ¢; s8o analiticas pelo mesmo motivo explicado no inicic da
demonstracio do resultado anterior. Pelo teorema 1.23 a superficie pode

ser representada na forma X{(¢{) : D ~— IR® onde D é ou o disco ou o

plano. Se nds definirmos qék' = ‘g} — z'%‘lg;&,ﬁ { = & + ify, entdo essas funcdes

serao anal{ticas e sabendo que a superficie € simplesmente conexa temos que
a integral dada na equacao 1.5 independe do caminho e assim estd bem
definida. E pelo teorema anterior, tal superficie pode ser representada pela

integral dada na equagdo 1.5. Para uma superficie minima generalizada a
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equacio ¢: + ¢2 + ¢4 = 0 vale (basta olhar a definigio de superficie minima
generalizada), sendo assim pelo teorema anterior nés temos a representagao
1.5.

Afirmacgao:

Pelo lema 1.21, a superficie naoc serd regular se e s6 se todas ¢y se anularem
simultaneamente, o que acontece precisamente quande f = 0 {na definicao
de ¢}, onde g é regular, ou quando fg* = 0 onde g tem um polo.

Prova da afirmagdo: Se g tem um polo de ordem m, entao f{{) tem
zero de ordem 2m -+ £, § > 0,

i .
g{¢) = ©am R(C)

J(Q) = (¢~ a)*™{¢) .

Dad,
b= 311 ) = 5~ P HOM = (i h(Q)
2 (¢ —a)?™ }
i i s 1
By = §f(1 +g°) = §(C — )Y {1 € Z oy R¥C))
- I+ 1
g3 = (¢~ a)"™ ()L ~ (—g:“"c;");;;h(@ ,

nesse £aso @1 = Qg = 3 = 0 ++ fg* = 0, onde g tem um polo. Se g é regular
{singularidade removivel, polo removivel) entdo ¢y =g = 3 = 0 = f =0
onde g é regnlar, pois 1—g? e 14-¢% podem ser definidos no zero de f. Se g nio
tem polo entac basta ter f = 0. Portanto os ¢ se anulam simultaneamente
se e somente se fg° = 0, onde g tem um polo ou f = 0 onde g & regular. E

assim, fica demonstrado este teorema O

Coroldrio 1.26 Seja D um dominio do ¢ -plano complexo, g(¢) uwma funcio

meromorfa em D e f((} uma fungdo analitica em D lendo a propriedade

3
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que em cada ponto onde g(¢) tem um polo de ordem m, f(C) tem wm zero
de ordem pelo menos 2m. Definimos ¢y = 5f(1 — ¢%), ¢y = 2f(1+g¢%) ¢
¢3 = fg. Se ¢y, k =1,2.3, satisfazem:

8)5h 0 BHO) =0;

b5 | 8k(Q) I > 0;
e)Xx = Re([*#:{0)d¢) = 0, ao longo de qualquer caminho fechado.

Entdo, X{{) = {(X1((), Xz(0), X5(€)) define uma smersie minima reqular.

Demonstragao: Como ¢, £ = 1,2,3 s8o analiticas temos gue X} sio
harmonicas e usando os resultados 1.17, 1.18, 1.19 e 1.21 concluimos que,
X{¢) é uma imerséo minima e, obviamente, regular 0.

Faremos agora, alguns comentarios scbre completude e a aplicagio normal
de Gauss em fung8o da representagdo de Weierstrass. O plano tangente &
superficie § dada por X{(): D — R®, ({ = & +i&, D é um dominio do

planc complexo (&1, &) ) é gerado pelos vetores

X 09X
&’ 9L
onde
X X

BE; - ’Ggg; = (@311';5’2;%)

e ¢y, ¢, Pz 580 dadas pelo teorema anterior e satisfazem as hipéteses do
mesmo. Como ¢? + @2 + &2 = 0 temos que pela proposicio 1.19, £, £, séo
pardmetros isotérmicos e portanto vale gi = gua, g = g1z = 0, /det{g;) =
2 . - 2X 38X
A , onde His = ggaﬁj'
Temaos que

8X,., BX 8X ox
G = (“é‘é‘) +(8§:)2+(8§j}2 = Gag = | ‘é’é‘ |

Y | F11 G2
(@) {921 3}’22} ’
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ax 2 ax 2
‘fef(gz;) 911 > AF == [ A i
ax 2 6X 2
=gl +1g 1=
8)‘@c an

)2 +(5 )2)]

:“[Z((
:%i} e I _ f|(1+]§1)]2'

2

Portanto
ax  ax - T 7
% 5, = Im{{ads, dsdy, $10)}

e substituindo em ¢ = L f{1 — ¢%), ¢ = £ (1 + %), ¢s = fyg teremos

oX 0X |1 [(+]gf)
g " e 4

(2Re{g},2Im{g}. 1 g * 1)

8X . 9X
TR 1l A
iaglx‘ggﬂ
9Relg) 2Umig) g -1
P igPat o 4D

é u vetor unitéric normal & superficie,

Definicao 1.27 Dado uma superfivie regular X (u) em IR?,a aplivagio nor-

mal de Gauss € definida por:

ax o 98X
. B ]
X(u) — N{u) = iw?_ﬁ_gw»_g_% ,
agy dEs

da superficie na esfera unitdria.
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Observacgaoc 1.28

21&1 N 22&2 |WIZ"'1
WP+ WP+ WP+l

F:X=( )y

onde W = w, +iuy, € a projecdo estereogrdfica do ponto (0,0,1), conchumes,
neste caso, que a aplicagdo normal de Gauss € a projecdo estereogrdfica com-

posta com. a aplicagio g.

Caracterizagao de Completude: Dada uma curva € qualquer, em 5,
definida por {£;(1),£(t)) — &, onde § é definido por X 1 D —— R* D

dominio do plano complexo. O comprimento de (' € dado par

[1X(60).60) @

Observemos gue

; aX 06  0X a8
| X (6(0), &) | ”13'?33 f %

B P =15 115

| (G V1

Portanto

JARSCICRAONEE [ | gg 4

=5 [17 RICS! o
Assim, podemos caracterizar superficies completas, usando a representa-
cac de Welerstrass, como aquelas em que, para curvas divergentes, a inte-

gral 1.7 diverge.

Observagao 1.29 Atualmente, ao trabelhar com a representagéo de

Weierstrass usa-se a notagdo de formas, como feita em [B,C]
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1.5 Exemplos

Nesta secfio usaremos a representcao de Weierstrass para reobter o plano,
o helicdide e o catendide que servem como ilustracio da teoria até agora
desenvolvida. No préximo capitulo veremos a superficie de Costa esta é, no
minimo, uma das mals belas ilustracGes da teoria da representacao de Weiers-

trass, sua existéncia e propriedades serdo vistas nos capitulos posteriores.

1.5.1 O Plano

O plano é um exemplo muito simples, considere D = €, g{() =0, f{{} =1,
¢ = & + i, e assim usando a representagio de Wejerstrass conseguimos
X - £1/2, Xa = —€a/2, X3 = 0, é facil verificar que tais fungbes satisfazem
3s condigdes do corolario 1.26 e portanto o plano é uma superficie minima

regular imersa no IR

1.5.2 O Helicdide

Para este caso tomamos 7 = £, g({) = —1¢t, j(g) = ¢~ ¢. Podemos notar
gue nem g tem polos e nem f tem zercs em £, portanto g € f sio anasliticas

em . Temos _
¢ = 1/2(1 ~ ¢*)f = cosh{()
¢z = 1/2(1+ ¢} f = isenh(()
¢ =gf = —i
E facil ver que ¢,k = 1,2,3 satisfazem os ftens a) e b) do coroldrio 1.26
e como cosh((), senh{() sao analiticas em £, nds temos que [, ¢, = 0 para

cada caminho fechado vy em £, k = 1,2, 3, daf tal integral estéd bem definida

e nds obtemos

X = cos(£y) senh(£;)
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Xy = sen(&y) senh{&y)
X3 =

definem uma imersao minima, Tomando senh{{;) = ¢, temos que a imersao

X(t,£) é o helictide.

1.5.3 O Catendide

Seja D = T, g{¢) = —ef e f{C) = —e~¢. Observamos que g ndo tem polos e

f nao temn zeros em £

#1 = senh(¢)
¢2 = —tcosh(()
¢z =1
onde ss funcbes ¢y, k = 1,2,3 satisfazem as condigbes do coroldrio 1.26 e
portanto
X(1,6) = (X:(61, &), Xa(61,£), Xa(61, &) |
onde :

X1{&s, &) = cos(£y) cosh(éy) — 1
Xo(&r, &) = sen{&s) cosh(éy)
X3(é1,62) = &

é uma imersso minima, onde X (£1, &) descreve a superficie de revolucio da

catendria z; == coshfy, 13 = £, —00 < £ < oo de maneira parametrizada.



Capitulo 2

Existéncia da Superficie de
Costa

2.1 Introducgao

Exibiremos a existéncia da superficie de Costa, demonstrando o teorema de
Costa, gue nos servira, entre outras coisas, como um grande exemplo e uma
exepcional ilustracio da teoria desenvolvida no primeiro capitulo.

Para exibirmos tal superficie necessitaremos de dois importantes resulta-
dos da teoria de superficies minimas, que enunciaremos imediatamente, e de
algumas definiges e resultados bisicos de fungdes elipticas e da P-funcgio de
Weierstrass.

A curvatura total de uma superficie € dada pela integral de sua curvatura
Gaussiana. Se essa integral for finita dizemos que a curvatura total é finita,
Esclareceremos também que a definicdo de fim de uma superficie, adotada por
nds, é aquela que o caracteriza como sendo a parte da superficie homeomorfa
ao disco furado no seu centro, tal que cads caminho nesse disco, que diverge
para set: ceniro, tem comprimento infinito, na métrica induzida pels imersao.
Tal fim serd do tipo catenoidal se ele se aproximar assintoticamente a um

catendide, e serd do tipo planar se ele se aproximar assintoticamente de um

28
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plano.

Agora enunciaremos os resultados.

Teorema 2.1 (Osserman) Seja M uma superficie completa em IR®, cujo
curvatwra Gaussiana, K, sefisfaca:

a) K<0;

b) [y | K 1dM < oo,

Entdo, erisie uma superficie compactia M, um nimero fintle de pontos

P1, P2, -, Pr de M e uma isometria de M sobre M —{p;,ps,....ps}.0

Tal resultado pode ser encontrado em [Os2].

O préximo teorema é vital para nds mostrarmos que os fins da superficie

de Costa sio merguthados.

Teorema 2.2 (Jorge-Meeks) Seja M uma superficie minima, compleia,

imersa em JR°, com curvotura total finita —4mn e tendo k fins. Entdo,

Z*JHinj—x(M) > k—x(M),

F=1

onde 1; é a multiplicidade do fim E; correspondente a p;. A igualdade vale

se e somente se cada fim é mergulhado.
Mais detalhes e a demonstragdo podem ser encontrada em [J,M].
2.2 Funcoes Elipticas e a P-Fungao de
Weierstrass
Sejam A e A € £ tais que Im(%) #0e LA N) = {mA+n)N,m,ne 7}

Definicao 2.8 Uma funcdo [ : € — £U{eo}, tal que, f{z 4+ Q) = f(2)
para todo 2 € £ e Q € L{A, X) € dita eliptica de periodos fundamentats A
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e N. L\ X) € chamado reticulado associado a A e X e se p € C, Dy, =
{zo+ar+ XN, 0 < o, < 1} € chamado dominio fundamental de L, baseado

e Zg.

Observagao 2.4 Nao existem fungdes eliplicas ndo constantes inteiras, pois
nestes casos tais funcbes seriam bmiladas, € pelo Leorema de Lioville, seriam

constanies.

Definicao 2.5 Chama-se ordem de uma fun¢do elipiica, a soma das ordens

de seus polos contidos no dominio fundamental de L.

Enunciaremos algumas propriedades de fungdes elfpticas, pois nos serac
fiteis nesse capitulo, Pode-se fomar como referéncia, {Col], {Si], [FK]  [Li].

1} Nao existe fungao eliptica nao constante de ordem zero;

2) Boma, diferenca, produte, quociente e derivada de fungdes elipticas
correspondentes & um mesmo reticulado é eliptica definida neste reticulado;

3) A soma dos residuos nos polos contidos num dominie fundamental de
uma fungao eliptica € igual a zero; _ ' '

4} Nao existe funcdo eliptica de primeira ordein;

5} O niimero de zeros de uma fungdo eliptica, num dominio fundamental,
é igual a0 niimera de polos; '

6) Uma fungio eliptica f{2) de ordemx m, quando 2 percorre um dominio
fundamental, assumi todos os valores em £ {J{oo} m vezes.

Aqui traremos algnns resultados classicos da P-Fungio de Weilerstrass que

serao indispensaveis para nossos caculos.

Definigao 2.6 Sejo L = {m+ni;m,n & Z} wm reticulado de €, definimos

a P-funcdo de Weierstrass de L como sendo a fung&a

g) + Z ((Z""’LU)2 Qg) "

Qe £ {0}
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A seguir, apresentaremos algumas propriedades da P-funcéo de Welerstrass.
1A P-fungio de Welerstrass é a finica (a menos de uma constante multi-

plicativa) fungdo eliptica em £ com polos de ordem 2 exatamente nos pontos
do reticulado L.

2) plz) € absoiu‘camente convergente sobre os conjuntos compactos, e
assim, meromorfa em €' com polos de ordem 2 nos pontos de L;

3) {2 € eliptica;

4) p(z) € par;

5}

& impar e eliptica;
6)
gﬁ(z =2 24 z b,z

€ o desenvolvimento de Laurent de p(2) em uma vizinhanca da origem:

7) p associada ao reticulado [ satisfaz a equagio diferencial ¢/ 2= 4{p? -
a®)p, onde a > O e a = p(5) = —p(§), (L) = 0 e a = 6,875185, ver
[Ab St];

8} Aqui, daremos os valores das integrais de @ ao longo dos circulos gue
geram o grupo fundamental do toro M. Seja aft) =t + ib e Bty = b+ 1t,
comb—wgf b%~eﬂ<t<1 entao

Lﬁ(zidzxj;?(z"%) zﬁﬁp(zm%)dzm__ﬁ’

/ﬁ;ﬁ)(z)d; = fﬁp(z — %)dz = L plz — -;—)dz .

9) Teorema da adi¢ao para as P-fungdes de Welerstrass nos dd a seguinte

relacao
L) =g,

p(a1 + 22) = 1 ooy o) P-plan) - fa:*(zl“z) :
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As propriedades de 1 & 9 podem ser encontradas em [Col], [Si, [F.K] e
[Li]. Por sua hmportancia, no gue se segue, apresentaremos um esbogo da
demonstragio da propriedade 8 para b= 1. Para os detalhes ver [Col],
Demonstracao: Seja a funcio p de um reticulado L = L{X, M) e
7 : 10,11 — £, 7 = 1,3 caminhos diferencidveis tais que ;{¢) L = §,
{0 = 29, § = 1,3, m{1) = zo + Ar e (1) = zp + As. Entio os niimeros

complexos #;

2 = __[ plz)de , 1=1,3
¥

nao dependem do ponto inicial zg nem dos caminhos v; que unem 2y a 25+ A,

Agora vamos definir a fungéo ¢ : & — £'{J{oo} de Welerstrass em L por

i z 1 .
() =2 = [ (&)~ 5z, ) = —pl2)
A fungao ¢ é usada para demonstrar a relagho de Legendre

= T ii T = /\""
que é muito importante na demonstracac da propriedade 8). Partindo da

seguinte igusldade
sinwz = H {(1-~—en *“YTZH 1-~-3
neZ— {0} == n

como também da fungéo o de Weierstrass e sua representago como produto

infinito simples, pode-se chegar, através de vérias contas, a férmula,

M = A, (2.1)

onde,

_ 1 = 1
LS TR

M= (}\1) I(G + 1};(sin TRT

) -
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A funcao o de Weierstrass é definida por:
z z 1,z
olzy=z [] {(Q-glesp(s+ 551,
para um reticnlado L, a qual converge absolutamente em todo plano com-
plexo. E o produto parcial, chamado produto infinito simples no reticulado

L= L{)\y, A3), é definido pon:

—
ol

£, 2
Fo = IQ] (- 'ﬁ)e + §(
para n € Z — {0} fixado,

Por outro lado, seja o reticulado L = L(1,1) e considere L = L{, —1) =

¥, Q0 =mA 4+ ks,

{mi-n;m,n € Z} obtido de L por uma rotagio de . Temos que as funges p
e { de Welerstrass associadas a L e L, respectivamente, sao iguais. Considere

também «, A, &, 3 [0,1] —— € geradores respectivamente de

c o P i
Eez,ﬁ(t)——g-%t}’y(t}wg%-%t;ﬁ(t)—ea{zﬁ),'}(t)—mzqr(l t) .

=g
ju
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Assim,
— gy = / plz)dz = /ﬁwgS(z)dz w27y, {2.2)
¥
Usando a equacao 2.1, a relagao de Legendre, que nos fornece 13 = iy — 7é

e também usando a equacac 2.2 encontramos

; T T
Tiﬂmeyszu—ﬁ}
2 j

2

ou seja,
/ plz)dz = —mi / plzyde =7 .
¥ a

Dai, é imediato a propriedade 8.0

2.3 Teorema de Costa

Passaremos agora ao enunclado e demonsiragio do teorema de Costa, gue é
a parte essencial deste capftulo, pois este feorema nos traz a existéncia da

superficie de Costa.

Teorema 2.7 {C. Costa) Consideraremos o reticulado L = {m-+ni;m,n €
Z}, os pontos pr = 7(0), p2 = n(3), ps = w(}), onde 7w : & — M éa
PIOJECao canfnica € M = {,—:— representa o lore oblido como guociente de €
por L. Tomemos M = M — {p1,py, ps} € glm(2)) = p’?z} e Wi{n{z)) = plz},
A € (0,00), aplicagies meromorfus, defiidas e D = {{u + iv;0 < u,v <
1} —{0,3,3}}, onde,

1 1 1
oz} = — + g -
z* m!ﬂg{g}[(z —m—ni)?  (m+ m)z]

£ a I funcdo de Weiersirass associada o reticulade L. Eriste um dnico
A > 0, tal que, o par (g, W) define uma imersdo minima, completa, X -

M — IR, de género um e trés fins com as sequintes propriedades :
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a) A curvatura totel € ~127, os fins sdo merguihados, dois deles sdo do
tipo catenoidal € o oulre do tipo planar;
b) X{M) é mergulhado, fora de um compacto, ¢ os vetores normats nos

finz sdo paralelos e aliernados.

Demonstragao: Inicialmente, observemos que p(z + Q) = p(z), z € C e
e L, donde p'{z + 1) = p'(z) e p e p’ sao duplamente periédicas. Agora
daremos algumas informacgbes de p e p' nos pontos 0, % % e 1}5 através da

tabela:

1 KA
z1 0 z 2 )
ploc?| a | —al} 0°
gi?f oos {}1 01 01

Onde os superescritos indicam a ordem dos polos e dos zeros. Pelas pro-

priedades 7 e 9, da P funcio de Weierstrass, podemos coneluir gue

plz —~ %) —a = E{?}i—“& (2.3)
p{z~%)+a = -é)~£;+a (2.4)
oe-g) =~ 25)

Queremos mostrar gque (g, W) define uma imersdo minima X M~ RS,
para issG usaremos o teorema de representagao de Welerstrass. 0 dominio de
(g, W), no plano complexo, é D' = {D = {u+i;0 < u,v < 1} — {0, 3, %}},
onde D) ¢ dominio fundamental de L = L(1,i). Assim, em I, W é uma

aplicagéo analitica e g uma fungao meromorfa. Observemos que em cada
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ponto onde ¢ tem um polo de ordem m, W tem um zero de ordem 2m. (Basta
othar para 2 = Q%—Q, pois o dominio de definigao dessas aplicagGes exclui -% e
g) A seguinte tabela, é bastante ilustrativa para as aplicactes g, W definidas

em .

g | 0ot
{Wiec"| a | —a| 0°

Portanto, utilizando (g, W) para obter uma imersio via a representagdo de
Weierstrass, teremos uma superficie regular em MR°. Agora, temos da repre-

sentaco de Welerstrass que
1,
¢’1x§(1““9)W§_

¢y =5 (1 + oW,

¢s = gW ,
ou seja, 1 p
¢ = S W?P(z) ;
b= S04 SR 5

E assim pela propriedade 7) da P-funcio de Weierstrass encontramos,

1 A?
¢y = fé(ﬁ?—'w) 3
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: 2
o = %(S’J + 4—(;“?‘:?5) ;
@5 = Zﬁ%) :

Para usarmos o teorema ds representagao de Welerstrass, devemos mostrar
que, Xy = Re(f® ¢rdz) estd bem definida, isto é, X independe do caminho
em M. Basta mostrarmos que Re{f” ¢pdz) = 0 para qualquer caminho, (é o
mesmo que dizer gue ¢y ndo tem periodo real em M ). Para isso acontecer 4
siﬁ‘iéiente mostrarmos que valem as condicSes abaixo.

a) Para cada 1 < k < 3,1 < j < 3, Res(d)p, € real {observemos o
teorema do residuoc};

b) Se Be % sao geradores para o grupo fundamental de M entdo Jzodz
e [; ¢rdz sBo puramente 1magmarm onde 1 < k < 3 {Este {tam ¢ necessirio
pois a superficie nao é simplesmente conexa).

A verificaggo destas condigoes sao simplificadas depois de nds reescrever-

mos ¢, de outra maneira. Observando que

R P S U
p?—a? 2a'p-a pt+a

e usando a equagho 2.3 nés obtemos

| = (P 3) — ple— 5) —20). (26)
Assim,

b= el - ag(ple - D) —ple— D) -2 @)

b= )+l -ple- D=2y (29)

A P ¢(z)
& 8a(gy(z)—a plz) +a

)- (2.9)
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Como g e p’ sdo dupiamente periédica, é suficiente calcular os residuos de
¢y nos pontos z = '2'! z=3ez=10 Como o inico polo de p é z = 0, onde

seu resfduo é zero { olhe o desenvoivxmento de Laurent), temos

Res{¢1), = 0 = Res{¢a),. (2.10)

Observe que
A? 1 i
Tealplz —5) —plz - 5) 2a)
é analitica numa vizinhanca de z = 0, dai seu residuo £ zero,
Seja v, um eirculo de raio € > §, suficientemnente pequeno, e centro 2 = %
Desde que, g ¢ holomorfa na v*izinhailga de z = 1 néds podemos tomar

w = p(z) ao longo de 7, ¢ entdo, observando o tecrema do residuo, temos

dw A_
i{{%f ¢z = zi*ﬂj,;{%}wma Z%Qﬂ'm

onde 12 é um inteire maior ou igual a 2 ( resultado 6} de fungdes elipticas).

Assim, usando novamente o teorema do residuo temos,

nA
Repetindo o argumento para 2 = 3, nés obtemos
—1mA
Re i == 12
3(%),’,*5 8& ¥ . (2 12}

‘onde m é um inteiro. Usando a propriedade 6), da P-funcéo de Weierstrass,
nos obtemos,

} ﬁ‘j’(z) - (":;?2 -+ E?—'—"—”}\ zn,banwa})zz
plz)£a (G + 0, baa? £ a)2?

TAT by f(2)
T 1 iaz”-&«zﬂ bozfnt2 T o +hlz)
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COIn

-2 Yoo | 2nb, 2?0l
fz) = 3 % o Int o hz) = 2 e Int2
l1+ez*+3 052 Tdaz?+ 30, bz

holomorfas e f(0) = —2. Disso segue que
Res(ds)ymp = a[g s ’}(z) ) - Res(-mgvgf)—l)] ~0 (2.13)

Sejam [F ==t 4 ib e v = b+ 4 curvas como na propriedade 8} da P-fungio
de Weierstrass. Temos que B=nofef=mo 7y sko geradores para ¢ grupo

fundamental de M. Usando esta mesma propriedade obtemos:

/@1 / =lp(2) - “i“g“"g(sﬂ( - 32") ~ plz — %) ~ 2a)}dz =

2 2
= %[~— — %};(—ﬂ + 7 — 2a)] = }é(—ﬁ + g;%i)
i A?
[%d)l = :{}:( + Pyl
Analogamente,
b= Tt )
3 2 8a?
e

[o=Fa-2n.

Temos ainda que se wy % 0 é um nimero real, entao
[ gt + 1) — o) ~ log(p(t) — )
Desde que p € periddica, p(bi + 1) = p(bi} e essa integral é zero. Portanto,
JEe (2.14)

Analogamente,

Lqﬁs = . (2.15)
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Os resultados obtidos da equagao 2,10 & 2.15 mostram que para A? = B’z

as formas ¢ nao tem periodos reais. Temos também que

3
Y =0
=]
¢ 3
Z_:|¢’k|2>0-

Assim, pelo teorema da representacio de Welerstrass a aplicagdo X : M ——
R definida por X = (X1, Xp. Xy), com Xx = Re(J* ¢4), 6. uma imersic
minima.

M temn género um por ser, basicamente, ¢ torc menos trés pontos. E €
facil verificar que tal superffcie tem trés fins F1, I, e Fy associados acs pontos
0)% e %

Mostraremos agora, que M é completa. Como o toro é completo, temos
qt.,ze para qualquer curva divergente §(t) : [n,00) ~— M tal que py,ps. s &
(1) temos [(1+] g |°) | W |= co. Assim, para mostrarmos que M é completa
basta verificarmos que para qualquer curva 6 que diverge para um dos fins
temos |

Jatig 1w i=oo.
Tomemos & : [0,00) —+ M uma curva que diverge para o fim p; quando

t — 00, observemos que assim temos 6(t) — p1. Resulta que
j{;(umﬁ) W 1:zz'mtmfm(1+tg(t) W) [dt=oo,
i
pois
| g(t) 1< k, k > O constante, e W{6{t}) — oo se t — oo (I — oo = §{(1) —

p1). Podemos repetir o raciocinic para py e py € assim mostramos que M é

completa.
Provemos entac que a curvatura total de M é —127. Sejam p um ponto

de M e V uma vizinhanga conexa de p. Entio a curvatura Gaussiana K no
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ponto p é K(;D) == limA.ﬂ,,gﬁi, onde A é a érea da regido B C V, A’ é a 4rea
da imagem de B pela aplicagio de Gauss N : M —» S%. Daf, K = 4
e [ KdA = [dA". Como M é uma superficie minima, regular, completa e
diferente do plano em F®, temos que o conjunto F omitido pela imagem de
M, através da aplicagao de Gauss, tem capacidade zere e portanto medida
nula{ver [Os1]}. Sabendo que a ordem de g é trés, temos portanto que a
curvatura total é 3(—4r). Assim, 1, I; — x{(M) = 3 — x(M) e dai pelo
teorema de Jorge-Meeks (segundo teorema deste capftulo}, temos que cada
fim € mergulhado. Como g{pa) = glps) == 0o e g{p;) = 0, os vetores normais
nos fins da imersio convergem para posicdes paralelas. Conclufmos, assim
que os fins s8o paralelos.

Por fim, veremos os tipos dos fins da superficie. R. Schoen, em [Sc],
demonstrou que uma superficie mfmima, completa e imersa em IR*, com
curvatura total finita e com cada um de seus fins merguthados, tem, cada
fim F}, representado como gréfico de uma funcie f; em algum planc T
Além dissc, se xy e iy 580 coordenadas nesse plano, entao f; tém 0 geguinte

comportamento assintotico, para | z | grande, @ = (3:;5,.:{23)
filw)=alog|z | +5+ 0% 4 22 L0277
] |z |
para vonstantes a, b, ¢; dependendo de i. A expressdo O(] x| 7?) é usada
para indicar um termo hmitado em valor absoluto por uma constante vezes
um termo do tipo |z {7% para | z | grande. Para provar este resulbado,
R. Schoen usou o fato que se cada fim da superficie é merguthado entio o
indice de rotagdo do fim é um e daf, ¢1 e ¢o, dadas pela representacio de
Weierstrass, tem polos de ordem 2 e assim ¢3 tem um polo de ordem um ou

¢ regular (ver[Col]}. Depois, pode-se escrever, em uma vizinhanca do zero,
$1(2) = 02 + O(1) , dalz) = B+ O(1)
eda(2)=vz""+6+0{z)), ?+ A =0eyec R®,
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¢ dada pela refpresentagéo de Weierstrass. Com mais alguns céleulos R.
Schoen mostrou que a componente X3 da imersao X pode ser escrita da
seguinte forma,

C1T3 Calsy

Xz=aloglx |+b+'l—;“1§+ I““:;;—lg +O{] ]_2) .

Agora, consideremos d : C; — IR*, difeomorfismo do disco C;, furado em
p;, sobre IR%, e 7 : d(C;) — I, a projegio no plano Ty, Temos que h =7 od
é difeomorfismo e para y € C}, My) = = € I, Assim ao tomarmos z tal
que | z | seja grande, é o mesmo gue considerarmos y préximo de p;. Come
g(p2) = g(p3) = 00 e Wips) = ~W(p3) temos que os fins de X, relativos a py
e p; sho do tipo catenbide, pois o # 0, e para | z | grande, ou seja, y préximo
de p;, 1 = 2,3, temos gue f{x), para i = 2,3, aproxima-se assintoticamente
de alog| z | +b, ou seja, aproxima-se assintoticamente de um catendide.

Analisando, agora no caso do ponto 71, temos que g, em m temn zero de
ordem trés e W tem um pol;)' de ordem dois, temos também que az = gW
estd bem definida e Xy tem limite finito quando se considera W ern pontos

perto de py, assim a imersdo se aproxima de um plano, a uma distancia finita,

no firm 1.



Capitulo 3

Mergulho da Superficie de
Costa

3.1 Introducgao

Para demonstrar o mergutho da ”parte central” da superficie de Costa, que é o
que detalharemos neste capitulo, Hoffman e Meeks, [H,M)], exploraram forte-
mente as simetrias da superficle. Mas, antes de detalharmos estes célculos,

observaremos um resultade importantissimo para este capitulo.

3.2 Definicao da Imersao X = (X, X, X3)

Observagdo 3.1 Gragas a Jorge e Meeks nds podemos afirmar gue se uma
superficie M € completa, imerse em IR3 e difeomorfa a A'-if'm{ph coo Pr}, onde
M & completa , orientdvel e tal que a aplicacdo normal de Gauss estende-se

continuammente a M, entdo M € propriamente imersa. Ver [J,M].

Proposigao 3.2 Sob as mesmas condigbes do teorema de C. Costa 84,
capitule 8, ¢ tomando wy = §,we = % e ws = 1 + £, nds temos que:

i) Cada um dos fins de D) é mergulhado e paralelo.

43
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(i) Com excegio de um conjunto compacto, suficieniemente grande, K C
D, X ¢ um mergulho ¢ este K pode ser tomado tal que X{K)NX{(D/K) = §.

(11} A terceira fungdo coordenada X3(z) tem o seguinie comportamento
com velagdo & "convergéncia” dos fins de M:

Quando z — wy, temos que Xz{z) — —00;

Quande z — wy, temos gue Xg(z) ~— +oo;

Quande z — 0, temos que Xs(z) — 0; e ¢ fim Ey, referente ao ponto

z =0, £ assinidtico ao plano X3 = constanie.

Demonstracao:
{i}Imediato do teorema de Costa.

(i1} Para provar este ftem, nds calcularemos X3(z). Temos (ver resultado

7, da P-fungio de Welerstrass, capitulo 2):

(@) =4dplp— e )p+e),

onde ple) = ¢y = 8, 875185 assim, usando as equagdes que dao ¢; em fingao

de p, para ¢ = 1,2, 3, vistas no capitulo anterior, nds temos:

¢lzjdz = %(so - {g%}z‘(ga + E:;;?z), %E)czz =

(3.1)
[ ) A? 3 Ay i
2P e r e P T a e e) e ra)

Dai, segue que

-z E 2 oof 1
() =Re [ ga(6)de = GRe [l ——lat -
(3.2)
A z) —
= “é-[ln 1 g—é;grz- | mcmflstante]a
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onde

Quando 2 —= 0 temos que p(z) — oo, daf X3{z) — Inl = 0. Quando
z — wy, p(z) — plwy) = & implica X3{(z) — ~o0. Quando z ~— wy,
plz) — plws) = €3 = —e; implica Xj(z) — +o0.

(i) De (i} e (iii} basta tomar K = D — {C; U Cy U (3}, onde C; sdo
peguenas vizinhancas de 0,w; e w,.

Usando a observacac anterior, nao € dificil mostrarmos gue existe X tal

que X{(KYNX{D-K)=00

Observagiao 3.3 Fscolhemos 2y = ws. Com esta escolha,

X;(2) = Sin | f}%«w;—gf | lus) = e =0 (3:3)
Xi(z) = Re f " pil2)dz, i=1,2 (3.4)

3.3 Simetrias da P-func¢ao

As simetrias de M sao consequéncias das simetrias de p . Portanto, daremos
uma construcéo da P-huncdo, da qual 35 propriedades de simetria fluiréo com
mais facilidade. A P-funcio de Weijerstrass pode ser construida considerando
o dominio triengular I C F com vértices uy, wy e 1 {ver fig.1). Apliquemos I
sobre o quadrante positivo por uma aplicagdo f{2), com flws) = 0, f{wn) =

er e f(1} = co. Na diagonal ws, 1, f(z) é puramente imagindrio com | f{z} |

crescente e f(z) ¢ real e crescente nos segmentos 5w € w, 1.
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A S
r,,.—-—if«--.. iy H//
S
wa ::'///
P TS L .-"'/../\.-
N.% i //,f ///f’/ - e *’/)/’() 7 -
Wy 1
Figura 1

A garantia da existencia de tal funcdo é dada pelo teorema de Schwarz-
Cristoffel que aplica conformemente A = {z : Im(2} > 0} sobre o interior
de um poligono e da funcdo h{z) = /z que aplica conformemente A em
B={z:Inlz)>0e Re(z) > 0}, Na figura 1, g € a inversa da fungao de
Shwarz-Cristoflel, h{z) = /ze f = hog.

A partir da aplicagdo reflexdo, p{w; + 2) = wy — iz, construiremos o
triangule I por reflexéo do tiigngulo Isobre ws, 1 {ver figura 2). Assim, es-
tenderemos f(z) ao triangulo Il, tomando f(2) = — f{u(2)) para 7 € 11, temos

1 U II sobre ws, 1wy + 1, através da aplicacio Blws + 2} = ws + 2. E assim,
definimos f(z) em I11 U IV por f(z) = F(B(2)). A splicagio f(z) é agora
definida em toda a metade direita de F', onde F' é o quadrado 0, 1, ie 141,
seguimos V U VI U VII U VIIL Analogamente, aplicamos &{ws+2) = wy — %
sobre a metade direita de /', donde conseguimos a metade esquerda de F,
& é & reflexdio sobre wy,wy + 1. Dai, definimos f(z) = f(&lz)), para z na
metade esquerda de F. E assim, estendemes f por todos os complexos peri-

odicamente, com periodos 1 € 7. A aplicagho f resultante tem a propriedade
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de ser meromorfa com polos de ordem 2 nos pontos 1 ¢ ¢, geradores do retic-
ulado, & zeros de ordem 2 nos pontos congruentes a ws. Para analizarmos a
veracidade desta aﬁrma);go veremos quatro observacoes:
a) Pela construgao de tal fungo temos que f{z) = 0, entéo 2 = w; ou
= 1fi3, onde Wy sa0 os elementos congruentes a w;, nesta construgao.

b) Suponha que 1 é uma singularidade essencial de f, f analitica em uma
viginhanca V' de 1, entdo para qualquer ¢ > 0, qualquer v > 0 e qualguer
o€ £ existe 2 € B (1)NV tal que | f(2) — a {< ¢, 0 que é um absurdo. Dai,
1 é polo. Analogamente temos que i é polo. _

c) Seja O, : [0,27] —= €, que leva t € {0, 27] em 7™ + wy, tomo r tal
que no interior de €, 86 tenha w;y como zero e nao tenhs nenhum polo. Pelo

principio do argumento temos:

f’ z*fl(C(}) A8 .
Q'm/ dz = dt =

:m D)

l da(l
— [‘_r = n(f o C;,0)

2mi Jpe0r 2
ende K é a ordem do zero wa & n{f o C,,0) é o indice de f o C, relativo a 0.
d) Seja v, 1 [0, 27] — &£ que leva t € [0, 27) em re™ 4+ 1, tome r tal que
no interior de 7y, b contenha 1 como polo e nenhum zerc. Pelo principio do

argummento, temos:

1o (=), ¥ ) (1)
K=si Fe = mih e =

4
. S F=niren0)

218 S o Y
onde K é a ordem do polo 1 e n{f o ¥,0) é 0 indice de f o, relativo a 0.
Em ¢}, para fazer sentido definir o indice de f o C, relativo a 0, por
integrsl, devemos observar que f o €, é um caminho fechado regular, de fato

basta observar o seguinte:
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FUYy = —JUD), j1 = FUID, f(I) = fUIV), f(IV) = (V) e f(1I]} =
FIVI). Dessas igualdades temos f(I) = f(V) e f{II) = f(VI}, analoga-
mente f{III) = f{VIIYe f(IV)= f{VIII). Assim, notamos que foC, é
urn caminho fechado, sem auto intersecgdo e o indice de fo(, é dois. A regu-
laridade de f o, ¢ garantida pela regularidade de f.Da mesma forma, fo-y,
¢ uma curva fechada, regular e de indice dois. Dali, pelas observagses temos
que f é meromorfa com polos de ordem dois em 1 e 1 e zeros de ordem dois
nos pontos wy e céngruos a wz. Assim, f(2) é igual a p(z), 2 menos de uma

constante multiplicativa, gragas a unicidade de . Desde que f{ws) = pfuy),

temos que f(z) = plz).

i
,f‘"’%_
I VII 1 VI
: VI

I © VIIE {1 PkE :
r v . v HHIEy = FOVIYE F{Y = JEV)

Hi. {vi 199 Vi

H VIE 1 v

JUID = JVITY FUV) = FVIID)

i VIH I VI
v “ v ool v

VI I {vE

Figura 2

Lema 3.4 Seja p(2) a P-fun¢do de Weierstrass no reticulado unitdrio:
i) plplws + 2)) = —plws + 2), onde p(ws + z) = wy — i3;
o plplws +2)) = —plws + 2), onde plws + 2) = wy + iz,
p(Blws + 2)) = plws + 2), onde Blws + 7) = ws + 7, observe que
Blp(2)) = plz);



Cap 3 : Mergulho da Superficie de Costa

49

i1} p(z} restrita & linha vertical Wy, wy € uma aplicacdo monotonicamente

crescente sobre o intervalo 10, e1]; p(2) restrito ao segmento horizonial wy, 1

é monotonicamente crescente sobre leq,00); p(z) restrito ao segmento de

linha ws,1 mapeia esse segmento de linha monotenicamente sobre o eizo

irnagindrio nde negative.

it} Re(p{z)) > 0 no interior dos dois tridngulos A ¢ 8(A), onde A €
o tridngule de vértices 0,un € 1; Relp(z)) < 0 no inferior de ' — (AU
B(A)), onde FF = {u + iv;0 < u,v < 1}{ver figura 8). Observemos gue

A= VIITUI, f(I) pertence ao primeiro guadrante ¢ f{I} = f(VIII), assim
Re(p(z)} > 0,7 € A. Analogamente, temos Re(p(z)) > 0 para z € B(A) e

Re(p(z)) < 0 no inderior de F — (AUB(4)).

i) Im(p(z)} > 0 no nterior de dois quadrados B e a(B), onde alw; +

2) =y + 4% = p{Blws -+ 2)) e B € 0 quadrado de vwértices wz,wy,1 ewy + 1

{ver figura 3).

Demonstragao: Os ftens i, il e {il e iv 880 imediatos da construgio da

P-fungao. U
i wi + ¢ 14
A% FAY
Vi 141
g wg +1
Vi ik
VIEE I
i} U 3

1+4

Sinal de Re{p{z)}

Figura 3

0

Sinal de Im{p{z))

T+i

i

Observacao 3.5 Segue das partes i) € i) do lema anierior, que p{z) é pu-

ramente imagindrio nas diagonais que passam por wy. | @z} | cresce de O
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para oo quando se aprorima dos cantos de F, jd que f(I) = oco. A diagonal
com declinio positive € mapeada no eiro imagindrio ndo positive. m cada
segmento horizontal e vertical limitando B, n(B) ¢ F — (BU a(B)), plz) é

real e monotonica. (ver figuras § e 4).

(i —&y — €3

3 o

Figura 4

Lema 3.6 Seja X3(z) denotande a terceira componente de X (z), z € D.
Entdo X3(z) > 0 se e somente se, z estd no inderior de D — (AU B{A)), e

Xa{z) = 0 se e somenie se, z estd em L, onde
L=01+2Uz1 (3.5)

¢ a unigo das duas diagonals de F. Além disso, X mapeia a diagonal com
declinio positivo de maneira um g um sobre a linha ;1 — 29 = 13 = 0 e «
diagonal com declinic negativo de maneira um a um sobre a linha T, 4+ 13 =

xgﬁﬂ.

Demonstragao: Pela equagao 3.3
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onde A & real positivo. Desde que e é real e positivo, X3(z) > 0 se e
somente se %ﬁg% < 1 se e somente se | p(z) + g1 |<| plz) —e; | se
e somente se Re(p(z)) < 0, isto é, p(z) estéd mais perto de —ey do que
de +e,. Também, X3 = 0 se e somente se ﬁf%)a%} = 1 se e somente se
| Re(p(2)) — €1 + m(p(z)) |=| Re(p(2)) + &1 + ilm(p(z)) |, isto &, se o
somente se Re(gp(2)) = 0. Devido ac lema anterior, nds temos que X3{z) < 0
se e somente se Re(p(z)} > 0 e pela figura anterior, nds temos que isso é
equivalente & 7 € AU B{A). Vemos que X3{2) = 0 se e somente se z € L,
basta analisar a mesma figura.

Provemos agora a tltima parte do lema. Consideremos agora a diagonal
ws, 1 +7 C L. Parametrizemos este segmento por n(t) = (3 + ) + (3 + 1),
0 <t < 1. Pela observagdo anterior podemos escrever p(n(t)) = iA(t) para
uma fungio A(t) com A(0) = 0, A(3)} = —o0 e X(2) < 0, j4 que a diagonal com
declive positive € mapeada sobre o eixo imagindrio ndo positive.0 < § < %

Da equagao 3.1 nés temos

G1(n(t))dn{t) = %[é,\(t)ﬂt—éi.ﬁ«(-h](dt + idt)
(3.6)
G2(n(8))dn(t) = %IﬁA(t)——éiﬁ—@;m}(dwm)
o que implica
Re(bi(n(t)int) = H-MO+ 5 (bl
(3.7)
= Re(ga(n(t))dn(t)).

Da equagéio 3.4 segue que X;(n(f)) = Xa(n(t)). Desde que A(0) = 0, A(L) =
—oo e N(t) < 0,0 <t <, temos que Mt) <0, 0 <t < 3, daf '
2

MO+ LT a = Relbla)dn() > o
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Xn(t) =Re [ an(e))an(t

& monotonicamente crescente com
Xn(0) = Re [~ #i(n(t)an(t) =0, i=1,2
. w3

Pela equagao 3.6 temos que lim, 1 Xi(n(t)) = oo, i = 1,2. Assim nds temos
que X;(n(t)) = Xaln{t)) e X3{n(t)) = 0. Dal X mapeia a diagonal ws, I +7
sobre a linha z; — :r:é = g3 = 0, de maneira um a um, jé que X{(n(t)) =
(X1(n(®)}, Xo(n(1)),0) e Xi{n(t)} é monotonicamente crescente. Analisando
olema 3.4, temos p(S8,) = p(5), P(S4) = —p(Sy) = p(51), ©(5;) é levado no
eixo imagindrio positive, p(S3) = ~p(S,), onde Sy = wy, 1 + 1, 8 = ws, 1,
Sy = wa,t e Sy = 0, ws. Pelo lema 3.4, temos G(n(t)) = _(-2- +t) + (5 + 1),
0 <t <3 aqual éuma parametriza(;éé do éegmenta wy, 1 = 5;. Temos
também que {5y} = p(5;) e assim o |

1 A2 1 :
céi(ﬁ(n(t)))dﬁ(n(t))_ = "2'[ iA{(t) + Ag(i} " egl( ¢ — sdt)

BP0 = ST-IN0) ~ gl — )

o que implica

Re(¢:(8(n{t)))dB(n (1)) = —Re(d2(B(n(tNdS(1(2)))

Da equacio 3.4 segue que X:(B(n{t))) = —X:{B(n(1))), ¢ com raciocinic
anélogo ao anterior, temos gue X mapeia a diagonal 1w, 1 sobre a linha
zy + &g = x3 = 0 de maneira um a um, e assim, X mapeia a diagonal, cujo

declinio é negativo, de maneira um a um, sobre a inha 2y 4 29 = 33 = 0. I
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3.4 As simetrias de M

Seja (7 o grupo diedral com oito elementos. Noés podemos considerar G como
agindo no qnadré.do F por reflexdes sobre as linhas horizontais, verticais,
diagonais passando por ws e rotagbes por milltiplos inteiros de L sobre ws.
Em notagio complexa teremos:

Blwy + 2} =wz+3Z reflexfo sobre a linha horizontal

PPy + 2) = wy +iF.2 rotagio por k% scbre ws, k=1,2,3

alws + z) = p{Blws + 2)} =ws +4Z  reflexao sobre a diagonal positiva
CGlws +2) = (Blws +2)) =ws —F  reflexdio sobre a linha vertical

plws + 2} = p3(Blws + 2)) = wy +iF reflexdo sobre a diagonal negativa
Observe que G é gerado por f e p, G = {id, p,p*,p*, B, p8,p° B3, B}, Nés
também podemos considerar & agindo em JR®| identificando os geradores §

e p com 0s movimentos ortogonais,

1 0 0] 0 -1 0
"B=1|0 -1 0 R=11 0 0
00 1 0 0 -1

B é reflextdio no plano {z1, 3} e R é rotagao por % sobre o eixo 23 seguido por
reflexio no planc {z;,23). Como temos um homeomorfismo entre F e T2 &

natural que G, agindo sobre F, induza uma agdo em D =T? — {py, p1,ps}.

Teorema 3.7 O grupo G, agindo em IR®, € um grupo de simefria de M =
X(D) C R, Aimersic X : D — IR® & compativel com a acdo de G ern D
e IR3. Especificamente

i) Xop=RoXe

i) Xof= BoX em D, induzda por X, G age por isometrias.

Demonstragao:
i) Observemos que p{p{ws + 2)) = plws +1iz) = wy +4{iz) = ws — z © que

plws — z) = plp(ws + 12)) = —p(ws +12) = —p(p(ws + 2)) = —(—plww; +
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z)) = p{ws + z). Assim, pela férmula 3.1, nds temos

$r{wa + i2) = @1 (plws + 2))

s+ 2~ A =it ) (38

= alels A - G G g = et 68
Da equacso 3.8 temos ¢1{p{ws +iz}) = ide(ws +1iz) = ide(p{ws + )}, é claro
que ¢ {p(ws+iz)) = ¢ {wy —2) j& que observamos, no inicio da demonstragdo

que plwy + 2} = plws — z). Assim,
Ga(ws +1iz) = ga(plws + _ﬂ)) = —igy (w3 + 2) (3.9)

Usando as equagaes 3.8, 3.9 ¢ 3.4, nds temos

(X3, Xoa)plws + z)) = (X1, Xy) (ws + iz)

(Re /; by (g +i€)d(ws + i€), Re fm olws + i€)d(wy + i6))

= (e [ ga(us + i)ide, Re [ golun + i6)ide)

= (Re [ ~ga(ws + E)at, Re [ d(uo + £)d¢)

= (—Xg, Xi){wy + 2). (3.10)

Pela equacdo 3.3 e lema 3.4, ftem i),
—plws + 2) — &

= X
—plwg + 2) + ¢ | 3lws + 2)

a
Xa(plws +2)) = 5ln |

Assim, nés temos

Xi(plws + 2}) —Xp{ws + 2} 0 -1 ¢ Xafws + 2)
Xofplws+2)) | =1 Xylus+2) [=11 0 0 |.] Xy(ws+2)
Xa(p(Ws + 2)) —Xaz{ws + 2) 0 0 -1 Kalws + 2)
Analogamente provaremos o item ii). Pelo lema 3.4, ftem 1), p{B(w; +
Z)} = ;;6&33 + 2}, usando a equacdo 3.1 e o fato de que A &€ real, nés temos

1 A? 1
ws+z} = siplws+ )~ {—
B+ 2) = Flelor+2) - (Pl ]

= ¢rlus -+ 2) (3.11)
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L B A? 1 | =
Ga(Blws +2)) = ¢alws +%) = 1 Flwst2)— €

= —golws + 2) (3.12)
(s, Xa) (Bluwn +2)) = (Re [ G + ), Re || ~Gy(wa + £)dE)
= (.XI ' —~X2)(*w3 -+ Z)

[p(wg 4+ 2) 4

miw

Pela equagao 3.3

B A P(MLMW A plug +2) — &
Xs(Blws +2)) = 8 In | plws + 2) + e = 85n| (gy(um—}"z) “}“el) |
A plug+2) —er |
. "—gn | plws + 2) + 61 = Xalws +2)

Coroldrio 3.8 i) O plano (z1,23) € o plano (@g, 23) 6o planes de simetria

para M = X(D). O segmento we, 1+ wy e 0,1 sdo aplicados por X sobre

o plano {(xy,x3). O segmento wy,wy +1 € 0,1 sdo aplicados por X no plano

(3’22,.’5’3).
it} A isometria o = po i de D a gual € reflexdo sobre a diagonal positiva
de F, € compaltvel com o simetria de M dado pelo movimento euclidiano

RB, a qual € a rotagae de 7 sobre ¢ segmenio By — Ty = 23 = 0.

Demonstragao:

i} O plano {@,z3) é plano de simetris para M, pois B € a reflexdo no
plano (z;,23) e B é elemento do grupo de simetria de M. O planc (z,, 3}
é plano de simetria, pois BR? é a reflexfc no plano {(z2.23) e BR? é -
lemento do grupo de simetria de M. Como fws, wy + 1} = (wq,wy + 1)
temos gue X (wy, 1 +wy) = X o B(we, 1 +wy) = B o X{w,, 1+ 1), dai
X{wy, 1+ we) € plano (&;,%3), analogamente para o segmento §, 1. Temos

também que Sluy +5,w1) = {wy +4,wy) & plwn +4,w) = {w +1, wy),

assim sendo,

R2B o X (o w, 1) = R o X (W ¥ 5,w1) = X (wy, 0, 73)
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dai, X{wy, w; +1) € plano (2, 73), analogamente para o segmento 0, 7.

i1} é consequéncia imediata do teorema anterior,

Observagao 3.9 Se nds decompormos F' em oito tridngulos I, IT ..., VI,
corno na figura 8, segue do teorema 8.7 que cada um dos tridngulos € isométrico

a todos os outros por uma isometria em G.

i wy 41 P41

AT} | ofT}

T
AT
W (1) wy + 1

(T} B(T)

#{T) ﬁsz:\‘

1 wi I

Do teorema anterior e da observagao anterior temos o imediato corolério.

Coroldrio 3.10 M ¢ formada por oifo partes congruenies. Cada parte €
isométrica a X (T}, onde T C F € o tridngulo

. i 1 1 )
{u+1v tal que 59&51} fig'vgu}_—{((wg—i*l),(l-%—z))} (3.13)

e € produzido de X (T} pelo movimento X{T') por wma simetria em G. Ob-

servemos gue T = 11,
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3.5 M é mergulhada

Nesta segho, fazendo uso das anteriores, provaremos que M € uma superficie
merguthada, ou seja, mostraremos que X : D — R como definida no
teorema de Costa, € um mergulho, Para isto, basta mostrarmos que X | €
um mergulho, que X (T') estd no octante positivo de JR* e que X aplica o7
sobre g fronteira do octante positivo, e isso nés faremos no Ultimeo resultado,
proposicac, desta segio. Observemos que cada um dos oito elementos de G,
agindo em IR®, move o octante positivo sobre um octante distinto de IR®.
Como cada elemento de G age sobre o plano por difeomorfismo, temos gue
X{g{T}) é um mergulho, g € . Para provarmos essa proposico, e assim
encerrarmos a dissertagdo, necessitaremos de quatro resultados preliminares,

gque passaremos a demonstrar agors.

Lema 3.11 Para ¢ suficieniemente pegueno, X € um mergulho em {2 &

D tal que | Xs(2) [< 6},

Demonstragio: Mostramos na proposicdo 3.2 que X é um mergi.lﬂzo fora de
um compacto K e que X (K)NX{D-K)) = §. Estabelecemos no lema 3.6 que
o conjunto £ = 0,1+ 12Uz, 1 éigual X;(0) e que X é injetiva em £, Como X
é imersio, entas ela é localmente injetiva, Restringindo nossa atencio a K, o
subeonjunto fechado £ M K € compacto e portanto deve ter wma vizinhanga
N em K na qual X é injetiva. De fato, suponhamos por absurdo que X
nao é injetiva em qualquer vizinhanga de £ N K. Tomamos V4, vizinhanga
de LN K, entdo existem x3,%2 € Vi, 3y # ¥, tal que X{zy) = X)),
tomamos V), vizinhanca de £ N K, entdo existem Ty Un € Vi Ty F Yy, tal
que X{z} = X(yn),..., e assim por diante. Essas vizinhancas sdo tomadas
de forma a existir uma subsequencia x,,, de z, tal que z,,, —> T, € LNK,
J4 que LN K é compacto. Analogamente, temos que existe uma subsequéncia

Yn, de Yy tal que 3, — y,4 € LN K., Como X(z,,) = X(ys,) temos que
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X(z)=X (y) Se x # y entdo temos X{x) = X{y) e x # y, o que contradiz o
fato de X ser injetora em £. Se x = ¥, como X € Jocalmente injetora temos
que existe uma viginhanga de x tal que X & injetiva nesta vizinhanga, mas
nesta vizinhanga existem z,, € 4, tal que z,, # yn, € X(%,,) = X{¥,,),
contradigao.
Para 6 > 0 suficientemente pequeno, ¢ conjunto

{z € K tal que | Xy{z) |< 8§} C N, pois £ = X;(0). Desde gue, X é um
aumem N e [} — K e sabendo que X{(N) N X{D — K} = § temos que X ¢
injetiva em {z € D tal que | X3(2) [« &}, para & suficientermente pequeno.
[

Lema 3.12 O segmento de linha ws, ws + 2 6 mapeade por X, de forma in-
y W3 [ 7 P b

jetiva, sobre wma curva contida no guadrante ndo negativo do plane {2y, x3).

A curva encontra um eizo somente se X (wg) =

Demonstragao; Pelo corolério 3.7 iiem i}, ;L:;,"@“%" é mapeado sobre
o plano {zy,23), isto é, Xo(z) = 0, 2 € w;w&;;; 5. Parsmetrizemos esse
segmento de linha por ¥{t) = wz +1¢, 0 <t < 5. Pelo lema 3.4, patte
i) e i), p(v(1)) = —pE({1)) = —p(e(r(1)), pois p(u{v(t))) € R, dai,
p(y(8)) = Mt) com A0} = 0, ¥(1) = —e;. Como p{z) restrito ao segmento
vertical 157wy (parametrizado p{y(t}}), é monotonicamente crescente sobre o
intervalo [0, e;] (ver lema 3.4), temos que X () < O em [0, 1]. Das equagdes 3.1

e 3.4, temos, para ¥ € 17, Wy,

z ] A2
X}(z) = Re ws E(p - 4(;} —_ f’z)(gﬂ + 31}) -
B(O2(t) — ) — &)
2/ ORI .
Aty ~

Xs(ot)) = gin | S e | (3.15)
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Claramnente X3(y(t)) é monotonicamente crescente em [0, 1], (observemos

que se ¢ — 5, p(y(t)) — -e;, distdncia de —e; & p(y(t)) diminui e
distancia de e; a p{y(t)) saumenta) com Xs(¥{(t)) = 0 se e somente se
{ = {}, isso nos diz que a curva encontra o eixo z3 somente se Xz{ws) = 0.
X(3(8)) = (o), Xl (8)), Xa(r(8))) = (K (7(2)),0, Xa(4(2))) & imetiva,
pois Xa{y{t)) é injetiva, X3(v(t)) = 0 com igualdade se e somente se 1 = 0.
Mostremos agora que, X;(¥{t}) > 0 com igualdade se e somente se t = 0,
isto quer dizer que a curva sé enconira o eixo zy se Xy{ws) = 0. Para isso,
mostremos gue o integrando da equagao 3.14 é estritamente positivo. Para
t€{0,3], M) € [—€1,0]. Seja Y {A) = MA?—¢?), notemos que Y{A) > 0, con-
sideremos Y (A} em [~¢;,0]. A positividade do integrando da equagao 3.14 é
equivalente a ter Y{A) < -‘5};— em [—&,0]. Mostremos gue Y{A) < %3. Temos
Y{0) = Y{~e1) = 0, Y(A) > 0 em [—e1,0] e Y'{Xg) = 0 em [—ey,0] so-
mente se Ag = < (de fato, Y"(Ao) = 3k - et =0 == Ny =] %% |, como

" estamos considerando em [—eq, 0], temos Ag = :;%l) Dai, observando que

B L]
%_E = 27ef{demonstragao do teorema de Costa, cap. 2) e que Y{X) = f%
temaos,
2

a
< =

o)
e St

&

|

ESOES(INES

£

Portanto fica provado o lema. [

Lema 3.13 O segmento wy, t € mapeade por X sobre a metade superior de

plane {24, 25).

Demonstragao: Pelo coroldrio 3.8, X{ws, 1) estd no planc {@p,1a). Para-
metrizemos Wy, por ¥, 1 <t < 1, Pelo lema 3.4 e observagio 3.5, p(ti) =
—p(plti)) = —(~plplpltD))) = ~[~(=p(ulp(pt)] = ~p(ulp(p(ti))),
observemos que u(p(p(t))) = @ 74,1 F 1 e pl(p(p(t)))) é puramente ima-
gindrio. Mas, #i = ws+{—4+(—+1}), dai, p(ti) = wa+{— i~ (3 +1}) ==
plo(t)) = ws + i = ws + (} = (3 + 1)) = plo(p(t))) = ws — i7" =
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wy — H3 — (—4 + 1)) —~w3»-z:(~;~+(~—l+t)z') =wy—dit(~t4+t) =t E
assim, p(ti) = —p(t), 1 <t < 1. Pelo lema 3.4 ii), temos que p(z) restri-
to & wy, 1 é monotonicamente crescente sobre [ey, 00}, daf —p(z) restrito &
wy, 1 que é 0 mesmo que —p(t), 3 <t < 1 é monotonicamente decrescente
[--e1, —ool. Portanto, p{ti) = k{t) para alguma funcao k(t) a valores reais,
com kK'(1) < 6, lim, 1 k(t) = —e;, e limp.y k(t) = —o0. Usando estes fatos

juntamente com as equagoes 3.1, 3.3 e 3.4 nds temos

Xs(ti) = ézn | E%%: | (3.16)
o i § ) A?
,(t) = Re f ~(p(ti) + 4@(7)-%?-)-)1@;
ﬂRef »—(g:(t)+-—~(~w~(-) )t
+Re f S () + ( )-m- )i
=X f( k(t)+~§-(k2( )1 )t (3.17)
X, (t) = 0. (3.18)

Pars a ltima igualdsde observemos o coroldric 3.8 jtem i). Usando a

equagao 3.17 e as propriedades de k{t), nds também temos
iii}'%l X;(tz) B }IE(IZXQ(fZ) = 00 —=r %%_I}ing(iZ) = El_,}’g 43{2(1'2.} == 00 (319)

Analisando a figura 4, temos que | k(t) — e |>] E() + & |, isto &, k{t), neste
case, estd mals préximo de —e; do que de gy, daf In |} };%5)%—2“ | € positivo.
Como p(ti) & decrescente, (vimos no inicio desta demonstragio) temos que

X3{ti) € positivo, decrescente e mondtona e

1in}z X3(ti) = +o0 € }11111 Xi{ti) = 0
t—-«»-i .
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Portante, como Xs(ti) é injetiva temos que X (#7) € wm a um. Reparametri- |
zemos X {ti) por s = X3{ti}, 0 < § < 00 e escrevemos a culva em questao

por

I(s) = X(X5'(s)) = (0, Xa(X5(s)), 8) (3.20)

Se Xj(ti} = s — 0 entao t — 1 (ver equagho 3.16), dai I'(s) — (0, 00,0),
I'(s) é uma curva divergente no fim Ep. Se X3(1i) = s — oo entéo t — 3,
daf I['(s) — (0,00, 00}, I'(s) é uma curva divergente no fim Ey. Como estes

fins sdo assintoticamente paralelos ao plane {1, 23}, temos
lim | Ta(s) |= lim | Fa(s) |= oo
Da equagao 3.19 segue gue
}333 Tyls} = sl:r& Fy(3) = +oo0. (3.21)

Do corolério 3.8 temos que X (1) pertence ao plano (7s,723). Usando a
equacio que dd o comportamento de X({fi), a equagdo 3.20, e o fato de
que s — § == Ta{s) —s 00 €, 38 8 — oo entdo Iy{ti) = oo, temos gue
X{ti) pertence ao interior do quadrante positivo do plano (zy,23). Como
X3(ti) é monétona e decrescente, portanto injetiva, temos que ws,t é apli-
cado injetivamente. Conclufmos também que, X (f7) é grifico sobre a parte
positiva do eixo xy € o valor de X tende a oo quﬁhdo se aproxima de wy ou

i O3
FProposicao 3.14 A apliéagd’o X mapeia R sobre
E={{z,22,23) , 22 §>0,1f1‘3 > 0},

onde R= interior de R, R =T U a(T) e T € o tridngulo

(wtiv; 3 <us1i<ogad - (@t 1,0+,

observemos que T C F.
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Para a demonstragao dessa proposigao, enunciaremos um lema, cuja demon-

stracao pode ser encontrada em [L)].

Lema 3.15 Seja ¥ : M —— IR® wma imersdo minima, onde M ¢ compa.cta.
Entdo ¥{M) C C{a(8M)], onde Clo(8M)] € o fecho conveze de $(OM),
e se W{M) ndo estd contida em um subespago proprio temos que ¥(M™) C

[Clem))°. o

Demonstragao da proposicao 3.14: Antes, observemos que pelo corolé-
rio 3.8 , X{wq,1) esté contido no plano (35,23} e assim, se X mapeia jc%’!, o
qual contem m, sobre B = {{z1,2y,23) tq 23 > 0,25 > 0}, temos também
que X mapeia uy, ¢ sobre o interior do quadrante positiva do plano (2, x3).
Mostraremos agora que, X; (b}, onde b é um real suficlentemente grande,

sao curvas fechadas e simples.

A plBlus ) - e
XolPlus +2) =g Bty v 2) e
_ -{iln | plws + 2} — &
8 plws + 2} + ey

i e, A 2) — |
—gln | (-&-m(’“ *fl——ei) i ﬁ(fi’ﬁm)— o ' |= Xy(ows + 2)
A

plalws +2) — e
Xald{wsy + 2)) = 3 ~in | olalwn o)) T e, |
n | elplp(Blus + 2)))) — & |
plp(p(Blws + 2)))) + &

_A P(ﬁ(ws tr)-e
=8 s+ ) v )
plolws +2)) ~ & = A plp(Blws +2))) ~ & |

ool +2) 1 e - 8 (ol ¥ ) T e

Xala(ws +2)) = 2in |
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A plws +z) — e

= gln“ (fp(ws YT 61) 17 = —Xa(ws + 2)

Kot + 2)) = Xslplplp(Bluws + ) = Gl | pgwiggﬁ e
= ézn | ~@{p(p(B{ws + z)))) — e
8 *sﬂ(p(p(ﬂ(wg F2)) +er
é In | plp(Blws + 2))) ~
8 plp(Blws + 2))) + e

Com isso, segue que as curvas de nfvels de X sdo simétricas com relagio a

l —X3{ws + 2)

Wy, e + 1 € wy, w4 + i Agora, mostraremos que tais curvas sao fechadas.

X(e) = tn| BB b o o BEE

s & | p(z) + e =] plz) — o1 =
— & | (Re(p(z) +ex) +ilm(p(2)) =] (Re(p(z) — &1) + ilm(p(2)) ==
s e®[(Re(p(2) + 1) + In?(p(2))] = [(Re(p(2) = &1)? + Tra?(p(2))] ==
s [(Re{p(2)) — 1) +Im*(p(2)] — X [(Re(p(2)) +e1) + Im*(p(2))] = 0 —
5 Re?(p(2)) — 2Re(p(z )}ewezﬂm%ga( )) ~ ¢ Re?(p(2))
~26%e;Re{p(2)) — €} — P Im*(p(z)) = 0 =
—> Re¥(p(2))(1 ~ €%}

—2Re(p(z))e1(1 + ™) + €7(1 — ) + Im*(p(2))(1 ~ e®) == 0 ==

— Re*(p(2) - We(ple))er (31-55) + I ((2)

AT 14 e
mel(( ~ gy E+€zb§2)

2e18” 1+e% 2
- (“(1 - ezb)) (“‘““ggg)
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g2 €2b
— Re(p(2)) ~ 2Relp(2))es(11-) + 5T )?

Zeqet

(=) =

I

+Im’*(p(2})

— Relp(e) - g =P + (o) = (22557

ou seja, as curvas de nivel de X3 sdo imagens inversas por p{2) de circulos de

centro (61(%*”2;,) 0) e raio | (f‘?‘};b} |, logo sho curvas fechadas. Observemos
que semnpre gue falarmos em circulos estamos nos referindo & curvas homeo-
morfas & cireulos. Como as eurvas de nivel sio, basicamente, resultado da
intersec¢ao do fim com o plano, temos, pelc teorema da transversalidade, que
tais curvas sao variedades. Pelo teorema da classificagdo de variedades, temos
que X3 '(b), cuja dimenséio é 1, é ou unido de circulos ou unido de circulos com
eurvas homeomorfas a segimentos de reta ou uniae de curvas homeomorfas
a segmentos de retas. Como X5 H{b) é fechado, s6 podemos ter unidc de
ciraudos. No ehtanto, veremaos gue a Unica possibilidade € um tinico cireudo, ou
seia, X;»;"}{b) é uma curva fechada simples. Para isso, basta mostrarmos que

& wy, Wa + 1, com 1lustra a seguinte figura.
144

//
N

Suponhamos que, além desse segmento, exista uma circunferéncia ~, no in-

terior de T', como na figura abaixo, onde X3 |, igual a constante b.
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7

Seja 7 o disco cuja fronteira é vy, como X3 |, é constante temos que X as-

i

g

VNN

sume méximo (minimo) no interior de 4, 0 que contradiz o teorema do médulo
méximo {minimo). Portanto, tal configuragho das curvas de nivel nao pode

ocorrer. Suponhamos agora que, tenhameos dois circulos concéntricos v e 7y,

44
7

Temos que X3 |y,= X3 |y,= b. Mas, Xj |5 5775; ¢ estritamente decrescente,

comeo na figura abaixo.

N\,

g

/

dai v, + 1,1 4+ 2 # mNuwg + 1,1 47, 0 que é um absurdo. Analogamente

para o segmento Wy, Wy + 1. Assim, fica demonstrado que X3 (b} sio curvas
fechadas e simples, & € /.

Em seguida, mostraremos que X aplica Rem E = {{x1, 2, z3), tal que,

xy > 0,23 > 0}, Seja § = {7 € D tal que ¢ < X3{2) < N}, a proposigdo 3.2

nos garante gue fora de um compacto K suficientemente grande, X é um

r.nerguﬂw} e o lema 3.11 nos dé que, para § suficientemente pequeno, X

é um mergulho em {z € D tal que | X3(2) [« &}. Dai, é facil vermos
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que nds podemos escolher ¢ suficientemente pequeno e N suficientemente
grande tal que X é um mergulho no complementar de Sy com relagio &
{z € D tal que 3 > 0}. Em particular, X restrito & O, = X He) e X
restrito & Cy = X57{N} é um mergulho e portanto injetora em C, ¢ Cy.
Pela equacio 3.3, essas curvas sio curvas de nivel de X3(z) = In | w(z) |,

onde
w{z) = p(zw) 2

pz) + e
Como anteriormente, C, e Oy interseptam wy, ws + 1 em dois pontos simétricos
com relacho a w;. Chamamos os pontos de intersecgio de g,,8{g,), qn

&{gn), respectivamente.

i w1 A1 144
Ce
Ty
10y - —
afgn) 8{ge e g [ Elgw) &lg.
g
) ity 3

Afirmagao: Temos que g, e &{g.) dividem C, em dois arcos CF e O, onde

CF é aplicado por X em
{{z1, %2, z3) tal quexy > 0}
e O em

{{:81,333,:63) tal quezy < 0}

Para mostrarmos esta afirmagao, observemos os itens abaixo:
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1) Vamos definir, {X1{(C.), Xo(C.), Xs(C)) = X{C,) = e, X(COn) = Cy

it} C] e Cy sho simétricos com respeito & reflexdo pelo plano (z1,2;) e
{2, 23); (consequéncia imediata do teorema 3.7);

1} X é injetiva em €, e Oy (vimos no inicioc da demonstragio desta
proposigdo);

iv) V wy+z € {Ce—{ge, 3(g.)}}, Xa(ws+z) # 0 (suponhamos Xa(ws +2) =
0 para algum ws + 2z, entdo X{Blws + 2)) = BX(uwn + 2} = (Xj{ws +
2),0, Xa(ws + z)) = X(ws + 2), onde f{w; + z) # w3 + 2, contradiz iii));

v} X2{C,) toma valores negativos e positivos (basta otharmos para ii)); De
iv} e v) e do fato de X, ser continua, temos que, Xp(C,) = 0 em q., &{q.) € C.
{observemos que O, € simples e fechada), daf Xo(q.} = Xo(a(g.)) = 0. Para
observar o comportamento de X, perto de 4, é o mesmo que chssrvar o
comportamento de 1y perto de 1 4 {). Suponhamos que, para algum ponto
7 em OF, Xp(z1) < 0, ent8o teremos que para algum z, € CF, 2, entre
71 € zg, Xa{ze) = 0, absurdo. Dai, X5{C}) > 0 e analogamente temos que -
Xo{C;} < 0. E assim fica demonstrado esta afirmacao. |

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, {; intercepta ws,1 em um ponto
onde X; > 0. Po;:iemos aplicar o mesmo argumento & Cy, para N sufi-
cientemente grande, e concluir que Cyy intercepta Wy, % em um ponto onde
X, > 0 e que Xp(Cf) > 0. Sendo T = {u + v tal que r<u< 1,3 <v<
u} — {wy + 1,1 + 4}, definimos R = TU&T). Sejo Wen = RN S.x,
sabemos entio que X{OW_ n) = X(CH U CH U gn U g@:mn) -
O{{my, 29,73) tal que T3 > 0,6 < 33 < N} C E. Pelo resultado 3.15
X{W.n) € {{z1,20,23) tal que 29 > 0,¢ < 25 < N} e fazendo ¢ — 0

e N —— J-oc terminamos a demonstragdo desta proposicdo.O
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Proposicho 3.16 Seja T o tridngule deﬁnido por
1 1 . 1
T = {u+ iv tal que 5 <y < 1)~2~ < ul - {{wy+ -2-),(1 + 143}

Entio X | ¢ win mergulho de T sobre o octante ndo negativo de IR, levando

- g - “
T sobre a fronieira do octante e T sobre 0 inlerior.

Demonstragdo: Provemos primeiro que X aplica T sobre o octante nio
negativo {(x1,22,%3) tal que 1 > 0,22 > Q23 > @} e ?O’ sobre o inte-
rior. A fronteira de T consiste dos segmentos de linha m;w—;ﬁg, Wy, L+ 1
e ith, 1. Pelo lema 3,12, m é aplicado por X injetivamente sobre
uma curva no quadrante nao negativo do ?Ianm {z5.23), encontrando os
eixos somente em X (w3} = 0. Pelo lema 3.6, w;, 1+ 1 é aplicado injeti-
vamente sobre &3 — &2 = x3 = 0, 21 2> 0. Pelo lema 3.13 e proposicio 3.14,
do plano {&2,73). Seja Q o octante positivo de R Nds mostramos que
X{0T) C 0. Provaremos agora que X (’}?’) Cé dgsaremos & notagao:
Ctt = CFNT, e Cit = CHNT. Seia Toy = Wy NT. Observemos
que X(CHY € {{zy, 29,23) tal que z; > 0,25 > ng_g> 0}, devido ao fato
de que C! ser simétrica, X(C) = ¢ > 0 e Xp(g) = Xp(&(g)) = 0, da
mesma forma, X (CF%) C {(z1, 20, 23) tal gue 29 > 0,25 > 0,23 > 0}, As-
sim X(0T, y) = X{CHUCH UgTan UE?}_\;} C H{z1, %2, 73) tal que 29 >
0,21 > 0,6 < 23 < N} € {{z1,292,23) tal que 2 > 0,19 > 0,25 > 0},
onde £, = C. Ny + 1,1 +7 e fy = Cy Nwy + 1,1 + 5. Pelo resultado 3.15 |
X{T.n) C{lz,za,z3)tal quez; > 0,25 > 0,e <oy SN} Fazendo ¢ — 0

N & o . —
e N — 400 temos que X({T) C). Para concluitmos a demonstracao desta

propuosigao, vamoes mostrar que X |r é um merguiho, onde nds sabemos que
X é uma imersao. Basta entdo, mostrarmos que X é um gréfico schre o

plano:

Pm{:z:é IR® tal que < T, = 0}} onde u = (,21,?%)0)
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Para isso é suficiente mostrarmos que 7w 0 X |[r 6 injetiva em T, onde 7 -
R* —— P é projecio. Como TE,N "converge” para T, nds mostraremos
apenas que 7o X : T,y — P é injetiva. Observemos o seguinte resuitado
de imersdes do plano no plane.

Seja F'uma imersac definida em um aberto simplesmente conexo do plano
no planc e seja 7y uma curva de Jordan no interior do dominio de F, tal que F
éinjetiva em 7. Entao F é injetiva na regiao limitada por . Para demonstrar
este resultado basta observarmos que F é um hameomorfismo local do disco
fechado O, onde a fronteira de C {notagao: 9C) é v, sobre o compacto F(C),
ou seja, F' ¢ recobrimento. Como v = F(8C) = 8F(C) e a cardinalidade de
FY(p),p € OF(C) é um, temos que cardinalidade de F~H{) também & um
para todo § € F(C).

Por esse resultado devemos somente mostrar que 7 o X & injetiva no
borde de T, v. Seja ¢ : §7 — {100 a projegdo estereogrifica. A aplicagio
normal de Gauss de X é dada por o' o g, onde g = 3: éa apiicag'éo g da
representacac de Welerstrass de Af. Mostraremos que g{T'} é uma regiso de
(' U oo limitada pelas linhas .-{ti tal que t < 0} e {t{—1 +1) tal que ¢t > §}.
De fato, do lema 3.4, para ¢ € (3,1}, p(t(1 + 1)) = ()i, ¥{t) < 0, como
o(t{(1 + 1)) é decrescente (pois, | p | cresce em w;, 1) temos gue /{t) < O e

lim, , 1 ¥ () = 0, limest Y (1) = —o0, logo

Y ()= 1+ #(1 + 1)) ==

= g:}'(i(11+i)) = (;(t;) = +(—1 ~i~z’)(;;é—§) C{~-1+d},t>0.
£ assim temos que g{ws, 141} C {#(—1+7}) tal que t > 0}. Por outro lado,
pelo lema 3.4 e para t € (2,13, p(td) = &(8), 6{t) < @, §'() < 0 pois 8(t) é
decrescente (p(Wi;W3) € decrescente), lim, 2 5ty = 0, limy_; §{t) = —oo0.
Agors, de §(1) = ip/ (i) segue-se i = pipt C {ti tal que & < 0}, donde
concluimos que g{wg, i) C {# tal gue ¢ < 0},
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i _ 144 g

we wy 4+ 1 .
g

Assim g{T') é uma regido de C U {oo} limitada pelas linhas {ti tal que t < 0}
e {t(—1+1) tal que ¢t >» 0}. Pelo teorema de Costa e coroldrio 3.10, a cur-
vatura total de X (7') »--mT” = m%’r‘ Desde que a curvatura total de X{T') é
a drea da imagem da aplicacdo normal de Gauss, segue que a imagem de g(7)
deve estar caﬁtida na menor das regides limitadas por {# tal que t < 0}
e '{:i‘(—l +) tal quet > 0}, contendo o semi-eixc negativo X. Portanto
o0~ Yog(T) é uma regido contids no hemisfério H = {7 tal que < n.p >< 0}
e 0 ! og(T) intersepta 8H = PN 52 somente nos pontos {0,0,41), j& que
1 + i esta fora do domfnio de definigdo. Notemos que 07! o g{z} = (0,0, 1)
em 1" somente em w;, pois os ontros pontos nde estdo no dominio, onde
glws) = 00 e temos que wy & Ton, nds concluimos que 071 o g(T, ) é um
subconjunto compacto no interior de H N S?%. Temos também que o vetor
normal ao planc P é o vetor 1, os vetores normais & X{(T. n), 07 o g(T. n),
nao fazem angulo reto com g, ou methor, < v, u >< 0, para qualquer vetor
v normal & X {7, x).

Assitn, 7 é imersdo e portante 7 0 X € imers@o de 7, y, daf podemos usar
o resultado anteriormente mencionado.

Finalmente, mostraremos que # ¢ X £ injetiva no bordo de T, y. Essa

fronteira consiste de quatro arcos, dois dos quails sic segmentos de linha.
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O segmento §;,§v ¢é aplicado por X injetivamente sobre o plano (x,x3)
(lema 3.12), e & projegao desse plano sobre P ¢ injetiva (nao forma angulo
reto}. O outro segmento estd em wy,1 e é aplicado por X injetivamente
sobre P (lema 3.13). Analisemos agora o subarco C de CF que limita
T. . Na demonstragio da proposigao 3.14, vimos que para ¢ suficientemente
pequeno X ¢ injetiva em OF e se O = CF N7y, X{CH) estd contido
no plano z3 = ¢, & como 7 © X é localmente injetiva, por ser imersio, e
7w o X{(CHY) C Pi{zs = €), segue-se que 7 o X é njetiva em CFF. Com
argumento similar, podemos mostrar que 7 0 X é um a um no subespaco
Cht = Ch 0Ty Assim, 7o X é injetiva no bordo de Ty v e portanto

terminamos a demonstragio de que a superficie de Costa é mergulhada.
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