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INTRODUCAO

A-aplicagao normal de Gauss é quase soblrejetiva. em superficies minimas
completas. Os resultados existentes nesse sentido sdo os seguintes:

A aplica&;&o normal de Gauss‘de uma superficie minima completa nao
trivial, omite no méximo quatro pontos sendo que esse maximo é atingido
pela superficie de Scherk. Esse resultado provado em 1988 € devido a Fuji-
‘moto. _

No caso onde a curvatura total é finita, Osserman provou ha aproximada-
~ mente vinte e cinco anos que a aplicagio normal de Gauss omite no maximo
3 pontos no caso ndo trivial. Um um problema ainda ém aberto é saber se
esse resultado pode ser melhorado para 2 pontos ou se existe uma superficie
cuja aplicagdo normal de Gauss omite exatamente 3 pontos.

Neste trabalho, generalizaremos o resultado de Osserma,q para uma classe
mais ampla de superficies, as chamadas imersdes do 'tipo geométrico finito
(vide definigdo no capitulo 2). Além disso, com a introducao do conceito de
fins ndo degenerados (vide definicdo no capitulo 4}, pode'mos provar que neste
caso, a aplicacio normal de Gauss omite no méximo 2 pontos. Observou-se
durante o trabalho que ndo fol necessario o wuso da representagio de
Weierstrass para superficies minimas. Isso mostra que quando restringimos
o estudo para o caso de superficies de curvatura total finita, o problema é
essencialmente topoldgico pois os procedimentos utilizados para a obtencéo
desses resultados foram: '

a) Definir um campo na superficie e calcular a caracteristica de Euler-
Poincaré somando-se os indices das singularidades do campo.

b) Utilizar o fato de que a aplicagio normal de Gauss da superficie é um

revestimento fora das fibras criticas.



As idéias desenvolvidas para provar este resultado levaram naturalmente
a outras generalizacées. No capitulo 5, generalizaremos um resultado de L.
Rodrigues que caracteriza o catendide como a unica superficie minima de
curvatura total finita, mergulhada e com curvatura estritamente negativa.
De fato, provaremos que toda hipersuperficie de tipo geométrico finito de
dimensdo par, mergulhada (se n = 2), cuja curvatura de Gauss-Kronecker
se anula somente em um subconjunto de dimensdo baixa é topologicamente
uma esfera menos dois pontos. Segue entio, por um resultado de R. Schoen,
que se a hipersuperficie for minima, ela tem que ser um catendide.

Conclui esta dissertagdo um Apéndice na qual demonstraremos que para
n # 3, toda variedade n-dimensional compacta e n/2-conexa é homeomorfa
a esfera S™. Este resultado, que é usado no capitulo 5, é bem conhecido pelos
especialistas, embora nao se ache com facilidade na literatura na forma que
estd aqui apresentada.

Os resultados originais contidos neste traballio foram obtidos em cola-
boragio com o Prof. Dr. J. L. M. Barbosa (UFC) e com o Prof. Dr. F.
Mercuri (UNICAMP).



CAPITULO 1
FATOS BASICOS

Esse capitulo tem como objetivo, definir notacdes e enunciar alguns re-

sultados da teoria bisica que serdo utilizados no decorrer do trabalho.

1.1 Hipersuperficies em R"

No que se segue, f : M™ — IR™*! serd uma hipersuperficie orientavel,
(por abuso de linguagem, chamaremos M de hipersuperficie também).

A aplicacido normal de Gauss associada a f serd denotada por g.

1.1 Definigdo: Chamaremos de segunda forma fundamental de uma hipersu-
perficie M em x € M, a aplicagio S, : T, M — T, M onde .5',,1(1;)é —V,N =
—dg(v), n um vetor normal unitdrio escolhido em N,M, V a conerio canéni-
ca em IR*t1 e N uma extensio de norma constante de n no fibrado normal

em uma vizinhanga de p.

1.2 Observacao: E ficil ver que —V,N ¢ de fato um vetor tangente a M

em ¢ e ndo depende da extensdo N de 1.

1.3 Definigao: G : M — R; G(z) = det(S5,(z)) é chamada de curveiura de
Gauss-Kronecker de M.~ '

1.4 Definigdo: Kr = [ G(%).dM, onde dM € o elemento de volume de M,
M

€ chamada de curvatura total da hipersuperficie. Note que Kp ndo precisa
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ser finito.

1.5 Observagao: O sinal da curvatura de Gauss-Kronecker e da curvatura
total dependem da escolha do vetor 1) no caso de n {mpar. Neste caso serd
fetta a escolha de wm campo unitdrio continuo em NM para se compuiar
G(z) e obter a curvatura total. Quando n é par, o sinal de G(z) (e portanto

da curvaturae total) independe do vetor n escolhido.

1.6 Definigao: H: M — R; H(z) =trago(5,(z)) ¢ chamada de curvatura
média de M.

1.7 Definigio: M serd chameada de hipersuperficie minima quando a sua

curvatura média for identicamente nula.

1.2 A representacao de Welerstrass para su-
perficies minimas.

A teoria classica de superficies minimas vem fazende o uso continuo de
um teorema muito importante que tem possibilitade a obtengdo de varios
resultados. Esse teorema é chamada a representacio de Welerstrass que

vamos enunciar em seguida:

1.8 Teorema: Seja I C @ o disco unitdrio ov o plano complezo, h uma
fungdo meromorfa arbitraria em D e f uma fungdo analitica em D tendo a
propriedade que para cada ponto onde h lem um polo de ordem m, f tem um

zero de ordem pelo menos 2m. Entdo toda superficie minima stmplesmente



coneza em IR® pode ser representada por x: D -+ IR® dada por:

21(¢) = Re{f: %.f(z).(l - h?(z)).dz} o
<3
z9({) = Re{/{J zf(z)(l + hg(z)).dz} + ¢

zs(() = Re{/:f(z).h(z).dz} + 3

onde ¢1, ¢y € ¢3 sdo constantes reais, e T = (ml,mg, :33).
Utilizando-se este teorema podemos provar o seguinte resultado:

1.9 Teorema: Seja ¢ : M? — R? uma imersdo minima completa de cur-
vatura total finita. Fnido existe uma superficie de Riemann compacta M,
um numero finito de pontos {p1,...,pr} C M tais que M € conformemente
equivalente a M — {py,....px}. Além disso, a aplicagdo normal de Gauss g

associada a @ se estende a uma aplicacdo §: M — 5% meromorfa.

Para maiores detalhes, vide [2] ¢ [3].

1.3 O indice de um campo numa singulari-
dade isolada.

Sejam ¥ um campo de vetores diferencidvel numa variedade orientada
M™ e x € M uma singularidade isolada de ¥. Tome uma carta local ¢ que
manda z na origem de IR™ e preserva a orientagdo. Essa aplicacdo mduz
um campo dp{¥) numa vizinhanga da origem de IR*. Tome uma esfera

suficientemente pequena SF *em torno de 0 € IR™ tal que o campo ndo



se anule na esfera. Podemos normalizar o campo em 57!, e esse campo
normalizado induz uma aplicagio ¢ : Sf~! — S™ 1. Tome um valor regular

y de ¢. O indice do campo ¥ em z é definido como o nimero:
i(z,0) = #{z € 7 (y); dd. preserva a orientacio}—

—#{z € ¢ ' (y); dé. inverte a orientacio}

Alguns fatos importantes:

1.10 Observagio: O indice ndo depende de © e portanto € bem definido
em M. Mais em geral, se f : M — N € um difeomorfismo que preserva
a orientagdo, U um campo em M com uma singularidade isolada p, entdo
df (V) € um campo em N com uma singularidade isolada em f(p)do mesmo

indice.

1.11 Observagao: Se dois campos U’ e U" tem em p € M uma singulari-
dade isolada e sdo homotdpicos no sentido gue eriste uma familia continua
¥, de campos com singularidade isolada em p com Uy = ¥’ ¢ ¥ = U”, entdo

U e U tem o mesmo ndice em p.

1.12 Observagdo: Seja ¢ : ™1 — R — {0} wma imersdo de grau 1, i.e.
homotdpica @ inclusio canédnica i : S™t «— Ss C R™ — {0}. Enido o indice

de ¥ pode ser calculado come o grau de W o ¢, i.e.
i(z,9) = #{z € (Vo) y); d(¥o¢), preserva a orientacto}—

~#{z € (Vod)  (y); d(¥o¢), inverte a orientocio)



A titulo de exemplo vamos demonstrar um resultado que utilizaremos

mais adiante:

1.13 Lema: Seja U um aberto de R™ ¢ f : U — IR uma fung¢do com um
ponto critico ndo degenerado em % € U, Entdo o indice do campo V[ em %

¢ o sinal do determinante da matriz Hesstana.

Demonsiragdo:

O {ato que Z é ndo degenerado implica pelo teorema das fungdes inversas
que V f é um difeomorfismo de uma vizinhanga de Z em uma vizinhanga de
0 € It". Portanto o indice de V f em z e £1 dependendo se V f preserva ou
inverte a orientagéo e isso € determinado pelo sinal da derivada de V/, i.e.

pelo sinal do determinante da matriz Hessiana de f em Z.

1.4 A caracteristica de Euler-Poincaré de
uma variedade

Seja M uma variedade homotopicamente equivalente a uma variedade
compacta. Em particular a homologia de Af a coeficientes reais H (M, IR) é
um espaco vetorial de dimensdo finita, Yk > 0.

O invariante topolédgico

(M) =3 (=1)Fdim Hy (M, R)
=0
chama-se a caracteristica de Euler-Pomcaré de M.
Existem vdrias formulas que permitem o célculo de y(Af). Entre elas

vamos lembrar as seguintes:



1.14 Teorema: Se M € homotopicamente equivalente a um complezo sim-

plicial finito, entdo x(M) = i(—l)".c; onde ¢; € o numero de sitmplezos de

dimensdo 1.

1.15 Teorema: Se w : M — N € um revestimento de m folhas, M ¢ N

conezos, entdo x(M) = m.x(N)

1.16 Teorema: Se M € wma variedade compacta € sem bordo e ¥ um campo

tangente com singularidades isoladas x4, 24, ..., 2x, entdo:

x(M) =} i(w, ¥)

{

onde i(z;, U} € o indice de ¥ em x; introduzido anteriormente.



CAPITULO 2

HIPERSUPERFICIES DO TIPO
GEOMETRICO FINITO. O TEOREMA
DE JORGE-MEEKS.

2.1 Definigfo: Seja M™ wma variedade orientdvel n-dimensional compacta,
D1, P2y« -, Pk pontos em M e M = M- {p1s...,px}. Uma tmersdo f: M —
R*? € chamado do tipo geométrico finito se:

a} M ¢ completa com a metrica induzida.

b) A aplicagdo normal de Gauss g : M — 5" se estende a uma aplicagdo
diferencidvel §: M — S™.

¢) As fibras criticas, ou seja, @ timagem tnversa dos valores criticos de g,
estdo contidas em uma reunido fintta de subvariedades coneras de dimensdo

<n-—2.

2.2 Observagdo: Pelo teorema 1.9, a definigdo 2.1 € uma extensdo do

conceito de superficie minima completa com curvatura lotal finita.

2.3 Definiggo: Os pontos omitidos {py,...,pr} sdo chamados de fins da
imersdo f. As vezes, as vizinhancas desses pontos também serdo chamadas

de fins.

Estamos interessados em saber qual é o comportamento qualitativo de
uma imersdo do tipo geométrico finito quando a mesma é restringida aos
fins. Para 1sso, provaremos alguns lemas em seguida. O resultado principal
(teorema 2.7) é devido a L. Jorge e W. Meeks (veja [5]) e descreve a geometria

da imersao perto dos fins.



2.4 Lema: Sejam X ¢ Y variedades diferencidveis de mesma dimensdo, X
compacto, f: X — Y uma aplicagdo diferencidvel e y € Y um valor regular
de f. Entdo:

o) [7Hy) = {z1,22,- .., an}, ou seje, #f7(y) < o

b) Eziste uma vizinhanga U de y tal que {71 (U) € uma unido disjunta
VulY,uU...U Vy, onde V. € uma vizinhanga aeberta de z; com f(V.)=U e
f v : Vi = U € difeomorfismo.

Demonstragdo:

a) Suponha que existam infinitos pontos em f~'{y). Pela compacidade
de X, existe uma seqiéncia (&n) em f~y), com (xq) — @ e &; # x; para
1 # 7. z € {71 (y) pela continuidade de f. O fato de y ser valor regular de f e
z € f~Yy) = 3 vizinhanga V, de « tal que f |, é 1-1. Mas toda vizinhanca
V. de z contém infinitos elementos de f~1(y), pois z ¢é ponto de acumulacdo
de (z,). Absurdo. Portanto #f ' {y) < co.

b) Tome vizinhangas W; de z; CllSj‘LlI‘ltELS duas a duas, de modo que £ lwe

W, — f(W;) é difeomorfismo. X — U W; é compacto = U = f(X — U W) é

compacto e nio contém y. Sejam U = (Y =U/ )ﬂ[ ﬂ f(Wole Vi = Wins1(U).
Afirmamos que o U e os V;’s acima definidos senem
b1) fV) = U Vi
N
Dlze UV.eszeValgumi =z € f71(U)
i=1 :
.oN . N
(Qeze f7HU)= fla) e [Y—f(X -y W)l = fla) & X =Y W) =

z € UW =€ Uif
1 =1

b2) f(V) = U
Q) fV) crifu) =0
DO)fW) DU =>Veel, 3 e Witg. flz) =2
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e fTMU)=ze fHUINWi=V, =z e f(W)
b3) f vt V; — U é difeomorfismo porque ela é uma restricdo de f |,
W; — f(W;) que é difeomorfismo.D

2.5 Observagao: O lema 2./ garanie que sob as hipéteses da definigdo 2.1,
g € uma aplicacdo de recobrimento fora das fibras criticas. Em particular,
se ¢, denota o volume da n-esfera unitdiria e G(z) a curvatura de Gauss-

Kronecker de M em z, temos que:

\K7l = ] 1G(2)| M = m.c,, m = grau(g)
A

onde K € a curvalura total de M.

2.6 Proposicio: Seja A™ uma variedade Riemanniang com bordo completa
(Toda seqiiéncia de Cauchy converge), OM compacto, ¢ f : M = {M —
OM} — R" um difeomorfismo local tal que k- ||vl| < ||dfz(v}|| paraV z € M,
v € T.M. Entdo eviste uma subvariedade N de M tal que f |n: N — f(N) =
R* — B*(0) = D ¢ wm revestimento.

Demonstracdo:

J& que 8M é compacto, existe s suficientemente grande tal que M C
B*(0). Seja N = f~1(D). E ébvio que N é subvariedade de M. Note que o
fecho N de N em M é uma variedade com bordo completa. A afirmacio é
que g = f |y: N — D é um revestimento., Para isso, basta demonstrar que
¢ levanta caminhos diferencidvel por partes. '

Sejay € D,z € f7 y)ec:[0,1]] - D tal que ¢(0) = y. Queremos
levantar ¢ a uma curva ¢ em N onde £(0) = 2. Seja A C [0,1] o conjunto
maximal onde ¢ pode ser levantado. O fato de f ser difeo-local e D ser

aberto implica que o intervalo maximal onde ¢ pode ser levantada é do tipo
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[0,%5), ou seja um aberto em [0, 1}. Se provarmos que ¢ pode ser levantada
inclusive até £y, teremos provado que o intervalo méximo de levantamento de
¢ é fechado em [0,1]. Portanto o intervalo miximo de levantamento deverd
ser [0,1)] pela conexidade de [0, 1].
Seja (t,) uma seqiiéncia crescente em A tendendo a tg, (@) = {e{ts)) C D

e (b,) = (e(t,)) € N. O fato de (£,) ser convergente e ¢ ser continua, implica
que (a,) € convergente e portanto de Cauchy. A desigualdade k - |jv|| <
|dfp{v)|| tem como consequéncia (4,) ser de Cauchy. De fato:
tm

|

dist(bm ba) < [ @] 0 < k7 _[,,, ()]l dt < H |t — ta]

T n

onde H = k1. sup l¢/(1)}} < oo. Portanto (b,) é de Cauchy.
01

J4 que N é completa, pode se garantir que (b,) converge em N pela
completude da mesma. Além disso, f(b) = Jim f(b,) = ima, =a € D,
sendo que a iltima pertinéncia segue-se do fato que ¢« € ¢ C D. Ja que
f(ON) C 8D, temos que b e f~1{D) = N.

Seja V C N uma vizinhanca de b tal que f |y é difeomorfismo. Entédo
c(tp) € f(V) e por continuidade, existe um intervalo I C [0,1], ¢, € I, tal
que ¢(I) C f(V). Escolha um indice n tal que &t,) € V e considere o
levantamento [ de ¢ em I passando por b. Os levantamentos [ e € coincidem
em [0,¢,) N1, pois f |v € biunivoca. Portanto, [ é uma extensio de ¢ em I,

donde € esta definido em #5 e t5 € A 0 que conclui a proposigéo.

2.7 Teorema: Seja E um fim de M, n > 2, e seja f: M™ — R™ wma
imersido completa. Seja v um vetor em IR™! tal que o dngulo @ enire v e
df (T, E) € maior do que A > 0 para todox € E en : R*™' — R™ a projegdo
no espaco ortogonal a v. Entdo:

(1) Existe um fim E' C E C M tal que (rof) g € um revestimento. Em
particular, se n > 3, E' € difeomorfo a S* x [0,0c) € f | € um mergulho.

(2} Sen 2 3 e a normal de f tende a v quando || z || — 00 temos gue:

12
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(a) Para r grande, Y, = f(E') 1 S* € homeomorfa a uma (n — 1)-esfera.

() X, = H(f(E)N S7)

converge o uma subesfera fotalmente geodésica S™! em S™ com multi-
plicidade 1 quando r — oo.

(3) Sen=2 e a normal de f tende @ v quando Jjz|| — oo temos gue:

(¢) Para r grande, Y, = f(E') N 5" € uma curve fechada.

() X, = H(f{(E) N S}) converge a uma geodésica S* em S* com multi-
plicidade I > 1, onde I é o grau de (wo f} |p.

Demonstracdo:

(1) A imersdo (7o f) de E estd exatamente nas condicoes da proposigéo
2.6. Portanto é imediato a primeira afirmagao de (1).

Quando temos um revestimento sobre um contradominio simplesmente

conexo, a aplica¢io é um difeomorfismo. Isso prova a segunda afirmacao de

(1).

(2)(a) Seja D, o subespac¢o unidimensional em JR"*! gerado por v. Seja
DL o subespago ortogenal a D,. Tome a esfera unitaria S"! contida em
D, O que faremos € construir um homeomorfismo entre esse S 1 e ¥},

Segundo a proposigéo 2.6, existe 7 > 0 tal que 70f |prz(ros)-2 (R-82(0))
é um revestimento. Por simplicidade, chame [ |gr de f.

Tome z € S '. R, = {sx; s > 7}. P, .= D, x R,. Note que P; ¢
transversal a f(E’) e isso implica que f~'(y, := f(E')NFP,) é uma 1-variedade
em E'. Além disso, o fato de wof ser difeomorfismo entre £’ e D — B7(0)
nos garante que 7, € o grafico de uma funcae g, : R, — D..

Seja gL(y) == ﬁﬁfﬁ(y). O fato da normal de f tender a v quando ||y|| — oo
nos garante que ”Jﬁnﬁ}w g.(y) = 0.

Para cada 2 € S™! conseguimos obter curvas v,. Queremos que para

um r > 0 suficientemente grande, §7 N+, seja um unico ponto para todo

13



z € 5771, Fazendo isso, conseguiriamos definir uma func¢io de S*~! em ¥,
dado por & —= 57 N 7.

O primeiro passo para a obtencio dessa funcéo é provar que fixado z €
5§71, existe um r, suficientemente grande tal que S N+, é um ponto para
> ..

Defina a fungio b, : R, — R; ho(y) = /llyl]* + ¢2(y). Geometricamente
essa € a fungdo que’da a distdncia entre a imagem de ¢, e a origem. Note
que o fato de A;(y) ir para infinito quande [|y| — oo garante que para +
suficientemente grande, v, N .S} ndo é vazia.

Temos que:

2 1y [ +2.9-(y).9.(y) llyll L=

h, =
R T I T

onde Al := 3flyil(y)

K fécil ver que | ]|}Im gﬁyu = ( como conseqiéncia de ' lﬁm gely) = 0.
—o0 ylj—oo

Das condigoes N hm %ﬁl =0e | lillm ¢.(y) = 0 segue se que existe 7
y

tal que se ||y} = 7z, AL(y) = ﬁ (1 4+ Qﬁﬁl '(y)) 2 ¢ > 0. Ay
¢ estritamente crescente para ||y|| > 7. Nole que podemos tomar um ry
suficientemente grande de modo que a intersecgéo de 4, com S5 seja um
unico ponto para ' > 7.

Devemos provar agora a existéncia de wm r tal que v, N .S é um tGnico
ponto para todo x € S* ™ e’ > 1.

Dado = € 57!, existe r; tal que h, é crescente (ou seja, hl(y) > 0)
para todo y com norma maior que r,.. A continuidade de &' (como funcao
de z e de ¥} nos garante que existe uma vizinhanca V, de x tal que h,{y) é
crescente para todo z € V; e ¥ com norma maior que r,. Cubra S*7! com tais
vizinhancas. A compacidade de S™! nos permite tomar uma subcobertura
finita dessas vizinhangas. Clom isso, conseguimos achar um # tal que h.(y)

é crescente para todo x € S™! e todo y com norma maior que 7. Note que
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existe M tal que ||k, (y)]| < M paratodozr € S ey € R, com |yl £ 7.
Tomando r > max{F, M}, S? N, é exatamente um ponto.

Fixe um r' > r. Defina a fungéo ¢ : ™' — Y, dada por g(z) = 7, N S5,
A funcdo ¢é bem definida {devido a todo o argumento acima exposto), 1-1
(pois se z # y, P, N Py, = §) e sobrejetiva (tome 2z € Yu. z € P; para algum
€ 51 (pois U P D f(E')). Entéo g(3) = z).

xEsn-1

Para mostrar que § é homeomorfismo basta provar que ¢ = §~!

é um
homeomorfismo. ¢ : Y — S5"7! é uma aplicagio bijetora cujo dominio é
compacto e o contradominio é Hausdorff. Se provarmos que ¢ é continua,
teremos devido a um resultado de topologia que ¢ é homeomorfismo.
Para provar que ¢ é continua, tome um aberto O em 8771, Cp = { Uo P.}
T&

é aberto em JR*™. ¢71(0) = g(O) = Y.NCp é aberto em Y, o0 que demonstra

(2) (a).

(2) (b) Para todo € > 0, existe r, tal que %’i—iﬁ'—} < € para todo |jy]| > r e

z & 5™, Adotemos um sistema de coordenadas do tipo JR"*! = D} @ D,.

Queremos provar que

lim ang((y,g(y)),v) == ondey={y1,...,ya) € Dy

flu|l—0

I

pois assim o teorema estara demonstrado. Temos que:

(v, 9:(y)) | |
cos{ang((y,g.(y)),v)) = < ;(U;U:---=U=1)> =
TR N

g=(y) < %)
Vil +g2) — il

para ||y}] > r.. Com isso, temos que

X, =

e I

(f(E) N &)
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converge para S""! C D7 que é uma (n-1)-esfera totalmente geodésica.

(3) Por um argumento semethante ao usado na prova de (2)(a) deste
teorema, existe r suficientemente grande tal que S% € transversal a f(E')
para v > r. Além disso, f™(f(EYNP,NS?) = {p,...,pr}, onde I é 0 grau
do revestimento 7 o f.

Seja D o complementar de uma bola fechada de raio suficientemente
grande em D). Entdo 7o f : E' — D é um revestimento de [ folhas.
Portanto a curva ¢, () = r(cos2rlt,sin2xJ1),0 < t < 1 de D levanta a um
gerador v de 7y (E’). Por construgio, ~ é a imagem inversa via f da intersecio
de f(£’) com o cilindro C, cuja base ¢ o circulo de' D} com centro na origem
e raio r e eixo D,.

Seja s suficientemente grande tal que C? = {(x;, 22, 73) € C, 1] 25 |< s}
contém f(7). Consideraremos em /B> uma homotopia H entre Cf e $% —
{pn.ps}, onde py € ps sao os polos norte € sul de $2. Podemos supor que V2,
H, = H(t,.) é uma superficie de R® que intersecta f(F’) transversalmente.
Construimos entdo uma homotopia entre f(E'YNCS e f(£')N 5% da seguinte
maneira: f~'(f(E) N P.) sdo I curvas. H, pode ser construida de maneira
que cada curva intercepte um elemento da imagem de H; em um dnico ponto.
A medida que se passa de C,» para S% via Hy, cada ponto de f~1(f(E")NC,)
passa a um ponto de f~H{f(E) N §2) via uma curva de f~1(f(E") N P.).
Portanto f~1(f(E")NSZ) = f é uma curva fechada que representa um gerador
de m1(E’) e f(B) da I voltas em torno do eixo z. Por uma conta andloga ao
feito no caso (2)(b), chegamos ao resultado de que f(E')N 8% tende ao S5

com multiplicidade I quando 7' tende ac infinito.O

2.8 Observagio: Note gue se uma superficie do tipo geoméirico finilo ndo
trivial é mergulhada, g pode omilir no mdaimo 2 pontos. De falo, § leva os

fins para esses pontos omilidos. Se existem 3 ou mais pontos omitidos pela

16



aplicagio normal de Gauss € imediato pelo teorema 2.7 que a tmersdo ndo
pode ser um mergulho, pois neste caso, 0s fins necessariamente se intersec-

clonam.
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CAPITULO 3
GRADIENTE DAS FUNCOES ALTURA.

Sejam M™ uma, variedade compacta, M™ = M* — {p1,pa, ..., pr} com
pi € Mef: M — IR*! uma imersio do tipo geométrico finito sendo
g M* — 85" a aplicacdo normal de Gauss associada associada a f. m
denotara o grau da aplicacdo normal de Gauss.

Nesta segdo iremos estudar o campo gradiente das fungoes altura em f.
Iremos calcular o indice de suas singularidades e utilizaremos isso para o
calculo da caracteristica de Euler-Poincaré de A em termos de k e m. De-
notaremos por o o sinal da curvatura de Gauss-Kronecker ¢ = G(z)/ |G(z)|,
quando G(z) # 0.

Dado um vetor fixo £ € 5", a fun¢do altura na diregdo ¢ é a fungio
he : M — IR, he(z) = (f(x),€). O gradiente X¢ de h; é geometricamente a
projecéo de £ em T, M. Mais precisamente X = (df )71(€ — (£, g(z)} g{z)).

3.1 Lema: Seja z um ponto critico ndo degenerado de hg. FEntdo € €
[(df ) (T M)t € a Hessiana de hg em @ € a sequnda forma fundamental Se.

Demonstragdo:

(dhe)eY = ({df)2(Y), €)

Portanto x é critico se e somente se ¢ é ortogonal a (df ).(T,A{). Neste

Casoy
Hess(h (X, Y) = X.(dhg)Y = _<V_-’I}",§> = {a(X.¥},§) = (X, 5Y)
0 que mostra a segunda afirmacgao.0
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3.2 Lema: a) As singularidades de X; sdo os pontos g1(££€) € se £ € um
valor regular de g, o indice de X¢ em 2 € g7 (££) € (£1)"0.

b) X¢ se estende a um campo de vetores em M que se anvla nos fins.

Demonstragéo: '
a) A afirmacdo de que as singularidades de X sio os pontos g7!(4€) é

6bvia. A afirmagao sobre o indice segue do lema 3.1 e do lema 1.13.

b) Separaremos a prova em dois casos: quando o fim é mergulhado e
quando néo é.

bl) O fim € mergulhado

Considere uma parametriza¢do de um fim £ onde o deminio € um disco
na esfera unitiria com centro no polo sul. A imagem do fim é o grafico de uma
fun¢io no complemento de uma bola suficientemente grande do hiperplanoc
g{p:)t (Veja o teorema 2.7). (df).{X¢) é um campo de vetores com norma
limitada. E logico que via projecdo estereogréfica, o campo de vetores na
vizinhanga do polo sul da esfera vai a zero a medida que nos aproximamos
do fim. Note que se § # :I:li_{_r?l) g{x), a singularidade ¢ isolada no fim.

b2) O fim nao € mergulhado

No lema 3.3, far-se-4 o calculo do indice dos campos gradiente da fungéo
altura nos fins no caso onde § # iilj:l;; g{z). No caso ndo mergulhado, te-
remos que o indice é 1 4+ I(p) # 0, onde I{p) é o grau do fim visto como
revestimento, o que comprova a existéncia de uma singularidade isolada no
fim para o caso nao mergulhado.

Finalmente, é 6bvio que o campo se anula no caso em que £ = + lim ¢(z).0
I—1

3.3 Lema: O indice de Xe em wm fim p tal que g{p) # FE €1+ (1" se 0

fim € mergulhado ¢ 1 + I(p) caso contrdrio.
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Demonstracdo:

Consideraremos primeiro o caso onde o fim é mergulhado. Utilizando um
raciocinio semelhante ao do lema 3.2, nds temos que (df);(X¢) € um campo de
vetores quase constante cuja projegao sobre o dominio do grafico tem norma
limitada diferente de zero {pois ¢(p) # *£). Portantoc o indice da projecio
ao longo de uma esfera de raio suficientemente grande é nulo e a projegio
se estende para um campo nio nulo no interior da esfera. Projetamos o
campo estendido na esfera umnitdria via projecdo estereogrifica e cbtemos
um campo vetorial com uma Wnica singularidade no polo sul cujo indice é
x(5™) =1+ (-1)~

Para o caso nao mergulhado, usaremos a férmula de tangéncia para o
calculo de indices de campos vetoriais no plano.

Seja v uma curva fechada ao redor de uma singularidade tal que o campo
¢ ndo nulo ao longo de v € que ¢ tangente somente em um nimero finito de
pontos. Seja n, o namero de pontos de 4 onde a curva integral do campo
de vetores € localmente exlerna a v e n; o nimero de pontos onde a curva
integral € locamente interna a +. Entdo o indice do campo de vetores é
(24 n; ~n.)/2 veja [4].

Voltando ao caso em questdo, consideramos uma curva simples fechada
v ao redor do fim. Esta curva representa um gerador do grupo fundamental
do fim e portanto sua imagem (x o f) 04 é uma curva que representa o
I(p)-multiplo de um gerador de grupo fundamental do complemento de um
disco no plano. Ele é portanto homotdépica a uma curva simples fechada ¢
percorrida I(p) vezes. O levantamento de ?) representa uma curva homotépica
a v. Para cada volta na curva pertencente ao plano do dominio, o fndice do
campo projetado é 0 = (2 + n; — n.)/2. Portanto (n; — n.) = —2 para cada
volta completa dada. Observe que as tangéncias externas (resp. internas) do

fluxo do campo projetado ac longo de 9 correspondem as tangéncias internas



{resp. externas) ao longo de y do fluxo de X,. Portanto o indice de X, ao
longo de vy é (2 + I(p)(n. —ni))/2 =1+ I{p).

3.4 Teorema: Se M ¢ de dimensdo par, a caracteristica de Euler-Poincaré

de M €

x(M)=3(1+1(p))+2em (3.1)

2

Demonstracao:
Conte os Indices das singularidades de X, quando { é um valor regular

da aplicagio normal de Gauss, £ # +¢(p;).0



CAPITULO 4

A IMAGEM DA APLICAGAO NORMAL
DE GAUSS DAS SUPERFICIES DO TIPO
GEOMETICO FINITO.

E sabido que para imersdes minimas completas com curvatura total finita,
#{5% — g{M)} < 3. Neste capitulo iremos generalizar este resultado para
superficies do tipo geométrico finito f: M = M — {p,...,p} — R* Ob-
servamos explicitamente que, por definicdo, os zeros da curvatura de Gauss-
Kronecker sdo em nimero finito.

Para tal fim, precisamos do conceito de revestimento ramificado. Sejam
M e N duas superficies compactas e conexas e f : M — N uma funcio
diferencidvel. Lembremos que as fibras criticas de f sido as imagens inversas

dos valores criticos.

4.1 Definigao: Diremos que [ € um revestimento ramificado se a reunido

das fibras criticas é um conjunto finito.

Se f é um revestimento ramificado, vimos em 2.4/ que a restrigio de

f ao complemento das fibras criticas ¢ um revestimento sobre a imagem

(que ¢é finita e port-a.nto nao disconecta N). Seja ¢ um valor critico de f e

{pr....,pe} = Y g) e Uy, ..., U, vizinhancas disjuntas de Pr- . Se os

U; sdo suﬁaentemen’re pequenos, pode-se mostrar que W = ﬂ f( ) ¢ uma
=1

vizinhanca de ¢ que ndo contém outros valores criticos e se § € W — {g},

F1(g) intersecta U; em v(p;) pontos.

| B
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4.2 Definigdo: O nimero v{p;) definido acima, € chamado de nimero de
ramificacéo de f em p;. Os pontos p tais que v(p) > 1 sdo chamados de
pontes de ramificagdo. Os pontos p tais que v(p) = 1 sdo chamados de

pontos regulares.

Temos a seguinte generalizacdo do teorema 1.15.

2 82 yma

4.3 Proposigio. Seja M? uma superficie compacta, f : M
aplicagio tal que f = f a2 pe: (M2 = {pr,.pe}] — X = [$% -
{£(21)s---, F(p)}) € um revestimento. Seja m = #f71(p) e v(p;) ¢ nidmero

de ramificagio de p;. Temos entdo que:

k
X(AM) = 2m + 3 (1= v(p:)) (4.1)
=1
Demonstracdo:
f recobre (5% — {f(p1)s. .., flpi)}) m vezes. Temos entdo que:
¥(M) =k =m[y(S5?) - ¢] = 2m — myq (4.2)

onde ¢ = #(5% ~ X).
Fixer; € {f(p); .-, f(ps)}. Denote ¥; = f~1(r;). Note que se somarmos
os numeros de ramificagao dos pontos de f~1(r;) obteremos m. Faca isso com

os ¢ pontos de {f{p),..., f(ps)}. Feito isso, obtemos a igualdade:

vip;) = mgq (4.3)
1

t

Substituindo {4.3) em (4.2) temos:

k



k

f(M) = 2m+ k=3 u(ps) = 2m + 301 = v(p)]

=1 i=1

conforme o desejado.0

4.4 Observagido: QObserve que na formula {{.1), {1 — v(p;)] # 0 somente
quando v(p;) > 1.

4.5 Teorema: Para uma superficie f: M = M —{p,...,ps} — IR? do tipo
geoméirico finito onde a curvetura de Gauss-Kronecker se anula somente em
pontos isolados {pys1,-..,p1}, 0 conjunio 5% —g(A) contém no mdzimo irés

pontos.

Demonstra¢do:
Nio é dificil provar que L = g~ (g({p1,...,p:})) é um conjunto de pontos
fimito. Podemos utilizar a proposigédo anterior na aplicagéo ¢ : g |71 © que

nos da:

X{M) = 2m + i[l —v(p:)] + 2 [1 —v(p)]

=1 pell
onde D=L — {pl,....}pg}.
Note que a segunda somatdria € nula, pois v(p) = 1 para p € D. Com

1880 temos que:

i
\(\_f) =2m+ Z[l - v{p}]
i=1
Suponha que ¢ omita n pontos £,....&. Seja A; = {p € A — A :

gp) =&Y, B={peM~-M:gp)#&YeC={¢€ M:v(g) >1}. Seja ¢
um valor regular de g, £ # ¢;. Podemos escrever (4.1) da seguinte maneira:



W) =2m+ 3 S (L= v(@) + S - v(p) + T = v(p))

i=1 pEd; peB peEC

Observe que ¥ v(p)=me i {A;| + |B] = k. Entao:
rEA: i=1

X(M)=(2=n)m+k—= vip)+ > (1 - v(p)) (4.4)
pEB peC

Comparando (4.4} com (3.1) obtemos:

Yo gy =@—-n)ym—={> vp)— S (1-v(p) (4.5)

PE(UAJUB pEB peC

e portanto n < 4 conforme o afirmado.

4.6 Coroldrio: Nus hipdteses do teorema 4.5, se n = 3 entdo x(M) < 0.
Além disso se x(M) = 0, lemos que:

ajm==k

b) B=C=19.

¢) X I{p;) =k, ou seja, cada fim € mergulhado.

Demonstracdo:

Sen =3 temos de 4.4

X(A) = (k—m) =D vip)— Y (1 —v(p))] (4.6)
ped pEC
22 x(AM) 22k -my=k<m+1
entao

X(M) 1= wlp) - 2 (L—v(p)] <1

pEB peC

|
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mas x(M) ndo pode ser impar. Portanto
x(A) <0
Sex(M)=0,k~m<0e

0=x(M)<0-[d vip)— > (1—v(p)] <0

pER pel
Logo B=C = §.
k
De (4.6) m = k. De (3.1) temos que 3 I(p;) = k, ou seja, todos os fins
i=1

séo mergulhados.

4.7 Observagao: A prova no caso de superficies minimas completas de
curvatura tolal finita € muito parecide com o exposto acima com a diferenga
de que as formulas (3.1) e ({.1) sdo obtidas via representacio de Weierstrass,

recurso que ndo existe fora do caso de superficies minimas.

Queremos introduzir agora o conceito de fins nao degenerados e provare-
mos que neste caso, a aplicagao normal de Gauss omite no méaximo 2 pontos,
Um vetor unitdrio £ € um valor regular da aplicagdo normal de Gauss se sua
imagem inversa nao contém pontos com curvatura Gaussiana nula e portanto
v(p) = 1 para todo p € g~*{£). Com o objetivo de estender este conceito
para um fim p € A — Af, precisamos levar em conta primeiro que a curvatura
val a zero quando nos aproximamos de p e tamhém que p pode ndo ser um
fim mergulhado. Este fato, conforme visto. é medido pelo nimero I(p). Com

estas consideragdes, chegamos na seguinte
4.8 Definicao: Um fim € dito ndo degenerado se v(p) < 1+ 1(p).

4.9 Proposicdo: Se p € M — Af e g(p) = +£, o indice de Xeemp é
(I{p) +1—v(p)) onde v(p) € o nimero de ramificacdo de p.
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Demonstragdo:
Considere um valor regular €' de g, suficientemente préximo de £. X,
terd préximo de p, uma singularidade de indice I{(p) + 1 em p e v(p) outras

singularidades de indice —1.0
No caso dos fins'nao degenerados nds temos:

4.10 Teorema: Seja f : M — IR* wna superficie do tipo geométrico finito
com fins ndo degenerados. Entdo S* — g(M) contém no mdzimo dois ele-

entos.

Demonstracdo:

Seja £ um vetor unitdrio fixo e X o gradiente da fungio altura Ae.
Suponha que a aplicagdo normal de Gauss omita valores &, 7 = 1,2,3 ¢
¢ = —§&. Caleulando y(A7) (< 0 pelo corolério 4.6) contando-se as singu-

laridades de X, , obtemos:

02){(_@’): Z [T(p)+1-rv(p)] + Z I(p) + 1]

pEAIUA2 pEAsUB
onde A; ¢ B sic como na prova do teorema 4.5. Mas isso implica que
AsU B = 0 que é um absurdo. No caso onde os & nao sdo paralelos entre

51 nos obtemos:

0> x(A) = Z Hip)+1—-vip)] —m+ Z [T(p)+1]
PEd PEAUAUB

Ji que I [I{p)+1] 2 ¥ wv(p) = m, a hipdtese dos fins nao serem
pEA2 pEA2
degenerados implica que A3 U B = 0 o que dé a contradigio desejada.

Portanto a aplicagdo normal de Gauss ndo pode omitir mais do que dois

pontos.0

| e}
=]



CAPITULO 5

UMA CARACTERIZAGAO DOS
CATENOIDES DE DIMENSAO PAR.

Os catendides sdo as hipersuperficies minimas do JE*** obtidas por rota-
cdo de uma catenaria plana e a aplicacdo normal de Gauss de um catendide
é um difeomorfismo sobre a esfera menos dois pontos. Existem na literatura,
varias caracterizagoes dos catenodides. No caso de superficies, L. Rodrigues

prova em [6] o seguinte resultado:

5.1 Teorema: Os catendides sdo as unicas superficies minimas completas

de curvatura total finita, mergulhadas e com curvatura estritamente negativa,

A finalidade deste capitulo é provar um resultado similar para hipersu-
perficies de dimenséo par. Para este fim, utilizaremos uma caracterizagio

devida a R. Schoen (veja [7]) que enunciaremos na seguinte forma:

5.2 Teorema: (s catendides sdo as dnicas hipersuperficies minimas de tipo

geomélrico finito, conexas e com doig fins, ambos mergulhados.

Usaremos também o seguinte fato de topologia que dissertaremos no

Apéndice:

5.3 Teorema: Seja AI™ uma variedade diferencidvel compacta conexa e sem
Y A DT Y i v B . ; & . = N
bordo de dimensao n # 3. Se M™ for L-conexo (i.e. os grupos de homotopia

de M™ sdo nulos al€ a dimensdo 5 ), entio M" € homeomorfe a esfera S™.

]
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O resultado que provaremos é o seguinte:

5.4 Teorema: Sejo f : M* — IR*™! uma imersdo do tipo geoméirico
finito n > 1. Suponha que as fibras criticas estejam contidas num conjunto
estratificado N de dimensdo menor do que n — 1. Entdo:

a) M € topologicamente uma esfera menos dois pontos.

b) Se M ¢ minima, M € um catendide.

5.5 Observagao: Conjunto estratificado de dimensio < k € um subconjunto
de M que € reunido disjunta de um nidmero finito de subvariedades conezas

de dimensdo < k.

Demonstragao:

Afirmacdo 1: S* — g(N) é n-conexo, i.e. 74 : (S —g{N))=0Vk < n
onde 7 denota o k-ésimo grupo de homotopia.

De fato, seja j : (S*™™ — g(N)}) — §?" a inclusao. Vamos mostrar que, se
k < n, a aplicacdo induzida jg : 71(5?"—¢(N)) — 7(5°") é um isomorfismo.

a) ju é sobrejetora: Trivial, pois 7;(5%") = 0 para k < n.

b) jx é injetora: Usaremos um argumento de transversalidade. Seja
a: §F = S tal que a(S¥) N g(N) = 0. o é homotdpica a uma fungio
constante se e somente se a se estende a uma fungao A : D — S onde
D1 ¢ o disco (k+1)-dimensional. Mas (k+1)+dim N < (n+1)+(n—1) =2n
e portanto, pelo teorema de transversalidade existe uma extensao hdeaa
D tal que A(D TN g(N) = @. Mas isso significa exatamente que [a] = 0
em 7(.S%" — g(N)).

Afirmagéo 2: M é n-conexa.

De fato, sendo 7 > 1, 5" — G(N) é simplesmente conexo. Portanto
G ligrn: (M — N) = 83 — g(N) é um difeomorfismo e portanto A — N é n-

conexo. Pelo mesmo argumento usado na prova da Afirmagdo 1, a aplicagao
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7{M — N) = m(M) induzida pela inclusio é um isomorfismo se k < n e
portanto M é n-conexo também.
Pela afirmagdo 2 e o teorema 5.3, M é homeomorfa a $*. Em particular,

por 3.1 temos:

2= (M) =2k + o)

e portanto k =2 e 0 = -1, 0 que prova a parte a).

A parte b) segue de um teorema de R. Schoen: “Os catendides e os pares
de planos sio as Unicas imersdes minimas regulares no infinito com dois fins”
(veja [7]). As hipersuperficies do tipo geométrico finito sdo “regulares no

infinito” no sentido de Schoen se os fins sdo mergulhados.0

Estudemos agora o caso bidimensional: Para superficies do tipo geométri-
co finito em IR?, as fibras criticas contém os fins, e mesmo se a curvatura
for estritamente negativa, a condiciao sohre a dimensao das fibras criticas
nio é satisfeita. Apesar disso, podemos proceder de maneira similar. Antes
de mais nada, observe que x(A) < 2 e se os fins forem mergulhados, (3.1)
implica que k < m + 1. Se a superficie € mergulhada, a aplica¢io normal
de Gauss restrita aos fins cobrem no maximo 2 pontos {vide observagao 2.8).
Por isso, a soma dos v(p) nos fins é no maximo 2m. Se a curvatura é negativa,
nao existem pontos de ramificagdo que nao sejam os fins. Combinando esses

fatos com (4.1}, obtemos 2m < k < m+ 1 o que prova o teorema.

5.6 Teorema: Uma superficie mergulhada do tipo geométrico finito com
curvatura estritamenie negativa € topologicamenie wma esfera menos dois
pontos e a sua aplicagdo normal de Guauss estendida é um homeomorfismo
na esfera. Em particular, se a superficie € minima, €la tem gque ser um

calendide.
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APENDICE

Neste apéndice daremos uma idéia da demonstragio do teorema 5.3
pois, apesar de bem conhecido dos especialistas, ndo se encontra facilmente
de forma explicita na literatura. Comegaremos lembrando alguns fatos de
topologia algébrica. A referéncia basica para estes resultados é [9].

Notagdo: A denotard um espago conexo por caminhos, 7x(A) o &-
ésimo grupo de homotopia e Hi(M) (e H*(M)) o k-ésimo grupo de homologia

(respectivamente cohomologia) a coeficientes inteiros.

A.1 Dualidade

Existem varios resultados que relacionam a homologia e a cohomologia
de um espago topoldgico. Vamos enunciar dois destes resultados:

Seja G um grupo abelianc finitamente gerado. Pelo teorema de estrutura,
G 2 L(G)@T(G) onde L{G) é aparte livre, L(G) X Z ... 8 Z (r vezes), e
T(G) é um grupo finito, a parte de torgéo de G, isomorfo a Zy @...0 Ly,

p; primo. Com essa notagdo temos:

A.1 Teorema (coeficientes universais):Se M tem homologia finitamente

gerada (em particular se AL for compacto}, entdo:

L{H(M)) = L{H*(M))

T(H (M) = T(H1(M)
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Se M for uma variedade compacta, sem bordo e orientada, uma outra
relagdo entre a homologia e cohomologia € fornecida pelo seguinte resultado.
A.2 Teorema (Dualidade de Poincaré): Nas hipdieses acima,

H(M) = H (M), n = dim(M)

A.2 Equivaléncias de homotopia.

Sejam M, N espacos topoldgicos e f: Af — N uma fungédo continua. E
bem conhecido da teoria basica que se f for uma equivaléncia de homotopia,

entio os homomorfismos induzidos,
f, : H;‘(ﬁff) - Hlk(:’\'r); j# : F;‘.(ﬁf) — ﬁk(.}\r)
sao isomorfismos. Um “inverso” deste fato é forneaido pelo seguinte re-

sultado:

A.3 Teorema (Whitehead): Sejam M, N variedades diferencidveis e
f: M — N wma fun¢do continua. Se M e N forem simplesmenie coneras

(i.e. 1-coneras) e os homomorfismos induzidos em homologia,
fo i H (MY = H(N)
forem isomorfismos Vk, entdo f € uma eguivaléncia de homolopia,
A.4 Observacgao: No tcorema de Whitehead € essencial que o isomorfismo

entre 0s grupos de homologia seja induzido por wma funcdo continua. Por ez-

emplo, S?x 54 e @' P? tem grupos de homologia isomorfos mas w3( 5% x §1) =
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Z # {0} = ns(CP3) e portanto os dois espagcos ndo sio homotopicamente

‘equivalentes.

A.5 Observagao: A conclusio do teorema de Whitehead permanece vélida
sem a hipdtese de simples coneridade se substituirmos a homologia com a

homotopia, i.e. se f.induzir um isomorfismo

Fatmu(M) = my(N); VE

A.6 Observagdo: A hipdtese gue M e N sejam variedades pode ser en-

fraquecida requerendo somente que M e N sejam CW-complezos.

A.3 Homomorfismo de Hurewicz

Apesar de bastante diferentes em geral, os grupos de homologia e homo-
topia de um espaco conexo por caminhos séo relacionados por um homomor-
fismo natural que vamos descrever agora.

Se N é uma variedade compacta, conexa e orientavel (sem bordo), de
dimensao k, Hpy(N) =2 Z pela dualidade de Poincaré e a escolha de uma
orientacdo em N equivale a escolha de um dos (dois) geradores de Hp(N ).
Considerando N = S*, a esfera k-dimensional e fixada uma orientacao, de-
notamos com iy o gerador correspondente em Hy(S*).

Seja a: S* = M e a, : H(5") — Hy(M) o homomorfismo induzido. O
elemento a.(i;) depende somente da classe de homotopia de a pois fungdes
homotdpicas induzem o mesmo homomorfismo em homologia. Portanto a
aplicacédo,

R cm(M) — H (M), Rhla]) = a.(i)
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€ bem definido e €, como é fécil ver, um homomorfismo de grupos chamado
de homomorfismo de Hurewicz. O resultado mais significativo nesta direcao

é o seguinte:

A.7 Teorema (Hurewicz):
a) hy € sobrejetivo ¢ Ker(hy) € o subgrupo [mi (M), 71 {A)] dos comuladores

de m(M). Em particular:

?T](ﬂi[r)
[?Tl(.ﬂﬁr)’ 7?1(.7\[)]
b) Semi(M)=0,0<i<k, k22, entdo,

Hy(M) =

hy s mu(M) — H (M)

€ um isomorfismo,

A.4 Conjectura de Poincaré

E bem conhecido do teorema de classificacdo, que uma superficie com-
pacta (sem bordo} ¢ simplesmente conexa é homeomorfa a esfera 2-dimensio-
nal, Polncaré conjecturou que o mesmo valia em 3 dimensdes e chegou a
fornecer algumas provas (incompletas). O problema porém é em aberto até
hoje.

Claramente para as dimensdes maiores, a simples conexido nao é uma
condigdo suficiente (p.ex. $% x £?}. No inicio dos anos 60, S. Smale propds
que a condicdo n-dimensional correspondente seria a equivaléncia homotdpica
(que é equivalente a simples conexdo no caso 2 e 3 dimensional como veremos
na demonstragao do teorema 5.3 a seguir). De fato, ele conseguiu provar o

seguinte teorema:
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‘A.8 Teorema (Smale): Se A® ¢ uma variedade diferencidvel compacta
homotopicamente equivalente a 5™, n > 3, entdo M™ € homeomorfa a S™.
No inicio dos anos 80, Friedman provou ¢ teorema acima paran = 4, mas o

caso n = 3 permanece, como observado acima, em aberto.
Estamos agora em condigbes de demonstrar o teorema.

A.9 Teorema: Seje M™ uma variedade diferencidvel de dimensdo n, com-
pacta e sem bordo. Se wx(M") = 0 Vk < n/2, entdo M™ ¢é homotopicamente

cquivalente ¢ S™ e portanio, se n # 3, homeomorfa a 5™ por A.8.

Demonstracdo:
Pelo teorema de Hurewicz, H,(M") = 0 se 0 < k£ < n/2 e pela dualidade

de Poincaré H{(M™") = 0sen > j > n/2. Combinando estes fatos com o

[y

teorema A.1, temos que Hy(M") =0 0 < ! < n e obviamente Ho(Af™) =
Z = H,(M").

Em particular, o homomorfismo de Hurewicz
B wn(M™Y — H (M™)

éum isomorfismo. Seja a : S® — M ™ uma fung¢éo continua tal que A, ([a])

gera H,(M™). Em particular, a.(%.) := h.{[a]) gera H.(M™) e portanto

ant Hy(87) = Ho (A7)

é um isomorfismo. Mas Hi(M™) =0 = H;(5") se 0 < £ < n ¢ portanto

.t Hy(S7) = Hy (M)
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é um isomorfismo se 0 < k < n. Finalmente toda funcdo continua
f 1 X = Y entre espacos topoldgicos conexos por caminhos induz um iso-

morfismo entre as homologias 0-dimensionais e portanto também

b 1 Ho(S7™) — Ho(M™)

é isomorfismo. A conclusao entio segue-se do teorema A.3.
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