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INTRODUÇAO 

A aplicação normal de Gauss é quase sobrejetiva em superfícies rrúnimas 

completas. Os resultados existentes nesse sentido são os seguintes: 

A aplicação normal de Gauss· de uma superfície mínima completa não 

trivial, omite no máximo quatro pontos, sendo que esse máximo é atingido 

pela superfície de Sclierk. Esse resultado provado em 1988 é devido a Fuji­

moto. 

No caso onde a·curvatura total é finita, Osserrnan provou há aproximada­

mente vinte e cinco anos que a aplicação normal de Gauss omite no máximo 

3 pontos no caso não trivial. Um um problema ainda em aberto é saber se 

esse resultado pode ser melhorado para 2 pontos ou se existe uma superfície 

cuja aplicação normal de Gauss omite exatamente- 3 pontos. 

Neste trabalho, generalizaremos o resultado de Osserman para uma classe 

mais ampla de superfícies, as chamadas imersões do tipo geométrico finito 

(vide definição no capítulo 2). Além disso, com a _introd:uç~o do conceito de 

fins não degenerados (vide definição no capítulo 4), podemos provar que neste 

caso, a aplicação normal de Gauss omite no máximo 2 pontos. Observou-se 

durante o trabalho que não foi necessário o uso da representação de 

Weierstrass para superfícies mínimas. Isso mostra que quando restringimos 

o estudo para o caso de superfícies de .curvatura total finita, o problema é 

essencialmente topológico pois os procedimentos utilizados para a obtenção 

desses resultados foram: 

a) Definir um campo na superfície e calcular a característica de Euler­

Poincaré somando-se os índices das singularidades do campo. 

b) Utilizar o fato de que a aplicação normal de Gauss da superfície é um 

revestimento fora das fibras críticas. 
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As idéias desenvolvidas para provar este resultado levaram naturalmente 

a outras generalizações. No capítulo 5, generalizaremos um resultado de L. 

Rodrigues que caracteriza o catenóide como a única superfície mínima de 

curvatura total finita, mergulhada e com curvatura estritamente· negativa. 

De fato, provaremos que toda hipersuperfície de tipo geométrico finito de 

dimensão par, mergulhada (se n = 2), cuja curvatura de Gauss-Kronecker 

se anula somente em um subconjunto de dimensão baixa é topologicamente 

uma esfera menos dois pontos. Segue então, por um resultado de R. Schoen, 

que se a hipersuperfície for mínima, ela tem que ser um catenóide. 

Conclui esta dissertação um Apêndice na qual demonstraremos que para 

n =f:. 3, toda variedade n-dimensional compacta e n/2-conexa é homeomorfa 

a esfera sn. Este resultado, que é usado no capítulo 5, é bem conhecido pelos 

especialistas, embora não se ache com facilidade na literatura na forma que 

está aqui apresentada. 

Os resultados originais contidos neste trabalho foram obtidos em cola­

boração com o Prof. Dr. J. L. M. Barbosa (UFC) e com o Prof. Dr. F. 

Mercuri (UNICAMP). 
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' CAPITULO 1 
' FATOS BASICOS 

Esse capítulo tem como objetivo, definir notações e enunciar alguns re­

sultados da teoria básica que serão utilizados no decorrer do trabalho, 

1.1 Hipersuperfícies em Rn 

No que se segue, f : Mn ---+ JRn+l será uma hipersuperfície orientável, 

(por abuso de linguagem, chamaremos M de hipersuperfíde também). 

A aplicação normal de Gauss associada a f será denotada por g. 

1.1 Definição: Chamaremos de segunda forma fundamental de uma hipersu­

perfície M em X EM, a aplicação s'l)! T:rM--+ T:~:M onde S'l(v)~ -VvN = 

-dg( v), 7J um vetor normal unitário escolhido em N:~:M, V a conexão canôni­

ca em mn+t e N uma extensão de norma constante de 7] no jibrado normal 

em uma vizinhança de p. 

1.2 Observação: É fácil ver que -VvN é de fato um vetor tangente a M 

em x e não depende da extensão N de "'· 

1.3 Definição: G: M ___,IR; G(x) = det(S,(x)) é chamada de curvatura de 

Gauss-Kronecker de M. 

1.4 Definição: I< r= f G(x).dM, onde dM é o elemento de volume de M, 
M 

é chamada de curvatura total da hipersuperfície. Note que Kr não precisa 
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ser finito. 

1.5 Observação: O sinal da curvatura de Gauss-I<ronecker e da curvatura 

total dependem da escolha do vetor 7] no caso de n {mpar. Neste caso será 

feita a escolha de um campo unitário cont{nuo em N ]\f para se computar 

G(x) e obter a curvatura total. Quando n é pa1·, o si.nal de G(x) (e portanto 

da curvatura total) independe do vetor 7] escolhido. 

1.6 Definição: H: M ~IR; H(x) =lraço(S,(x)) é chamada de curvatura 

média de M. 

1. 7 Definição: -~1 será chamada de hipersuperj{cie mínima quando a sua 

curvatura média for identicamente nula. 

1.2 A representação de Weierstrass para su­
perfícies mínimas. 

A teoria clássica de superfícies mínimas Yem fazendo o uso contínuo de 

um teorema muito importante que tem possibilitado a obtenção de vá.rios 

resultados. Esse teorema é chamada a representação de \Veierstra.ss que 

vamos enunciar em seguida.: 

1.8 Teorema: Seja D C (]; o disco unitá1·io ou o plano complexo, h uma 

função meromorfa arbitrária em D e f uma função anaHúca em D tf:ndo a 

propriedade que para cada ponto onde h tem um pala de ordem 111-J f tem um 

zero de ordem pelo menos 2m .. Então toda supe1j{cie m{níma simplesmente 
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conexa em JR3 pode ser representada por x : D __, JR3 dada por: 

xr(íJ = Re {i' ~.f(z).(l- h2(z)) dz} + c1 

x2(() = Re { f' i:..f(z) (I+ h2(z)).dz} + c2 lo 2 

x3(() = Re{l f(z).h(z).dz} +c3 

onde c1 , c2 e c3 são constantes reais, e x = ( x1 , x 21 x 3). 

Utilizando-se este teorema podemos provar o seguinte resultado: 

1.9 Teorema: Seja cp : .~1 2 ---> JR3 uma imersão mínima complEta de cur­

vatura total finita. Então existe uma superfície de Riema.nn compacta _ff, 

um número finito de pontos {p1 , ..• ,pk} C .~1 tais que A1 é conformem ente 

equivalente a Jif- {p1 , ... 1 pk}. Além disso, a aplicação normal de Gauss g 

associada a tp se estende a uma aplicação g : "fi ---> 5 2 meromorfa. 

Para maiores detalhes, ;·ide [2] e [:3]. 

1.3 O índice de um campo numa singulari­
dade isolada. 

Sejam 'i' um campo de vetores diferenciável numa Yarieda.de orientada 

Afn e x E A1 uma singularidade isolada de W. Tome uma carta local tp que 

manda X na origem de mn e preserva a orientação. Essa aplicação induz 

um campo di,.?('l') numa vizinhança da origem de IRn. Tome uma. esfera 

suficientemente pequena Sf-1em torno de O E IRn tal que o campo nâ.o 
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se anule na esfera. Podemos normalizar o campo em s;-1
1 e esse campo 

normalizado induz uma aplicação 4> : s;-1 
......... sn-1. Tome um valor regular 

y de cp. O índice do campo W em x é definido como o número: 

i(x, 'li)= #{z E <V1(y); d~, preserva a orientação)-

.-#{ z E cp-I (y); drf;z inverte a orientação} 

Alguns fatos importantes: 

1.10 Observação: O índice não depende de r.p e portanto é bem definido 

em }.f. Af ais em geral, se f : .H ......... N é um difeomorfismo que preserva 

a orientação, W um campo em Af com uma singularidade isolada p, então 

df('J!) é um campo em N com uma singularidade isolada em f(p)do mesmo 

índice. 

1.11 Observação: Se dois campos W' e W11 tem em p E .~f uma singulari­

dade isolada e são homotópicos no senUdo que e:r:iste uma fam?lia contínua 

Wt de campos com singulan:dade isolada em p com W0 ::::: W' e 'J!1 ::::: W", então 

W' e W" tem o mesmo f11dice em p. 

1.12 Observação: Seja J: sn-1 ......... JRn- {O} mna imersão de 91'QU 1, i. e. 

homotópica a inclusão canônica i: sn-l <.....t S6 c JRn- {0}. Então o índice 

de W pode ser calculado como o gmu de W o J, i. e. 

í(x, 'li)= #{z E ('li o 1\t'(y); d(W o~), J"'emTa a orientm;âo)-

-#{z E ('li o ~r'(y); d(W o~), inve>·te a orientação) 
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A título de exemplo vamos demonstrar um resultado que utilizaremos 

mais adiante: 

1.13 Lema: Seja U um abeTto de IRn e f : U ---;. IR uma função com um 

ponto crítico não degenerado em X E U. Então o índice do campo \7 f em X 

é o sinal do determinante da matriz Hesúana. 

Demonstração: 

O fato que X é não degenerado implica pelo teorema das funções inversas 

que \7 f é um difeomorfismo de uma vizinhança de X em uma vizinhança de 

O E IRn. Portanto o índice de \7 f em X é ±1 dependendo se \7 f preserva ou 

inverte a orientação e isso é determinado pelo sinal da derivada de \7 f, i .e. 

pelo sinal do determinante da matriz Hessia11a de f em X. 

1.4 A característica de Euler-Poincaré de 
uma variedade 

Seja }.;_[ uma variedade homotopicamente equivalente a uma variedade 

compacta. Em particular a homologia de 1lf a coeficientes rea.is Hk(}lf,JR) é 

um espaço vetorial de dimensão finita, Vk 2: O. 

O invariante topológico 

n 

x(M) = 2::(-l)'dim!!,(M,JR) 
i=O 

chama-se a característica de Euler-Poincaré de 111. 

Existem várias fórmula.s que permitem o cálculo de x(-H). Entre ela.s 

vamos lembrar as seguintes: 
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1.14 Teorema: Se .M é homotopicamente equivalente a um complexo sim-

plicial finit.o, 

dimensão i. 

n . 
então x(lif) = L(-lY.ci onde c, é o número de simplexos de 

i=O 

1.15 Teorema: Se 1r : .M ---+ N é um revestimento de m folhas, kf e N 

conexos, então x(llf·) = m.x(N) 

1.16 Teorema: Se 111 é uma variedade compacta e sem bordo e W um campo 

tangente com singula.ridades isoladas x1 , x 21 ••• 1 Xk, então: 

x(M) =L i(x, w) 
I 

onde i(x 11 W) é o índice de W em TI int-roduzido anttriormente. 
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' CAPITULO 2 

HIPERSUPERFÍCIES DO TIPO 
' GEOMETRICO FINITO. O TEOREMA 

DE JORGE-MEEKS. 

2.1 Definição: Seja Jfn uma variedade orientável n-dimensional compacta, 

p1 ,p2 , ... ,Pk pontos em AJ e .~f = if- {pr, ... ,Jh:}. Uma imersão f: AI --+ 

JRn+l é chamado do tipo geométrico jilúto se: 

a) },1 é completa com a mítrica induzida. 

b) A aplicação normal de Gauss g: .M--+ sn se estende a uma aplicação 

diferenciável g : Ji1 --+ sn. 
c) As fibras crtiicas, ou seja, a imagem inversa dos valores críticos de g, 

estão contidas em uma rewúão finita de sub1·m·1:edades cone.ras de dimensão 

:<::; n- 2. 

2.2 Observação: Pelo teorema 1.9, a definição 2.1 é uma extensão do 

conceito de superj{cie mínima completa com cttrvatu.ra total finita. 

2.3 Definição: Os pontos omitidos {p1 , ... ,]Jk} são chamados de fins da 

imersão f. Às vezes, as vi:únhanças desses pontos também se1·ão chamadas 

de fins. 

Estamos interessados em saber qual é o comportamento qualitativo de 

uma imersã.o do tipo geométrico fi11ito quando a mesma é restringida aos 

fins. Para isso~ provaremos alguns lemas em seguida .. O resultado principal 

(teorema 2. 7) é devido a L. Jorge e \V. Meeks (\·eja [5]) e descreve a geometria 

da imersão perto dos fins. 
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_2.4 Lema: Sejam X e Y variedades diferendáveis de mesma dimensão, X 

compacto, f: X ---+ Y uma aplicação d1jerenáável e y E Y um valor regular 

de f. Então: 

a) f- 1(y) = {x1,x2, ... ,xN), ou seja, #f-1(y) < oo. 

b} Existe uma vizinhança U de y tal que f- 1 (U) é uma união disjunta 

Ví u v2 u ... u FN, onde V; é uma t•izinhança aberta de X; com f(V;) = u e 

f lv.- : Vi ---+ U é difeomorfismo. 

Demonstração: 

a) Suponha que existam infinitos pontos em f- 1 (y ). Pela compacidade 

de X, existe uma seqüência. (xn) em f- 1 (y), com (xn)- 3.: e Xi f- Xj para 

i f- j. x E f- 1 (y) pela continuidade de f. O fato de y ser valor regular de f e 

X E f- 1(y)::::} ::J vizinhança v"' de X tal que f lv; é 1-1. Mas toda vizinhança 

11x de x contém infinitos elementos de f- 1(y) 1 pois x é ponto de acumulação 

de (xn)· Absurdo. Portanto #.f-1 (y) < oo. 

b) Tome vizinhanças H'; de x; disjuntas duas a duas, de modo que f lw;: 
N _ N 

W;--> f(W;) é difeomorfismo. X- U W; é compacto"" U = f(X- U W;) é 
Í=l i::=l 

N 

compacto e não contém y. Sejam U = (Y -U)n[ n f(W; )] e 11; = W:nf- 1 (U). 
Í::=l 

Afirmamos que oU e os l·~'s acima. definidos servem. 
N 

bl) .r-'(U) = u 11, 
i::=l 

N 

(::!)X EU 11, "*X E 1·i algum i"" x E f- 1 (U) 
i=1 

N N 
xE UW;""xE U11; 

i=l i::=l 

b2) /(11;) = u 
(C) /(li;) C f(f_- 1 (U)) = U 

(::l) f(W;) ::lU"" 'ú EU, :lz; E W; tq. f( o;)= x 
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z; E j-1 (U) =? z; E j-1 (U) n 11'; =V;=? x E j(lf;) 

b3) f lv,: v; ----+ Ué difeomorfismo porque ela é uma restrição de f lw,: 

l-Yi----+ f(lV;) que é difeomorfismo. O 

2.5 Observação: O lema 2.4 ga1·ante que sob as hipóteses da definição 2.1, 

g é uma aplicação de recob1·imento fora das fibras críticas. Em pa1·ticular, 

se Cn denota o volume da n~esfera unitária e G(x) a curvatura de Gauss­

J{ronecker de A1 em x J temos que: 

llírl = j IG(xJI dM = m.c," m = grau(g) 
,u 

onde I< r é a cu1·vaium total de "H. 

2.6 Proposição: Seja .ffn uma variedade Riemanniana com bordo completa 

(Toda seqüência de Cauchy converge}, Bii compacto, e f : .H = {Af -

8M) ~ JRn um difeomorfismo local tal que k·llvll :Ô lldfx(v)ll pam V X EM, 

v E T:r:A1. Então e:àste uma st1bvariedade N de Ji tal que f Lv: N --t f(N) = 

!Rn- B:(O) = D é um revestimento. 

Demonstração: 

Já que 8.H é compacto, existe s suficientemente grande tal que 8.'1 c 
B:(o). Seja N = f- 1 (D). É óbvio que N é subYariedade de A1. Note que o 

fecho N de N em J\1 é uma variedade com bordo completa .. A afirmação é 

que g = f IN: N -t D é um reYestimento. Para isso, basta demonstrar que 

g levanta caminhos diferenciá\'el por partes. 

Seja y E D, x E .f-1 (y) e c: [O, I]~ D tal que c(O) = y. Queremos 

levantar c a uma. curva C em ~v onde C( O) = .1'. Seja A C [0, 1] o conjunto 

maxim_?] onde c pode ser levantado. O fato de f ser difeo-local e D ser 

aberto implica que o intervalo maximal onde c pode ser levantada é do tipo 
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[0, t0 ), ou seja um aberto em [0, 1]. Se provarmos que c pode ser levantada 

·inclusive até t 0, teremos provado que o intervalo máximo de levantamento de 

c é fechado em [0, 1]. Portanto o intervalo máximo de levantamento deverá 

ser [0, 1] pela conexidade de [0, 1]. 

Seja (tn) uma seqüência crescente em A tendendo a t0 , ( an) = (c( tn)) C D 

e (bn) =(C( in)) C N. O fato de (tn) ser convergente e c ser contínua, implica 

que (an) é convergente e portanto de Cauchy. A desigualdade k · llvll ::; 
lldfP(vJII tem como conseqüência (b") ser de Cauchy. De fato: 

dist(bm, b") :S l'm llc'(tJII di :S k- 1 ·l'm llc'(tJII dt :S H ltm- t"l 
t,., t,., 

onde H= k- 1
· sup l[c'(tJII < oo. Portanto (b") é de Cauchy. 

O<t<l 

Já que R é com})kta, pode se garantir que {bn) converge em N pela 

completude da mesma. Além disso, f(b) = lim f(bn) = lim an =a E D, 
n-co n--oo 

sendo que a última pertinência segue-se do fato que a E c C D. Já que 

j(f!N) C f!D, temos que b E f- 1 (D) = N. 

Seja V C N uma vizinhança de b tal que f I v é difeomorfismo. Então 

c( to) E f(V) e por continuidade, existe um interYalo I C [0, lL t0 E I, tal 

que c(l) C f(V). Escolha um índice n tal que C(tn) E V e considere o 

levantamento I de c em I passando por b. Os levantamentos l e C coincidem 

em [0, tn) n J, pois f hr é biunívoca. Portanto, l é uma extensão de C em 1: 

donde C está- definido em t 0 e t0 E A o que conclui a proposiç.âo. 

2.7 Teorema: Seja E vm fim de 1H'\ n 2: :2, e seja f: Jjfl -r JRn+l uma 

imersão completa. Seja. v um vetor em JRn+I tal que o ângulo B entre v e 

dfx(TxE) é maior do que .-\ > O para todo x E E e Ti : JR"+ 1 -r IRn a projeção 

no espaço ortogonal a v. Então: 

(1) Existe um fim E' C E C .H tal que (trof) IE' é um nve$timento. Em 

particular, se 11 2:3, E' é difeomO?jo a sn X [O, ex;) e f ls é um mergulho. 

(2) Se n 2: 3 e a namwl de f tende à v quando li x li __, oo temos qne: 
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(a) Para r grande, Y; =f( E') n S~ é homeomorfa a uma (n -!)-esfera. 

(b) x, =~(f( E) n s;) 
converge a Uma SUbesjera fofa/mente geodésica sn-I em 5n com multi-

plicidade 1 quando r -t co. 

(3) Se n = 2 e a no1·mal de f fe11de à v quando llx)) -t oo temos que: 

(a) Para r grande, Y,. = f(E') n s; é uma cw·va fechada. 

(b) Xr = ;(!(E) n s;) converge a uma geodésica 51 em 5 2 com multi­

plicidade I 2 1, onde I é o grau de(~ o JliE'· 

Demonstração: 

( 1) A imersão ( 1r o f) de E está exatamente nas condicões da proposição 

2.6. Portanto é imediato a primeira afirmaçã.o de (1). 

Quando temos um revestimento sobre um contradomínio simplesmente 

conexo, a aplicação é um difeomorfismo. Isso prova a segunda afirmação de 

(! ). 

(2)(a) Seja Dv o subespaço unidimensional em JRn+l gerado por v. Seja 

n; o subespaço ortogonal a Dv· Tome a esfera unitária sn-l contida em 

n;. o que faremos é construir um homeomodlsmo entre esse sn-l e Y;.. 

Segundo a proposiçã.o 2.6, existe P >O tal que r.of IE':=(;;-oj)-l(Rn-B~(o)) 

é um revestimento. Por simplicidade, chame f jp de f. 

Tome X E sn-l. Rx := { s:r; s > q. Px := D~. X Rx· Note que Px é 

transversal a f( E 1
) e isso implica que .f- 1 

( 'Yx := f(E 1)nPx) é uma.l-variedade 

em E'. Além disso, o fato de ;;o f ser difeomorfismo entre E1 e D"/;- B;(o) 

nos garante que 'Yx é o gráfico de uma função gx : Rx - Dr. 

Sejag~(y) := :;r~ 1 (y). O fato da normal de f tender a t' quando jjyjj- oo 

nos garante que lim g~(y) =O. 
IIYII-oo 

Para cada. :r E sn-r conseguimos obter cun·a.s !'x· Queremos que para 

um r > o suficientemente grande, s;· n /x seja um único ponto para todo 
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X E sn-l_ Fazendo isso, conseguiríamos definir uma função de sn-l em Y;. 

dado por X 1----+ 5; n 'Yx· 

O primeiro passo para a obtenção dessa função é provar que fixado x E 

sn-I) existe um r ;c suficientemente grande tal que s: n /x é um ponto para 

r'> r :r. 

Defina a funçã.o hx: Rx--+ IR; hx(y) ::= JIIYII 2 + g~(y). Geometricamente 

essa é a função que"dá a distâ.ncia entre a imagem de 9x e a origem. Note 

que o fato de hx(y) ir para infinito quando IIYII --+ oo garante que para r 1 

suficientemente grande, /'x n s;, nã.o é vazia. 

Temos que: 

IIYII ·(l+gx(y) ·g'(y)) 
VIIYII' + g~(y) IIYII X 

d h' . .Êf!x_ ( ) on e x .= élllvll Y · 
É fácil Yer que lim 9

1'1
1'11

1 =O como conseqüência de lim g~(y) =O. 
llvll-oo Y llvll-oo 

Das condições lim 9
"'11 1'1·1

1 = O e lim g~(y) = O segue se que existe fx 
llvll-oo Y llvll-o::, 

tal que se IIYII > f h' (y) = 11 '11 · (I + "-"'1 · y' (y)) > c > O. h - n .., .JIIvll2+g,i(y) IIYII :r - x 

é estritamente crescente para IIYII 2:: Fx. ~ate que podemos tomar um rx 

suficientemente grande de modo que a intersecçã.o de lx com s;, seja um 

único ponto para r' 2:: T:r. 

Devemos provar agora a existência de um T tal que l'x n s;, é um único 

ponto para todo x E sn-l e r'> r. 
Dado X E sn-l' existe rx tal que h:l.. é crescente (ou seja, h~(y) > O) 

para todo y com norma. maior que r"'. A continuidade de h' (como função 

de x e de y) nos garante que exist-e uma yjzinhança. ~~~ de :r tal que h:r(Y) é 

crescente para todo x E llx e y com norma maior que rx. Cubra sn-l com tais 

vizinhanças. A compacidade de sn-l nos permite tomar uma subcobert.ura 

finita dessas vizinha-nças. Com isso, conseguimos achar um i' ta.l que h:r(Y) 

é crescente para todo x E sn-l e todo y com norma maior que f. :!'Jote que 
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existeM tal que llh.(y)ll::; M para todo X E sn-1 e y E R. com IIYII::; f. 
Tomando r> max{f, .i\1}, S~ n lx é exatamente um ponto. 

Fixe um r' > r. Defina. a função q: sn-l --t y~, da.da por ij(x) = lx n S;:,. 
A função é bem definida (devido a todo o argumento acima exposto), 1-1 

(pois se x =f y, Px n Py = 0) e sobrejetiva (tome z E Y,.,. z E Pz para algum 

ii E sn-1 (pois U · P. :J j(E')). Então q(.i) = z). 
xESn-1 

Para mostrar que ij é homeomorfismo basta provar que q = q-1 é um 

homeomorfismo. q : Yr' -t S"-1 é uma a.plicação bijetora cujo domínio é 

compacto e o contradomínio é Hausdorff. Se proYa.rmos que q é contínua, 

teremos devido a um resultado de topologia que q é homeomorfismo. 

Para provar que q é contínua, tome um aberto O em sn-1
• Co= { U Px} 

xEO 

é aberto em JR"+1
. q-1(0) = ij(O) = Y,.,nCo é aberto em f;., o que demonstra 

(2) (a). 

(2) (b) Para todo E > O, existe r, tal que • 1 ;;~
1 < E para todo li vil > r, e 

X E sn-l. Adotemos um sistema de coordenadas do tipo JRn+l = n; EB D,. 

Queremos pro,·ar que 

~ ~ 
lim ang((v.g(y)),v) = ~ onde y = (y 1 , ••• )yn) E D., 

IIYJI-0 . . 2 c 

pois assim o teorema estará demonstrado. Temos que: 

( 
(y,gx(y)) ) cos(ang((y,g.(y)),v))= J ,(0,0, ... ,0,1) = 
livll' + gi(v) 

< < 

para IIYII >r,. Com isso, temos que 

x, =~(!(E') n s;) 
r 
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converge para sn-l c n; que é uma (n-1)-esfera totalmente geodésica. 

(3) Por um argumento semelhante ao usado na prova de (2)(a) deste 

teorema, existe r suficientemente grande tal que s;, é transversal a f(E') 

para r' > r. Além disso, f-I (f(E') n Px n s;) = {PI' ... 1 PI}, onde I é o grau 

do revestimento r. o f. 

Seja D o complementar de uma bola fechada de raio suficientemente 

grande em n;. Então r. o .f : E' ----r D é um revestimento de I folhas. 

Portanto a curva cr(t) = r(cos2r.Jt,sin27rlt):O :Si :S 1 de D levanta a um 

gerador I de r.1(E'). Por construção,~; é a imagem inversa via. .f da. interseção 

de f(E') com o cilindro C r cuja base é o círculo de n; com centro na origem 

e raio r e eixo Dv. 

Seja. s suficientemente grande tal que c: = { ( XIJ x 2, :r3) E C r :I x3 I< s} 

contém f(r). Consideraremos em IR? uma homotopia H entre c: e s;­
{pN,Ps}, onde PN e Ps são os palas nort.e e sul de s;. Podemos supor que 'Vt, 

Ht = H(t,.) é uma superfície de JR3 que intersecta j(E') transversalmente. 

Construímos entã.o uma homotopia entre j(E') n c: e j(E') n s; da. seguinte 

maneira: f- 1(f(E') n Px) são I cmTas. H 1 pode ser construída de maneira 

que cada curva intercepte um elemento da imagem de H1 em um único ponto. 

A medida que se passa. de (;r, paras;, via H1 , cada. ponto de .f- 1 (f(E') n C r') 

passa a um ponto de f- 1(f(E') n s;,) ,·ia uma curva de j- 1(f(E') n Px). 

Portanto f- 1 (f( E')nS;,) = j3 é uma cur\'a fechada. que representa. um gerador 

de 1rt(E') e f(j3) dá I voltas em torno do eixo::. Por uma conta análoga ao 

feito no caso (2)(b), chegamos ao result.a.do de que .f( E') n s;, tende a.o s;, 
com multiplicidade I quando r' tende a.o infinito. O 

2.8 Observação: Nott que se mna S'II}Jflf/cie do tipo gtométrico finito não 

trivial é mergulhada, g pode omitir no má::rimo 2 pontos. De jato, g leva os 

fins para esses pontos omitidos. Se e.1·istem S ou mais pontos omitidos pEla 
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aplicação normal de Gauss é 1:mediato pelo teO?'ema 2. 7 que a tmersao nao 

pode ser um mergulho, pois neste caso, os fins necessariamente se intersec­

cwnam. 
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' CAPITULO 3 

GRADIENTE DAS FUNÇOES ALTURA. 

Sejam Afn uma. ·variedade compacta, .~Jn = ffn- {J]J,p21 ... ,pk} com 

Pi E i? e f : Afn -+ JRn+l uma imersã.o do tipo geométrico finito sendo 

g : A1n -+ sn a aplicação n01mal de Gauss associada associada a f. m 

denotará o grau da aplicaçã.o normal de Gauss. 

Nesta seçã.o iremos estudar o campo gradiente das funções altura em f. 

Iremos calcula-r o índice de suas singularidades e utilizaTemos isso para o 

cálculo da característica de Euler-Poincaré de ff em termos de k em. De­

notaremos por cr o sinal da curvatura de Gauss-Kronecker cr = G(x)/ IG(x)l, 

quando G( x) of O. 

Dado um vetor fixo Ç E Sn, a função altura na direção Ç é a função 

h{: AI-+ IR, h~;(x) = (f(x),Ç). O gradiente .Yç de hç é geometricamente a 

projeçã.o de Ç em Tx_H. Mais precisamente X.;= (df); 1 (f,- (f, 1 g(x))g(x)). 

3.1 Lema: Seja x um ponto cr{tico não degenerado de h~. Então Ç E 

[(dj)x(Txli1)].L e a Hessiana de h f. em :r é a segunda forma fundamental Sf.. 

Demonstmção: 

Portanto x é crítico se e somente se Ç é ortogonal a (df)x(Tx,~fi. Neste 

caso: 

o que mostra a segunda afirmação. O 
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3.2 Lema: a) As singularidades de X( são os pontos g-1(±Ç) e se Ç é um 

valor regular de g, o índice de X( em x E g- 1(±Ç) é (±1)no-. 

b) X{ se estende a um campo de vetores em X1 que se anula nos fins. 

Demonstração: 

a) A afirmação de que as singularidades de Xf. são os pontos g-1 (±Ç) é 

óbvia. A afirmação sobre o índice segue do lema 3.1 e do lema. 1.13. 

b) Separaremos a prova em dois casos: quando o fim é mergulhado e 

quando não é. 

b!) O fim é mergulhado 

Considere uma parametriza.çâo de um fim E onde o domínio é um disco 

na esfera unitária com centro no polo sul. A imagem do fim é o gráfico de uma 

função no complemento de uma bola suficientemente grande do hiperplano 

g(p;)l. (Veja o teorema 2.7). (df)x(Xt;) é um campo de vetores com norma 

limitada. É logico que via projeção estereográfica, o campo de vetores na 

vizinhança do polo sul da esfera. Ya.i a. zero a medida que nos aproximamos 

do fim. Note que se Ç f-± limg(a·)~ a singularidade é isolada no fim. 
x-p 

b2) O fim não é mergulhado 

No lema 3.3, far-se-á o cálculo elo índice dos campos gradiente da função 

altura nos fins no caso onde Ç f± limg(:r). No caso nâ.o mergulhado, te-
x-r 

remos que o índice é 1 + I(p) f O, onde I(p) é o grau do fim \'isto como 

revestimento, o que comprova a existência de uma singularidade isolada no 

fim para o caso não mergulha.do. 

Finalmente) é ób\'io que o campo se anula no caso em que Ç = ± lim g( x ). O 
x-p 

3.3 Lema: O {ndice de X, em 11m fim p tal que g(p) oi' ±Ç é I+ (-I )n se o 

fim é mergulhado e 1 + l(p) caso conh'áTio. 
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Demonstração: 

Consideraremos primeiro o caso onde o fim é mergulhado. Utilizando um 

raciocínio semelhante ao do lema 3.2, nós temos que (df)x(X~) é um campo de 

vetores quase constante cuja projeção sobre o domínio do gráfico tem norma 

limitada diferente de zero (pois g(p) # ±Ç). Porta.nt.o o índice da projeção 

ao longo de uma esfera de raio suficientemente grande é nulo e a projeção 

se estende para um campo não nulo no interior da esfera. Projetamos o 

campo estendido na esfera unitária via projeção estereográfica e obtemos 

um campo vetorial com uma única singularidade no polo sul cujo índice é 

x(Sn) =1+ ( -l)n. 

Pa.ra o caso nã.o mergulhado, usaremos a fórmula. de tangência para o 

cálculo de índices de campos vetoriais no plano. 

Seja 1 uma curva fechada a.o redor de uma singularidade t.al que o campo 

é não nulo ao longo de 1 e que é tangente somente em um número finito de 

pontos. Seja ne o número de pontos de 1 onde a curva integral do campo 

de vetores é localmente externa a l' e n; o número de pontos onde a curva 

integral é !ocamente interna. a i'· Entã.o o índice do campo de vetores é 

(2 + n; -n,)/2 veja [4]. 

Voltando ao caso em questã.o, consideramos uma curva simples fecha.da 

1 ao redor do fim. Esta. curYa. representa um gerador do grupo fundamental 

do fim e portanto sua imagem ( 7." o f) o ")' é uma curva que representa o 

J(p)-múltiplo de um gerador do grupo fundament.a.l do complemento de um 

disco no plano. Ele é portanto homotópica a uma curYa. simples fechada. 19 

percorrida I(p) Yezes. O levantamento de tJ representa uma curva homotópica 

a f· Para cada Yolta na curva pertencente ao plano do domínio, o índice do 

campo projetado é O= (2 + ni -nt)/2. Portanto (ni- n~) = -2 para cada 

volta completa dada. Observe que as tangências ext-ernas (resp. internas) do 

fluxo do campo projeta.do ao longo de{) correspondem à.s tangências internas 
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(resp. externas) ao longo de 1 do fluxo de Xe· Portanto o índice de Xe ao 

longo de 1 é (2 + I(p)(n,- n;))/2 =I+ I(p). 

3.4 Teorema: Se 111 é de dimensão par, a camcter{stica de Euler-Poincaré 

de ~1 é 

;.:(.~1) =L (I+ I(p;)) +2o-m (3.1) 

Demonstração: 

Conte os índices das singularidades de X e quando Ç é um valor regular 

da aplicação normal de Gauss, Ç f- ±g(p;).D 

21 



, 
CAPITULO 4 

A IMAGEM DA APLICAÇAO NORMAL 
DE GAUSS DAS SUPERFÍCIES DO TIPO 

GEOMÉTICO FINITO. 

É sabido que para imersões mínimas completas com curvatura total finita, 

#{S2 - g(A1)} :S 3. Neste capítulo iremos generalizar este resultado para 

superfícies do tipo geométrico finito f : AI = Xf- {Pll ... , pk} -+ lR3
• Ob­

servamos explicitamente que, por definição, os zeros da curvatura de Ga.uss­

Kronecker são em número finito. 

Para tal fim, precisamos do conceito de reYestimento ramificado. Sejam 

111 e N duas superfícies compactas e conexas e f : jf -+ }V uma função 

diferenciáYel. Lembremos que as fibras críticas de f sào as imagens inversas 

dos valores críticos. 

4.1 Definição: Diremos que f é um revesUmento ramificado se a reunião 

das fibras crtiicas é um conjunto finito. 

Se f ê um revestimento ramificado, vimos em 2.4 que a restrição de 

f ao complemento das fibras críticas é um reYestiment.o sobre a imagem 

(que é finita e portanto não disconect.a ,\} Seja q um valor c.rítico de f e 

{Pt, ... , Pe} = f- 1 
( q) e Ut . ... , Ue vizinhanças disjuntas de p1 . ... , h. Se os 

c 

Ui são suficientemente pequenos, pode-se mostrar que lF = n j(Ui) é uma 
i=l 

vizinhança de q que não contém outros valores críticos e se q E ll'- {q}: 

f- 1 (?f) intersecta U; em v(p,) pontos. 
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4.2 Definição: O número v(p;) definido acima, é chamado de núme1·o de 

ramificação de f em p;. Os pontos p tais que v(p) > 1 são chamados de 

pontos de ramificação. Os pontos p tais que v(p) :;:;; 1 são chamados de 

pontos regula1·es. 

Temos a seguinte generalização do teorema 1.15. 

4.3 Proposição. Seja .M2 uma supe1jicie compacta, f : J12 
-J. 52 uma 

aplicação tal que j = f [M'-{p,, ...... J' [M2 - {p1 , ... , pk)) ___, X = [52 -

{f(p1), ... , f(p,Jl) é um 1·evestimento. Seja m = # ]-1 (p) e v(p;) o número 

de ramificação de Pi· Temos então que: 

k 

x(M) =2m+ l:)l- v(p1)) 

i==l 

Demonstração: 

J recobre (52
- {f(pi),. .. , f(pk))) m Yezes. Temos enlã.o qne: 

x(M)- k = m[x(S2
)- q) =2m- mq 

onde q = #(52
- X). 

( 4.1) 

( 4.2) 

Fixe ri E {f(p1 L ... 1 .f(pk)}. Denote Yi = f- 1 ("ri). Note que se somarmos 

os números de ramificaçã.o dos pontos de .f-l (1·i) obteremos 1n. Faça isso com 

os q pontos de {f(Jh ), ... , f(Jh)}. Feito isso, obtemos a igualdade: 

' L v(pi) = 1n..q ( 4.3) 

Substituindo (4.3) em (4.2) temos: 
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k k 

x(M) ~ 2m+ k- L v(p;) ~2m+ L[l - v(p,)] 
i=l i=1 

conforme o desejado. O 

4.4 Observação: Observe que na fórmula (4.1), [I- v(p,)] # O somente 

quando v(pi) > I. 

4.5 Teorema: Para ·uma supe1jície f: .~1 = ff- {Jh, ... ,pk} -t JR3 do tipo 

geométrico finito onde a curvatura de Gauss~J(?·onecker se anula somente em 

pontos isolados {Pk+I, ... ,p1L o conjunto 5 2 - g(JJ) contém no máúmo três 

pontos. 

Demonstração: 

Não é difícil provar que L= g-1 (§( {p1 , ... ,p1} )) é um conjunto de pontos 

finito. Podemos utilizar a proposiçRo anterior na aplicação !; : g LH-L o que 

nos dá: 

' 
x(Af) ~2m+ 2.::11- v(p,)] + L [1- v(p)] 

i=l pED 

onde D ~L- {p" ... ,p,). 

Note que a segunda. soma.tória é nula., pois v(p) = 1 para. p E D. Com 

isso temos que: 

t 

\ (Ü) ~ 2m +LI! - 1;(p, l] 
i=l 

Suponha que g omita n pontos 6, ... : Çn. Seja A; = {p E .f! - .U 

g(p) ~ (;}, B ~ {p E ,~f- M: g(p) # Ç,) e C~ {q EM: v(q) > !}. Seja Ç 

um valor regular de g 1 Ç -=J.. Ç;. Podemos escrever (4.1) da seguinte maneira: 
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n 

x(M) =2m+ L L (1- v(p)) + 2:;(1- v(p)) + 2:;(1- v(p)) 
i=l pEA; pEC 

n 
Observe que 2: v(p) =me 2: [.4;[ +[E[= k. Então: 

pEA; i=I 

x(if) = (2- n).m + k- L v(p) + 2:;(1- v(p)) (4.4) 
pEB pEC 

Comparando (4.4) com (3.1) obtemos: 

L l(p) = (4- n).m- li: v(p)- 2:;(1- v(p))] (4.5) 
pE(UA,)uB pEB 

e portanto n < 4 conforme o afirmado. 

4.6 Corolário: Nas hipótests do teorema 4.5, se n = 3 então x(Af) :5 O. 

Além disso se x(ff) =O, ternos que: 

a) m = k 

b) E= C= 0. 

c) El(pi) = k1 ou seja1 cada fim i mergulhado. 

Demonst1·ação: 

Se n = 3 temos de 4.4 

x(ff) = (k- m)- li: v(p)- 2::11- v(p))] (4.6) 
pEB pEC 

mas 

2 ~ x(!ll) ~2(k-m) = k :S m+1 

então 

x(Xf) :S 1- li: v(p)- 2::11- v(p))] :S l 
pEB pEC 
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mas x(Af) não pode ser ímpar. Portanto 

x(f1) ::; o 

Se x(Af) =O, k- m ::; O e 

O= x("\f)::; O- li: v(p)- 2::(1- v(p))]::; O 
pEB pEC 

Logo B =C= 0. 

' De (4.6) m = k. De (3.1) temos que l:: l(p,) = k, ou seja, todos os fins 
i: I 

são mergulha.dos. 

4. 7 Observação: A p1·ova no caso de supe1j{cies mímmas completas de 

curvatura total finita é muito pancida com o e:rposto acima com a diferença 

de que as fórmulas (3.1) e (4.1) são obtidas via 1'epT'esentação de Ii'eio·stmss, 

recurso que não existe fora do caso de supe1jícies ndnim.as. 

Queremos introduzir agora o conceito de fins não degenerados e pro\'are­

mos que neste caso, a aplicação normal de Gauss omite no máximo 2 pontos. 

Um vetor unitário f, é um ndor regular ela aplicaçSo normal de Gauss se sua 

imagem inversa não contém pontos com cmTa.tura. Gaussiana nula e portanto 

v(p) = 1 para todo p E g-1 (Ç). Com o objetivo de estender este conceito 

para um fim p E .f1- _H., precisamos leval' em conta primeiro que a curYatura 

vai a zero quando nos aproximamos de p e também que p pode não ser um 

fim mergulhado. Este fato. conforme Yisto. é medido pelo número I(p). Com 

estas considerações, chegamos na seguinte 

4.8 Definição: Um fim é dito não (ltytnErado se 11(p) :::; 1 + I(p). 

4.9 Proposição: Se p E .Ü- .'11 e g(p) = ±f,, o indice_ de X{ fm p é 

(l(p) +I- v(p)) onde v(p) é o número de mmificaçâo de p. 
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Demonstração: 

Considere um valor regular f de g, suficientemente próximo de(. Xe 

terá próximo de p, uma singularidade de índice I (p) + 1 em p e v(p) outras 

singularidades de índice -1.0 

No caso dos fins'nã.o degenerados nós temos: 

4.10 Teorema: Seja f: Af---} IR? uma superfície do tipo geomét1·ico finito 

com fins não degt:nemdos. Então S 2 
- g(.M) contém no máximo dois ele­

mentos. 

Demonstração: 

Seja Ç um vetor unitário fixo e X~ o gradiente da funç.ã.o altura he. 

Suponha que a aplicação normal de Gauss omita valores {i, i = 1, 2, 3 e 

Ç1 = -6. Calculando x(Jff) (~ O pelo corolário 4.6) contando-se as singu­

laridades de x~l' obtemos: 

O~ X(~~1) = L [J(p) + l- v(p)] + L [J(p) + l] 
pE.-!1 U.-!2 pEA3UB 

onde Ai e B são como na prO\'a do teorema 4.5. Mas isso implica que 

A3 U B = 0 o que é um absurdo. I'\o caso onde os Ç; não são paralelos entre 

si nós obtemos: 

O~ x(c11) = I: [J(p) + 1 - v(p)] - m + [J(p) + l] 

Já que L [I(p) + 1] 2 L v(p) ;:::: m, a hipótese dos fins nao serem 
pE.-!2 pE.·h 

degenerados implica. que A 3 U B = 0 o que dá a contradição desejada. 

Portanto a aplicação normal de Gauss não pode omitir mais do que dois 

pontos. O 



• 
CAPITULO 5 

UMA CARACTERIZAÇAO DOS 
CATENÓIDES DE DIMENSÃO PAR. 

Os catenóides são as hipersuperfícies mínimas do JRn+l obtidas por rota­

ção de uma catenária plana e a aplica.çã.o normal de Gauss de um catenóide 

é um difeomorfismo sobre a esfera menos dois pontos. Existem na literatura, 

várias caracterizações dos ca.tenóides. No caso de superfícies, L. Rodrigues 

prova em [6] o seguinte resultado: 

5.1 Teorema: Os catenóides são as únicas supe1jfcies mínimas completas 

de curvatum total finita, mergulhadas e com curvatura estritamente negativa. 

A finalidade deste capítulo é provar um resultado similar para hipersu­

perfícies de dimensã.o par. Para este fim 1 utilizatemos uma caracterização 

devida a R. Schoen (veja [i]) que enunciaremos na seguinte forma: 

5.2 Teorema: Os cafe11Óides são as únicaB hipersupujície.5 mfnimas de tipo 

geométrico finito, cone:ras e com dois fins, ambos nurgulhados. 

Usaremos também o seguinte fato de topologia que dissertaremos no 

Apêndice: 

5.3 Teorema: Seja .~fn uma l'ariulade diferenciávtl compacta conea:a e sem 

bordo de dimtnsâo n f- :3. Se .~fl' foi' 3-coneJ·o (i. e. os gr·upos de homotopia 

de .Mn são nulos ali a dinwnsâo ~) .. Entôo ,lf" é honnomO'Ija a esfem sn. 
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O resultado que provaremos é o seguinte: 

5.4 Teorema: Seja f : A12n ---+ JRZn+I uma rmersao do tipo geométrico 

finito n > 1. Suponha que as fibms críticas tstejam contidas num conjunto 

estratificado N de dimensão menor do que n- 1. Então: 

a) A1 é topologi~amente uma esfera menos dois pontos. 

b) Se AI é mínima, 111 é um catenóide. 

5.5 Observação: Conjunto estratificado de dimensão < k é um subconjunto 

de A1 que é reurâão disjunta de um númeTo finito de subva1·itdades conexas 

de dimensão< k. 

Demonstração: 

Afirmação 1: S'n- g(N) é n-conexo, i.e. "': (52
n- g(N)) =O 'lk S n 

onde trk denota o k-ésimo grupo de homotopia. 

De fato 1 seja j : (S2n- g(N)) __,. S2n a inclusão. \'amos mostrar que1 se 

k::; n, a a.plicaçã.o induzida.)# : r.~.:(S 2 "-g(N)) __,. trk(S2
") é um isomorfismo. 

a) j# é sobrejetora.: Trivial, pois tr~,:(5' 2 ") =O para k:; n. 

b) j# é injetora: Usaremos um argumento de tra.nsversalida.de. Seja 

a : Sk __,. 5 2" tal que o(Sk) n g(]V) = 0. a é homotópica. a. uma. função 

constante se e somente se a se est-ende a. uma. funçã.o h : Dk+1 ---+ S2
n, onde 

Dk+1 éodisco(k+l)-dimensional. Mas(k+l)+dim}\T < (n+l)+(n-1) =Zn 

e portanto, pelo teorema de tra.nsYersalidade existe uma extensão h de o- a 

Dk+1 tal que i~(Dk+ 1 ) ng(_'V) = 0. :\-las isso significa exatamente que [ü] =O 

em Kk(S2n- g(N)). 

Afirmação 2: f1 é n~conexa.. 

De fato, sendo n > 11 S2,., - g(N) é simplesmente conexo. Portanto 

9 IM-N: (JJ- N) __,. 5 2
'
1

- g(J\') é um difeomorfismo e portanto A/- l'l é n~ 

conexo. Pelo mesmo argumento usado na proYa da. Afirmação 11 a aplicação 
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7rk(111- N) --+ 7rk(.~1) induzida pela inclusão é um isomorfismo se k :s; n e 

portanto 111 é n-conexo também. 

Pela afirmação 2 e o teorema 5.3, iiJ é homeomorfa a sn. Em particular, 

por 3.1 temos: 

2 = x(Xf) = 2(k +a) 

e portanto k = 2 e cr = -1, o que prova a parte a). 

A parte b) segue de um teorema de R. Schoen: '·Os ca.t.enóides e os pares 

de planos são as únicas imersões mínimas regulares no infinito com dois fins" 

(veja [7]). As hipersuperfícies do tipo geométrico finito são "regulares no 

infinito'' no sentido de Schoen se os fins sã.o mergulhados. O 

Estudemos agora o caso bidimensional: Para superfícies do tipo geométri­

co finito em IR3
, as fibras críticas contém os fins, e mesmo se a curvatura 

for estritamente negativa, a condiçâ.o sobre a dimensã.o das fibras críticas 

não é satisfeita. Apesar disso, podemos proceder de maneira. similar. Antes 

de mais nada, observe que x(.M)::::; 2 e se os fins forem mergulhados, (3.1) 

implica que k :S m + 1. Se a superfície é mergulha.da., a a.plica.çã.o normal 

de Gauss restrita aos fins cobrem no máximo 2 pontos (Yide observa.ção 2.8). 

Por isso, a soma dos 1!(p) nos fins é no máximo 2m. Se a curvatura é negati\·a, 

não existem pontos de ramifica.çào que não sejam os fins. Combinando esses 

fatos com (4.1), obtemos 2m::;_ k :s; m + 1 o que prova o teorema .. 

5.6 Teorema: Uma Stl]JE1jfcie mergulhada do tipo geomÉtrico finito com 

curvatura estr·itamtnfe ntgativa. é topologicamwte uma. esfera menos dois 

pontos e a sua aplicação normal de Gauss estendida é um homeom01jísmo 

na esfem. Em particu.lar. se a s11pe1j{cie é minim.a, ela tem q11e se1· um 

catenóide. 
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APÊNDICE 

Neste apêndice daremos uma idéia da demonstração do teorema 5.3 

pois, apesar de bem conhecido dos especialistas, não se encontra facilmente 

de forma explícita na literatura. Começaremos lembrando alguns fatos de 

topologia algébrica. A referência básica para estes resultados é [9]. 

Notação: !11 denotará um espaço conexo por caminhos, 1fk(.M) o k­

ésimo grupo de homotopia e Hk(J\1) (e Hk(-~1)) o k-ésimo grupo de homologia 

(respectivamente cohomologia) a coeficientes inteiros. 

A.l Dualidade 

Existem vários resultados que relacionam a. homologia. e a cohomologia 

de um espaço topológico. Vamos enunciar dois destes resultados: 

Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Pelo teorema de estrutura, 

G ~ L(G) !f!T(G) onde L( G) é a p.,·te livre, L(G) "' :Z 8 ... 8 :Z (rvezes), e 

T( G) é um grupo finito, a parte de torção de G, isomorfo a LZP;1 EB ... EB LZP:', 

Pi primo. Com essa notação temos: 

A.l Teorema (coeficientes universais):Se Jlf tem homologia finitamente 

gerada (em ]Jarticular se ,U for compacto), então: 

L(H,(M)) "'L(H'(M)) 

T(lh(M)) =' T(H'+ 1 (M)) 
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Se Af for uma variedade compacta, sem bordo e orientada., uma outra. 

relação entre a homologia e cohomologia é fornecida pelo seguinte resultado. 

A.2 Teorema (Dualidade de Poincaré): Nas hipóteses acima, 

A.2 Equivalências de homotopia. 

Sejam 111, N espaços topológicos e f: Jl!.........., Numa função contínua. E 

bem conhecido da teoria básica que se f for uma equi\'alência de homotopia, 

então os homomorfismos induzidos, 

sã.o isomorfismos. Um "im·erso" deste fato é fornecido pelo seguinte re­

sultado: 

A.3 Teorema (Whitehead): SeJam -~1, ,;.\T vm·iedade's d1jerenciáveis e 

f : Af ___.. N uma f~mção contínua. Se Jf e }'V forem simplesmente conexas 

(i. e. 1-cone.?:as) e os homomorfismos indtt::idos em homologia, 

f. : HdJf) ___, I-h(X) 

forem isomorfismos \fk, então f é uma r:qüit,aléncia dt homotopia. 

A.4 Observação: .IVo ttorema de lFhitchwd é essencial que o isomorfismo 

entre os grupos de homologia seja induzido por umafmu;ão conHnua. ?o; ex­

emplo, 52 x 5 4 e (]: P 3 tem grupos de homologia isom.o1jos mas 1r3(S2 x 54
) 2:: 
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7l =f:. {O} = rr3 (([:P3 ) e portanto os dois espaços não são homotopicamente 

·equivalentes. 

A.5 Observação: A conclusão do teorema de H'hitehead permanece válida 

sem a hipótese de simples cone:ridade se substituirmos a homologia. com a. 

homotopia, i. e. se f. induzir um isomorfismo 

A.6 Observação: A hipótese que A! e N seyam varie.dades pode ser en· 

fraquecida requerendo somente que ~~1 e N sejam CW·comple:ros. 

A.3 Homomorfismo de Hurewicz 

Apesar de bastante diferentes em geral, os grupos de homologia e homo­

topia de um espaço conexo por caminhos sã.o relacionados por um homomor­

fismo natural que vamos descreYer agora. 

Se N é uma variedade compacta, conexa e orientável (sem bordo), de 

dimensão k, Hk(-N) ~ íZ pela dualidade de Poincaré e a escolha de uma 

orientação em li equiYale a. escolha de um dos (dois) geradores de Hk(X). 

Considerando l,r = s~<, a esfera lt-dimemional e fixada uma orientação, de­

notamos com ik o gerador correspondente em Hk(Sk). 

Seja a: Sk ---t .~f e a~ : Hk(S"') ---t Hk(!'11) o homomorfismo induzido. O 

elemento cx*(ik) depende somente da classe de homotopia de o: pois funções 

homotópicas induzem o mesmo homomorfismo em homologia. Portanto a. 

aplica.ção, 

h,: r.;(M) ~ Hk(M), h,([a]) ~o,( i;) 
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é bem definido e é, como é fácil ver, um homomorfismo de grupos chamado 

de homomorfismo de Hurewicz. O resultado mais significativo nesta direção 

é o seguinte: 

A.7 Teorema (Hurewicz): 

a) h1 é sobrejetivo é Ker(hi) é o subg1·upo [;r1(Jf),r.1(.H)] dos comutadores 

de 1r1 (.!1:f). Em particular: 

H
1
(M);;, ~,(M) 

[rr1(M), rr1(M)] 

b) Se rr;(M) =O, Os; i< k, k ~ 2, então, 

h,: rr,(M) ___, H,(M) 

é um isomorfismo. 

A.4 Conjectura de Poincaré 

É bem conhecido do teorema de classificação, que uma superfície com­

pacta (sem bordo) e simplesmente conexa é homeomorfa a esfera 2-dimensio­

nal. Poincaré conjecturou que o mesmo valia em :3 dimensões e chegou a 

fornecer algumas proyas (incompletas). O problema porém é em aberto até 

hoje, 

Claramente para as dimensões ma.Jores, a simples conexão nao é uma 

condiçã.o suficiente (p.ex. S 2 X 5 2). I"'\o início dos anos 60~ S. Smale propôs 

que a. condição n-dimensional correspondente seria a equivalência homotópica 

(que é equiYalente a simples conexà.o no caso 2 e :3 dimensional como Yeremos 

na demonstração do teorema .5.3 a seguir). De fato 1 ele conseguiu proYar o 

seguinte teorema: 
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A.8 Teorema (Smale): Se .~r é uma van:edade dije1·enciável compacta 

homotopicamente equivalente a 5", n 2': 5, então .~tn é homeommfa a S". 

No início dos anos 80, Fn:edman pTOvou o teorema acima para n = 4, mas o 

caso n = 3 permanece, como observado acima, em aberto. 

Estamos agora em condições de demonstrar o teorema. 

A.9 Teorema: Seja ,H" 'Uma va1'iedade dijErenciávtl de dimensão n, com­

pacta e sem bordo. Se 7ik(.H") =O 'tfk::; 11j2, então .~Jn é homofopicamente 

tquiva.lente a 5" e portanto. se n i=- 3, hornwm01ja aS" po1· A.B. 

Demonstmção: 

Pelo teorema de Hurewicz.l-h(-~Jn) =O se O< k ::=;. n/2 e pela dualidade 

de Poincaré Hj(.H") =O se n > j 2::: n/2. Combinando estes fatos com o 

teorema. A.l, temos que H1(Jf") =O O< l < n e ob,·iamente H0(.H") ~ 

;z 9! H,(M"). 

Em particular, o homomorfismo ele Hurewicz 

é um isomorfismo. Seja n : S" ---+ JJn uma função contínua tal que h, ( [a]) 

gera Hn(M"). Em particular, a.(i,.) := ll,.([a]) gera H,.(M") e portanto 

n.: H,(S") ~ H,.(M") 

é um isomorfismo. l\fas Hk(.H") =O= HJ:(Sn) se O< 1.~ < n e portanto 
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é um isomorfismo se O < 1.~ ::; n. Finalmente toda função contínua 

f : X --+ Y entre espaços topológicos conexos por caminhos induz um iso­

morfismo entre as homologia.s O-dimensionais e portanto também 

a.: H0 (5")--> Ho(M") 

é isomorfismo. A conclusã.o entã.o segue-se do teorema A.3. 
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