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UM MODELO WEIBULL BIVARIADO PARA RISCOS COMPETITIVOS

RESUMO

Neste trabalho foram investigados alguns models de riscos competitivos com duas causas
de falhas baseados em modelos bivariados. Nesta situacfo, as variaveis aleatorias tempos de falhas
Ty e T5 est3o associados com as causas C e Cy respectivamente. O tempo de falha observado é
T = min{Ty, T») correspondendo a causa de faltha C; ou C,. Esta abordagem parece ser a mais
adequada do ponto de vista estatistico, no entanto, possui o problema de identificabilidade na
maioria das distribuicdes bivariadas. O modelo Weibull bivariado de Ryu (1993), que ¢
absolutamente continuo, foi estudado e a partir deste, desenvolvido um modelo de riscos
competitivos. O principal objetivo deste trabalho foi a procura de um modelo bivariado
absolutamente continuo tal que o modelo de riscos competitivos tenha as suas distribuigdes
marginais identificadas. O modelo bivariado de Ryu foi modificado de tal forma que as fungdes
risco "net" e "crude" sejam iguais. Esta € uma condigio necessaria para a identificabilidade de
suas distribuicdes marginais (Fleming e Harrington, 1991). A estimagio dos parametros do
modelo através do estimador de maxima verossimilhanga foi estudada. Foi desenvolvido o modelo
com covariaveis ¢ estudados testes de algumas hipoteses de interesse. Foram realizados estudos
de simulagdo para a comparagio dos modelos Weibulls bivariados propostes, de Ryu e
independentes e também os de riscos competitivos proposto e independentes. Aplicagdes de
dados reais bivariados e de riscos competitivos sdo apresentados.
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A BIVARIATE WEIBULL MODEL FOR COMPETING RISKS

abstract

In this research it was investigated some competing risks models with two causes of
failure based in bivariate models. In this situation, the random variables failure times 77 and 7, are
associated with causes C; and C» respectively, so that, the observed time is T = min(T}, T3)
corresponding to the cause of failure C;, ¢ = 1, 2. Although this approach appears to be more
adequated at the statistical point of view, the identifiability problems arises in the most of bivariate
distribution. The bivariate Weibull model of Ryu (1993), which is absolutely continuous, it was
studied and developed a competing risks models based in this bivariate model. The main goal of
this job was the search of a absolutely continuous bivariate model in order to obtain a competing
risks model with marginals identifiable. The Ryu's bivariate model was modified in order to derive
a Weibull competing risks model with crude and net hazards equals. This condition allow
identifiability of the marginals corresponding to each cause of failure (Fleming and Harrington,
1991). Identifiability and estimation of its parameters by maximum likelihood method were
investigated. Also, it was developed the models considering the inclusion of covariate and tests
some hypotheses of the interest were studied, Simulation studies for comparison of the proposed,
Ryu's and independent bivariate wetbull models and of proposed and independent competing risks
models were performed. Applications to real data also were presented.
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Capitulo 1

Introducao, conceitos basicos em riscos competitivos e
revisido de modelos de riscos competitivos baseados em
modelos bivariados

1.1 - Introducio e motivacéo

Uma sub-area importante na area de analise de sobrevivéncia € a de riscos competitivos. O
objeto de andlise de riscos competitivos € o tempo de vida associado as causas de falhas. Por
exemplo, Lagakos (1978) apresentou uma analise de um conjunto de dados de ensaio clinico de
céncer no pulmdo realizado no "Eastern Cooperative Oncology Group". Apos o tratamento foram
observados: cincer local (causa 1), metastases (causa 2), os tempos de falhas por estas causas e
ainda se estas observagdes foram ou nfo censuradas. Além destas, as seguintes covariaveis foram
observadas: Z; - tipo de acompanhamento (ambulatorio = 0, n3o-ambulatério =1), Zo-
tratamento (A =0, B=1),Z; - idade em anos. Portanto, os dados observados para cada
individuo sdo do tipo (Z, ¢, z), onde £ é o tempo de falha, ¢ é a causa de fatha, i =1, 2, ..., k se
os tempos sdo de falha e © == ( se o tempo for de censura; =z € o vetor de covariaveis.

Para a analise destes tipos de dados, existem basicamente duas abordagens. A primeira,
devida a Prentice (1978), considera a distribui¢io somente para o tempo observado e as causas de
falha. A segunda, a abordagem latente de riscos competitivos (Cox (1959), Berman (1963),
Moeschberger e David (1971)), supfe a existéncia de tempos de falhas hipotéticos T3, b, ..., Tk
associados as causas de falhas, Iy, I, ..., Jx. Quando o vetor de covaridveis esta presente nos
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dados, diversos modelos paramétricos para os tempos té€m sido estudados (modelo log-escala,
riscos proporcionais). Quando ndo € pressuposto nenhuma distribuigio paramétrica para os
tempos, o modelo considerado € o de Cox (1972).

Um dos problemas basicos de riscos competitivos, considerando modelos de tempos
latentes, € a consideracdo ou nfo da mndependéncia dos tempos teoricos de falha. A presenca de
independéncia pode ndo ser real em muitos casos. Por exemplo, no caso do conjunto de dados
apresentado por Lagakos (1978), a presenca de metastases (causa 2) provavelmente estd
relacionada com o aparecimento do cincer local (causa 1). Em um ensaio clinico, mortes podem
estar associadas a uma doenca crbnica, cujo desenvolvimento € um processo complicado,
envolvendo disturbios de equilibrios biologicos e/ou bioquimicos. Um modelo pode ser formulado
em termos de falhas dos varios componentes especificados. Suponha que a faltha de um
componente elimina a causa de fatha ;. Isto pode também alterar (reduzir ou aumentar) a chance
de morte pela causa I; (i # j) (Elandt-Johnson, 1981). Decorre, portanto, a necessidade de
estudar modelos bivariados dependentes para o caso de duas causas de falhas para a formulagio
de modelos em riscos competitivos. Um outro problema que surge na formulagio de tempos de
falhas latentes € o de ndo-identificabilidade do modelo. O par (T, ¢) (onde T = min(T3, Ts, ...,
T} ) e i é a causa de failha) fornece informagio insuficiente para determinar a distribui¢iio conjunta
de (T3, T, ..., Ti) (Basu e Klein, 1982). No caso onde k = 2, para cada modelo dependente
existe um unico modelo independente para (77, 1>} que produzem a mesma distribui¢do conjunta
para (T,i), sendo que estas distribui¢des conjuntas dependentes e independentes podem ter
distribui¢Ses marginais diferentes (Elandt-Johnson, 1981). Uma suposicdo importante no contexto
de riscos competitivos considerando os tempos de falhas latentes € a de que a falha ndo ocorre
por duas causas simultaneamente, ou seja, existe a suposi¢io de que P(T = T3) = 0. Portanto,
na formula¢do do modelo, é desejavel que se considere um modelo bivariado absolutamente
continuo.

Existem poucos trabalhos na literatura tratando de modelos de riscos competitivos
utilizando modelos bivariados. Entre eles podem-se destacar os seguintes trabathos:
Moeschberger (1974), deriva um modelo Weibull em termos de riscos competitivos a partir da
distribuicio Weibull bivariada de Marshall e Olkin, Emoto e Mathews (1990), cujo modelo
Weibull de riscos competitivos se baseia na transformagio marginal da classe de distribuicBes
exponenciais bivariada de Pickands, Wada e Sen (1995) deriva um modelo exponencial para
riscos competitivos a partir da distribuigio exponencial bivariada absolutamente continua de
Sarkar; Bhattacharyya (1997) obtém um modelo exponencial de riscos competitivos a partir de



uma distribui¢io exponencial bivariada derivada por Raftery (1984). Observa-se que somente o
primeiro exemplo citado nio € absolutamente continuo.

Em se tratando de riscos de falhas, podem existir situagbes onde estes podem ser
crescentes, decrescentes ou se manterem constantes ao longo do tempo, portanto, € interessante
que se considere modelos que possam se adequar a estes tipos de dados. Para causas de falhas
simples ou quando as causas de falhas ndo sdo especificadas, a distribuigio Weibull tem
encontrado uma notavel aceitagio em varios trabalhos de testes de vida. Hager, Bain ¢ Antle
(1971) sugerem o estimador do tipo Weibull na estimacio da confiabilidade, consegiientemente, o
ajuste de modelos do tipo Weibull é razoavel dentro do contexto de modelos de riscos
competitivos.

A principal motivagio para ¢ estudo de um modelo Weibull bivariado, foi o trabatho
realizado por Wada, Fukui e Velloso (1997), que analisaram um conjuntc de dados reais de
pacientes com cardiomiopatia dilatada com falha congénita do coragfio, realizado no Hospital de
Cotoxd (HCFMUSP/INCOR) no periodo de agosto de 1992 a agosto de 1994. A variavel de
interesse neste estudo foi o tempo {em semanas) observado desde a entrada do paciente no
hospital até a sua morte, e duas causas de morte foram consideradas: morte por choque (causa 1)
e morte sabita (causa 2). Em estudos prelimmares, a covanidvel que mede a capacidade fisica do
" paciente, ou seja, a medida do teste de caminhada por 9 minutos foi significativa na sobrevivéncia.
A andlise deste conjunto de dados seguiu as seguintes etapas: i) foi realizada uma analise
descritiva e construido o grafico de Kaplan-Meier das probabilidades de sobrevivéncia estimadas;
ii) observando-se a partir deste que poderia ser ajustado um modelo de riscos proporcionais; iil)
um outro modelo alternativo, 0 modelo Weibull considerando estratos, foi ajustado para o tempo
de sobrevivéncia total, utilizando a abordagem de Prentice para a formulagio do modelo em
termos de riscos competitivos. Em todas as analises, as fungdes risco entre as causas de falhas
foram diferentes, sendo que para uma delas foi decrescente e para a outra se manteve
praticamente constante.

A partir deste trabalho, surgiu a possibilidade de se fazer o ajuste de um modelo de riscos
competitivos do tipo Weibull que considerasse os tempos hipotéticos dependentes, e que o
modelo bivariado utilizado fosse absolutamente continuo. Nesta formulagio surge um problema,
o da n3o-identificabilidade das distribui¢Bes marginais ¢ da conjunta. Portanto, o foco principal
deste trabalho a partir do ajuste deste modelo, foi encontrar um modelo bivariado dependente do
tipo Weibull com as caracteristicas de ser absolutamente continuo e as suas distribuigSes
marginais identificaveis. O modelo que possui estas caracteristicas foi derivado do modelo
proposto por Ryu (1993).



Na secdo 2 do capitulo 1, é apresentada uma revisdo da formulagio dos modelos de riscos
competitivos, enfocando a abordagem de Prentice e a de variaveis latentes. Diversos exemplos
sdo apresentados para mostrar as condigGes de identificabilidade das distribuigdes marginais e da
conjunta. Na se¢do 3 deste mesmo capitulo, ¢ apresentada uma revisio de modelos de riscos
competitivos para duas causas de falbas na abordagem de tempos bivariados latentes. No capitulo
2, é apresentado o desenvolvimento de um modelo de riscos competitivos baseado no modelo
absolutamente continuo de Ryu, além de considerar a incluséio do vetor de covariaveis. O capitulo
3 é o mais importante da tese, onde € proposto um modelo bivariado absolutamente continuo que
permite a identificagdo das distribuigbes marginais. Além disso, neste capitulo sio estudadas as
propriedades assintoticas do modelo, testes de hipoteses e a inclusdo de covanidveis através de
modelos de riscos proporcionais. No capitulo 4, sido realizadas as aplicagdes numéricas através de
dados simulados para o estudo do comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca,
estudo dos métodos de geracio de dados bivariados e um estudo de simulagio para o tamanho ¢
poder de alguns testes de hipéteses. Os dados simulados foram gerados utilizando trés algoritmos:
proposto por Ryu, pelo método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) e o método de
Rejeigio. No capitulo 5 foram aplicados os modelos considerados em dados reais. A primeira
aplicacio numeérica € de um conjunto de dados bivariados de um estudo de cegueira provocada
por retonopatia diabética. Estes dados foram analisados por Huster ef a/.(1989), Liang et al.
(1993) e Wada e Hotta (2000). O segundo conjunto de dados € de riscos competitivos referente a
um estudo de pacientes com cardiomiopatia dilatada. Estes dados foram estudados por Wada ez
al. {1997). O terceiro conjunto de dados também € de riscos competitivos, e trata-se de um
estudo sobre céncer do pulmao, apresentado por Lagakos (1978).

1.2 - Notacio e conceitos basicos em riscos competitivos

Os métodos de analise de dados de sobrevivéncia, em geral, levam em consideragio que,
para cada sujeito em estudo, existe um tunico tempo de falha, que pode ou nio ser censurado.
Uma situagio comum na préatica é quando os sujeitos podem falhar por uma das diferentes causas
L, i=1,2,.. k. Suponha que 73, i =1, 2, ..., k é o tempo de falha por causa [;, i =1, 2,
.o, k. Sejam L;, i=1,2, ..., k os tempos de censuras associados as &k causas de falha. Um
problema ¢ dito ser de riscos competitivos quando as k causas atuam num sujeito, mas o que se
observa ¢:



T = min(Ty, To, ..., T3),

I == causa de falha associada ao minimo de T;, =i, se T =T, e

5 = 1 se T éobservado
T 10 seL =min(Ly, Lo,..., L) é observado.

Portanto, um conjunto de dados que € tipico de riscos competitivos apresenta a terna
(t;, 7, 6). Estes problemas de estudo de possiveis influéncias das varias causas de falha podem ser
encontrados em diversas areas, tais como: epidemiologia, demografia, ensaios clinicos, industrias
¢ economia. Como exemplo classico, pode-se citar um utilizado por Hoel (1972), onde T é o
tempo de morte em um estudo de radiagio em camundongos, / descreve a causa de morte como
“thymic lymphoma", "reticulum cell sarcoma”, e outros. Um outro exemplo citado por Heckman
& Honoré (1989) apresentado por Flinn & Heckman (1983), na 4rea da economia, considera T’
como o tempo de espera até que o individuo ndo seja mais considerado como um desempregado,
e I indica a razdo pela qual ele deixou de ser um desempregado. Uma outra situagdo pode ser o
estudo de mortes por cancer. Neste caso, podem ocorrer varias formas, por exemplo, local (causa
1 =1I;) e metastases (causa 2 = I3). No estudo de mortes por cardiovasculares, as causas de
falha podem ser de miocardio (causa 1 = I;) ou nfio miocardio {causa 2 = I).

Basicamente, podem ser apresentadas duas abordagens em relagio aos riscos competivos:
a abordagem de Prentice ef al. {1978), que se baseia somente nas quantidades observaveis; e a
abordagem latente dada por Cox (1959), Berman (1963), Moeschberger e David (1971), entre
outros que trabalham com a introdugdo de um tempo de falha latente ou conceitual.

1.2.1 - Abordagem de Prentice

Nesta abordagem, o método apresentado é baseado no modelo estatistico somente para as
quantidades observadas. Suponha que cada sujeito em estudo tem um tempo de falha 7" que pode
estar sujeito a censuras, € que quando ocorre falha, pode ser devido a uma das k causas distintas
denotadas por I € {1, 2, ..., k}. Portanto, T é a varidvel aleatoria ndo negativa com fungio
densidade de probabilidade fr(t) e com funcio de sobrevivéncia total dada por
Sr(t) = P(T > t). A funggo risco total é definida como:

Mty =lim LPEST<i+ 0T 24 = glglim & [ fr(w)du
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Similarmente, a taxa de fatha por causa especifica é dada por:
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onde f;(t) é a fungio (sub)densidade de probabilidade para o tipo de falha 4, ou seja,

fz-(t)=§ﬁs—‘§7P[t5T<t+At,I=i}, (1.3)

para i =1, 2, ...k. Em outras palavras, A;(f) ¢ a taxa de falha instantinea do tipo ¢ no tempo ¢ e
na presenca dos outros tipos de falha.

A relagdo entre a taxa de risco total e as especificas, assumindo que a fatha deva ser
devida unicamente a uma causa de falha, ¢ obtida de (1.1) como:

k
Ar(t) zlg'fl Dﬁl—tP[tST<t+At}th} ifé"i, Og—;p[_ Ul{th«(t—i—At,I:i}{th
1 ==

onde {t <T <t+At, I=i}[N{t <T <t+ At I =3} =10 sei# j, e considerando (1.2),
segue-se que:

Ar(t) = lim LS Pt <T < t+At I =i}T > 1]
i —s i=1
LP{{t<T <t+At, I—z}|T>t]-ZA() (1.4)

¢ a relagdo entre a funcfo densidade de probabilidade total e as especificas, a partir de (1.1), (1.4)
e (1.2) é dada por:

fr(t) =Ar(t) S7(t) = ;14\ i(8) Sr(t) = ; fi(t). (1.5)
Como Ar(t) = — i@%@ elog Sr(t) = - fJ’AT(u) du, segue-se que:
Sr{f) = ea:p{ — Jihr(u) du} = ez‘p{ - j;g:)!f{u) du} = exp{ Efﬂ (u) du} = inIlGi(t), (1.6)



onde G;(t) = ea:p{ - f; Ai(u) du} ¢ interpretada por Elandt-Johnson e Johnson (1980) como

uma distribui¢do associada somente com a causa §.

A distribuigdo de sobrevivéncia conjunta de (7', I), denotada por F;(t}, é a probabilidade
de fatha pela causa 7 no tempo maior que ¢, (na presen¢a de todas as causas - probabilidade
"crude" de falha) e € derivada como:

)du

B =P(T>tI=i)= ff"(w 5w or ()

v:u) du=f” ( - 6653(@1%@1‘ (v)

1==1
) du
u=n

f}e;r:p{ — Jols)ds}

=u i=]

o0 F) k v
= ft (-—- mgezp{ _-[{) Ai(S) dS}

= (- A= e as)

) du
v=u

= f’(,x,-(u) i}lezp{ — foxils)ds} )du= T fitwddu = [ 2(u)Sr(u)dy, (L.7)

utilizando (1.2) e (1.6).
A distribuicio marginal de I ¢ definida como:
m =PI =1%)=PF(0)= [{"A@)Sr(u)du,i=1,2, .., k, (1.8)

que é a probabilidade de fatha pela causa . Finalmente de (1.2) e (1.6), a fun¢io de sub-densidade
do tempo de falha para a causa ¢ por ser reescrita como:

L) = )\i(t)fi[Gj(t), i1=1,2, ..,k
=1

1.2.2 - Abordagem latente de riscos competitivos

Neste contexto, ¢ assumido a existéncia de tempos de falhas potenciais ou latentes para
um individuo que correspondem a cada um dos k tipos de falhas. Sejam 7}, 75, ..., T} os tempos
de fatha conceituais. A variavel aleatoria tempo de falha observavel é T = min(Ty, 15, ..., Ti) e
o correspondente tipo de fatha ¢ I = {i:T; <T;,1=1,2, ..., k}. O par (T,I) é conhecido
como o minimo identificado (Basu e Ghosh, 1978). A quantidade observavel € T, logo a fungéo
de sobrevivéncia total € definida como:



Sr)=P(T 2t)=PTi >t Toa>t, ... Tp >t) =81t ..,1) (1.9)

Nesta situagdo, a fungio de sobrevivéncia conjunta (também chamado fungiio de
decremento multiplo} é especificada como:

Sty ta, v tx) = P(L > 10, T > to, oo, T > 86) = [ i Flun, u, oo, wg) duy...duy

onde 0 < t; < o00,i=1,2, ..k e f(ti,t3, ..., tx) é a densidade de probabilidade conjunta de
Ty, To, ..., Ti.. Como (t;,12, ..., t} ndo pode ser observado simultaneamente (por suposicio em
uma situagdo de riscos competitivos), 0 mesmo acontece com a fungo S{ty, ts, ..., t).

A fungio de sobrevivéncia marginal é (Elandt-Johnson e Johnson, 1980):
S;(t;) = 8(0,0, ..., ti, ..., 0), (1.10)

que Gail (1975) interpretou como a distribuigo de sobrevivéncia somente para a causa de falha i.

A fungdo risco associada com a marginal S;(¢;) (na presenga somente da -ésima causa de falha),
denotada como fungfo risco "net" ¢ dada por:

85t}

hi(t) = <5y = — #log Silty). (1.11)

As funcdes risco por causa especifica (na presenga de todas as causas de falha), denotadas
como fungdes risco "crude” sdo definidas como:

Ai(t) _ 31095(2;:g,.,.,t;5) (1.12)
ty =ty =...=ty=t
parai =1, 2, ..., k. Por exemplo, supondo k = 2, a fung8o risco por causa 1 é derivada como a

Seguir:

. , ) PR<T <t+ALTi>t, o>
M) =fim APEST <t+AUT > 6 B> = lim L Aoz

’Uﬁtg zt)

1 1 1 il poo _ 1 QP(Ti>v, Thoty)
= S(t,%l;"j‘_} OAtf: I frin(u, v)dvdu = 083 (" dv

I (_ 8S(v,ts)
= 51 ™

e analogamente, para a causa de fatha 2 :

ot h=ty=t’

— BlogSﬁl,tg%
vty =t



Blog S{t1,#
Ao(t) = — “‘ogaizl 2

b=t=t

A fungdo risco total ¢ dada por:
Ar(t) = Jim Oﬁ;P{t <T <t+ AT > ¢
e como T' = min{1y, Ts),

A () :ii”_‘, eﬁp[{t ST <t+ AUt < T <t -+ AtHT; > 8, T > 1]

2
= lem »Al;P[t ST <t+ AT 2t, T >t = ;Ai(t). (1.13)

1"“1

Além disso, como St (t) = P(T" > t), a fungdo risco total pode também ser dada por:

PR<T<t+AtT2
()wlzm OAtP{t<T<t+A‘t|T>t]-—lz OAlt [ts;(;;}t >}

Y 1 PR<T<i+Af t+Af
=fim NTswm o = sl
25r(t
= w—-sf(t)( dt”) 21ogSr(t) = — ZlogS(t, t, .., ). (1.14)

Integrando a relacdo (1.14), obtém-se
jg)\g«(u)du = ~logS(t, t,., 1) = —logSr(t).

Em conseqgiiéncia,

Sr(t) = e$p[-~ f(f,\T(u)du] = exp[—— fééki(u}du} = ﬁexp[— f;/\i(u)du} =£{1Gi(t) (1.15)

Te=]

onde G;(t) = ea:p{ - fot Ai(u) d'u.}. G;(z) representa uma distribui¢do associada somente com a

causa [;, assumindo que a fung#o risco desta distribuigio é A;(z) (Elandt-Johnson, 1981). Para

que (1.15) seja uma distribuigo propria, no minimo uma G;(t) deve ser propria, ou seja,
tlimooG,- (t) = 0. Nesta situagio, Miller (1977) mostra que, para no minimo um 77,

—

tt@mfg,\,-(u)du =00, i=1,2, ..,k (1.16)

e portanto, (1.15) € uma distribuigdo propra.



Se Ti, Tb, ..., T} sdo independentes, entdo A;(¢) == h;(t) e deduz-se de (1.13) que,

k k
Ar(t) = 3o (t) = > hi(t) e Sy(t) pode ser escrita como:
=1 =1

Sr(t) = :nlsz-(t) = [16:(0) @

onde de (1.11), S;(t) =exp{— f;hi(u)du}, i=1,2,..,k O exemplo 1.1 ilustra esta
situagao.

Exemplo 1.1. Considere duas variaveis aleatérias independentes 73 e T com distribuigiio Weibull
(M\i, a;), i = 1, 2. Portanto, a fungfio de sobrevivéncia conjunta é dada por:

S(t1,t2) = exp{ — Aif]" — Aot3’}.
A fungio de sobrevivéncia total € escrita como:
St(t) = exp{ — Ait™ — Apt®}.

As fungdes de sobrevivéncia marginais sdo dadas como: S;() = exp( — Ait™), 7 = 1, 2. Logo,
as fungdes risco "net" sdo dadas por: h;(t) = Aot i = 1, 2, e as fungdes risco "crude” sdo
dadas por:

- 38:!:;}{-—)1‘!?1 -—)\ztgz} 1 . p—l 5 _
Ai(t) - o by =ty=t CJBP{*/\itazw,\gi’a?} = Agait , 8= 1, 2

Desta maneira, a func@o de sobrevivéncia total pode ser escrita como (1.17).

Por outro lado, se 17, 13, ..., T; ndo s3o independentes, uma das duas situagdes A) ou
B) abaixo podem ocorrer com relagio aos riscos de falha:

A) Em geral, A;(t) # h;(t) e conseqiientemente, Ar(t) = i)\i (t) # ihi(t). No entanto, o
=1 =1

exemplo (1.2) abaixo, € apresentado por Hakulinen e Rahiala (1977), onde a consegiiéncia acima
ndo ocorre, ou seja, um exemplo onde A;(t) # h;(t), e portanto, S;(t) # G;(t). Mesmo assim,

k k
Ar(t) = Yo A:(t) = > h;(t). Nesta situagfo, a expressdo (1.17) é verdadeira.
=1 i=1
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Exemplo 1.2. Considere a fungio densidade de probabilidade conjunta dada por:
fam(t,t) =50 —sen(f(th —t2))) se0<t;<4el <t <4,
e as densidades marginais:

sed <i, <4

T se0<t <4 :
0 caso contrario’

) caso contrario

fr(#1) ={ e fr,(t2) m{

Portanto, 77 e T2 nfo sfo independentes.
A func¢3o de sobrevivéncia conjunta é dada como:
Sty t2) = ;54 —t)d—t2) + 1= [sen(%(tz —12)) — sen(5(t1 — 4)) — sen(5(4 — tg))] ,
se0<t; <4del <ty <4
que pode ser reescrita:
S(trte) = (4~ t)d—t)) + 5 [sen(%t;)cos(%tg) — cos(Zt; )sen(5ty) —
sen(§ty) + sen(%tg)], se0 <t <del <ty <4
As fungdes de sobrevivéncia marginais s3o:
Si(t)=1(4~-1), se0<t<4 S(t)=34-1), sel<t<4,
e a fun¢do de sobrevivéncia total:

St,t)y=354—1t)17+ 25 [sen(gt)cos(gt) — cos(5t)sen(§t) — sen(5t) + sen(%t)]

A fungdo risco "crude” é dada como:

8S{t1,t2) = 1 z 3 - 5
- f=tp=t wd -1+ & [(cos(gt))g + (sen(51))? Cos(ﬁtl)]’

=L{d-1)+¢ [1 - COS(gtl)] , pois (sen(a))® + (cos(a))® =1

logo:

11



L (4—t)— =+ 2cos(Lt 4ty 242 cns( Bt 4t 2 —2eosTh
M) = Sl _ Bttt o (1) = Bl

A fungio risco "net" €:

2
hi(t) = — ngt) Sll(t) = ;i—{f_t) = 7, e analogamente h,(t) = 7.
Entdio () # hi(t), i = 1, 2, e ainda assim,
M) + A(t) = g (4 — 1) — 2+ 2cos(5t) + (4 — 1) + 2 — 2cos(31))

= ip U -0) =g = () +ha(t), 0< t < 4

k k
B) Se \;(t) = h;(t), como conseqiiéneia A7 (t) == 3 A;(t) = 3_h;(¢). Esta condigio implica que
=1 i=1

St(t) pode ser escrita como (1.17). O exemplo a seguir (Gupta, 1979) ilustra esta situacgo.

Exemplo 1.3. Seja a fungio de sobrevivéncia conjunta entre 7; e 15 dada por:

(1—6t:)(1—6t:)? sety <t <1/0

1 _ (1—*9?2)2 sety < iy <1/9
S{t1,12) 1 set; <Oety <0
0 €1 Outros casos.

A fungdes de sobrevivéncia marginais sfo dadas como:

1—6t seO<t<1/8 (1-6t)° seO<t<1/0
S1{t)=40 set>1/8 eSH(t)=<0 set>1/60
1 set <0 1 set <0

e a funcio de sobrevivéncia total:

(1—6t)° se0<t<1/8
Sr{t) =<0 set>1/0
1 set <0

! No artigo original de Gupta (1979) nfio consta o expoente na situagdo onde £, < #; < 1/6. Além disso, na fungio
de sobrevivéncia total consta o quadrado como expoente na sitvagio onde 0 < ¢ < 1/4,

12



Nota-se que Sp(t) = S;(t)S2(t), mas S(t;,12) # S{t:1)S(t2). Pode ser verificado que:

= ERG IR - 25ty 1 28(1-6t) 29
hi(t) = — 5: S T 1-ete ha(t) = — 5t SH T ISeE T 1-a
. 98(tta) 1608ty ¢
Alt) = — : tymtg=t ST (1-B8F — 1-61° e
_ a5(t,t:) 1 200818 28
Aft) = — 8#11 : R () N T N &

k k
Portanto: h;(t) = A;(t), i = 1, 2, e conseqgiientemente Ay (t) = > X (8) = 3 hi(t).
i=1

i=1

Em resumo, se 73, 75, ..., T} sdo independentes, isto implica que (1.17) € vélido. No
entanto, se (1.17) é valido, isto ndo implica que T3, 75, ..., T} sejam independentes (Gail, 1975}
O exemplo 1.4 apresentado por Gupta (1979) € outro caso onde T3, T3, ..., T ndo sdo
independentes e no entanto (1.17) € valido.

Exemplo 1.4. Suponha-se a fungdo de sobrevivéncia conjunta entre T} e T seja dada por:

%(2 — tl)(Q — ) + é‘%t;tg(t} — 2)(tg - 2)(?1 — tz)(t1 + iy — 2) el <t <2,0<ty <2

2(2-1) se0 <t <4t <0
S(t,t2) = § 2(2 - t2) se0 <ty < 4,5 <0

1 set; <0,5 <0

0 € Quiros casos,

¢ as fungdes de sobrevivéncia marginais:
32-1) se0<t<2
S;(t)=S(t) =<1 set <0
0 €m Outros casos.
A func8o de sobrevivéncia total €:

Sr(t)=31(2-1)%se0<t <2,

entio, Sr(t) = S1(#)S2(t), mas S(ty,ts) # S1(¢1)S2(t2), ou seja, T3 e T» ndo sdo
independentes.

A funcdo Q;(t), que € a probabilidade de falha antes do tempo t dado a causa ¢
(distribuicdo de probabilidade na presenga de todas as causas de falha), ¢ derivada nesta
abordagem da seguinte forma:

13



Qi) = P[T<tI=i=PL;<t, ;< T, i#l= jg{jfo_[:of(ui, Up, ..., k) dug dus...dug Hduy,
Por exemplo, no caso de & = 2, para a causa de falha 1:

() = P[T <t I= 1] = P{T} <t < TQ] = J:{fff(ul, ug) d’ug}dU1

f [ 85ty ts)
= 0 8:1

]dm = i (u)Sr(u)du, (1.18)

tr=ts=1
e analogamente, Q2 (t) fo Ao (w)Sr{u)du.
Note-se também que:

Frt)=P(T <t)=Pmin(T), ) <) =P({L1 <t T <L INHLE <t Ta<Th })

2
== P(Tl <tTi < TQ) +P(T2 <t,Ta < T]) = ZQ,,(?)
i=}

A funcio F;(t), que é a probabilidade de falha eventual pela causa ¢ no tempo maior que ¢
(na presenca de todas as causas), ¢ derivada de forma andloga, ou seja, Pi(t) = [~ A:(u)Sr(u)

du, parai =1, 2, ..., k,de tal forma que Sy (t) = EP (t). Observa-se que Pi(t) + Q;(t) < le
te=l
Sr(t) + Fr(t) = 1.

De (1.18), a fungdo densidade de probabilidade conjunta entre T ¢ a causa de falha 7 é
dada como:

fi(®) = M()Sr(t). (1.19)
Portanto, a fungio densidade de ¢ condicionada a causa de falha é dada por:
Ft) = A0S0, (1.20)

onde r; = P(I =) = [;°A1(u)Sr(u)du é a probabilidade de falha pela causa i.
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1.3 - Identificabilidade em riscos competitivos

O problema de identificabilidade no contexto de riscos competitivos € verificado na teoria
de tempos de falhas latentes sob dois enfoques. Primeiro, dada a distribuigiode (T,1) (a
distribui¢do do minimo identificado), o problema de identificabilidade questiona a possibilidade de
identificacfio das distribui¢des de sobrevivéncia conjunta ¢ marginais de (73, 1o, ..., T%).
Segundo, assumindo uma certa funciio de sobrevivéncia conjunta para os dados, questiona-se a
identificabilidade dos parimetros desta fungfio de sobrevivéncia conjunta a partir da distribuigio
de (T, I).

Berman (1963) mostrou que, se existe a suposi¢do de que as causas de falhas atuam
independentemente, a distribuigio do par (T',1) determina unicamente a distribuigio de T;,
i=1,2, ..k e conseqientemente a distribuicdo comjunta de (T3, Ts, ..., Ix) € seus
parimetros. No entanto, como em geral a suposigio de independéncia dos tempos de falha nio é
realistica em muitos problemas de riscos competitivos, alguns estudos consideram o problema da
identificabilidade para tempos de falhas latentes dependentes. Para responder a questdo sobre a
identificabilidade da fun¢io de sobrevivéncia conjunta e das marginais, Elandt-Johnson (1981)
apresenta e prova os trés lemas a seguir:

Lema 1: Para toda fungdo de sobrevivéncia cowjunta S(ty, ta, ..., t;) (denotada como SDF
base) existe uma infinidade de SDFs conjuntas com a mesma distribuicdo do minimo
identificado.

Lema 2: A distribuicdo do minimo identificado determina unicamente um modelo equivalente de
SDF conjunta com tempos de falhas independentes (denotada como SDF core).

Dois modelos de sobrevivéncia sfo definidos por Elandt-Johnson (1981) como sendo
equivalentes se eles t8m as mesmas distribuigGes do minimo identificado, ou seja, se
P{X>z}n{I=i})=PH{X' >z}n{I=1}) paratodo i=1,2,..,k e todo 2> 0, e
X =min(X1, Xz, ..., Xi) e X' = min(X}, X}, ..., X.) s@o os minimos de dois conjuntos de
variaveis aleatorias.

Lema 3: Para no minimo um T,

tliﬁmoofg)\i(u)du =00,i=1,2 ..,k

portanto, S(t) escrita como (1.15) é uma distribuicdo propria.
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Por fim, estes lemas podem ser resumidos como:

Qualguer funcdo de sobrevivéncia conjunia (chamada SDF base) define uma classe
infinita de modelos equivalentes. Cada uma de tais classes contém um tinico modelo (chamado
SDF core) com tempos de falhas independentes, tal que no minimo uma das marginais da SDF
seja propria.

Portanto, Tsiatis (1975), Peterson (1976), Elandt-Johnson e Johnson (1980), entre outros,
concluiram que sem a suposicdo de independéncia, a familia de distribuicdes de sobrevivéncia
conjunta ndo sfo identificaveis a partir da distribuigio de (T, I), uma vez que a partir de dados
desse tipo ndo & possivel distinguir entre um modelo de riscos competitivos independente e uma
infinidade de modelos dependentes com as mesmas fungdes risco de causa especifica. O exemplo

a seguir ilustra este fato, ou seja, apresenta um modelo dependente que possui a mesma fungdo de
sobrevivéncia total de um modelo independente.

Exemplo 1.5. Seja a fungfo de sobrevivéncia conjunta entre 77 e 7, dada por:
S{ty, to) = exp{l — Aty — Aota — exp[Aia(Aats + Apto)]}, 81 > 0ety > 0,
onde A\; > 0, As > 0e Ajp > — 1. As fungBes de sobrevivéncia marginais sio:
S1(t) = exp{l — Mty — expAaAit]}, 4 > 0e

Sa(ty) = exp{l — Aata — exp|AiAata]}, t2 > 0,

portanto, S(t1, t2) # S1(t:)5:2(t2), logo T; e Tb ndo sdo independentes.

A fungio de sobrevivéncia total € escrita como:

Sp(t) = exp{l — (A1 + A}t — exp[A2t(Ar + A2)l},

e as funcgdes risco "crude” sdo dadas como:

X)) = A1+ dzexp[Aret(Ar + A2)}

Por outro lado, suponha um modelo com tempos de vida independentes, cuja fungio de
sobrevivéncia conjunta ¢ dada por:
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S*(t1,t2) = e:cp{l — Aty — Aata — Aiew{m(A}+,\2)t)‘iz—ﬂ;;\\;mﬂh(thg)tg}}.

As funcdes de sobrevivéncia marginais s3o:

Sr(tl) = EIEP{l — At — Alezp“w)iﬁija)ﬁ)-iv\o e

* A o A
S3(t2) = ewp{l — Aty — Autheezpulhihlb) 4

logo, S*(t1,t2) = S7(t1)S;(t2) e T1 e T; sdo independentes. A fungdo de sobrevivéncia total é
dada por:

St (t) = ea:p{l — (M + At~ Alexp(‘\m(’\1"*”'\2?1’?:?5“?('\12('\1+Az)t)

= exp{1 — (A1 + A}t — ezp[A1at (A + A2)]},
e as fungdes risco "crude” sdo dadas como:
AL (t) = Ml + Azexp[ Aty + A2)]}, i =1, 2.

De (1.19), fi(t) = A(¥)Sr(t) = f;(t), e portanto, os dois modelos tém as mesmas distribuigdes
do minimo identificado.

Para obter conclusdes a respeito da distribuicio dos tempos de falhas latentes, quando
estes ndo sdo independentes, € usual assumir que a fungio de sobrevivéncia conjunta pertence a
uma classe de distribui¢des paramétricas especifica. O problema consiste na identificabilidade dos
pardmetros a partir da distribuic@io de (T',I), e ele pode ser resolvido dependendo da classe
particular assumida para 5(t;, s, ..., t;). Por exemplo, Nadas (1971) e Basu e Ghosh (1978)
mostraram que se a fung@o de sobrevivéncia é Normal Bivariada, entdo, seus pardmetros podem
ser determinados unicamente a partir da distribuicio de (7, ). Basu e Ghosh (1978) provaram
que a distribuicio de (I, ]) identifica os pardmetros da distribuigio exponencial bivariada de
Marshall e Olkin (1967) e de Gumbel (1960). Em muitos casos, quando o vetor de pardmetros ¢
ndo ¢ identificdvel, existe uma fungio nfo constante g(f) que € identificivel. Neste caso, Basu e
Klein (1982) chamam ¢ como sendo parcialmente identificivel. Por exemplo, Wada e Sen (1995)
mostram que, no caso da distribuicdo exponencial bivariada de Sarkar sob o contexto de riscos
competitivos, os pardmetros A;, Az, Ao ndo sdo identificaveis a partir da observagio de (7, 7).
No entanto, 0; = 31%;, t=1,2 e = A\ + Ay + Az 580 identificaveis.
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Uma forma alternativa é considerar um modelo onde as funcdes risco "net" e "crude” sio
iguais, sendo que neste caso, por (1.17), as suas distribuicdes marginais sfio totalmente
identificaveis (Fleming e Harrington, 1991).

1.4 - A funcéo de verossimilhanca

A funclio de verossimilhanga deve ser escrita utilizando a densidade conjunta de (T, I),
dada por f;{t) em (1.3). Elandt-Johnson desenvolveu a verossimilhanca da forma abaixo:

Notagéo:

I, I», ..., I} causas de falha observadas no periodo de tempo [0, 7);

n - nimero de individuos observados na amostra;
D; - nimero de individuos que falharam pela causa 1;
W - numero de individuos censurados;

ention=D; + Do+ ...+ D +W.

Denote %; como o j-ésimo individuo que falboupelacausa I;, j=1, 2, ..., D;, i =1, 2,

., k, € seja t;; o tempo de falha deste individuo. Similarmente considere w; o j-€simo individuo
que foi censurado, e t,, seu tempo de censura. E assumido um mecanismo de censura
independente da falha por qualquer causa ;. A contribuigio do individuo ¢;, que falhou pela

k
causa J;, na verossimilhanca ¢ dada por A;(2;,)]] Gm (%) € a contribuigio do individuo que foi
ma=1

k
censurado é dada por [] Gp, (t.,). Portanto, a fungéio de verossimithanga total ¢ proporcional a:
m=1

(B, B2y -ons ﬁk)={£l][_ll{ (tzj)ﬁle(t,j)]}{% L}}lG (twj)” (1.21)

A fungio de verossimilhanga (1.21) sera desenvolvida da forma a seguir:
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Para o individuo 1; é obtido: fi(t;) = A (t1,)G1 (81,)G2(t1,) .G (t1,). Portanto, para
D, individuos que falharam pela causa 1, a contribuigdo para a verossimilhanga €:

H A1 (%)H Gi (ts, )HGz (t1,).. HGk (t1,),

=1

e para D, individuos que fatharam pela causa 2, a contribuigo para a verossimithanca é:
Dy Dy D Dy

Fr = H Az (tzj) H G (tzj) 11G- (tzj) 1| Gk (t?_j),
=1 =1 j=1 =1

¢ assim por diante, para a k-ésima causa de falha, a contribui¢io dos Dj, individuos €:
D;c Dk Dj; Dk

Fr=1{IM (tkj)H Gy (tkj)HGﬁ (tkj) . J1Gx (tkj)-
=1 =1 §=1 F=1

A contribui¢do dos w individuos censurados para a verossimilhanca é:

W = HGz(th)HGz( )HGk(tw,)

Portanto, a fun¢do de verossimilhanga pode ser escrita como:

2([31, ,82, . /3};) = FI X FQ X ... X Fk x W. (122)

Rearranjando os fatores da verossimilhanca (1.22), de forma a combinar os termos do
subscrito ¢ = 1, ¢ = 2, até ¢ = k, como por exemplo para k = 1:

H)\i (t, )HGI (ts; )HG'l (t2,)- HGz (ts; )HG’I( w) = ﬁ}“ (tlj)gGi ().

J=1 =1

A funcgio de verossimithanga pode ser escrita por:

(B, Bas - Br) = HHA(;JHG () (1.23)

g=e] el

A expressdo (1.23) pode ser reescrita como:

i=1 { j=1 is=1 f==1

LB, Bay -onr ﬁk)mﬁ{ﬁ[ ()] }HG () = ﬁﬁ[Ai(tj)]éijGi(tj) (1.24)
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onde §;; ¢ a variavel indicadora de falha do j-ésimo individuo pela causa i. Nota-se que a
verossimilhanca pode ser fatorada em & causas de falthas sem a suposicio de independéncia entre
elas. Portanto, comumente considera-se a maximizagio para cada causa separadamente, desde
que ndo existam pardmetros comuns para diferentes causas.

Kalbfleish e Prentice (1980), utilizando a abordagem de riscos competitivos de Prentice ef
al. (1978), obtiveram uma verossimilhanga equivalente a fungdo de verossimithanga (1.24).

1.5 - Revis@o de modelos bivariados em riscos competitivos

O estudo de modelos bivariados é importante em riscos competitivos, com duas causas de
falhas, pelo fato de poder considerar dependéncia entre as causas de falhas. Nesta secio é
realizada uma revisio de alguns modelos bivariados em riscos competitivos, sendo duas
formula¢des baseadas na distribui¢8o exponencial bivariada (Wada e Sen (1995) e Bhattacharyya

(1997)), e outras duas formulagdes baseadas na distribuicio Weibull bivariada (Emoto e Mathews
(1990) e Moeschberger (1974)).

1.5.1 - Modelos exponenciais bivariados

Uma distribui¢iio exponencial bivariada (73,73) € caracterizada (Block, 1977) pelas
seguintes propriedades de falta de memoria:

a) das marginats, isto €, 7} e 75 sdo exponenciais;

b) da conjunta, isto €, P(13 > & +t, To >t + 1|1y > t, To > t) = P(Ty > t, T, > t), para
todot;, et > 0.

Como conseqiiéncia destas propriedades, T = min(T;, T3} € exponencial e
T = min(Ty, T>) ¢ independente de T; ~ T5. Quando ambas propriedades de falta de memoria
sdo satisfeitas, em geral, a distribuicdo ndo € absolutamente continua, a menos que sejam
independentes (Block e Basu, 1974). Dessa forma, ¢ necessario sacrificar uma das propriedades
de falta de memoria para ter uma distribuigdo absolutamente continua que permita a dependéncia
entre os tempos de falha.
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Por exemplo, a distribuigo bivariada absolutamente continua de Block e Basu possui a
propriedade de falta de memoria conjunta, mas ndo a das marginais.

1.5.1.1 - Formulacio de Wada e Sen

Sarkar (1987) modificou as condiges a) e b), considerando min{X,Y) independente de
uma fungio especificada g(X,Y) tal que g(X,X) =0 e g(X,Y) € estritamente crescente
(decrescente) em X(Y) para um Y(X) fixo. Derivou uma distribui¢io exponencial bivariada
absolutamente continua com marginais exponenciais e que nfo tem a propriedade de falta de
memoOria conjunta.

A func¢dio de sobrevivéncia conjunta entre X ¢ Y ¢é dada por:

S(z,y) = { exp{ ~ (A2 + A2y} {1 — [A(Aiy)]—y[A(Alx)]lﬂ} se0<z <y (1.25)

exp{ — (A1 + Ar2)yH{l — [A.()\ga:)]"v[A(/\gy)]IM} sex>y>0

onde A\ >0, >0, 220, v=An/(A1 +A2) e A(z) =1— e para 2 > 0. Note que X e
Y sdo independentes se e somente se A = 0.

Wada e Sen (1995) utilizam esta distribuicio bivariada para formula¢io de um modelo de
riscos competitivos exponenciais € o utilizam para testes com alternativas restritas. Para esta
distobuicdio, a fungio densidade de probabilidade de T = min(X,Y) ¢ exponencial com
pardmetrc A = A; + Ao + Ao A fungio densidade de probabilidade do i-ésimo minimo
identificado (quando (T", I) € observado, onde I indica a causa de falha), é dada por:

filty = 22, i=1,2

Este modelo apresenta o problema da ndo identificabilidade dos pardmetros, e portanto foi
necessario considerar uma reparametrizacdo nos parimetros do modelo. Considerou-se
61 = A1/(A1L + A2}, 82 = Ag /(A1 + A2) e 63 = A como pardmetros identificaveis.

A func¢io de verossimilhanga a partir desta reparametrizacéo foi dada como:

L(8,t) = f-[[esﬁé}é‘jewp{ — 631},

j=li=1
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onde §;; € a variavel indicadora que assume valor 1 se a causa de falha para o j-ésimo individuo ¢
i e zero caso contrério.

1.5.1.2 - Formulacio de Bhattacharyya

O conceito de familia de uma distribui¢8o do tipo exponencial continua foi desenvolvido
por Raftery (1984). Bhattacharyya (1997) utilizando este conceito, deriva um modelo
absolutamente continuo do tipo exponencial para riscos competitivos. Para a derivagio do modelo
bivariado, Raftery utiliza variaveis aleatorias Y;, Y, e Y3, independentes e identicamente
distribuidas, possuindo distribui¢do exponencial com paridmetro A (denotada por exp(A)). Sejam,
0 < 7w < 1 e I uma variavel binaria com P(I = 1) = =. Define-se:

Xi=(1-mY1+7YseXo = (1 —m)Y2 + Y5,

Desta forma, X; ~ exp(A) e Xy ~ exp(A), e a densidade conjunta entre X; e X, é derivada
cOmo:

Flz1,22) = { 2 {ezp| — 122 (71 + 32)] + mezp| — ﬁ —nz;)|} sezy >z
-

€
—7;2{33 [ 34\-7;(:::1 +$2)] +7T€$P[ —(z; “"‘7?372)]} se Xy < Ty

Defina T = —‘lfl- e C= wf‘:z- Entdo, a densidade conjunta entre T e C também derivada por
Raftery (1984) é dada por:

Flt,c) = 2 [ezp( M)H{ezp( DU e~ M)z(}] (1.26)

A fun¢do densidade de probabilidade conjunta (1.26) é continua em T e C. A partir desta
densidade, Bhattacharyya (1997) escreve a fung@o densidade de probabilidade do i-ésimo minimo
identificado (quando (X, §) ¢ observado, onde X = min(T, C)e 6 indica a causa de falha),
como:

flan 8 = S50 1 eap( - 25205 (ot emp(— 2222) ) b+ (1 - 1) { e - 52282

(e.z:P( M) +(1+ w}ezp(m o ) - 1) }] ) [Il{ezp( - (“'\2‘““}'"?:“)&)

(exp( M ) 4+ T)ezp(mg A ) B 1)} 4
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(1~ 1) { eap( - L7205 (m-+ eap - 2p225)) H - (1.27)

onde I = I(,53,). A fungio de verossimithanga foi escrita como:

ki
L(’\}.SAQ‘JT(’ .’L’) = Hf(mz's 61,) (128)
i==}

O modelo acima pode ser escrito como de riscos competitivos. Bhattacharvya mostrou
que os parametros deste modelo sfio identificaveis, e que a fungfo risco "net" ¢ sempre maior ou
igual a fungfio risco "crude", ou seja, que o risco de falha na presenga de censura é menor ou igual
ao risco de falha incondicional.

1.5.2 - Modelos Weibull bivariados

Alguns modelos Weibull bivariados sdo propostos na literatura. No entanto, um modelo
bastante aceito € aquele derivado de processos de choques, formulado por Marshall e Olkin
(1967). A formulagio inicial foi um modelo exponencial bivariado e foi proposta uma extensgo do
tipo Weibull para este modelo (apéndice A).

1.5.2.1 - Formulacio de Moeschberger

A distribuicdo Weibull bivariada de Marshall e Olkin é obtida por meio de uma
transformago de varidveis a partir da distribuicio exponencial bivariada, ou seja, se (T1,T%) é
BVE, entio (T 11/ o 21 / aa) ¢ uma distribuigio Weibull bivariada (BVW), onde a fungio de

sobrevivéncia e a fun¢do de densidade sfo dadas respectivamente por:

S(ty, 1) = exp{ — Mty — At3? — Apmax (i, 15%)} e (1.29)
0y = { o Aot et leapl — O A <) et > g (130)
12 (Ag -+ Alg))\lalt‘;‘"zagtgi"lexp{ — Ali‘?l — (Ag -+ }\zg)tgz} set‘;: < tgz ’

Moeschberger (1974) considerou o modelo Weibull bivariado de Marshall e Olkin (BVW)
sob a forma de riscos competitivos (CRW). Para a formulagio do modelo, foi considerada a
densidade (1.30) reescrita como:

UNICAMP
. BIBLIOTECA CENTRAL
SECAD CIRCULANTE



Pt _ o (4 4) = Ao(Ar + Aa2) G(ty,t2) setl® > 13
Gndy, | de\t2 Al(Ag“f“A;g) G(t;,tz) S(‘—“If‘llE <t(212’

onde G(tl,tg) = aﬁ?l—}"agt?hlsul,tg), O = (AI -+ )\2)/)\, eA = A1 + Ao + Ao

As fungdes de sobrevivéncias marginais séo dadas por:

ST1 (t;) = S(t}_,O) = exp{ - (A1 -+ Alz)tf}} 4] S’T2 (tg) = S(O, tg) w ea:p{ - (/\2 -+ )\12)?532}.

As fungdes risco "net" (1.11) sdo dadas por:

hi(t;)) = — ai;;ﬁ—)g;lﬁ*) portanto:
hy (t) == (/\1 -+ )\12)(11‘5?1_1 e ho(t)=(A+ /\Ig)agtgzml (1.31)

Para determinar a funcio de sobrevivéncia total (' = min(T;,T>)) sdo considerados dois
casos:

a) Se ™ > 12 Sp(t) = S(t,1) = exp{ — (A + Ap2)t™ — hpt®};

b) Se 11 < t*: Sp(t) = S(t,t) = exp{ — Ayt™ — (A2 + A2t}

A fungdes de sobrevivéncias conjuntas entre T e a causa de falha dependem de a1, ap e t.
Estas funcOes serdo utilizadas na funcio de verossimilhanga. Para a construcio da
verossimilhanca sob o enfoque de riscos competitivos, é preciso estudar as fun¢Ses de densidade
em cada uma das regides de integragdo, pois estas dependem dos valores de oy, ap e t. Suponha
que a; > ao. Entdo, as regides de integracio para a determinacgéio das funcdes de distribui¢do
conjunta entre 1~ e as causas de falhas séo dadas nas figuras 1.1e 1.2.
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Figura 1.1 - Regides de Integrago para determinagio da Fungdo de Distribuigdo

conjunta entre 7" e a causa de falha quando a causade falhaé 1 ey > ap

T T T P O T e T

1

t

Figura 1.2 - Regides de Integracdo para determinagdo da Funcdo de Distribuigdo

conjunta entre T ¢ a causa de falha quando a causade falha é 2e oy > ap

&

i
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Para encontrar estas fungGes de distribuicdes conjuntas, Moeschberger(1974), considerou

dois casos: a; > @9 e o) < qo. Para cada caso, a fungio de verossimilhanga tera 5 componentes:

a) causa de falha do individuo é 1, e t = min(t:,12) < 1
b) causa de falha do individuo € 2, e £ = min(t;,t2) < 1
¢) causa de falha do individuo € 1, e ¢ = min{ty,2;) > 1
d) causa de falha do individuo € 2, e ¢ == min(t;, ) > 1
e) o individuo foi censurado

As fungdes de distribuigBes conjuntas entre 7' e a causa de falha, no caso oy > ao, sio
dadas por (ver apéndice B):

P(T<t, I=1t<1, 01> ) = fyhoantd Texp] — Mt ~ (Mg + Ap)t?]dts,
PT<t, I=20t<1, 00 >a) = Jy(hs + Ass)aat? exp] — A2 — (Mg + Ai2)85%]dta,
Pr<t,I=1t>1, 01 > ) = ff()\l - Alg)a;t‘;l_lexp[ — (Ar + A — Aot ]dty,
PT<t,I=21t>1, 04> ) = fltAzagt§2_1€$p[ ~ (A -+ A5t — Aat5?]dts.

Dadas as fungdes de distribuigdes conjuntas entre T ¢ as causas de falha, é possivel obter
as respectivas fungdes densidades condicionais, ou seja:

AT =1L1< Lo >an) = ;EMont™  emp — Mt — Az + Awp)te],

il

onde myq; = P(T <1, I =1}y > ag) = Probabilidade de falha pela causa 1, no tempo menor
ouigual a 1, dado que a1 > aq;

fg (tl[ =2 ¢+<l,oq > ag) == ;;;1;-;()\2 -+ A;g)agt‘x?_zexp{ — At — ()lg -+ Alg)taz],

onde 7oy = P (T <1,I= 2[{11 - 0{2) = Probabilidade de falha pela causa 2, no tempo menor
ouigual a 1, dado que oy > ay;
fi (t'I =1 t>1,0 > ag) = ml"”()\g + Alg)altal“le:cp[ - ()\1 + /’\ig)tal - )\ziazf,

321

onde Mg = P(T > 1, [ = 1]af1 > 012) = Probabilidade de falha pela causa 1, no tempo maior
que 1, dado que a1 > ao;

fa (‘Elf =2 t>1,0 > 012) = %;Agagtarlewp[ — (A + Agpp)t®r /\gtm},

26



onde mae; = P(T > 1, I = 2|a; > ap) = Probabilidade de falha pela causa 2, no tempo maior
que 1, dado que o; > a;. No caso do individuo censurado, a contribui¢iio deste para a
verossimithanca é dada por: 77 = Probabilidade de o mdividuo nfo falhar por nenhuma causa
(individuo censurado), ou seja:

= P(T1 >t T > t|a1 > 0(2) == ST(tht} > thg) = G:Bp[ — ()\1 + Alg)tal - }\ztaz].
Dadas as densidades para cada caso, para auxiliar na construgiio da fungio de

verossimilhanca sera utilizada a seguinte variavel indicadora de censura:

P 1 seo j-ésimo individuo falhou pela causa ¢ no intervalo de tempo k,
% = 10 caso contrario

1 set<1
2 sel<i<

se o individuo for censurado, entdo 1 — 6151 — bijp — bajn — bapp = 1.

onde: j=1,2,..,n, t=1, 2(duas causas de falha) e k = { . Desta forma,

Moeschberger fornece a seguinte fungdo de verossimilhanca (para oy > ag):

S( [é I@, o > ag) & l—ll(fl (tj, I = litj <l,e > ag))ém %
=

4 (fl (tj, I= 1|tj >1,a > 02))'513’2 Y (fg(tj, I= thj <l,0 > &2))52_,:
o (falts, T =20t > 1w > 02))" x nlalnliinl, gy oo =bis

onde § = (A1, Az, Ar2, 01, az) e ® = indica o conjunto de dados. Portanto:

Q( E |@, oy > ag) x f[l(—l"‘/\1a1t?1—1€$p{ - A;t?l - (Ag -+ A;_z)t?g])ém
j=

Tl

— (3] o &
(2 (A + Aig)on i3t 16:1’:}9[ ~ (A + At ~ ,\ztjﬂ]) ”

7z

(25 (o + dma)ast b eap[ = Mt — O + Aa)e]) ™

21k

- &

(;21;";)‘2&2'3?2 iexp[ - (Al + }\12)3?1 - Agt?z]) i
—81 53 =61 —Ba—b

Mg o (emp] — (A + Mol — hpt2]) T TR

logo:
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,f_‘,( 5 1D, a1 > ag) x I1 (Alait‘;i_lexp[ =Mt = (A + Alz)t;’-‘z])éljl

j=1
((Al ot A;g)alt?"—Iexp[ e (A} -+ .-)\12)15?}“ - AQt?z])ém
((Re + Aoty exp] — Mt3 = (Ao + /\zz)t?z])ém
(Agagt;"z“lea:p[ - ()\1 + Alg)t?l - )\23?2])52]?

(exp[ - (M + )\12)27?1 — Ag jtaﬂ] )imél’lwélf"“&zﬁmém ,

e a fungZo log-verossumilhanga é dada por:

gog(,g( E !5), o > ag)) Ocjgléljllog()\lalt?l“lexp[ - Altgl —(Ag + Aiz)tj_fz])

+ _Z:lﬁljglog(()\l + A;g)a1t?1—1€$p[ - (Al + Alg)t?i - Agt?])

=

+ Zégﬂlog((.kg + )\12)a2t?gwlemp[ - )\It;zl - ()\2 + }\12)#?2])
=1

$tnplog (ot e - O + )6 — 7)) +
j=1

+ 231(1 — 611 — bujp — bojy — Gapp)*( — (Ar + Aa2)t] ~ Aot?) (1.32)
e

Para o caso quando o > «, pode-se obter as fungdes de distribuic@o e de densidade de
probabilidade de modo anélogo, e a fungdo de log-verossimilhanca é dada por:

log(fi( ’é I@, o < OiQ)) 4 ¢ 2315131109(()\1 -+ Alg)alt?l“le_(A1+A12}t‘;1..Agt;‘2)
.7:

+ En:&leag ()u o t;“—l g™ Mt ~(atAn)t? )
=1

+ i 62}} log (Az (o ) t?’? ~1 e""‘(Al +/\12}t?1 —Azt?z )
=1

+ 2623‘2509((A2 -+ A]_Q)Ctzt?z-l e”)‘lfﬁl“(}-z—h\m}t??) ap
s

(1= b1 — b1jp — baj1 — b )* (= Aatf — (Ao + Ap2)i5?)) (1.33)

+

s
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1.5.2.2 - Formulacio de Emoto e Mathews

Emoto ¢ Mathews (1990) consideram o modelo exponencial de Pickands (1976) e através
da transformacdo das variaveis da forma z — z'/* ¢ y — y'/%, com a # 8, obtém um modelo
baseado na distribuicio Weibull bivariada.

Sejam X;, Xo, ..., X, e Yi, Yo, ..., Y, os tempos de falhas latentes para as causas 1 e 2.
O par (X;,Y:) pode ser dependente. Suponha-se ainda que o modelo seja absolutamente
continuo, ou seja, P(X; =Y;) = 0. Os pares nfio sdo observaveis, e 0 que se observa é somente
(T:,6:),1=1,2, ..., n, onde T; =min(X,Y;} ¢ 6 = Ix..y, Desta forma, a funcgio de
sobrevivéncia conjunta entre X e Y ¢ dada por:

PUX >z} n{Y 24} = exp{log(?a(z'))()\m + fipesy ) + 103 () (Mo + fomy sii?)}

onde R = arctan(l"g(pfg)))e Fy(z) = e . Defina R(t) = arctan(log(%{t)\) A fungdo de

log{ log{Fa{1))
sobrevivéncia de T = min(X,Y) é dada como:

Portanto a fun¢fo densidade de probabilidade do i-ésimo minimo identificado € dada por:

flt:,6) = exp{log(F () (Ad + Jirw a2 mg ) + log(F'5(t)) (}\ + fo.rw) sidg)) }

1-—5,' ‘51'
{ [“‘ ?312109(?5(*))] ('\c + f{, R{z))‘;i?a?)“)} { [ - %EOQ(FQ(‘?))} (Ad + fg,rc(t),n/z)%%?) } . (1.34)
A funcdo de verossimilhanga é dada por (1.24), utilizando a densidade (1.34). Emoto e

Mathews mostram que este modelo é identificavel e que os estimadores de maxima
verossimilhanca s8o consistentes.
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Capitulo 2

O modelo de Riscos Competitivos baseado na
distribuicio Weibull bivariada de Ryu

2.1 - Introducéo

No capitulo 1, foram apresentadas revisdes da teoria de riscos competitivos e de modelos
de riscos competitivos baseados em distribui¢des bivariadas. Nestas revisGes, foram apresentadas
duas distribui¢des de riscos competitivos Weibull, sendo que uma delas, a de Moeschberger ¢
baseada em um modelo bivariado que ndo € absolutamente continuo. Ryu (1993) propds um
modelo exponencial bivariado absolutamente continuo. Neste capitulo, é apresentada a
formulagiio do modelo de riscos competitivos (CRW1) baseada na distribuiciio Weibull bivariada
de Ryu (ACBW1), e posteriormente considerada a inclusio de covariaveis.

O modelo exponencial bivariado proposto por Ryu (1993) possui uma formulagio
semethante a de Marshall ¢ Olkin, também baseado na existéncia de choques, porém com a
ocorréncia de chogues em componentes comuns, ndc necessariamente fatais. A distribuigdo
exponencial bivariada de Marshall e Olkin € um caso particular da distribui¢io de Ryu.

A fungdo de sobrevivéncia conjunta da distribuigBo exponencial bivariada absolutamente
continua (ACBE) proposto por Ryu ¢ dada por:
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exp{ — (A1 +Az)t — Aoty + -’}f(l —enlht)) 4

Az (e—"h(tl”iz} —_ e-—“htr-"rzig) } set; >t e
S, t2) = 4 e @1)
exp{ — At — (Az -+ A;g)tz } _LZ (1 — “‘h(t?_tl)) -+

g +’72 (e

—‘)‘2(32"**1) — 6“’71*1*"72*2)} ety <t
\

e quando Y1 = 7 = 00, a expressdo acima se torna a distribuigio exponencial bivariada proposta
por Marshall e Olkin.

Ryu (1993) sugere a distribuicdo Weibull bivariada como um modelo reparametrizado a
partir da distribuigdo exponencial bivariada. A sua forma é apresentada de modo detalhado no
apéndice C deste trabalho. A fung3o de sobrevivéncia conjunta ¢ dada por:

{

exp{ = MY = Apaty — Aot5? + (1 —entit))
71+-y2 (e""ﬁ(f'l_h) o e—'fltl“"?'ﬁtZ)} ge t1 > t2 e
CXp{ — )\ltfl ~ Agato — A2t22 + ”:yta' (I - 6"*71(%”&)) +

A —yplta—ty) _ vttt
7__..12.,..1“2 (6 Yo{tz—11) e Yit172 2)} set; S t2

S{t1,t2) = 9 (2.2)

\

Nota-se que, se a3 — le as - 1, obtem-se a fungio de sobrevivéncia de uma
distribuicdo bivariada exponencial de Ryu (1993), e se além disso, 13 — 0o € v — 00, esta
funcio distribuigdo reduz-se a distribui¢io exponencial bivariada de Marshall e Olkin (1967).

As fungdes de sobrevivéncia e de densidades marginais sio dadas respectivamente por,

S (t1) = 8$p{ . Altg — Agoty + —12 —’Yih)}
Sn(ta) = exp{ —Maff® — huaty + 22(1 — ) . 2.3)

As fungdes risco para T; e 15 sdo dadas como:

hit) = — 58 g = Mot 4 Ap(l—e ), i=1,2. (2.4)

Observa-se que as marginais ndo sio Weibull. Esta distribuicio € absolutamente continua,
isto é, P(T;g = Tz) =0
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2.2 - Formulacio do modelo de riscos competitivos baseado na
distribui¢io Weibull bivariada de Ryu

O modelo ACBWI1 descrito na se¢do 2.1 é formulado para o contexto de riscos
competitivos na abordagem de tempos de falhas latentes, onde 77 e 7o representam os tempos de
vida para as causas 1 e 2, respectivamente. A suposi¢do € de que os tempos de vida para 7} ¢ T
sdo governados por trés processos de choques independentes: {N;(t), t > 0}, {Nz(t),t > 0} ¢
{Ni2(t), t > 0}, com intensidades A;, Az € A;2, respectivamente. Os processos de choque N;{t)
governam a ocorréncia de falha pela causa i (i = 1,2), e o processo de choque N;2(t) causa um
aumento no risco de falha pelas causas 1 ou 2, cujos tamanhos dos impactos sdo dados por y; e
vz, respectivamente. Se v; = oo, entdo o processo de choque Nj»(t) provoca uma falha pela
causa 1, se 7 = 0o, 0 processo de choque Nyo(t) provoca uma falha pela causa 2, ¢ se
v = ¥ = 00, 0 processo de choque provoca falhas pelas duas causas simultaneamente. Nesta
formulagio em riscos competitivos, existe ainda a suposi¢do de que as falhas simultineas pelas
duas causas sejam nulas, isto é, a situaciio 1, = 7 = oo n#o pode ocorrer.

Considera-se T = min(7}, T2) o tempo de falha por causas 1 ou 2, §; o indicador de
falha pela causa ¢ (i = 1, 2), ou seja, &§; = 1 se a causa de fatha ¢ i, e zero caso contrario. No
caso da observacdo censurada, 6; = &, = 0.

A fungio risco "crude" ¢ formulada como:

_ 8S(hty) o 1 . M ()Y s
Ai(t) = — =5 ftyet -gf(;}- = Mot ! 4 ;1%(1 —e ety =1 2 2.5)

Observa-se que <y; ou <y, podem assumir valores co. Portanto, a razio »71':{?% pode ser

indeterminada. E assumido doravante que 7, =, = v < 0o, ou seja, que a magnitude de
ocorréncia do choque do processo N12(%) seja a mesma para as duas causas de falha. Em termos
de interpretagéo fisica, isto pode acontecer com uma certa freqiiéncia, pois a suposi¢io é a de que
o processo atua de mesma forma em ambos os tempos, causando o mesmo dano na possibilidade
de falha pelas causas 1 ou 2.

A funcio de sobrevivéncia total (T = min(7y,T5>)) e a fungdo risco total sdo dadas,
respectivamente, por:

ST(t) = S(f, t) == €$p{ - AltmE o Algt — )\gtaz + %‘3‘(1 - 152——2%)}j c (26)
AT(t) = — BS§~t{t) gl{t—) = A;Oiltar'i + Agagtaz_i + /\12(1 — 8_27t). 2.7
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Pode-se observar ainda que :
: 2, 2 . 2
ST{t) = e:,r;p{ — j;)AT(u)du} = exp{ - 21‘[;] Az(u)du} = gexp{ . fO /\g(u)du } o ]_:_[1 Gi(t),
. t t a—1 4 Az -2
onde: G;{t) = e:rp{ - j;))\i(u)du} = exp{ - Joliogus + 22 (1 —e W))du}
= e:r:p{ — ME™ — %ﬂt‘{- -’}gj(l - e”‘z“/")},

que representa uma distribuicdo associada a uma s6 causa I, assumindo que a fungo risco desta
distribuicdo é A;(¢) (Elandt-Johnson, 1981).

As fungdes risco "crude" sdo dadas por:
Mt) = Xotm Tt + (1 — M), §=1,2. (2.8)
Observa-se que Ar(t) = A1 () + A2(2).

A probabilidade de eventualmente morrer pela causa ¢ em um tempo maior que £, ou seja,
a fungdo de sobrevivéncia conjunta de T = min(T1,T>) e a causa de falha € escrita como:

P(#) = PUT > 4 (T = 1) = [°N(w)Sr(u) du
= ﬁw{)\iaiuai“l + 31— e“gw)}e:cp{ — AUt — Appu — Agu® + 22(1 — e‘z"f")} du,
onde ¢ = 1, 2. Nota-se que S7(t) = P, (t) + P(t), ou seja:

2, oo =1 3 A —2v e az . A -2y
Pl(t)+13§(t)mé§}_ﬂ {Aia,-u i+ R(l-e )}e:cp{m)\lu P— Ay — Aut+ (1 e )}du
= _ﬂw{Ala;uai‘l + Az 4 Aga(1 — e‘zw)}ezp{ — Aqu® — Appu — Agu® + %ﬁf(l - 3‘27"‘)} du
= e:zp{ = ApE® - Aot — Agt?t + 7—'\3% (1- e_("’"‘u'z)i)} = Sr(t).

A fun¢do densidade conjunta entre (T, I) € escrita como: f;(t) = A;(t) Sr(t). Portanto a
funcio densidade de 7" dada a causa de falha ] é dada como:

F(t|d) = %@ = %{Ai&itm-l + 221~ e“zﬁ)}e:ap{ — At — Appt — Agt® + 32(1 e“gﬁ)},

onde 7; = P(I = i) = P;(0) = [;"Ai(u)Sr(u) du,
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A fungdo de verossimilhanga (1.24) de £ é escrita como:

£(01D) :j:[jl()\l(tj))élj (Pa(t:)™5r(t;)

72 _ |
=‘H1(l\1a1t?1_1 + 30— )™ (Apoat™ ™ + 221 - e~21))%
J ey

81’p{ - Alt?l - Algtj - )\gtjaz + %(1 - 8_27tj)} (211)
portanto, a fungio log-verossimithanca é:

T
£(01D) =j§331{ b1jlog(hiantd ! + A (1 ~ e72)) + Sylog(Aaonty ™ + 22 (1 — e727h))

+{ =t = sty = et + 30— ) 2.12)
O espago de parémetros para este modelo € dado por:

O={0<A <00,0<a <0, 0<A<x,0<a<,0< <00, 0<y<oo}, e
8 = (A1, ay, Az, @2, A2, )" € 0 vetor de pardmetros.

2.3 - Inclusido de covariaveis

A inclusdo de fatores que possam interferir nos tempos de sobrevivéncia € importante na
modelagem dos dados, por exemplo, a idade, o sexo, histérico anterior do paciente, entre outros.
Uma das formas de utilizar estas informagdes no modelo € através da formulagio de modelos com
covariaveis. Neste trabalho, a inclusio destes fatores foi realizada através de modelos
paramétricos de riscos proporcionais, (A(t|z) = Ag(t)ezp(8'z)), ou seja, existe uma suposicio de
que a razdo entre os riscos de falha basica (fungio risco "net") ndo ¢ afetada pelo tempo, por
exemplo, em uma situacio onde a covariavel z assume somente dois valores, z = {0, 1}, entdo,

hi(tlz = 0)/hi(tlz = 1) = exp(— B).
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2.3.1 - Modelo ACBW1 com covariaveis

No modelo ACBWI1, a fungfo risco ¢ dada como uma composi¢io entre dois riscos: a
primeira ¢ a fungéo risco de fatha de um item especifico do componente ¢ a segunda, fungio risco
de falha de um item comum aos dois componentes. A fun¢fio risco obtida em (2.4) pode ser
escrita como:

hi(t) = ha (t) + heo(t), (2.13)
onde: by (t) = Aeit™ P e hpp(t) = Ap(1 — ™), =1, 2.

As fungdes de sobrevivéncia marginais (2.3) podem ser decompostas como o produto de duas
fungbes de sobrevivéncia, correspondentes a cada uma das componentes das fungdes risco.

St (t) = Su(t)Sa(t), (2.14)

onde: 5 () = exp{ - Aitai} e Sp(t) = emp{ — At + %(1 - e"'ﬁt)}

Proposicio 2.1: A fungdo risco do modelo incluindo o vetor de covaridveis pode ser expressa
por:

hi(t]z) = elosh—Birg el 4 glogha=faz(] - g t) =1, 2 (2.15)

Para o modelo (2.13), a funcdo de sobrevivéncia conjunta entre Ty e T, é dada por:

exp — Are PP — doe PR — Appd(emPt 4 e PRty — Appe 2 (8 — 1)) +

AypePnr —yaltg—ts AglePrrgedndy o oo it~
.22.___22 2 {(1-e Taltz t‘}) 12 82{7:”2:) l(e Telte—t1} _ p—milt a2y} sef; <t
S(t;, tal2) =

exp{ — A;Emﬁzzt‘?! - Aze—tﬁztgz - A;g%(e‘ﬁn"' + e Pa ), — ,\ue—ﬁxzz(tl — )+

Agge~f1z (1— e nl-tl) 4 Mafe #2rrePart) (emtt—ta) _ e~Tu—)}

T 2{y+va) st >ty

(2.16)

Prova: Suponha-se a inclusio de covariaveis como um modelo paramétrico de riscos
proporcionais para cada componente do risco (2.13). A fungfo risco do primeiro componente
hia(t) = MNot™™! é a funglio risco de uma distribuigio Weibull (A;, ;). A inclusio de
covariaveis seguindo o modelo paramétrico de riscos proporcionais é dada por:

hi(t|2) = (Nioat® e ™ = at® (e %) = o 1N, i =1, 2. 217
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A funcio de sobrevivéncia correspondente € dada por:
S (t|2) = Su (£)%PF2) = exp{ — (NjeP)t%} = exp{ — Ajt%}, i =1, 2. (2.1%)

Esta é a fungdo de sobrevivéncia de uma distribuigdo Weibull (A, o), onde X = \;e™%2, ou
seja, a inclusdo do vetor de covariaveis afeta somente o pardmetro de escala desta distribuigio.

A derivacio da inclusio de covaridveis na outra componente do risco (2.13) ¢é feita de
forma analoga. A fungfio h;(t) = Aj2(1 — e~ %*) é uma funco risco de uma varidvel aleatoria
cuja fungdo de sobrevivéncia € Sp(t) = e:cp{ — A12f + ’w\,f(l - e—‘ﬁt)}, i=1,2, e a

correspondente fungdc densidade é dada por (Apéndice C):
fi(f.) = Alg(l — 6-7"t)8$p{ — At -+ (Au/’ﬁ)(l - Bﬁfﬁt)}, 1=1, 2. (2.19)

A inclusdo de covaridveis neste componente, seguindo o modelo paramétrico de tiscos
proporcionais € dada por:

Ria(t]z) = A2l — e™ e P27 = (Ape o) (1 — e ) = Ap(1 —e™™), i= 1, 2, (2.20)
onde X, = elosha—Faz,
A funcdo de sobrevivéncia deste componente é:
Sutie) = Sa(t)* 50 = exp{ — Ape~fort 4+ (1 — )]}
= e:rp{ — glgtnhazy 4 M e } = e:z:p{ At + %(1 - e‘”"‘t)}.

Observa-se que somente o parametro Ay, foi afetado pela inclusio destas covariaveis, ou seja, a
distribui¢do de t|z permanece idéntica & distribui¢do de ¢ dada em (2.19).

A fungdo risco h;(t|z) é expressa como em (2.15) a partir das fungdes risco dadas em
(2.17) e (2.20). As fung3es de sobrevivéncia marginais sdo dadas por:

Si(tlz) = ea:p{ - Xeot™ — Xyt + éi?(l - e"’“‘t)}, i=1,2 (.21

A fungdo de sobrevivéncia (2.16) que satisfaz (2.15) e (2.21) é obtida seguindo a
construgio do modelo Weibull bivariado dada no Apéndice C.

A funcio densidade de probabilidade do modelo (2.15) € obtido derivando (2.16):
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) .

S(t, tg){ [Alale‘ﬁl"—ti’l“l + (e ™Pt + e Pty — Ajpe~Pus(1 — g—malla—h)y

-\12(3;{‘5’;2':';)-%?2 (,Yze*”“rz{tgwtl) + e Nt )] I:Azazewﬂzztgzwl +

wfynz fnn z

Aue“ﬁmz(l - e—‘m(tz—i:)) 4o W( —ryaite—t1) __ e—'!'}tx—’}‘zfz)] -

li)\lzemﬁzzzfmew’m{iwh) — ﬁz{e__%‘?zﬁi%_.ﬁ‘wm(vze“’m{twi:} + e bt )] } set; <t
flt1,talz) = § . o (2.22)

S{ts, fz){ [A;ale_ﬂ‘zt"‘" + Appe B (1 — e mlh—)) 4

Aiz(@-”:;z:ijm’)’h( —nlti—tz) _ p—mh—eta ).J [Agage ﬁzztm_l + 1)\12(3 =Bt . e“ﬁizz)

(e B2t B2
)\gge_ﬁ”z’(l _ e—’?'l{fl“”tz)) — W(’?lew' nlfta) 4 729*“’)’1&""!2&)} +
z — — _8 S tefo “rn ey (3 - -
[’\128 Prrzryy g~ mltity) . e 22;—22) I (e mlat) gt sta) set; >ty

Para a estimaclio dos pardmetros deste modelo, na construgio da fungio de
verossimilhanga, incluindo observacdes censuradas assume-se: C; denota o conjunto de
observagdes onde os tempos 2; € to falharam, Cs denota o conjunto de observagdes onde o tempo
t; é de falha e t; € de censura, C5 € o conjunto de observacdes onde ¢; € censura e t5 é falha e
Cs € o conjunto de observagdes onde ambos os tempos sio de falha. Considerando as
observagdes (ti;, t2;), ¢ =1, 2, ..., n, a fungo de verossimilhanca ¢ expressa como (Lawless,
1982):

s0m) = { I r et }{I1 - 2l - Sl senh. e

1105 eCy 1 eCy
onde : S(tis,fx) € a fungio de sobrevivéncia conjunta entre Ty e  To;
— ﬁ—gj—l’—@ = L:O F*(t1:,v)dv é a probabilidade conjunta de falha do primeiro componente #;;

censura no segundo componente; a situagio é similar para - M , que € a probabilidade

conjunta de censura do primeiro componente e de falha do segundo componente ¢ finalmente,
F*(t1:,12;) € a funglo densidade conjunta entre %;; e #;. As funcdes de sobrevivéncia e de
densidade sdo dadas em (2.13) e (2.14) respectivamente e:

,
S(ts,12)3 [ Apane Be® ™2 4 1y o(eBinr o Buz) | N pemBuzgnlb-tily
1 3

Mgl Pt re~PmT) —g{ta—ts) —atr =gt ]
sty ) 2m+r) (roe™ W) 4 ype™™ ®) set) St

I S(ts, 12 { [Alale‘ﬁizt‘”-i + AppePeE(1 — emmltital) 4

m (e-“ﬂ it} e'—",\’zh—’mfz)
T2

set; >t
‘
S(tl, “tz) I:Agaze_&ztgg_l 4 Agge_‘sgzz(l — 8—%{1‘2_&)) +

ﬂ‘w ~yu{ta—t1) weryyty -ratn :[ <
. 8Stts) L. g 2+ (e € ) set; <1y

at Lrg— - - fro¥ —_ ey (£ =
? S(t;,tz) [Azage"&ztzz 1 4 %Au(e Bz p~Fuz )+ Alz€ Bz nit 1E2)) —

—~B1ar ~fanz
An(eﬂ'yfﬁj;:) 2 }(,},} e=nlt-ta) ,-me-—’}':tz-'rzfz)} set; > i
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Este modelo € bastante flexivel, no sentido que pode-se testar diversas formas de atuagdo
das covariaveis sobre o tempo. Este nfo ¢ um modelo paramétrico de riscos proporcionais,
embora alguns casos particulares deste possam ser considerados de tal forma que seja um modelo
paramétrico de riscos proporcionais, por exemplo, 3; = 8,1 = 1, 2, ou que todos 0s parimetros
relacionados as covariaveis sejam iguais (3; = By = Bip = B).

2.3.2 - Modelo CRW1 com covaridveis

A inclusfio de covariaveis no modelo de riscos competitivos foi considerada em um caso
particular do modelo (2.15) onde v = v; = v € f1a = B = 8. A derivagio deste modelo com
covaridveis foi formulada a partir da funcfo de sobrevivéncia conjunta (2.16), considerando
T =min(11,T3).

Proposicdo 2.2: A fungdo risco do modelo de riscos competitivos com a inclusdo do vetor de
covaridveis, pode ser formulada por:

M(tlz) = Aige Bl L 2] _em2t) =1 2, (2.24)
Para o modelo (2.24), a fun¢do de sobrevivéncia total é dada por:

Sr(t|z) = exp{ — Ae Pz N jpemBrp — NjePerpen 3‘1225?(1 - 6‘2'7”5)}, (2.25)

e a fungdo risco total é:

Ar(t|2) = Adre Aot 4 hpeBrantoel 4 Ajpe P2 (1 — ),

Prova: A derivagdo das funcOes riscos e da fungiio de sobrevivéncia total da proposigio 2.2 é
obtida a partir da fungfio de sobrevivéncia (2.16) da proposi¢io 2.1, considerando o caso
particular dos pardmetros, seguindo o mesmo raciocinio utilizado na derivagio do modelo de
riscos competitivos sem covaridveis da seglo 2.2, A fungio de verossimilhanga no modelo de
riscos competitivos com covariaveis € construida como em (1.24) utilizando as fungdes (2.24) ¢
(2.25).
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Capitulo 3

Um modelo bivariado do tipo Weibull para riscos
competitivos

3.1 - Introducio

O modelo de riscos competitivos (CRW1) baseado no modelo bivariado Weibull
(ACBW1) de Ryu, formulado na se¢éo 2.3, ¢ um modelo bastante flexivel, pois permite o ajuste
de dados com riscos crescentes, decrescentes e constantes, como sera ilustrado nos capitulos 4
(Simulagdo) e 5 (AplicagOes numeéricas). Apesar da identificabilidade de seus parimetros, o
modelo CRW1 néo possui a propriedade de identificabilidade de suas distribuicGes marginais, pois
a funcdo de sobrevivéncia total ndo pode ser escrito como o produto das fungbes de
sobrevivéncia marginais. Em termos de aplicagio numérica é um modelo bastante interessante,
devido a sua formulagio (processos de choque) e é absolutamente continuo.

Os resultados obtidos com a formulagio do modelo CRW1 baseado na distribuigio
bivariada Weibull de Ryu (ACBW1) ndo foram totalmente satisfatorios devido a nio
identificabilidade das fungbes de sobrevivéncia marginais S;(t). Neste modelo, a estimagio das
fungdes de sobrevivéncia marginais foram realizadas através da "pseudo” fun¢do de sobrevivéncia
G;(t) definida por Elandt-Johnson (1981) como a fung3o de sobrevivéncia por causa 7 somente.
Surgiu entf0, a motivagio para, a partir da distribuicio Weibull bivariada de Ryu, formular uma
modificagdo desta distribuigio para a obten¢fio de uma propriedade desejavel que permite a
identificagio das fungdes de sobrevivéncia marginais, que € de interesse fundamental na teoria de
riscos competitivos.

Portanto, o objetivo do presente capitulo ¢ apresentar a modificag@o da distribuicdo de

Ryu, com as propriedades e a derivagio do modelo de riscos competitivos (CRW2), e a incluso
de covaridveis nos modelos bivariado e de riscos competitivos.
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3.2 - Proposic¢ido do modelo bivariado

Nesta se¢do ¢ derivada uma fungio de sobrevivéncia conjunta entre T e 75 de tal forma
que seja uma modificacio da funciio de sobrevivéncia conjunta de Ryu, mas que produza a
condigdo suficiente para que haja identificabilidade dos pardmetros e das marginais. Esta condi¢io
é que o risco (1.12) A;(t) (chamado funclo risco "crude") seja igual ao risco (1.11) h;(2)
(chamado fungdo risco "net"), para ¢ = 1, 2, ..., k (Fleming e Harrington, 1991).

Proposigdo 1 : A distribuicdio Weibull bivariada (ACBW?2) proposta possui a seguinte funcdo de
sobrevivéncia conjunta entre T} e T5:

4

ezp| = Mt = Mot® — Aua(t + 1) + 22 (1~ elmt)) 4
St 1) = 4 ety (e7H o) — )] Thsh (3.1)
exp[ = At — Mot§? — Asa(ts + tp) + 22 (1 — et} 4
\ H%‘%g(e“%“i“tz) - e‘zf“tl'zf“*z)] set; >t

onde t; >0, A >0,0;>0,A1220,7v>0,i=1,2 No caso particular onde ~, = vy, =, este
modelo possui a propriedade de que as fungbes risco "net” e "crude" sejam iguais.

Prova:

Esta distribui¢io foi obtida a partir da formulagio de Ryu (Apéndice C). Considera-se o
calculo da func¢io de sobrevivéncia conjunta:

P(T1 > 1,15 > tg) = E{P(T1 >, 15 > tgsNzg)} =
P(X: > t1)P(X, > tz)E{&TP[ - %fJINm(u)du -~ 72f52N12(u)du} } (3.2)

onde X, ¢ a varavel aleatéria tempo até o primeiro salto do processo N;(t)
(X; ~ Weibull(\;, o;) € N;(t) ~ Poisson(\;).

Como em Ryu (1993), para encontrar a esperanga da expressio (3.2), deve-se observar
duas situagbes (1, >tz et} < t2). No caso ¢ < 2, 0 expoente pode ser escrito como:

nJy Nia(u)du + 72 fo Nia(w)du = v f§ Nia(u)du + 2 fi Nyz(u)du + 7 f;* Nya(u)du
= (1 +72) fs Niz(w)du + 72 f;> Nia(w)du + ’Yzft?Nm(tz)du — Yo i Nia(t1)du
= (7 + 72)£1N12(“)d’€£ + Yot — 21 ) N12(ts) + ’Yzﬁia (Nia(u) — Nyo{ty))du,

e assim,
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Eﬁ:ﬂp[ — 11 J8 Nip(uw)du — ’}’zféaNm(%)du]z
Eemp[ (m +72) fo N2 (w)du — 7a(te — 1) Nia(t) — ’Yzftl Nia(u) — Nm(tl))dﬂ}
= E{exp[ —(n + ’72)f§1N12(U)dU — Yalts ~ 31)N12(t1)] }
E{eap| - 1) (Nia(w) - Na(ti)du] },  (33)
pois no processo de Poisson Njo(f), os incrementos sdo independentes ¢ identicamente

distribuidos, ¢ portanto, os fatores deste produto podem ser calculados separadamente.
Considera-se um resultado conhecido: seja W uma v.a., entio EW? > (EW)?, e assumindo

W2 = e:cp[ —{m+ ’Y;‘z)f;l Nis{u)du — yo(ty — tl)Nm(tl)], a primeira esperanca da expressio
(3.3) pode ser reescrita como:

E{e:cp[ — (11 + 2} i Nua(u)du — 7o (ts — t1)N12(751)] } 2

(E{ezp[ {“Jr'yz}f Nip(u)du — F(t2 — tl)le(tl)] })2

Pode-se determinar estas esperancas seguindo um procedimento analogo ao utilizado por
Ryu (Apéndice C):

E{EIP{ - %@féle(u)d“ - %(tz - fl)Nu(fl)] }
= § P10 B e - L [Nl s = o}

utilizando a afirmag@o do Apéndice C, segue-se a demonstagio,

- giP(le = r)e“:?‘{‘z‘m"E{ [e:rp( (k) EWaY (7o Tr)])] }

graz()

onde 7, =1, 2, ...,7 sdo os tempos de ocorréncia de choques. Supondo que (¢, —71),
(ty ~ T2), ..., (t; — 7;) nH0 estdo ordenados, aplica-se o Corolario do Apéndice C,

= 3P = e ¥err{ Bl{eap( - 25 - m))]

r=0
{ - 2(1 _("r];u}‘l) r
(v} 0 —e
o R0t} e 1 20 L a2 e B f LT
= . €'r;|+'rgt r—-{)ﬂ 1241 (ra+yelt:
— oz

) T

x > 2 1-e” i = TRt Tty = i

= e—A;atIz\:;lg {,\lze"%(fz“fs} (_.__..______( T ) ) } = gt 5 ;17 {2}\12 (e i (i“ﬁyj ; %aiﬂ) }
r=0 r={ h

= e:r:p[ — Aty + % (e—:’ngtzmti) —e %tl—-zzz)]
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Portanto:
E{e:cp{ -— (’]/1 -+ 72)[51N12(u)du - ’]’g(tg — tl)ng(t})] } __>_ 81‘})[ - 2)\12t1 -+ {7?4%2 (e 2 Flte-t} e_'jzltl_:?tz)} .

Por outro lado, de modo analogo, a segunda parte de (3.3) pode ser calculada:
E{E.’Ep[ ’)’zj; {N}Q ‘Lf.) N}g(‘t; )du] } ?;%)P ng = T‘)E{ [ea:p( Yo 2(N12(’t£) - Nu(tﬂ)d'l&)] §N12 == 7‘}
= EOP(Nw =r)E{lezp( — vtz —ti — 7} + ..+ (2~ 11~ 7))}

= $-P(Wi = r)E{leap( ~ plrta s = )]} = S P(Niz = r){ Efeap(~ nlt ~ ts =)D}

=0

o g Ml ‘JJ(A @=t)) [ gmemntaty Hnltz—t1) o 1 et 117
= Z% — { ’}‘j(tz—t; } = ghull t‘)za;i [()\12(232 - t1)){ ,mtgmtl)l }]
= Pz

— pAnfta-t1) = 1 A 1_g=rele—3 317 . A\ . I v
- z%”%[ 12{ T H "e-TP[- 2l —t)+ HE(1-e )}
Desta forma,

[ Tt 2s
E{exp Re 1y Nia(u)du — v f Nm(u)du] }

> exrp| — 2Anpt + ﬁ%(e“gg(tﬁ“tl} -- e“g%tl“?zatﬂ)] e.rp[ — Arglta — 1)+ %23 (1— e"m{tﬁ“tl)):i

= erp | — Al?(t} +t2) -+ %122.(1 g 2 {ta~1: ;) . 1 (1 e ( ““323(22—-31) — e-—'%tl—z.‘.ziz)jl A

A funcio de sobrevivéncia conjunta desta distribuicBo Weibull bivariada, que serd denotada por
ACBW?2, é dada pela expressdo (3.1).

A func3o densidade de probabilidade conjunta entre T e 7> é dada por:

(501, )] [Poartr™ + a1 — e~mlt-) 4. Bt (o~ Fims) o 3e-Fu)]

- - —#1) 2 LT 12
{)\laltizl Y A (1 4 ety o (’y e~ Fl-t) |y g0 tﬂ)}

[A12’Y2€ ~ltemti) — J (e Filt) o 'he“”f‘t’-“""’?h)] } set; Stp
S{ts, 52){ [Axaltalml + A2 (1 — et} 4 -—-~—2'\’“‘m (e“lzl(‘l”*z —e %t _1’2:2)}
Dttt + gl -7 60) 28 H 4 e Bo30)] 4

[AIZ'YI e—niti=t) _ ;‘lﬁ’; (et 4 723'“§f1“§32)] } set; >t

Flty, ta) = 4

\

As fungdes de sobrevivéncias marginais s30 expressas como:

Sp(t) = emp{ — Aty — Anaty + *)ff(l - e‘"”l‘l)]

STQ (tg) = 6$p[ b Agtgz - Algtz -+ %(1 - E—Tgtz)] . (35)
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Observa-se que estas funcdes so as obtidas no modelo Weibull bivariado de Ryu.

Para a estimagio dos pardmetros deste modelo, a construgio da fungio de
verossimilhanca, incluindo observagGes censuradas, é feita utilizando o desenvolvimento dado em
(2.15), onde as fun¢des de sobrevivéncia e de densidade sio dadas em (3.1) e (3.4),
respectivamente. As fungdes de probabilidade conjunta entre uma falha e uma censura sdo dadas
por:

4

S(tlsiz){ [fozt‘f’_l + A1z (1 + ety —

2h0 -2 — B £ 8 N

ag(t . Tt (’}’28 _22(t2 tl) +f}e‘1€ 2t1 _22t2)jl} se tl S t2
12

.. 95(t:t) = {

ot
1 S(ti, t2){ [Aialtixl~l + A1z (1 e e—'y-“(ti“h)) +

k %i?ﬁ; (e=F~t) e”%tl“%‘tﬁ)] } sety >ty
e
f
S(tl,tg){ {Azagt‘gﬁ“l + A2(1 — e vltt)) 4
2 f - Rlle—t:) . B0 -Bh ]}
e 2 e 27177 set; <1
_ S(ht) _ ) 714“'}’2( ) L=
ot
S(ti, tg){ [)\gﬁfgtg o (1 F el —
As funcgdes risco das distribui¢Ses marginais, sdo dadas como:
aSr, , -
h,,(t) = - '"'%j—(t)‘s;%{t‘) = Aéaita’_i ”?*/\12(1 - 6°7’i), i=1, 2,

¢ a fungdo risco no caso de modelos bivariados, em termos da fung@o de sobrevivéncia conjunta
S(t1,t>) para T; e T», é dada por (Lawless, 1982):

M) = — aS(t1,82)/ 01

i~ 2 i - 2 ;e
S{t.ts) = Mot% T+ -’\1—27(1 — g—sln+y )t)’ i=1, 2.

ty=ip=i g1 'i"’)’ﬂ

Observa-se portanto, que nesta formulagdo, as fungdes risco h;(t) e A;(¢) sdo diferentes.
No caso particular do modelo, onde v; = 2 = «, € obtido h;(¥) = A;(t), ou seja:

RBi(t) = heit™™ 4 A (1 — e7%) = A(2).

45



Algumas propriedades da distribuicie ACBW?2,
a) Esta distribuicio ¢ absolutamente continua, ou seja, P(7; = T3) = 0 (prova no apéndice D),

b) As marginais dadas em (3.5) tém fun¢fo risco "net" crescente, decrescente ou constante
dependendo dos valores de v, a5 € Az € € expresso por: Af{t) = At ™! + App(1 — e™),
i =1, 2. Quando A;o =0, a fungdo risco AX(t) = Aiait?"‘“l, que € a funcdo risco de marginais
Weibull e neste caso, se a; = 1, 0 risco € constante, se a; > 1, € crescente, € se o; < 1, 0 misco
sera decrescente;

¢) Quando ; — o0, 0 modelo proposto ACBW2 se torna um modelo independente, com fungio
risco "net” como fungdo aditiva, composto de fun¢io risco de uma distribuigio Weibull e funcio
risco de uma distribuigdo exponencial, e a funcgéo risco "net" possui o0 mesmo comportamento da
fungdo risco da distribuicio Weibull adicionando uma constante;

d) O coeficiente de correlagio entre as variaveis (T3, 7o) pode ser negativo ou positivo. A
medida de dependéncia de Slud e Rubstein (1987) p(t)! fornece um resultado geral que depende
de vy e 2! para y; < -y, obtém-se p(t) > 1 indicando uma associagio positiva; para v, > s,
p(t) < 1 indicando uma medida negativa; e em um modelo particular onde vy = v =7, p{t) =1
indicando que ndo existe nenhuma associa¢do. Através da determinaco do coeficiente de
correlagio utilizando integragdo numérica foi possivel mostrar que o coeficiente de correlagio
desta distribuigdo pode ser positivo ou negativo, sendo que o primeiro caso, o de correlagio
positiva, sO ocorre em situagdes extremas, quando 7y; — 00 ou 2 — 00, Ou seja, quando a
intensidade do choque em um dos itens comuns aos dois componentes tende para infinito. Alguns
resultados podem ser vistos nos quadros 3.1 e 3.2, que contém os coeficientes de correlagio
calculados através de integragOes numéricas para varios valores de y; € 2, com os outros valores
dos parimetros fixos. Nestes calculos p(T3,Ts) = cov(Ty, Tn)/+/var(Ty)var(T2), onde
var(Ty) = E(T?) — (E(Ty))* é a variancia de T} ¢ cov(Ty, Ty) = B(T\T2) — E(T1)E(Tz) é a
covaridncia entre 77 e T5.

Quadro 3.1 - Coeficientes de correlagdo do modelo ACBW?2 calculados
por métodos numéricos para varios valores dos parametros 7y; € v, com Ajp = 0.2

Yi

g 0.1 0.3 1 3 5 j1¢] 30 50 100 300 500 1060 5000

0.1 0071 0144 0191 0248 -0.265 0279 0289 0291 L0278 -0.223 0172 0172 0176
0.5 0099 0101 <0111 0115 0119 <0122 0421 0119 0041 0051 0024  0.041
1 3.082 0073 0072 0071 0071 0069 0065 -0.006 0012 0050 0.102
3 0.042 0.036 0031 -0.028 -0.026 -0.023 0009 0022 0057 0149
5 5028 0022 0018 0016 0018 0000 0056 0107 0.124
10 ~L0E5 -0.010 0010 0006 0.603 0027 0062 0.049
30 -0.005 00604 0003 -0.015 0006 0021 0021
50 0,005 0.002 -0.002 0006 0001 0001
100 -0.007 0013 0002 0047 0029
300 -LG09 0063 0.002 -0.0601
500 0003 0001 G012
1000 0001  0.002
5000 -0.000

Outros valores dos parimetros foram: A; = A; = 0.1, A = 0.2e oy = o = 0.5.

Ip(t) = {g(t)/4(t) — 1HS(t)/Sx(t) — 1}, onde: g(t) € a fangdo densidade T3,
P(t) = fr(tT > o) = [T f(t, z)dz, S(t) = P(Ty > t), Sp(t) = P(T > t), T = min(T1, Tz)
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Quadro 3.2 - Coeficientes de correlacio do modelo ACBW?2 calculados
por métodos numeéricos para alguns valores dos pardmetros 7;, 712 € Arz.

pardmetros coeficiente de correlagdo
Az ™M Y2 plts, t2)
001 01 0.1 -0.0287
01 01 0.1 -0.0765
02 0.1 0.1 -0.0710
06 01 0.1 -0.0534
0.01 1.0 1.0 -0.0049
01 10 10 -0.0515
02 10 1.0 -0.0824
66 1.0 1.0 -0.1190
0.01 05 1000 0.0625
6.1 035 1000 (.0699
62 05 1000 0.0241
06 0.5 1000 -0.1343
0061 1 10000 0.0464
0.1 1 10000 0.0958
0.2 1 10000 0.0502
0.6 1 10000 -0.0073

Qutros valores dos pardmetros foram: Ay = A = 0.1 e a3 = ap = 0.5.

Observa-se pelos quadros 3.1 e 3.2 que os coeficientes de correlagdo dependem dos
valores de 7, v2 e de A2, sendo que quando A;p — 0o ou 3 — 0 ou v, — 0, o coeficiente
tende a ser negativo. Para determinados valores de A5, v, € 7o, este coeficiente pode ser
positivo. Sempre que y; = 7, 0 coeficiente € negativo.

¢) Uma comparagio entre os modelos ACBW1 e ACBW?2 mostra que a relagiio entre eles ¢ uma
funcio de Ajz, 71 € 7v2, como mostrado a seguir. Quando v; — o0 efou v — o0, entdo a
diferenga é exp(A;ot; ) N0 caso t; < ty e exp(Ajots) N0 caso £y > ty. De fato, parat; < to,

Sty ,t5) _ ezpt);t?-—)\gt?—-)\mfz+%§(1——&“"’2(‘2"1)}+3;r%1_3@{9”72(‘2“‘1)_{"?1‘1“’?2‘2)]
* - £ - - I
S7ntel T eap|-xt -2t~ Malty +to)H 32 (1me i) B (e F ) Fu-F )

= exp [)\1211 + mf’.‘.ﬁ.ﬁ.}, (e—'m{te—tﬂ . e—'nt:-'rstz) — {'r?-{:'m) (ew%’*(ﬁz—t:) —_ em%‘»‘:-%‘»‘z)] > 1.

onde S(t;,tz) € S*(t1, to) representam as fungOes de sobrevivéncia dos modelos ACBW1 e
ACBW?2, respectivamente.
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3.3 - Formulacio do modelo proposto ACBW2 em termos de riscos
competitivos

Para derivar 0 modelo de riscos competitivos (CRW2), considera-se T == min(1},T3).
Desta forma, a fungéo de sobrevivéncia total € dada por:

Sr(t) = emp[ — A% — Apt® — 2ot + ('r ~+~7 ) (1—e {71+72)t)],
com a correspondente fungdo risco total:

Ar(t) = A0t~ + Aot ™! 4 24pp(1 — ezl

As funcdes risco "crude” sdo escritas como:

Ai(t) = hots ™t 4 BEE(] — emsnlty =1, 2,
Neste modelo, quando -; — oo, pode haver uma indeterminacdo na fungdo risco

"crude”. Conseqiientemente, ¢ assumido que ~; == 7, = v < 00. Desta forma, a fungio de
sobrevivéncia conjunta € dada por:

.
ezp[ e Ait?l - Agt? - Am(fl + tg) ) é});l (1 - 8_7{32_'&)) e
Ruz (o= lir-ts) . - %(fri—tz}):[ set; <t
S{t1,t2) = 4 i N {3.6)
exp[ — )\;t?l - /\gtgz — )i12(t§ -+ tz) ~+ "_';2'(1 — em’y(tlhtz)) -+
k , 2_%;12 (e—g(tz—fz) - e‘%(h“a))} sety > to
A func8o densidade de probabilidade conjunta ¢ obtida derivando (3.6), ou seja:
(s {t1, fz}{ [Azaztgz_} + Az (1~ et o Ny (3t — e“g(fl””?))]
[/\1041’5?3_2 + Az (1 + et} = 3y (e it 4 6”%(‘““”2))] +
[Alﬂe“r}«(zzmm — Appy(e et 4 e—g{tla_zg))” set <t
f(tl.,'t‘_},) = 4 (37)

S(tly tz){ [)\;a;t?"l + A;z (1 - &—’ﬁt]—tﬂ) -+ )\12( ~Ft—tg) _ e i+t ))]
[)\20-’2?332'1 + Ara 1+ e70t) - Ay (e H0) 4 e (““2))] +

[Alz.?e_'lf(tzmtz} — }\12’}’(8_2 (2t} e“g(tl-ﬁ-fz))] } set; > s

\

As fungBes de sobrevivéncia marginais s3o dadas agora por:
Sp(t) = exp[ — A = st + (1 -] =1, 2,
e a fungio de sobrevivéncia total € escrito como:

Sr(t) = exp| — Mt™ — Aot — 2xpt + B2 (1 - )]
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com a correspondente func¢io risco total:

Ar(t) = Apaat® ™ 4 daagt® ™ 4 2042(1 — 7).

As fungdes risco "net” e “crude” sdo dadas abaixo :

hi(t) = Aiat®™ ! + Ao(1 — ™), i=1,2, e (3.8)
M) = Met® ™ + Al —e ), i =1, 2, (3.9)

A funcdo de sobrevivéncia total pode ser expresso como (1.17), ou seja:

5r(6) = [1G:(0) = T155()

i=1
onde: Gi(t) = e:cp{ - f(:)\i(u)du} = exp{ — [ et® ! + Agg(1 e"ﬁ))du}
= e:t:p{ e )\itm - )\j_gt + A_l?z(}. - Ew’ﬁ)} == Sj’;(t),

Observa-se que neste modelo, as fungdes risco "net” e "crude” sdio iguais. Portanto, as
distribui¢cSes marginais deste modelo sdo identificaveis (Fleming e Harrington, 1991).

3.4 Estimacio de maxima verossimilhan¢ca e propriedades
assintéticas do modelo CRW2

A estimagio de méaxima verossimilhanga (MV) do vetor de pardmetros € = (A1, a1, Az,
o9, A1z, 7v) do modelo de riscos competitivos (CRW2), ¢ realizada utilizando a fun¢@o de
verossimilhanga (1.24) escrita por:

£.(0) = H f(t;,6;;0) = Hl(,\laltj.““i + Ap2(1 — e-v't:-))éif (o2t ™ + Aa(1 ~ e“ﬂj))égf
J ——

e:cp{ A}t — 2A12t — ,\gt %2 L &Z _Tt?)} (3.10)

onded;; = 1 se o j-€simo individuo falhou pela causa i e zero caso contrario. No caso de uma
observagio censurada, §;; = 6y; = 0, e f(¢;,6;;8) é a fungHo densidade conjunta entre T' e 6.

Aplicando o log na fun¢io densidade, obtem-se:
logf(tj, 63'; 9) = 61_,' log()\lalt?l“l -+ .>\12(1 — Bwﬂj)) -+ 52jlog(}\2agt§""“1 + ;\12(1 - e"Y‘f))
+ { - Aﬁ?l — 2,\1233; - Agf?g -+ %&(1 — 8_71")}. (3.12)

com 5}‘ = (61_,;, 52_?‘).
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Os estimadores de MV dos parimetros 6, 0 = (A, Az, A2, 03, Qg, 7), podem ser
encontrados resolvendo o sistema de equagdes de estimacio simultaneamente

Un(8,) = 292420 w0, r=1,2, .., p.

O vetor de fungdes U, (8) = (Un{61), Un(62), ..., Un(6,)) € conhecido como o vetor de fungSes

de estimacio quando considerado como uma fungfo de @ e como a estatistica do escore quando
considerado como uma fingdo de 17, Ts, ..., Tp.

Para este modelo, o pardmetro A;» € ndo negativo (A2 2 0), no entanto, para o estudo
das condigdes de regularidade sera utilizado a suposicio de que A2 > (. Sob esta suposicgo, o
espago de pardmetros € aberto.

As seguintes pressuposi¢tes dos estimadores de MV devem ser satisfeitas.

1. Para o j-ésimo sujeito, o log da probabilidade de falha é dada por:

logf(t;, 6;;8) = by log(%mt?l—l +A2(1 — e ")) + 5zjl09()\232i?2"1 + Ap(1 — e774))
+ { — Alt;-xl — 2/\12% - Agt?g + g“‘“\:;‘z(l — Bw'ﬂ")},

que € uma funcfo continua em @. Assim, as derivadas parciais de primeira e segunda ordem
existem.

2. Para que os sinais de integracdo e derivagdo possam ser intercambiadas, € preciso verificar as
seguintes condicdes:

|&1(2,6:0)| < 9(0), |3 £ (2. 6:0)| < (1), (3.13)
onde [g(z)dz < 0o e [h{zx)dz < 00, V8 € w (w C O).

Em geral, para a verificagdo das condigSes de regularidade nfio € necessario verificar que
as fungdes em (3.13) sejam validas para todo @, mas ¢ suficiente que elas existam em uma
vizinhanca de 6,. No caso univariado, ¢ suficiente mostrar que elas existem para 6% < 8, < &
tais que as desigualdades (3.13) sejam verdadeiras para todo #* < 6 < 6™ (Lehmann e Casella,
1998, p.450). Suponha que para cada par@metro existam intervalos: A7 < Aoy < A7,
A3 < Aoz €AY, Ay < Ape < Al of <ap <077, a5 < ag <oy, 7 <y <Y tais que
(3.13) sejam validas para todo A7 <A AT, AL <A KAY, AL <A <AL,
i<y Lo, asfar ey, VSS9 Sga wr={A <A SAT, AL < <A
My <A< ai<afaf,as <ol Y <y <YL

Para mostrar que existem fungbes integraveis satisfazendo [g(z)dxr <oo e
[h(z)dz < o0, V8 € w*, foram considerados alguns resultados:
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Al0<(l—e) <L, Vy>0et>0;

b) Paratodo & > 0, A > 0 e ¢ > 0, o seguinte resultado ¢ valido: [, #%e~*dt < co.

§1a2t2(‘11°1)
) 61a2t2(a1—1} (Alali“l"l) 3 ou
{Ala;t‘zl“l%)\m(l—e—’ﬂ))z = el 12011

{(Mz(1—e~))*”
d) E(|log(t)]) < oo, |log(t;)| = 2{M2 + 1 1EJrl) + £ ( )5 -+ ...}], paratodot > 0.

e) E(t*) < oo, paratodo k > 0.

Observe ainda que as primeiras e segundas derivadas da fungdo f(t,6,8) sdo continuas
em @ € w*, onde w* é um espaco fechado € limitado, portanto compacto. Além disso, toda fungio
continua f : K — R?, definida num compacto K C RY é limitada, isto €, existe uma constante
C > 0talque |f(f)] < C, paratodot € K.

No caso da derivada primeira de f(¢, 6,8) em relagio a A;, segue-se:

8f(t, 5.8)
37z

< ‘{5;&3#"“3()\1a1t"1_1 + Al — e N g0t 4 Ap(1 — e)®
e:rp[ e At - 2A gt — Mgt + 3—"\,;*3*(1 — exp( — "{t))] H + Ht‘“z (Aot 4 Agg(1 — e )%

(Aoopt® ™! + Apa(1 — e“'ﬂ))ggexp[ — A% — 2Ag0t — Apf® 4 %‘3(1 — exp( ~ 'yt))} };

usando a)
<

{515!1?‘:&1_}()\1&11‘5&1_1 -+ }\12}61“1()\2(12512_1 -+ Alg)&ze:cp[ - At — 2A0t — Agt™ + 2%:,2:‘ }l +
Hta}(’klalf“‘_l + A2)” Qoapt ! )\12)6269519[ — Apt®t - 2Agat — Agt® + %m] }l

S aﬂ"i"lexp[ i Altaz - 2A}2t — Aztﬂz + 2%,}2] * -+

‘tﬂ} (Guert ™ + A )ezp| — M — 2hpgt — Agts + 2]

< Oﬁ}tal_lﬁﬁ.’p{ — A% + &é;gg} + Ala]i‘m“lezp[ ~ 2As0t + 2""'\,';13‘}

+ [Agat® e:::p[ — 2Apat + 3%;}2] ‘

< sup (alt"l“lexp{ — A%+ ”2“'};-2] -+ A;altz‘““}exp{ — 2Ap2t + %ﬂ] + Algt"le:rp[ — 22X+ 2“’};13})
#cwr
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up (altalﬁlezp[ — Ast® + 2_’%}(12}) + sup (?\zaﬂl"“‘lexp[ — 2A0t 4 E_A-}u]) +

€ w*

s
8
sup (Alztalerzp[ e 2A10t + 2—’;-2] )
- R =¥

= %agw(alt‘”“lexp[ e N B e 3—“—1;‘3']) + rg.aézw* (Alaltz"’*‘lezp[ — 2A0t + 2—’};3]) +

: _ 2h
Tgaétuf (A 1t%exp [ 2Apt + —,;2] )
= H1(t) + Hup(t) + Hio(t) = Hy(t)

Por outro lado, como w™ € fechado e limitado, e cada uma das fimgdes da soma sdo
continuas neste intervalo, existe o maximo destas fungbes nestes intervalos. Cada uma das
fungdes Hy; (t) (Z = a, b, ¢) podem ser escritas como:

= g (e 2 8] ]34 3],
Huft) = rgaz  (Mont*ezp| = vt + B2]) = xgratettemp - e+ B,
Hio(t) = maz__(Mot™ezp| — 2ot + B2 ) = Myofeap| — 220t + 2h],

onde o < af < af* e Al < A% <AL

~ 2{5‘ C_ _* Q(J . -
Para a fungio Hy,(t)=ale™ t9 17Xz integral ¢é calculada como:
pried el iﬁi r
® Hu(t)dt = ole ™ fiotd-leAt gt = &1 < 0. De modo analogo, podem ser mostradas que as
0 1 0 ‘ by > P

fungdes Hy,(t) e Hy(t) tém integrais finitas.

A derivada segunda da funcio densidade em relagdo a A, ¢ dada no Apéndice E. Como §;
¢ uma varidvel aleatéria dicotdmica que assume somente dois valores, zero ou um, entdo
6:(6; — 1) = 0, e esta derivada segunda pode ser sumarizada de tal modo que:

it 5.8)
RN

&y &
= ?2{51039‘”"1 (Azﬂzi"‘_i + Ap(l — ezp( — ’)’t))) I(Azaztm_l + A1z(l — exp( — ’Yf)))
22 &
ezp[ — Agt® — 2hppt — Mgt 4+ ZE{] —exp( — 'yt))} } + {(1.““I ¥ (k;a;t‘“‘l + Ap(l — exp( — 'yt)))
- & 2A
(Moast™" + Xiz(1 — eap( = 78))) " ezp| = Aut® — 2zt — ot + B (1 - exp( ~ 71))] }I

-1 -1 1 é 2
< 261&1?2("1"} (Ala;ta‘ s A]g) (Agagtmm + /\12) e:r:p[ — A% — 2Aq0t — Agf? —71‘]

“+ ‘(f}‘ )2 (Alaﬁalkl + )\12)61 (;\;agt&zml -+ A12)628.’L‘p[ — AT — ZApnt — Aot®2 - %‘1‘2]
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< |20czt2°3“lexp[ — 2249t 4+ 2’\—7;3] § + !(t‘"1 ¥ (Ala;t"l‘l + Am)exp{ — 2t + %;z]

B2 op 1 2 oa o
< sup (Zale 7optem—ig=2hiEt L X e 1 £t L A e e 2“”)
Tfew

Shg R e v _ay. Ay
r (20&18 7 e 1 2)&1:#) + sup (A10ﬁ§€ T =1, 2’\423) + sup (/\328 ¥ 6-2;\32:)
cw

< su
Y’ fcut ecuw

B 5l gt 1,~2Aut Ea S
= nax (Zale v pEemlg2hs ) + maz (Alale 7 pienig—2An ) + mazx (Aue T e 12)
gcuw gcu @< w

= Hy1a(t) + Hizlt) + Hiclt).

De forma andloga, como w™ é um conjunto fechado e limitado,

_ 2 91~ 2At ,,,,,( ef—1 —2A°t)
Hya(t) *Tgagw*(Qﬂle TP le ”') 200e t2 17
Hub(t} ma:z: ()\1&18 7 tsa]ﬁl —2'\321) (/\** ae?ptsal -1 _2)\?2\:)

0w

A4 2% o
an(f) mcm: (/\;28 k 6—2.\121.‘) = (A{})ze C e'zf\mt)
gcu

Portanto, f;~ Hii (t)dt < oo

3} A outra condigdo que deve ser verificada € com relagio a existéncia da terceira derivada
satisfazendo:

%5% logf(:z:|8)l < M(z)paratodoz € A, by — ¢ < 8 < By + ¢, com Ey [M{z)] <

As terceiras derivadas da fung@io log-verossimilhanga sdio dadas no apéndice F. Para o
primeiro elemento, para todo 8 € w*, observa-se que:

Fisd . Syod 31} S addler—1) 6
;Waaaxlaal log(f1t, 6,6))} = lz{hazwl;,\m(bﬂ})s <2 = 2%

< sup(3) = mas(%) = % = HE),

=

onde A € ". Entdo:
E(H(®) = [;7335(216 = (0,0):0).P(6 = (0,0)dt + 734 £(216 = (1,0%,6).P(6 = (1, 0))at
+ I f(¢ 6 = (0,1):6)-P(6 = (0, 1))dt

< Jo B F()6 = (0,0);8)de + [ 3R £ (#]6 = (1,0);6)dt + S5 %54 6 = (0,1);0)at
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< J5 5501001t + Aora(1 - emw))exp{ — Xgrt3% — 2Agpat — Agpt® 4 2 (1 — 9*7":)}0!?3

IA

A—“;sf;o()\maozfam"l + Amz)ezp{ — A01t®® — 2hgp9t — Agat™® + %}dt

IA

212 poo . Bo o0
:\%Amamezm Jo pem et gy ZR%Aglge n [ emReitdt < oo

Para o segundo elemento,

& Sy 130 1) ; Syadtta-Nigg(t)
e log(f(z, 5’6»; < 2‘()\1&1!“1'1%\32(1—9“"})2 +2 (gt T h(1—e=m))

Sradt 1 (A1) 0329 ~og(t))

2
(Mreati g g (e )Y
Sy gy iter—1) S aftin—1|lag(e)] 5 Fr il =y, por Sradtfem =t e~ Hog(t)]
Dagt== A (1) (rant= Tt Ap(1—e )Y (ot FAs(l—e— ") (Agogtrr T+ A (l—emn))°

< 25 4 28000 4 oy QB0 < (0 o 2kl 28, Bl
< ,\_TL + 251|iog (31 + Ki"%“ + 2511109@ = H{f)
Ea(H(#)) = fm{w + Pl 4 Ll Ly } (¢16 = (0,0);0).P(6 = (0,0))d
25 251 Hog(t - 2&: |1
+ 15 { i + R+ e J—r&? - }f(tl § = (1,0):8).P(6 = (1,0))dt
f;’{ T+ gt 2 %ﬂﬁgﬂ}f(ﬂé = (0,1),6).P(6 = (0,1))dt
< Jon{ i+ A 1 e A0} 105 = 0,00 0008
+ ff{;‘f‘—fl- + 2 S }f(tl 5 = (1,0):0)dt
+vﬁ,°°{;§—f§g 2ol . 3 o 2kl }f(ﬂém (0,1):0)dt
<[y {Awa 2[509(2}1 55+ ks ‘7|Eag(t}| }(3\0 a1t 4 Aora(1 — 7))

ezp{ — Aort= — Dhgrat — Aopt™ + 22 (1 ) bt
< f§°{4r\g%zg +4ig! }(Aozamt“”:_l + Aol — 7®))exp{ — dort™ — Doyt — oyt + 2 (1 — =) Lt
< K{4ﬁ}()\01&01tam-1 + Ao;g}exp{ — 2Xg1at + %ﬁm}df-?-

J-Oco {4%@}(/\01&01!"}““1 e )\glg}ezp{ — Apat < g%l}dt < 00

Para os outros elementos, a prova € similar,
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Devido a natureza das integrais envolvidas, ndo é ficil calcular a matriz de informacio de
Fisher analiticamente, no entanto, esta matriz pode ser estimada consistentemente por
n Lo
1~ & log f(6,D:)

n o668
i=1

O modelo proposto satisfaz as pressuposigdes 1, 2 e 3, portanto, indica que ele satisfaz as
condigdes de regularidade do teorema dado em Lehmann e Casella (1998) (pag.463), ou se¢ja, que

com probabilidade tendendo a 1 quando n — oo, existem solugbes 8,, = 6,(11, T3, ..., T,) das
equagdes de verossimilhanga tais que:

a) 8., estima consistentemente &,.;

b) \/ﬁ(ﬁn — ) ¢ assintoticamente normal com vetor de médias zero e matriz de variincia-
covariancia [[(8)]7}, e

¢) 8., € assintoticamente eficiente no sentido que

0rm — 6,) 2 N{O, 1(0)]713,

onde r =1, 2, ..., 6. O elemento [I(6)]} é o inverso do r-ésimo elemento da diagonal principal
da matriz de informag#o de Fisher.

3.5 - Testes de hipodteses

Como as condigdes de regularidade do modelo estdo satisfeitas, as propriedades
assintéticas dos estimadores de maxima verossimilhanca s3o validas e pode-se utilizar os testes de
hipéteses classicos baseados na verossimilhanca, ou seja, o teste de Wald, escore de Rao e raziio
de verossimilhanga (apéndice H).

3.5.1 - Para o modelo ACBW2

Os testes de hipOteses estdo relacionados a redugfo do modelo. O primeiro testa se o
modelo € exponencial, o segundo € o teste do modelo com marginais independentes e o terceiro
testa a igualdade das marginais.
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A : Teste de hipotese Hy,

Verifica se 0 modelo pode ser considerado como um modelo exponencial bivariado, ou
seja, Hor : a1 = ap = 1. O vetor de pardmetros dado é por: @ = {a;, a2, A1, A2, A12, 11, 2}
Portanto, as parti¢hes deste vetor sdo 6; = {a, ag} ey = { A1, A2, 12, 11, Y2} A hipOtese
de interesse € dada por Hy; : (al, Q) = (1, ) O estimador de maxima verossimilhanca
sem restricio € dado por 0= {a;, oo, X1, Az, /\12, Y1 72} e o estunador de méxima
verossimilhanca sob a hipétese nula é escrito como 8, = {A LA, X e, ¥ 1,92 }. Os trés
testes assintéticos para Hyy estdo descritos abaixo.

Teste de Wald: Para o teste de hipdtese Hy,, a estatistica de Wald ¢ escrita como:

o= () ()((@)- ()

onde Z(@;) é a estimativa da matriz 2 x 2referente aos pardmetros o ¢ ap da matriz de
P B

informagdo de Fisher Z(8), ou seja, Z(6:) = Zo,6, — Lo,:0, 1,6, L6s,, © a5 sub-matrizes podem
ser estimadas como:

¢
% _ 1\l f(9Dy) = & log f(O1D;)
Iﬂlex == ;;izl 58,08, %5,,’ Ialaz = Z 33139;2 9_0
= 1 P log f(O12:) = F log F(01D)
Tom = — %"-Z 86,09, ; op, S1OH= T Z 36:08, |93,
1= n ~"n

Teste do escore de Rao. A estatistica do teste do escore para testar Hy, € dada por:

~ e

R=0,7 ", (3.15)

L)

onde & o, = (0 o, U a,), U o, = n71/2(8/B01)logL(81,62) 010000,

ot ~7 o ~ =1
Z =7 90 —7Z 0,6,Z 46,2 0.0, © as submatrizes podem ser estimadas por:
n
= — 15" (8%/06,60))l ;
7 R n;( /66:58") ogf(B]ﬁJ,,) 0,=8,,0,-3,

_ 1% _
Y o, = — 1530 /000000 @100, , , .

7 00, = ~ g;z(az/aazaei Mogf(8|D;) 018,60,
To6, = 2(82/ 8,08} )log f(8]D; )l 016, 6,3,
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Teste da razdo de verossimilhanca. A estatistica do teste da razio de verossimilhanga para
testar Hy; € dada por:

LR = 2(L,(6) - L.(8 )) (3.16)
onde'é = {91,3 2}.

Estas estatisticas, W, Re LR, tém distribui¢io qui-quadrado com 2 graus de liberdade,
ou seja, a hipotese nula é rejeitada a um nivel de significincia o se {W > xi_,(2)},
{R > x3_.(2)} ou {RV > x%_,(2)}, onde x7_,(2) é o (1 — &)-ésimo quantil da distribuigdo
qui-quadrado com 2 graus de liberdade.

B: Hipétese Hy,

Este teste de hipotese € utilizado para verificar se o ajuste de um modelo cujas marginais
sio Weibull independentes € razoavel, ou seja, Hgo : Ao = 0. Para a formulagio desta hipotese,
utiliza-se a parti¢do do vetor de pardmetros como: 8; = {A2} e @2 = {)\1, Az, @1, @2, Y1, Y2}
A hipotese de mteresse é dada por:_ Hgg )\12 = 0. O estimador de maxima verossimilhanca sem
restrigio € dado por = {1, as, )\1, J\g, )\12, s 72} e o estimador de méxima verossimilthanga
sob a hipotese nula € escrito como g, = {)\1 A , &1, 05,7, }. Sob esta hipdtese, os
pardmetros ; € 7Yz 00 sdo estimaveis e como para a aplicagdo do teste do escore de Rao, o vetor
de escores depende da estimativa destes pardmetros sob a hipotese nula, este teste ndo € aplicavel.
No entanto, pode-se considerar as outras duas estatisticas: a de Wald e a da razio de
verossimithanga, pois a primeira depende somente do estimador de maxima verossimilhanga sem
restrigio e a segunda depende dos estimadores sem restricdo e sob a hipdtese nula. Sob a
suposi¢io de independéncia a fungdo de verossimilhanga nfio depende das estimativas de 7, e 7.
Este teste possui um problema, pois o pardmetro a ser testado, sob a hipotese nula se encontra na
fronteira do espago paramétrico. Portanto o teste pode nfio ser eficiente € o estudo de simulagio
sera importante neste caso. Este teste é o caso 5 do artigo de Self e Liang (1987) e a distribuicio
assintotica do teste de razdo de verossimilhanga € uma mistura de distribuigdes qui-quadradas.

Teste de Wald: Para o teste de hipotese Hy,, a estatistica de Wald é escrita como:
e o~
W o= A Z(01)A12, (3.17)

onde 7 (6,) é a estimativa da matriz 1 x 1referente ao pardmetro A;» da matriz de informacdo de

N = ~ -l ) _
Fisher Z(8), ou seja, Z(01) = To,6, — Zo,0,Z5,6,L,6,. € as sub-matrizes podem ser estimadas de
maneira analoga dada em (3.14).




Teste da razdo de verossimilhanca. A estatistica do teste da razdo de verossimithanga para
testar Hy, € dada por:

LR =2(L,(8)— L.(6 ) (3.18)
onde @ ={61,'5 2}

Para este teste, as estansticas W e LR tém como distnibui¢io que € uma mistura de
distribuigdes xZ, ou seja, x? = §x% + 3x3, onde xZ é a estatistica qui-quadrado concentrada em
0 (Self e Liang, 1987). Portanto, a hipotese nula ¢é rejeitada ao nivel de significincia o se
{W 2 x}_ 901} onde xi_5,, € 0 1—2a-ésimo quantil da distribuigio x? com um grau de
liberdade.

C: Teste de hipotese Hs.

O objetivo desta hipotese € verificar se as distribuigdes marginais sfo iguais, ou s¢ja,
Hys @ Ay = A2, 01 = o, 7 = 2. Considera-se a reparametrizacfo do vetor de pardmetros dada
por: @ = {A, Ay, @, @, A1a, 7, Y2}, portanto as partigdes deste vetor sdo &; = {A, a, 7} €
2 = { Ao, 02, A1, 2}, onde A = A; — A, @ = a3 — @z € 7 = 11 — 72. A hipétese de interesse
¢ dada por: Hos : (/\ a, *y) ( 0, 0, 0). O estimador de méaxima verossimilhanga sem
restrigio ¢ dado por 8 = {, Ao, /\12, Q, 052, 'y, 7o} € o estimador de maxima verossimithanca

sob a hipttese nula € escrito como 82 = {A 2, X 12; & 2, ¥ o}. As trés estatisticas para o teste
sdo dadas a seguir:

Teste de Wald. Para o teste de hipétese Hys, a estatistica de Wald € escrita como:

7

W = 7(e) (3.19)

~2) Q) >)
~2) Q) >

onde 7 (@) é a estimativa da matriz 3 x 3 referente aos parimetros )\, & e ~ da matriz de
~]1 o~

informagdo de Fisher Z(8), ou s¢ja, Z(6;) = fglgl 191921329219291, e as sub-matrizes podem
ser estimadas da forma dada em (3.14).
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Teste do escore de Rao. A estatistica do teste do escore para testar Hys € dada por:
R=U o1 T (3.20)

onde T 5, = (7 5, U o, U ), & 5 =n"/2(8/0N)iog L6, 62)

0,=810,0,=8,

4

U o =n"Y2(8/8a)logL(6,,8,) U ., =n"12(8/8v)logL(6:,8,)

s ~ €
8,=8,0,6,=03 8, =610, 8y =85

~J

~ ~ ~ ~ =1
=1 &6 — z 91921 92921 &9, -

Teste da razio de verossimilhanca. A estatistica do teste da razdo de verossimilhanca
para testar Hys € dada por:

LR=2(L,(6) - L.(8)) (3.21)
onded = {91,3 2}

Estas estatisticas, W, R e LR tém distribui¢io qui-quadrado com 3 graus de liberdade, ou
seja, a hipotese nula é rejeitada ao nivel de significincia o se {W > x%__(3)}, {R > x?_,(3)}
ou {RV > x?_.(3)}, onde x?__(3) é 0 (1 — o)-ésimo quantil da distribui¢io qui-quadrado com
3 graus de liberdade.

3.5.2 - Para o modelo CRW2

No caso de modelos de riscos competitivos, o procedimento do teste ¢ analogo ao do caso
bivariado. No entanto, como na formulacio do modelo € assumido v = v =y, 0 vetor de
parametros é escrito como: € = {a, ag, A1, A2, A2, 7}

A : Teste de hipotese Hy;

Para o teste de hipdtese Hy;, pode-se considerar a seguinte particBo do vetor de
pardmetros: @) = {o, a2} e 02 = {A1, A2, A1z, 7}. Sob esta particiio, aplica-se os testes (3.14),
(3.15) e (3.16) para os testes de Wald, escore de Rao e razio de verossimilhanca,
respectivamente.

B : Teste de hipdtese Hy,
Para o teste de Hyy, a particdo do vetor de parimetros é dada por: 8; = {12},

0; = {1, A2, a1, 02,7}. Sob esta partigio, aplica-se os testes (3.17) e (3.18) para o testes de
Wald e razfio de verossimilhanga, respectivamente.
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C : Teste de hipotese Hy;

Para o teste de Hps, a particdo do vetor de parimetros € dada por: 6; = {)\, a} ¢
@ = { A2, g, A1z}, onde A=A} — XAy & o=y —as. A partir destas partigdes, os testes
utilizados sio dados em (3.19), (3.20) e (3.21) para os testes de Wald, escore de Rao e razdo de
verossimilhanga, respectivamente.

3.6 - Inclusio de covaridveis

Em muitos estudos, alguns fatores podem interferir nos riscos de falha como por exemplo,
a idade, o sexo, historico anterior do paciente, entre outros. Uma das formas de incluir estas
informacSes no modelo é através da formulagio de modelos com covaridveis. Existem diversas
formas de efetuar esta formulagfio. Este trabalho enfoca o modelo paramétrico de riscos
proporcionais (A(t|z) = Ao{t)exp(F z). Nesta forma, existe a suposigio de que a razio entre os
riscos de falha basica (fungdo risco "net") ndo € afetada pelo tempo, por exemplo, em uma
situagdo onde a covariavel z assume somente dois valores, z= {0, 1}, entdo,
Ai(tlz = 0)/Ai(t|z = 1) = exp(—B).

3.6.1 - Modelo ACBW2 com covariaveis

No modelo ACBW2, a fungao risco ¢ dada como uma composi¢do entre dois riscos, ou
seja, € a soma entre uma fun¢fo risco de falha de um item especifico do componente com a
fungdo risco de falha de um item comum aos dois componentes. Considera-se a fungao risco

Ri(t) = Xaat™ ™+ Xa(1 — ™), = Ry (1) + hio(t), i =1, 2, (3.22)

onde: A1 (t) = Aat™ ™! € hip(t) = Aip(1l — ™),
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Proposigdo 2: A fungdo risco do modelo incluindo o vetor de covaridveis pode ser expressa por:
hi(t|z) = elo9rAzg ot 4 glogda—fez(] . g=nt), (3.23)
ou seja, a incorporagdo de covaridveis pode ser feita como um modelo paramétrico de riscos

proporcionais em cada componente da fungéo risco, embora o modelo (3.26) ndo seja de riscos
Proporcionais.

Para o modelo (3.23), a funcdo de sobrevivéncia conjunta entre Ty e T, é dada por:

exp{ ~ e P — doe PG — Nyp(em P 4 e ARy - Appe B (ty 1)

s Auge T i;aﬂz(l - e“")’z{tzmtl)) e .________2)‘12(&(-:;9::;_&2:) (e“zza(tzwtl) e e":g‘t]”:,zztz)} set) < iy 304
ty) = )
(ti’ 2) ezp{ — Ale_ﬁ’zf?’ - )\ge_ﬁzigz — A;z(e’ﬁmz + e"‘smz)tg — Alge_ﬁizz(tl — tg) -+ ( )

.\mci:l?" (1- e*“'}’s(twtz)) + 2*32(6:11_2:’;3'%’) (3”%&1«»:‘-2) — g BTty )} set; > £
Prova:

Assumindo o resultado (3.22), a fungdo risco do primeiro componente h;; (1) = Aot® ™3,
que ¢ a fungio risco de uma distribuigio Weibull (\;, o), inclui-se covariaveis, seguindo o
modelo paramétrico de riscos proporcionais:

hi (t2) = et e 57 = (N e h7) = gleghi-Brggn-l =1, 2, (3.25)
e a funcio de sobrevivéncia correspondente a este componente ¢ dada por:

Si(t2) = Sn (£)*PF=) = exp( — Nie™H21%) = exp( — elov—hag) § =1, 2.

Observa-se que esta é a fungdo de sobrevivéncia da distribuigio Weibull (A, ¢;), onde
X = el9%=F= ou seja, a inclusdo do vetor de covaridveis afeta somente o parimetro de escala
desta distribuigio.

A fungio densidade da segunda componente cuja fungio risco € hup(f) = Aj2(1 — e™1)
(Apéndice C) é dada por:

fi(f) ] )\12(1 - 8_7‘#)6371?{ — At + ()\12/’)@)(1 - Ew'y‘t)}, i=1, 2. (3.26)

A inclusio de covariaveis neste componente, como um modelo paramétrico de riscos
proporcionais, € dada por:

ho(t)z) = Ap(1 — e %)e™Pe? = AppemPa?(1 — e7t) = glo9ru—faz(] — ™) i =1, 2, 327
e a fun¢do de sobrevivéncia:

e_ﬂizz

Sa(tlz) = ezp{ — Ape 7t + HE=(1— ™)} i=1,2.

=3 gxp{ — ezo‘qalﬂ"ﬁﬁzt -+ fi(’gli’?ﬁ_—fm&zi(l — e"".fif)}
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Observa-se que somente o pardmetro A;, é afetado por esta inclusfio de covariaveis, ou seja,
g = elegh2=Fez e g distribuigio de t|z permanece a mesma da distribuicdo de ¢ dada em (3.26).

A fungdo risco h;(t]z) é expressa como em (3.22) considerando as fungdes risco parciais
(3.25) e (3.27). Da mesma forma, a fun¢o de sobrevivéncia marginal pode ser composta como:

Si (tlZ) = Sﬂ (t|z)Sig (t!z)

= exp{ — eI PEy — glogdumfazy 4 ELUTE () _ g=t) =1, 2, (3.28)

Como na construgio do modelo Weibull bivariado dada na segdo 3.2, obtém-se a fungdo
de sobrevivéncia conjunta (3.24) que satisfaz (3.23) e (3.28).

A fung¢#o densidade conjunta desta distribui¢o € obtida derivando (3.24) em relacio a t; e 5.

( 5(t, tg){ {Ala;e”ﬁﬂt‘fz”l o+ AppePiaE 4 \ppefmzemrell—t)
éﬁ%&ﬁlﬁfmﬂfﬁ(%e“%ﬁz—ﬁ) + qle-%{’hh"!-'rztz))] [Agaze“ﬁ?ztgz“l +
Appe—PEE(1 ~ ety 4 ﬁe&l”ﬂf.;;ij%”w_ﬁa(e—%(wtl) - e—%{wt:ﬂztz))J +
[Alzem'agzz"{zed"?(tz—m - W(’me‘?{b”m + ’y;e”%('mi*’l’?tﬁ)]} set; <ty
ft) = St fz){ {}xlage“&zt?‘“l 4+ AppePuE(] — entti—ta)) 4 G2
mﬁ%ﬁm(e—%m—m - e—%{')’zfl'*’mtz))} [)\2&28-@2;!212—3 +
Arpe— 3% 4 Ajpe—Przemiti—ts) _ %ﬁﬂ 718—%(’?1“?2) o ermé(ﬂtﬁ—’mfz))} +
L [)\lzewﬁwz%ewh(tz“tz) - W(%e—%@rfa) + 723—%(%11-%“72?2))} } set; >ty

Para as estimativas do vetor de pardmetros, a fungio de verossimilhanca ¢ construida pela
forma dada em (2.15), onde a fungdo de sobrevivéncia conjunta e de densidades sdo dadas em
(3.24) e (3.29) respectivamente, e as outras fung¢des s3o dadas como:

f
S(tl, fg) [Ala;e‘ﬁlzt‘l’”_l + )\126_‘3123 -+ Alge—ﬁnzze")‘z(h“h} —
Juple Pzt e ~Bftp-tr} —d{ystryate) }
_8sEE) 4 Yidz (726 : vt meTs : ) sety <ty
S(tl, tg) [Ala;e‘ﬁlzt?l_l -+ Aue“ﬁmz(l — em’yl(tlm“'z}) -+

Agle i re by,

— (e"“’"r'z]‘{tl"'tz} - e“%(’?ztszz))] sct; >t

\

’
S(tl, fz) [)\2Q28~&zztgz—l -+ Alze—ﬂ”z(i —_ e_'m{t?*tn‘)) +

Al e Bty LB g} Lyt bvate)
85t b)) __ ¥, Titre (& T gk : set; <ty
T TTE, T —
2 S(tl, tz) [A2a2€*~522tgz 1 + Awewﬁaz 4 A12e"ﬁizze“’¥1{fz“2‘z} _
Aiole~B12% g g-Faps Mg 1 ;
L %ﬂ)‘(?ﬂ Fih—t) L ye 2('7111'r’72tz))} set; >tz
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Com a formula¢do do modelo dado acima, as fungdes de risco "net" e "crude" ndo sfo
iguais. Como caso particular do modelo, se v, = ¥ = v € B12 = fy = 3, 0 modelo produz uma
distribuicio bivariada que inclui covariaveis com fungdes riscos "net" e "crude” iguais.

3.6.2 - Modelo CRW2 com covariaveis

Para a inclusfio de covariaveis no modelo de riscos competitivos, foi considerado o caso
particular do modelo (3.23) onde v; = v, = v e f19 = P22 = . Relembre-se que, neste caso, as
funcdes riscos "crude” e "net" sdo iguais e por isso a proposta do modelo de riscos competitivos
com covariaveis sera definida utilizando a fung3o risco "crude”.

Proposicdo 3: A fun¢do risco do modelo de riscos competitivos com a inclusdo do vetor de
covariaveis pode ser formulada por:

Ai(t]2) = Mae 715 4 Ape P2 (1 — e ), i=1,2. (3.30)
Para o modelo (3.30), a fungdio de sobrevivéncia total ¢ dada por:
Sr(t|z) = exp{ — Ae Pt — Age P — 2Xpe PPt + 2—"—l?f—fz—(l ~ g7} (3.31)
e a fungdo risco total é:
Ar(t|z) = A (82) + Ao(t]2) = Ajare 28270 + Apage 71227 42X j0e P2 (1 — )
Prova:
A derivagdo das fungdes riscos e da funcfio de sobrevivéncia total € obtida a partir da
funcgio de sobrevivéncia conjunta dada em (3.24) da proposigdo 2, seguindo 0o mesmo raciocinio
utilizado na derivagdo do modelo de riscos competitivos sem covariaveis da segdo 3.3. A fungdo

de verossimilhan¢a no modelo de riscos competitivos com covariaveis € dado como em (1.24)
utilizando (3.30) € (3.31).
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Capitulo 4

Simulacio

4.1 - Introducio

Nos capitulos anteriores, os modelos bivariados ACBWI1, ACBW2 e os de riscos
competitivos CRW1 ¢ CRW2 foram estudados teoricamente. Neste, os modelos séo ilustrados em
aplicacdes numéricas, utilizando dados simulados. O estudo do modelo ACBW1 foi realizado
com dados bivariados provenientes desta distribuicio. Para a geracio destas amostras bivariadas
foram utilizados trés métodos. O primeiro € baseado na formulagdc do modelo (Ryu, 1993), o
segundo € o da rejeigdo, € como um terceiro método alternativo foi utilizado o de Monte Carlo
via cadeias de Markov (MCMC). Um dos objetivos deste capitulo € também comparar estes
métodos de geragdo, que sdo brevemente descritos no apéndice G. Na se¢lo 4.2, foram realizados
estudos através de dados simulados, onde foram gerados nimeros aleatorios contendo uma
distribuicio ACBW1, sendo que nesta situacdo, foram estimados os pardmetros dos modelos
bivariado e de riscos competitivos.

Denota-se ACBW3 como um modelo bivariado Weibull independente, ou seja, assume-se
que Ay2 = 0 no modelo ACBW1, e CRW3 como o modelo de riscos competitivos baseado em
ACBW3.

Na se¢do 4.3, foram gerados dados da distribuigio ACBW?2 utilizando o método MCMC,
com dois objetivos: a) o estudo do comportamento do modelo ACBW2 em relacdo aos modelos
ACBWI1 e modelo independente ACBW3, no caso de modelos bivariados, ¢ b) estudo do
comportamento do modelo de riscos competitivos CRW2 em relagio aos modelos de riscos
competitivos CRW1 (baseado no modelo de Ryu) e CRW3 (baseado no modelo independente).
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4.2 - Simulacio do modelo ACBWI1

O objetivo € fornecer as densidades utilizadas para a geragio dos dados bivariados

provenientes da distribuigio ACBW]1, utilizando os trés métodos, e realizar a aplicagiio numérica
para a ilustragio do modelo.

4.2.1 - Geracio de dados do modelo ACBWI1 pelo método da
rejeicio

Para o modelo ACBW1, a densidade marginal é dada por:
(tl) = [Alaltl + Alz(}. — € 'yitl) exp{ )\Itz — Atz + __;2 Wﬂtl)}
S [Alait?l—i + )\12] e:t:p{ - Altc;l - )\12t1 -+ 2\,;]‘12

[Ala - e~ M 4 Ajpe” A""tl 33717{ }

logo, f(t1) < g(t;)K, onde K = Zea:p{%ff} >leg(t) = %Alalt‘;ﬁie—f\xt‘fl + .%A:me“)\lztl, e
o algoritmo para gerar ¢, € dado por:

1. Gerar p = bin(1,0.5);
2a. Se p =0, gerar X ~ Weibull{\;, a1 };
2b.Se p = 1, gerar X ~ exp(A11);
3.Gerar Y ~ U(0, 1);

4, Fazer o teste:
. se ze:np{ %‘f’“ }[)\1z:)qX‘"l‘le“"ij‘fai + Appe XY < f(X), fazer t = X,

*s€ Zexp{ %9;3* }[)\1 ay X e ™ X% 4 Aje7 XY > f(X), retornar para 1.
Para a geragdo de t,, deve-se encontrar a fungio densidade de ¢, dado £,, ou seja:

fltalty) = {t{lt’t)z) , Do entanto, note que:

Flt,t2) < oot ™ + App(l — et ))51??{ — doty® — Aty + ‘};"f(l - 5'_"““)}, e portanto:
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f(t2 Iti) < ?_"1’%%%1&’.}. (AzaQtS‘z“l 6_’\2'3;2 4 Alze“‘;\utz)

e o algoritmo para a geragdo de ¢, €:

1. Gerar p = bin(1,0.5);
2a. Se p = 0, gerar X ~ Weibull{ s, as};
2b. Se p =1, gerar X ~ exp(A2);

3. Gerar Y ~ U(0,1);

4. Fazer o teste:

°se 26—@%%”{—721[)\ o X2 e X™ 4\ e XY < f(X|t), fazer o = X,

. se 222%[%2&2}(“2‘16"‘27@ + Aee XY > f(X|t,), retornar para 1.

4.2.2 - Geracio de dados do modelo ACBW1 pelo método MCMC
No modelo ACBW1, considere a fungiio densidade conjunta entre ; e £, obtida da

deriva¢do da funcio de sobrevivéncia dada em (2.2) e as fungdes densidades marginais dadas por
(2.3), portanto as densidades condicionais s#o escritas como:

£ (11,82 Fltnts)
ftilte) = J(rft )} e f(t2lts) = t(lzl)z
ou seja:
e

fltiit) = exp{ — ,\lt‘;‘:}{eg,—p{ — Aigty — Agtd? + :}rxli (1 — e-—’h{frfz)).pﬂ_ (e—’h(twtz) - e—’r:t:w'mfz)} X

Azaetgz‘l + )\126_7’@1_!2 m(’he —y{t:-ta} 4 e n 1 “’)‘912)] x

_A;O.’lt?rl + Ao (1 — e—’r:(fr‘tz)) + {";1:/1:2) (,3_'71(151—7;2) — E—“ﬂf:‘-’)'ztz)} +

-’YlAlge_'Yi(ti“t‘«!} — (T‘n%-fy% (et 4 »yze”'fztl—vztz)] } /

{Azaztng -+ }112(1 - e“”fltz)}ex;'{ - }thz - Apats %123'(1 - E-%tz)} set; > 1o
¢

ftjte) = e:r:p{ - At }{ea:p{ — Aot — Aty + —32 (1 — ety +—_%y—; (emmlta—t) e""’“tl“’”t?)} X
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.Alalt?l +Aize~’7f:z{t2 1) '(":?',;"13""(726 72(52——51}_}.,?28 '7121—'}‘21’2)} ®

.Azaztgg—l + A (1 _ e—’rz(tgmt:)) + ("fﬁ?f\m (e—-qg(tg—h, - e—'ygtﬁ—'rgtz)]_i__

:’rzhze””(t”l} - (,?ﬁi,i} (ol 4 718“”121""3‘2)} } /

{20t 4+ Ap(l - 8_722’)}exp{ — Xat5? — Apptz + 2 (1 - e—"fﬂ‘z)} set; <t
Analogamente:
falt)y = ezp{ - )\zt‘;"‘}{ezp{ — At — Aoty + ‘\:;2 (1- e‘“"’l{tl“’ﬁ))mi»ﬁ (emml-ta) e””’ltl”“"?*?)} X
)\gagfaz T Appe ittt {TY_R_} (premin—ta 4 ’yge"?‘t‘"’"’m)} b

-Alait?l + A1z (1 —e ti_ti)) e ’;’;‘i}; (e““(ti_t? — e Mk —‘Yzl‘z)] +

:’}’1‘\123"""(:‘42} - %if;g) (718”7‘“""&2) + '726_71t1_79t2)] } /

(et ™+ Al — e fexp{ ~ At — Aot + B - e} sety > tre
fltalts) = exp{ - )\gﬁ?}{exp{ — Mt — At + %}j (1- e""(tg“‘l))+f_3; (emlta—t) e“”ﬁil‘%tﬁ)} X
{y1-+7a}

»Alalt;n-l 3 Alzemfyz{tzwtz} - ___12_(».!23"72(&; ) 4 o€ -1ty -ygtz):l X

)\gazfgz_l + Az (1 - e"'”(t?"tl)) wdr % (e—"fﬁ(fz“i;) — e—'thxw’Yﬁz)l R

-72)\128—’?23243) — (;’;‘-’ii;) (723—'12(12*51} + 716“')’111—7232)} }/

{)\10111’?1"1 -+ }\12(1 — 6_7111)}6Xp{ - Alt?l - Aoty + "'}?12(1 — e—'niz)} set) < iy
As condicionais podem ser escritas na forma especial da seguinte maneira:
Fltlt2) = ho(t)91 (1), onde: by (1) = e~ ™8,

Pi{ty) = {exp{ — szt — Aptd? + %‘LIZ (1 — e—'fz(iz—fz))g-;.?i%; (e"'n(f:"fz) —_ e*"}'afz—’mfz)} .

{Agazt?“l + Appenltita) E{‘A_é.g_) (»}.lem’}’:(trtz) + 723“'11&“’?2%)] ®

{Alalt?}_l R A32 (1 — e‘“'}‘l(tzmm)) e (’;‘;lif;) (e"’}f] {t1~to) em’)"itgw’yz‘tz):[ +
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[,YlAize—’Yz(tz—ig) — % (719“71(&“1‘2) + 723—')‘123—'th2)] }/

Duartd = H ooty + Aa(1— e‘qztz)}e?fp{ = Xaty? — Araty + %.‘f(l - enrht’)} sety; > 1y
€

Pi(ts) = {e::p{ — Agtp? — Apgty + %‘f (1- e‘”fi(gi_ti)){-% (e~mlt—ts) 6_7’1‘1""’2”)} X

[Azazt‘lli“”i + AgpeTell—t1) % (723—’72(&“?1} + 72&”7:1‘1*’?252)] %

{Azaztgg—l + Ap2 (1 —- e‘“'?%(iz"fl}) + (_}12_%25 (e""’)'z{fr'f}) — ewfntgw'ygtz):l+

{,Yz}‘me-’l’z(tz—tl) - 621%27:% (r}rze“')'z(tzuil} + /)rle""”'Y!t]‘“'TEtﬁ)} } /

{Met - H{ Aveats™ + A (1 — emmz)}exp{ — (A2t Al + %‘f’(l - 8"”{")} set; <1
¢ analogamente,
fta]ty) = holt2)da(t2).

Para o processo de gerac@o dos valores de t; e to, sdo geradas amostras da distribuigio
Weibull com parametros (A;, ;) € (A2, ag), respectivamente € que sdo aceitos ou ndo com uma
probabilidade p que é fungdio de v, (t) para (A;, o) e de 92(t) para (A2, o) (Apéndice G).

4.2.3 - Estimacao dos parametros do modelo ACBW1

Um caso particular do modelo ACBW1, quando o modelo ¢ exponencial, foi estudado por
Ryu (1993) em termos da estimagiio dos pardmetros, e posteriormente Oliveira (2001)
aprofundou os estudos deste modelo, estudando as propriedades assintoticas dos estimadores
através de métodos numericos. Nos dois estudos, observou-se que os pardmetros ; € 2 s&o mais
dificeis de serem estimados, e para que as propriedades assintoticas sejam validas, o tamanho
amostral deve ser bem grande (maior que 300). Mesmo assim, para amostras de tamanho maior
que 200, os vicios dos estimadores nfo s3o elevados. O objetivo principal desta secgo € estudar o
comportamento dos geradores de amostras bivariadas provenientes desta distribuigio para
diferentes valores dos pardmetros.

Para as amostras geradas utilizando os trés métodos, foram calculadas estimativas de
maxima verossimilhanga para o modelo ACBW1, sem a consideragio de censuras, ou seja, existe
a suposicio de que todos os tempos observados sdo de falha. Vanas simulagdes com diferentes
valores dos pardmetros foram realizadas. Como existe um interesse particular em termos de riscos
competitivos em estudar o pardmetro relacionado a correlagdo entre #; e ¢, (parimetro A;g)
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foram utilizados varios valores para este parimetro e realizadas simulacOes através dos trés
métodos. Foram geradas 100 amostras bivariadas de tamanho n = 300, com valores verdadeiros
para A = 0.001, 0.01, 0.1, 0.2 e 0.4. Os outros pardmetros tiveram os seguintes valores fixos:
A=A =01, o1 =ag =y =7 =05 Os dados com as médias e desvio padrio das
estimativas destes pardmetros estdo sumarizados no Quadro 4.1.

Quadro 4.1 - Estimativas de Maxima Verossimilthanga dos pardmetros ( x 10) ACBW1 para
amostras bivariadas geradas, utilizando os métodos de rejeicio, MCMC e Ryu, para varios
valores de Ais.

A métodos  A(SD)  AASD)  Ap(SD)  &(SD)  &(SD)  5(SD)  ASD)
de geragdo

001  rejeicao  1.22(0.17) 1.27(0.15)  0.01(0.01) 4.97(0.23) 493(033) 8.76(6.95) 9.89(14.5)

MCMC  0.99(0.17) 0.97(0.14) 0.02(0.01) 5.120.37) 5.12(0.29) 8.29(10.6) 7.44(8.71)

Ryu  0.950.11) 0.98(0.06) 0.009(0.00) 5.14(0.18) 5.09(0.15) 9.99(4.58) 9.15(5.16)

01 rejeicho . 1.03(0.16) 0.96(0.20) 0.10{0.01) 5.00(0.38) 503(0.48) 5.02(135) 5.34(L64)

MCMC  1.08(023) 1.02(0.11) 0.10(0.00) 4.89(0.40) 4.98(0.36) 4.67(0.82) 5.52(1.06)

Ryu  0950.15) 098(0.14) 0.11(0.00) 5090.36) 509(032) 4.83(1.08) 5.72(1.68)

1T rejeicao  0.93(0.14) 0.95(0.12) 1.00(0.04) 5.12(0.51) 4.96(0.58) 5.19(0.77) 4.86(0.69)

MCMC  1.07(0.16) 0.97(0.17) 1.02(0.08) 4.77(0.49) 4.85(0.58) 5.05(0.71) 4.88(0.85)

Ryu  101(0.17) 105(0.16) 1.01(0.06) 5.28(0.88) 4.99(0.66) 5.29(0.93) 5.23(132)

3 rejeicao  1.03(0.24) 1.09(021) 2.06(0.18) 4.81(0.64) 4.77(069) 5.21(0.70) 4.74(0.48)

MCMC  1.13(0.28) 0.940.20) 1.96(0.17) 521(0.47) 5.24(0.58) 4.78(0.53) 5.26(0.88)

Ryu  103(0.13) 1.06(0.19) 2.04021) 4.990.92) 4.97(0.72) 5.04(0.43) 5.30(1.08)

4 Tejeigho  1.03(0.18) 1.00(024) 3.91(038) 5.350.91) 4.94(0.78) 5.06(0.69) 5.34(0.94)

MCMC  0.97(021) 0.99023) 4.04(0.48) 5.19(1.12) 539(117) 5.23(0.97) 5.06(0.83)

Ryu  1.000024) 0.96(0.25 4.05(0.25 5.04(0.86) 5.12(0.94) 4.83(0.57) 5.02(0.81)

Os verdadeiros valores dos pardmetros sdo: Ay = Ay =1, a; =as =7 =% = 5.

Nesta tabela, observa-se que as estimativas de -y, e de 7> ndo s3o boas para valores de A,
proximos de zero para os trés métodos de gerago, isto pode estar acontencendo pelo fato de
que, quando A;2 = 0, estes pardmetros ndo sdo estimaveis, pois nesta situagdo o modelo se tora
um modelo Weibull bivariado independente. Para outros valores deste parAmetro, as estimativas
de maxima verossimilhanca estdo proximas do verdadeiro valor para todos os parimetros.

4.2.4 - Estimacao dos parametros do modelo de riscos competitivos

As amostras geradas utilizadas na se¢fio 4.2.3 foram transformadas em dados de riscos
competitivos, considerando a observagiio de T = min(71,73) e a causa de falha I =¢ se
T = T;. Os verdadeiros valores dos pardmetros foram os mesmos utilizados no modelo bivariado.
As médias e os desvios padrdes das estimativas dos pardmetros estdo sumarizados no quadro 4.2.

Constata-se novamente que o pardmetro vy € dificil de ser estimado quando o verdadeiro
valor do parémetro A,z € proximo de zero. Em geral, os métodos de geragdo ndo tém apresentado
diferencas entre si. No entanto, ¢ método proposto por Ryu, por ser baseado na formulagio do
modelo, sempre apresenta um custo computacional menor que os demais métodos. Em segundo
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lugar, 0 método MCMC consegue gerar amostras bivariadas com uma boa aproximagdo e com
um custo computacional razoavel, com um tempo de execugdio fixo. No caso do método da
rejeicdo, conforme citado em algumas situagbes (quando o valor do pardmetro A;2 € muito
pequeno), o custo computacional se torna muito alto, ficando dificil prever o tempo necessario
para fazer a geragdo de dados.

Quadro 4.2 - Estimativas de Maxima Verossimilhanga dos pardmetros ( x 10) do modelo de
riscos competitivos ACBW utilizando amostras geradas pelos métodos de rejeigio, MCMC e Ryu

para véarios valores de Aj2.

A2 métodos  A(SD)  A(8D)  An(SD)  &(SD) 8x8D) AHSD)
de geragio  bias(mse) bias(mse) bias(mse) bias(mse) bias(mse) bias(mse)
0.01  rejeicdo  1.06(0.09) 0.98(0.16) 0.01(0.00) 4.83(0.30) 5.07(0.52) 2.81(2.26)
MCMC  0.97(0.15) 1.05(0.15) 0.03(0.05) 4.98(0.38) 4.95(0.39) 1.26(3.05)

Ryu  1.03(0.14) 099(0.18) 0.06(0.07) 4.92(036) 4.88(0.42) 1.28(1.13)

01 rejeicio 1.02(0.21) 1.08(0.11) 0.11(0.04) 5.08(0.38) 4.83(0.41) 2.35(2.75)
MCMC  1.04(0.14) 1.03(0.15) 0.13(0.09) 5.27(0.51) 5.20(0.41) 1.07(1.98)

Ryu  101(0.15) 1.01(0.16) 0.18(0.12) 5.19(0.64) 520(0.55) 1.74(3.14)

T rejeigio  1.05(0.14) 1.04(0.17) 0.93(0.22) 5.63(1.18) 5.23(0.99) 5.36(2.54)
MCMC  1.09(0.27) 1.05(0.22) 1.07(0.59) 552(1.17) 5.57(1.19) 4.76(6.13)

Ryu  1010.18) 1.03(023) 0.99(0.21) 5.23(0.98) 5.13(1.05) 4.95(3.17)

7 rejeigho LOO(0.21) 1.10(0.18) 1.85(0.29) 3.84(0.83) 5.00(0.66) 5.80(3.16)
MCMC  1.03(0.28) 0.89(0.18) 2.18(0.32) 4.71(0.75) 5.41(0.59) 5.81(3.63)

Ryu  091(022) 1.04(024) 2.13(0.26) 5.04(1.08) 4.67(0.72) 4.36(0.18)

4 reicio  0.88(0.34) 0.92(0.28) 4.19(0.58) 5.28(1.75) 5.38(1.39) 5.08(2.44)
MCMC  1.04(0.31) 1.06(0.31) 4.10(2.22) 535(1.97) 5.85(1.54) 6.27(4.09)

Ryu  1.02(029) 1.05(0.32) 4.41(2.31) 534(126) 5.10(1.21) 5.13(2.50)

Os verdadeiros valores dos pardmetros sfo: A = Ap =1, oy = g =y =y = 5.

Portanto, com base nos quadros 4.1 e 4.2, pode-se dizer que para a geragdo de dados
bivariados quando a distribui¢do ndo € facilmente gerada, o método MCMC pode ser considerado
uma alternativa para a obten¢fio desta amostra.

4.3 Simulacido do modelo ACBW2

O objetivo desta segdo € apresentar a formulaciio para a geragio de dados provenientes da
distribuicio ACBW?2 através do método MCMC, e fazer um estudo numeérico da distribuigio dos
estimadores dos parimetros, ja que este método de geragio mostrou ser superior ao da rejeigdo
na segio anterior.
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4.3.1 Geracio de dados do modelo ACBW?2 pelo método MCMC

No modelo ACBW2, a fun¢éo densidade conjunta entre T3 e 15 é dada em {3.4) e as suas
func¢bes densidades margnais em (3.5). Portanto, as densidades condicionais s8o escritas como:

o S
Fltilte) = L8 e f(tolty) = D2

ou seja:
Fltilte) = e:z:p{ e Altfi}{exp{ — App(t + ) — Aptd® + ’:\;;2 (1—emE-tl)+

i (e F) e H )] [t (1 — ) ¢

-Ig

—e T ‘:?‘fz)] + ['yzz\me“’h(fl"ﬁ) — -[—;";’}1?2—( P A TP 2*1**@)] }/

2yihe Tt —1s)
{(ya+723 (e : ’
2

{Az&gfgzml + An (1 e e‘”fz*l)}exp{ e )\ztgz — Asgts + %(1 — e—’)‘ziz)} set; > i

<]

ftjt) = e:z:p{ - Altfl}{ez:p{ = Agty? = Ago(ty + £2) + -’}-;22 (1 — emmtl)y

—T, — T2

eI 2)} X [Alalffl_l + Ae(1 %Euvg(tzmtl)) -

— Ryt
71-0“'}'2(8 «3(2 ‘).._

x o p—
{ri+v2) (726 Flen) + e

%ltl_ﬂp

F] 4)] X [Azaztgz'-l + A (I — e“"?’z{fg-t]}) +

2ypdaz f - B (taety} - — bty ) Yoz e 2
i o F0) e $0mB) ) s s s}/

{ D202t + Apa(1 — e“"’ztz)}exp{ — Xt — Apty + 22(1 - e—%)} set) < tg

Analogamente:

flhlh) = exp{ - Agtgg}{ezp{ — A7 = At + t2) 4+ %‘f (1 - e‘"”(tl'i"’})'i"

m‘%ﬁ.ﬂ( Fi—te) _ e—jglfa”“gzxtz)} X {}‘Za‘ztgg—} + (14 Apgemittaly

2A2

iy (ry]e““z‘zl(tl*m) . 723—2%51*322?32)] X [Ala’lﬁhhl + Az (1 — e—’)ﬁ(ﬁl"iz)) +

2yihiz (em?él(tlmtg} o3t -2

frtm) e 2)] * [71&28'“(“”&) - B (e T +728“%t“%:2)] }/

{Alalt?l—l + )\12(1 — e”’"‘ti)}exp{ — )qt‘fl — Aoty :\;f:z(l - e”"lf‘)} sety > iy
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Flalts) = exp{ - Aztg"'}{exp{ — At = Aty +t2) + %*22(1 — gni i) )y
D (o-Fleet) _ e—-lt:—-itz)} % [Alalti’“l - Appe—eltmts) _

YT

z——-lL,s)‘ 5 (’y e~ Flati) 4 Yo e~ Fu—% )} [Agagt"“ RS YN (1 - e“’Yz{tﬁ”tl}) 4

A _T — — -3 s et A SO
G%(e Flta-t) _ g— ‘21’52)]+[72)\13e Yalte~i) {%3_*_‘;) ('y e~ Flt “t) 4 e -4 'ﬁzzi)]}/

{A;a;t?l"l -+ Alz(l — e"”iti)}exp{ — Agi’cln — At + %113'(1 — e”""’m}} sef; <1
As condicionais podem ser escritas na forma especial:
F(t1]t2) = hy(t)¥1 (t1), onde: by (1) = Mot ~'eM%", e portanto,

Pt = {ez’p{ — Arplty +2) — Agta? + %rlzz (1 - e"Tl{tl_tg))+

,;f’\ﬂz (e ~R(t—tz) _ e'zzltz*:’zztz)} » [A2a2t32~1 + )\12(1 + e—'}‘]{t;—tg}) -

z-—u—z)\ (’)‘ e % FE—tz) + Yo ew“ltl_%ztz)] X {Agagt?lhi + A2 (1 - E’._’h(tlwt:)) +

A — - o B - — -

-1 _ _ - _
{A]Oﬁltfl }{Az&gtgz 1 -+ )\12(1 —e Wz)}exp{ — }\ztzz — Atz + %‘23(1 —g ‘ntz)} se iy >ty

Pi(t1) = {EZ'P{ = Agtg? — Az(ty + ) + 22 (1 — emltetil)r

A (o~ Fltat) e_g‘%tl"zzzi?)} X [hcnt‘l’l“l + Mgl + el

{713\”7;22) (,me Rlta—t1) 4 yae ‘lt}—?'tz)] x [/\Ztmgtgrl + A1z (1 — e“’rzétz—-tl}) +

Py

A B2 gty g 22 - — Az - TN Y
1?’1;—:) (e Blte-ty) L p—Ft 2t2)}+[’)’2.>\126 Yalte—t1) __ (:2—;72) ('Y e~ 2. tl)‘?"’he Sty 2t3)]}/

{A} O!ltll_ }{Agagfag + A2l — e mi2) }exp{ Agfa2 Aztz + & (1 Myztz)} set; <1t

e analogamente,

fta]ts) = ha(t)tha(2).
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Para o processo de geracdo dos valores de t; e #,, sdo geradas amostras da distribuigdo
Weibull com parametros (A, o) e (A2, 9) € que sdo aceitos ou n3o com uma probabilidade p
que é funcgio de v (t) para t; e de 92(t) para t» (Apéndice G).

4.3.2 Estimacdo dos parimetros dos modelos ACBWI1, ACBW2 e
ACBW3

Nesta segdo, os dados foram gerados utilizando o procedimento apresentado na segdo
4.3.1 e calculadas estimativas dos parimetros dos modelos ACBW1, ACBW2 e ACBW3, tendo
como objetivo principal o estudo da performance do modelo ACBW2 para cada tamanho
amostral, utilizando os modelos ACBW1 e ACBW3 (modelo independente) para efeito de
compara¢do, quando os dados sdo provenientes da distribuigio ACBW2.

As estimativas de maxima verossimilhanca (MLE) foram calculadas pelo método de
Quasi-Newton; seus desvios padrdes, vicios e os erros quadraticos médios (MSE) foram também
calculados. O quadro 4.3 mostra estes resultados para o modelo de Ryu (ACBW1), modelo
proposto (ACBW2) e o modelo Weibull independente ( ACBW3).

Para os pardmetros estimados, utilizando amostras geradas pelo modelo bivariado
proposto (ACBW?2) apresentado na secfio 4.3.2, dois fatos podem ser notados quando o tamanho
amostral aumenta: os MLE dos parametros convergem para os verdadeiros valores e os vicios €
os desvios padrdes decrescem, especialmente quando n > 200. Mesmo para tamanhos amostrais
30, 50 e 100, os vicios e os MSE dos pardmetros Aj, Ag, A2, ) € a9 sdo pequenos. No ajuste
do modelo Weibull bivariado (ACBW1) as 500 amostras fornecem MLE que superestimam os
verdadeiros valores quando o tamanho amostral ¢ 30 e 50 e subestimam, quando os tamanhos
amostrais sdo maiores ou iguais 2 100. Quando o modelo Weibull independente (ACBW?3) foi
ajustado para estas amostras, as convergéncias de todos os pardmetros nio foram boas, ou seja,
os vicios sdo muito elevados, superestimando os parimetros, mostrando que as estimativas dos
parimetros podem ser erradas quando dados dependentes sdo tratados como independentes.

Alguns graficos das 500 estimativas de maxima verossimithan¢a foram obtidas para o
estudo da normalidade assintdtica dos estimadores; os histogramas e os graficos probabilisticos
normais dio uma iustragdio parcial desta aproximagio. Pelas figuras 4.1, pode-se observar que
alguns MLE tiveram aproximacdo normal, embora alguns apresentem valores discrepantes que
podem afetar a aproximac8o para a distribuigio normal. O pior caso pode ser visto na distribuicdo
de 4. No estudo de simulagio apresentado por Ryu (1993), as estimativas deste parimetro no
caso do modelo exponencial bivariado também ndo foram boas. Foi aplicado o teste de
Kolmogorov-Smirnov para verificar a normalidade dos dados, e em todos eles foram ndo
significantes.
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Quadro 4.3 Média das estimativas de maxima verossimilhanga ( x 10) para os modelos
bivariados: de Ryu (ACBW1), proposto (ACBW?2) e independente (ACBW?3), obtidos a partir de
500 amostras de tamanhos n = 30, 50, 100, 200, 300¢500.

1 mo-  ASD)  ASD)  ApSD)  A&(SD)  &(SD)  H(SD)  ASD)
delos bias(mse) bias{mse} bias(mse) Dias(mse) bias(mse) bias(mse) bias(mse)
30 ACBW2 0.93(0.61) 0.93(0.65) 2.070.79) 3.37G.47) 5353(3.88) 6.86(5.44) 6.75(4.93)
0.08(0.03) 0.07(0.04) 0.07(0.06) 037(1.21) 0.53(1.53) 1.86(3.30) 1.75(2.73)
ACBW1 137(0.63) 1.400.69) 2.15(1.68) 6.90(3.19) 6.66(2.99) 6.90(11.0) 7.39(12.6)
0.37(0.05) 0.40(0.06) 0.15(0.28) 1.90(137) 1.66(1.16) L.90(12.4) 2.39(16.4)
ACBW3 L74(0.66) 1.82(0.71) 10.6(1.73) 10.4(1.74)
0.74(0.09) ©.82(0.11) 565(3.43) 5.48(3.21)
50 ACBW2 089(0.52) 0.91(0.49) 2.08(0.83) 548(333) 520(2.78) 6.16(3.55) 6.28(4.20)
0.11(0.02) 0.09(0.02) 0.08(0.06) 0.48(1.13) 0200.77) L16(139) 1.28(1.92)
ACBW1 136(0.56) 134(050) 2.12(1.81) 6.98(2.84) 6.94(2.79) 5.91(9.57) 6.19(9.94)
0.36(0.04) 0.34(0.03) 0.12(0.32) 1.98(1.19) 1.94(1.15) 0.91(9.24) 1.19(10.0)
ACBW3 1.68(0.52) 1.68(0.50) 10.6(1.39)  10.6(1.32)
0.68(0.07) 0.68(0.07) 5.69(3.32) 5.68(33D
100 ACBW2 0.93(0.40) 0.92(0.38) 1.99(0.30) 5.22(2.25) 5.16(2.14) 573(2.42) 5.62(2.20)
0.07(0.01) 0.08(0.01) 0.01(0.01) 022(0.51) 0.16(0.46) 0.73(0.63) 0.62(0.52)
ACBWL 1350.44) 135(0.43) 1.85(1.15) 7.40(2.53) 7.23(2.54) 5.59(932) 5.13(7.79)
035(0.03) 0.35(0.03) 0.15(0.13) 2.40(1.21) 2.23(L.14) 0.598.72) 0.13(6.07)
ACBW3 163(0.40) 1.64(0.38) 10.6(1.03) 10.6(1.06)
0.63(0.05) 0.64(0.05) 5.68(3.24) 5.68(3.24)
200 ACBW2 0.98(026) 0.97(024) 2.00(0.20) 5.17(1.19) 5.14(1.20) 5.21(1.26) 5.21(1.29)
0.02(0.01) 0.03(0.01) 0.00(0.01) 0.17(0.14) 0.14(0.14) ©0.21(0.16) 0.21(0.17)
ACBW1 140(032) 1.34(0.33) 1.79(0.84) 7.62(2.03) 7.212.10) 3.97(6.06) 4.33(6.22)
0.40(0.02) 034(0.02) 021(0.07) 2.62(1.09) 221(0.92) 1.033.77 0.67(.91)
ACBW3 161(027) 1.60(0.26) 10.7(0.73)  10.7(0.72)
0.61(0.08) 0.60(0.04) 5.70(3.30)  5.70(3.30)
300 ACBW2 0.99(0.20) 0.98(0.19) 1.98(0.16) 5.08(1.00) 5.13(1.01) 5.17(0.96) 5.16(0.98)
0.01(0.00) 0.02(00.00) 0.02(0.00) 0.08(0.10) 0.13(0.10) 0.17(0.09) 0.16(6.09)
ACBWI 1.40(0.28) 138(0.28) 1.70(0.50) 7.38(1.82) 7.46(1.91) 3.68(3.94) 3.72(4.37)
0.40(0.02) 0.38(0.02) 0.30(0.03) 2.38(0.89) 2.46(0.96) 1.32(1.72) 128(2.07
ACBW3 1.61(0.23) 1.59(0.22) 10.6(0.61) 10.6(0.61)
0.61(0.04) 0.590.03) 565(3.17) 5.68(3.17)
500 ACBWZ 0.990.15) 099(0.13) 1.99(0.11) 5.03(0.72) 5.03(0.66) 5.07(0.68) 5.06(0.67)
0.01(0.00) 0.0L0.00) 0.01(0.00) 0.03(0.05) 0.03(0.04) 0.07(0.04) 0.06(0.04)
ACBWI 141(0.22) 143(023) 170(0.41) 7.31(1.58) 7.43(1.53) 3.24(3.00) 3.19(3.98)
0.41(0.02) 0.43(0.02) 030(0.02) 2.31(0.78) 2.43(0.82) 1.76(1.20) 1.81(1.91)
ACBW3 161(0.17) 1.60(0.17) 10.6(0.46) 10.6(0.45)
0.61(0.04) 0.60(0.03) 5.64(3.15) 5.64(3.15)

Qs verdadeiros valores dos parimetros s8o: Ay = Ay =1L, Ap =2, o= g =11 =0 = 5.
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Figura 4.1: Histogramas e graficos probabilisticos normais para as estimativas dos parimetros do
modelo ACBW2 baseadas em 500 amostras de tamanho 300.
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4.3.3 Estimacio dos parimetros dos modelos CRWI1, CRW2 e
CRW3.

O quadro 4.4 mostra as médias, desvios padrdes, vicios e MSE de 500 amostras para os
modelos de riscos competitivos proposto (CRW2), baseado no modelo de Ryu (CRW1) e
independente (CRW3). Estas 500 amostras no contexto de riscos competitivos foram derivadas
de amostras geradas pelo modele Weibull bivariado (ACBW2), ou seja, os dados observados
agora sdo representados como (t;, 6;), onde T = min(T1,T») e é=1se T =T ou §; = 2 se
=17

Os MLE dos par@metros do modelo de riscos competitivos convergem também para os
verdadeiros valores quando o tamanho amostral aumenta; os vicios sdo pequenos para tamanhos
amostrais acima de 50 para todas as estimativas, exceto para a estimativa de ~, cujo o vicio se
torna pequeno somente para amostras de tamanho maior que 200. As estimativas de A2 € 7y
apresentaram um desvio-padrdo grande, diminuindo somente para tamanhos amostrais acima de
300. A aproximagdo normal do estimador € razoavel para estimativas dos pardmetros para
tamanhos amostrais acima de 200, com excessio do parimetro . Para o modelo Weibull
independente em riscos competitivos com estas 500 amostras, as EMV superestimaram os
verdadeiros valores para todos os parimetros e todos os tamanhos amostrais.

Os histogramas e os graficos probabilisticos normais dados nas figuras 4.2 destas 500
MLE dos pardmetros do modelo de riscos competitivos Weibull (CRW2) confirmam os
resultados da tabela 4.4. Foram realizados testes de normalidade através do teste de
Kolmogorov-Smirmnov, e foi significante somente para o pardmetro A2 (K-5=0.1320,
p_value < 0.01), ou seja, somente os estimadores deste pardmetros nio segue uma distribuigio
aproximadamente para esta simulagfo, considerando A2 = 0.2.
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Quadro 4.4 : Média das estimativas de maxima verossimilhanca ( x 10} para os modelos de riscos
competitivos: proposto {CRW2), Ryu (CRW1) ¢ independente (CRW3), obtidos a partir de 500
amostras de tamanhos n = 30, 50, 100, 200, 300 e 500.

n mo-  ASD)  3(SD)  ApSD) &(SD)  &(SD) AESD)
delos  bias(mse) bias(mse) bias(mse) bias(mse) bias(mse) bias(mse)
30 CRW2 1.13(0.66) 1.1000.63) 2.26(1.64) 5.78(3.49) 5.66(3.41) 9.13(1.13)
0.13(0.04) 0.10(0.04) 026(027) 0.78(1.27) 0.66(1.20) 4.13(1.83)
CRW1 1.12(0.66) 1.09(0.62) 4.52(3.26) 5.72(3.58) 5.64(3.40) 4.85(6.36)
0.1200.04) 0.09(0.04) 2.52(1.69) 0.72(1.33) 0.64(L19) 0.15(4.04)
CRW3 1.920.77) 1.87(0.72) 9.60(2.43) 9.70(2.46)
0.92(0.14) 0.87(0.12) 4.60(2.70) 4.70(2.81)
50 CRW2 1.04(0.48) 1.05(0.50) 2.26(135) 5.58(3.20) 548(2.65) 7.75(9.42)
0.04(0.02) 0.05(0.02) 0.26(0.18) 0.58(L.05) 0.48(0.72) 2.75(9.62)
CRW1 1.03(0.48) 104(0.50) 4.56(2.67) 5.54(3.18) 5.42(2.53) 3.95(4.87)
0.03(0.02) 0.04(0.02) 2.56(1.36) 0.54(1.04) 0.42(0.65) 1.05(2.48)
CRW3 1.78(0.55) 1.44(0.57) 9.88(1.87) 9.90(1.95)
0.78(0.09) 0.44(0.05) 488(2.73) 4.90(2.78)
100 CRW2 1.01(038) 101(042) 229(1.11) 538(2.64) 545224) 6.68(8.61)
0.01(0.01) 0.01(0.02) 0.29(0.13) 0.38(0.71) 0.45(0.52) 1.68(7.69)
CRWI 101(0.38) 101(0.42) 4.58(2.22) 537(2.64) 543(2.24) 336(431)
0.01(0.01) 0.01(0.01) 2.58(1.15) 037(0.71) 0.43(0.52) 1.64(2.12)
CRW3 1.72(043) 1.72(0.46) 9.99(1.45) 10.0(1.50)
0.72(0.07) 0.72(0.07) 499(2.70) 5.00(2.72)
200 CRW2 102(0.28) 1.03(032) 2.35(095) 5.28(133) 533(135) 5.01(3.67)
002(0.01) 0.03(0.01) 035(0.10) 028(0.18) 033(0.19) 0.01(134)
CRWI1 1.02(028) 103(0.32) 4.70(1.90) 5.28(1.33) 5.33(L35) 2.50(1.83)
0.02(001) 0.03(0.01) 2.70(1.09) 028(0.18) 0.33(0.19) 2.50(0.95)
CRW3 1.69(0.30) 1.6%0.31) 10.0(1.02) 10.1(1.06)
0.69(0.05) 0.69(0.05) 500(2.60) 5.10(2.71)
300 CRW2 101(024) 1.03(025) 2.14(057) 524(117) 520(1.13) 5.0202.44)
0.01(0.01) 0.03(0.01) 0.14(0.03) 0.24(0.14) 020(0.13) 0.02(0.59)
CRWI 101(024) 103(0.25) 428(1.14) 524(1.17) 520(1.13) 2.51(1.22)
0.01(0.01) 0.03(0.01) 228(0.64) 024(0.14) 0.20(0.13) 2.49(0.76)
CRW3 168(0.26) 1.70(0.27) 10.0(0.87) 10.0(0.88)
0.68(0.05) 0.70(0.05) 5002.57) 5.00Q2.57)
500 CRWZ2 1.02(0.19) 1.02(0.19) 2.09(041) 5.15(0.83) 5.12(0.83) 4.91(1.71)
0.02(0.00) 0.02(0.00) 009(0.01) 0.150.07) 0.12(0.07) 0.09(0.29)
CRW1 10200.19) 102(0.19) 4.18(0.83) 5.15(0.83) 5.12(0.83) 2.45(0.85)
0.02(0.00) 0.02(0.00) 2.18(0.54) 0.15(0.07) 0.12(0.07) 2.55(0.72)
CRW3 170(0.19) 1.69(0.20) 9.98(0.67) 10.0(0.70)
0.70(0.05) 0.69(0.05) 4.98(2.52) 5.00(2.54)

Os verdadeiros valores dos pardmetrossdo: My =Xl =1, Az =2, 0y = ag = 7= 5.
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Figura 42: Histograma e grafico probabilistico normal para as estimativas de méxima
verossimilhanga no modelo de riscos competitivos baseado na distribuicio ACBW2, obtidos a

partir de 500 amostras de tamanho 300.
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4.4 Simulacio do modelo ACBW2 com a inclusfio das covaridveis
A simulag@o deste modelo sera feita como uma extensdo da geracdo do modelo dado na

segio 4.3. O objetivo sera o de apresentar a formulagdo para a geragdo de dados provenientes da
distribuicdo ACBW2 com covariaveis através do método MCMC.

4.4.1 Gerag¢do de dados do modelo ACBW2 com covaridveis pelo
método MCMC

Como na se¢do 4.3.1, considere a fun¢io densidade conjunta entre 73 e T5 dada em (3.7)
e as suas fungles densidades marginais. Portanto, similarmente i se¢do 4.3, as densidades
condicionais podem ser escritas nas formas especiais como:

F(t1]t2) = Ry (t1)t (1), onde: hy(t)) = Apa e Pzt lg=he P

3
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¢ analogamente,

fltalty) = ho(t)3a(t).

Para o processo de geragio dos valores de #; e t,, s8o geradas amostras da distribui¢io
Weibull com pardmetros (Me "%, ;) e (Moe ™, ay) e que sio aceitos ou ndo com uma
probabilidade p que é fun¢o de 9, (t) para t; e de 1»(t) para t2 (Apéndice G).

4.4.2 Estimacido dos ACBW2 com

covariaveis.

pariametros do modelo

Nesta segdio, os dados foram gerados utilizando o procedimento apresentado na se¢io
4.4.1 e calculadas estimativas dos pardmetros do modelo ACBW2 com covariveis, tendo como
objetivo principal o estudo da performance deste modelo para diferentes tamanhos amostrais.
Foram geradas 100 amostras de varios tamanhos, com a inclusio de uma Umica covariavel,
supondo um valor fixo para a covariavel (z = 1).

Estimativas de maxima verossimithanga (MLE) foram obtidas pelo método de Quasi-
Newton. Seus desvios padrdes, vicios e os erros quadraticos médios (MSE) foram também
calculados. O quadro 4.5 mostra estes resultados para o modelo proposto (ACBW2)

Quadro 4.5: Média, desvio padriio, vicio e MSE do MLE ( x 10) para o modelo bivariado
proposto (ACBW2), de 500 amostras de tamanho n = 100, 200, 300, 500 e 700.

n (D)
bias{mse)

32(8D)
hias(mse)

Ap(SD)
bias(mse)

&1(8.12)
bias(mase)

&x(S.D)
bias(mse)}

h(sD)
bias(mse)

480
bias(mse)

By(sD)
bias{mse)

5,(8.D)
bias(mse)

Bup(S.D)
bias(mse)

Br(S.D)
bias(mse)

100 1.03(0.48)

0.03(0.23)

T78(0.53)
0.22(0.32)

204035
0.04(0.12)

486(2.05)
0.14(4.22)

5.46(2.54)
0.46(8.85)

524(1.82)
0.24(3.37)

5.55(1.95)
0.55(2.10)

3.04(0.09)
0.04(0.01)

3.06(0.06)
0.06(0.01)

T11(1.42)
0.11(2.03)

0.51(1.42)
0.09(2.02)

200 0.93(034%

0.07(0.12)

0.51(0.3D)
0.0%(0.14)

19%(0.1%)
0.02(0.03)

5.01(1.64)
0.01(2.68)

5.25(1.66)
0.25(2.81)

530(1.25)
0.30(1.65)

$E3(1.26)
0.52(1.85)

2030008
£.03(0.00)

2.02(0.04)
0.02(0.00)

1.03(0.73)
0.05(0.53)

096(0.72)
0.04(0.52)

300 0.59(0.25)

4.01(0.06)

0.9%0.24)
0.08(0.06)

5 01(0.13)
0.01(0.02)

795(1.14)
0.05(1.30)

514(1.44)
0.14(2.09)

533(1.16)
0.22(1.39)

EI5(1.07)
0.15(1.16)

2.01(0.03)
0.01(0.00)

3003y
0.02(0.00)

1L.08(0.46)
0.08(0.21)

0.92(0.47)
0.08(0.23)

500 0.95(0.17)

0.05(0.03)

D95(0.18)
0.05(0.03)

2010015
0.01(0.02)

456(39%)
0.04(0.96)

4.36(0.81)
0.14(0.67)

530(0.83)
0.20(0.72)

353H0.82)
0.270.74)

FOH0.01)
0.01(0.00)

TOH0.03)
0.01(0.00)

1070.39)
0.07(0.15)

0.33(5.38)
0.08(0.15)

700 0.98(0.15)

0.02(0.02)

0.59(0.15)
0.01(0.02)

1.93(0.09)
0.02(0.01)

3.99065)
0.01(0.42)

3.06(0.78)
0.06(0.61)

3 15(0.69)
0.18(0.51)

5.33(0.63)
0.22(0.44)

3.01(0.01)
0.01(0.06)

Z.00(0.01)
G.00{0.00)

1.00(0.7%)
0.00(0.07)

100(0.2%)
0.00(0.07)

Os valores verdadeiros dos pardmetros so:
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Os MLE dos pardmetros convergem para os verdadeiros valores e os vicios e os desvios
padrdes decrescem, mesmo para as estimativas dos pardmetros das covaridveis, ou seja, os Vicios
e 0s MSE dos parametros A;, Aq, A2, oa, &, Bi, 8o, Fio € Pog 580 pequenos.

4.4.3 Estimacio dos parametros do modelo CRW2 com covariaveis

O quadro 4.6 mostra as meédias, desvios padrdes, vicios ¢ MSE de 100 amostras para o
modelo de riscos competitivos proposto (CRW2) com a inclusio de covariaveis. Estas 100
amostras no contexto de riscos competitivos foram derivadas de amostras geradas pelo modelo
Weibull bivariado (ACBW2) com covaridveis, ou seja, os dados observados agora sdo dados
como (t;, &, zi), onde T=min(T3,Th) ed=1seT=Tyouéb;=2seT=Th ez éa
covariavel.

Quadro 4.6 : Média, desvio padrio, vicio e MSE do MLE ( x 10) para o modelo de riscos
competitivos proposto (ACBW2), baseados em 500 amostras de tamanho n.

n

35D
bias{mse)}

A(8.D)
bias(mse)

Xia(S.D)
bias(mse)

4.(8.D)
bias(mss)

8,(8.D)
bias(mse)

A8.D)
biag(mse)

2,(S.D)
bias(mse)

BASD)
bias(mse)

B(8.Dy
bias{mse)

100

1.24(0.56}
0.24(0.37)

1.07(0.44)
0.07{0.19)

758219}
0.58(5.13)

T30(2.10)
0.30(4.50)

3.30(1.97)
0.50(4.13)

517328
0.17(10.5)

Z21(1.79)
0.21(3.24)

176(353)
0.76(15.2)

1.02(4.17)
0.02(17.3)

200

1.08(0.42)
0.08(0.18)

109034
0.09(0.12)

7.39(0.43)
0.29(0.26)

53%(1.4D)
0.32(2.09)

TRO(135)
0.80{3.04

488097
0,12(8.83)

151(0.72)
0.09(0.52)

Z.2000.9%)
0.20(0.61)

TA8(1.5%)
0.43(3.76)

300

TH7(0.23)
0.07(0.05)

1.02(0.29)
0.02(0.05)

2.35(0.35)
0.35(0.27)

533137
0.33(1.72)

33810}
0.26(1.27)

FYileks)
6.29(5.23)

1.89(0.48)
0.11(0.22)

1.96(0.47)
0.04(0.22)

T65(1.23)
0.65(3.77)

500

1.01(0.19)
0.01(0.03)

1.60(0.19)
0.00(0.03)

2.38(0.30)
0.38(0.23)

530(1.05)
0.20(1.14)

533161
0.12(1.03)

4.69(1.60)
0.31(2.65)

T80(0.27)
0.200.11)

T83(0.29)
0.18(0.11)

2336091
L230239

TO0

0.98(0.14)
0.02(0.02)

101(0.15)
0.01(0.03)

2.40(0.20)
0.40(0.20)

512(0.65)
0.12(0.49)

318(0.78)
0.18(0.64)

4.50(1.19)
0.10¢1.42)

L6 7(0.21)
033(0.15)

1.71(0.20)
0.29(0.12)

Z73(0.54)
L72(3.25)

Os verdadeiros valores dos pardmetros

sdo:

A = Ag

=1, Ag=2, a1 =ap=7=9,

5imﬁ2m216=1

Os MLE dos parimetros do modelo de riscos competitivos convergem também para os
verdadeiros valores quando o tamanho amostral aumenta, exceto para os valores dos pardmetros
relacionados as covariaveis. O vicio do parimetro [ aumentou com o tamanho amostral. No
entanto, o erro quadratico médio reduziu-se devido a redugio da varidncia do estimador.

4.5 Simulac¢do dos testes de hipodteses

Os testes de hipoteses para os modelos ACBW2 e de riscos competitivos (CRW2) foram
formulados no capitulo 3. Nesta segido foram realizados estudos de simulagio para verificar o
verdadeiro tamanho e o poder para cada um dos testes.
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4.5.1 Testes de hipéteses no modelo bivariado

Os quadros 4.7 e 4.8 mostram resultados dos testes estatisticos assintoticos (Wald, escore
de Rao e razio de verossimilhanga) para testar se o modelo é do tipo exponencial,
Hyt i oy = cxg = 1, para o teste de independéncia das marginais, Hyo - A;2 = 0, € o teste de
igualdade das marginais, Hoz 1 A; = A, 0y = a2 € 1 = 2. No quadro 4.7, ¢ apresentado o
verdadeiro tamanho do teste quando o nivel de significincia nominal é 5% e 10%, e no quadro
4.8 é apresentado o poder dos testes quando os niveis de significincia sdio iguais a 5% ¢ 10%. No
processo de simulagdo, foram gerados 250 amostras de tamanho 300 provenientes da distribuigdo
ACBW?2. Para encontrar o tamanho do teste, os verdadeiros valores dos pardmetros considerados
foram:

M =A =01, A2=02 a1 =as =1ev = v = (0.5, para o teste de Hy,
A=Ay =01, A =0,eq; = qg =y = vy = (.5, para o teste de Hpz

M =A; =05, a1 = s =7, =7 = 0.5, A\;2 = 0.2 para o teste de Hys.

O poder dos testes foram estimados utilizando os seguintes valores para os paridmetros:
A=A =01, A1 =0.2,01 = ap = 1 = 7y = 0.5 para o teste Hy,

M =X =Ap=01e0, =a =7 = v = 0.5, para o teste de Hy.,

ed =01, A =015 As=02 0 =05, ay = 0.8, 71 = 0.5, v» = 0.8 para o teste de Hos.

Quadro 4.7; Estimativas do verdadeiro tamanho dos testes: Wald (W), Razfio de verossimilhanga
(LR) e escore de Rao (R) para o modelo proposto bivariado para as hipoteses Hy : oy =1 ¢
ay =1, Hy: Mg =0eHpz: Ay = Ag, 01 =g &7 = 72

hipdtese 5% 10% correlagBes
nula w R LR W R LR W-R W-LR R-LR
Ha 81 79 56 182 16 112 0965 097% 0.9633
Hyo 213 - 279 267 — 304 - 0.9985 -
Hys 64 96 64 112 136 96 09086 09552 09325

O tamanho dos trés testes foi sempre superior a0 nivel nominal considerado, sendo que
nos testes Hy e Hpa, o teste da razfio de verossimilhanga apresentou tamanhos de testes
proximos aos nominais. As altas correlagdes entre os testes mostram a equivaléncia entre eles. O
teste Hyy apresentou tamanho do teste muito longe dos nominais. Um problema que existe neste
teste, é que o parimetro se encontra na fronteira do espago de pardmetros.

Para ilustracio, a figura 4.3 mostra o grafico dos p_values calculados da estatistica razéo
de verossimithanga versus as estimativas do pardmetro A;o. Observa-se pela figura que o nivel de
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significdncia calculado ¢ significativo a partir de valores muito préximos a zero, mostrando que o
modelo poderia ser considerado dependente mesmo para valores pequenos de ;5. Portanto, em
qualquer processo de simulagdo a proporgéo de amostras geradas como dados dependentes seria
bem grande. Este problema de teste de par@metros na fronteira do espago paramétrico ¢ complexo
e necessita de estudos mais aprofundados.

Figura 4.3: Estimativas MLE de A, versus p_value
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Quadro 4.8 Estimativas do poder dos testes: Wald (W), Razio de verossimilhanga (LR) e escore
de Rao (R) para o modelo propostopara Hy : oy = leay =1, Hyp: Ajp =0e Hyz : Ap = Ag,
Oy == g 8771 = 7.

hipotese 5% 10% correlagdes
nula W R LR 124 R LR W-R W-LR R-LR
Hy 988 896 980 992 944 984 (0.7146 09594 0.8090
Hy, 1000 — 1000 1000 — 1000 0.6027
Hys 952 984 992 984 994 992 09286 009814 09564

Para todos os testes realizados, o poder pode ser considerado bom. No caso do teste Hya,
o poder tdo alto pode ser explicado pelo fato de que pequenos deslocamentos das estimativas de
Ais levam a rejeicio desta hipétese. Portanto, este modelo poderia ser considerado como
independente somente para valores de A;; préximos de zero.
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4.5.2 Testes de hipiteses no modelo de riscos competitivos

Os quadros 4.9 e 4.10 mostram resultados de simulacio dos testes estatisticos assintoticos
(Wald, escore e razdo de verossimilhanga) para testar se 0 modelo € do tipo exponencial
Hyi : o3 = g = 1, para o teste de independéncia das marginais, Hy, : Aig = 0 no contexto de
riscos competitivos e o teste Hps que testa a igualdade das marginais. Eles apresentam,
respectivamente, o verdadeiro tamanho do teste quando o nivel de significdncia nominal é 5% e
10% e o poder dos testes quando os niveis de significdncia sfio iguais a 5% e 10%. Para a
estimativa do tamanho do teste, os verdadeiros valores dos parimetros foram;

A=A =01, A;o =02, oy = az = 1 ey = 0.5, para o teste de Hy,,

Al=Ad =01 g =0,ea; =ay=vy=0.5 paraotestede Hy e

A=A =01 A12=02 e = ay =y =0.5, para o teste de Hys.

O poder dos testes foram estimados utilizando os seguintes valores dos pardmetros:
A=A =01, A2 =02, vy=0.5, a; = oo = 0.5 para o teste Hy;,

A=Ay =01, A1p =02, a; =0y = =205 paraotestede Hype

Ar=01, Aa =015 s =02, ey = 0.5, ag = 0.7e v = 0.5, para o teste de Hys.

Quadro 4.9: Estimativas do verdadeiro tamanho dos testes: Wald (W), razio de verossimilhanga
(LR) and escore de Rao (K) para o modelo de riscos competitivos proposto para Hy t a3 =1e
OZQZLHQQI )\ngeeHggZ)\; =)\gea1 = ¥y,

hipotese 5% 10% correlacdes
nula w R LR W R LR W-R W-LR R-LR
Hy 11.2 60 32 164 80 76 067982 097135 0.78908
Hyo 72 — 40 148 - 120 - 0.98539 -
Hys 80 96 56 136 168 112 09492 09868 09753

No teste de Wald, o tamanho do teste estimado sempre é maior que o nivel de
significdncia nominal, enquanto que no teste da razao de verossimilhanca. foi sempre menor. No
entanto, houve uma grande correlagio entre os dois testes.

A figura 4.4 mostra o resultado da simulagio do teste de hipotese de independéncia sob a
hipétese nula, (foram gerados dados independentes, estimado o parmetro A2 € a partir desta
estimativa, foi obtida a estatistica de razdo de verossimilhanga para a hipétese de interesse),
observa-se que neste caso de riscos competitivos o tamanho do teste ficou proximo do nominal.
Pelo fato de o parimetro se encontrar na fronteira do espago paramétrico, no caso bivariado, o
resultado nfio foi bom. Estudos mais aprofundado sobre este teste serfio realizados
posteriormente.
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Figura 4.4 : Estimativa MLE de A;, versus p_value calculado
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Quadro 4.10; Estimativas do poder dos testes: Wald (W), Raz80 de verossimilhanca (LR) e
escore de Rao (R) para o modelo de riscos competitivos proposto para Hy .o =1 e ag = 1,
Hoy: AMia =0e Hya 1 Ny = Ag, 0y = Oia 7 = Yo

hipotese 5% 10% correlagdes
nula w R LR W R LR W-R W-LR R-LR
Hy 936 77.6 8.0 964 840 940 068276 083818 0.88882
Hyo 96 -~ 956 996 — 980 0.82443
Hys 928 644 975 978 977 984 06535 0.6893 07033

No teste de Hy, o teste de Wald apresenta um poder um pouco superior aos demais e 0
teste do escore tem o menor poder. Para o teste de independéncia, o teste de Wald apresenta um
poder maior que o teste da razio de verossimilhancga, ¢ em todos os testes, o poder encontrado
pode ser considerado bom para os verdadeiros valores dos pardmetros considerados.
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Capitulo 5

Aplicacdo a dados reais

5.1 - Introducfo

Os modelos bivariados ACBW1, ACBW?2 e os de riscos competitivos CRW1, CRW2
mostraram boas propriedades quando estudados teoricamente € através de simulagdes. O objetivo
deste capitulo ¢ aplicar os modelos em dados reais analisados por outros autores. Foram
considerados trés conjuntos de dados, sendo um conjunto de dados bivariados ¢ dois conjuntos de
dados de riscos competitivos.

5.2 - Aplicacfio do modelo bivariado

O conjunto de dados bivariado considerado foi analisado por Huster ef af.(1989), Liang ef
al. (1993) e Wada e Hotta (2000). Refere-se a um subconjunto de dados de estudo de retinopatia
diabética (DRS) que comegou em 1971, cujo objetivo foi testar a efetividade do tratamento
através da utilizagio de fotocoagulagio a laser, aplicado em pacientes com cegueira provocada
por retinopatia diabética, ou seja, verificar se este tipo de tratamento pode retardar o
aparecimento de cegueira em pacientes com esta doenca. Um dos objetivos secundarios foi
determinar se o tempo de sobrevivéncia para os olhos esta relacionado ao tratamento e tipo de

87



diabetes (adulto e juvenil). Pacientes com retinopatia diabética em ambos os olhos e com acuidade
visual melhor ou igual a 20/100 para ambos os olhos, fizeram parte do estudo. Um otho foi
selecionado aleatoriamente para o tratamento e o outro foi observado sem tratamento. Os
pacientes foram seguidos por dois periodos de 4 meses completos e foi considerada falha a
ocorréncia da acuidade visual menor que 5/200. No total, 1742 pacientes foram acompanhados
durante 7 anos, ¢ no final 197 pacientes fizeram parte do subconjunto em estudo definido por
algum critério de estudo da retmopatia diabética. Assume-se X ¢ Y como os tempos de fathas
para tratamento e controle respectivamente, sujeitos a censura em X ¢ Y ou em ambos os olhos.
A covariavel considerada foi Z == 1, se o paciente é um diabético adulto e Z = 0, se paciente é
um diabético juvenil.

Os graficos 5.1 e 5.2 apresentam as curvas de Kaplan-Meier para os tempos de cegueira
nos olhos tratados e ndo tratados, respectivamente, em individuos com diabetes adulto e juvenil.
Observa-se pelos graficos que, para cada tempo observado, a probabilidade de nfo atingir a
cegueira € maior no olho tratado, tendo uma discrepincia maior entre os que tinham o diabete
adulto, pois no olho tratado a probabilidade de nfo atingir a cegueira é maior entre os que
apresentam o diabete adulto em comparagdo aos que t&m o diabete juvenil. Além disso, no caso
do olho ndo tratado, esta probabilidade é exatamente o contrario, ou seja, os com diabete juvenil
demoraram mais tempo para atingir a cegueira,

Grafico 5.1 Grafico Kaplan-Meier para os tempos de cegueira do olho tratado em

individuos com diabete adulto e juvenil

10 1., -
b — juvenil
G S S - adulto

os | H——H_L‘_"‘_?“"'? ~~~~~~~~~~~~~~~~~
07 | m—— e

08

08
04 ¢

03t

probabilidades de sobrevivénsia

02+

a1 ¢

GD

a 10 20 20 40 50 B30 76 a0

temaoo

88



Grafico 5.2 Grafico Kaplan-Meier para os tempos de cegueira do olho ndo tratado em

parimetros foram estimados pelo método de Quase-Newton utilizando a fungio NLPQ
implementada no médulo IML do SAS. Algumas hipdteses de interesse foram testadas utilizando
o teste da razio de verossimilhanca. Os pardmetros estimados para cada modelo para a realizacio
do teste sdo dados no quadro 5.1, e no quadro 5.2 sdo apresentados os testes de algumas
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Para estes dados, foi ajustado o modelo bivariado proposto (ACBW2), onde os

16 20 30 40 50 60 70 a0

tempo

hipoteses de mteresse.

Quadro 5.1 : Estimativas de maxima verossimilhanga para o modelo bivariado com covaridveis

pari- Modelos

metros ml m2 m3 m# m3 mb m7 m8
At 0019 0015 0.019 0.016 0.016 0.023 0.0le 0.019
Ao 0.024 0.029 0.031 0.025 0.031 0.023 0.031 0.025
Az 0.001 le-10 le-10 le-10 le-10 1e-10 le-10
oy 0.778 0.785 0.791 0.785 0.785 0.797 0.785 0.791
o 0.822 (.824 0.823 0.827 0.823 0.797 0.823 (.827
o0 0.627 0.001 0.009 1e-10 0.005 le-10 0.011
o 0.784 0.173 0.153 0.170 0.157 1e-10 0.153
e 0.568 -0.066 -0.359 -0.027 0.505
By -0.420 -0 066 0.505 -0.027 -0.359
B 0.253 0.332 0.322 0.315 0.359
B 0.049 0.352 0.290 0.293 0.358

LV, -829499 -836250 -834.732 -834.715 -836.332 -847955 -836.332 -833.114
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onde:

m1 - Modelo completo;

m2 - Modelo sob a suposigiio de efeito de interacdo entre tratamento e tipo de diabetes: 5; = 32
e B12 = [oa;

m3 - Modelo sob a suposiclo da ndo existéncia de efeito do tipo de diabetes sobre o tratamento
A By =0efp=0

m4 - Modelo sob a suposicdo da nfo existéncia de efeito do tipo de diabetes sobre o tratamento
B:flh=0¢ep8n=0

m3 - Modelo sob a suposicio da ndo existéncia de efeito do tipo de diabetes: Fy =0e G = 0;

mé6 - Modelo sob a suposigdo de igualdade das marginais: A; = Ao, @) = an, 7y = Yo, 51 = B,
Bz = Baa;

m7 - Modelo sob a suposicio da ndo existéncia de efeito do tipo de diabetes:
B =B =P =P =0

m8 - Modelo sob a suposi¢io de independéncia.

Quadro 5.2 : Testes de algumas hipoteses de interesse

hipoteses RV. gl | p value

B = Bae o= P 135032 [ 2 | 0.0012
Br=0efn=0 104658 [ 2 | 0.0053
Bo=0ef =10 10432012 | 0.0054

Br=0ep =0 13.6672 | 2 | 0.0011

)\1 = /\2, G = ¥a, Y1 = VY, [31 = ,32, ,812 = ﬁgg 369124 1 5 < 0.0001

B =0 =p1o=P00=0 13.6672 | 4 | 0.0084

Az =0 7.2306 |1 | 0.0072

RV = —2(In(l,) — In(l;)), onde I;- fincio verossimilhanca do modelo completo e I; - fungo

de verossimilhanc¢a do modelo i, i = 2, 8
Pelos dados dos quadros 5.1 e 5.2, pode-se chegar as seguintes conclusdes:

1. Os tempos para as pessoas atingirem a cegueira nos olhos direito e esquerdo ndo sfo
independentes (A2 # 0);
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2. Existe uma diferenga significativa entre os tempos para atingir a cegueira entre os olhos
tratados e ndo tratados (marginais diferentes);

3. Existe o efeito da interac8o entre o tipo de tratamento e o tipo de diabetes;
4. A diferenca nos efeitos dos tipos de diabetes em cada tipo de tratamento so significativos;
5. Existe o efeito do tipo de diabete nos tempos de cegueira;

Estes resultados sdo coerentes com os resultados obtidos por Wada e Hotta (2000).

5.3 - Aplicacio dos modelos de riscos competitivos

Nesta se¢do, os modelos considerados em termos de riscos competitivos foram aplicados
em dois conjuntos de dados reais. Para efeito de comparaciio, no primeiro conjunto foram
aplicados o modelo de riscos competitivos formulado por Moeschberger (CRW), o de riscos
competitivos baseado no modelo bivariado de Ryu (CRW1), e posteriormente, considerou-se
aplicagdo do modelo CRWZ. Na segunda parte foi considerado o modelo CRW2 com a inclus@o
de covariaveis. No segundo conjunto de dados foi realizado o ajuste dos modelos CRW1 ¢ CRW2
e o modelo CRW2 com a incluséo de covaridveis.

5.3.1 - Exemplo 1 - Conjuntc de dados de pacientes com
cardiomiopatia dilatada

Os modelos BVW para riscos competitivos na formulagio de Moeschberger ({CRW) e 05
modelos de riscos competitivos CRW1 e CRW2 foram aplicados a um conjunto de dados de
pacientes com cardiomiopatia dilatada com falha congestiva do coragio. Este conjunto de dados
foi apresentado por Wada et al. (1998) e se refere a um estudo de acompanhamento de 200
pacientes com cardiomiopatia dilatada no Hospital de Cotoxoé (HCFMUSP/INCOR). Destes, 95
pacientes com falha congestiva foram observados. A variavel de interesse foi tempo (em semanas)
entre a entrada no hospital até a morte (entre agosto/92 a agosto/94). Portanto, os pacientes que
sobreviveram ao término do estudo foram considerados como censurados. Duas causas de falha
foram observadas: mortes por choque e morte sibita. Foi verificado que dentre 0s 95 pacientes,
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23 sobreviveram ao término do estudo, ou seja, 24,2% foram censurados e 72 (75,8%) tiveram
falha, sendo 63 mortes devido ao choque e 9 de morte stbita. O tempo mediano de sobrevivéncia
devido ao choque é de 15 semanas ¢ devido a causa sibita for de 20 semanas. A covariavel
presente neste estudo foi a varidvel (D)9m), que mede a capacidade do paciente caminhar uma
certa distdncia. Os valores desta variavel sdo: D9m = 0 se o paciente nfo conseguiu fazer o
teste, e [J9m > O se ele conseguiu.

O grafico de Kaplan-Meier das probabilidades de sobrevivéncia para os dois grupos D9m
mostram que as taxas de sobrevivéncia do grupo D9m > 0 é maior que os do grupo D9m = 0,
no caso dos individuos que tiveram a morte por choque (log-rank = 828, p value = 0.004)
(grafico 5.3), e no caso de individuos que tiveram a morte subita, o teste de log-rank mostra que
ndo ha diferengas nas taxas de sobrevivéncia entre os dois grupos (log-rank = 0.0453, p_value =
0.8315) (grafico 5.4). Observando ainda os dois graficos, o comportamento das taxas de falhas
para as duas causas apresentam diferencas, mostrando que as taxas de sobrevivéncias sdo maiores
entre aqueles individuos que tiveram a falha sibita. No entanto, vale ressaltar que o nimero de
individuos com esta causa de falha é muito pequeno, podendo comprometer os resultados
obtidos.

Grafico 5.3: Estimativas de Kaplan-Meier para a causa de morte por choque
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Griafico 5.4: Estimativas de Kaplan-Meier para a causa de morte stbita
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Para efeitos de comparacdo, os modelos CRW1 CRW2 ¢ CRW foram ajustados aos
dados, e os EMV dos pardmetros foram obtidos e sdo apresentados no quadro 5.3:

Quadro 5.3: Estimativas dos pardmetros dos modelos de riscos competitivos
baseados nos modelos CRW1, CRW2 e CRW.

pardmetros Modelo CRW1 Modelo CRW2 Modelo CRW
MLE (s.d) MLE (s.d.) MLE (s.d)
A 0.0447  (0.0061) 0.0410 (0.0113) 0.0428 (0.0095)
A2 00031  (0.0010) le-10 (4.7¢-10} £.0033 (0.0012)
A2 4.27e-16 (7.52e-18) 0.0034 (0.0011) 0.0008 (0.0043)
o 0.8189  (0.0669) 0.7999 (0.0697) 0.8214 (0.0889)
oo 1.0173 (0.2155) 0.9627 (0.2686) 09913 (0.3186)

~ 0.1585  (0.1142) 0.8072 (0.2196)

Pelo quadro 5.3, observa-se que os parimetros estimados pelos trés modelos estdo

proximos, sendo que nos trés modelos, pelos menos uma das causas de falha parece ser

proveniente da distribui¢io exponencial (causa 2: morte subita) e a outra causa de falha parece

ser da distribuico do tipo Weibull. Os dados indicam ainda que o parimetro A;» que mede a

associacio entre as causas de falha poderia ser desprezada, ou seja, pode-se considerar um

modelo cujas marginais fossem independentes. No entanto, esta conclusio deve ser bem

estudada, pois para a causa de falba 2, o tamanho amostral € muito pequeno. O grafico 5.5¢a

fungdo risco "crude” para as duas causas de fathas, sendo que neste, um dos riscos (causa de falha

2) é praticamente uma constante, mostrando que 0 modelo exponencial poderia ser utilizado.



Griéfico 5.5: Fungdes risco "crude” para o modelo de riscos competitivos

baseado no modelo ACBW?2
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obs: Os graficos da func@o risco "crude" do modelo CRW1 ¢ CRW na formulagio de
Moeschberger foram similares.

Foi obtido ainda, o teste de hipitese para verificar a possibilidade de redugio do modelo,
onde as hipoteses de interesse sdo dadas no quadro 5.4.

Quadro 5.4: Testes de hipdteses de interesse

hipoteses testes assintoticos

w LR R
valor | p-value | wvalor | p-value | valor | p-value
Hoy togp =ap=1| 3.72 0.16 3.94 0.14 3.74 0.15

Hpoq =1 428 | 004 | 444 | 003 | 373 | 005
Hi o =1 41e-5| 099 | 233e6| 099 |24e6| 099
Hg : App =0 092 | 034 | 062 | 043

Hp:A=a=10 1441 | <0.001 | 46.44 | <0.001 | 38.79 | <0.001

O teste de reducio do modelo a um modelo exponencial bivariado ndo foi significante ao
nivel o = 0.05. Os testes para a redugdo de cada uma das marginais a uma exponencial foi
significante somente para a causa de falha por choque, ou seja, para esta causa de morte, a fungiio
risco ndio é constante. Pode-se concluir que o modelo Weibull independente poderia ser ajustado a
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estes dados. Portanto, estes resuftados obtidos estio bem coerentes com a observagio realizada

através da tabela dos pardmetros estimados.

Foram calculadas ainda as estimativas dos pardmetros do modelo CRW2 com a inciusdo
da covariavel D9m, que é a capacidade de o paciente caminhar a uma certa distancia. Os graficos
5.5 ¢ 5.6 parecem indicar que esta covariavel ¢ significante somente para a causa de fatha 1
{morte por choque). Foram ajustados 4 modelos para o estudo do efeito desta covariavel na
causas de morte. Estes resuitados estdo sumarizados no quadro 5.5, e no quadro 5.6 sdo
apresentados algumas hipoteses de interesse.

Quadro 5.5: Estimativas dos par@metros do modelo CRW?2 com a inclusfio de covariaveis.

pardmetros Modelos
ml m2 m3 m4
A 0.0630 0.0630 0.06144 0.0410
A2 le-10 le-10 le-10 le-10
Agg 0.0037 0.0037 0.0043 0.0034
aq 0.8167 0.8167 0.8175 0.7999
2 0.8878 09751 1.0365 0.9627
Y 0.7188 0.7184 0.7377 0.8072
By 0.8335 0.8336 0.7846
B 0.0950 -0.3411
Jé] 0.0829
Func.veros. -354.9940 -3549940 -355.0514 -359.0279

onde:
ml - Modelo completo, com a covariavel,
m2 - Modelo sob a suposicio de riscos proporcionals, ou seja, a existéncia de 3 e 3,

m3 - Modelos sob a suposi¢iio do efeito da covariavel somente para a causa de falha por choque,
fo =0,

m4 - Modelo sem covariaveis, 8) = 8 = 8 = 0.

Quadro 5.6 : Testes de hipdteses de interesse

hipéteses RV. gl | p value
,81 = ,63‘2 € [32 == ﬁzz 000601 2 (.9999
By =0 0.1148 | 1 0.7347
B =B, =f3=0 |806783 | 00446
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Pelos quadros 5.5 e 5.6, pode-se concluir que a inclusio de covariaveis neste modelo ¢
significante, ou seja, existe o efeito da covariavel D9m sobre a causa de morte por choque.
Como o valor da covaridvel considerada ¢ 3; = 0.7846, significa que o individuo cuja covariavel
D9m > 0, possui o tempo de sobrevivéncia maior que o individuo que no conseguiu caminhar.

5.3.2 - Exemplo 2 - Conjunto de dados de pacientes com céncer do
pulmio.

Este conjunto de dados analisado foi apresentado por Lagakos (1977). Os dados sdo de
ensaios clinicos de cancer do pulmdo, experimento realizado no "Eastern Cooperative Oncology
Group” e contém os resultados de 194 pacientes com "squamous cell carcinoma”. Oitenta e trés
pacientes morreram como conseqiiéneia local da doenga (causa 1: [ = 1), 44 tiveram morte como
conseqiiéncia do aparecimento de metastases da doenga (causa 2: 7 = 2) e 67 pacientes foram
censurados (/ = 0). Duas covarigveis foram consideradas: Z; - condigdo do paciente
(ambulatério == 0, ndio ambulatorio = 1), Z5; - idade em anos. Um {tratamento foi também
considerado e a variavel utilizada foi Z, == 0 se 0 paciente recebeu o tratamento A e Z, = 1 se 0
paciente recebeu o tratamento B. Os tempos de falha sdo indicados por T'. Lagakos considerou a
fungio risco exponencial para cada causa de falha e estimou os pardmetros utilizando a
verossimithanga completa.

Grafico 5.6: Estimativas de Kaplan-Meier para a causa de morte por cincer
local (causa 1), considerando a covariavel tratamento
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Observa-se pelos graficos 5.6 e 5.7 que os efeitos dos tratamentos para as causas de falhas
ndo s3o significativos (log-rank = -0.8113, p_value = 0.4172, para a causa de falha 1 e log-rank =
-0.8862, p_value = 0.3755). Além disso, as probabilidades de sobrevivéncia sdo maiores entre os
individuos que tiveram falha pela causa 2.

Grafico 5.7: Estimativas de Kaplan-Meier para a causa de morte por
metastases (causa 2), considerando a covariavel tratamento
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Os graficos 5.8 e 5.9 representam as estimativas de Kaplan-Meier para as causas de morte
pela condigio dos pacientes (ambulatorial e nio ambulatorial). Os testes de log-rank calculados
para estes dados mostram que para a causa de falha 1 {cincer local) o efeito da condigfo do
paciente ¢ significativo (log-rank = -2.10397, p value = 0.0354), ou seja, 0s pacientes que
morreram por cdncer local e foram provenientes de ambulatorio tiveram uma probabilidade de
sobrevivéncia maior que os pacientes ndo-ambulatoriais. No caso de pacientes que tiveram como
causa de morte o aparecimento de metastases, a condigdo do paciente ndo foi significativa (log-
rank = -1.4962, p_value = 0.1346).

Os modelos de riscos competitivos CRW1 e o proposto CRW2 foram ajustados aos dados
(¢, 65), 7=1,2, ., m, i==1,2 e &, indica a causa de falha. As estimativas de maxima
verossimithanga dos par@metros destes modelos e seus desvios padrGes sio apresentados no
quadro 5.7 e as hipdteses de interesse estdo no quadro 5.8.
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Grafico 5.8. Estimativas de Kaplan-Meter para a causa de morte por cincer
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Grafico 5.9: Estimativas de Kaplan-Meier para a causa de morte por
metastases (causa 2), considerando a covariavel Z,
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Quadro 5.7: MLE dos pardmetros dos modelos CRW1 e CRW2 e seus desvios padrdes

parametros  Modelo CRW1 Modelo CRW2
MLE (s.d) MLE (s.d)}

Ay 0.0035 (0.0020) 0.0035 (0.0019)

Ag le-10 (4.2e-11) 1le-10 (7.4e-11)

Az 0.0334 (0.0057) 0.0167 (0.0019)

o 1.3060 (0.1426) 1.3069 (0.1440)

o 0.8031 (0.4005) 0.9620 (0.3476)

7y 0.0885 (0.0253) 0.1771 (0.0463)

Table 5.8: Testes de hipoteses de interesse

hipoteses testes assintoticos
w LR R
valor | p-value | valor | p-value | valor | p-value
Hpy:op=eao=1| 2.18 0.34 2.37 0.31 2.50 0.29
Hyy : A2 =0 6.09 0.01 7.31 | 0.006
Hgp:A=a=0 5.84 0.05 975 | 0.007 | 6.67 0.04
Dos resultados, pode-se concluir que o modelo ACBW2 com o = ag = 1 pode ser

ajustado aos dados e as fungSes risco de morte pela causa 1 (cancer local) e causa 2 (metastases)
sdo fungdes crescentes, como podem ser vistas no grafico 5.10. Além disso, as causas de falhas 1
e 2 sdo dependentes.

Grafico 5.10: Fungéo risco "crude” para as causas de falha 1 (local) e 2 (metastases) - CRW2
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OBS: O grafico das fungles risco "crude" para o modelo de riscos competitivos baseado no
modelo ACBW1 € similar ao grafico 5.10.

As covarlaveis presentes neste exemplo foram: Z; - tipo de acompanhamento (z; = 0 -
ambulatorio, z; =1 - ndo ambulatorio) e Z, - tipo de tratamento (Z; = 0 - tratamento A,
Zo = 1 - tratamento B) e Z; - idade em anos. Foram ajustados vanios modelos e realizado o teste
da razio de verossimilhanca para verificar a inclus@o ou ndo da covariavel no modelo. Os
resultados sfo apresentados no quadro 5.9.

O quadro 5.9 se refere aos testes de algumas hipdteses de interesse para verificar a
possibilidade da redugfio do modelo e o teste para verificar a efetividade do tratamento e os
efeitos de algumas covaridveis sobre o tempo de sobrevivéncia.

Quadro 5.9 Estimativas dos parametros do modelo CRW2 com a inclusio de covariavets.

para- Modelos
metros ml m2 m3 m4 m3
A1 0.0053 0.0023 0.0321 0.0027 0.1126
A 0.0023 le-10 le-10 le-10 0.0760

Ar2 0.0107 0.0089 0.0093 0.0142 0.0156
a; 1.3053 1.4027 1.2903 1.3361 0.9071
s 0.8724 0.9702 0.8718 1.0197 0.8937

¥ 0.1272 0.1633 0.1497 0.1598 0.4194

Bi -13207  -0.1273  -0.4523 04779  0.0992
BF 27403  -0.0340 - - 0.0986
B3 0.0608 - 0.0397 - 0.0401
B} 0.1015 0.0933 0.1015 0.0986 0.1002
B2 0.1065 0.0839 - - 0.1017
B3 0.5636 - 0.5741 - 0.2178
Il 04271 -0.7599  -0.5592  -0.5422 -
B2 -0.0281  -0.4992 - - -
B -0.0071 - -0.007 - -

LV. -6162329 -618.0205 -618.7204 -615.5978 -628.4091

Onde: 3, 5, e B € o efeito da covariavel Z; no modelo,
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m]l - modelo considerando as covariaveis Zy, Z, € Zs, e que sera considerado como o modelo
completo;

m2 - modelo sob a suposi¢do de que nfo existe o efeito da covariavel idade;
m3 - modelo sob a suposigdo de que o efeito do tratamento € nulo,

m4 - modelo sob a suposi¢iio da existéncia de efeito somente da covariavel Z;
m5 - modelo sob a suposi¢do de que o modelo € de riscos proporcionais:

Quadro 5.10 : Algumas hipéteses de interesse.

hipoteses RV. gl | p_value
nAo existe efeito da idade 35752 |3 03111
ndo existe efeito de tratamento | 49750 | 3 0.1736
6
3

existe efeito somente da cov. Z; | 6.7298 0.3465
modelo de riscos proporcionais | 24.3524 0.00002

Novamente, pelos quadros 5.9 e 5.10, ndo houve diferenga significativa em relagdo as
covaridveis tratamento e idade, ou seja, a idade e o tipo de tratamento nédo tém efeito significativo
no tempo de sobrevivéncia dos individuos que tiveram morte por cancer local ou metastases.
Portanto, pode-se concluir que somente o efeito da covaridvel Z; {condi¢do do paciente) sobre
os tempos de sobrevivéncia foi significativo.
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Conclusoes da tese

Em uma situacdo de riscos competitivos com duas causas de fathas, no contexto de
tempos de falhas latentes, algumas propriedades de uma distribuicdo bivariada sdo muito
importantes. Nesta situagdo, as principais caracteristicas desejaveis sio:

a) a distribuicio deve ser absolutamente continua;

b) deve ter a flexibilidade para o ajuste de dados com riscos crescentes, decrescentes ou
constantes;

¢) os parametros do modelo devem ser identificaveis a partir dos dados observados;
d) as distribui¢cGes marginais devem ser identificaveis.

Na revisio de literatura realizada, nenhuma distribuicio bivariada apresentou estas caracteristicas
conjuntamente.

O modelo Weibuli bivariado proposto atende todas as propriedades citadas acima. Do
ponto de vista metodologico, foi mostrado que o modelo atende as condigdes de regularidade que
garantem as propriedades assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanga, isto permite a
utilizag3o dos testes de hipoteses assintéticos baseados na verossimilhanga.

Do ponto de vista de aplicacio, em muitos conjuntos de dados de tempos de vida, €
razoavel supor que os dados provem de uma distribuicio Weibull, permitindo a utilizagio deste
modelo para o ajuste aos mais variados conjuntos de dados. Exemplos de simulagio mostraram a
flexibilidade deste modelo ¢ em aplicagdes a conjuntos de dados reais, mostraram bastante
coeréncia com analises realizadas por outros autores.

Portanto, este trabalho fornece uma importante contribui¢iio no estudo de modelos de
riscos competitivos.
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Pesquisas futuras

Com base neste trabatho desenvolvido € interessante dar continuidade as pesquisas nos
seguintes pontos:

- Aprofundar os estudos de testes de hipoteses de independéncia, pelo fato que este pardmetro se
encontra na fronteira do espago paramétrico. Este tipo de teste tem sido alvo de diversas
pesquisas para diversos modelos e situagdes, em geral, é observado a grande dificuldade em
formular um teste de hipotese deste tipo;

- A teoria de processos de contagem e martingal fornecem ferramentas necessarias para o
desenvolvimento de uma teoria geral e rigorosa de modelos envolvendo dados censurados,
portanto € importante considerar a formulagdo deste modelo sob a forma de processos de
contagem.

- Melhorar os estudos de simulagdo, aumentando o numero de simulages para a comparagio

entre e estudo dos estimadores obtidos para os trés métodos de geragdo propostos: formulacio
de Ryu, Método MCMC e Método da rejeigio.
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Apéndice A

Formulacido do modelo Weibull bivariado de Marshall
e Olkin

A distribuigio Weibull bivariada de Marshall e Olkin é obtida por meio de uma
transformagdo de variaveis da distribuigio exponencial bivariada (BVE). Denote a distribui¢io
Weibull bivariada como BVW. Na construgdo desta distribuiggo bivariada exponencial, Marshall e
Olkin consideram um modelo de choque fatal e outro de choque néo fatal.

No caso do modelo de choque fatal, suponha que os componentes de um sistema com
dois componentes falham apds receber um choque que é sempre fatal Suponha ainda que
processos de Poisson independentes Z; (t; A ), Z2(¢; A2) € Z12(¢; A12) governam a ocorréncia de
choques, onde Z(t;A) = {z(t),t > 0, A} representa um processo de Poisson homogéneo com
parimetro A. Os eventos no processo Z; (f; A;) sdo os choques no componente 1, eventos no
processo Zo(t; A2) sdo os choques no componente 2 ¢ Z;2(¢; Aj2) s0 os choques em ambos os
componentes. Portanto, se 77 e 7, denotam as variaveis aleatorias que representam os tempos de
vida do primeiro e do segundo componentes, respectivamente, e levando em consideragio que
Z1(t; A1), Z2(t; Ag) e Z15(t; Ar2) sdo independentes, a fungio de sobrevivéncia conjunta entre 7}
e 15 é dada como:

S(tl,tg) = P(Tl > tl,Tg > tg) = P{Z;(s; Al) == 0, Zz(f; )\2) = O, Zlg(mam(s,t); Am) = 0}
= P{Z,(s; A1) = 0}P{Z5(t; Ao) = 0} P{Z12(maz(s,t); A12) = 0}
= e:cp{ — )\1t1 — Agtg - )\mma.’n(tl,tg)}.

No segundo caso, no modelo de chogue néo fatal, considere novamente trés processos de
Poisson independentes, Z;(%;6,), Zo(t; 82) e Z12(t; 612), governando a ocorréncia de choques,
com a modificacio de que estes choques ndo necessitam ser fatais. Os estados dos sistemas
podem ser descritos pelos pares ordenados, (0,0), (0,1), (1,0) e (1,1), onde 1 no primeiro
elemento do par ordenado indica que o componente estd operante ¢ O que ele ja falhou, e
analogamente para o segundo elemento do par ordenado. Os eventos no processo Z;(t; 6;) séo
choques no primeiro componente que causam uma transigdo do estado {1,1) para (0,1) com
probabilidade p; e de (1,1) para (1,1) com probabilidade (1 — p, ). Similarmente, os eventos no
processo Za(t; b2) causam uma transigdo do estado (1,1) para (1,0) ou (1,1) com probabilidades
2 e (1 — po), respectivamente. Eventos no processo Zyo(t; 8;2) causam uma transi¢do do estado
(1,1) para (0,0), (1,0), (0,1) ou (1,1) com probabilidades pyo, 710, P01 € P11 respectivamente. Seja
T, a variavel aleatéria que representa o tempo de vida do primeiro componente, € 7> o do
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segundo componente. Como Z;(t; 61), Za(t; 62) e Zja(t; 62) sdo independentes e com
mcrementos independentes, para ¢t > ¢; > 0, a fungio de sobrevivéncia conjunta pode ser escrito
como:

S(tl,tg) = P(T} > t1,T2 > tz) = P{Zl(s; 51) = {J, Zg(t; 52) = {, Zm(ma:r(s, f); 612) = O}

oo § oo
- {}: ~ae G () —m)k}{ge-éﬁz@%l’u —Pz)l}

k=0

{ § io: [e—émtn @i%ﬁ(pu)ﬂ [ewélz(tz_tl}W(Pn -+ POl)k} }

nw=0 m==0

= ezp{ — 16171 + b12po] — t2[bop2 + 612(1 ~ p11 — po1)]}-
Por simetria, parat; > ¢, > 0,
S(t1,t2) = P(T1 > t1, Tz > t2) = ezp{ — t1[61p1 + b12(1 — P11 — P1o)] ~ to[b22 + S12m0]}-
Portanto: S(t1,%2) = exp[ — A1ty ~ Aoty ~ Apomnaz(ty, i2)], (A.D)
onde: Ay = &1py + b12p01, A2 = S22 + b12p10 € A2 = 1200
As fungdes de sobrevivéncia marginais de T e de 75 sdo dadas por:
St (1) = exp{ — (A1 + Az)t1} e Sp(ta) = exp{ — (A2 + Aiz)ta}, (A2)
a fungfo densidade da distribuicdo BVE é:

Flt, ty) = Z5tt) (A1 + A2)hoexp{ — (A + At — Aoto} set; >t
s 62 at; Oty (AQ -+ AIQ)AICEP{ — Altl — (A2 -+ "\IZ)tZ} Setl < tg’

(A.3)
e as densidades marginais exponenciais sio:

fr,(t1) = (A + Arz)ezp{ — (A1 + M)t } e

I (t2) = (A2 + Arz)exp{ — (A2 + Arz)ta}. (A4

Esta distribuicfio ndo € absolutamente continua, ou seja, sua fungdo de sobrevivéncia pode
ser decomposta em uma parte singular e a outra parte absolutamente continua. Esta
decomposicio € dada como:

S(tlstQ) = &%&Sa(tlatQ) + &izss(tl) t2)
onde: S,(t;,12) = exp( — Amaz(i,1;)), é uma distribuigio singular, e
Sa(ti, tg) = mexp{ - Altl -— Agtg - /\lgmax(tl,tg)} - mﬁu—emp{ - Amax(tl, tg)} & a

A+
parte absolutamente continua. Portanto P(7; = T5) > 0.
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Pelo Lema 3.2 de Marshall e Olkin (1967), a funcdo geratriz de momentos ¢ dada por:

OO pOS iz (A (A e ) A Ape )+ T A

wuht?) = fe f@ e™h? tgde(x’ y) - {»\'i‘;z+t21)(}t1+;122+t2;)('\;2+&;:f:)2’ (A.5)
onde A=A +A+XAo2. A covaridncia entre 77 e T, € dada como:
Cov(Ty,Ts) = Yee H;‘?{& o5 © coeficiente de correlagdo € p(T1,T2) = A2/ e a distribuigio
de T = min{T1,T,) é exponencial, com pardmetro A. A distribuicdo BVE pode ser representada
por meio de variaveis aleatérias independentes, ou seja, (17,7%) é uma BVE se e somente se
existem variaveis aleatorias exponenciais independentes U, V' e W tais que T} = min{U, W) e
Ty = min(V,W).

A distribuicBo Weibull bivariada € obtida por meio de uma transformacfo de variaveis, ou
seja, se (T3, T5) é BVE, entdo (Tf/ o 5/“2) ¢ uma distribuicio Weibull bivariada (BVW1),
onde a fun¢io de sobrevivéncia € dado por:

S{ty,t:) = exp{ — Mi7* — A2t3? — Aamaz(i7,15)}. (A.6)

Na situagio da distribuicio Weibull bivariada, T = min(17,72) tem distribuicio Weibull
somente se o = Q.

A funcgio densidade de probabilidade é dada por:

(Al -+ }\gg)Agait?l‘iazfgztiemp{ — {)\1 -+ Alz)t? o Agtgz} 5 t?] > fgz
(Ag ~+ Agz)Alalt?lﬂiagtgzﬂ}‘exp{ - )\gtclh e ()\2 o )\zg)tgz} S&t‘fl < tgz

fty,t2) = { (A7)
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Apéndice B

Calculo das funcfes de distribuicio conjunta -
Formulacdo de Moeschberger

Este apéndice tem por objetivo mostrar em detalhes a construgio da fungio de
verossimilhanca dada por Moeschberger para o modelo Weibull bivariado de Marshall e Olkin. A
dificuldade nesta formulacio em riscos competitivos surge pelo fato deste modelo ndo ser
absolutamente continuo.

Considere-se inicialmente o primeiro caso oy > a. O componente a) pode ser construido
da seguinte forma:

a) Causa de falha do individuo ¢ 1 (¢; < #3),t <1 € a7 > ao. Entdo a regifio de integragio ¢
dada na figura B.1.

?th.

T T T T e R T O i T T AT I ey v e

Figura B.1 - Regido de integragdo para a determinagio da P(7 < ¢, [ = 1|t < 1, oy > )
QOu seja, tem-se que:
PT<t, I=1t<1, 00 > o) = P(T St 1 <t <1, o1 > o)

= f(ff;f’ Ar(Az + )\12)a1i‘f3—jag%§2“ie$pi — A — (Ag+ As2)t5?]dtadty
(£ < 57)
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= fg)\ialif“lezp[ — }\lfa‘}{jso (Mo + Ajg)agtgg—le.’ﬂp{ —{As+ ‘:\lz)fgz]dfg}dtl

o
}dh
i

- js}\iali?l"lemp{ — ,}\ltm]{ o E:L'p{ — (/\2 -+ }«lg)fgz

portanto:

P(T g £, I = Ilt < 1, oy > Q’g) =z f(f/\lalt‘flwlexp[ - /\ltal e ()\2 -+ Alg)ifz]dil

b) Causa de falha do individuo € 2 (¢; > £2), t < 1, oy > an. Portanto a regifo de integragdo
para a Funcdo de Distribuigio conjunta ¢ dada na figura B.2.

TIECTI Ty T

Figura B.2 - Regido de integragiio para a determinagdo da P{T < ¢, I = 2|t < 1, s > 2)

PT<t, I=20t<lo1>a)=PT<ttH>8t<], 01> o)

arg f o
= fg f;‘ 1 A1(Ag + Alz)alt{{”“iagtgﬂ“lexp{m ALtTt — (A -+ A5 dt diy +f§ Azezp| — ,\tgﬂ]dtgz
(8 < 9 (5 =)

-+ fg‘ﬁ;ga] A2l + Alg}alt?lmlaztggwlexp[ - (Al +- A;g)t?! - Agtgz}dtg dis
)

t 2z oy t;ﬂq xz 1 o d aa—1 %
= fO (/\2 -+ Alg}agtz ea:p[ — (}\2 + Alg}tz ] t )\]_Qltl‘ B:L‘p[ e )i}tg ]d}fl dtg =+ fDAlgagtz €$p[ - /\'gz ;dtg
+ fé}\zagtgzmleﬂ:’p[ —- Agtggj{j;g:/a, (Al -+ Alz)a;t‘f‘"iexp[ — ()\1 -+ Alg)t?l]dtj}dtg

agfay
= Jg(,\z e Alg)agtggml e;cp[ — (Ag - Alg)i’gz}{ — E:Cp[ — )\lf?”zz }dfg - f;).lgagt‘gﬁ”iezp{ w Aigg]dfz
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4 s — = N ;00
-+ fg Ageats? lezp — )\21‘;‘2;{ —exp|~ (Ay A}Q}tinlif?fﬂq}dtg
= f;(f\g -+ /\12)0'2'5?2”1 e;v:p[ it Alt;" —_ ()\2 + Alz)tgzidtg o f;().g + Alg}agtgrlexp{ - Altgz - (z\g -+ Alg)tgg]dtz
A fé Aip0ats* texp| — A3 |dts + fg hoets® tewp — (As + AT — AotS?]dts

ou seja;

P(T § t, I Ees Qlt S 1, (&3] > az) = fot()\g 4 Alg)agtgz"zemp[ — )\ﬂ?gl - ()\2 -+ )\gg)tgg]dtg

c) Causa de falha do individuo € 1, (f; < %3}, £ > 1 e oy > o, entdo a regifio de integra¢do para
a determinacdo da Fungdo de Distribuicdo conjunta entre 7" e a causa de falha ¢ dada na figura

B3.

tzi;

NN
(ot > oyl

L 1

Figura B.3 - Regifio de integraco para a determinagfio de P(T <t I= 1|t > 1, ap > Oig)
PO <t,I=1>1, a1 >m) =PT <tt <tlt>1 a >a)=

e ffﬁ?}'ag )\1(Ag + )\12)a1f?iwlagtggﬂ1&$p[ — A;t?ﬁ — (Az + )\zg)t?]dtzdi‘l + ‘f: Agg&.’t}?{ — )\t?]]dt?g
) e

oy e _ = .
+ ff tt; Aa(A + )\12)@1?}?! 10@’5;2 131‘}9{ - {)\1 + Alz)t?‘ e }‘gtgg}dtgdtl
(t;” > tg?)

s jf)\laltfrlex’p[ - )\;t?l] {_ﬁ;/al {AQ + Al?)&gtgz_lem’p[ el ()\2 -+ )xig}tgzgdtz}dtl -+ ﬁz\;galt‘fl_lex‘pi — Af‘:}]dﬁ

o fe
+ [+ Ag)oat Feapl - (A o+ Am)f?i}{ﬁi‘l gt eap| - Azt?}d‘f‘z}dt;
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. f;)\iaii?’mlezp[ - Alt?‘]{ — exp| - (Ay + /\12)1‘32} |;?1/eg}dt1 + f;hlgalt?riewp{ — AtPldty

; ~ P
-+ fl (A; -+ Alg)ﬂtl'ﬁ?} lemp{ — ()\1 -+ Alz)ﬁ?i}{ - 85‘3}7[ — )\gf?”;l }di‘g
= fidvent§ " reap] ~ At — Qo + M)t dty + f{Arzeaty  ep] - MY ldty
-4 ff ()il -+ Alg)alt‘;”lemp[ - (/\; -+ /\12)3‘1}1 — Agf?ald‘t]_ e f:(/\l -+ /\12)041 t;_zl“l esf,’p[ - (/‘\;_ -+ )\m)t;l — Agt{;lidtl

e portanto:

Pr<t,I=1¢t>1, 01 > ap) = ff()\l + Alg)altfwiexp[ — (Ag + A7t = Aot ]dty

d} Causa de falha do individuo € 2, (¢; < #5), oy > ao. Portanto a regifio de integragfo para a
Fungio de Distribui¢do conjunta € dada na figura B.4.

LN

b

Figura B.4 - Regido de integragio para a determinagio da P(T' < ¢, [ =2/t > 1, o7 > o)
PT<ti=20t>Lar>a)=PT<tt>6t>1 o <a)

== ffJ;:o )\2(}\1 o Alg)alt?lwiagigriexp[ - (Al - Alg)tf-‘ — )\gfgg}dtldi‘g
(£ > t57%)

= ﬁ)\gagt;’*’_lexp[ - }\zfgg]{‘ﬂ:a(kl +- Alg)alt‘f”lexp{ - {Al + A}g)t?i}dh }di’g

e portanto:

PT<t,I=20t>1, 0 >0) = T Asots texp] — (A + Ma)td — Aot ]dt,
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Apéndice C

Formulacio da distribui¢cdo Weibull bivariada de Ryu

Para a formulagdo do modelo Weibull bivariado absolutamente continuo de Ryu, que sera
denotado por ACBW1, Ryu (1993) supde a existéncia de trés processos de choque possuindo
distribuigoes de Poisson independentes: {Ny(¢), t > 0}, {Na(¢), t > 0}, e {Ny12(t), t > O}, com
taxas de intensidades Aj, Ag e Ajp, respectivamente. Neste modelo, Ni2(t) determina o risco de
falha de itens comuns aos dois componentes, ou seia, ele governa um fator comum que pode levar
a falha de qualquer um dos componentes e N;(t) determina o risco de falha de um item especifico
que afeta somente 0 componente %, 7 = 1, 2. Assume, ainda, que a taxa de risco no tempo de falha
t da ¢-ésima componente, dada a realizagio do processo estocastico, ¢ d;N;{t) + v N12(2),
i = 1,2, onde d; representa o tamanho do impacto sobre o item de um componente especifico e
~; representa o tamanho do impacto sobre o ftem comum aos dois componentes. Esta forma de
usar a taxa de risco COmo um processo estocastico é chamado também de fungdo risco aleatério
ou um comportamento duplamente estocastico. Para a simplificagio posterior e para possibilitar
uma comparagdo ao modelo BVE, Ryu utiliza a pressuposicio de que d; = ds = oo. Isto implica
que qualquer processo de choque sobre um item especifico de um dos componentes leva a falha
deste componente, enquanto que um choque de um item comum aos dois componentes N;o(t),
causa um dano potencial no sistema que poderia levar ao aumento da possibilidade de falha do
componente ¢, com um tamanho de impacto 7y;, ¢ = 1,2. Note ainda que esses choques dos itens
comuns aos componentes 1 e 2 atuam de forma acumulativa, a menos que y; = 2 = 00, POis
neste caso, um choque em um item comum levaria a falha dos dois componentes
simultaneamente. Condicionado ao processo de choque, os dois tempos de falha sdo
independentes, € o que dirige a dependéncia entre eles € a existéncia do processo de choque
comum especificado por N2 (%), nos eventos condicionantes.

Seja X; a varidvel aleatéria tempo até o primeiro salto do processo N;(t), onde
{N;(t), t > 0} é um processo de Poisson com taxa de intensidade A;. Seja Z; a variavel aleatdria
duracfio que possui taxa de risco condicional no tempo t de ; Ny, (¢) dada a realizacio de N2 (%),
onde {N;2(t), t > 0}, é um processo de Poisson com taxa de intensidade A;o. Seja 7; o tempo de
falha do i-ésimo componente e, portanto, pode-se expressar T; como 7; = min(X;, Z;) e o
processo estocastico de risco comuin N;»(t) é a dependéncia entre T; e To.

Para a formulagio do modelo ACBW1, neste trabalho foi considerado que X; tem uma
distribuigio Weibull com taxa de risco dada por A;a;t% Hou seja, P(X; > t) = exp( — Ait™)).
Pela relag3o entre a taxa de risco e a probabilidade de sobrevivéncia, a fungéo de sobrevivéncia
condicional de Z; dada a realizagio de Ny (t) € dada  por

P(Zt > t|N12(t)) = ea:p{ — ’nf(:ng(u)du1 .
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Considere (2, A, P) um espago de probabilidade e Nyo={0,1,2,...} uma
decomposigio contavel, com P(Nip = k) > 0, entdo:

P(Z; > t{N12) =k§:P(Zi 2 t|Ni2 = E)I(Ni2 = k)
=0

Por outro lado, pode-se escrever a fungo de sobrevivéncia ndo condicional de Z; como:

o0 ore) _
P2 )= B P2 6 Ne = 1) = R IR P (N = )
=0 -

= S2P(Z: > t]Nyy = F)P(Nia = B} = S P(Z: > ¢|Nyz = B)E{I(N1p = k)}
=2

k=0

= E[P(Z; > t{N12)] (princ. da subst. de esperanca cond.)
= E{exp[ - 'yz-ngm(u)duH mgP(NH = k) E{exp{ — m-jgng(u)du] Ing = k]

Para continuar a prova desta formulago, considere alguns resultados apresentados por
Ryu.

Afirmacio: Suponha a ocorréneia de k chogues até o tempo ¢ e denote 73, T2, ..., 71 OS teMpos
de ocorréncias destes choques, conforme a figura C.1. Em cada passo, ¢ indicado o nimero de
choques que ocorreram até aquele tempo. A realizacio N(2) (onde {N{(t),t > 0} é um processo
de Poisson com taxa de intensidade A) € uma funcgfo escada que € continua a direita e tem seus
limites a esquerda. Desta forma, a integral f(;'N (udu=(F—71)+{E—T12)+...+ ({f— 1) esth
bem definida.

Lema : Os tempos de ocorréncias T, Ta, ..., T S@o distribuidos independentemente e
uniformemente distribuidos em (0, t] quando ndo estdo ordenados (Barlow e Proshan, 1981).

Coroldario : (t—mn), (t—172), .., (§— 7)., quando ndo ordenados, sdo distribuidos
independentemente e uniformemente sobre (0, t|.

Prosseguindo a demonstrag3o, considere o fato que Njo(t) tem distribuicio de Poisson
Arzt, € utilizando os resultados apresentados acima:
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Figura C.1 : Uma realiza¢do de um processo de choque de Poisson

»
N y
—-—-———f——u
k-1 :
I |
I
l
I
z I
1 E
l
} »
TR 5 Tt T t tempo
P(Z: 2 )= ST Bleapl — (£ = )+ (= m) + ...+ (¢ = )]} (afirmacdo)
= 30 2208 perpl — m(k(t — )]} (identicamente distribuidos)
k=0
= g———%ﬁ?”ﬂi Efezp[~ %(t — )]}*  (independéncia)
o ki VK
= 3 et (1) (coroliirio)
Jg —e ‘{\
_ z—(—"’——)— = eap{ ~ At +22(1— )},
A fungio densidade ndo condicional de Z; no tempo t €:
F(t) = Mol ~ e7) exp{ — At + 22(1 — )}, (68

e a taxa de risco de Z; no tempo ¢t é A;2(1 — e ), que aumenta em ¢, a menos que y; = 00. A
taxa de risco para 7; € a soma dos dois componentes das taxas de risco, dado que X; e Z; séo
independentes, ou seja:

Ai(t) = Mat@ ™t + Ao (1 — e ), i =1,2.

A funcgdo de sobrevivéncia de T; é dada por:
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P(T; > t) = e:z:p[ — A%~ Apof + (}\12/%)(1 - 6_7it)], 1=1,2 (C2)
Através da diferenciacdo, obtém-se a fungio densidade :
frt) = {hieut® + Ap(1 — €M)} X expl — At ~ Appt + App/y)(1—e )], i=1,2 (C.3)

Dada a realizagio de Ny2(t), a fungfio de sobrevivéncia condicional conjunta de (71, 75)
pode ser expressa como :

P(Tl >t, 05 > t2|N12) =z P(X1 > ?f])P(Xg > tg)ea:p[ - ’}flf;}Nm(u)du - ’}'zfglez(u)du},

pois X, X, e Ny» so independentes. Novamente, tomando a esperanca e usando 0 mesmo
resultado acima, obtém-se a fungo de sobrevivéncia conjunta nio condicional para T3 ¢ Tb,

P(Tl >, T > tg) = E[P(T1 > 1,15 > tzIN}_g)}

= P(X) > 41)P(Xs > 1) Eeﬂ»‘?[ ’Ylfo Nig(u)du "’Ygfg ng(u)du]

Para encontrar a esperan¢a da expressdo acima, deve-se considerar as duas situagdes (f; > 1o ¢
t; < t5). Logo, no caso t; < o, 0 expoente pode ser escrito como:

"y Nuo(u)du + 72 fy Nig(u)du = v J3 Nig(w)du + 7o f3* Nyg(u)du + 'ygj;thm(u)du
= (71 + 1) Jo' Nia(w)due + v [ Nig(u)du + o f7 Nio(ty)du — Y2 fi Nya(ty)du
= (m +m) Jo N2 (w)du + y2(ts — 1) N12(t1) + 72 [ (Nia(w) ~ Nia(t:))du

Portanto:

Ee:z:p[— *vlfe Niz(u)du wfygfo Nys(u du]

Eexp| - (1 + ) [y Mo()du = 7a(tz — 1) Nuat1) = 12 [ (WMo () = Nia(t1))d]

= E{e:cp{ — (n + 1) f7 Nis(u)du — oty — t])N}g(tl)} }E{exp[ - 'ygjff (Nyz(u) ~ ng(tl)}du] },

pois no processo de Poisson Njo(t), os incrementos sdo independentes e identicamente
distribuidos. Desta forma, os fatores deste produto podem ser calculados separadamente.
Utilizando um raciocinio analogo ao procedimento anterior, segue-se que:

E{e:gp[ — (v + ) fF Nplu)du — 1ty — ) Nialty )] }

=)

};G (N1 = k)e-nltet )}‘E{ [ea:p( {(m+ 73)f0 Nia{u) du)] !NR £ k}
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=§P (N1 = B)e &R Effeap( ~ (v + )t — 70) + . + (& — m)]}

= g)P (Nyz = k)e~ R Eflexp( — (v + v2)k(ts — n))}

= iP(Nu = k)e R Eflezp( — (v + )t — n)) 1

k=0

00 as2 k k o0 k
e Aot ]t )k [ 1ttt - 1 —rp{ta—t)k | 1mgruteh
— k} 0: e Falto—t1) W e 3:&3 0: = (Amt])e a{ta—t1} ....{_%._.T

o) _ k
— Aty L s (ta—t1) (___—1“ev(73h2)=3 gl ( gttt pmntitrty
€ k};;“ {Al?e () E Az )

k)
= 81'19[ — )\ggfl -} ﬁ?ﬁ'rz_) (e_'m(tﬂ_tl) — e“’?lfz“i"’mtz)}
e por outro lado,
E{ezp{ =l (sla) - le(tl))du] } = gP(Nm = k)E{ [BJ’P( — 2 i (Naa(u) — N12(t1))du)} |Niz = k}
=2 P(Ni = B)B{feap(~ nl(t: =t —m) + ..+ (e — 1 — D]}

- gP(Nw = k)E{[exp( — [kt — t1 — 7)])]}

=] k
= 3 P(Nio = B){E{[ezp( — nl(t2 — t: — )]} }
k=0

X '*"12(‘2”‘1){.\ (it )} [ 1_e—mtia—t) k e~ Ml Izerutahy) :
k%% 1a(tet { T } — itz f’)z {(}\12 t2"‘t1)){ Yalta~t1) }}

= e“’\”(tz"t‘)g% {Alg{ww'fz{‘r‘ﬂ Hk = ea:p[ - Aa{ts — #1) + %122 {1 e_'*?(*z_z‘})} .
Concluindo, se t; < i, € obtido:
Eea:p{ - 'ylfé]Nu(u)du - 'ygjgzN;g(u)du] =
= e:rp[ — At + @f\ﬁ;ﬁ (ettt} — e"”’ltiw’z?)] ezp[ — Al —t1)+ %}f (1- e'""’i(t?"“‘))}
= ea:p[ ~ Argty + (1~ emnlet)) 4 Gi‘f;y; (emalt—ta) — e“”ﬂ’l*"ﬂfz)}.
No caso se t; > 1o, as expressOes acima podem ser determinadas de forma analoga.

Como X; tem distribuigio Weibull com parimetros (\;, oy ), a fungio de sobrevivéncia
conjunta € dada por:
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(
exp{ ~ Mt = Aty — Agt? + 22 (1 — emhh)) 4
A - — ey By
S(t1,t2) = 3 Bl e L et > e (C4)
1,02 = .
’ exp{ — A;t?l — Aqpte — )\gtgz -+ % (1 - 8~'n(t2_tl)) +
\ "/TJ\}P%V_; (8“72(f2—i1) — e—‘ﬁtl"‘“"rszz)} set; < to

Note que se oy — leas — 1, € obtida a fun¢io de sobrevivéncia de uma distribuigio
bivariada exponencial de Ryu (1993), e se, além disso, 73 — 00 e 72 — o0, esta fungdo
distribui¢do reduz-se a distribui¢do bivariada exponencial BVE de Marshall e Olkin (1967).

A fun¢do densidade € obtida através da derivagio da fungio de sobrevivéncia.

Paraty > 1o,

4 ) - - 1YL |y By eyt —ryots
S(t1,t2) _)\1&115‘1’* Y Asp (1~ emni-tad) 4 %(3 nlt-ta) _ gmnts 'Y?‘-‘)]

-Agtxgtg?-l + Apge MR :;f\”f;; (e mt=t) 4 726—'\:111-‘1%)] +

S(t;, tg) [Am.-},}e“’n(tz—tz) — :yéi-%‘z (718"71@3""12} + 723“’1'11‘1-—7'3?2)} set; > 1oy

fltm) = S(ts,43) [Az0ate ™! 4 App (1 — eml) 4 SUL (gmlta=t) — e—'rafz-"fsts)] €35
[f;\lalt?lnl + Appe~mltrh) — :{f\f:/;("/ze”'”(t?“ti) + 'ne_”"““"?‘?)] +
\ S(t1,t2) {}\12728_"’2“3"“} - ,;\lf_?;i (ypemeltti) +’Yl€“""t1""‘”‘t’*)] sel) <12
As fungbes de sobrevivéncia marginais sio dadas por,
Sn(t) = emp{ — At — Aoty + 5“;}5(1 - e—"ﬂtl)} e
5p,(t2) = eap{ — Xat5? = Moty + 22(1 — e7u8) }, C6)
e as fungdes densidade de probabilidades marginais:
Fr(t) = ot ™ + Ap(1 - e )]exp{ — Mt = Apgty + 22 (1~ e"ﬁ‘l)} e
(C.7)

sz (t2) = [Agagtgg_l + )\12(1 — 6—72& )] e:z:p{ — Agtgz - Alztg -+ “’}y“t’g‘(l — 8_72’:2)

118



Apéndice D

A distribuicido proposta é absolutamente continua

O objetivo deste apéndice € dar a prova tedrica para a seguinte proposig2o:

Proposicdo: A distribuicdo proposta é absolutamente continua, ou seja, P(Ty = T,) = 0.

Prova: Sem perda de generalidade, considere o caso a; = ag = 1. Para fazer a prova desta
proposi¢do, considere o seguinte fato. Para uma distribuigdo bivariada, em geral, sabe-se
que: P(1h > 1)+ P(Th <T3)+ P(T; =T3) = 1. Logo, se esta distribuigio bivariada for
absolutamente continua, vale o seguinte: P{(T; > T3) + P(11 < Tp) = 1.

Para o calculo de P(17 > T3) = P(T1 — 15 > 0), é preciso obter uma transformagio de
variaveis, ou seja:

W=T ~T, =T =W+Z

=T =T =7,
Portanto, o jacobiano desta transformacgéo ¢ 1, e pode-se escrever:
fw.z(w, z) = fr,5(w, 2)|J|

Estas funcles podem ser calculadas pelas densidades dadas em (3.4), na regido onde
:rl > Tza

fra(w, 2y = ezp| =~ M+ 2) = Xz — Anplw+ 2+ 2) + B2 (1 — 1) +

4 - Ligg Ly (BB —m A (o —~Bw — D (LB
m(e S L 2})J{[:\1"‘f’“/\12(1—-e L R CaE T z 2))}

[}\2 + Azl +e7m¥) — ;?"}ﬁ; (716_121%, + ’Yze“z%w“{:?“‘-‘zzz)z)] +

et X _m M (T T2
[)\12718 M L (17T e (2+?)z)] }9

fwz(w, z) = exp[ — (M + 22+ 2h2)z - (A F A)w A 331 - ) +

4 E“Z-%‘w —fm.m et 2197 u:?‘w _?_L+'."22
et (1 - o) [{ P a1 — o) 4 BERET (1 - o)
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~Fw T
{/\z + Ap{l + e M) — %fiw (m+ 'yge"f"#%)”)] +

Prame - 225 oy 4 e @19,
logo:
P(T}, - TQ > 0) — kmjéme,Z(W,Z)dzdw — j;)oofomfw,z(w, Z)dwdz

- waoooezp[ — A1+ Ao+ 20s)z — (A H Agjuw + %Y,l;a(l — ey

~F - - -Fv L
Sy (- e E B { [ dal1 - o)+ BEEE (1 ()|

¥

[Az + App{l 4+ e M%) — %%33—? (m + %em(z;%;)z)]

N
+ [3\12738”“'” - Aii’;j (m+ 726”(”?“*25}2)} }dwdz

= [~ e:rp{ — (A1 + Ae + 2h12)z — (A + A)w + %?.(1 - eTMW)

T T ~ w=0c0
——*2——4?,,12;3 {1- e“*(%#’%)z)] [}Q 4+ App{l + e~m¥) — ,2,:\:;;3‘2_{_(,},1 + 726—\-214-%)2)] dz
w=0
= [ezp] =\ + A2+ Dhg)z + s (1 - 2 3)]
Dt e = B2 o+ e @) b

Para o célculo de P(T; < Tp) = P(Ty — T; > 0}, é preciso obter uma transformagio de
varidveis, ou seja:

W=T -1} =>T,=W+Z
Portanto:

fwz(w, z) = erp[ = (A1 4+ A+ 2A12)2 — (g + Ap)w + 22(1 — o)

faede(g e—(%+"%>z)] { {/\2 (1 — ey 4 Ry e_<%+%2)z)]

O+l vz
~%e oy
(Ao Aual1 - e7%) = BEE (g e B

+ [Am’]’ze“”w - -’”*““—'\Iif;?v (’1/2 -+ 716‘(%+23)2)J },
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€ assim,
P(Tg - T1 > 0) = fooofooofw,z(w, z)dzdw s fowfomfwyz(w, z)dwdz

{[Az (1 - )+ B <%+%‘*}z)}

{)\1 + Azl 4 e7"¥) — ‘“"‘m“‘““““'z’\,h:;f (e + 719*(3%"*35‘)3)]

e
+ [Alz'}’ze_”w - '\m:f;f (’)‘2 4»’713—(1:}*'%)2)] }dwdz

= [ emp[ A+ A2+ 202z — (Mg 4+ dp)w + mlg(l — ey 4 e F (1 em(zgl+3§)z)]

{r-+m)
W=
[P+ dualt + o) - RuE o o) | g
w=l

- j‘omezp[ — (A Ao+ 2hpp)z + 2L (1 - G2 )} [;\1 + 2z — 2 (3 + 713—(2214;3)2)] d

D.2)
Agora, somando (D.1) e (D.2), obtem-se:
PN —T,>0+PT:-T1 >0)=
= [ep| — Ou+do+ Da)s + G255 (1~ @) [hy + 2y — 2 (3 + e~ @+B9) | dz 4
e = O + Ao+ 22z + 25 (1 - )] (A + 203 — 22 (3 + ,hem@ﬂ;}z)} &
= f;"ezp{ — (At Ao 2hae)z 2 (1 — e—(%#’%)z)] { {Ag + 20— 2%y + mw(%«ﬂ%)z)] +
[+ 220z~

+’?2 ("Q 4+ ye” %“‘322)2)] }dz

— Zarm | Zhgw | 2w -(B4+B)e gy (AR
{)\1 + A2+ 4 a1 N+ P— parvel dz

- fgﬂezp[ (As+ 22+ 2An)z + W(i — e33R S A+ Az + 4hg ~ 220 ~ 2Apze” G+% }z}dz

= fg"’exp[ — (Mt Ao+ Dhg)z + A (1 - e G )} AL+ As+ 2 — 2Alzew(~l+n2)z}dz

= — e:r:p[ (A1 + Ao + 2h2)z + s (1- e-{%#%)z)}

Portanto, P(1T7 = 1) = 0.
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Apéndice E

Derivadas da funcio de verossimilhanca do modelo
ACBW2

Neste apéndice sio apresentadas as derivadas da fungdo de verossimilhanga do modelo
propostc ACBW2 em riscos competitivos. Como a suposigio € de que as amostras sdo
independentes e identicamente distribuidas, ¢ suficiente fornecer a derivada para a funcio
densidade. Esta funcdo € escrita como:

f(t, 9) = (A;Q;tm“l e )\12(1 - e"?"))él (Ag&gtaz‘l -+ )\12(1 —_ enﬂﬂ))éz

833'p{ - Aita‘ - 2:\12t — Agtm + 2—'3;1?‘(]. — 6—7‘“‘)}

A) Primeira derivada da fun¢io densidade:

2460 — 510015 (rent™ ™1 + An(l ~ € )7 (gantrd + App(1 — &))"

exp{ — Mt — 2hgat — Mgt 4 B (] e““ff)} 1 (At 4 Agp(1 — )8

(p0ipt® 1 + Apa(1 — e“’rf))%zp{ — At — 2hpat — Agtan 4 () — e—ﬂ)}

AR = Spoter  (Mant™ ! + Al — €)% (Agpt® ™t 4 Aig(1 — e~ 1))* 7
exp{ = Apt® — 2Appt — Apt®e 4 B2 (1 — e_ﬂ)} — 2 (Ayont® L 4 (1 — )"

(Aot + Mia(1 ~ ) ezp{ — it — Dt~ dgt + B (1 — )}

2 = 51(1 - e ort™ ™ + Mol — e T a0t + A1 — €)'

ezp{ Arte: — 2Apgt — Mgt + B2(1 —“ﬂ)} +

82(1 — e Mert™ ™ + Ana(1 ~ e7))" Agazt® T + App(1 — 7))

e:::p{ — Art® = DAt — Agt® 4 g’*}f-a(l ‘7’)} (2(1—.:-‘7') 2t) (At + App(l — e~ )

(Agagt@mz -+ }\12(1 — e"""‘))&ea:p{ — At — 2A 10t — Agt?2 4 %12' *ﬂﬂ)}
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2D = 8 (0™ + Mart Un(8)) (Arent® ! + Aga(1 - e
(Ageat® ™! + Ag2(1 — e“”"))aze:z:p{ — Ayt~ Aot — Apt®E —2%;13(1 — e"”")} —
Alialln(f)(Alaztal—l -+ A;g{}. — e"'}‘t))é1 (Azagf‘h"l e Alz(l — e_ﬁ))‘sg_l

exp{ ~ Mt — 2hsat — Agte + Ba(1 — )1

A — 5y (At + Mgt Un(£)) (Moo~ + Al - e"ﬁ))&

6{!2

(Agaziagmz -+ :\12(1 - emw)){sze:cp{ — At — 22Xt — Aot 4 -2-':42(}. e eww}} -
Agtln() (Aot + App(1 — &™) (Agagt®r™! o Apo(1 — e~ 1))?!
e:r:p{ — A% — X9t~ Agt® 4 25\,3;1-%(1 - e""’*)}

8);2;6) = 61.)\12f6_7t(}‘1&;t31“} + AIQ(I — ewﬁ))é“_l
(M0t 4+ daz(1 — e ) exp{ — Ayt — Dzt — Aot 4+ Ba(1 - e )} +
62}\12736_71(,)\1&115&}_1 + )\12(1 - 9_%))51 (AZQZtagul + 4\12(1 - em’ﬂ))ﬁz_l

ezp{ = Mt ~ 2haat — gt + B2 (1 — )} +

(1—e—T _
2()‘”2&# - '\"2(1.,28 ))()\1&1%‘“‘ T Azl = @)% (Azaat™™ 4 Apa(1 — e 7))

ezp{ — Xt — Dhsat — Nt + Bi(1 ~ )]

B) Segunda derivada da funcio densidade.

FLLO = o262 2 (Mt + App(l — € ) P oant®! + Agp(l — e~ )"
exp{ — AtY — 2Xq0f — Aot 4 -2-%2(1 — e“”"’f)} -

8102825 2(A 10y o Agp(1 — e ™)) 2 Agonte™! 4 (1 — e~ %))

e:rp{ — At = Dhgpt — Dgt® - B (1 - )| -

6}_1(A2a2t“2"1 + Ape(l— e_ﬁ))én

26,0027 (A0t 4 A a1 — e77))
ezp{ — ME — 2t — Mgt 4 (] e‘""“"t)} +
£2m (Are ! + App(1 — e—vt))éz (Moot ™! 4+ Ap(l — e—'yt))és

ezp{ — Mit® - Dpgt — dat + 2a(1 — e )

LD = Bontm 1 (et hrent () (aent® ! + Ap(l ~ e))"

()\:gozgtaz_l + All — e“’t)}égezp{ — A% — 2Xpt — Agt®t 4 2%1_2(1 —_ e“’rt)} +
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51857 A1 0 4 Apa(l — e T (Aot ! + Agp(1 — e~ 7))

ez:p{ — Ayt — 2hgpt — At 4 22(1 — e-'*ft)} n

Sra @ Hn(E (Aot 4+ Ap(l — e"’f))‘ﬁl_i(P\zugt‘*?“1 + A2(1— e”'?"f)}ﬁg
e:cp{ o ApEE — 29t — Aot + 25;13(1 - e"’*)} -

Srapt L (At 4 Aent® n(t)) (Aot ! + App(1 — 1))

(Aoezt + haa(1 — e ) Pexp{ — st — 2hst — Aot + 22 (1 - e} -
S10: M2 Hn () (A0t + Ap(1 — e“’y‘))él—l(kgagtaz‘l + App{l — e”“’*))é’*
e:z:p{ o Ay — 2hpof — Aot 4 32\‘;3(1 — e"’ﬂ)} —

Sregt® (At 4 Aot Hn () (At + (1 — e""f})éz_l

{(Azont™ ™! + Ap(1 — e‘”""))éﬁe:rp{ — A9 — Phqat — Aat® + 3—’-:-}2(1 — e“’f‘)} -
31 in() (Aot ™! + Azl — ) gt 4 App(1 — e 7))

e:cp{ — Aptt — 2hpzt — At 4+ Bia(1 — e"‘ﬂ)} +

A2 IO (et + A (1 — e NH Daeat®s=! + Ap(l — e~ 1))

exp{ ~ At — 2Appt — Mgt + Ei2(1 — 8—7t)}

FID — 51620000872 (Ag0qt2 ) + Apa(1 — )0

(Mgt 4 Aga(1 — e~*rf))‘52”1ezp{ — Mat® — 2hppt — Agtoe 4 B(] — e""””f)} -
100t (A 0yt o+ App (1 — e~ 1))

{Azoat®?™ ! + Apafl — e““’t})‘s’ezp{ — At — D 0F — Aot 4 ‘—?%f-?-(l - 9”7‘)} -
Sp0t® T 1 Ay o #171 b Agp(1 — e_w))él

(Azeat® ™1+ Apo(1 — e_ﬁ))ég—lezp{ — At — 2X ot — Aot + ‘2-%33(1 - e“"t)} +
$erre-2 (31 0891 4 App(1 — 7)) (Apapt®r™! 4 Apa(1 — €)™

exp{ — Mt — 2hugt — Dot + B (1 — )}

gzgf} = 8162087 (At 4 g0t n(£)) (A ont® ! + App(1 — e~ )7
(Aaqpt®™! + App(1 — e ) 1exp{ Art - 2Apt — Dot 4 223 m,ﬁ)} B
Ere At n () A ent® ™! + App(l — e )"

O™ 4 Aga(1 ~ e“’ﬂ)}éﬂexp{ o Ay FE o Qhyof — AptE? 4 2%2(1 _ e“ﬁ")} B

82t (At + Dot (1)) (At ™ + A1 — e 7))
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(Aot ! + A (1 — e“"'t})éz_ie:cp{ — Mgt — 22t — ot + Ba(1 — e_"")} +
At in(8) (Aot + Ap(l — e )7 (pant®®™! + App(l — e)*

e:cp{ — AEE - DX ot - Agt®? 4 3%13(1 — e“"““)}

BLD = 203771 (1 — e (et + Ap(l — e )7

(Aoozt™™ + Ara(1 — ) exp] — A1t — Dhppt — dpt 4 Bi(1 ) |
Srat9 H1 — e (A t® ™ + App(l — 6"%))6‘ -2

(Azeat™ ™ + A2l — e_ﬁ})ézexp{ — Ay#® - 2Apat — Mgt + B (1 - e_ﬁ}} +
16007251 (1 — e ) (Aot 4 App(1 — et

(Aze2t® ™ 4 Ara(1 — e"’t))&mlezp{ — At e QA 10t o XgtR? 4 2—)‘,;3(1 - e""i)} e
261008 (35T — #) (st~ o+ Ay (1 — 7)) >

(oast®™™! + App(l — e"“'ﬁ))ége:z:p{ — ApE = DAggt — Aot 4 28(1 - e~"ff)} -
5117 (1 — e ) (Aoat® ™ + Ap(l - ew"t)){ﬁ“}

Ooast® 1 + Apa(1 — e“”t})ézezp{ = At = 2zt — At + Ba(1 — e}
8t (1 — e )Mot ™ 4 Al — 1))

(}ugagt"‘? g dp(l—e q'f) ezp{ A1t — 20 0f — Apt® + 312 "Yt)} .
26 (327 — 3) (et + Dl — )"

(Moaeat® ™ + Apa(1 ~ e—'ﬂ))%zp{ — At — 2hggt — Mgt + 2 (1 — e—*ﬂ-)}
ZID — §200 At (Mgt ™! 4 Al — )57

(Ao0at®r™) + Aua(1 — =) %ezp{ — Xt — 209t — Aot + Bix(1 - =)} —
Srohat®le ™ (Arat® Tl + App(l e_ﬂ’t))é}_z

(st 4 Anaf1 — ™) ezp{ — Mt — Dhsat — Aot + Bt (1~ 1)} 4
S16201 Aot e P Arat® + Apa(1 — e~))%!

(Moot® ™ 4+ Asa(l — e—ﬁ))ée-zezp{ - A — QA gt — Aot 4 g&‘ﬁ(l _ e_%)}

2hratt ™ (Amf‘ﬂ - Au(}'y_'*’edﬂ})()‘lalfal“l + App(1 — em))f
(Aot ! + hpa(l — e"?’f)}ézezp{ — Agt® — QX ot — Apf® + %g(l _ e"ﬁ)} B

St e P Agart® ™ 4 A (L — e 7))
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{Azont® ™ 4 Agp(1 — e””t))&"exp{ — At — 2Aqat — gt + %ﬁ(l - e“"f)} -

2 A2t e (Aot + App(1 — e ™))%

(p0t®™1 + Apa(1 — e""‘))éﬂ_le:rp{ — Apt® = 2hpt — hgt® 4 R (1 - e""ﬂ)} -
te 7t

241 (M""é‘f"’_ - M%ﬁ)(z\lmtm“l + App(l—- e"ﬁ))gl

(Aoopt® ™!+ Apa(1 — e—"t))ézexp{ — Ayt — 2ot — Agt®r + (] — e—ﬁ)}

PO — 200t 4+ Moat  Un()) Duent® ™! 4 Ap(l — )07
(Azeot?z™l - App(1 — e“”"‘))ézexp{ At — 2hg0f — Agt®? 4 3-'3;/11(1 - e”"f’)} +
8 (20t Un(®) + Aot (In(8)*) qant™ ™! + Ap(1 — e~ )7
(Agoat™ ! + App(1 — egﬂ’t))éﬁezp{ — Mit® — 2zt — Mgt o 22(1 9"1)} -
SO+ Aot Hn()) (Aot + Apg(1 — e

(Azeat™ ! + A (1 — B—Wt))é?ezp{ — Mt — 2hgt — Mpt®r 4 2(] e”“)} -
26, A8 In () (At + Aroat® Hn () (Mg on -1 + App(l — e )
oaat®™ + App(1 — e—ﬁf})%zp{ — At = gt — Mgt  Bu(] ew)} -
At (I (A at™ ™ + Agp(1 — e (A0t + Ap(1 — e~ 1))?

exp{ — Mt — 2t = Aptor + B2(1— e} 4

22822 (In(E) (g a4 Aa(1 — e PN (g0t + App(1 — e~ %))

exp{ — Mt — Dzt — Mot + 22(1 ~ e ™)}

PLED) = 516000t (01! + Ayent® n()) Msant™ ™! + Apa(1 — ™))%

(Aooat®™ ™t + App(1 — ewﬁ))&miﬂp{ — ApE™ = 2Agpt — Agte2 4 21 (1 — 8"”5)} -
8112 (Nt + Aot Hn(t) et + App(1 — e

Aozt + Apa(1 — e"”f*))ézezp{ — At = 2hgat — Mgt 4 22 (1 — e"ﬂ)} -
20 At Un (DA 0x ™1+ App(1 ~ e™))P PDoopt® ! + App(l — 1))@
ea:p{ — AE2 — 2Aq0f — Agt?? b Z’%:3‘(1 — e‘“)} —

At In(8) (Mg ent® ™ 4+ Aa(1 — 7)) (Aoapt® ) 4 Al — e ™))"
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Apéndice F

Derivadas da funcio log-verossimilhanca do modelo
ACBVW

Neste apéndice sdo dadas as derivadas da funcdio log-verossimilhanga em relagdo aos
pardmetros. A utilizacdo destas derivadas foram para a obtengio das estatisticas de escore, matriz

de informac@o observada e, por fim, para demonstrar as condigdes de regularidade. Considerou-se
a fungfio log-verossimithanga dada por:

n
£(61D) :'21{ b1 log()\;alt;-“—I + A12(1 — e‘”ﬁ')) + 6gjlog(,\goz2t;‘2“l + App(l — 7))
J puse

-+ { - A1t?1 - 2A12tj — Agt?g e -2—’1\;2(}_ - e"ﬂ:’)}}

Como as amostras s3o independentes e identicamente distribuidas, € suficente considerar
somente o log da densidade do individuo 7.

A) As primeiras derivadas parciais da funcio log-verossimilhanca sido dadas como:
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B) As derivadas segundas multiplicadas por (-1) sdo dadas como:
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Apéndice G

Métodos de geracao de dados bivariados

A geracdo de dados multivariados nem sempre € simples. Um método bem conhecido ¢
utilizado na literatura é o da rejeicio. No entanto, as vezes se torna dificll encontrar uma
distribuicio que seja facil de gerar e que seja um "envelope" da distribuicio desejada,
principalmente quando deseja-se a geracfo de dados bivariados. O problema nesta situagio de se
considerar uma distribuiciio bem geral, é que a taxa de rejeicio pode se tornar muito alta
dependendo dos pardmetros que se deseja e a eficiéncia do método tende a ser muito baixa. Um
método alternativo utilizado para comparacdo foi o método de Monte Carlo via cadeias de
Markov, e posteriormente foi considerado o método baseado na formulagio do modelo ACBWI.

Método da rejeicio

Para a geraciio da amostra bivariada utilizando o método da rejei¢@io foi considerado a
técnica da fatorac8o em densidades condicionais (Johnson, 1987),

ftt2) = f(01)f(t2lt) = F(22)F (1]t2)

A vantagem da utilizagdo desta fatoragdo é a necessidade de gerar somente amostras
univariadas para a obtengdio desta amostra bivariada. Para encontrar a amostra aleatoria com
funciio densidade de probabilidade f(¢) no caso univariado, deve-se procurar uma fungio
densidade g(¢) tal que: f(t) < g(¢).K, onde K > 1 e g{t) é conhecida e facilmente gerada
(Bouleau e Lépingle, 1994).

Métodos de simula¢do Via Cadeias de Markov (MCMC)

O objetivo da simulagfo via cadeias de Markov € simular um passeio aleatério no espago
da variavel aleatoria X que converge para uma distribuicio estacionaria, a distribuicdo conjunta
p(X|@) (X multiparamétrico e © € o espago de pardmetros), ou seja, deve-se criar um processo
cuja distribuigio estacionaria seja especificada por p(X|©), e simular um grande ntmero de
iteragbes até atingir estacionariedade. Este problema pode ser colocado dentro de um contexto
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genérico de geracdo de uma distribuicdo qualquer sem qualquer referéncia ao processo de
inferéncia Bayesiana (Gamerman, 1996).

Este método consiste em obter amostras aleatorias de densidades condicionais nio-regular
p(X:| X1y ooy Xiz1, Xiy1, ..o, X&) Ou simplesmente p(Xil—X(g)), separadamente. Se a densidade
condicional ¢ conhecida, ¢ utilizado o amostrador de Gibbs. Esta técnica ¢ usada para gerar
variaveis aleatérias de uma distribui¢o sem usar sua densidade. Em geral, ¢ usada para gerar
amostras de uma distribui¢3io de dimensio grande e muitas vezes, nio-regular, com K variaveis
aleatorias X = {X;, Xa, ..., Xx} € o objetivo principal é gerar uma amostra aleatéria de sua
distribuigio conjunta p(X3, Xz, ..., Xx[©) ou p(X|©). Geman & Geman (1984) mostram que se
r é suficientemente grande, o ponto k-dimensional (X O x0, . Xir)) produzido na r-ésima
iteracio do esquema amostral converge em distribui¢do para p(X;, Xo, ..., Xz|©). XY) pode ser
considerado como uma observagio simulada de p(X;|®), i =1, 2, ..., k, que ¢ a distribuicdo
marginal de X, Replicando o processo acima B vezes, obtem-se B vetores
{Xg), Xé;), s Xi;), g=1,2 .., B} que pode dar a convergéncia do algoritmo.

Quando as distribuicGes condicionais nio sio conhecidas, uma solugo alternativa € a
utilizacZo do algoritmo de Metropolis-Hastings. Para este método, suponha que se deseja obter
amostras de uma densidade ndo-regular p(X;|Xj, ..., Xi1, Xit1, ..., X )Ou simplesmente
p(Xi|X (,-)). Deve-se definir o Kernel de transi¢io ¢(X, Y) da distribui¢io p(X) que representa
p(X,- X (i)), que transforma X em Y. Se X é uma variavel real com amplitude em toda reta R,
pode-se construir g tal que Y «— X + oz, com z ~ N(0, 1), onde ¢ € a varifncia condicional
de X em p(X). Se X ¢ limitado e com amplitude (a, &), usa-se uma transformagio que leva
(a,b) em { — o0, 00}, 0 Kernel de transi¢do ¢ e aplica-se o algoritmo de Metropolis-Hastings (M-
H) para a densidade da variavel transformada (Achcar, 1997).

O algoritmo de M-H ¢ dado por:
i) Iniciar com um valor X® e o indicador de estagio j = 0;
ii) Gerar um ponto Y de acordo com o Kernel de transigio (X7, Y),

ii) Amalizar X0 por XU*)=Y com probabilidade,p(.) = min{1, Zedr s

permanecer em XY com probabilidade 1 — p(.).

iv) Repetir os estagios (ii) e (iii) até conseguir uma distribui¢do estacionaria.
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NOTAS:

1) O algoritmo M-H ¢ especificado pela densidade candidata para geragio g(z, v);
2} Se um valor candidato € rejeitado, o valor atual é considerado na proxima etapa;
3) O calculo de p(.) ndo depende da constante normalizadora;

4) Se a densidade candidata para geracio dos dados for simétrica, i.é, ¢(z,y) = q(y,x), a
probabilidade de movimento se reduz a p(Y)/p(X ), assim, se p(Y) > p(X9), a cadeia se
move para Y, em outra parte, ela se move com probabilidade p(Y) = p{X\)). Em outras
palavras, um salto na direcio "ascendente” ¢ sempre aceito, um salto na diregdo
"descendente" € aceito com uma dada probabilidade.

Se p(z)acima puder ser particionada em duas fungBes, ¥(x) e h(zx), isto é, se
p(x) oc P(z)h(z), onde h(z) é uma densidade conhecida que pode ser simulada e ¥{z) ¢
uniformemente limitado, pode-se considerar a fungiio Kernel ¢{(z,y) = h{y) para gerar os
candidatos. Neste caso, a probabilidade de movimento $6 exige o calculo da fungio 1, e é dado

. e(xU
por: p(.) = mm{m)—, 1}

" Verifica¢ao da Convergéncia.

Para se verificar a convergéncia do método, deve-se iniciar com varias {m > 2) cadeias de
Markov paralelas, com valores iniciais amostrados de uma distribuic8o bem espalhada. Apos as
cadeias atingirem estacionariedade, por exemplo na ¢-ésima iteracio, considerar as realizacbes
X Xjrhy Xjeohy -y XjoNn, Para j > t como uma amostra aleatoria da distribui¢io desejada.
Assumir h razoavelmente grande de tal forma que 2 valores X's sucessivos sejam independentes
(este passo € importante para se obter amostras independentes e identicamente distribuidas). A
convergéncia do algoritmo pode ser monitorada usando a técnica proposta por Gelman & Rubin
(1992). Esta técnica consiste em estudar as variancias dentro e entre as cadeias. Se cada sequéncia
tem comprimento 2n, descartar as nn primeiras amostras e ficar com as 7 ultimas amostras. Deve-
se calcular:

i(yi, -X.)
(m—1)

3 =

onde X; sio m médias baseadas nas n tltimas iteragdes da sequéncia, e
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=t st?zmz(x ~-%)

=1

Note que = 4 representa a varidncia entre as m médias das sequéncias ¢ W representa a

média das m varidncias dentro das sequéncias. A varifincia da distribuicdo estudada pode ser
estimada por:

5 = 2=l W+ 14 eamédia é estimada porti = X
Resultado:

X|© tem uma dlstnbmg:ao aprommadamente t de Student com centro i, desvio padrdo

\/— \/C + 7 € graus de liberdade df = (V)’ onde:

Var(V) = (—3—12)2-5;1;&1‘(5 + (L) 2 2 e

?Lind‘;l);(;,,}l n [cov(s X; ) —2X cov(s?, jfz)]

Com as varidncias e covariincias estimadas obtidas dos m valores amostrais de X; e 7, 0
df — oo quando n ~ co. O fator de redugio de escala potencial € estimado por,

VR = {(df 55, que decresce para 1, quando n — co.

Interpretagdo : R ¢ a razdo do estimador da varidncia atual para a varidncia dentro-sequéncia,
com um fator que leva em consideragiio a varidncia extra da distribuigdo ¢ de Student. Se esse
fator \/ﬁ ¢ alto, deve-se considerar mais simulagdes para que ocorra a convergéncia para a
distribui¢do estacionaria. Se R ~ 1, isto indica que a convergéncia ocorreu.

Método baseado na formulacio do modelo ACBW1
Ryu (1993) propde um método para gerar a distribuicio ACBW1. Esta proposi¢io ¢
inteiramente baseada na formulagio do modelo. O algoritmo para gerar uma amostra bivariada

Weibull ¢ dada por:

1. Gerar X ~ Weibull(A;, a1) e Xy ~ Weibull(Ay, o) (independentemente);
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2. Gerar y1, Y2, ..., Yj+1 ~ exp(A12) (independentemente), onde J € Z+

3. Gerar vy, 7=1,2,..,J ei=1, 2, de uma distribuicdo exponencial truncada em y;;;. O
procedimento para a geragfio desta distribui¢do truncada é dado por:

3.a. Gerar vy ~ exp(js;);
3.b. Sewj > yj41, voltar ao passo 3.a;
3.c. Sev;; < yj41, aceitar este valor para a geragdo do proximo valor, até que j = J.

4. Calcular Py, =1, 2, ..., J ei =1, 2, onde:

P=1—e%

Py = ezp[ — (siy2 + 2893 + ... + (§ — sy ) {1 — exp( — jsiysa)}
i=1,2,.., Jei=1, 2.(P; ¢ a probabilidade de mixtura da varidvel aleatoria Z;)

5. Gerar Z;. Para a geragio destes nimeros poderiamos utilizar uma das seguintes formas:

5.a. Gerar uma distribuigio multinomial de dimensdo J com uma tnica observagdo, ou
seja:

X,‘ ~ Multlnonnal(Ph, .ng, aeay Pji)

Assim, para cada X, teremos o valor 1 somente no j-ésimo elemento e zero nos demais,
logo, Z; = 7; + vy, onde 7 = 1y + Yo + ... + Yy

5.b. Um algoritmo utilizado por Gentle e Kennedy (1980) € dado pela seguinte forma:
5b.1. Gerar z; ~ U(0,1);

J
5b2. j= min(ZPki > xi)?
k \i=1
5b3. 4; = T + Vi

6. T1 == min(XI, Zl) € Tz = mz’n(Xg, Zg)

7. Voltar para 1.
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Apéndice H

Testes de hipodteses

Como as condigbes de regularidade do modelo estio satisfeitas e, portanto, as
propriedades assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanga sfo vélidas, pode-se utilizar
os testes de hipdteses classicos baseados na verossimithanga: de Wald, escore de Rao e razdio de
verossimithanga. Para o teste de hipétese de alguns elementos do vetor de parémetros, considere a
seguinte parti¢io: 6 = (6,,0:), onde §; é um vetor de dimensfo r contendo os pardmetros a
serem testados, e §; € um vetor de dimensdo s de par@metros de perturbagdo. Sobre a hipotese
nula, Hy:8; =60, o estimador de maxima verossimilhanca de 6s, 8, tem as seguintes
propriedades assintdticas:

oy Lo Tos, € n2(By — 62) 2 N (0,253 )

onde n é o tamanho da amostra,

Lo, = — L3°(0%/80,00,)l0gL(6)
F=1 81=610,82 =6

eZo, =n'E { - (32/39286’2)109L(6}|6 L ]

que sdo as submatrizes de dimensio sxs  da matriz de informacfio observada

ok Ta 8 Tg 8 ] . . - . [Iﬂ 8 IG & ]
T = |27 2" e da matriz de informagio de Fisher 7" = | 72,
[Iegel L6, w T,  Toss,

respectivamente. As outras submatrizes de Z* sdo definidas similarmente como:
Too =0 B[ — @/o000)logL(®)], _ |, Tow, = n7 B[ - @/omonplogL(d)| _ |,
f1==610 by =ho

To.0, z'ﬂ_lEl:—(32/39139'1)1091;(9)'9 , ] Eles sfio estimados por .nggl, fglgz e fglgl
17V1g
respectivamente, ou seja, sdo as sub-matrizes de menos a derivada segunda da fungio de

verossimilhanga no ponto 8; = 8y, f = 8. Sen — oo, entdo T~ P, T
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O vetor de escores eficientes sobre Hy é dado por ffgl = ([7 Birs 19 Bros -onr U 91,), onde
0. =n~12(8/80,;)logL(8;, 0 .
o =n~2(9/00)logL(br,0)], |, |

Us, ~ N(0,Z), onde I=Tp4 — 1,91921{;2'3219231 que podem ser estimadas por
~ P P, . )
T =240, —Lo0,LoeLoe O teste do escore de Rao para a alternativa ndio restrita

t=1, 2, ..., r. Entdo, para grandes amostras,

. . ! e} e o e
H, : 6y # 8y € escrito como: B = U ;11" Up,, que sob Hy tem uma distribui¢iio x? com r graus
de liberdade. O teste do escore de Rao ¢ assintOticamente equivalente aos testes estatisticos de

i
Wald e Razdo de verossimilhanga, dados respectivamente por: W = (31 - 81@) fl\' (81) (@1 — 91@)

=810,05205)

A A
eA= — 2@05;;’5(5E 1 , onde @ = (31, 85) sdo os estimadores de maxima verossimilhanga de

in

£ A A A= A A A )
8, 2(0,) = Lo, — L6,6,L9,0,L0,6,> € Lg,,> Lo,g, © Lge, s80 as sub-matrizes de menos a derivada

> - A A r - ~
segunda da fungdo de verossimilhanga no ponto §; = §;, 6, = 0,. Estes testes estatisticos sdo
também distribuidos assintéticamente como uma distribuicio x2 com r graus de liberdade, sob
Hs.
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