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INTRODUCAO

~ Os corpos n-Hilbertianos tiveram origem em 1967 com os trabalhos de
A Frohlich [17], que pretendia dar uma descrico axiomética da teoria de
| éf{)rmas quadréiticas sobre os corpos reais fechados e corpos p-adicos.
: I Kaplansky (1969 [18]), generalizou esse conceito e definiu o que se conhece
Q%Im je por ‘Radical de Kaplansky’, de fundamental importancia para o estudo
~ desses corpos.
: Posteriormente K. Szymiczek [33], observando que as formas normas
< 1,a >, usadas para definir corpos 1-Hilbertianos, sio 1-formas de Pfister,
_ generaliza este conceito para corpos n-Hilbertianos utilizando as n-formas
| %:1@ Phister. Ele dd exemplos de uma infinidade de corpos n-Hilbertianos e
3)r0va que duas caracterizagoes dadas nos trabalthos anteriores, continuam
- validas sobre esses corpos: Teorema 2.7 e Proposicao 2.16.
 Em 1988, K. Koziol [19] estuda e caracteriza extensbes de corpos
~ n-Hilbertianos aproveitando idéias deixadas por C.M.Cordes e J.R.Ramsey
em [39].
© Todas estas teorias sao desenvolvidas sobre corpos de caracteristica
eﬂistinta de 2.

 Em 1981, R. Baeza [4] mostra {se bem que o ohjetivo principal nio é
éste) a existéncia de corpos de caracteristica 2, que satisfazem a definicao
originaria devida a Frohlich.

_' Assim pensamos em estender os conceitos e teoremas obtidos sobre
ét)rpos n-Hilbertianos de caracteristica distinta de 2, para corpos de
¢8&‘&Ct€1‘f8€i€& 2.

~ No segundo capitulo, baseado em [33], generalizamos a defini¢iio de cor-
pos n-Hilbertianos para corpos de caracteristica 2. Mostramos a existéncia
&e tais corpos e gque a principal caracterizagao de corpos n-Hilbertianos

(Teorema 2.7) continua valida.

No capitulo Il estudamos as extensdes de corpos n-Hilbertianos



. gbaseadc em [19]. Estendemos o n-Radical de Kaplansky R,F compativel
: 5_:(:{)}:1’1 as extensoes separavels de um corpo F, de caracteristica 2, e demons-
ét-ramos 08 teoremas principais de [19] sobre corpos n-Hilbertianos (ver Teo-
- rema 3.1).
: Quanto ao capitulo IV, pode-se dizer que a histdria comeca em 1971,
: Equandf) os autores M. Knebusch, A. Rosenberg ¢ R,Ware abaixo citados
' Edesezm:ﬁvem a teoria de anéis de Witt e Witt-Grothendieck, de um corpo
com caracteristica diferente de 2, como sendo anéis quocientes de um anel
de grupo, como observado por E. Witt em 1937.
| A construcao dos anéis de Witt e Witt-Grothendieck sobre um corpo
de caracteristica diferente de 2, como veremos no Capitulo I, é devido a E.
Witt, [42].
' Bem mais tarde em 1971 e 72 M. Koebusch, A. Rosenberg e R. Ware
( [40] e [41]) aproveitando observacao deixada por E. Witt, no artigo acima
' %:itado, juntamente com outras construgoes mais gerais de anéis de Witt
é Witt-Grothendieck feitas para grupos pro-finitos por A.A. BelsKii em

[43] e por W. Scharlau em [44]; observam que todos esses anéis tem a
forma ZIGI/K, onde  é um grupo abeliano de expoente 2 (isto é&
zz =1, Ve € G) e K éumideal de Z[G] que élevadoem 0 € Z oua
um ideal da forma 27Z, para qualquer homomorfismo : Z[G] — Z.

| Nos artigos citados acima, os autores estudam e fazem as adequacdes
| da teoria de formas, segundo este nove conceito.

: Em 1982, T.C.Craven [9] observando certas dificuldades na construcgao
c__io anel de Witt, para um anel com divisdo F de caracteristica diferente
de 2, define formalmente os anéis de Witt e Witt-Grothendieck comeo
‘um anel quociente do anel de grupo Z[G], onde G é um 2-grupo.

._ - Embora esses anéis parecamn ser Interessantes, a teoria de for-
Iﬁas {‘quadraticas’) é restritiva, mesmo quando se olha para o anel de
‘?\/’itt reduzido (=Anel de Witt mddulo seu nilradical). No entanto, muitas

boas propriedades continuam vélidas para esses anéis, & semelhanga do caso
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: c§0mutativ0, mesmo quando nao se trata do anel de Witt reduzido.

' Alguns desses resultados, necessdrios ao entendimento do 1ltimo
: (;ﬁapi'tulo, serao reproduzidos por nos no §1. do Capitulo IV.

: Como toda algebra de quatérnios com divisao é um anel com divisao, A.
| Sla,dek [27] em 1986, determina o anel de Witt de uma algebra de quatérnios
(,om divisdo, sobre um corpo pitagoreano ou sobre um corpo local. Para
isto, ele usa certas propriedades caracteristicas de formas quadraticas, sobre
corpos locais, que terminam caracterizando o anel de Witt dessas dlgebras,
‘sobre esses corpos, como um anel de Witt de uma Q-estrutura, no sentido
‘de M. Marshall [24].

Como corpos pitagoreanos formalmente reals e corpos locais sao corpos
f };§~Hiibertia&msj no Capitulo IV generalizamos os trabalhos de A. Sladek [27]
‘para corpos 1-Hilbertianos, determinando completamente o anel de Witt de
ﬁt@ma, algebra de quatérnios com divisao sobre um corpo 1-Hilbertiano
de caracteristica diferente de 2.

A extensao se d4 propriamente porque todos os corpos locais sdo COTPOS
'lé-HiIbertianos com radical trivial e, no Capitulo I, prova-se que existe
iélﬁnitos corpos 1-Hilbertianos com radical nao trivial (ver 2.24).

: Mais ainda, observando que sobre a maioria dos corpos valorizados
;eéxiste um elemento R F-birigido [ tal que a dlgebra de quatérnios em
?qiuestéio se escreve como A = (53};@*) (ver §3 do Cap.lV), consideramos uma
jé@lgebra de quatérnios com divisao sobre um corpo com estas condigbes, isto
e, com um numero finito de elementos R F-birigidos, e demonstramos que
existe um corpo K tal que o anel de Witt WA de A é isomorfo a E;?;_(_[A]
:(}hde I é um determinado ideal de WK e A € um grupo com 2 elementos.

 Finalmente, mais algumas palavras sobre os capftulos do texto. O
texto ¢ composto de 4 capitulos ¢ 1 apéndice. O Capitulo 1 trata da
teoria geral sobre formas quadriticas, normalmente encontradas em textos
fciéssicos sobre o assunto. Por isso nos limitamos & basicamente enunciar

e enumerar resultados, nenhum deles demonstrados, salvo excecdo feita a
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alguns resultados de artigos mais recentes,

| O Capitulo Il trata propriamente do que nos propusenos a desenvol-
éver, sobre corpos n-Hilbertianos. Af se encontra resultades obtidos por
| Enés e outros autores. Juntamente com nossas contribuigoes fizemos wm
desenvolvimento sistematico de corpos n-Hilbertianos.

: No Capitulo III, que trata de extensées de corpos n-Hilbertianos,
. procuramos seguir a mesma linha de desenvolvimento. Assim, & medida
~ do possivel, procuramos fazer as mesmas provas e desenvolver as teorias
: :junmsj para os casos ja conhecidos e os resultados novos obtidos por nos,
éta,nto para os casos de corpos de caracteristica 2 ou nao.

' No Apéndice se encontram os resultados que sdo usados mais frequen-
%temente no trabalho. Dentre eles, vérios resultados sobre esquemas de
} formas quadraticas.

: Em todos os capitulos, os resultados conhecidos aparecem juntamente
:. éom as referencias.

| Fm todo o texto as referéncias aparecem na forma X.Y, onde
Xe {1,2,3,4, A} se refere ao capitulo ou ao apéndice no final do textoe Y

~ é o niimero do resultado dentro do capitulo X.



CAPITULO I

RESULTADOS PRELIMINARES

~ Este capitulo ¢ uma colecio de resultados basicos sobre formas
quadrdticas em geral encontrados em [3] e [23], que serdo indispenséaveis
ﬁ 1§>ar& o entendimento dos capitulos posteriores.

.~ Com o intuito de tornd-lo o mais curto possivel, sé provaremos resul-
tados fora das referéncias citadas.

~ Nos Capitulos 1, 11 e III todas as nossas consideragtes serao sobre

. éorp@s qualsquer.
§1. FORMAS BILINEARES E QUADRATICAS

Notacao 1.1

Para um corpo F, c(F') denota a caracteristica de F'; F* denota o
g;}?‘upa multiplicativo dos elementos ndo-nulos de F. Por F'? entendernos
F*z = {2% x € F*} epor Q(F) o 2-grupo elementar Q(F) = F*/F**.
Se o Fy =2, ;!%» denota o quociente do grupo aditivo F  pelo subgrupo
hF = {e* 4z, z € F}.

- Uma extensao quadratica K de F serd sempre separavel, ou seja,
‘uma F-algebra do tipo Flz] com 22 =bx+c, bc € F e b? 4+ 4c# 0.
‘Entio podemos ver que K = Flz]/(2? —a) = F(\/a), para a € F*, se
c(F) #2 ou K = Fla]/(2* +z+a) = F(h™*(a)), para a € F, se
C(F) =2, onde h™Ha)={z € K:2% + z +a =0}

_ ~ Um espago bilinear sobre F é um par (V.b), onde V é um F-espaco
;xffetorial de dimensao finitae b: V xV — F é uma forma bilinear stmétrica.
ﬂ-‘&.s vezes escreveremos b em vez de (V,b). Definimos a dimensdo de (V. b)

{ou b} como sendo a dimensdo do F-espago vetorial V' e a Jdenotamos por
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5 Ed:ém #(V.b) ou dimpb. Emtodo texto (V)b) {ou b) serd um espaco bilinear
f nao-singular, ou seja, a aplicacio dy : V — V* = H om{V, F) tal que
| d{,(.l?) = b{z, ), éum isomorfismo. Diremos simplesmente espaco bilinear.
 Se {er,...,e,} é uma F-base para o F-espaco V, isto é equivalente a
;Ei&f(f}gj) € ", onde b;; = ble;, e5).

Considerando uma base como acima, a forma bilinear fica determinada
~pela matriz (bi;), pois

L

blz,y) = E bijziy;, para x = E Ti€i, Y= E Y;€;.
7,7=0 =1
_ Dizemos que dois espacos bilineares (Vi,by) e (Va,by) sdo isométricos e
- escrevemos (V71,01) 2 (Vy,be) ou by = by, se existe um isomorfismo F-linear

¢ Vi — V5 tal que bz, y) = bal(z), o(y))-

Uma forma gquadrdtica sobre F' é uma aplicagdo g : V' — F onde V ¢
um F-espaco vetorial de dimensdo finita, tal que:

¥ i) g(az) = o?q(z); paratodo o € F e para todo z € V.,

i) byle,y) =glz+y)—glz) —ely) é wma forma bhilinear {conse-
Quentemeﬂte simétrica) sobre F.

. A forma bilinear b, é dita forme bilinear associada a q. A dimensao
dc) F-espago V é dita ser ¢ dimensdo de g ou de (V,¢), sobre F.

| Dizemos que o par (V,q) é um espago quadrdtico, e se (V,b,) é nio-
| smfrnlar dizemos que {V,g} é um espaco quadrdtico ndo-singular, (Aqui
86 trabalharemos com espagos quadraticos nao-singulares, de modo que o
é&djetim nao-singular serd suprimido).

Dois espagos quadraticos (Vi, q1), (Va, ¢2) sdo ditos isémetricos (anota~
mos por (Vi,q1) 2 (Va,qq)) se existe um isomorfismo F-linear ¢ : Vy — V5
- tal que gi{z) = go{p(2)). Também dizemos que g1 ¢ ¢ sdo isoméiricas e

~escrevemos ¢y = go. Observe que se ¢; & ¢o, entao por i) by, & b,,.



Observacao 1.2

- Se F ¢ um corpo e c([") # 2, entdo existe uma correspondéncia
E)iuzlfvaca, entre os espagos quadraticos e os espagos bilineares, sobre F. O
espaco bilinear (V,b) é identificado com o espaco quadritico (V,¢gy), onde
{gg,(;z,) = %i’t(a:,z); para todo x € V. Reciprocamente o espaco quadritico
(V g) corresponderd ac espago bilinear (V,b,). Imediatamente se vé& que
§§quqebe;b-

| Seja {e1,...,€, } uma base para V. Para { # j sejam a,; = byle;, e;) ¢
au = g(e;). A matriz (ay) é dita matriz de ¢ ou de (V,q). Por uma
mzdagm;a de base o determinante de ¢, definido como sendo det{a;;), fica

. - 2 .

- multiplicado por um fator a¢*, a € F'*, Se

. 12

g o= E rie;, temos que g{x) = E Qi LT
i=1 1<i<i<n

Se V=>Fe;+Fes e gle)) =a, qlea} =c, bleg,ez) =1,

s . L fa 1 . (2 1
? ie,nta(} a matriz de ¢ é (1 c)’ e a matriz de b, ¢ (1 2{:).

Observe que (V,¢g) é um espago quadritico (nfo-singular) se e somente
ée 1—dac € F*. Se c(F) = 2, denotaremos este particular espaco quadratico
por g = [a, c¢]. Observe que para quaisquer a,c € F*, com 1~ 4ac € F*, to-

“dos os espagos quadrdticos ¢ = [a,¢] tem a mesma forma bilinear associada,

(1)

Isto mostra que em geral dois espacos quadraticos ndo isométricos podem

cuja maftriz é

ét}er 0 mesmo espaco bilinear associado.
 As formas quadraticas bindrias [1,¢], ¢(F) = 2, e ¢ denotada por
< Le >, se ofF) # 2, tal que ¢(z,y) = 2% + cy?, desempenham

éii11portante papel no estudo de corpos Hilbertianos.

7



Observacao 1.3
Se ¢(F) =2, entdo by{z,z)=2¢{z) =0 para toda forma quadratica

sobre F. Logo, se (V,¢) é um espago quadrdtico entao dim g é par.

Notacao 1.4
| Denotemos a categoria dos espacos bilineares sobre F por Bil{F), e
- a categoria dos espagos quadrdticos sobre F' por Quad{F). Em cada caso

os morfismos destas categorias sdo as isometrias.
§2. OPERACOES EM Bil(F) E Quad(F)

Definicao 1.5 [Soma Ortogonal]

 Dados (Vi,b;) € Bi(I"), respectivamente (V;,q:) € Quad(F), para
;: ;5(?,' =1, 2), definimos:

o (b) 4 (Va,b) = (Vi Vo, b)

o M)+ Ve, qe) = (Vi@ Ve, )

onde b(wy + 22,y1 + y2) = bi(ze, y1) + balwe,ye) e

gl wa) = q(z) + qelan), Vo, w€Vi, i=1, 2

 E imediato que b€ Bil(F) e g € Quad(F). Denotemos esses espacos
i}@r b= by + ba, q==q1+ q, respectivamente.

Definicao 1.6 [Acdo de Bi(F) em Quad(F)]

| Dados (V,b) € Bil(F) e (Vi,q) € Quad(F), definimes outro espaco
guadrzitico por:

(V.5) @ (Vi.q) = (V @r V1,00 q),

onde (b2 g)a®y)=bz2)q(y), VzeV e VyeV,.

': O espago bilinear associado a este espaco quadratico é o produto tenso-
rial (V,b)®(Vy1,b,) como definido a seguir, e sendo assim b®Rq € Quad(F').



Definicdo 1.7 [Produto tensorial em Bil{F) e em Quad{F))

| Para (Vi,b1}, (Vo,by) € Bil(F) definimos:

(Vi b)) © (Va, bo) = (Vi @ Va, by ® by), onde

(b1 @ bo)(@1 © 22), 41 @ Y2) = by(y, y1)bolay 2), Vi, wi € V3, i =1, 2.
Respectivamente para (V1,q1), (Va,q) € Quad(F) existe uma iso-
fmetria (Vi,be ) @ (Va,q0) 2 (Va,bg, ) @ (V1,41), qgue nos permite definiz, a
- menos de isometrias o espago quadritico:

(Vi) 0 (Va, g2) = (Vi bgy) @ (Vo g2)-

Denotemos estas operacds por by @ by e ¢ ¢ g2, respectivamente.
E facil ver que, para estas operacbes, valem (a menos de isometrias) a

- associatividade, a comutatividade e a distributividade. Por exemplo,

Proposicio 1.8 [3, Cap.l, 2.4]
Para be Bil(F), ¢, g € Quad(F) valem:
(b@qi)og ¥ qo(b®g) ¥ b (g 0q).

Terminemos este paragrafo com um teorema fundamental sobre formas,

- a saber:

~ Teorema 1.9 [Cancelamento de Witt] [3, Cap.l, 4.3 e 23, Cap.l,
STeO.JL.Q]
 Sejam (Vi,q1), (Va,2), (Vig) € Quad(F). Se

(Vieg) + (V,q) & (Va, @) + (Viq), entio  (Vi,q1) = (Va, q2)-

§3. ANEIS DE WITT E DE WITT-GROTENDIECK

Definicdo 1.10 [3 e 23]
O anel de Witt-Grothendieck das formas bilineares sobre F & denotado

pm. WGLF e seus elementos consistem de diferencas formais  [b] — [ba],
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énde [b] € a classe de isometria determinada por b sobre F e [b] — [by] =

[bg] —[b4] se e somente se existe b € Bil(F) tal que by +by-+b 2 by +bo -+ b,
__ As operagoes sobre este conjunto que o tornam um anel, 530 as
ééperag&ies induzidas da soma ortogonal e produte tenscrial definidos
z;mteri{)rmeﬁte.

: As definigbes sobre as classes de isometrias [¢] das formas quadréticas
$01)r{3 F sao as mesmas, para a construgao do anel de Witt-Grothendiech

}?VGF , das formas quadrdticas, sobre F.

Ohservacao 1.11

O anel WGyF tem um elemento unidade que é representado pela
été:la-sse do espago bilinear l-dimensional < 1 > (< 1 > (x,y) = 2zy). Se
(”(F) = 2 WGF nado possui unidade pois: ¢3 0 ¢ == 0, para todo g,
cgg € WGF. No entanto se 2 € F*, identificamos WGF com WG E.

As operagoes introduzidas em 1.6 e 1.7 tornam WGF uma
iéVGg,F —~algebra, que desempenha importante papel na teoria de formas

-quadraticas.

Definicao 1.12
. Um espago quadrético (V,q) (resp. bilinear (Vb)) sobre F ¢ dito ser
cs plano hiperbolico (resp. metabolico) se dim g =2 (dim b= 2) e existe
z? eV, v+#0talque g{v) =0 (resp. blv,v)=0).

O espaco hiperbdlico (resp. metabdlico) é uma soma ortogonal de pla-
n.oq hiperbdlicos (resp. metabélicos). Por exemplo, se ¢ é uma forma
écﬁuadrética de dimensao 2 sobre um corpo F, c(F)} =2, entdo b, ¢ um
?_p%lane metabolico, pela Observacao 1.2. O plano hiperbdlico serd denotado
por H, (ver 1.30).

~ E facil ver que a diferenga formal de classes de espagos metabdlicos
[19&;} hiperbdlicos), é um ideal I de WG F (resp. subgrupo I de WGF.)
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Definicio 1.13 [23]
| O anel de Witt das formas bilineares (resp. o grupo de Witt das formas
';fquad?"dticas) sobre F é o quociente: WiF = m (resp. WF = E—?f—)

4. O HOMOMORFISMO TRANSFER.

DEFINICAO 1.14 [Extenséo de Escalares]
~ Seja K uma extensdo do corpo F. Dados (V,g¢) € Quad(F) ou
(V,b) € Bil(F), e i: F — K a inclusio de F em K, definimos (Vi,qx)

e (Vie,bg) por: Ve =VerK e br(2@a,y® B) =i(b(z,y))as,
g;{(:n@zcr) = i(g(z))a® e b, a tnica forma bilinear satisfazendo
?3%(3: Qa,y R 8) =tby(z,y))aB, YV, y€V e Vo, Be K.

B Com estas definigoes (Vi,gn) € Quad(K) e (Vi,bx) € Bil(Ik).
- Estas operacoes definem dois funtores aditivo e multiplicativo
i*:BiE(F) — Bil(K) e *:Quad{F) - Quad(K), onde i*{(b) = by e
i*(q) = qx, Vb € Bil(F) e VYq € Quad(F), ver [3, Capl 2.5 4 2.7 ¢, 23
Cap.VIL, §1]

Definigao 1.15 [O Transfer.]
Sejam F C K uma extensao tal que K/F éfinitae s: K — F um

fum:ioual linear ndo-nulo (chamado fungdoe trago).

. Nestas condi¢oes s induz a aplicacdo bilinear 51K x K — F definida
fpmr: 3z, y) = s{xy).

Vamos mostrar que §: K x K — F ¢ Bil(K) e para isto basta
inostrm' que dz K~ Homp{K,F), ds{z) = 8(z,.) ¢é um isomorfismo.
Como dimpK = dimp(Homp(K,F)), basta mostrar que dz sobrejetora.
Enté,o consideremos t € Homp(K,F). Se t é nulo tome 2 = 0. Se

? énaonuloe tHz) =a #0;, como s 0 existe u € K tal que
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b(u,) = t(zr) = . Dai para y = %, dg{y)(Bz) = H{Bz), V8 € F. Como
f{er d+{y} = Kert e {2z} pode ser completada a uma F-base de K segue-
se gue dz(y) =1t. Logo ds: K — Homp(K,F) é sobrejetor e portanto
K x K — F € Bil(K).

Consideremos wma extensao K /F finita com funcdo trago s. Para
ff;ada, (V,b) € Bil(K) e (V',q) € Quad{K) definimos: 5,{(V,b) = {Vi, sob)
e 5.(V'.q) = (Vi,s0q). Observe que dimp 5.(V,q) = dimy V - [K: F].

- Nestas condigbes temos:

Proposigao 1.16 [3, Cap.l, 2.9; e 23, Cap.VII, §1]

Com as notacgtes anteriores temos que:
5, (V,b) € Bil(F) e sV’ g) € Quad(F)

» Por 1.16, s,:Bil{K) — Bil{F) dada por s.(V)b) = (Vi,50b) e
Ejsﬂ(:sz::u:i(f&i’) — Quad{F} dada por s,(V',¢) = (Vk,50¢} definem dois
funtores aditivos que induzem deis homomorfismos de grupos:

,5* WGHEK) — WGHF) e s WG(K) — WG(F) que sdo ambos chama-

- dos hemomorfismo transfer. Assim:

Teorema 1.17 [Reciprocidade de Frobenius.]

[23, Cap.VII, Teo.1.3] e [3, Cap.I, 2.12, e Cap.V §3]

B Sejam F' um corpo e K uma extensdo finita de F, com fung¢ao trago
st K -+ F. Entéo

1) Yhe WGEF e Yge WGLK, (ou be WGF, g€ WGEK), vale:

- s. (1% (b)g) = bs.(q).

13.) Vbe W F e Yge WK, tem-se:  $.(i"(b)q) = bs.(q),

111} vh e WK, Vg € WF, tem-se:  5,(bi*(q)) = s«(b)g. Em particular
5 para b=« 1 >, $:(1"(q)) = s.{< 1 >p)g.
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Observagao 1.18.

B Como consequéncia de 1.17, podemos ver que s,(WG,K) é um ideal
fem WG F, respectivamente s ({WGK) é uma sub-dlgebra da WG, F-
&lgebra WGF e é facil ver que as imagens s{WGHK) e s, {WGK)
independem da escolha da aplicacao trago s. Por isso nos dois resultados

 seguintes escolhe-se as aplicagles tragos convenientes.

Teorema 1.19 [3, Cap.V, Teo.5.2] e [23, Cap.VII, Teo.3.3].
B Sejam F um corpo a € F*\ F*? (a € F\hF, se c¢(F)=2) e
}1 = F(y/a) (vesp. = F{h™'(a})). Entdo a seguinte sequéncia é exata:

0 s WF g —s WF “5 WK 25 WF,

éonde w =< 1,—a > (resp. ¢ = [l,a]) e s, é o transfer induzido por
(1) =0, s(va)=1 (resp. s{1)=0, s(z) =1, onde z*+z+a=0)

O célculo de s.(< 1>px) que aparece em 1.17ili é dado por:

Proposicao 1.20 [3, Cap.V, Prop.3.3] e [23, Cap.VII, Teo.1.6]
» Sejam K = F{xz) uma extensdo algébrica simples com s : X — I’ dado
por s(1)=1, s(z)=s(z?)=-- = s(z" ") =0, onden = [K : F| (=grau
-éd() polindmio minimal de z). Entdo,

N~ ) <1, —a0 > +sH se n=2m
sel< 1 >x) = {< 1> +tH se n=2m-1,
éonde sH ou tH é um espago hiperbédlico (ou metabdlico, se ¢(F') = 2) e

ag é o coeficiente de z2° no polindémio minimal de z.

Agora demonstraremos o seguinte Corolario, como consequéncia

;(“1:;1 Observacao 1.18.
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Corolario 1.21

. Sejam F um corpo, ofF) =2 e a € F\hF, K = F(h™'(a)).
Entdo s.([1,a+ 2] = [L,a]+ <a> @[, a+ 5]

Demonstracao

- Consideremos a aplicagao trage s: I = F + Fz — F dada por
5(& + Bz =«, (onde z? =2z+4a). Entao para =z, y, 21, y1 € F,
sull, o+ B2l(z +yz, 21+ y12) = 2% + za1 +oa? +a(y? + yy + (@ + F)y)

: 1, al(z, 2+ <a> @[, a4+ 0](y,u). Dal segue-se o resultado.
85. SUBESPACOS E DIAGGNALIZA,(};&()

Definicio 1.22

~ Beja (V,q) um espago quadrédtico (resp. (V,b) espago bilinear},
sobre um corpo F. Para cada subconjunto E de V, consideremos o
subespaco de V, E* ={z eV, by(x,y) =0, Vy € E}, (resp.

E“L ={x €V, blz,y) =0, Yy € F}). Dizemos que dois subconjuntos U e
E de V sio ortogonaisse E C U+ (ou, equivalentemente U C E4).
Um subespaco E C V é um subespago de (V,q) (resp. (V. b)) se para
algum subespaco U C V, tem-se V=E®U com U C EL. Se temos
V=E®U com UC E*+ escrevemos V = ELU e dizemos que V ¢
wma soma ortogonal de E e U.

Denotemos a restricio da forma quadratica (resp. forina bilinear b),
ao subespaco E por (E,qg) (resp. (E.bjgxg)). Se V = ELU entdo
Vi) 2 (E,qg)+ (U,qu) (resp. (V,b) =2 (E bigxe)+ (U buxy)).
Dizemos que (E,qg) € uma subforma (quadrética) de (V,q), o mesmo

vale para (E b}E){E}
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Proposigao 1.23 [3, Cap.l, 3.2]

Seja (V,g) espaco quadratico (resp. (V,b) espaco bilivear)

i} Se V é nao-singular e E C V é um subespaco, entdo EL é um

subespaco e Bt = E.

11) Se E C V é um subespago tal que (E,qz) (resp. (E,bgxg)) é nao-
singular, entdo V = ELE*.

Definicao 1.24

- Sejam F um corpo, (V,q) € Quad(F) (resp. (V,b) € Bil(F)) e
a € F*. Definimos:

Drq={g(x) €F*, 2€V}, (tesp. Dpb={b(z,2) € F*, z€V})

| Se o € Dpyg (resp. a € Dpb), dizemos que g (resp. b) representa a. E
;iclaro que se g 2 ¢y (resp. b & by), entdo g (resp. b) representa a se
9 somente se ¢y (resp. by) representa a. Se ndo houver dividas quanto
%w corpo em questio, pomos Dq (resp. Db) em vez de Dypq (resp. Dpb).
Se Dg = F* (resp. Db = F*), dizemos que q (resp. b) € universal sobre
F Claro que a € Dgq (resp. a € Db) se e somente se ax® € Dq ( resp.
m:“)“ ¢ Db), para todo z € F* e por isso veremos Dg (resp. Db) como
éubconjunto tanto de F* como de Q(F).

Critério de Representagao 1.25
Sejam F' um corpo, ¢ uma forma quadratica sobre F.

1) 23, Cap.l, 2.3] Se c(F) # 2, entdo d € Dg se e somente se existe
Q! € Quad(F) tal que ¢ =<d>-+q (¢ nao existe se dinip g = 1).

© i) Se oF) =2, entdo ¢ € DguU {0} se e somente se existe d € F
9 g € Quad(F) tal que g ={c,d]+¢ (¢ ndo existe se dimp q=2).



Demonstracao

i) [23. pg.9]
i) Se c € DgU {0}, entdo existe e; € V tal que g(e;) = ¢. Como

ff}q(_fjl,fﬁl) =0 e ¢ énao-singular, existe e, € V' tal que bley,es) = 1.
Se]a.;m d=gles} e V=Fey+Fey+Fel+ ... +Fe,, s« dimpqg>2
f.iSe bole),el) =a; e bylea,ef) =b;, i=23,...,n, tome e; =e]+ ajes +
é_b.ge.l, i > 3 para obter blej,e;}=0, para j=1, 2 e 12> 3. Fazendo
‘{/1 = Fez+...+ Fe, e ¢ =qu, temos que ¢ = [c,d]+q', conforme L.5.

A reciproca € mais simples aindae
Por indugao sobre dimp ¢ demonstra-se o seguinte Corolario imediato.

Corolario 1.26 [3 Cap.l, 3.4, e 23 Cap.1, 2.4]

Sejarn F um corpo e ¢ € Quad(F). Entio:

1) Se oFY#£2 e n=dimp g, entdo existem ai1,...,4, € F" tais
fqne g=La; >4 <ay >

| i) Se o(F)=2 e n=dimp g, entio n=2m e existem

i%czl,...}am, Cly.onCm € F taisque g lag, el ...+ [Gm, ol

Notacao 1.27

_ Por comodidade e simplificagdo de notacdo, denotaremos a forma

%;u&drética em. i) por < a1,...,a, > e, em especial denotaremos

< a,...,a> por n<a>. A forma quadritica em ii) denotaremos por:

z:’;l[az,cﬁ] e se a; =a, ¢; = ¢ denotaremos ¢ por mla,cl.
Definicao 1.28

: " Para q =< gy, ., 0n D€ Quad(F), c(F)# 2, definimos o determi-

nante de g por det g =" a; € Q(F) epara ¢= S [as, ], o(F) =2,

éleﬁnimos o invariante de Arf de q por Arf q=3 . aic; € F/hF.

O detg e Arfq independem de isometrias, ver [3 e 23].
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Definicao 1.29
Sejam ¢ € Quad(F), b€ Bil(F).
Se g(x) =10, (resp. b(z,2) = 0) para algum x € V'\ {0}, dizemos que

g (resp. b) é isotrépica sobre F. Se g{z) # 0 (resp. Bbz,z) £ 0) para
iz'tOdD xz € F*, dizemos que g ou (V,q) (resp. b ou (V,b)) é anisotrépica
;ésc}bre F.

A Proposi¢ao abaixo caracteriza o plano hiperbdlico.

| Proposicae 1.30 {26, Lema 1} e [23, Cap.I, Teo. 3.2

a) Seja ¢ € Quad(F) com dimp g = 2. 5&o equivalentes:

| i) ¢ é isotrdpica.

i) det g= —1F*? se c(F)#2; ou Arf g€ hF, sec(F)=2.

i) ¢ 2< 1,1 >, sec(F)5#2; ou ¢=1[0,0], se c(F) =2,

| iv) ¢ € equivalente a classe da forma quadrética bindria XY

b) Sejam F um corpo, ¢{F) = 2 e a,¢c € F. Entdo [l,a]+ [l,¢] &

: Demonstracao
a) Para ¢(F') # 2, ver [23, Cap.I, Teo.3.2]
Se ¢ Fy = 2, por 1.25 ¢ & [a,¢] &< a > ®[1,ac]. Entdo ¢ é isotrépica se

e somente se [1,ac] for isotrépica e como Arf ¢ = ac, basta provar que
1,d] é isotrépica se e somente se d € hF, para obter i) = ii).

Se existe (z,7) # (0,0) tal que z?+ay-+dy®? =0 entdo y#0 e
dax d == (g_)z + (%) € hF. Reciprocamente, se d= 2?42z entdo
24 3-1+d-12 =0, e portanto [1,d] é isotrépica.

ili} = i) ¢é claro. Reciprocamente, se ¢ ¢ isotrépica g = [0,¢]
por 1.2511)) Sejam V = Fe, + Fey com qle;) = 0, g{es) = ¢. Para
e; = ce; + €9, tem-se que bgley,eh) =1 e ¢ 2 [0,0]. Disto também
éegue»se iv. Logo 1} = iii) e iv).

As implicagbes iv) => i), e 1ii) = 1) sfo claras.
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| b) Seja ¢ =[1,a} +[1,c] definida sobre V = (Fe; + Fey).L{Fes + Fey).
Entao gle1) = gles) = byler, eq) = by(es, 64) =1, g(ez) = a, gleq) =c¢, e
_:})q((’,hf’q) = b (ﬁ'} 64) =b ((’2 {23) = b (8 O, (pOI' }.5)

| Seja ¢; = e; +e3. Como g(c;) = 0, procuremos vetores ¢g, ¢3, ¢
tcu% que V 2 (Fey + Feg)l{Fesz + Fey). Nestas condigbes podemos ver
que: V 2 (Fley + es) + Flcey + ces + eq))L(Fey + Flez,eq)), ou seja,
g =2 10,0l +[1,a +cle

Corolaro 1.31

Toda forma quadratica isotrépica contém H como subforma, e em

iyarticu}axr é universal (por 1.30.iv)).

Observagao 1.32 [23, Cap.Il, Prop.1.4]

- Considere g € Quad(F), dimg q=n. Por 1.30,existe m € N tal que
| g = q, +mH, com g, € Quad(F) anisotrépica {ou nula). Os elementos

de WF estao em correspondéncia 1-1 com as classes de isometrias de
{a € Quad(F).

= Além disso, como isometrias preservam a dimensao dos espagos ve-
toriais em questdo, temos que se dimp ¢ = dimp ¢, q,01 € Quad(F),

éntéa g = ¢y se esomente se g =gq; em WE.
§6. APRESENTACAO DO ANEL DE WITT

. Como dissemos na introdugio com referéncias 14 citadas, os anéis de
- Witt e deWitt-Grothendieck de um corpo de caracteristica diferente de dois,

podem ser apresentados por geradores e relacoes do seguinte modo:
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Teorema 1.33 [23, Cap.Il, Teo.4.1 e 4.3]

Seja. ' um corpo de caracteristica diferente de dois. Entao

i A9, o ZQE)

éﬁnde J é oideal de Z(Q(F)) gerado por

(< I>4+<d>)<l> < l+d>)=<l,d>~ < 1+dd(l+d) >
ét')ara deQ(F), d# -1, e I é o ideal de Z(Q(F)) gerado por

J e <1,-1>.

WGF =

+ Os elementos de Q(F) sao denotados por < a>>, a € F*, e escreve-
mos < ay,...,an > para o elemento 3. . < a; >€ Z(Q(F)).

O wnimero n € a dimensdo de < ai,...,a, > e dols elementos
ide mesma dimensdo < ai,...,ap >, < by,....b, > sdo considerados

equivalentes em Z{QF)) se e somente se eles sio ignais em W

§7. CORPO FORMALMENTE REAL

Definicac 1.34
__ a_) - Por ordem de um corpe F entendemos um subconjunto P C F (=
%:olljunte dos elementos positivos da ordem), com as seguintes propriedades:
D og¢Pr

il) Se 0#x € F, entdo xou —z € P (istoé: F*=PU-P).

iil) P é fechado para a adico e a multiplicacdo de F' (isto &:
P+PCPFP e P-PCP)
b) - Um elemento b deum corpo F' que admite ordens é dito ser totalmente

positivo se b & P para toda ordem P de F.

Definicao 1.35 [23, Cap. VIII, §1 e Corol.1.10}
Um corpo F é dito formalmente real se satisfaz wma das seguintes

condicoes equivalentes:
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i) —1 nao é soma de quadrados.
if} Para todo ndunero natural n >0, n < 1> é ani.otrdpica.
iii) F possui pelo menos uma ordem.

Portanto um corpo formalmente real tem caracteristica ## 2.

Notacao 1.36

B Para um corpo arbitrdrio £, o{F) denota o conjunto dos elementos de
f" que podem ser expresso como uma soma de quadrados. Assim a € o(F)
se e somente se a € D(n < 1 >), para algum n € IV e por isso, também
denotemos o(F) por Dp{oo) (ou por D{cc}, se o corpo F estiver claro

. no contexto). Assim,

W{Z i, weFy= {J D(n<1>)=0(c).

neN {0}

. Se F nao é formalmente real e ¢(F) # 2, de a = (&H1)? — (851)2
segue-se que o(F)=F, e se ¢(F)=2, o(F)=F*~

Para um corpo formalmente real F, tem-se:

Proposicao 1.37 [23, Prop.1.3]
1) o(F)\ {0} C P.
2) Se P’ éoutraordemde F talque P C P, entdao P = P

Observacgao 1.38
- Um teorema de Artin-Schreier [23, Cap.VIII, Corol.i.12], diz que

6 & F* & totalmente positivo se e somente se b € ofF). Como coroldrio

dzsto mais 1.37, temos que F € unicamente ordenado se e somente se

Q(oo) é uma ordem de F; (portanto a tnica).
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Definicao 1.39
a) Um corpo F ¢ dito pitagoreano se o{F) = F*? e
b) um corpo F é dito real fechado se F & formalmente real, mas

- nenhuma extensao algébrica prépria de F' ¢ formalmente raal.

Teorema 1.40 [23, Cap.VIII, Teo.1.8]
Se F éum corpo real fechado, entdo F* = F**U ~F*?* ¢ F*? éa

tinica ordem de F.

Definicao 1.41

 Uma forma quadratica g < ay,...,a, > sobre um corpo formal-
xéimﬂte real F, ¢ dita positiva definide se a; € P (equivalentemente
DgCP.

8. FORMAS DE PFISTER E RADICAL DE KAPLANSKY

Definicac 1.42

- a) Para n > 1 e cF) # 2, definimos uma n-forma de Pfister
éobre Fpor < la > @ ® < la, > {que também denotaremos
i}or <K A1y by >>). Se a; = 1 para todo ¢, pomos 2" < 1 > para
<< L,...,1>>, {n numeros 1).

A tnica Oforma de Pfister é definida por <1>.

| b) Se ¢(F)=2 e n >0, definimos uma n-forma bilinear de Pfister
éome acima e se n > 1, definimos wma n-forma (quadrdtica) de Pfister por
< Lay > ®...0 < La,-1 > ®{1,a,] {que também denotaremos por

<< ay,...,0,)]. Finalmente,
: c) Denota-se por I"WF ou I"F o ideal de WF gerado pelas

classes de isometrias das n-formas (guadrdticas) de Pfister, sobre F.
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Definicao 1.43

B Como toda n-forma (bilinear, se ¢(F} = 2} de Pfister representa 1,

| ::podem% escrever ¢ Z< 1 > +¢'. A forma ' é chamada de wizinhanca
a’e Pfister de v, no caso c(F) # 2.

Para uma forma quadratica ¢ {resp. bilinear b}, sobre F
Glg)={a € F*|<a>@q=q} (resp. G(b) ={a € F*| < a > @b = b},

fgdeuo‘ta, o grupe dos fatores de similaridades de g (resp. b).
| Fatos importantes sobre n-formas de Pfister que serdo exaustivamente

usados sao;

» Proposigao 1.44 {23 Cap.X, Corol.1.7; ¢ 3 Cap.IV, 1.2, Teo.2.4, e
Teo.2.8 ou Corol.2.16]
- Para toda n-forma de Pfister ¢, n > 1, tem-se: D{p} = G{(¢). Em

gi)articuia,r D(p) é um subgrupo multiplicativo de F™,

Proposicao 1.45

i) [23, Cap.X, 1.5 e 1.6]
_ Sejam F umcorpocom o(F)# 2, e p =<< ay,...,a, >> n-forma
de Pfister, n > 1, e b€ Dy'. Entdo existem elementos bs,...,b, € F*
tais que ¢ << b,by,..., b, >> . Em particular, ¢ ¢ isotrépica se e
éomen’ce se ¢ € hiperbdlica (isto é: ¢ =0 e WF),
D) [3, CaplV, 4.1] |
 Sejam ¢ =<< ay,...,a,,a]] uma forma quadritica de Pfister sobre
F? c(F) = 2. Se ¢ contém o espago [1,d], entdo existem by,...,b, € F*
E“aas que ¢ << by,...,b,,b]]. Em particular, ¢ contém H (isto é ¢ é
zsotroplca) se e somente se ¢ ¢ hiperbdlica (isto é: ¢ =0 em WF).
i) [3, CapIV, 4.3]
Sejam F um corpo com o(F) =2, p=<<h,....b, >>€ Bil(F),
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55 fZ =< A1, s 0)] € Quad{ F). Entdo para todo b € D{p'®¢) existem
| Cay...0n € F*) tals que ¢ @qE<<her,. .., >> Q4.

Definicao 1.46

n O conjunto de todas n-formas quadrdticas de Pflister nao isométricas,
sobre F serd denotado por P,F.

5 Se ¢ € P,F étal que [F:Dg]=2 dizemos que ¢ ¢ &-universal.
- Em nossos estudos sobre corpos n-Hilbertianos, tem importancia fun-
jﬁament&l o n-ésimo radical de Kaplansky de F. A principio ~le foi definido

por Kaplansky em [18], para corpos de caracteristica diferente de dois, por:

R.,F= ()] Dy

we Py F

;%ssim RoF & definido como sendo F*?. Temos a sequéncia de inclusdes
F?CRFC-R,FC---CF*

{} seguinte Teorema ¢ devido a T.Y.Lam

Teorema 1.47 [23, Cap.XI, Teo.1.6]
. Sejam F um corpo, ¢(F)#2en€N. Se D2 <1>)C R,F, entao
D(x¢) € R,F.

O trabalho mais completo que conhecemos sobre o n-ésimo radical de

%(apkmsky? se deve a J.L.Yucas [38]. O seguinte resultado se deve a ele,

Proposi¢do 1.48 [38, Prop.2.2]
Seja. F' um corpo, ¢(F) # 2. Entdoc as seguintes afirmacgdes sao

équivalente& para n > 1 eparatodo ;€ F*, ¢t =2,3,...,n+ 1.
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a) r e R,F.
b) << ~r,aa,...,ap4; »> ¢ hiperbélica (isto é: zero em WF).

¢) << —r,as,...,a, >> ¢ universal

Demonstracio
5 ale b) re R, F<=1r & Dyp, Yoe& P, F. Por 144, o =< r > R,
que é equivalente a: < 1,~r > ®Rp=0 em WF

c)e b) ¢ =<< ~ra9,...,a, >> € universal se e somente
se Yape € F*, tem-se apyq € Dip. Por 1.44, isto é equivalente a
gy > @Y R < 1,02, - Gag; >>=0 em WF, ou  seja,

K< =P, 83, .., 8pe1 >> ¢ hiperbélicae

_ A partir desta caracterizacao do radical de Kaplansky, para corpos de
caracteristica diferente de dois, generalizamos o radical de Kaplansky, para

corpos de caracteristica gualquer, do modo como se segue.

Definicao 1.49 [0 n-ésimo Radical de Kaplansky]
. Sejam I umcorpoe a € F sec(F)#2, (0 €F, se c[F)=2).
Dizemos que a € R, F se e somente se uma das condigoes da Proposigdo

1 50 {portanto todas) for verdadeira.

Proposicao 1.50

__ Sejam F' um corpo, a € F*| (@ € F, se ¢(F) = 2). Entéo, para todos
(51, ceesay € FFOon 2 1, as afirmagdes abaixo sao equivalentes:

a) LAYy by, —a >>= 0 (resp. << ay,...,0q,a]] =0) em WF.

b) KL Yy pm1, —a >> (resp. << ay,...,0p-1,06]]) € universal. Além
éiissa se c(F)# 2, a) e b) sdo equivalentes a:

c) a€D << ag,. ... .0, >>.
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Demonstracao
No caso ¢(F) =2 basta usar 1.48b) ¢ ¢) tendo em vista 1.44

Se o(F) = 2 definimos RgF = hF e neste caso também temos a

- sequencia de inclusdes:

hWFCREFC...CR,FC...CF.

9. O uw-INVARIANTE

Definicao 1.51
» O ideal torcao de WF, denotado por Wi I é constituido pelas formas
fquadrz’zticas g € WF tais que r.q =0, para algum r € N*. Observe que
em particular W, F = WF, quando F nao é formalmente real.

Finalmente, o u-invariante do corpo F ¢é definido por
w=u(F) =max{dimpq, g€ W,F, tal que ¢ é anisotrdpica}

Lema 1.52 [23, Cap.XI, 4.4 ¢ 4.5]

i} Sejam F um corpo nao formalmente real, ¢(F} # 2 e ¢ uma forma

gnadritica nao universal de dimensio d sobre F. Entdo para todo a € F*,

Do Cy Dip+ < a >),

Q.f'e w+ < a > representa mais de d classes de quadrados.

i) u(F) < [QF)].




CAPITULO II

CORPOS n-HILBERTTANOS

No que se segue denotaremos o produto tensorial ¢®¢; por qgq; para

4, @i € Bil(F) U Quad(F).

Definicaoc 2.1
Um corpo F' € chamado n-Hilbertiane {n > 1) se para toda n-forma de

ZPﬁster w sobre F' [F* : Dyl < 2, com igualdade valida para pelo menos

uma n-forma de Pfister ¢.

Nota 2.2.

» A condicgo [F*:D¢]=2 paraalguma ¢ € P, F, garante que
éF* # F** se o(FY # 2, ou F # hF se ¢(F) = 2. Com isto os corpos estuda-
;des por L. Kaplansky em [18] e por R. Baeza em [4], sdo casos particulares

dc corpos 1-Hilbertianos.

Nota 2.3.
. Vamos definir corpos 0-Hilbertianos como sendo os corpos F  com
|F’"/Emg = 2, ou o0s corpos F tais que |F/hF|=2 se c(F) =2, para
%na.nter coeréncia com o Teorema 2.7, adiante,
: . Se c(F) 5 2, ainica 0-forma de Pfister é definida como sendo < 1 >
fe, neste caso, a Definicao 2.1 contém a Nota 2.3. Os primeiros exemplos que

- podemos citar de corpos n-Hilbertianos sdo:

- Exemplo 2.4
~ Os corpos finitos e os corpos reais fechados (ver 1.40), sao corpos
O-Hilbertianos. Se F é finito com o(F) = 2, entdo h:F — hF dada por

h(z) = 2% 4z, ¢ um homomorfismo de grupos que tem nticleo {0,1}.
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Dag F/{0,1} é isomorfo a hF e como F 6 finito, F/hF = {0,p}.
§§Se c(F) # 2, como F* ¢ um grupo ciclico, segue-se que Q(F) = {1,s}.
Loge F & 0-Hilbertiano. Se F & real fechado, entdo F é obviamente
?D»Hi}.bertiane por 1.40 e 2.3,

Exemple 2.5

| Os corpos locais, que sdo corpos do tipo k{(t)) onde k é um corpo
?ﬁnito ou s30 os corpos dos numeros racionais p-adicos, sao exemplos de
}zcorpos 1-Hilbertianos. De fato, esses corpos possuem uma tinica algebra
%d& quatérnios que nao se fatora {a menos de isomorfismo); equivalentemente
éaossuem uma tnica 2-forma de Pfister anisotrdpica {a menos de isometria)
{ver [23 Cap.V, Te0.2.2 e Teo.2.10] e [35 Cap.2, Teo.1.1] e [4, Lema 1.1]).

~ Pelo Teorema 2.7 adiante, segue-se o resultado.

Exemplo 2.6

+ Oscorpos reais fechados séo corpos n-Hilbertianos para n > 0. De fato,
Q(F3 = {1,~1} ¢ P = F*? é a tnica ordem de F. Logo para n > 1, as
%inica.s n-formas de Pfister sobre F', a menos de isometria sao ¢ = 2" < 1 >
;egeg =< ~1,...,~1 >>. Assim, como g, ¢ universal e o; ¢ %-universal,

. pois iy é positiva definida, segue-se a afirmacao.
O seguinte Teorema caracteriza os corpos n-Hilbertianos.

Teorema 2.7

Sejam F um corpo e n > . Entao F é n-Hilbertiano se e somente se
_existe uma tnica (n + 1)-forma de Pfister anisotrépica sobre F', a menos de

- isometria.
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Demonstracio

= Antes de demonstrarmos o teorema recordemos que F, F é o conjunto
das n-formas de Pfister sebre ', a menos de isometria.

Suponhamos n =0 e ¢(F) = 2. Por 2.3, F é 0-Hilbertiano se e
somente se = = {0,p}. Por 1.30a, segue-se que PiF = {0,{1,p]}.

» Reciprocamente, considere a,b € F'\ hF. Por hipétese e 1.30a

G # [1,a] = [1,b] € WEF. Por 1.28, Arf[l,a] = Arf[1,b], ouseja, a =b
em F/,p. Portanto F/,p={0,a},e F ¢é zero-Hilbertiano, por 2.3.
Suponhamos agora n > 1 ou ¢(F) s# 2. Se |[Pou1F|l =2 e ¢
éénniversai Yo € P, F,entao < a > ¢ Z @ por 144, e dail << —a >> ¢
égseria, hiperbélica VYa € F* Yo € P, F, ou seja, |P,y F| = 1. Mas isto
contradiz a hipdtese. Entao existe ¢ € P, F nao universal. Vamos mostrar
que, neste caso, € ‘%-UBiVGI'S&L acarretando que [F*:Dy] < 2, para
?ftoda, @ € P, F.

:_; Sejarmn ¢ € P, F' néo universal e a,b & F*\ Dy, Entdo < 1,—a > ¢,
< 1,—b >  sdo anisotropicas e por hipotese < 1,—a > @ &< 1,-b > .
ECaneelando ¢ (1.9), e multiplicando por < a > temos que @ < ab> .
De 1.44 segue-se que ab & Dy, a,b & Dy, ouseja [F*:Dwv]=2.

& Reciprocamente, se F é n-Hilbertiano existe ¢ € P, F %»universal.
iéPa,ra‘ a & F*\Dyp, <1,~a>¢ éuma(n+1)-forma de Pfister anisotrépica
(1.44). Mostremos que existe apenas uma (n 4 1)-forma de Pfister
ianisatrépica, sobre F', a menos de isometria. Para isto sejam

| P =< Uy, Gngr D>, Y2 =<< by, by >>, se ofF) #2
oou ¢ =<< Ay, )], Yo =<< b, baga]]l se o F) =2,
fdu&e (rn+1)-formas de Pfister anisotrépicas. Entdo i =< 1,a; > ¢,
Q{e i,{.:g =< 1,by > @y, onde @; € P F para 1 =1,2. Seja [} = Dy;.
;Como Y s&o anisotrépicas tem-se que —a; & Dy, —by & Dy, por 1.44,
e F*=Dy|J(~a1)Dy = Dy |J(~b1)D» (unido disjunta).

a) Se Dy =Dy =D entaoc —ay,~by € D mas aby = (~a)(=by) € D
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;pois [F*: D] = 2. Dal < aib > 9 2o ou < a; > ¢ < b > ¢

para i=1,2 e

,{551 =< 13(1’1 > Py =L 136’1 gt} 2L bl}a“Z:' cay Opgl 22>y S€ C(F) ?é 2:

ou Yy = << b,ag,...,0pe1]] se ¢(F) =2,

{)11 seja, podemos trocar a; e b; por um elemento comum ¢ € F*.
b) Se Dy # Dy, provemos que (—ay)Dy 0 {(—b)Ds#0, e dai

;ﬂ'lDl Nby Dy # 0. |

Como F™* = Dy U{~ay)Dy == Dy U (~b)Dy {unifo disjunta), se
(=)D N (=b1)D2 = 0 entdo (~a)Dy C Dy e (~by)Dy C Dy. Como
1 € D;, 1 = 1,2 seguese que ~ay; € Dy e como Dy é subgrupo
;de F* vem que (—ai)”! € Dy. Entdao para todo z € D; temos que
(——(}1)1 = € Dy e portanto z = a(—a;)"! € Dy, ouseja, D; C Dy,
Do mesmo modo prova-se que Dy C D;. Mas isto contradiz a
fhipétese. Entao existe —e¢; = —oy3dy = —byds com d; € Dy, 0= 1,2, e
g:; = gydy = bidy € a; Dy N by D+, como desejado.

Considerando o elemento ¢; obtido acima e observando que

<: d; >@; =, segue-se que

x P Z o+ <ap > Bt <ardp > BE<< e 3> 1.

: Do mesmo modo o E<< ¢y >> s, € novamente podemos trocar
az e by por um elemento comum ¢ € F*.

| Se ofF) # 2, podemos repetir este processo para o0s OuWtros o
e b;, i=1,...,n+1 e trocdlos 2a2 por ¢, i=1,...,n+1 para
%}biﬁér’

. ) <KLy Cagr > = Yy

¢ isto prova que Poy F={0,41}, no caso de c(F)# 2.

Se ¢(F) =2, repetimos o processo anterior até obter

2{}1 =E<< clﬂ“";cnaa'n”}*l]] € ?,‘/”2 =L cl;-"?cn’,!b'n--{hl]]'
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Considere agora as formas quadriticas ¢; =<< ¢, Gn41]] €

q; =< < Cp, Dpyy]]. Por 1.30b segue-se que
d1 + G2 = [1 an-i—l] + [1 b?b+1]+ < Cp > ([1¢an+1] + [13 bn-i—l.]) =

= [0,0] + [13an+1 + bn+1]+ < €y > ([070] + [11 Dyl + bn-}-l]) =
= 2[0, 0] + L Cpy Qe 1 + bn+1]].

. Por Al existem dgF, rirp€F”, tais que
wl B op, o, 01, T, d]) € e < 0y, Cyo1, 72, d]]. Repetindo

o processo anterior em a), podemos trocar r; € T3 por ¢, e dai,
'Q:f’l E A Cly e o ,C.,--“d]] =2 ’{/)2,

que mostra que PnyiF = {0,901}, neste caso também. Isto conclui o

- teoremae

B Como € de se esperar, todos os corpos de séries de poténcias F
- com n indeterminadas sebre um corpo finito k& sao n-Hilbertianos, pois

(1 Puq1 Fl= 2. De fato, para o caso o(F) # 2 o teorema de Springer [29] e
%;nna simples inducao sobre n, garante o que afirmamos.

Para o caso ¢(F) = 2 desenvolveremos parte da teoria de [29] (omitida
?m [29]) para demonstrarmos que F = E({Xy,...,X,)) ¢ n-Hilbertiano,

n20

Seja F' um corpo com ¢(F) = 2, completo em relacio a uma valorizagao
nao-arquimediana discreta v: F — R, 7 o elemento uniformizador (isto
4 um gerador) do ideal maximal M do anel de valorizacdo O = O, =

Az e Fiv(z) > 0}, O/M = K o corpo deresiduose 0 < e=v(r} € R o
?gerador do grupo de valores I' = I"), = {v(z),2 € F}. O grupo das unidades

de O ¢ denotado por OF = {z € F:v(z) = 0}. (Quando nao houver
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id‘{widas quanto a valorizagao em questao os indices v que aparecem acima
%seréia suprimidos}.

| Sendo (V, ¢) um espago quadratico nao-singular e anis&tréi)ico sobre F,
ipara, cada ¢ > 0 inteiro, definimos

Mi={z eV :q(z)er0}

Lema 2.8

Com as notacoes anteriores tem-se:

a) M; é um O-mddulo.

by M; CM; se j<i, e My=nMyC M, CM
c)Se z€M; e y€&€ My, entao by{z,y) € w0,

Demonstracao

. a) Paratodo o€ O, z, y € M;, éficil a prova de que az € M,
e x4y € M;, se z e y sao linearmente dependentes sobre F.
éSuponhamos z, y linearmente independentes sobre F'. Entao para todo
35 € F, temos que z+ty+#0 e, como ¢ é anisotrépica sobre F,
f(}‘) = gz + ty) = 2q{y) + thy{z, y) + glz) € F[{] ndo tem raiz em F.
 Se demonstramos que v{by(z,y)) > min{v{g(z)), v(g(y))} teremos
que v(g(z+y)) = v(by(e,y) +a(z) +a(y) = minf{o(g(a)), v(g(y))} e dai
z+ye M.

Para isto sejam q(y) = a17™, q(x) = asm®, by{z,y) = azn”®, com
a3 € O* para s=1,2,3. Ocorre que se k < min{m,n} entdo

g(f) = 7R F(t) = 77 Rayt? +ast + 7" Fay € Oft] e nio tem raiz em O.
Mas g(t) = @3t € K tem raiz simples em K. Como F' é Henseliano (pois é
;:Qmpietol), esta raiz pode ser levantada a uwma raiz de g(f) € Oft], o que é ab-
éur:da Logo k > min{m,n}, ouseja v(b,(z,y)) > min{v(q(x)), v(g(y))}.
. b} Claro que M; C M;, se j <4

Se z € My entdo g(z) =7, 0 € 0. Dal, gz7'z) = € O, 0

que Implica que x € 7My. Reciprocamente, se z =7y, y € My, entio
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{g(’}”] = 72¢(y) € #*0. Dai x € Ms.

1 ¢) Se zeM; e y& My, euntdo bylz,y)= 0(mod 7).

. Suponhamos que by(z,y) % O(mod 7**1). Pelo final da demonstracio
de a temos que x & M4, ou seja v(g{z)) = v(by(x,y)) = i. Portanto
pma tg == ;‘((fz} € OF segue-se que v{q(z +toy)) = v(t3qly)) =1+ 1,
ou seja, T +1toy € My, Isto implica que == (z+toy) — toy € Miy1,

‘que é absurdos

- Sendo Vi = My/My, Vo = M;/M;, esses conjuntos sao K-espacos
fvetoria.is com as operacoes:

E%'*i"d” = & Ty e To+To = To+ yo, para todo @ € K e para todos
2 As definicoes sao as mesmas para Vs.

Lema 2.9

Cora as notagdes anteriores temos que dimpV = dimgVj + dimgVs

Demonstracao
Sejam FE =V, @V, e {&} uma K-base de E. Entao {e;} éum

ééconguntc) linearmente independente sobre F. Seja F = ¢Fe;. O Lema

e,staxa, demonstrado se provarmos que # = V.

Para todo z € V, wv(g(z)) =a com a=2n+j, j=0oul. Entao
?é'ﬁ’““z: € M; C My (pois v(g{z™"z)} = j), o que implica que existe
uz,g € My tal que 7"z = %5 € My/M;. Isto implica que existe z; € M,
tal que 7t —xg = T1 € My /My, Continuando com este processo
ienmntmmos T € M, tal que 7 "z — Z?_—o x; € M, 4+1. Seja

L m
ym = Zﬁ z; € My. De v{g(n™ "z —ym}) > m-+1 temos que 2 = n}l_{rg,m 7™ -
g

Como 7"ym € E, isto mostra que E é denso em V. Mas como F
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e completo, segue-se que E também é completo (A demonstracio deste
fato ¢ a mesma de 4.23 adiante) e dal z € E. Logo F=Ve

Definicao 2.10
Definimos 7:V; — K, {i=1,2 por §,(F) =qg(z), onde x € My ¢

§§ fum representante de T €V, e §{7) = v"tq¢ly), onde y € My é um

;representante de 7€ Vs

Essas funcoes estao bem definidas; por exemplo: se T = 7 em V; entéo
J —z €M e de g(z) =byle—z,2)+g(x—2)+¢(z) e do Lema 2.8¢c

gsegue—se que G(F) = §(Z). Também é simples verificar que sdo formas

iquadraiticas anisotropicas, usualmente chamadas de primeira e segunda

55 forma quadrdtica reduzida (ou residual) de ¢:V — F

Temos o seguinte Corolario do Lema 2.9

Corolario 2.11

Com as notagbes anteriores, se u(l) < ng entdo u(F') < 2ny.

Demonstracio
Observe inicialmente que o(F) = 2 implica W, F = WF,

- Sejamn  {V,g) espago quadratico anisotrdpico sobre F e (Vi,q;) os
Qéespa(;os quadrdticos residuais de (V,g). Se d; = dimgV; entdo pelo Lema
_ 29 dimpV = dy + dy < ng +ng = 2nge

: Calculos simples mostram que g;: V; — K tambeém sao anisotrdpicas,
~ embora elas possam ser singulares. Além disso, se as formas quadréticas

~ residuais sdo isométricas sobre o corpo de residuos, isto ndo implica que as

;formas sdao isométricas sobre o corpo F, como no caso de c(F) # 2. Por
j%xempla? as formas quadrdticas bindrias ¢ = [1,X™1] e p = [1, X1 4 p]
;sobre F p & hF, nao s@o isométricas; sendo por 1.30b 0 =p+¢q =
é‘[l,X”‘l + X7V pl = [1,p] em WF. Por 1.30a temos que p € hF, o
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fque ¢ absurdo. No entanto, cada uma delas tem suas formas quadraticas
':éresiduais isométricas a [1] sobre K, como mostram os seguintes calculos:
Consideremos ¢ definida sobre V = Fe; + Fes. Podemos verificar
que My = Oe; + Mey, M, = Me, + Mey, M, = Me, + MZe,. Scja
ozel € Uey um representante de @ey € V) e uXes um representante
de uXez€Vy, u€O: Entio §,(@@) = glae;) = & e
@(m) = X-lg(uXey) = X 1u2X%g(e;) = u?X2X?% = 1> Logo

ql = g, = [1]. Os mesmos cdlculos mostram gue 7y = P, = [1].

Lema 2.12

| Seja {V,q) um espago quadritico ndo-singular anisotrépico, sobre F.
Se as formas quadraticas residuais (Vi,§;), 1= 1,2, sdao nao-singulares
?sebre K, entio existem moédulos quadraticos (Vis,qs), (Va,qq) sobre O

étais que g = (Q3+ < 7T > gu;) & F.

Demonstracio

Sejami  {€1,83,...,&} e {f1,fe,....f.} IK-bases de V| e V;
Eérespectivamente. Levantando esses vetores encontramos e,,...,e, € M
E Fiooon Js € My, Assim gle;) € O, gq(f;) € 7O e bgley, f;) € 7O {pelo
:?_?Lema 2.8¢), Vi=1,...,7; Vj ==1,...,5. Sejam by(e;, f;) = wby; com

bz:e € O, paratodoi, j, e bo(f;, fx) = wejp com ¢jp = ¢p; € O. Desde

;éque (V2,Gq) é nao-singular () é inversivel sobre K, e portanto (cjz)

 é inversivel sobre 0. Paratodo 1<i<r seja
8
i
€; =e; + E ik S
k=1

com aj;, € O aser determinado. Desde que fi € My, temos que & =&

em Vi, t1=1,...,n. Além disso
: bolef, f3) = w(bij + 31wy @ikCis)-
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Como (ck;) é inversivel em O, podemos escolher a; € O de modo

- que para todo 1,

> aiger; = ~by, 1<j<s,

k=l
. Com esta escotha byle}, f;) = 0, paratodo 1 <i<rel <j <5,
ou seja, o O-médulo W; = @I_,0e; é ortogonal ao O-médulo

IVQ = B7=10f;. Sejam g3 e < 7> gy asrestricoes de g a Wi e a
fj ‘Wg} respectivamente. Entdo por construgdo ¢z QK =27q, ¢ qu@ K =17,
zbto é, (Vi,q1) e (Va,q2) sdo mdédulos quadrdticos nao-singulares sobre O

e obviamente ¢ = (g+ <7 > qy) O Fe

Corolario 2.13
Sejamm L um corpo finito, ¢(L)=2 e n > 0. Entdo
 Fu=L((Xy,....X,)) é n-Hilbertiano (onde Fy = L), e u(F,) = 2"+,

Demonstracao
Para Fy =L, temos que L* = L*? pois L éfinitoe ¢:L — L?

x,o(‘z) = 2° é injetora. Com isto, formas quadrdticas de tipo [a] + [b] sdo
;isemétricas a [1]+[1], que é isotrépica. Se ¢ = [a,b], ¢ ¢ isométrica a
[13 p] (anisotrépica), ou ¢ ¢ isométrica a [1,0] (isotrépica). por 2.4 e 2.7.
ééComo essas formas sdo universais, segue-se que u{Fy) = 2 ¢, por 2.4, Fy
6 0-Hilbertiano..

Suponhamos n-—12 0, u(F,.1)=2" F,.; (n-1)-Hilbertiano
com w =<< Xpo1y..-, X1, p]] & Gnica forma quadratica anisotrépica de
?édimensé,o 2" e mostremos que ¢ = P+ < X, > w € P, F, & a tnica
fforma guadratica anisotrépica sobre F,, de dimensao 2°%* a menos de
é'isoinetria.

Seja ¢’ uma forma quadréatica de dimensao 2"*!, anisotrdpica
fsobre F,. Pelo Lema 2.9, 2"t* =dimg +dimg,. Como §; e §, sio

- F, _;-anisotrépicas, W F,_y = WF,_; e u{F,..1} = 2"; obrigatoriamente

35



[

dlm g, = dim g, = 2", o que acarreta, por hipdtese, que 7, = Tp = .
Pelo Lema 2.12, ¢=<< X,,Xno1,...,X1,p]]. Pelo Teorema 2.7, F,

4 n-Hilbertianoe

» Qutros exemplos de corpos n-Hilbertianos de caracteristica qualquer,
;%3631‘5,0 exibidos no capitulo HI. Para corpos de caracteristica diferente de
%lois‘, exibiremos outros exemplos importantes. Antes disso, vamos mostrar
;ﬁue no caso formalmente real, o n-radical de Kaplansky R, F’ caracteriza

~ os corpos n-Hilbertianos.

Lema 2.14
Seja F um corpo formalmente real e n-Hilbertiano, n > 0. Entao

" R,F é a tnica ordem de F.

Demonstracao

Se n=0, Q(F)={1,-1} e F** = RyF é a tinica ordem de F.

. Se n 21, seja p & Py F positiva definida sobre F. Entao Dy C P
f?m como F é n-Hilbertiano, 2 = [F* : P] < [F™* : Dp] < 2. Dai P = Dyg.
Em particular, P = D(2" < 1 >) C Do) C P, o que implica que
P=D(2" <1>)=D(c0).

Para toda @ =<< ay,...,a, >>€¢ P, F indefinida sobre F', existe

fpelo menos um a; € —F, que podemos supor a; reordenando os indices
be for necessario. Mostremos que Dy = F*, acarretando que R, F = P.

De << —=b,ay >><< ~b, ~bay; >>, para todo b€ P, podemos trocar
gl € —PF por —ba; ¢ P. Usando este processo para todos a; € —F
é}odemos supor P =< 1,—b> @ << ~b, by, ..., b, >> indefimida sobre
Fj “com b; € P, para todo i De D << by,...,b, >>= P temos que
<:< ~b, by, oy by >>=0em WF, ouseja, g < b > . Por 1.44, b € Do,
i)ara todo b € P. Logo P C Dy e como ~P = (~ay)P, segue-se que
__ P ¢ Dy, ouseja, Dyp=F* Que R,[F éa tnica ordem de F' segue-se
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de 1.37e

Da demonstracao do Lema temos o seguinte Coroldrio:

Corolario 2.15 [33, Prop.1.1]

Sejam n > 0, F' n-Hilbertiano e formalmente real. Entao:

| i) Do = P, Yo € P,F positiva definida. Em particalar F ¢
unicamente ordenado com P = D{2" <1 >).

i) Dy =F*, Vo € P,F indefinida sobre F.

Proposicao 2.16 {33, Teo.A]
Sejam F' um corpo e n > 1. Entao F' é n-Hilbertiano e formalmente

1ea1 se e somente se [F™*: R, F] = 2.

Demonstracao

Suponhamos que [F* : R,F} = 2. Entdo existe n-forma de Pfister
;n&o untversal sobre F', sendo R, F = F* Como R, F C Dy, Yp & P, F,
S€‘ ¢ nao é universal sobre F, entao 1 < [F* : Dy] < [F* : R, F] = 2.

Dai, p 6 f-universal e F' é n-Hilbertiano. Resta provarmos que F ¢

ééfc}rmalmente real e para isto vamos mostrar que R,F = D{(2" <1 >)}.
. Deld9 R,FCD@E"<1>). Seja a€D(2"<1>). Se a ¢ R,F,
gépor hipétese temos que F* = R, F|JaR,F e existe ¢ € P, F tal que
< l,—a>¢#0 em WF. Dai para todo be F*, b= ~r ou b= —ar
com v € RoF. Seja ¢ =<< ai,...,an >>€ P,F. Seexistei, 1 <i<n,
tal que a; = -1, entao por 1.49

< =-a>> e ECL, —r ><C 81,001y Ol e ey Oy, =0 >>=0& WEF,
?} ;;E:(absurdo)* Se ai = —ari, 1=1,...,n, de <7 > =@ Vpe PF,
fimplica que < —ar; >Rl —a>¢; V€ R, F Vo &€ P,F. Logo

<L = > @ S 0,0y, ., Oy PR —a,. .., —0 >
2 Mel> F <—a>2<cl>=0¢ WF
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pois a € D(2" < 1 >), (absurdo, novamente). Logo a € R, F e portanto
R,F=D(2"<1>). Como D(2<1>)CD{(2"<1>)C Dy para toda
;g P,F, por 1.47 tem-se que D{oo) C R,F. Disto acarreta que F §é
fformalmente real, sendo ~1€ D{co) e dal, Ya € F™,

- 5
a= ()"~ (f’—:;i)g € D{oco) C R, F, ou seja, F* = R,F, contrariando

L

~.a hipétese.

A reciproca segue-se do Lema 2.14e
Corolario 2.17
Seja F' um corpo formalmente real e n-Hilbertiano. Entao F é

- m-Hilbertiano, para todo m > n.

Demonstracio

x Seja ¢ € P, F definida sobre F. Entao De C P, o que implica
fque Rp¥F C P=R,F. Como R,F C R,F, temos que R,F = R,,F,
e portanto [F*:R,,F] = 2e

Definicao 2.18

Seja F' um corpo formalmente real n-Hilbertiano. Se F nao

e (n — 1)-Hilbertiano dizemos que F ¢ n-Hilbertiane estivel ou

EHﬁbﬂTtiana estdvel de posto n.

O seguinte Lema é uma construcio feita em [32, pg. 217].

Lema 2.19

Para todo g = 2™ > 4, existe um corpo com g classes de quadrados

~ Hilbertiano estdvel de posto 1.
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Demonstracao.

Consideremos m nimeros priros pi, ..., Py tais que
pi=1{(mod4), i=1,...,n e mde(p;i+pj,p1 - om) =1,

para, todo 1, 7, 1 <7 <i<m.

Asmm 71 = 1 (mod 4), pode ser escolhido arbitrariamente. Suponhamos
pc:r hipétese de indugao, que temos escolhidos py,...,p,, tais que
pg = l{mod 4}, i=1,...,m e mde(p; +pj, ;1 Pm) =1 para todos
1 <Jj<i<m e p; =1 {mod p;}). Pelo ‘Teorema de Dirichilet existe
um primo pm+; tal que

.: Pm+1 =1 (mod 4py ... pm) (*)
» Provemos que mdc(p; +p;, p1...Pm+1) =1, paratodos 7,j com
1 <j<it<m-+1, por redugao ao absurdo.

Se pi+pj, P1...Pm+1 DAO 530 Primos entre si, existe 1 < s <m+1
tal que p, divide p;+p;. Por hipétese de indugdo, pelo menos um
dos indices s ou 7 & igual a m+1. De (*) ppy =1 (mod pip;) e
?pOl‘ﬁ?fvﬂtO Pif; < Pm+t, € Pi+pi <2pi < pipj < Pm41. LOEO, § F m+ 1
e i = m + 1. Dai tem-se que p; = ~Pms1 (mod ps) (J # 8) e, como
pm+1 = 1 {(mod p,), temos que p; = ~1 (mod py).

Assim, se J > 5, por hipdtese temos que p; = 1 {mod p,}, o0 que
impii(:a que 1= -1 (med p,) (absurdo).

Se 7 < s tem-se p; < p,, 0 que implica que p; +1 < p, (pois p; + 1
e par) e, como p,lp; + 1, temos que p, < p; +1 < ps, que também ¢é
;absurdo.

Por A.6 existe uma extensdo algébrica formalmente real

F do corpo @ dos nimeros racionais tal que {~1,p1,...,Pm~1} € uma
;_%'?base do espago vetorial Q(F'). Como F é formalmente real, é claro
que {p1,...,Pm-1} constitui uma %»base de P/F** &, como p; é
%om& de 2 quadrados (pois p; = 1 (mod 4)), isto implica cue P = Dp <
11 > . Assim P = Dp < 1,1 >C Dp{ecc) ¢ P. Como D{oo) C P,
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pala qualquer ordem P’ (1.37), segue-se que P ¢ a 1nica ordem de
F De mdc(p; +p;, pr  Pm-1) = 1 segue-se que na decomposicio de
pi+p; em fatores primos ndo ocorre os primos pi,p2,....Pm—1, OU S€ja,
p, +p; =z* € F*?, Dai, p;=x°—p; € D < 1,—~p; >, para todos j # 1,
g =1,...,m~—1. Como z%+y”? = p,;, isto irplica que —1 = (i‘})2 “Pz‘(é‘)g
pertencea Dp < 1,—p; > . Dal p; = (=1)(~pi) € Dy < 1,—p; >, e como
B[‘ < 1,—p; > & subgrupo de Q(F), temos que < 1,—p; > é universal
fpara. todo v=1,2,...,m—1. Por 149 p, e By F, ¥i=1,2,...,m — 1.

 Concluimos que P = R F e [F*: RF|=2 Por 216 F ¢
~ 1-Hilbertiano e, como |Q(F)| > 2, pela Nota 2.3 F' é estével de posto le

| Os dois exemplos seguintes mostram gue contrariamente ao caso de
~corpos 1-Hilbertianos, os corpos 2-Hilbertianos nao determinam o nimero

de dlgebras de quatérnios a menos de isomorfismos, existentes sobre eles.
Exemplo 2.20 [33, 1.7]
Os corpos F de nimeros algébricos formalmente reais com exatamente

‘uma ordem sao Hilbertianos estdveis de posto 2.

Demonstracao

¥ Para toda 2-forma de Pfister ¢ sobre F e, a € P segue-se que
\19~{~ < —a > é indefinida de dimensdo 5; logo isotrépica por A.7. Isto
;equivale a dizer que a € Dy, Va € P. Logo P C Dy, Vyp € PF. Como
Dcp C P, para todo ¢ € PoF definida sobre F, temos a igualdade

P = Ry F. Pela Proposicao 2.16, F é 2-Hilbertiano. Como corpos

plobais tem infinitas algebras de quatérnios que néo se fatoram, e

corpos 1-Hilbertianos tem apenas uma algebra de quatérnios que néo

se fatora, segue-se que F ¢ Hilbertiano estivel de rank 2e
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Exemplo 2.21 [33, 1.8]

Existe um corpo 2-Hilbertiano estavel com 4 algebras de guatérnios.
B Para mostrar a existéncia de tal corpo, vamos langar méo dos esquemas
de formas quadraticas desenvolvidas no apéndice. Por A.35, existe um corpo
K tal que E(K) é E-isomorfo a E(Fy((X))) x E(R). (Aqui = significa
isomorfismo de esquemas e £ € o corpo dos nlmeros reais).

| Considere as formas g =<< 1,-1 >>, ¢; =<< 1, X >> sobre
Fa({X)) e v =<< 1,—-1 >>, ¢y =<< 1,1 >> sobre R. Por A.27, as
formas g1, g2, ¢3, g+ sobre K, que correspondem a g X g, ©1 X b,
wo X Yy, W) X Y via o E-isomorfismo acima, nao sio isométricas sobre
K e sao as unicas quatro 2-formas de Pfister a menos de isometria, ou seja;
existern apenas 4 algebras de quatérnios, a menos de isomorfismos, sobre K.
;:15 Como corpos 1-Hilbertianos admitem apenas duas dlgebras de quatérnios,
a menos de isomorfismos, K nao é 1-Hilbertiano. Por A.33, K ¢ um corpo
formalmente real. Se ¢ € P, K, entio, via o isomorfismo de esquemas dito
acima, ¢ = ¢; X ¥;, 1,7 = 0 ou 1, e como toda forma de dimensao 4 sobre
F5((X)) ¢ universal, por A.26 segue-se que K é 2-Hilbertiano estdvele

A seguinte Proposicao € necessiria para o que se segue.
Proposicido 2.22 (33, Prop.1.4]

2 Seja F' Hilbertiano estavel de posto n, n > 1. Entdo
W FNI'F# {0} e W,FQI"™F = {0}.

Demonstracao

:: Temos que demonstrar primeiramente que existe € P, F' indefinida
e nao hiperbdlica sobre F' e que toda 9 € P31 F indefinida é hiperbdlica
sobre F
Se n.=1 e toda l-forma de Pfister indefinida sobre F' é hiperbdlica,
entio < 1,—a »>&<1,~1> Va € P. Por 1.30aii o € F*?, Ya € P. Logo

Q(F)={1,-1} e F & zero-Hilbertiano (absurdo).
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B Se n.> 2 e toda n-forma de Pfister indefinida sobre F' & hiperbdlica,
entdo ¢ =<< ~a,0y,...,0, >>= 0 em WF, Ya € P, Va; € F*. Por
1.49 segue-se que P C R, _(F. Como R, F C R,F = P implica que
Ry F = R, F = P. Dal, [F*  Ry_1F}=2 ecomo n—12>1, por
2.16 vem que F é (n - 1)-Hilbertiano, que é contra a hipétese feita. Logo
 WLFOIMF #£ {0}

Finalmente seja ¢ =<< by,...,byyy >>€ Pphyy indefinida sobre F.
Entdo existe b; = —r, 1 <i<n+1, comr € P=R,F, (por 2.14). Por
1.50, ¥y = 0 em WF, ouseja, ¢ é hiperbélica, por 1.45ie

B Para finalizar este capitulo, provemos que existem corpos
F n-Hilbertianos (estdveis, se os corpos forem formalmente reais) com
) = 2™ para 1 € n < m — 1. Esta obstrucio sobre n existe no caso
nao formalmente real devido a 1.52, pois se F ¢é n-Hilbertiano existe
(p € P,F i-universal. Tomando a ¢ Dy, temos que << —a >> ¢ &
anisotrépica de dimensdo 27F1. Assim 2" < u(F) < |Q(F)] = 2™, Se
F é n-Hilbertiano estdvel, pela Proposicdo 2.22 temos que 2™ < u(F) e
como F' admite no maximo 2 ordens por [10, Corol. 3A] temos que

u(F) = |Q(F)|. Logo, em qualquer caso n<m 1.

Teorema 2.23 [33, Teo.3.2]

» Sejamn m, n Inteiros positives tais que n + 1 < m. Fntao existem
}éc:orpos F n-Hilbertianos, c(F) # 2, (estdveis se F' for forralmente real)
com [Q(F)|=2".

Demonstracao

Facamos por indugao sobre m
N Se m =1, entdo n = 0, o que implica que Q(F) = {1,s}, eo
ﬁéresulta,do segue.

Param = 2, n = 1 e para o caso formalmente real, o Lema 2.19 garante.
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Para o caso nao formalmente real, &, (o corpo dos inteiros racionais
p-adicos, p # 2) serve,

Admitimos a existéncia de corpos F n-Hilbertianos (estaveis, se os
corpos forem formalmente reais) com |Q(F)| = 2™, 1 < n < m ~ 1, para
m > 2 e provemos que existe corpo F' n-Hilbertiano (estdvel, se F for
formalmente real) com |Q(F)| = 2™, paracada 1< n < m.

B Consideremos um corpo F nao formalmente real n-Hilbertiano com
G(F) =27, 1<n<m-—1,que existe por hipodtese, e F’ um corpo
finito, o(F') s 2. Como toda forma quadratica de dimensao 2 on mais
sobre F' & universal, por A.26 e A.35 o corpo K tal que FE(K) =
E(F) x E(F") é n-Hilbertiano, com 2™ classes de quadrados, e nio for-
malmente real (A.33.a,c). Para concluir o caso ndo formalmente real, basta
exibir um corpo m-Hilbertiano nao formalmente real com 2™*1 classes de
;2:5 quadrados. Mas por hipotese, existe um corpo nao formalmente real F
(m - 1)-Hilbertiano com 2™ classes de quadrados. Por A.36, o corpo
Efﬂ;’ = F{(X)) realiza o esquema poténcia F(F)T = (gp,—1p,dr)? onde
T = {1,¢}. Por A.34a e ¢, K tem 2™*! classes de quadrados e nao é
;_?fc)rmalmente real. Seja ¢ = << az,...,qm >>€ PoK. Se a; =5 X,

ag = by X, com by, by € F*, temos que << a1,y >>=<< 19,03 >> €
:fseguewse que @ =<< biby,...,am >>, ou seja, podemos considerar

<p = e Copiy G >> O g € F* 1=1,...,.m—1 e a,, € F*
ou Am = CmA, Cm & F*.

No primeiro caso @ € universal sobre F e portanto %—universal
i?ésobre K pois Q(K) é um grupo isomorfo a Q(F) x {1,X} (A.34).
No segundo caso Dyy == K* se ¢ ¢é isotrdpica, sendo

Dy = Dy <<<ejy...,€mey >> U Nep D << eyyinn, Gt >>

(por A3lb)e se << ¢,...,em—1 >> for universal sobre F, ¢ é universal

sobre K e se << ¢1,...,0m—1 >> for %—universal sobre F, ¢ é L-universal
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sobre K, ou seja, K é m-Hilbertiano.

Para o caso formalmente real consideremos 7' um corpe n-Hilbertiano
néir:) formalmente real com 2™ classes de quadrados. Entdo toda (n -+ 1)-
;forma de Phister sobre F' é universal e devido a A.35 e A.26 existe um
icorp{) {n + 1)-Hilbertiano K tal que E{(K) & E{F) x E{R). Considere
€ P,F com Dpyp # F* e 2" < 1 >€ PoR. Entio D(p x 2" < 1 >) tem
;i’ndif:e quatro sobre Q(F) x Q(R) e portanto K ndo é n-Hilbertiano. Por
;A.33a e ¢, segue-se que K é (n + 1)-Hilbertiano estdvel com 2™+ classes
| de quadrados. O exemplo 1.19 garante que existe um corpo 1-Hilbertiano

_ estdvel com 2™** classes de quadrados e o teorema estd provadoe

Proposicao 2.24

Existem infinitos corpos F n-Hilbertianos n > 1, com radical de

;I{aplansky R, F, nao trivial.

Demonstracao

;:: Seja Fy wm corpo com 5 elementos. Como toda forma binaria sobre
F5 é universal, temos que RyFy = F5. Dai |RiFs5/Ff?] = 2. Assim
se F  é n-Hilbertiano, considere o corpo K dado por A.36 tal que
E(ﬁ) 2 E{Fs5) x E(F). Como toda ¢ € P, Fy5, n > 1, ¢é universal, por
A26 K & n-Hilbertiano e por A.33b |RK/K*2| = 2|R,F/F**|. Logo
;R;K ndo é trivial. Considerando K em vez de ¥, obtem-se outros

corpos n-Hilbertianos de radicais ndo triviaise
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CAPITULO 11T

2-EXTENSOES DE CORPOS n-HILBERTIANOS

| Seja F o 2-fecho de F (= fecho quadrético de F') isto é, o corpo contido
em um fecho algébrico tal que todo polinémic separivel de grau 2
isobre F tem raiz em F. Portanto F é uma extensdo algébrica de
F ¢ toda extensdo Galoisiana finita K/F estd contida em F se e
fgésomente se [ :F] é uma poténcia de 2.

Uma 2-extensao de F' é um corpo K, tal que P C K C F.

Neste capitulo vamos estudar as 2-extensoées de corpos n-Hilbertianos,
Se K ¢ uma 2-extensao de um corpo n-Hilbertiano F', daremos condigoes
énecesseirias e suficientes para que K seja n-Hilbertiano. O objetivo prin-
| c1pdi é a demonstracdo do seguinte Teorema, que generalize {19, Teo.lii e

- Teo.2], para o caso de corpo F' de caracteristica ignal a dois.

Teorema 3.1

i) Sejam F um corpo n-Hilbertiano, ¢(F) # 2 ¢ H um subgrupo
;rnu}tiplicativa de F*. Entdo K = F(vVH) é n-Hilbertiano se e somente
se F énado-real, [Hi{HNF**)] <oo e HNR,F C F*2

. ii) Sejam F um corpo n-Hilbertiano, ¢(F) = 2 e H um
.;subconjunto de F\(F?UR,F) tal que para todos aj,...,am, € H,
E?:em—se:

| az ¢ D(<<a1,03. 0,001, 81y oo G >> \ < 1 >} + AF).  Entio

I{ = F(h~1(H)) é n-Hilbertiano se e somente se [H| < co.

CAgui << @1, am >> \ < 1 > significa a forma bilinear ¢’ sobre F
; tal que << Ay, ..., 0y >>=< 1> +¢.

A demonstracao deste teorema se encontra depois do Coroldrio 3.17 ¢
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serd feita por inducio sobre o ntimero de elementos distintos de H médulo
F *? se o(F) # 2, ou sobre |H| se ¢(F) = 2 e por isso precisaremos provar
0 teorema para K = F(ya), ¢(F) # 2 ou K = F(h™*a)), c(F) = 2.
Para 1sto vamos precisar de uma série de resultados sobre o comportamento
de formas de Pfister, seus grupos de valores, radical de Kaplansky e outros
éésobre o corpo F' e suas extensbes quadriticas K, quando a € R, F ou nao
e F ¢é formalmente real ou nao.

ééNotagéo - As extensbes quadriticas F(y/a), a € F*\ F** se c(F) # 2
e F(h~Y{a)) para a € F\AF se ¢(F) = 2 serdo denotadas por
I{ = Fla], quando se tratar de resultados independente da caracteristica.

Eventualmente podera ser usada quando a caracteristica for mencionada.

A.8 mostra como sao as n-formas de Pfister sobre uma extensao

‘quadratica separdvel de F. Comecemos com

Lema 3.2

| Suponhamos que F ¢ n-Hilbertiano, PnyiF = {0,¢}, K = Fla].
éf;Entéio}

i} Se o € R,F entdo ¢ ¢é anisotrépica sobre K. Além disso,
se ¢(F)#2 e ¥ € BF, z€ K* com ¢ << —z >>€ Py K, K-
ia.nisotrépica, entio ¢x By << —z >> se e somente se ny,p(z) € Dpy.
;l ii) Se a & R, F, ¢ ¢ hiperbolica sobre K (isto é: ¢*(I"*1F) = {0}).

Demonstracao

i} Se ¢g = i*(¢) fosse hiperbolica sobre K, por 1.19 teriamos
gf) =g < 1,—a > (resp. ¢=ygll,a], se c(F)=2), sobre F.

© Se oF) % 2 para p =< 1l,—a > em Al temos que 1€ Dg e
da,l ¢ =< 1,—a,... > . Cancelando < 1> vem que ~a € D¢’ (ver
143) Por 1.451 podemos tomar ¢ € P,F ecomo a & H,F vem que ¢
»? F-hiperbdlica (absurdo).
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Se ¢(F) =2 ¢=gq[l,a] =<ay>[lal+ -+ <ar>[l,a]. Como

0 representa 1 existe a;, 1 <7<k talque 1€ D <a; >1,a] ecomo
-1
Lok J

- <a; > [1,a] & [1,a]. Por 1.451i podemos considerar ¢ =<< ay,...,a0, >>

B[la} é subgrupo de F* vem que o' e portanto a; € D[, a], ou seja,
;(iste é, uma n-forma bilinear de Pfister). Mas como a € R, F vem que
g) ¢ F-hiperbdlica, absurdo.

Se ¢(F) # 2, suponhamos que ¢ = v << ~z >>, ¢ € P, F. Por
11? tem-se que 5,0 = ¥s, < 1,—z >, ouseja, 0 = ps, < 1,—2z >
(por 1.19). Por A4 temos que 0 =1y < 1,-ngyp(z) > em WF. Logo
E}r'z,g{/g(z) € Dpip, por 1.43 e 1.32. Reciprocamente, se ng/p(z) € Dp1,
porAbBtemosque r=ou com o € F* e ue Dith. Como <u> ¢ =Ey
éésobre K, segue-se que < 1,—z > ¢p =< 1, —ou > ¢ ZE< 1, - > %

e K-anisotrépica. Logo < 1,—«a > ¢ & F-anisotrépica e portanto
{,3%1/)( 1y—a > .

i1) Se a¢ R, F, por 1.49 existemn aj,t9,...,a, € F'* tais que
<< Qiy...0n,~a >> {resp. << ay,...,0n,a]]) € F-anisotrépica. Por
';hipétese, ¢ =< a1, ., 00,0 >> (resp. EL< ay,...,a8s,0a]]). Como
a € K** (resp. a € hK) segue-se que ¢ é K-hiperbdlica, ou seja,
0= ¢x =i"(9). Dai i*(I"*'F)={0}s

Corolario 3.3
Sejam F n-Hilbertiano e ¢ € R, F. Entao K = Fja] nfo é n-

E-éHilbertia,no,

Demonstracao

Para c(F)# 2 ver [19, Lema 4.4]
»  Se c(F) == 2, sejam Py F = {0,0} (ver Teorema 2.7}, K = F + Ft
_icom Pritt+a=0 e ¢o=<<ay,... a,,b]]. Devido a 1.17 e 1.21
é*(‘(( G1y.rvs O, D)) =<< Ay, .oy >> s 1,bt] =< a > ¢ e, como ¢

9 universal, por 1.43 temos que < a> ¢ = ¢. Portanto
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<< a1,...,0n,0t]] é K-anisotrépica e como 5,.(i*(¢)) =0, segue-se que
z*(é) & << f1,...,0,,0t]] ndo sdo K-isométricas. Devido a 3.21 e 2.7

K nao é n-Hilbertianoe

Coroldrio 3.4 [19, Corol. 2.9]
Sejamn F um corpo formalmente real, n-Hilbertiano e K = F[a]. Se

a ¢ R,F, entdo P, K = {0}. Em particular K ndo é n-Hilbertiano.

Demonstracao
Seja 1h =< ay,...,8,,2 >> uma (n-+1)-forma de Pfister qualquer

sobre K. Entdo, aplicando o transfer s., obtemos:

St =L Ay, 0 2> < _nK/F(‘Z) bl
=< A,y >>< 1, = {0 —aB%) > .

éiComo a,—1 & R, F, por 216 temos F* = R, FUaR,F = R, FU —-R,F,
:Log() —~ € RpF = D{co) e dai nK/p(z) = a? —af? € D(co) C R, F, ou
_se}a s« = 0, por 1.50. Logo % = i*{¢) e por A.31 podemos considerar
w € Py F. Agora, usando 3.2i, tem-se que ¢ = 0. Logo P, K = {0}

P pelo Teorema 2.7 K nao é n-Hilbertianoe

. Pelos Corolarios 3.3 e 3.4 resta estudar o caso de F n-Hilbertiano nao
formalmente real com a € F*\ R,F. Para isto precisareiaos de alguns

resultados preliminares.

. Proposigdo 3.5 Sejam F um corpo, ol F)#£ 2, e K = Fla]. Entao
R,FUGR,F C R,K NF*.

Demonstracao
Ver [19, Corol.2.6]e
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Proposicao 3.6
B Sejam F um corpo n-Hilbertiano de o(F) # 2, a € F*\ R, F ¢
f{ = F(y/a). Entdo para toda ¢ € P,F, temos Dg¢NF* = [*

Demonstracio

Ver {19, Prop.3.2]e

Como consequéncia imediata do principio da norma temos:

Corolario 3.7
Para F e K nas condicGes anteriores, x € K* ¢ ¢ & P, F, temos

que © € Did se e somente se ng,r(z) € Dpo.

= Lema 3.8

Se}a,m F um corpo n-Hilbertiano, néo real e a € F*\R,F, K = Fla]

1) [Compare com 19, Lema 3.5] Sejam c(F) # 2 e ¥ uma n-forma
de Pfister fixada. Se ¢ << —z >> ¢é K-anisotrépica entéo existem
fexatameﬂte 2 classes de isometrias de formas ¥ << —z >>>, para todo
,z € K.

11) Sejam ¢(F) = 2, 1) uma n-forma bilinear de Pfister fixada sobre F.
Se ¥[1,2] é K-anisotrépica, para algum z € K entdo existem 2 classes

de isometrias de formas [1,z], para todo z € K.

Demonstracao

De fato existemn (n - 1)-formas de Pfister anisotrépicas sobre K.
| Se c(F') # 2, por hipdtese existe ¢ € P, F tal que < 1,—a > 9 é
féaniéatrépica, sobre F. Pelo principio da norma (A.5), e Corolario 3.7
< 1, ~v/a > & K-anisotrépica.

Se o(F)=2,seja K=F+ Ft, t*+t=a¢€ F. Como existe ¢
n—forma bilinear de Pfister sobre F tal que ¥[l,a] ¢ F-anisotropica,
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entao por 1.17ii e 1.21 temos que s,(¥[1,at]) = Vs, (1. at]) = ¢¥[1,a].
Logo #[l,af] nao pode ser K-isotrépica.

Fixemos ¢ =<< ay,...,a, >> sobre F' tais que existem zy,z9 € K
com Y << —z; »>> (resp. ¥[l,z]) K-anisotrdpicas, ¢=1,2.

a) Se ofF)+# 2, n(z 1_)¢ ngsp(ze) € Drpd, devido a 3.7 e 1.44. Como
F é n-Hilbertiano, nx p(zi22) = ngyp(zi)ngyr(22) € Dpip. Pelo Co-
rolario 3.7 zy29 € Dytp, ou seja, < zze > =1, o que mmplica que
< =z > Y~ > . Dal << -2y D> U ECC =5 > 1.

b} Se o(F) =2 e s¢[l,z1]) =0, por 119 existe uma forma
quadratica ¢ sobre F tal que 9[1,21] = *(¢g). Por A.31i podemos
considerar ¢ € P41 F. Pelo Lema 3.2ii tem-se que {1, z;] = 0, {absurdo).
Entdo s.(¥[1,21]) = s.(¢/[l, 22]) = ¢, onde Py ' = {0,¢}. Assim 0=
b= = 52 (0[L, 21]) = 52 ([L, 28] = 50 (B([L, 2]+ [1, 22])) = 2 (9]0, 21 + 22]),
por 1.30b. Novamente por 1.19 e A.3ii, [1, 2] — ¥[1, ] i*(y), para
@€ P, F, e pelo Lema 3.2i1 temos que 91,z 2 {1, 2] @

Teorema 3.1a
Sejam F um corpo n-Hilbertiano ¢ K = Fla]. Entdo K ¢é n-

Hilbertiano se e somente se F é ndo real e a ¢ R, F.

Demonstracao

(=>) Segue dos Coroldrios 3.3 e 3.4.

{«=) Pelo Lema 3.8 existern {(n + 1}-formas de Phister K-anisotrdpicas.
Pelo Lema A8 duas (n+ 1)-formas de Pflister sobre X sao do tipo
o=y < 1~z > (resp. oy = @ill, 2], se o(F)=2),i=1,2, com ¢
n-forma (bilinear, se c(F) = 2) de Phister sobre F e = € K* {resp
z; € K.

Consideremos 3; K -anisotropicas 1=1,2.

Se n=10, entdo ¢; =< 1> e neste caso basta repetir a prova do

Lema 3.8 para obter 9y &y, Se n > 1.sea & =<< Gygy. .. 0ni >,
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@i =L G2y Ay 2> (% =< 1> se n= 1_) e mostremos que
podemos considerar ay; = a;y trocando convenientemente o elemento
z;. Para listo definimos

Vi=U{(Dyry; << ~f 2 >>)NF*, feF*}, i=12 se c¢(F)% 2

Vi=U{Dgeil, f+x]nF* feF} i=12, se ¢(F)=2

Se ¢(F') # 2, pelo principio da norma {A.5) temos a equivaléncia:
by € V, — << =l >><< —fz; >> @ = 0 em WK, para algum
[ e F” TEA —nprp{—f2) >><< =b; >> ¢; = 0 em WF, para
algum f € F* &= b € Dp << —nyyp(=fz) >> ¢;, para algum
f € F* ouseja, V; = Dryp; << —nypp(zi) >>.

Se olF)=2, sejam K =F+Ft, t*+t=a e t{z;) otraco de z:.
Se b; € V; entao b; € Di;[l, f + 2;] para algum f € F, o que implica que
gi =<< b >> @ll, f+ 2] = 0em WK, para algum f € F. Por 1.17 ¢ 1.21
tera-se: 0= s,q; =<< b >> @ {[L, f+ao]+<a>[l,f+o; + 3] € WF,
onde z; = «; + F;2.  Dal
0 =< by > @1, f 4+ o]+ << by > @1, f + oy + 5i], pois sendo
F n-Hilbertiano e nao formalmente real, toda ¢ € P, F' é universal. Disto
segue-se que 0 =<< b; >> o([1, f + o] + [1, f + e + 5;]), e por 1.30b,
0 =<< b; >> @;{1,H{z;)] em WPF. Logo b € Dppill, #{z)].

Reciprocamente, se b; € Dpw[1, {(z;)] entdo 0 =< by >> i1, 1(2)].
Portanto 0 = s.(q;), e por 1.19 segue-se que g¢; = i*(¢), onde ¢ ¢é
nma forma quadritica sobre F, e por A3l podemos tomar ¢ € Py F.
Usando o Lema 3.21i, tem-se ¢; = 0. Logo b; € Dyeill, f + 2:] para
algwm f; € F, ouseja, b € Vi. Em resumo:

Vi=Dppi < 1,—ngplzi) >, se c(F)#2 e

V, = Dygﬁg{l,,f('_z‘g)], se C(F) = 2

Se —ay; €V, entdo —ay; € Dpp; <1, ~ngyp(z;) > (se o(F) =2
~a1; € Dpgi[L H(zg)]). Dal <<ap >> @i <1 —ngyp{2:) >=0
(resp. << ay; >> @1, #(z)] = 0). Isto implica que ng,p(z;) € Dpd;
(resp.  s.(9;[1,2]) = 0). Pelo Corolario 3.7, ¥; = 0 (resp, por 1.19,
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v; = 1"{q). Mas por AJ3il, g€ P, F e pelo Lema 321, o = 0)
absurdo. Entdo —ay; € Vi, 1= 1,2 e como F é n-Hilbertiano Vi
sao subgrupos de F* de indice 2. Se Vi, = Vy, =V temos que
ity = (—ay1}{—a12) € V e portante ajjap € Dy << —fizg >>
(resp. @aiiais € D1, fi + 21},) para algum f; € F* (f; € F). Isto
equivale a ) << —fiz; >> = <apaie > ¢ << —fizg >> ( resp.
wi[l, f1 +21] 2 <apap > @l fi +21]), ou  seja,

< G112y << —fray POEC a0 > o1 << —f1z >> (resp.

<ay Pyilb i+ 5] B<ae > oL A+ 2. Dai

<< ayp 2> < L~fizg DB a1 >> o <1, —fizg > %)
¥
e <<ay >> el fi+a] E@<<an >> el fi + 21,

respectivamente para o F) # 2 e ¢(F) = 2.

Se Vi 5 V5, temos que ap; Vi NapVe # ¢ (pois [F* V] = 2) e
podemos escolber b € a3 V] NapeVs. Assim ay;b € Dy << —fizg >>,
para algum fi € F* (rvesp. ayd € Drwifl, fi + =], para algum f; em
F). Isto significa que ; << ~fiz; >> = < ayb > v << ~fizp >>
e dal < ay; > 9 << ~fizg >>2< b > p; << —fiz; >>. (Do mesmo
modo < a > @l fi+a] 2 o<b> el fi+un] se ofF) =23
Somando @; << = f;z; >> (resp. ;[1, fi + z]) obtemos:

<<Lay>> o<, ~fizi >B<<b>> 0 < 1, ~fiz >

(%)
e << ay >> el fi +a] 2<<b>> o fi + 2, |

respectivamente para ¢(F)# 2 e ofF) = 2.

De (*) e (**) conclulinos que podemos considerar ajy = a12 = ¢y
e 4y L €1, Qa1 -, Aniy —fize >> para algum  f; € FY) {resp. ¢ &
<< Cpybaiy .- Oniy Jit 2i]], para algum f; € F'). Repetindo o raciocinio

com os outros aj;, j = 2,...,n, i = 1,2, obtemos cg,...,c, € F* ¢
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gi €EF7 (xesp. g; € F) tals que 9 << 0,0, 00,0, —g52; >> {(resp.
Rt . J e
Y =< Oy Oy G T ""2]])

Como ¥y e ¢ sdo anisotrdpicas sobre K, pelo Lema 3.8 tem-se que

¥y = ya. Logo K é n-Hilbertiano e

Corolario 3.9

i} Sejam F um corpo com e(F)# 2, a€ F*\ F*. Se K = F(\/a)
é n-Hilbertiano, n > 0, entdo o ¢ R, F.

if) Sejam F um corpo com o(F) =2, a& F\IF.

Entao K = F(h~!(a)) é n-Hilbertiano se e somente se F ¢
n-Hilbertianoe e a & R, F.

Demonstracio
i) {19, Lema 4.4].
il) Seja Py K = {0,¢} e provemos que F é n-Hilbertiano.
Seja s 1 K — F, slo+Pz) =a. Por 1.17e 121, 5. << ¢y, ..., Cpe1, Cp2)] =

- =< gy, 6,]) e portanto s,y [T K — I"F é sobrejetor.

Se Ppe1F = {0}, devido a 1.19 existe uma forma quadritica ¢ sobre F
tal que ¥ == i*(¢) e por A.3ii podemos considerar ¢ € P, F = {0}. Logo
v = 0 em WK (absurdo). Consideremos o5,¢2 € P, F anisotrdpicas.
Come s, (I"MK) = "1 F existem formas de Phster ¢i,g0 € I"IK
tais que 5,(q) = ¢, @ = 1,2. Como ¢; sao F-anisotrépicas, g; sio
K-amsotropicas e como K é n-Hilbertiano, pelo Teorema 2.7 femos que
g = . Logo ¢ = 5,(¥) & oo, ouseja, Py F = {0,¢,}. Pelo Teorema

2.7 F é n-Hilbertiano, e pelo Teorema anterior a ¢ R, F'e

Lema 3.10

: Sejam F um corpo n-Hilbertiano, o(F) =2, a € F\(F?UAF), e
K = F(h™'(a)). Entio R,KNF C R,FU(aF?+hF). Além disso, se
a g R,F entdo R, FU(a+ R, F)CR,KNE.
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Demonstracao

Vamos mostrar primeiro que R, F U (e + R, F) € R, K N F, quando
a ¢ R, F. Como « € hK C R,K basta mostrar que R, F C R,K. Seja
be B F e v =<<yy,...,yn.0]] € P,K. Por 1.17iii e 1.20,
5.0 = (80 << Ypyoon Uy 2210 = (< 1, ~a, - >)[1,1], e devido a
1.4511, temos que s$,¢ =<< by, ..., by, b)) = 0, b; € F*. Por hipétese
5.t = 0 e por 1.19, temos que ¢ = 1"y, para alguma forma quadrdtica ¢

sobre F'. Por A.31i podemos considerar ¢ € P,F ecomo a ¢ R, F e F é

n-Hilbertiano existem aq,...,a, € F* tais que ¢ =< a1,..., 00,4
Como a € hK, = 1%y é hiperbdlica sobre K, ouseja, be R, K NF.

Provemos agora que R,K NF C R, F U (aF%4 hF).

Sejam N =F+Fz com z*+z4+a=0e beR,KNF. Entio
<< Zyyenny 2, b)) = 0 em WHE, Vz; € K* (149).  Em  particular
On =< Ayyen., Guo1, Gni,b]] = 0, para qualquer a; € F*. De
< lyanz > [1,0) = < 1,aa, +an2® > [1,b], por A.16 segue-se que
< Y,anz > [1,6] = < l,a,a > [Lb+ bz} + < 1,4, > [1,b2]. Logo
Gn =< Ay, ey ey, Only b+ b2]j+ << a1y Gy, Gy, bz]] = 0. Assim
se b¢ R, F, existea; € F*, i=1,...,n, tais que ¢ =<<aj,...,ap,bJ]
¢ F-anisotropica. Considerando estes a; em g, e aplicando a ¢, o
transfer s,; devido ao Teorema 1.17 e Corolirio 1.21, temos que:

0=<< .y lnats Gn@ >> 8. |1 b+b2]4 << Ay, 0, Gpety 2y > S4]1, b2]
0 =<< g, .., Gn1,ana >>([1, 6 + {(a){l, b+ b)) +

4 << 01, o, 0 3> ([1,00 4 {a){1,8]),
ou seja:
0=<< ay,....0p-1.0,a >> [1,bl4+ 0 em WF (pois ac & o). Entao

<L Ay, .., 00, >> (L0 2 o sobre F.

Seja  0; =< Uiy, Qimly Gitls e+ 00y 0], 4=1,...,n. Entao
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Tp+ < aly > 0y B oy+ < a, > 0,. Cancelando o, e mmitiplicando por
< a, > obtemos < a> o, Zo0,, ou seja, a € Do,.

Sen =1, a € D1,b]. Sen > 2, repetindo o raciocinio para
i =< Ay e Qi) A3, Qigets -« -2 Ay, 0], 1 = 1,...,n — 1, obtemos que

a€ Do, 1=1,...,n.

Para 1 <1< j <n, denotemos &7 por
Fi im0y oo s Qi i 1y e e 5 1, Gy e -5 Oy S>> € 05 5 POX
05 =0i; - [1,b] e mostremos que a € (¢, <, Doiy-

Observemos que sendo ¢(F) = 2, F é um F?-espaco vetorial e
D@, Doi;, D[1,b] sio F2-subespacos vetoriais de F, se reunirmos
com {0}.

Como Do, = D(F - [1,b]) = D7, - D[1,b] (ver Def.1.6), temos que
a = yv1 + a;yav2 € Doy, com y, € DF;, ve € D[1,b], ¢=1,2, pois
o; = b5 - [1.b] + a;575 - [1,b]. Do mesmo modo, a = zyuy + a;2ous, com
xs € D5, us € D[LY, s=1,2

Igualando os valores de a e frocando yyv; de membro, obtemos:
a;y2vs = (v + 21u1) + aizeus € Doy ; + a;04;) = Do,
pois y1v; + 1%y pertence ao F2-subspaco vetorial Do, ; C Doj.  Assim
se yove 0 entao a; = [(yl'vl + xiur) + (Lgxguﬂ (ygvg)“l € Doy,

pois Do; é subgrupo de FY. Entao, ¢ =< l,a; > o0; 29 em WF o
que ¢ absurdo pela hipdtese feita. Entdo, yove =0 e a= yyv; € Doy,
para todo 1,7, 1<i<j<n.

Do mesmo modo, prova-se que a € Do, ;, e repetindo o raciocinio
algumas vezes, obtemos a € D[1,b]. Dai a = o +af+b5% e, como 3 # 0
por hipétese, b=a(5)* +(5)* + § € aF* + hF. Isto conclui o Lemae



Exempleo 3.11
Sejam L um corpo finito, F = L{{X,Y)) e a = p+ X!, onde
;f:;* = {0, p}. Vamos mostrar que ¢ satisfaz as condicdes de Lema 3.10.
Pelo Coroldrio 2.13, F ¢ 2-Hilbertiano, com ¢ =<< X,Y,pl] a
tnica 3-forma de Plister anisotrépica sobre F. Se a pertencesse a FZ2,
como p€ K? e oF) =2 ocorreria que X', e portanto X, seria um
quadrado em F. Considerando a valorizagio X-ddica sobre F, terfamos
1= v(X) € 2I',, absurdo. Temos também que a ¢ R, F; caso coutrério,
<< X,YV,a]] =0 edal por 1.30b ¢ =<< X)Y >> [1,X7}] em WE
Como X € D[1,X7!], tem-se que ¢ =0 € WF, absurdo por hipétese.
Logo a € R, F e, em particular, a ¢ hF. Assim, K = F(h™1{a)) estd

nas condicoes do Lema anteriore

Notacao 3.12

Para um corpo F' com c(F) =2 e ¢ =<< ay,...,0, >> uma
forma bilinear de Pfister sobre F', denotemos por g¢,\ < 1 > a forma
bilinear ¢ sobre F tal que ¢, =< 1 > +¢’. Na literatura, no caso

e(F) # 2, aforma ¢m\ < 1> recebe o nome de vizinhanga de Pfister de
g.

Corolario 3.13
Sejam F um corpo n-Hilbertiano, o(F) =2 e ay,...,am € F\(F* U R, F),
tais que a; @ D(<< Gy, Qimy Qipty e,y >> \ < 1>) + hF. Se
Kp=F(h"Hay,... yam)) entdo R, K,NFC
C R, FU(Dp{gn\ < 1>+ hE).

Demonstracao

O caso m =1 é dado pelo Lema.
Suponhamos vilido para todo corpo K1, m— 12> 1, nas condi¢oes

da hipétese e seja N, = F(h™Yay,...,a,)) com F n-Hilbertiano e
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a; € F*, 1 =1,...,m, nas condigoes da hipdtese.

Sejam I, = F(h™(a))(h~ Y as,...,am)) ¢ Ky = F(h™}ay)).
Pelo Teorema 3.1a L; é n-Hilbertiano e de F'NK? = F* temos que
a,. .. am & K7. Deste fato, mais a hipétese feita sobre os a,, 1 = 1,...,m,
temos que a; ¢ K? U R, K. Entdo para usarmos a hipétese de indugao
precisamos mostrar que Ky faz o papel de F' e para isto resta mostrar que
ai € D (€< a9, .v oy Qimty Qigl, . am >>\ < 1>) + WKy, 2 <
Ocorre que se a; € D (<< G0 ooy @iy, Giggs oo O >> \ < 1 >) + RIG
entao:

a; = as(an -+ Baz)* + aglas + B3z)2 + -+ a0y + Bimr1 2+
taip(Qiey + Bip12)* + - anag .. am{as + Bs2) + (a+ B2)? + (o + 82).
Desenvolvendo esta expressao, encontramos:

a; = (<<, Qa1 il ey O >\ < 1 > ) (@2, )+

<y > (K< gy ity Qi dy ey Ay > \ < 1 2)(Ba,.. )+ a1 57+
at+ [(<< a2, o Qim1, Qig s e s tan >\ < 1) By, )+82+8]z € F
ou sejal

a; € Dp{<< ay, .0 Gint, Giglse- v, 0m > \ < 1 2} + AF, 0 que vem
contra a hipotese feita. Agora, aplicando a hipotese de inducio,

R, K NK), C R K U( Dy (<< ag,...,0m >>\ <1>)+ hK;), Dai

RoKm NF  estd contide em R,FU(a) F® +hF)U
U((Dp (<< az,...,am >>\ < 1>)+hK )N F)

¢, portanto, para demonstrar ¢ Coroldrio, basta mostrar que
(a1 F? + hF) U ((Dg, (<< az,...yan >> \ < 1 >) + hEK;)NF) estd
contido em Dp(gm\ <1>)+ hF.
Claro que aF? +hF C Dp(gn\ < 1>)+hF. Seja
x = az{on + Bo2)* + az(os + B32)? + - -
oot (agaz - am) s + Bs2)? A+ (ar + Ji2)* oy + Bz € FL

Entao



ro= << oy Oy 2>\ < 1> {on, o a)

(al)(<< A9y Oy >2> \ <1 >)(ﬁ2~ oy s_) + a1f :12 + 5}5:12 + vy
H<< an, oo am >>\ < 1M By, Ba) +B1+ Bz € F

Isto mostra que 2z € Dplgm\ < 1>)+ hFe

Lema 3.14
Sejam F um corpo n-Hilbertiano, ¢(F)# 2, a € F*\ F =2 e
K = F(y/a). Entaoc R, KNF*=R,FUaR,F.

Demonstracao
[19, Lema 4.6]e

Observacao 3.15

B Agora vamos considerar as extensdes F(VH), se ¢(F)# 2 onde H
é um subgrupo multiplicativo de F*. Sem perda de generalidades podemos
supor F** ¢ H. '

: Se ¢(F) = 2 vamos considerar, paralelamente ao casc acima, as ex-
tensbes F(h7'(H)), onde H ¢ um subconjunto de F. Sempre que nos

. referirmos 3 estas extensdes serdo consideradas nestas situacoes.

Lema 3.16

i} Sejam F um corpo com (F) # 2 e H wm subgrupo de F*. Entéao
R, FC R, F(VH), n>1.

il) Sejam F um corpo n-Hilbertiano com ¢(F) =2 e H um
subconjunto de F\(F?UR,F). Se para quaisquer ay,...,0;, € H
temse a; & D{(<< a1, 81,0541, .- am >> \ < 1 >)+ AF, entao
R F C R, (F(h™'(H)).



Demonstracao

i) [19, Lema 4.7

iy Seja N = F(h™Y(H)). Se R,F nao estd contidoem R,K entdo
existem a € R, F e ¢ =<< a;1,...,a8, >> n-forma bilinear de Pfister

sobre K tal que ¥ = ¢[l,a] ¢é ndo-nula em WK (ver 1.49). Entao existe
um subconjunto Hy de H contendo um mimero finito de clementos de H
tal que ¥ € Poy Ky, onde K| = F(h~'(H;)). Como % #0 em WK
tem-se que ¥ #£ 0 em WK, Logoa ¢ R, K.

Como K?NF =F? segue-se que H ¢ K\K}*. Como K; pode

ser obtido por uma cadeia de extensoes

FC F(-}z."_i(al)) e F(}l_l(ﬂl,ag)) Co F(hwl(ﬂﬂ) _ [‘{15

pelo Coroldrio 3.13 temos que aivy ¢ R, F(h™May,...,a;)). Pelo Teo-
rema 3.1a, cada um desses corpos ¢ n-Hilbertiano e por sucessivas
aplicagbes do Lema 3.10 temos que a € R,K; (absurdo). Logo

podemos concluir que R,F C R,F(h *(H)), para ¢(F) qualquere

Corolario 3.17

i) [19, Corol. 4.8] Para todo corpo F com c(F) # 2 e todo subgrupo
H de F*, temos que H-R,F C F*nR,(F(VH)).

il) Sejam F' um corpo n-Hilbertiano, ¢(F) =2 e H subconjunto
de F\F?UR,F. Se para quaisquer ay,as,...,a, € H tem-se
a; ¢ D(<<ag,. ., Qj—1, Qg1 .oy @y >> \ < 1 2>) 4+ hE, entao
H+ R, F C(FNR,F(h1(H))).

DEMONSTRAQEXO DO TEOREMA 3.1
A demonstracio de 1) pode ser vista em [19]; fagamos ii)
Suponhamos |H| < co, para provar que K é n-Hilbertiano.

Se H = {a} o Teorema 3.la garante.

59



Seja  H um subconjunto de F* com |H| > 2, nas condigdes da

hipétese e suponhamos como hipétese de inducgéo que F(h™YHy)) é n-

Hilbertiano para todo H; nas condi¢bes da hipétese, com |H;| < |H}
Decompomos H em uma unido disjunta H = HyU{a} para algum sub-
conjunto Hy, de H. De |[Hy| < |H| e como K = F(h~Ya){h~1(H,)),

pelo Teorema 3.1a e hipdtese de indugdo, para que K seja

n-Hilbertiano basta mostrar que Hy satisfaz as hipoteses do Teorema
sobre Ky = F(h~1(a)).

Mas HyNR,K; C HyN{R.,FU(aF?+ hF)), pelo Lema 3.10.
Assim (H; NR,E) C (HiNR,F) U (Hin{aF**+hF)) =00 = 0.

(a pemtiltima igualdade segue-se da hipétese). Resta provar que para

todo i=2,...,m
a; € D (<< o, 0ic1, ity >\ < 1 >) + REK;. Mas estes

caleulog sao os mesmos feitos no Corolario 3.13.

Reciprocamente se K é n-Hilbertiano suponhamos que |[H| = oo,
e Py K ={0,v} (vide Teorema 2.7). Entdo existe nm subconjunto H,

de H contendo um numero finito de elementos de H tal que
¥ € Ppy Ky Ky = F(RT(Hy)) (*).

Como H; N R,F =0, considerando a hipotese e 6 Corolario 3.13, se
aplicarmos o Teorema 3.1a algumas vezes, chegaremos ao fato de que K
¢ n-Hilbertiano com ¢ a unica (n + 1)-forma de Pfister anisotrépica, a
menos de isometria sobre K| (sendo 1 seria isotrépica sobre I{).
B Considerando «a € H\(R,F U H;) segue-se que
a @ Dp(<<ar,-,am >>\ < 1>)+hF, para todo a; € H e entdo
a ¢ R,K7. Por 1.49, temos que ¢ =<< - >> [1,a].
: Logo ¢ =0 em Ki(h~'(a)) e dai ¥ =0 sobre WI {absurdo).

Entio H contém apenas um niimero finito de elementos de F\ (F?UAF)e
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Consideremos agora a seguinte sequéncia exata, devido a [23,

Teorema 3.4, pag.202].

s

Fr2 g gp»? R, K N F* R. K R.F
Fx2 Ja Jox2 Ja%:

[

¢ T g 2 : . - ey
Se R,F = F**, devido ao Lema 3.14, temos que R,K = K*°.
Entao para corpos £ com radical trivial o seguinte Teorema nos da uma

versao parecida com a parte ii do Teorema 3.1, no caso de ¢(F) # 2.

Corolario 3.18
Sejam F um corpo n-Hilbertiano, ndo formalmente real, o F) # 2,
com H.F = F*? o K uma 2-extensio de F.

Entao K é n-Hilbertiano se e somente se [K:F] < .
Finalmente temos a seguinte sequéncia, analoga a sequéncia exata de
123, teo. 3.4].

F K 7 F
hE T ORK hE

0 — hF U(a+ hF)

onde H{z+hK)=pg3+hF, para z=a+32 e K=F+ Fz.
Para a demonstracao observe que se z = o+ gz € I é tal que

t{z) = 3+ hF = hF entio o = o+ (s + s)z. Dal para u = o+ sz

implica que z = (o +as?)+u’4u, ouseja, Kert C im(F/hr — K/ni).

O resto das provas da exatidioc da sequéncia sao faceis.
Apesar disto o Lema 3.10 (versdo do Lema 3.14) ¢é insuficiente para

uma versao da sequéncia (**}, a menos que se obtém uma igualdade

para R, NF, como em 3.14.
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CAPITULO 1V
SOBRE ANEKIS DE WITT DE ALGEBRAS DE QUATERNIOS

Em todo este capitulo todos os corpos sao assumidos de caracteristica
distinta de 2.

No paragrafo 1 deste capitulo definiremos o anel de Witt de um
anel com divisao e desenvolveremos os principais resultados baseados
em [9 e 27}, que nos serdo Wtels aos paragrafos posteriores deste capitulo.

No pardgrafo 2, estenderemos os trabalhos de A. SLADEK [27], para
corpos 1-Hilbertianos. Observemos que a existéncia de uma valorizacao
nas condictes de 4.18, garante a existéncia de wmn elemento 3 U'-rigido em
F, {ver a Definicdo em 4.27), tal que A4 = (9%3) Isto garante a existéncia
de de A", com [A*: D, < 1,d >] = 2, no Teorema 4.20ii, o que nos
permite a construgao de uma Q-estrutura, para o calculo de W A.

Sendo assim, no paragrafo 3, consideramos corpos ndo necessaria-
mente n-Hilbertianos, que admitem elementos KR;F-birigidos e o
Teorema 4.30 generaliza os trabalhos de A.SLADEK, em uma outra
direcio, obtendo anéis de Witt mais gerais.

Em todos os casos reforcemos que o Teorema 4.20, vale para qualquer

corpo 1-Hilbertiano, valorizado ou nao.
§1. Anel de Witt de um Anel Com Divisao

Para um anel com divisdo A, definimos S(A) como sendo o subgrupe
do grupo multiplicative A*, dos elementos ndo nulos de A, gerado pelos

o
elemenitos x°, v € A",

Lema 4.1 [9, Prop.2.4]

S(A) contém os comutadores de A*. Em particular, S(A) é um
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subgrupo normal de A4* e A4*/S(A) é abeliano.

Demonstracao
Temos que aua™ € S(A), Va € A*, Yu € S(A) se ¢ somente se
cua” u~t € 5(4), Ya € A%, Yu € S5{4). Mas Va,b € A, aba™1b"! =

a*(a=bh)*b™% € S(A). Logo S(A) contém o subgrupo dos comutadores

de A*, e portanto S{4) é um subgrupo normal de 4* e A*/S{A) ¢é
abelianoe

Denotemos gf(—ii—{—) por Q(A). O anel de grupo, do grupo QQ(A) sobre Z,
serd denotado por Z[Q{A)]. Os elementos de Q{A) serdo denotados por
<d>e ZIQ{A)]. Assim < d > é determinado a menos de um produto de
quadrados e < d* >= 1 € Z[Q(A)]. Também escrevemos < dy,...,d, >
para ., < di >€ Z[Q(A)] e dizemos que dito elemento ¢é uma

forma de dimensdo n sobre A.

Definicao 4.2

O anel de Witt-Grothendieck de A, WGA, é o anel quociente
Z[Q(A)l/J, onde J é o ideal de Z[Q(A)] gerado pelos elementos do tipo
(<l>+<d>)<l>=<14+d>) =< ,d>~<1+ddl+d) >,
parad e A*, d £ —1.

Duas formas gsobre 4 < ay,...,a, > e < bi....,b, > sido consideradas
isoméiricas ou equivalentes e escrevemos < Gy, ..., 0, > by, .. by > se
elas sao iguais modulo J.

O anel de Witt de A, denotado por WA, é o anel quociente
ZIQ(AN/ I, onde I é o ideal de Z[Q{A)] gerado por J e < 1,—1>.
O determinante de < ay,...,a, > € definido por det< ay,...,a, >=
a1--an € Q(A) edet— < ay,. .. a, >={ay--a,)"" € Q(A).

Observemos que o determinante é uma funcao bemn defirida em WG A,

desde que o determinante de wm elemento de J é 1.

63



Lema 4.3 [9, Lema 4.2]
Sejam a,b € A%, 81,89 € §(A), quaisquer. Se as1 + bsy # 0, entdo
< a, b >E< asy + bsy, ablasy + bsa) >.

Demonstracao

Pondo d = a~'b para um gerador de J, obtemos:
<a>(<1ld>~<1l+ddl+d) >)=<ab>—<a+bbl+alb) >,

Come os commutadores de A* e a® pertencem a S{A)
b{i+a™ ') = abla+bd) (mod S(A)). Assim

<a>{<ld>—<1+dd1+d) > =<a,b>— <a+bablat+b) > e J

De < a>=< as; > e < b>=< bsy > temos que < a,b >=< asy, bsy >
< asy + bsg, as1b82{asy + bsz) >=< asy + bso, ablasy +bsy) > e

Proposi¢io 4.4 [9, Prop.4.3]
Sejam  a,b € A* quaisquer. Temos que < a,b >=< 1,—-1 > se e

somente se existem sy, 5o € S{A) tais que as; + bsg = 0.

Demonstracao

Suponhamos que < a,b >=< 1,—-1 >. Calculando o determinante
obtemos ab = —1 € Q{A). Logo existe s € S(A) tal que a = —bs, em
A*. Dai a + bs = ). Reciprocamente, se as; +bss =0 para sq1,59 € S(4)
entao b= *&slsgl? ou seja, < b>=< —a>. Pelo Lema 4.3,

<a,b>=<a,—a>=< a4, —a(EFH )2 >, -1 > 0

Proposigao 4.5 [9, Prop.4.4]
Sejam g =< @61,...,4, > uma forma sobre A e z € A*. Se existem
s; € S{AYJ{0} tais que 2= Y7 . a;s;, entdo existem bg,....b, € A*

tals que g =< z,bo,..., b0, >.
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Demonstracao

Se existe apenas um s; 5 0, ndo hd nada a provar. Se existern varios

$; € 5(A), s; # 0, reordenamos os elementos a; de modo que s1,...,8; # 0

: k
e §p41 = = 8, = 0, para algum t <n. Seja 2, = 3 .
o Lema 4.3 repetidas vezes, obtemos elementos bo,...,b; pertencentes

L ajs;. Aplicando

a A¥ tals que g =< 62122:‘:1‘31"'30‘?1 > = L b2¢b39331&4:' I ¢ =
CE b, by sy, G4, a0, >, Fazendo by = a; para i =t 4 1,...,n,

obtemos a conclusao desejadae

Coroldrio 4.6 {9, Corol. 4.5]

Dada a forma ¢ =< ay,...,a, > sobre A, suponhamos que existem
s; € S(A)1H0} nio todos nulos, tais que > a;s; = 0. Entdo existem
by,....,b, € A" tais que g =< 1, ~1,bs,..., 0, >.

Demonstracao

-~ i s
Suponhamos s; # 0. Entao ays; = — Y ._,a;s; e dai
T3 i) T3
g =< - E i85, 0y v oy Oy >EE — E iS;. E ai$;, b, ..., 0, >,
jzm 2 Fr) j2
ara alguns b; € A* (pela Proposicio 4.5). Agora, aplicando a Proposicao
p .. )

4.4 nas duas prirmeiras posi¢oes, obtemos a conclusao desejadase

Definicao 4.7
Dizemos que a forma ¢ =< ay,...,a, > representa um elemento

a € A* se existem elementos 5q,...,5, € S(4){J{0} ndo todos nulos, tais

4
que a =3 ais;

Definimos:
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¥

Dag=Dq={a= Z a;s; € A%, s; € S(A)U{0}}, e
=1

5_,f;q=ﬁgm{l)€44* g =< bbo,...,b, > para b; € A, i =2,...,n}.

Pela Proposicao 4.5, temos que D4 C Dyg. Observe que podemos

considerar Dag C A* ou Dag C Q(A).

Proposicao 4.8 [9, Prop.4.7)]
Se < ay,a9 > e < by, by > representam um elemento comum de A4 e
ardg == b1hy € Q(A), entdao < ay,as >FE< by, by >,

Demonstracao

Por hipdtese existem sy, s2,%1,%2 € S(A)[J{0} tais que a15) + assy =
bity 4+ bats = z. Pela Proposicao 4.4, podemos supor que z é nao-nulo.
Pela Proposicao 4.5, existem a,b € A® tais que < ay,09 >=E< 2,0 >
e < by,by > &, b >, Calculando os determinantes e usando a hipétese

encontramos a = b € Q(A). Logo < ay,a2 >H< by, by > o

Observacao 4.9.

No caso comutativo a reciproca desta proposicao também é verdadeira.
Ela ¢ baseada na identidade (as? + bs3)(t] + abti) = a(sit; + bsyts)*+
+b(as iy — $at1)%, que falha sem a comutatividade. Isto ¢ parcialmente
resolvido se considerarmos, em vez de S{A4), o subgrupo de A* formado

por somas finitas nao-nulas de produtos de guadrados (ver [9, pag.88]).

Lema 4.10 [9, Lema 4.10] Cadeia Equivalente.
Se < Gy 0y > by, by >, entdao existe uma sequeéncia de

formas equivalentes C Yy lly = Clye o Clp DT €21,y . . 0oy D>
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B oty e e O =< by, L. by > tals que, para cada 1= 2,...,m e
p=t—1, <Cpiyeei Cpn > € < Cipy...,Cin > S&0 iguals, ou existem
a,b € A* e 51,59 € S(A) tais que cpp =a, ¢ = b, cix = as; +bsy e
¢ = ablasy + bsa), ¢p5 = ¢y para j# kL

Demonstracao
Considere o subconjunto K C Z[Q(A)] consistindo de todas as
diferencas < ay...., a0, > — <by,....0y >, onde < ay,....a, > e

< by,...,b, > estao relacionadas por uma sequéncia de formas equivalentes
como acima. E facil ver que K é um ideal de Z[Q(A)] que contém os
geradores de J. Logo J C K.

Reciprocamente, todo elemento de K ¢ uma soma de diferencas do
tipo < a,b > — < asy + bsy, ablasy + bsg) >. Como esta forma pertence a

J {pelo Lema 4.3), temos que N C J. Logo a conclusao segue-see

Corolario 4.11

O anel WGA éo anel quociente de Z[Q(A)] por K, onde K é
o ideal de Z[Q(A)] gerado pelos elementos < a,b > — < ¢,d >, tails
que < a,b > e,d>.

Teorema 4.12 [27, Teo.1.4]
Seja a € A*. Entdo D < 1,a> é o subgrupo de A* gerado pelo
conjunto D < 1,0 >.

Demonstracao
Pela Proposigao 4.5, temos que D < l,a>C D< L,a>. Seja

ceD < 1l,a>. Usando o determinante de uma forma, temos que

< La >%®< ¢,ac >. Pelo Lema 4.10, existe uma sequéncia de formas
equivalentes < 1,a >2< ¢, a¢; > -« B Cpan, Cp—; > ¢, ac >, tals

que para cada i = 1,...,k (¢ = 1, = ¢}, existem sy, 59; € S{4) {0}
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COM €; = C;181; + (€1 52;. Assim ¢; € ¢;.1 D < 1,a >. Usando inducao
em ¢, podernos mostrar que ¢ ¢ um produto de & elementos de D < 1,a >.

Isto conclul o teoremae
A seguinte Proposicao é de prova facil e sera omitida.

Proposicio 4.13 [27, Prop.1.5]

Sejam a,b,c,d € A". Entao

i) be D < i,a > se e somente se —q & D < 1,—b>

) D<lLae>ND<1,b>CD<1,~ab>

i) < a,b>E<cd> seesomentese ab=cd em @A) e

D < a, b >=D < e, d >.

Agora consideremos A == (E}?ﬁ) uma algebra de quatérnios sobre
F, com F-base {1,i,7,k} (isto & i* =q, j>=0, ij = —ji=1k). Se
napiA — F ¢é a aplicagio norma, entdo n, r(A) € o subconjunto
dos elementos de F', representados pela 2-forma de Pfister << —q,~3 > >,
sobre F. Sendo # A — F a aplicacdo linear trago, temos que todo
r € A satisfaz a equagdo: 27 — {2}z +nyp{z) =0 e, como n4,p é uma
funcho mmltiplicativa, A ¢ um anel com divisdo se e somente se n4/p ¢
anisotrépica (como forma quadratica) sobre F.

Suponhamos que A4 = (93;53) ¢ um anel com divisdao e definimos
o homomorfismo de grupos 7y piQ(A) — Q(F) por na p{aS(A)) =

napla)F =2 Com isto temos:

Teorema 4.14 {27, Teo.2.1]

A seguinte sequeéncia é exata

Cnayr(A)

1 Engyp(A) = F* —s G(A) e
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Demonstracao

1} Exatidao em F'

Sejamn Ap = {2 € A\ F tal que 2° € F} = {z € A tal que t{z) = 0} e
nap=<1>+¢ ondeyp =< ~a,~3, 08 >. De 33'2'—'?:(513)51?‘}“7?,‘4!}?(33‘) = ),
segue-se que Ag"’ = —Dy¢/. Desde que Dpnyyp=Dpy' - Dpy' ({12,
Teorema 2.19]) e —1 = izjg(k“l)g, temos que g p(A) = £Dpnp =

£Dpy - Dpy' = 40" - 45" C S(A).

Reciprocamente, se b = z7---22 € F* onde xy,...,2, € A*, como
b = ng,p(b) = nA/F(_:I:% vzl = nA/F(mI---:Bn')?‘ e F* segue-se que
be=dng/p(ey - 2,). Logo Enap(d)=Ker(F* — Q(A)).

ii) Exatidao em (J(A)

Como n4,p(b) = %, para todo b € F*, claro que Im{F* — Q(A))
estd contido em Ker(Q(A) — ng (A)/F**). Reciprocamente se d € 4* ¢
tal que na/p(d)=c? c€ F*, entdo d=rny4p(d){({d+ d) - 2¢){c—d)7°,
Assim dS(A) ¢ FS(A) e portanto dS(A) € Im(F* — Q(A4)). Isto

completa a exatidao em (J{A) e a prova do teoremae

Observacao 4.15.

A prova da parte i nos da que n4;5{ AYA*? C S(A). Reciprocamente

nayp(Ty e cxn )t =t g F*2 De ,:z:(_-‘:-“é‘:“l’"')2 =x+F—-2c=be F*(MNS(A),

temos que z = (=£=)2b € na p(A)A? pois b € dny p(4) (por 4.14).

c—F

Concluimos que S(A) =nq/p(A)- A%
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Corolario 4.16
i) O grupo Q(F) é finito se e somente se Q(A) ¢ finito.

Q( )1 se -1 € ngyp(A)

i) Se Q(F) é finito entdo IQ(A)l :{ QY] se -1 é’ﬂ_ﬁ/ﬁ”(*"i)

2]

Demonstracao

Basta ver que

Q(A) N '”x.»-l/F(A)’
(Fr/£n4(4)) P+



§2. Anel de Witt de Uma Algebra de Quatérnios
Sobre um Corpo 1-Hilbertiano

Neste paragrafo vamos determinar o anel de Witt de uma algebra de
quatérnios com divisdo sobre uin corpo 1-Hilbertiano. Para este objetivo é
fundamental demonstrar que o subgrupo de valores Dy < 1,d > tem
fudice 1 ou 2 no grupo A*, para todo d € A* (teorema 4.20). Este

resultado basico praticamente termina o trabalho, porgue quando

4" Dy < 1,d > =1, paratodo d € 4, aestrutura do anel de Witt WA
sera simples. Caso exista d € A® com [A*: Dy < 1,d >] =2, counstrui-
remos uma (J-estrutura sobre 4 (Q(A4), Z‘%j gg) (ver a definicao em A.13)
tal que g : QA X Q{A) — 55 é uma forma bilinear antisimétrica. Esta
forma bilinear antisimétrica é fundamental para determinar os possiveis

anéis de Witt associado a (J-estrutura e, consequentemente, determinar os
possiveis anéis de Witt de 4, WA, Terminamos observando que esses
anéis sao isomorfos a anéis de Witt de formas quadraticas sobre corpos,

para corpos convenientes.

O corpo F' serd sempre um corpo I-Hilbertiano ¢ A = (%—@) a
inica dlgebra de quatérnios com divisdo (a menos de isomorfismo) sobre
F'; equivalenternente, ny p =<< —a, -0 >> ¢é a unica 2-forma de Pfister
anisotrépica (a menos de isometria) sobre F. Comecemos com um lema
que generaliza um resultado [23, cap. VI Corol.2.15(2}], bastante conhecido

sobre o corpo dos nimeros racionais p-adicos.

Lema 4.17
Seja g =<< —a,~0>>€ BF anisotrépica. Entao
D« —a,~f3, a3 >=F*\ -R,F.
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Demonstracao

Seja v € [yF. Se —v € D < —a,—3,af4 > entao por 1.451,
g B<< —r,u >> para algum w € F*. Por 148b, ¢ ¢é hiperbdlica
(absurdo). Entao D < —~a,—-3,a8 >C F*\ —~RiF.

Reciprocamente, se ¢ € F*\ - F por 1.50b temos que < 1,c >
nao é universal. Portanto existe 4 € F* talque < l,e> +d < 1l,c> ¢
amisatropica. De 2.7, temos que ¢ =< 1, —a, -3, a3 >=< 1l,e.d, cd >,
ou seja, < —o, =B, af > ¥ <, dyed>. Logo c€ D < —a, B, a8 > e

Lema 4.18

Sejarmn << —q, —3 >> atnica 2-forma de Phister anisotrépica a menos
de isometria sobre um corpo 1-Hilbertiano F, nao formalmente real, com
uma valorizagao nao-trivial v tal que T',  2I',. Se v ¢ nao-diadica entao
3 pode ser tomado em M e paratodos b,z,y € O,, (14 4bfxy)3 ¢ R F
e D < 1,(1+4bBay)B >= (U |JBUNWF** £ F*, onde U' =1+ M.

Demonstracao
Seja m € M com v(m) € 2I' e u € U. Temos que m € D < 1,u >
. 2 2
se ¢ somente se —u € D < 1,—m > ou seja —u = z~ — my*. Como

v{z?) # v{my?) temos que:

~u=a?(1-m(2)%) € P (se v(e?) < u(my’)) ou

—u = —my(1 - ye —-mUF* (se w{my?) < v(z?))

Z

my
e dal 0= uv(u)=v{m)+2v(y) ¢ 2I',, (absurdo).
Como —u é unidade, temos que D < 1,m >C (UM |JmU)F*2. Além disso,
comno v ¢ nao-diddica por hipdtese, existe a € U\ Ut (sendo O,/M = F;)
e pelos céleulos acima D < 1,a > C UF*% Como F é 1-Hilbertiano

o s + b e » ’ .
aF** é a tnica classe de quadrados com ¢ € U\ U e mF™*? é a vinica classe
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de quadrados para m € M. Além disso B3 F' C U? {1.49). Podemos escrever
F* = (U JaUUYmUJamUYF*2. Como F é 1-Hilbertiano temos:

D<1l,m>= (U UmUNF*?, D<la>=UF", (*)

param € M\ M?, acU\UL

Como m ¢ RiF, por 1.50 existe x € F* tal que << —a,—3 >>
¥ << z,—m >>, ou seja, podemos fazer 7 = m. Disto segue-se que
1+ 4bBzy € U e (14 4bBzxy)3 € M, para todos b,y € O, De
v{(1 + 4b3xy)B) = 1 segue-se que (1 + 4bGzy)3 € M\ M? e por (x)

segue-se o resultadoe

O Lema seguinte generaliza o Lema 4.2 de [27], para o caso de Ry F

nao trivial.

Lema 4.19
Seja d € A* tal que ny,p(d) € ~Ry{(F). Entio existe um quatérnio
puro dy tal que d=4ds em Q(A).

Demonstracao

Se F' é formalmente real Dpd <1 >C F e portanto 4 < 1> nao é
isotrdpica. Pelo Teorema 2.7, n4,p == 4 < 1> ¢ a tnica 2-forma de Plister
anisotropica. Por 2.14 e 2.15 tem-se que 1 F = D(2 < 1 >) = P. Para
todo d€ A", ny p(d) € By F =D <1,1,1 > Sejam =z,y,7 € I tais que
naypld) = i +y?+ 22 Entdo nayp(d) =na p(de), do = zi+yj+2k. De
nA/F(cidgl) = 1 e, devido ao Teorema 4.14, existe a € F* tal que d = ad,.
Pela Observacio 4.15 S{A)PA** D P ecomo —1 =a"237%%5°k% € S(A)
vem que dS{A) = dyS(A).

Se F' nao é formalmente real, por 4.17 D < —q, -3, >= F*\~R F
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e novamente existem =z, y, z € F tais que na/p(d) = n4,p(do)

dy = wi+yj+ zk. Como F ndo é formalmente real, tem-se que
nap(A) = F* e devido ao Teorema 4.14 temos que Q(A) = Q(F). De
nayr(d) =7n4,p(dy) segue-se que dS(A) = dpS(A4)e

O préoximo teorema generaliza o teorema 4.1 de [27], para corpos

1-Hilbertianos.

Teorema 4.20
Seja 4 = ( %ﬁ) a Unica algebra de quatérnios com divisio {(a menos de
isomorfismo) sobre um corpo 1-Hilbertiano F. Entao:

i) Se F' é formalmente real Da<1,d>= A", para todo d € A*.

i) Se F nao é formalmente real [A*:jiz;_ < 1,d>] <2, para todo
de A", Além disso, se F admite uma valorizacio como em 4.18,
vale a ignaldade parsa ao menos um d € A*.

iii} Se F é uma extensdo finita de @4, entio fjA < 1,d>= A"

para todo d € A,

Demonstracao

Para os {tens 1) e ii) consideremos, primeiro, 0 caso em (ue
nayp(d) ¢ —RyF, para d € A* (observe que se F ¢ formalmente real
na pld) & —Ri F, para todo d € A*). Por 4.19, existe um quatérnio puro
do tal que d = dy em Q(A) e portanto 5,4 < l,d>= 5,4 < 1,dy >». Temos
que Dp < 1,n4,p(dy) >= {0 +na pldo)b® € F*; a,be F} =
={na/rla+bdo) € F*; a,be F} = nyp(X) = nyyp(XS(A4))
onde X = {a+bdy & 4% a,be F}.

Se F' ¢ um corpo formalmente real, para obter n4,p(XS(A)) basta
tomar X = {a+bdy € A™; a,b € PU{0}}. Como F' é 1-Hilbertiano formal-
mente real e n4y,.(dy) € P, por 2.15i temos que Dp < 1,ny/,.(dy) >=
Dp(d < 1 >) = P = nyp(XS(A4)). Logo P/p.: = R4, (X5(4))
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Da Observacao 4.15, S(A) = PA*® contém P, e por isso XS(A) =
(a + 2‘,=do').PA”‘2 C PA*? = Dy < 1,dy >C f’A < l.,dy > . Portanto
n4/.(X5(4)) C ﬁ,wp(jjg < 1,do >). Pelo Teorema 4.14, temos que
Ma (@A) = #5 = N4 (XS(4) ﬁA./F(E)A < lydy >) C 4. Logo
?1__4/;:’(13 < Lidy >) = nap(Q{A4)). Como Mg p QUAY=SP/F** & um
isomorfismo (HA) = E)A_ < 1,dg >= D < 1,d > ei) estd provado.

Se I nao é formalmente real, voltemos a Dp < 1,n4,p(dy) >=
na/p(XS(A4)) onde X = {a+bdy € 4%, a,b € F}. Pela Observagio
4.15, XS(A) estd contido em Dy < 1,dg > (pois S(A) = F*4*? 5 F*)
e pelo Teorema 4.14 74, Q{A)=Q(F) é um isomorfismo. Portanto

[4*: Dy < 1,dy >] < [A: XS(A)] = [F*: Dp < Lnyp(de) >} €2

pois F' ¢ 1-Hilbertiano.

Suponhamos agora que n4,p(d) = ~r € —R F. Se Dy <1.d > AT,
seja H = 71:,;} p(£RF). Como F ¢ 1-Hilbertiano nao formalmente real,
pela Proposi¢ic 2.16 |F"/R F| > 4, o que implica que [F*/ £ B F| > 2.
Como a fungao n 4, p € sobrejetorae LR F % F* temos que H # A*. Como
unido de grupos é grupo apenas quando um deles contém o outro, tem-se
que Dy<1,d> |JH # A*. Logo existe ¢ & A*\ Di<1l,d> tal que
najplc)enaypled) € —RiF (poisn{d) € —Ri(F)). Desde que —1 € S5(4)
pela Proposicao 4.13i1 DA < l,e> ﬂD4 < l,ed >C DA < 1,d > e nao
vale a ignaldade pois ¢ & Da<1,d> o que equivale, pela Proposiciao
4131, a d & Dai < 1,c >. Como os elementos ¢ e ¢d satisfazem as

condicoes da primeira parte da prova, temos que :
(A" Da<1,d>] < [A%(Da<l,e>NDy<led>)] <
<[A*Dy<1le>] - [A%Da<l,ed>] < 4.
Assim [A*: Dy<1,d >] < 2, ou seja

[A*:ﬁA < 1,d>] <2, para todo de& A%,
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Resta mostrar que para algum d € 4%, [d*: D4 < 1,d>]=2, se F
admite uma valorizacao como em 4.18. Para d=4j ¢ W€ f?,q < 1,7 >,
vamos mostrar que n4,p(W) € Dp < 1,3 >.

Como 7 4,p ¢ multiplicativa e Dp < 1,—~3 > é um subgrupo de
F*/F *2 devido ao Teorema 4.12, basta considerar W e Dy < 1,5 >.
Pela. Observagao 4.15 S(A4) = F*A*? e portanto i = (ar” + jbys?) F* A%,
para algum a, by € F*, r, 51 € A",

Se a ou r =0, entdo N,/ p(W) = —BF**eDp<1,~8>.

Se ar # 0, entdo W = ar®(1+jbs?)F*A*? paraa,be F, r,s € A. Daf

fay (W) = (anayp(r)*[(1+ bjs?) (1 + bjs?) | F**
= (anayp(r))*[L +btr(js?) + nayp(i)(brayp(s) 17,
Para s=x+pm+ 27+ th € A fem-se que:
%}:4/1’*('{[}-) = (C}LTL}UF(T))R[}L -+ 41)[32};‘ — ﬂ(bn_,q/p(s))z:[F*z,

Como D representa elementos a menos de F*A*?, podemos multiplicar @

por de F* CF *4*? conveniente para que b,x,z € Q,. Dai
i r@) € Dp<1+4bfoz,~F>, com 1+4bB8zz € U,

ou seja, nap(@W) € (14 4bBzz)Dp < 1,—(1 +4bBzz)8 > . Pelo
Lema 4.18 Dp < 1, (1 +4bfzz)3) >% F* e portanto

’n"A;F(E?A <1,>») C (1+4b8zx)Dp < 1, ~(1 +4bBxz)p > £ F7.
Como ng4yr ¢ wm isomorfismo de grupos Dy < 1,7 > A"

iii) é o Teorema 4.4 de [28]e

Corolario 4.21
Nas condigées do Teorema 4.20ii), se existe d € A* tal que
[A* D < 1,d »] = 2, entdo I? = I?/I3 = {0,p} (onde I" é o ideal do

anel de Witt em questdo, gerade por todas as n-formas de Pfister).
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Demonstracao
Repetindo a prova de “F é n-Hilbertiano = [P, F] =27 do Teo-

rema 2.7, com D em vez de D, obtemos Po A = {0, p}. Como p é universal

tem-se que FP3A = {0}. Dal segue-se a conclusdoe

Definicao 4.22
Definimos o radicel de Kaplonsky de A por

RA = [|{D<Lla> ac4'}

Assim pela Proposicao 4.131) b € Ry A se e somente se < 1,—b > ¢

universal.
Agora estamos em condicoes de calcular o anel de Witt de A.

Caso do Corpo F Formalmente Real

Como 4 < 1 > ndo é universal sobre F' segue-se que 4 < 1 > ¢

F-anisotrépica e portanto A = (_11;':1) é a unica algebra de quatérnios

com divisao sobre F. Temos que Dpn=PFP e F*=PU-P
Se F ¢ pitagoreano Dpngp = P = F*? e F* = F** J —F*?, Pelo
Teorema 4.14 Q(A) = {S(A)} edai WA = {0, < 1 >}—=Z/2Z. Entao WA

¢ isomorfa a WA, onde K é qualquer corpo algebricamente fechado, com

o(K) # 2.

Se F nao é pitagoreano, pelo Teorema 4.14 Q(A)=P/F*?*. Como
D4 < 1.d >= A*, para todo d € A* (4.20i)), temos que para todo
a,b e A*, < ao,b>=< 1l,ab > em WA (Proposicio 4.13iii). Como
-1 € S(4), < l,a>+ < 1,b »>=< a,b >=< 1,ab > . Desta iltima
igualdade temos que < 1,¢ >< 1,0 >=< 1,a,b,ab >= 0. Disto também
segue-se que < a > + < 1,b >=< ab >. Portanto
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WA= {<a><1,b> abeQ(A)} com tibuas aditiva e multiplicativa
dadas por:

<a><b>=<ab> <a>+<brec>=<la>4+<1b>=<1ab>
<a><lb>=<1,b> <a>+<l,b>=<ab>

< lLa><l,b> =10

Mostremos que existe um corpo K com Ey A = K7* tal que WA é
4 1 ]

isomorfo a WA,

Para ver isto basta aplicar o Teorema A.35 m-vezes onde |[WA| = 2,

para obter

B(K) = HEg(Fﬁ)a Ei(F5) = E(F5)

e F5 é um corpo com 5 elementos. Neste caso —1F, 5’:‘2 = Fg‘g e pelas De-
finigoes A.21 e A.24 —1K*? = K*?. Pelo Teorema A.33a) e b) [Q(K)| =
2mtl o Ry K = K*. Assim toda 1-forma de Pfister é universal (1.49) e por-
tanto toda forma bindria é universal. Isto garante que se ab = od € Q(K)
entao < a,b >=< c,d > WK. Procedendo do mesmo modo como fi-
zemos para obter WA obtem-se WI com as mesmas estruturas, ou seja

WA WK,

Observacao 4.23

Para um corpo formalmente real e pitagoreano Sladek demonstra em
27, 83] que WA= WK, onde 4= (=) e K= F(y/=1). A sequéncia

exata, devido a Lam [23. tec.3.4]
1 — iF*Q - F*/F$2 — [i-*/f(s2 """E"""} F*/F*Z
nos da que K*/p.e ={1}, pois 7{K*/fw)=F** Logo

WA WK = Z/,; como tinhamos obtido.
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Caso do Corpo F Nao Formalmente Real

Neste caso, como 72 4/ p € sobrejetora, pelo Teorema 4.14 Q(A) = Q(F).
Se toda forma bindria é universal (ver Teorema 4.20), pela Proposi¢ao
4.13iii), dimensao e determinante caracterizam formas sobre A. Entao
WA={<a><1,b> abe@A4)} e procedendo como antes obtermn-se

um corpo radical K (isto é By K = K*), tal que WA 2 WK,

Se existe forma bindria ndo universal sobre 4 (ver Teorema 4.20ii))
vamos usar a linguagem de (-estrutura, definidas e estudadas por Marshall
em [24], para obter K.

Temos que —5(4) = S(A) e podemos introduzir dua« operagdes em
{0,p} = I* (ver [24]) para que I se torne um corpo isomorfo a Z/az.

Definimos
10: Q(A) x Q(A) — Z/2Z por qq(aS(A),bS(4)) =0

se e somente se b € Iﬂjf; < 1l,a>.

Assim podemos verificar que a tripla (Q(A), Z2/2Z,qp) satisfaz os
axiomas Q1, Q2, Q3 da definicao de Q-estrutura (Definicao A.12). Pelo
Teorema 4.20i1) e Lema A.13, o axioma Q4 em A.12 também ¢é
satisfeito. Com isto (Q(A), Z/2Z,qg) ¢ uma @Q-estrutura e o anel de
Witt associado a esta (J-estrutura é isomorfo a WA, ver [24].

Consideremos agora Q(A) como um Z/2Z-espago vetorial. De Q3 te-
mos que gola.be) = gola.b) + gola,c) € Z/2Z e por Q1, gola,bc) =
go(be,a). De Q2 vem que gg(a,b) = —qo(b,a) € Z/22Z. Além disso para
todo o € Z/2Z, qo(a™,b) = agg(a,b), pois 1 € Diy<1,b>, Vbe Q{A)
Portanto as propriedades QIl, Q2, Q3 implicam que gg ¢ uma forma
bilinear antisimétrica.

Observemos que pelo Teorema 4.20i1), o radical de Kaplansky de A pode ser

nao-trivial. Além disso para o € Q{4), o € RA se e somente se gola, b} =0
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para todo b € Q(A), ou seja, o radical de Kaplansky de 4 é exatamente

o radical da forma bilinear ¢. A forma bilinear g¢ ¢ dita degenerada se

RA# {1}.

Proposicao 4.24
Seja ¢g:V xV — F uma forma bilinear anti-simétrica ¢ nao-
degenerada. Entao dimpV ¢é par e existe uma base de V

{21, y1,- -, Tk, ypt tal que a matriz de q nesta base é

M 0 ... 0
0o M ... 0
g 0 ... M

Y AL
onde M = (1 O)

Dernonsiracao
Ver {24, Prop.5.3].

Vamos considerar a principio o caso em que o radical de
g QLA x Q@A) — {0,p} ¢ trivial, ou seja, R14 = {5(4)}. Tendo em
vista a proposicio anterior existe uma Z/qz-base {z1, y1,...,2k, ypp de
A tal que qolzny) =p, 1=1,2,. .k e golen,y) = 9oy ys) =
go(zi, ), paratodo ¢ # j, ¢,7 = 1,2,...,k. Como 1=-1 em Q(A)
temos que go(z,z) =10, e 2 < 2 >=0, para todo z € ¢(4). Como
< o >=< b > (mod I), para todo @, b € Q(A) vem que {1} ¢é uma
Z/az-base de WA4/r. Como @A) é canonicamente isomorfo a I/ (24
prop.3.8], < 1,—a; >, < 1,—y; > gera aditivamente Q(A4), ou seja, é
uma Z/yz-base para I/p:. Finalmente de WA X WA/ I/ @I/

com I° = {0} temos que
L L Z ‘
WA= = < 1;»@——-;9&92 ~—-—--<1 —i > o < 1-yi ),
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com multiplicagao dada por:
<1, =z >< 1~y >=dyyp, <L,—wi>p=<l, -y >p=0.
Este anel ¢ denotado por Lggg.
Finalmente se gq € degenerada o anel de Witt associado & Q-estrutura,
(Q(A), Z]27,q0) ¢édado em [24, pag. 107] por

(Q%)S X Loy g,

onde s éa Z/yz-dimensdo de Ry A e [z] € um grupo com 2 elementos.
Para k> 2 e F uma extensao de ¢ (o corpo dos nimeros racionais

diadicos) de grau 2k — 2 entdo WF 2 Lo se J=1eF 124, pag.

97]. Como os anéis Z/oz{x] so realizados por corpos finites F tais que

|F| = 1(mod 4) [23, corol.36, pag.45], pelo Teorema A.35 existe um corpo

L tal que WA éisomorfoa Wlie
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83. Anel de Witt de Uma Algebra de Quatérnios
Sobre um Corpo F, Com Elementos Ri;F-Birigidos

Se observarmos os calculos feitos por A.Sladek em [27] para determinar
o anel de Witt de uma algebra de quatérnios sobre um corpo local, veremos
que a existéncia de um elemento F**-rigido é fundamental. O mesmo
ocorre aqui na demonstracio do teorema 4.20 ¢uando usanmos o Lema 4.18.
Na demonstragao do Lema 4.18 vemos que F admite 4 classe distintas de
elementos médulo U'F*?. Assim pensamos em caleular o anel de Witt
de algebra de quatérnios com divisao sobre wm corpo F qualguer de
caracteristica diferente de dois, com elementos Ry F-birigidos. Corpos
gue admitem um pamero finito de elementos R F-birigidos sao corpos
que admitem valorizacao discreta H; F-compativel e por isso, a valorizacao
se estende a algebra de quatérnios, de modo 1inico. Com isso d& para

determinar o anel de Witt de 4 como um determinado anel de grupo.

Lema 4.25
Sejam  F' um corpo completo em relacio a uma valocizacao v e A
uma algebra de quatérnios sobre F. Se A4 admite uma extensao w de

v, entdo A é completo.

Demonstracao

Seja Ao completamento de A segundo w. Pela Proposicao em 17.4 de
[25], A é denso em A.

Considere z € 4 e {1,4,7, k} uma F-base de A, como F-espago vetorial.
Entao existem z, = 1, + Gopt + O3] + Gank € A, a,, € F, para todo
s=1,2,3,4en €& N, tais que v = lim,_.o,. Como (x,), é convergente,
obrigatoriamente cada uma das sequéncias (asy),,, = 1,2,3,4, converge
em A, Mas as, € F, Vs =1,2,3,4, Vn € N, e como F é completo tem-se

que 2 € A. Logo ACA e portanto 4 = 4 (a menos de isomorfismo)e
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(} seguinte Lema é nma generalizacio do Lema de [22].

Lema 4.26
Seja F' um corpo admitindo wma valorizacao v tal que v(2) =0,
I'p =v(F) é ordenado ¢ I'p # 2Tp.
Seja E = F(y/a) ¢ w extensdo de v a FE. Entao:
D [Fe:Tp]=1 se e somente se 'U( y €2l p.
ii) [E:F] =1 seesomente se v(a) ¢ 2['p ou existe de& F* tal que
d>*a=1 (mod M,)

Demonstracao

i) Claro que se 'y = I'p implica que v(a) € 2I'p. Reciprocamente
se [Trp:Tp]>1, existem bc€ F tais que whb+cya)=egDp. O
clemento z = b+ c/a satisfaz a equagao: % 4+ (b* — ac®) = 2bz. Desde
que w(2bz) & I'p, temos que w(2?) = w(b?® — ac®) = w(xT), ou seja:

2w(z) = w(z)+w(F) =e¢'p, (onde F = b— c\/a).

Temos que w{z)=w{¥)=e¢ e como v(2)=10,

v(b) = v{2b) = w{x + F) > min{w(x), w(T)} =e & T'p.

Como »(b) € I'p, segue-se que w(b) »>e. Dai
e > min{v(h),w(c/a)} e de v(b) > e segue-se que wlc/a) <e.
Assim w(b) # w(ey/a) acarretando que e = w(cy/a). Isto implica que
2e = w({c\/a)?) = 2v(c) + v(a), ou seja, v(a) = 2e — 2vu(c) ¢ 2T'p (sendo
e & PF)

ii) Se[F:F]l=1ewv(a) € 2l'r entio v(a) = 2v(z) = v(z?) € 2I'F,
ouseja a=uz?, wue€O: Como F(y/a)= F(va~! podemos considerar
0 < v(a) = 2v(z), z €0, Deya=zyuekFE ecomo O_U(u):
w((Vu)?) = 2w /), temos que Ju € O,. Como T = Jar~! € E. =

s Py G

F.°, existe ce€ F tal que ¢ =az7? ou 1=azx~?%c? Parad=cx em

F tem-se que 1 = ad™* (mod M,). A reciproca € a mesma de [22]e
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Corolario 4.27
Nas condi¢bes anteriores, as afirmacoes abaixo sao eqguivalentes:
i) v é RyF-compativel

ii) Para cada a & R F, v se extende de modo tinico a K = F(\/a).

Demonstracao

i} == i1} Se existissem w; 7# wo extensdes de v a K = F{y/a} com
a & BiF pela ‘igualdade fundamental’ [15]

2= [K: Fl=[K; : F| [w (K):o(F)] + Ky : F] - [we(K) : w(F)], onde
K= 2% Dai K;=F e wi(K) = Tp. Como F(\/a) = F{(Va~!) po-

A wy ’
demos tomar a € O,, e de v(a) = wyla) = wi(Va ) = 2w;(/a) € 20p
existe z € O, tal que v{a) = v(z?), ouseja, a =uz’, wu € Q. Como

X . 2" 2
V@ = z\/u podemos considerar a € 0. Dala=(Va)??=ya ¢ K =
F, ou seja, existe b € F tal que @ = PeF: o que lmplica que
a=b*4+m, meM, Dal ab™2 = 1+4+b"?m e Ul C RyF (por hipétese).

Como b™% € Ry F, segue-se que a € Ry F (absurdo).

jii) == i) Seja a € 1+ M = U'. Como wv(a) € 2I'p, pelo Lema 4.26i,
w(K) = v(F) e, de a=1 (modM,), seguese que K = F. Isto
contradiz a ‘igualdade fundamental’, caso a ¢ Ry F. Logo ++ M C RiFe

Teorema 4.28

Sejarn F' um corpo com uma valorizacdo R F-compativel v,

I'p=u(F)#2l'p ¢ A= (%ﬁ) algebra de quatérnios, com divisao sobre

F. Entdo v se estende a uma unica valorizagao w sobre A, dada por

w(z) = sv(na p(a), onde nyp=<< —a,—3>>.
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Demonstracio

Todo z € A satisfaz a equacao: z°—H(z)z+na p(z) = 0. Seja 4o =
{red: tey=0}={zc A\F: 22€ F} = Fi+Fj+Fk Relembremos
que as extensoes quadrdticas de F' sdo da forma K = F(t), ¢+ ¢ F mas
t* ¢ F. Entio t=/a, a€ F\F**. Logo, as extensdes quadriticas
K de F que estao contidas em A sdo da forma K = F{/a),
a € ~Dp < —a,—3,aB > . Como ~Dp < —a,~5,a8 > N F =0
devido ao Lema 4.17, pelo Corolaro 4.27 v se estende de modo anico a K.
Pelo Teorema de Wadsworth em [36], v se estende de modo tinico a A,

dada por  w(y) = sv(n(y)), Vye Ae

Definicac 4.29

a € F* édito By F-rigidose Dp < 1,a >= Ry FUaR{F. Se a e —a sao
Ry F-rigidos, a é dito Ry F-birigido. Se a nao é Ry F-birigido, a é chamado
de elemento Ry F-bdsico. Como F*? ¢ R, F por [6, Teorema 1], o conjunto
dos elementos R;F-bdsicos, denotado por BRF, é um subgrupo de F*.
Por [6, Teorema 2|, WF 2 T(F )[g%]? onde T(F) éosubgrupode WF
constituido pelas classes de isometria de formas quadraticas anisotrépicas

g tals que Dpg C BRF.

Lema 4.30

Seja I um corpo admitindo n{> 1} elementos Ry F-birigidos distintos
moédulo BR; F. Entao existe um corpo K tal que WF 2 WK ((f1,...,1,))
(isto é: T(F) & WK).

Demonstracao
Para Iy F trivial, ver [6, Teorema 5] e {37, Teorema 4.4(2) e(3)]
Consideremos uma %hase de %%?;—F} S = {zy,...,2;}. Pelo Lema

A6, existe um corpo K (extensao algébrica de F') tal que 5 constituil uma
Z_hase de Q(K).
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Podemos ver em {16, pag. 301-2] que K é construido do seguinte modo:

K = U F;, onde

i>1

BR, F w2 BRF
F‘*lz ) Fzr+1xﬂ('\/aa GGFi\(E‘)U F,:Q _))_«.

para ¢ > 1

Mostremos que T{F)} & WK,
Seja ¢ =< ay,...,0, > uma forma quadritica anisotrépica em T(F).
Entdo a; € BR{F. Se g é isotrépicasobre K, existem z; € I, 1=1,...,n,
(ndo todos nulos) tais que . a;27 = 0. Seja L C K, extensao finita de F

que contém todos os z;.
Por construcao de K, L pode ser obtido por uma cadeia finita

de extensoes do tipo

FCF C--CF,=F_1{/b),

e F. by e ' . . % 2
onde Fj = Fj_1(\/b;) j=1,....5 e by € Fii \ Fl 4
Dentre essas cadelas, consideremos uma cadela de comprimento s
( o menor possivel) tal que ¢ é anisotrépica em F,.,. Dai
o= ook Bivbe, e, B3 € Faoy e de g{z) =0 em F,, segue-se que:

= gl{o) + bsq(B) + 2\/5;2 a; 003 onde
i=1

a={ay,...,0,) Dal Y a:0,=0 e 0=gqg{a)+byg(f) em F,_y,
on seja: U =< 1,b; > .q((x?ﬁ) em F,_;, com (a,3)# 0.

Como g ¢é anisotrdpica em F,_,, existem a;, a; € BRI’ tais que
< ag,bsa; >E< 1, -1 >, ou seja absa; = —~1 o que implica que
by = —a;a; € BRF, absurdo. Logo T{F) e WK.

Reciprocamente, se ¢ =< ay,...,a, > ¢ uma forma quadratica
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apisotrépica sobre K, entdo b € Q(K) = %@fﬁ Dai ¢ € T(F)eé

obviamente anisotropica sobre F. Ouseja T(F)=WKe

Lema 4.31
Seja Fum corpo admitindo um nlnero finito nao nulo de elementos

Ry F-birigido médulo BR,F. Entao existe uma valorizacic discreta nio-

diadica sobre F; que satisfaz as hipdteses do teorema anterior.

Demonstracao

Por [1, Corolario 2.17], existe uma valorizagdo v sobre F
Ry F-compativel {i.e. 14+ M C R F) tal que {0 - By F: BRF|<2. Por
[37 Proposicio 2.8(6)] R\F = (14 M,)F** C O*F** Logo R,F C O
(a menos de quadrados), o que mplica que B F < O (a menos de
quadrados).

Se todos os elementos Ry F-birigidos fossem unidades entao O, = F* ¢
por [37, prop.28.3] terfamos BR1F = F. (absurdo). Sejam ¢, ¢; elementos
Ry F-birigidos. Se e =v(t) > 0, e; = v{t;) > 0, como BRF C O} existe
e=min{v(z) >0, z € F}. Se e<e; entdo 0 <ry =e —e=v(t1t7!) €
Pr,e0 <1y =e; — 2 = v(t;t7%). Se ry # 0 continuamos este processo
até encontrar 0 = rp, = v{t;17™). Logo t1t7™ = u € O}, o que implica
gue t; pertence ao ideal gerado por ¢ (= [¢]).

Comio ternos wm numero finito de elementos Ry F-birigidos médulo
BRF e BRF C O}, segue-se que M, =[], e

v{t) = e = min{v(t}, v{t;), com t; Ry F —rigido}

Logo v é discreto e portanto D'y # 2[0p.
Se v fosse diddica por A.11 Dp < 1,—(1+a) >={1,~(1+a)} R F,
para a € F* ¢ 0 < v{a) < v(4), v(a) ¢ 2I'p. Como 1 +a € Ul C R F

por 1.49 terfamos

F*=Dp< l—(14+0a)>={1,~(1+a)}RF = +R F C BR,F.
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Logo F éum corpo FHyF-basico; o que é contra a hipotese feitae

Teorema 4.32

Sejarn F' um corpo admitindo um namero finito de elementos
R, F-birigidos e A = (%ﬁ) algebra de quatérnios com divisdo sobre F.
Entdo WA = ZEA] onde E = F(Va) (¥ %) é nma extensio
quadratica de F, A um grupo de ordem 2 e I é o ideal de WE

gerado por ann < 1,—a >C WF,

Demonstracao

Por 4.31 e 4.28, existe uma valorizacao v sobre F' que se estende a uma
valorizagao w sobre A. Por 4.30 F ¢ equivalente a um corpo completo e

portanto pelo Lema 4.25, A é completo. Como w ¢é discreta pelo Teorema
o,

3.3 de [28], WA = WTQ[&], onde E é o corpo de residuos . A éum
grupo com dois elementos e I é o ideal de WE gerado por < 1, —d >,
d=gqer~lx~t, 2zel, e w(r) éo gerador de w(A).

Por [34, (1.2}, pag.225], temos que:
4=[A:F]=[a:Ts] |[E: F]. Como w(z)=dv(na p(z)), Yz € A,

v € discreto e ngyp representa um elemento Ry F-birigido (prova nas
préoximas linhas), segue-se que T4 :T'r] = 2. Logo [E: F| =2, ou seja,
E ¢ uma extensao quadratica de F e, portanto, é um corpo.

Temos que Dp < —a,~3,0f > representa elemento R;F-birigido;
sendo por [6, Prop.2] Dp << —a,—f3 >>C BR;F epor 430 4 ¢é
uma algebra sobre o corpo bdsico K, que é contra a hipétese feita. Entao
podemos considerar n € Ay gerador de M,,. Logo %?j(?'z, ayp(m)) = tu,
welp\2I'r (v é um gerador de I'p).

Para zy€A: (z4y)’ —Ha+y)z+y)+nyr(z+y)=0

Desenvolvendo encontramos:
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zy 4y = —by  (z,y) + tHa)y + ty)a
=

Assim, se w=s5-+29, ,coms&F, z5€ Ay temos:
L 4 2T = 287 + (wxg + To7) = 287 — by, , (X0, W) e
4 _
1

raxr "t = (a7 4 287w — blzy, w))w Tt =

—x 4 28 —~ bn% (zg,m)n ! =2’ —~ bﬂ% (o, m)m L,

onde z' & o conjugado de z em A,

Mostremos que se z € QF, war™! induz a conjugacio em F; e para

*
ure

isto basta mostrar que, para v € O, temos que b, , (zg, ’ﬂ')’ﬂ’_l & M,,.
4
De nasp(z) =nyp(e’) tem-se que 2’ €O} e portanto w{ze)
w(2zg) = w(z — ') > minf{w(z),w(z’})} =0, ou seja, zg € Oy {x).

Assim  zg+nw€0,. De

ba

A (3«"0; m) = TZ‘-A;F(&?() + ﬂ“') - ?’7«.4/1?(310) - ?‘3A;F(Tf) tem-se 'U(.bn% (11?0:. T)) >
F

min{2w(zo+7), 2w(xe), 2w(r)} 2 0, o que implica que by, , (zo, 7) € Oy,
F
n.4(Zo)

Se zy e b,, (zp,m) €O, entdo t= ~—br—m—o08 €, C O,. Dali,
. 7 by , (20, 7)
P

nayp(xo +17) = by, (20,17) + nayp(zo) + naypltn) = t*n 4, p (7).
T

Entéao axp +tr € M, e como itrx € M,, segue-se que z(==

(zg + tr) — tw € My, que é absurdo. De (x) tem-se que a0 € M,
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o by, (2, 7) € M. Mas de
s
E}r:.:i (35‘(), ?T) = 2’1-‘4[;:'(."1?{} -+ TF) - 'TLA/F({EQ) — ?’éAIfF(TF) e Te fﬁ-{fw,
4

acarreta, em qualquer caso, que b, 4 (xg,7) € M,. Agora,

. _ . . | o1 .
w(bn%(iﬁm?f)?"*’ = ?f(bn%(xoﬁf))“rz"U(ﬁA/F(W)) >0, pois 5‘0(??»_‘4/1@’(?))

1 . | |
é o gerador de I‘A:é—l’p. Entao bn&(.’l?(}?ﬁ)ﬂ'_i €M, e mxr !
4

induz a conjugacao em FE = %ﬂ-

Portanto os elementos d = wanx~lz~t ¢ E com v € (}, sao da
forma d=7(F)7" = TL_E{,—F(E”LT)(?L")"E, Dai <1,—-d>=<1,-ngxT) >
T € E. Por [12, Corolédrio 2.5}, o ideal gerado por < 1, —np (%) > em

WE é ann < 1,~a >, onde E:ﬁ(ﬁ). Isto conclui o teoremase
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APENDICE

Iiste capitulo é uma coletania dos principals teoremas usados neste
trabalho, cuja finalidade é facilitar e auxiliar a letitura do mesmo. As provas

podem ser encontradas nas referéncias citadas.

Lema A.1 [3, Cap.V 4, Lema 4.22]

Sejam gq; =<< a;,b;]], i = 1,2 formas quadriticas sobre um corpo

F, ¢(F) = 2, tals que g + {—g¢2) contém pelo menos 2 planos hiperbélicos.
Entdo existem d € F, ¢;,c0 € F* tais que ¢ =2<<ed]], i=1,2.

Proposicao A.2 |38, Teo.2.4]

Para quaisquer ry,...,7m &€ EoF' m > n+1, F)#2 e
AlyeersOpy.e. O € F*, as afirmacoes abaixo sao verdadeiras:

i) <<ai. .0, ORI A, AT, >

i) Dp<<ay,...,anp >>=Dp << airy,..., 6,70 >>.

Proposigao A.3

i) [12, Principio do Transfer 2.2]. Sejam F um corpo, o(F) # 2,
a € F*\ F** e K = F(\/a). Seja ¢, = zq uma forma quadrética sobre K
com z € K eg € P,K. Euntao s.q1 = U se e somente se existe ¢ = y¢
(y € F* e v uma forma de Pfister sobre F) tais que g1 & 1.
Sex =1, y pode ser tomado igual a 1 também.

ii} [3, Prop.4.14, Cap.V]. Sejam A uma extensao finita de F, c(F) =
2, e consideremos ¢ uma forma. de Pfister sobre K tal que ¢ = go ® K para
alguma forma quadratica ¢o sobre I'. Entao existe nma forma de Pfister

¢ sobre F tal que ¢ &2 ¢y ® K.
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Lema A.4 [12, Lema 2.4]
Sejam a € F*\F**, ¢(F)#2 e K = F(/a). Para todo z € K*,
so{<a>)2y<l,—ngp(e) >, paraalgumye F*.

Teorema A.5 (Principio da Norma) [12, 2.13]
Sejam K = F(\/a), o(F)s# 2, z€ K* ¢ ¢ uma forma quadrética
sobre F. Entdo ng p(z) € Dpe - Dpg se e somente se x € F* - Dy,

Lema A.6 {16, pag. 301-302]

Sejarn F um corpo, ol F) # 2 e {a;, ¢ € I} um conjunto de represen-
tantes para um subgrupo S de Q(F'). Entdo existe uma extensao algébrica
K de F tal que {a; € F*, 1 € I} é um conjunto de representantes para
os elementos de Q(I). O corpo K pode ser escolhido sempre ndo formal-
mente real e se F for formalmente real ¢ —1 € 5, K pode ser escolhido

formalmente real também.

Teorema A.7 Principio Local-Global de Hasse-Minkowski [23, pag.168].

Sejam ¢ uma forma quadrdtica sobre um corpo Global F, o(F) # 2.
Entaoc ¢ é isotrépica sobre F' se e somente se g é isotrépica sobre todo
F,, p €l (F, ¢éocompletamento de F em p, que serd £ ou € se o place

p for arquimediano).

Lema A.8

1) [11 Lema 2] Seja K = F(y/a) uma extensao quadritica de
F, ¢(F)+# 2 Entao I’K coincide com o F-médulo J de WK
gerado por << e,z >>, e € F* 2z & K. Como Corolario temos que
I K é gerado por << ey,... 5,2 >>, e1,...,e, € F* 2z € K*.

2} 12, Corol.24]. Seja K uma extensio finita e separdvel de F,
c(F) = 2. Entao para todo n > 1, ["K ¢ gerado pelas n-formas de
Pfister do tipo << a3,...,aGp~1,2]] com a; € F*, z¢& K.

92



Teorema A.9 [13, Teo.2.8]

Um elemento ¢ € I*F, (c¢(F) # 2) é de torgio se e somente se ele
pode ser posto na forma g = > << g, ~b; >> pertencente a WF, com
a; EF* e b; € Dp{oc) = o(F),

Proposigao A.10 [7, Prop. 1]

Seja g wma forma quadratica sobre F, o(F') % 2, com diagonalizagao
CByyeenslp >, N2 ¢ ry,...,1p € RF. Entao
Dpg=Dp < ayry,... a7, >. Em particular, por 1.261 Dpq C -I%

Lema A.11 [1, Lema 4.3]

Suponhamos que ¢(F) =0 e v ¢é uma valorizagao diadica sobre
F. Seja e € F satisfazendo 0 < v(e) < v{4) e wvle) ¢ 2I',. Entdo
De <1, —(1+e)>C{l, e} (1+ M,)F*

Definicao A.12 Estrutura Quaterniénica [24, Cap.2]

Uma estruture Quaternionica (Q-estruture) é uma terna (G, ¢, ¢}, onde
(7 é um grupo de expoente 2 (isto & 2% = 1, Vz € &) com elemento
distinguido ‘-1°, @@ é um conjunto com ponto distinguido ‘0°, e
G: GxG — @ éuma aplicagio sobrejetora satisfazendo:
O alab)=qlb.a), Q::  qlas—a)=0
(Js: q(a,b) = gla,c) <> gla,bc) =0 e
(s gla,b) = gle,d) == Jr € G tal que g¢(a.b)=qgla,z) e

gle,d) = ¢{c, z). Para todos a,bc,d € G.

Lema A.13 [24, Lema 5.4]

Seja ¢ um grupo de expoente 2, com elemento distinguido -1, @ um
conjunto com ponto distinguido e g: G X G — @ satisfazendo {1, @2
(Ja. Se |Q| <2 entdo ¢ satisfaz Q4
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Lema A.14 [11, Prop.1.1 e rodapé nimero 5]
Sejam K = F(\/a) coma € F* e o(F)# 2¢ s, : WK — WF a
aplicacao transfer induzida por uma funcao traco s : K — F. Entao

s I"K) CI*F.

Teorema A.15 [14, Teo.1.4] _

Seja g uma forma quadratica sobre F, (c¢(F)$ 2), tal que
g€ WF . ¢, onde ¢ é uma n-forma de Pfister sobre F'. Entao existe uma
forma quadrética o sobre F tal que ¢ = wo. Se a € Dpg entiao ¢ pode

ser tomado tal que a € Dro.

Lema A.16 [2, Lema 2.1}
Sejam F um corpo de ¢(F) =2, a,b,c € F coma,b,a+ b3 0. Entao
temos em WF: < lia+b>[l,c]=<la>[l, 55+ <1,b> 1, ;ﬁ{g]

De agora até o final do apéndice vamos tratar de ESQUEMA DE
FORMAS QUADRATICAS

Definicao A.17

Seja g um grupo de expoente 2 (isto é; 2* =1, Vz € g), com elemento
distinguido —1 € g {permitimos -1=1). Para ¢ € ¢ o produto —1 - a serd
denotado por —a. Seja d uma aplicacao de g no conjunto ¢ de todos os
subgrupos de ¢g. A tripla E = (g, —1.d) é chamada de esquema (de Cordes)
se satisfaz:
E.l a€d{a), paratodoa€g
E.2 Para todo a, b€ g: b€ d{a) seesomente se —a € d{—b).

Uma forma ( de dimensio n) sobre g é uma sequéncia

© =< 1,0, >, cOom q; € g A dimensao n da forma ¢ serd denotada
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por n = dim . A finica forma de dimensio zero serd denotada por < ) > .
Para n > 2 as formas sobre ¢, ¢ =< ay,....a, >, ¥ =<b,....b, >
sao ditas fracamente isométricas em relacio a E se existe uma permutagao
o dos inteiros 1,...,n e indices j. &k € {1,...,n}, j ¥ k tais que a;a; =
{)a{j}ba(;c), (Zjba(j) = d(aja;g) e qa; = ba(,‘;‘} para i # 7, k.

Duas formas ¢ =< ay,...,a, >, ¥ =<b,....b, > sobre g sac ditas
wométricas em relagdo o FE ou isoméiricas sobre F ou ainda E-isoméiricas
e denotemos por ¢ =g ¢ (ou ¢ ~ 1 se ndo houver possibilidade de confusao
quanto a E) se: |
iyay =bysen=1
ii) Existe uma sequéncia g1, ..., s de formas sobre g com ¢; e @41 fraca-
mente isométricas em relagao a F parat=1,...,5 — 1, tais que @ = @ e
W=, s& n> 2.

O conpinto D¢ dos elementos de g representados por ¢ é definido por
D<b>=0, D<a>={a} e paraformas de dimensdo n > 2 definimos

indutivamente por

D<a,... 4y >= U {a1d{a1a)}

Q& D an .,y >
A adicao e multiplicacao de formas sao definidas da seguinte maneira:
WY =< a4y, Uy, Dy by > e
@l =< a1by, .., apby,a1bo, L anbo, L Gnby >
onde ¢ =<a01,...,ap,> € YP=<0b,....b,, > Para a€gek & N*, por
ap = pa entende-se <a>y e kp=¢+...+ @, (k parcelas).

Definicao A.18

Um esquema de Cordes F = (g, —1, d) € dito ser um esguema de formas
(quadraticas) se satisfaz as seguintes condigdes:
E3D<abl>=D<ba,l> paratodoa,beyg

E4 @+ vy~ + yentao ¢ 2 ¢ para todas formas ¢, ¥, y sobre g.
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Exemplo A.19 Esquema Realizado por Corpo

Consideremos um corpo F de caracteristica diferente de 2. Sejam
ar = QF), —1=-—F* dp(aF**)=Dr<l,a>.

Entao a tripla E(F) = (gp,~1p,dp) satisfaz os axiomas E.1, .2,
E.3. Como os conceitos de isometria e cadeia equivalente, definidas sobre
formas quadrdticas sobre corpos [23, Teo0.5.2 Cap.l] é valido, o teorema
de cancelamento de Witt [23, Teo.4.2 Cap.I], implica que o axioma E.4 é
valido. Assim E(F) = (gp, —1p,dp) é um esquema de formas quadraticas,

que sera chamado esquema do corpo F.

Definicao A.20

Qualquer forma FE-isométrica a & < 1, ~1 >, k € N serd dita F-
hiperbolica (ou hiperbolica sobre g).

Dada uma forma ¢ sobre ¢, se existe uma forma i sobre g tais que
w 2 1, =1 > 4+, a forma ¢ serd chamada de forma isotrdpica sobre g (ou
E-isotropica). Se isto ndo é possivel, ¢ é dita ser anisotrdpica sobre g ou
E-anisotropica.

Observe que para todou € g, < a,—a >, ~1 >,

Definicao A.21 Homomorfismo de Esquemas

Sejam Ey = (g,-1,d), FEo ={¢,-1,d") esquemas de Cordes e fig — ¢
um hbomomorfismo de grupos. Se f{—1) = ~1" e f(d(a}) C d'(fla)}},
para todo a € g, [ serd chamado de homomorfismo dc esquemas ou
E-homomorfismo e escrevemos f: By —— Es. Se além disso f(d(a}) =
d'(f(a)), dizemos que f: Ey — Fy é um E-homomorfismo completo, Ob-
serve que de 1 € d(b) para todo b € ¢ tem-se que g = d(—1) por E.2.
Assim flg) = f(d(-1)) = d(f{-1)) = d{~1") = ¢, ou seja, todo E-
homomorfismo completo é sobrejetor.

Um E-homomorfismo completo f: By — FE, injetivo é dito um ¢somorfismo
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sobre E e, neste caso pomos f: Fy—Fos.

Observacao A.22
O Teorema 2.3 de [8] diz que os aneis de Witt de F e K sao isomorfos

se e somente se 05 esquemas realizados por F e K sao 1somorfos.

Fxemplo A.23
Sejam F um corpo, ¢(F) # 2 e K uma extensdo de F. A aplicacio
f1Q(F) — Q(K) dada por f(aF*?) = aK*?* (estd bem definida), é um
hemomorfismo de grupos com f{—1F*%) = —1K**. De
{(@* +ay®)F**, zy € F} C {(a” + ag”)K**, 2,y € K}
tem-se que f(Dp < l,a >) C Dg < 1, fla) >, ou seja, f: F(F) —» E(K)

dada por f(aF**) = aK*? é um E-homomorfismo.

Definicao A.24
Sejam f:g - ¢ wm homomorfismo de grupos e ¢ =< ay,...,a, >
uma forma sobre g. Escrevemos fo para a forma < f(ay),..., f(a,) >,

sobre g'.

Definicao A.25 Produto de Esquemas.

Dados Ey = (g3,—-11,d1), FEa = (g2, —12,ds) esquemas de Cordes,
definiinos g = gy X g» o produto cartesiano dos grupos gregs e
pitg—¢g;, t=1,2 a 1-esima projegao canodnica de g em g,
~1 = (~1y,~1s) o elemento distinguido de g e d(ay,as) = dy{ay) x dy(as),
a; € gi, 1= 1,2. Obviamente (ai,ay) € d{{ay,a2)) ¢ (by,b2) € d{(ay,as))
se e somente se (—ay, —as) € d{(—by, —bs)). Assim a tripla F = (g, ~1,d)
¢ um esquema de Cordes chamado esquema produto e serd denotado por
E’; K Eg.

E simples verificar que p;i g — ¢; € um homomorfismo completo.
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Lema A.26 [20, Lema 3.2]
Sejam E; = {(g;, —1;,d;) esquemas de Cordes para i = 1,2 ¢
E = F; x Es.
Entdo D@y X @9) = Dy x Dge para toda ¢ = @ X @2 sobre g.

Lema A.27 [20, Lema 3.4]
Sejam £;, 1=1,2 esquemas de Cordes ¢ F = E| x Fj.
Entao as formas p = ) X e, ¥ ==y X1 sao F-isométricas se

e somente se ©; e Y sao FEj-lsométricas para 1= 1,2,

Teorema A.28 {20, Corol.3.6]

Sejamn Ey, Fo esquemas de Cordes e E = Fy x F».

Entao £ é um esquema de formas quadraticas se e sornente se E; sao
esquemas de formas quadraticas, para 1 = 1,2, Em particular se By e
Fly s&o esquemas realizados por corpos entdo £ é um esquuma de formas

quadraticas.

Definicao A.29 Poténcia de Esquemas.

Consideremos £ = {g, —1,d) um esquema de Cordes e T um grupo de
expoente 2. Denotemos por g7 o grupo produto direto g x T', com elemento
distinguido ~17 = (~1,1).

Identificaremos os grupos g e T’ com os subgrupos g x {1} e {1} x T de g7,
respectivamente. Escrevemos at para {a,t) € g7 e definimos d7 de g7 no

conjunto de todos os subgrupoes de g7, por:

{1at} se t#1
d'(at) = g’ se at=-1-1 (=—1)
dla) se t=1, a# ~1

Nestas condiges a tripla (g7, ~17,d7), construida acima, que denotaremos
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por BT = (g,-1,d)7 é um esquema de Cordes, chamado de esquema

poténcia de E por T (ou T'-éséma poténcia do esquema FE).

Teorema A.30 {20, Teo.4.2]

Sejam F = (g, —1,d) esquema de Cordes e ET o esquerna poténcia de
FporT,

Entio £ é um esquerna de formas guadraticas se e somente se E7 §
um esquema de formas quadraticas. Em particular se E é wmn esquema

realizado por um corpo entdo E7 ¢ um esquema de formas quadréticas.

Proposicao A.31 [20, Prop.4.2]

Sejam F = (g, —1,d) esquema de Cordes satisfazendo o axioma E.3 ¢
T um grupo de expoente 2. Sejap =Y., ¢;'f;, n > 1 uma forma sobre
gl com t; # t;, sei# j. Entao:
a) Se uma das formas ; é E-isotrépica entao D7 = g7,
b} Se todas as formas ¢;, 1=1,...,n sio FE-anisotrépicas entao

DYe =i, t:Des.

Definicao A.32 Alguus Invariantes de Esquemnas.

Seja B = (g,—1,d) um esquema de Cordes.
Denotemos por ¢(E) = |gl. O subgrupo RE = R(E) = ()¢, dla) é
chamado de radical de Kaplansky do esquema E. (Note que por E.2
b € RE se e somente se d(—b) = g. Em particular d{~1) = g).

Definimos D{oc) por: D(exo) =i, Din <1>) e s(F)=
= min{k € N:~1 &€ D(k < 1 >)}, se existir tal nimero; sendo pomos
s{E}y =oco. O invarignte s(F) é chamado de level de E. Se s{E) ¢ finito
o esquema F ¢ dito ser nao formalmente real, senao dizemos que E ¢
formealmente real. Dizemos que uma forma ¢ sobre ¢ ¢ FE-forgao
se existir & € N tal que kg ¢é E-hiperbdlica, para & % 0 ( isto ¢

kp 2 n < 1,-1>, para algum 0 < n € N). O u-tnvariante do esquema

99



de Cordes é definido por w{F) = max{dime : v é F — tor¢ao e £ —
anisotropica}. Pomos u(E) = oo se este maximo nao existir. Obviamente
se F & isomorfo a um esquema de formas quadriticas realizado por um
corpo I’ entao estes invariantes coincidem com os respectivos invariantes

definidos anteriormente sobre o corpo.

Teorema A.33 [20, Teo.5.1}, [31, Te0.3.9] e {21, Teo.1.7]
Sejam F; = (g;,—1;,d;), t=1,2 e FE=F; x Ey. Entao
a) g(E) = q(Ey) - q(Es)
b} RE = RE; x RE,

¢) 8(E) = max{s(E;), i=1,2}. Em particular, E é formalmente real se

e somente se pelo menos um dos esquemas E; for formalmente real

Teorema A.34 {20, Teo.5.2], [31, Teo.3.11] e [21, Teo.1.8]

Sejam E = (g,~1,d) um esquema de Cordes e T um grupo de

expoente 2. Entao
a) q(ET) = q(E)|T|
by R(ET) = {1}

¢} s(ET) = s(E). Em particular ET ¢ formalmente real se e somente se E

é formabmente real.

Teorema A.35 [20, Teo.6.5] e [21, Teo0.3.3]

Sejam E; e F» esquemas realizados pelos corpos Fy e Fy, respectiva-
mente. Entdo existe um corpo K tal que E = E} x F5 é realizado por K.

Ou seja F é isomorfo a F(K).
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Teorema A.36 (21, Teo.2.7] e [20, Teo.6.6].

Sejam F um esquema realizado por um corpo F, T wm grupo de
expoente 2 e I' & um grupo abeliano livre gerado por um conjunto X bem
ordenado de Cardinalidade dimg,,5T.

Entdo E7T & realizado por K = F(I'). (Isto é ET é isomorfo a E(F(1)).
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