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Resumo

O estudo do presente trabalho se enquadra na area de Analise Numérica para equacoes
diferenciais utilizando o método de elementos finitos. Especificamente, o objetivo é a cons-
trucao de espagos de elementos finitos vetoriais Hdiv-conformes. Em formulagbes mistas
de problemas elipticos, que consistem em resolver, simultaneamente, tanto a variavel pri-
mal p quanto a sua varidvel dual gradiente de p, espacgos do tipo Hdiv sao utilizados
para aproximar a varidvel dual. A principal caracteristica de espacos Hdiv-conformes é a
continuidade da componente normal nas interfaces dos elementos. Para garantir este com-
portamento, propde-se uma sistematica de construgao baseada na definicado de um campo
vetorial ajustado a geometria da particao do dominio, combinada com fungoes de base
escalares Hlconformes disponiveis na literatura. Com esta metodologia, sao construidas
bases hierdarquicas, de ordem arbitraria, para subespacos Hdiv-conformes em particoes
triangulares ou quadrilaterais bidimensionais. No entanto, na simulacao de problemas
elipticos pela formulagao mista, os espacos envolvidos na aproximagao das varidaveis dual
e primal necessitam ser compativeis para garantir a estabilidade do método. Neste sen-
tido, os espacos desenvolvidos sao ajustados de forma a obter taxas 6timas de convergeéncia
em um problema de autovalor de Steklov. Considera-se também o acoplamento de for-
mulagoes classica e mista para um problema eliptico, no contexto de decomposicao de
dominios, em que as bases Hdiv-conformes compatibilizadas sao aplicadas na formulagao

mista correspondente.

Palavras chave: Método de elementos finitos, Funcoes hierdrquicas, Formulagoes mistas.
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Abstract

The study of this work fits in the area of numerical analysis for differential equations using
the finite element method. Specifically, the goal is to construct Hdiv-conformes vectorial
finite element spaces. In the mixed formulations of elliptic problems, where the principle is
to solve simultaneously both the variable primal p as its dual variable gradient of p, Hdiv
spaces are used to approximate the dual variable. The main feature spaces Hdiv-conformes
is the continuity of the normal component at the interfaces of elements. To ensure this
behavior, we propose a systematic construction based on the definition of a vector field
adjusted to the geometry of the domain partition, combined with scalar basis functions
H1-conformes available in the literature. With this methodology, hierarchical bases are
constructed of arbitrary order, for subspaces Hdiv-conforming considering partitions in
two-dimensional triangular or quadrilateral elements. However, the simulation of elliptic
problems by the mixed formulation, the spaces involved in the approximation of the
primal and dual variables need to be compatible to ensure the stability of the method. In
this sense, the approximations spaces are adjusted to obtain optimal rates of convergence
for a Steklov eigenvalue problem. It is also consider the coupling of classical and mixed
formulations for an elliptical problem in the context of domain decomposition, which the

compatibilized bases Hdiv-conformes are applied to the corresponding mixed formulation.

Keywords: Finite element methods, Hierarchical shapes, Mixed formulation.
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Capitulo 1

Introducao

Escoamentos em meios porosos ocorrem em diversas aplicagoes de interesse pratico, entre
elas na extragao de petrdleo. Os fenémenos envolvidos sao usualmente modelados por um
sistema de equagoes diferenciais composto por uma lei de conservagao de massa e uma
lei constitutiva. Para isso, é considerada a conhecida lei de escoamento de Darcy, que
estabelece a relagdo entre o fluxo u e a pressdao p. Para casos em que a permeabilidade
é constante a lei de Darcy pode ser modelada por um problema de Poisson classico.
Dentre os métodos numéricos utilizados para se obter solugoes aproximadas de equacoes
diferenciais e, em particular, para este modelo de escoamento, estd o Método de Elementos

Finitos (MEF) cujos principais processos sao:

1. A formagao de uma malha espacial, pela divisao do dominio em um numero finito
de subdominios mais simples, e a construcao de espacos aproximantes formados
por funcoes definidas por partes nessa malha, a partir do mapeamento de fungoes

polinomiais em um elemento de referéncia.

2. Uma formulagao variacional do problema e a aplicacao do método de Galerkin ba-

seado nos espagos aproximantes.

3. A combinag@o dos dois processos transforma o problema de valor de contorno em
um problema algébrico, o qual é resolvido com a ajuda de algoritmos apropriados e

uma implementagao computacional eficiente.
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Ao aplicar o método de Elementos Finitos classico para resolver o problema de Poisson,
encontra-se uma aproximacao para a variavel de pressao p e utilizam-se técnicas de pds
processamentos para se obter uma estimativa para o fluxo. E sabido que, com esta técnica,
a taxa de convergéncia para o fluxo é inferior, quando comparada com a da pressao.

Uma metodologia desenvolvida para tentar melhorar a aproximagao de problemas
deste tipo é conhecida como Métodos Mistos de Elementos Finitos, cujo principio consiste
na aproximacao simultanea das variaveis de fluxo e da pressao.

Ao observar a formulacao variacional deste tipo de problema, percebe-se que os espagos
envolvidos sdo os espacos L? () para varidvel de pressio e Hdiv () para varidvel de fluxo.
Por serem localmente conservativos, os espagos Hdiv (2), quando aplicados a problemas
de escoamento, garantem um balango de fluxo na regiao estudada.

Com esta motivagao, o presente trabalho apresenta uma sistematica de construcao de
fungdes de base para espagos aproximantes hierarquicos de alta ordem do tipo Hdiv (2).
Esta sistemdtica baseia-se na multiplicacdo de funcoes escalares H'-conformes, desenvol-
vidas em [BDR09], por um conjunto de vetores apropriado. Tal procedimento permite o
desenvolvimento de fungoes vetoriais com componente normal continua nas interfaces dos
elementos de uma partigdo, uma caracteristica dos subespacgos de Hdiv ().

Alguns dos desafios deste trabalho consistem em:

e Desenvolver uma sistemética para a construcao de bases hierdrquicas de alta ordem

para espacos vetoriais Hdiv-conformes.

e Desenvolver procedimento numérico para avaliar o balanceamento dos espagos L? ()
e Hdiv (Q), com base na avaliacao da taxa de convergéncia dos autovalores de um
problema de Steklov. O objetivo é garantir que subespacos de L?(Q) e Hdiv (2)

possam ser aplicados com seguranca em formulagoes mistas.

e Estabelecer uma implementa¢ao numérica consistente com os aspectos tedricos en-

volvidos.



Alguns trabalhos podem ser citados ao se falar em espacos de aproximacao para
Hdiv(2) e Heurl (). Em [RT77], [BDMS85] e [BF91] é apresentada uma familia de
polinémios vetoriais que constituem uma base para subespagos de Hdiv (§2) para ele-
mentos bidimensionais triangulares e quadrilaterais. Mais tarde, [NED86] estendeu os
resultados de [RT77] para elementos tridimensionais e considerou também aproximagoes

para subespacos de Hcurl (2).

Trabalhos mais recentes, desenvolvidos em [ZAGO6] e [SSD04], consideram a cons-
trucao de subespagos hierdrquicos hp adaptativos de Hdiv (2) e Hcurl (2). Ambos fazem
uso de mapeamento de bases desenvolvidas no elemento de referéncia e aplicam proprieda-
des do chamado diagrama de De Rham([DEMO6b]), que consiste de uma cadeia de espagos
funcionais, relacionados por operadores diferenciais, em que a imagem de um operador é
identificada com o nicleo do outro operador subsequente. O diagrama é uma ferramenta
frequentemente utilizada na analise de formulagoes mistas relacionando espacos de fungoes

escalares H'-conformes com espacos de funcoes vetoriais do tipo Hdiv (Q) ou Heurl (Q2).

O presente trabalho também é dedicado a construcao de subespacos hierarquicos do
tipo Hdiv (2) (e Heurl (€2)). No entanto, ao contrario dos trabalhos citados acima, o enfo-
que esta em desenvolver uma metologia que nao requeira a diferenciacao de funcoes basicas
no elemento de referéncia nem o mapeamento de funcoes vetoriais, facilitando assim sua
implementagdo computacional. A implementacdo computacional das func¢oes de base
Hdiv-conformes, propostas nesta tese, foi feita, inicialmente, no programa de linguagem
simbdlica Mathematica, permitindo a sua validagao e visualizagao grafica. Posteriormente,
foram implementadas no ambiente de programacao orientada a objetos PZ, de modo a
acrescentar em seus modulos funcionais uma classe que permite a criagao de espacos apro-
ximantes do tipo Hdiv (€2). Todas as aplicagoes apresentadas foram feitas utilizando essas

e demais ferramentas disponiveis no ambiente PZ (www.labmec.org.br/pz/documentacao).
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Organizacao do Trabalho

O presente trabalho esta assim dividido:

Capitulo 2: Contém resultados basicos sobre espacos funcionais do tipo Sobolev,
Hdiv (2) ou Heurl (), bem como suas principais caracteristicas. Apresentam-se ainda
aspectos gerais sobre a formulagdo mista de um problema de Poisson.

Capitulo 3: Traz um estudo sobre o Método de Elementos Finitos, suas principais
caracteristicas e procedimentos para construgao de espagos aproximantes. Por exemplo,
aborda-se a sistemdtica desenvolvida em [BDRO09] para construcao de bases hierdrquicas
para subespacos H'-conformes, construcao esta que é fundamental para o desenvolvimento
deste trabalho. Apresenta-se também uma breve revisao das construcoes de subespacos
Hdiv-conformes propostas em [RT77], [BDMS85] e [BF91].

Capitulo 4: Propoe uma sistemédtica de construcao de fungoes de base para espacos
de aproximacao do tipo Hdiv (2). Consideram-se partigoes compostas por elementos
geométricos quadrilaterais e triangulares em dominios bidimensionais, cujas arestas sejam
retilineas. O principio bésico da sistematica aqui desenvolvida consiste na multiplicagao
das fungoes de base hierarquicas H'-conformes, construidas em [BDR09], por um conjunto
de vetores definido diretamente em cada elemento da partigdo. Mostra-se que as fungoes
assim construidas formam uma base para um subespaco de dimensao finita de Hdiv (2).

Capitulo 5: Apresenta um estudo do balango entre os subespacos do tipo Hdiv (2), de-
senvolvidos no Capitulo 4, e de subespagos de L? (), por meio de um estudo numérico de
aproximagoes dos autovalores de um problema de Steklov, em que os autovalores analiticos
sao facilmente encontrados. Em formulagdes mistas, obter o balango entre os espagos de
aproximagao das varidveis primal (pressao ) e dual (fluxo) é de grande importancia para
a precisao e estabilidade dos resultados. Esta é uma das maiores dificuldades encontradas
quando se pretende utilizar tal tipo de aproximacao.

Capitulo 6: Como aplicagdo dos espagos aproximantes aqui desenvolvidos, faz-se um
estudo de acoplamento de diferentes formulacoes para um problema de Poisson. A técnica

considera a decomposi¢ao do dominio em dois subdominios. Sobre um mesmo problema,



aplica-se em cada subdominio uma formulacao distinta, uma cldssica e outra mista, com
condicoes adicionais de acoplamento na interface. Consequentemente, a aproximagao ¢
feita utilizando-se diferentes espacos aproximantes, dependendo da formulacao conside-
rada.

Apéndice A: Faz-se uma breve introdugao ao ambiente de programagao PZ, e apresentam-
se as contribuigoes realizadas que permitem o uso de espacos de aproximacao do tipo

Hdiv ().
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Capitulo 2

Preliminares

Ao longo deste capitulo sdo apresentados defini¢es e resultados gerais sobre espacos de
Sobolev e condigoes de existéncia e unicidade de solugoes para um problema de Poisson.

Os resultados contidos neste capitulo tém como referéncia [GR86], [EVA9S] e [BF91].

2.1 Conceitos basicos
Notacoes:

Q) C IR™ denota um aberto limitado com fronteira 0f) Lipschitz.

e 7 e T indicam vetor normal exterior e vetor tangente a 0f2, respectivamente.

e D(IR™) é o espago das fungodes f : IR" — IR infinitamente diferencidveis com suporte

compacto.

e D(Q) é o espago das fungoes f : @ — IR infinitamente diferencidveis com suporte

contido em €.

Seja p numero real tal que 1 < p < co. Denota-se por LP(£2) o espaco das fungoes p
integraveis por

Q) ={/: / @) < oo},

7
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1
Tal espaco, munido da norma ||f||, = (fQ ]f\”dx)”, ¢ um espaco de Banach. Para este

trabalho considera-se apenas o caso p = 2.

Para inteiros m > 0, consideram-se os espacos de Sobolev

H™(Q) ={f € L*(Q) : 0°f € L*(Q)},

__of
Ox{* -+ Jzon

em que 0°f = e |lal =a;+ -+ a,. Este espago é um espago de Hilbert

COo1m a norma

1= 3 [ 1o s 1)

la|<m

Pode-se ainda usar a seminorma

2= /yaa )2dex. (2.2)

laj=m

H™(Q) pode ser visto ainda como o completamento de D(Q) = {p|q : ¢ € D(IR")} com

a norma || - ||,». No escopo do presente trabalho, nos restringimos ao espago H'(f2).

Denotam-se ainda:

o HY2(09), o completamento de C(0S2) com a norma

1/2
—l—ux
lallyzon = (Il + / / s ds) . (29
90 |x1—f’32|

e H72(0Q), o espaco dual de H'/2(9$2) com a norma dual

% u* V)oQ
[ul|-1/200 = sup 7< ) (2.4)
veEH/2(09) ”UHl/2 o0’

em que (-,-)oo = [,qu*vds, denota o produto de dualidade entre H'/2(09) e
H=Y2(09).
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Teorema 2.1 (Operador Trago): Existe um operador limitado

v HY(Q) — HY?(0Q)

tal que v(u) = ulaq, se u € D(Q).

Prova: Ver [GR86] pag. 08. O

Definigao 2.1 (Fungdes de trago nulo) Define-se H}(Q) como o subespago das fungoes
de H'(Q) cujo trago v(u) = 0.
Lema 2.1 (Teorema de Green):

i) Parau ev € HY(Q) e para 1 <i <n tem-se que

/Qu(ggz)dx = _A(SZ)Ud$+ /aQ Y(uv)n'ds. (2.5)

i) Parav € H' (Q) eu € H*(Q)

n ou Ov n 0%u n ou »
d = — 7d ld. 2
S [ gt =3 [ G+ 3 [ v (Gev)mas o

Prova: Ver [GR86] pag. 10. O

Ou  Ou
81’1’ 7({91’”

Laplaciano e Gradiente de u, respectivamente, a equagao (2.6) pode ser escrita na forma:

/QVqudx =— /Q(Au)vdx + /m’y (v?Z) ds. (2.7)

n
- 0*u
Utilizando a notacao Au = g 922 e Vu = ( ) para os operadores
1
=1 "

Definigao 2.2 Uma particao 7 de um dominio € € uma decomposicdo de 2 em um

niimero finito de subconjuntos K* C Q satisfazendo as sequintes propriedades:
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P1) Para cada K € T, o conjunto K' € fechado e possui interior nio vazio;
. . ot oJ
P2) Para K, K? € T comi+#j, K NK =10, ou seja, sio nao sobrepostos;

P4) Para cada K € T a fronteira OK* é Lipschitz continua.

O préximo resultado caracteriza o comportamento das fungoes de H' (2) nas interfaces

de uma particao do dominio €.

Teorema 2.2 (Conformidade em H' (Q2)) Uma fungio v : Q — IR pertence a H' () se

e somente se em uma particio T de €} sao verificadas as propriedades:

i) v|g: € HY(K;), para cada K* € T;

i) Para cada face comum [ = OK'NOKI os tracos v; := v|yi; e vj == |, coincidem,

Vi fii — Uy fii = 0.

Profa: Ver [SOL05] pag. 119.

Operadores divergente e curl

Para funcgoes v : €2 — IR", define-se o operador divergente por

Definicao 2.3 (Espacos Hdiv(S))

Hdiv(Q) = {v e L*(Q)" : div(v) € L*(Q)}. (2.9)

Tal espaco, munido da norma

IVl rdioi@) = IVIIE2) + Idiv(vV)lIZ2 @), (2.10)



2.1. Conceitos bdsicos 11

€ um espaco de Hilbert.
Os préximos resultados trazem propriedades e caracteristicas dos espagos Hdiv(2).
Lema 2.2 O operador divergente é sobrejetor de Hdiv(Q) em L? ().

Prova: Ver [ZAGO06] pag. 24. O

Teorema 2.3 A aplicagio v — Vv - n|gq definida para funcoes de D (ﬁ)n, pode ser es-
tendida continuamente para fungoes de Hdiv(SY), com imagem em H-3 (092), e wale a

formula de Green

/ Vo -vdr+ / ediv(v)de = (v -1, ¢)sq, (2.11)
Q Q
em que (-,-)oq denota o produto de dualidade entre H=2 (0Q) e H2 (09).

Prova: Ver [GRS6], pag. 27. O

Do Teorema 2.3, conclui-se que existe constante C' positiva tal que
v nll-1/2.00 < Cl|v| i) (2.12)

Definigao 2.4 Sejam u € (L? (Q))", T uma particio de Q, u’* = u|g: com K' € T e
u' - n'|ii a componente normal de u' sobre a face comum f* = OK' N OKY. Supondo
que ' € Hdiv(K?), define-se o salto da componente normal de u sobre f*I por

i %

u-n

fig + w -1 fisi -
O préximo resultado refere-se a caracterizacao das funcoes de Hdiv(€2) nas interfaces

de uma particdo de 2. Devido & sua importancia, sua demonstracdo é apresentada a

seguir. Mais detalhes deste resultado podem ser vistos em [BF91] pag. 95.

Teorema 2.4 Seja u € (L? (Q))" tal que v = u|g: € Hdiv(K"). Entao u € Hdiv(Q) e

div(u)

i = div(u) se e somente se o salto da componente normal é nulo nas interfaces

dos elementos da particao T .
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Prova: Seja u € L? (Q2)". No sentido das distribuicoes, [, div(u) pdx = — [,V - udz

para toda ¢ € D(2). Por outro lado,

N
/Vap-uda: = Z/ u' - Vodz.
Q i=1 /K

Como div(u’) € L*(K"), em cada K* vale a férmula de Green (2.11)

N N N
Z/‘ui-Vgpd:r = —Z/Agodiv(ui) dx+z<ui-ni,<,p>3m
i=1 7K i=1 7K i=1

N N
= —Z/ pdiv(a’)de+ (-’ oo
i=1 ’ i=1

()

N
+ Z(ui N, Q)oxinog -

i=1

(1)

Sendo ¢ € D(2), a soma (I) se anula. A soma (II) pode ser re-escrita como

II= > (@-n+v-n e
FiI=OK K

Como, por hipétese, o salto da componente normal sobre as interfaces entre elementos ¢é

nula, segue que a soma (II) também se anula. Logo,

N
Ve-udr = —Z/ @ div(u’) dv
i=1 Y K!

N
= —/Lp Zdiv(ui)XKi dx,
& =1

Q

em que

1, se v € K'
Xri(T) =
0, caso contrario.
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Portanto, div(u) = Zfil div(u’)xg: € L*(Q) e o resultado segue. Reciprocamente, seja
u € Hdiv(2). Aplicando o Teorema de Green (2.11), tem-se que, para toda funcao
v € D(Q),

/div(u)gpdaj = —/VSD‘de
QO Q
N N
= Z/ div(u')pdr =3 (u'-0', ¢)ox:
i=1 v K

=1
N N

= Z/ div(u') pdz — Y (U0, ©)axing
i=1 7K i=1

N

= / div(u) pdz — Z(ui ', ©)oKing -
Q

i=1

()

Consequentemente, o termo (I) se anula. Ou seja,

Z (u n'+uw-n',p) ;=0 paratoda ¢ € D(N).
FlI=0KINKI

Portanto o resultado se verifica. O

O Teorema 2.4 estabelece a continuidade da componente normal de fungoes em Hdiv(€2).
Esta é uma caracteristica importante que devera ser satisfeita ao se construir espagos de

aproximagao para Hdiv(S).

A seguir, é introduzido o operador curl, bem como espagos que envolvem este ope-

rador. Seja @ C IR", com n = 2 ou 3. Para n = 2 e fungbes escalares ¢ : Q@ — IR

_ (% 9%
curl p := <8x2’ 8x1>'

define-se

Para n = 2 e funcoes vetoriais v : } — IR? tem-se

0 0
curlv::VXV:a—z-a—Z;



14 Capitulo 2. Preliminares

Paran =3 e v:Q — IR? define-se

curly =V x v = (U3 0w Ou Oy Ov,  Ovy
o N 81‘2 01'3’ 81‘3 31'17 8361 81'2 ’

Definicao 2.5 (Espacos Heurl(Y)) Para n = 2, define-se
Heurl(Q) = {v € (L* (Q))* : curlv € L* (Q) }, (2.13)

munido da norma

IV Freuric) = IVIIT2@ye + llcurt vz o), (2.14)

Para n = 3, define-se

Heurl(Q2) = {V € (L2 (Q))3 curlv e (L2 (Q))3} (2.15)
munido da norma
HVH2chrl(Q) = HVH%LZ(Q))a + HCUYIVH?L2(Q))3- (2.16)

Em ambos os casos, Heurl(QQ) € um espago de Hilbert.

Teorema 2.5 (Versio 1): Sejam Q C IR%, o wvetor tangente T = (—n2,m1), em que
n = (n1,m2) € o vetor unitdrio normal exterior a Q. Para v : Q — IR%, o operador
V= V- T|aq, definido para v € (D(Q))?, pode ser estendido continuamente a Heurl(S2),

com imagem em H_%(GQ). Vale a sequinte formula de Green

/(curlv)apdm—/ v-(curlp)dr = (v-T,p)oq Vv E Heurl(Q) ep € H (). (2.17)
Q Q

Prova: Ver [GR86], pag. 34. O

Teorema 2.6 (Versdo 2): Seja Q C R* e v : Q — IR®. O operador v — v X nsq,

definido para v € (D(Q))?, pode ser estendido continuamente a Heurl(Q), com imagem
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em (H™2(99Q))3. Vale a sequinte férmula de Green

/Q(curlv) ~pdr — /Qv- (curlp)dr = (v x 1, p)oq Vv E Heurl() e p € (H' (Q))*.
(2.18)

Prova: Ver [GRS86], pag. 34. O

O préximo resultado, andlogo ao Teorema 2.4, caracteriza o comportamento das com-

ponentes tangenciais das fungoes de Hcurl(€).

Definicao 2.6 Sejam u € (L*(Q))*, paran = 2 ou 3, T uma particio de €2, e u* = u|x:
com K' € T, eu’ X 0’| a componente tangencial de u' sobre a face comum [ =
OK*NOKI. Supondo que u' € Heurl(K?), define-se o salto da componente tangencial de

u sobre 9 por

u’ x ni fid T uw x nj fisd -
Teorema 2.7 Sejam u € (L? (Q))", para n = 2 ou 3, T uma particao de §) e suponha

ki € Heurl(K?), para K* € T. Entdo u € Heurl(2) e curl(u)

que u' = u i = curl(u’)
se e somente se o salto da componente tangencial € nulo nas interfaces dos elementos da

particao T .

Prova: E analoga a demontragao do Teorema 2.4. O

Assim, como no Teorema 2.4, o teorema acima caracteriza fungées de Hcurl(§2) como
sendo funcgoes cuja componente tangencial é continua na interface de uma particao do seu

dominio.

Observa-se que, para dominios Q C IR?, se uma fung¢ao u = (uy,uz) € Heurl(Q2) entdo
0 0
_67;? + 8—2 = curl(u) € L?(Q). Logo, para

dominios de IR?, fungoes de Hcurl(€)) podem ser vistas como uma rotacio de noventa

v = (—ug,uy) € Hdiv(Q2), pois div(v) =

graus de fungoes de Hdiv ().
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2.2 Problema modelo

Ao longo desta secao sao apresentados resultados gerais a respeito do problema de Poisson:

(P) “or = Jem (2.19)

p = 0em 01,
em que f € L?(Q). Sua forma variacional é dada por: Encontrar p € H] () tal que
/Vp-VUdJ::/fvde,veH&(Q). (2.20)
Q Q

Definindo a(-,-) : H' (Q) x H' (Q) — R, (u,v) — [, Vu - Vudz verificam-se as se-

guintes propiedades:

i) a(-,-) é limitada, ou seja, existe constante C' > 0 tal que

ja(u, v)| < Cllullilv]ls- (2.21)

ii) a(-,-) é coerciva, ou seja, existe constante o > 0 tal que

a(u,u) > al|ullVu € Hy (Q). (2.22)

iii) a(-,-) é positiva definida, ou seja, a(u,u) > 0, para todo u € H' ().

Defina ainda a forma linear continua f : L? () — IR,v — [, fvdz. Com isso o problema
(2.20) pode ser escrito como:

Encontrar p € HJ (Q) tal que

(P) a(p,v) =f(v) Yve H(Q). (2.23)

O Teorema de Lax-Milgram, resultado classico de Analise Funcional, garante que o

problema (P’) tem uma tnica solugao. Além disso, para os casos em que af(-, -) é simétrica,
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a(v,v)—f(v),

encontrar a solugao p de (P’) ¢ equivalente a minimizar o funcional J(v) = 3

isto é, J(u) = 612111(19)(](1/).
vty

2.2.1 Problema de ponto de sela

Em algumas situagoes, a variavel de interesse nao é apenas a solugdo p, mas também Vp.
Nesses casos, introduzindo a varidvel auxiliar u = —Vp, o problema (P) pode ser colocado

da seguinte forma:

u = —Vpem (),
div(u) = fem(, (2.24)
P = 0em 0f.

Para, V = Hdiv(Q2) e W = L?(Q) definem-se as seguintes formas bilineares

¢ b:VxW — R, (v,w) — [,wdiv(v)dr. b assim definida é uma forma bilinear

limitada. De fato, dado (v,w) € V' x W, tem-se

b(v,w)] < [ |wdiv(v)dz|
< wliwlldiv(v)lw
< wlwlivilv.

¢ a:VxV—R, (0,v)—a(uv)= [,uvde. aéuma forma bilinear limitada pois

Jouvdzr < (fQ(u.u)dx)%(fQ(v.v)dx)%
= [[alfw (vl

< lallvlviiv

Note ainda que a(-, ) e simétrica e positiva definida, ou seja, a(v,v) > 0 para v # 0

e a(v,v) = 0 se e somente se v = 0.
o f:W — R, wr [, fwdz. féum funcional linear limitado.

Logo, a forma variacional do problema (2.24) se expressa como:
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Encontrar (u,p) € Hdiv (Q) x L?(Q) tal que

(PAD) a(u,v) =b(v,p) = 0 Vvevy (2.25)

b(u, w) = f(w) YweW

Tal fomulagao é denominada de Formulag¢ao Mista do problema (P).

Defina os seguinte operadores lineares associados as formas bilineares a(-,-) e b(-,):

i) A:V — V' definido por
(Au,v) .y =a(u,v) YuvelV (2.26)
ii) B:V —W e B":W — V' definidos por
(BV, W)y = (V, BTw>VXv, =b(v,w) VveVeweW. (2.27)

Logo o problema (2.25) é equivalente a: Encontrar u € Ve p € W tal que

Au+BTp = 0 em V’,
(2.28)
Bu = f em W.

Nota-se ainda que

KerB = {veV:bv,w)=0Vwe W},

KerB" = {weW eV :bv,w)=0YveV}

Assim como (2.23) pode ser relacionado ao um problema de minimizacao, é possivel
relacionar (2.25) a um problema de ponto de sela. Para isso defina a aplicagao
L:VXW— R,

Lv,w) = %a(v, V) + b(v, w) — £(w). (2.29)



2.2. Problema modelo 19

Definigao 2.7 Diz-se que (u,p) é um ponto de sela de L : V x W — IR se para todo
(vyw) e VxW
L(u,w) < L(u,p) < L(v,p). (2.30)

Segue da definigao acima que se (u,p) é um ponto de sela de £ entao

L(u,p) = étel‘f/ Stglg/ L(v,w) = Slelg/ 3161‘1;5(“ w). (2.31)

Proposicao 2.1 O par (u,p) € ponto de sela de L se e somente se (u,p) € solugcdo do

problema (2.25).

Prova: Se (u,p) é um ponto de sela de £, entdao VL(u,p) = (L, £;) = 0. Agora,

u h—0 h

11
= }llir% 7 |:26L(11 + hv,u+ hv) +b(u+ hv,p) — f(p)

- (;a(m u) +b(u7p)> - f(p)}

= a(u,v)+b(v,p). (2.32)

De modo similar,

m ﬁ(uap + hw) — ﬁ(uap)
h—0 h

111
= hmﬁ {Qa(u,u)—&—b(u,p—i—hw)—f(p+hw)

- (Ea(u, W+ o)) - 1)
— b(u,w) — F(w). (2.33)

Portanto, de (2.32) e (2.33), segue que (u,p) é solucao do problema (2.25).
Por outro lado, se (u,p) é solu¢ao do problema (2.25), entao b(u,w) — f(w) = 0 para

todo w € W e, em particular, b(u,w — p) — f(w — p) = 0. Como a(v,v) > 0 para todo
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v € V, segue que

a(u,u) > b(u,w — p) — f(w — p),

ou seja, para todo w € W

%a(u, u) +b(u,p) — f(p) > %a(u, u) + b(u,w) — f(w)

L(u,p) > L(u,w). (2.34)

Defina o funcional J(v) = 3a(v,v) 4+ b(v,p). Como, J'(u) = a(u,v) + b(v,p), segue

que J'(u) = 0. Além disso, J"(u) = a(v,v) > 0. Logo J(u) = mi‘l}J(V). Portanto, para
ve

todov eV,
1 1
ia(uv ll) + b(uvp) < §G(V, V) + b(V,p)
1 1
5&(11, u) + b(uap) + f(w> S §G(V, V) + b(V,p) + f(w)
L(u,p) < L(v,p). (2.35)
Portanto, de (2.34) e (2.35), segue que (u,p) é ponto de sela de L. O

O préximo resultado garante a existéncia da solugao da variavel u do problema (2.28).

Proposicao 2.2 Sejam f € ImB e a(.,.) uma forma bilinear coerciva em KerB, ou seja,

existe constante positiva «aq tal que

a(vo,vo) > aol|Vollkep VVo € KerB. (2.36)

Entao existe um unico u € V' solugdo de

a(u,vg) =0 Vvy € KerB (2.37)
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Bu=f (2.38)
Prova: Ver [BF91] pag. 38. O

Para estabelecer condigoes de existéncia e unicidade para a segunda varidvel envol-
vida no problema é necessario o uso do seguinte resultado, que pode ser encontrado, por

exemplo, em [KOSS80].

Proposigao 2.3 As sequintes afirmacoes sdo equivalentes:
i) ImB € um subespago fechado de W';
i) ImBT é um subespago fechado de V';
iii) ImB = (KerBT)® = {w' € W' (w',w) = 0, Yw € Ker BT},
iv) ImBT = (KerB)° ={v' € V': (v/,v) =0, Vw € Ker B},

v) Existe constante > 0 de forma que, para todo g € ImB existe v, € V tal que
Bvy=ge

1
[vgllv < EHQHWH (2.39)

vi) Existe constante 3 > 0 de forma que, para todo £ € ImB”, existe wy € W tal que
BTwe=f e

1
lwellw < S [E[lv- (2.40)

Observa-se que, da afirmacao v), para todo v € V

b b
sup (v, w) > sup (ng w)
weWuw#0 || W||w weWu#0 |[w]lw
B
_ sup < Vg7w>

weWuw#0 ||wl]lw

= llglw

> Bllvgllv.
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Como V = Ker B® (Ker B)*, tem-se que v = v| + vy, com v; € (Ker B) e vy €

(Ker B)*. Escolhendo v, = vy, segue que

wp )

> Bllv—willy
weW,w#0 ||w||W

> inf [[v—wvi]v
vieKer B
= BIvIv/ie s (2.41)
De modo andlogo, de vi) tem-se que
b(v,w)
sup > Blwllw),, o (2.42)

veV,v#£0 HVHV

As desigualdades (2.41) e (2.42) sao conhecidas como Condigdo de Inf-Sup ou Condig¢ao
de Babuska - Brezzi([BF91]).

Proposicao 2.4 Seja f € ImB e u solugao do problema (2.37) e (2.38). Se ImB for
um subespaco fechado de W', entao existe p € W tal que (u,p) é solugdo do problema

(PM-2.28) e valem as seguinte estimativas

P lall
pall < 5 (1 220 g (2.43)
e
[l H H
Ipllw)kerpr < ﬁ (€[ (2.44)
Prova: Ver [BF91] pag. 40. O

O préximo resultado resume as Proposigoes 2.2 e 2.4.

Teorema 2.8 Sejam a(-,-) : VxV — R eb(-) : VxW — IR formas bilineares

limitadas. Suponha que exista constante 3 > 0 tal que

b (u,w)
sup
veV,v#£0 ”wHW

> Bllwllwy,,, - (2.45)
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Suponha ainda que a(-,-) seja invertivel em KerB, ou seja, existe g > 0 tal que

inf  sup, o p—0V0) o

wekers " POKB g gy = (2.46)
nf a\Up, Vo .
n SU, S ATREETRERTIETI Qp-

voeKerB puoeKe'rBHuOHV HVOHV 0

Entao o problema (PM-2.28) tem solugao (u,p) € V. x W. Além disso u € inica e p €

definido a menos de um elemento de KerB" satisfazendo

wms;<uW§)mmu (2.47)

e
WWWMS%%HEDMW- (2.48)
Prova: Ver [BF91] pag. 42. O

Observa-se que, para o problema modelo (2.25), a condigao de Inf-Sup (2.41) é satis-
feita. De fato, como o operador divergente B é sobrejetor de H(div) em L? (Q2), segue que,

dado w € L* () existe u € H(div) tal que div(u) = w e |Jul| g1 ) < Cllwl|r2@).

2.2.2 Aproximacoes para o problema modelo

Ao longo desta secao sao abordados assuntos a respeito de aproximacoes para o problema
(2.25). Para isso consideram-se V}, C V', W), C W subespacos de dimensao finita. Tém-se
por interesse encontrar (uy, pp) € Vi, x W, tal que

a(up, vp) + b(vp, = 0 Vv, eV,
(PM) (up, vi) + b(Vh, pn) h€ Vi (2.49)

b(uh,wh) = f(wh) i Wy, € Wh.

De modo anélogo ao caso de dimensao infinita (2.25), define-se os operadores lineares



24 Capitulo 2. Preliminares

AhZVhHV,{eBhIVhHW};,

<Ahuh,Vh>Véth = a(uy,vy) Yu,, vy €V,

(Bhvh7wh>W,/l><Wh = b(vp,wy) Vv €Vyew, €W

A fim de estabelecer condigoes para que o problema misto discreto (PM;-2.49) tenha
solugao e para analisar a qualidade das aproximagoes ||[u — upl[v e ||p — pnllw, algumas

notagoes sao necessarias.

N1) Para cada f € W', defina
Zh(f> = {Vh cV,: b(vh,wh) = f(wh)th S Wh}, (250)

com Ker B, = Z,(0).
N2) KerBT = {wh e W, : b(vh,wh) =0,Vvy, € Vh}

Observa-se que, se V), e W), forem tais que B(V},) C W, entao By, pode ser visto como
a restricao Bly,, de B em V},. Neste caso, tem-se Ker B, C Ker B.

O préximo resultado estabelece as estimativas de erro para ||[u — uyl| e ||p — pal|-

Proposicao 2.5 Sejam (u,p) e (un,pn) solugoes de (2.25) e (2.49), respectivamente.

Suponha que Zy,(f) # 0 e que existem constante positivas ay, e By, > 0 tais que

uhei]r(lfrBh supvheKeTma ap,. (2.52)
Entao
lu—uplly < €1 inf flu—vally +Co inf |lp—wallw, (2.53)

b b
com C7 < (1+||a||> <1+H”> eCQSM seKerBtherB e Cy =0 se KerB), C
A B Qp
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KerB. Além disso,

lp = pullwye, pr < Cs ,nf [P — wallw + Callu — un|lv, (2.54)
5]l llall la]
com C3 =1+ — + (Y eCy=C
Bn " G 3
Prova: Ver [BF91] pag. 56. O

1
Observa-se de (2.53) que a estimativa |[u — u,||y depende de 3 enquanto que |[p —
h

1
thW/K . depende de —. Logo, pequenos valores para (3, afetam mais drasticamente
i
estimativas para p;, do que para uy,. Mas, em ambos os casos, a constante §; tem um
papel importante na estabilidade de problemas de ponto de sela.

Como a verificacao da condi¢ao de Inf-Sup (2.51) nao é trivial, o préximo resultado

estabelece uma alternativa para verificar se a condigao (2.51) ¢é satisfeita.
Proposicao 2.6 (Lema de Fortin) Suponha que exista uma constante 3* > 0 tal que,
para todo u € V | exista w € W tal que

b(w, w) = G*|[ally fwllw (2.55)

e que, além disso, exista um operador 11, : V' — V}, tal que
i) b(u — IIu,wy) = 0 para todo w € Wy,
i) [[Mpully < Cllullv,
em que C' ndo depende de h. Entao a condi¢io (2.51) é satisfeita com 3 = 3*C~1.

Prova: Ver [QV94] pag. 236.

Conclui-se este capitulo ressaltando a importancia da condigao Inf-Sup (2.51) nas
estimativas de aproximacgao para problemas de ponto de sela. Tal condicao estabelece
uma adequada compatibilidade entre os espagos de aproximacao Vi, e W), de Ve W

respectivamente.
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Capitulo 3

Aspectos basicos de elementos finitos

Um dos métodos conhecidos para aproximacao de equagoes diferenciais é o chamado
Método de Galerkin, o qual consiste em utilizar a formulacao fraca do problema diferen-
cial e defini-la em subespacos de dimensao finita. A construcdo de uma base para tais
subespacos de dimensao finita é conhecida como Método de Elementos Finitos.

Basicamente, a construcao de espacos de elementos finitos consiste em tomar uma
particdo do dominio €2 e considerar funcoes definidas por partes, geradas por uma base
de suporte local.

Procura-se, ao longo deste capitulo, fundamentar cada uma das etapas da construgao
de espacos de FElementos Finitos, tendo como referéncia as abordagens adotadas em
[BF91], [CIA74], [OC83],[MONO3], [SSD04], [SOL05], [QV94] e [DEMO06a]. E dado des-
taque especial & definicdo de subespacos hierdrquicos H'-conformes, feita em [BDR09],
os quais formam a base para a construcao de subespacos de Hdiv (2) e Hceurl (2) do

préximo capitulo.

3.1 Definicoes basicas

Nas construgoes de espacos de Elementos Finitos do presente trabalho, consideram-se
dominios bidimensionais 2 C IR", n = 2. Sendo assim, os pontos x € {2 sdo da forma

x = (x,y). Consideram-se os seguintes espagos polinomiais.

27
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Espacos polinomiais escalares

e Espaco de polindmios de grau no méximo k

Pr(K) = {p:p(x)— Z aiijiyj,xeK}, (3.1)

i+j<k
com dimensdo igual a 1(k + 1)(k + 2).

e Espaco de polindomios de grau total k

Qk(K):{p:p(X): Zai’jxiyj,xeK}, (3.2)

4,J<k

com dimensao igual a (k + 1)2.

Espacos polinomiais vetoriais

e Espago de polindémios vetoriais de ordem no méaximo &
Pu(K) = {p:p e (Pe(K))*}, (33)
com dimensao igual a (k+ 1)(k + 2).
e Espaco de polinomios vetoriais de ordem total k

Oi(K)={p:pec (Q(K))’}, (3.4)

com dimensao igual a 2(k + 1)%.

3.2 Espacos de elementos finitos

A primeira etapa da construcao de um espaco de elementos finitos é o estabelecimento

de uma particao do dominio €2, conforme descrita na Defini¢do 2.2, no Capitulo 2. Além
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disso, no presente trabalho consideram-se parti¢cbes 7;, com as seguintes caracteristicas:
i) Cada elemento K® € 7;, pode ser um triangulo ou um quadrildtero.

ii) Dados dois elementos distintos K e K’ € 7y, para f9 = KN 0K’ ocorrem um
dos seguintes casos: fi9 = (), f¢J é um vértice, ou f*/ contém dois vértices e a aresta

que os une.
Além disso, o tamanho e a forma de cada elemento K sao estabelecidos por duas medidas:
e /' = didmetro de K*, sendo h = max{h;},

e p' = sup {didmetro de B : B ¢ uma bola contida em K} .

Definicao 3.1 Uma particao T, de Q ¢ dita reqular se existe uma constante o > 0 tal

que

‘ >

O'i:

L <o, VK'ET,. (3.5)

A

Na maioria das vezes, por conveniéncia, é adequado utilizar o sistema de coordenadas

baricéntricas, ao invés de coordenadas cartesianas.

Definicao 3.2 Dado um ponto x € IR", suas coordenadas baricéntricas A; = \;(x), com

respeito aos vértices aj, j = 1,--- ,n+1, sao as unicas solugcoes do sistema linear dado
por
n+1 n+1
Z ai,j)\j =x" 1 S 7 S n, Z )\i = 1, (36)
i=1 i=1

em que a; ; $ao as coordenadas dos vértices a;.

Além disso, as coordenadas baricéntricas possuem as sequintes propriedades:

P1) N(aj) =6;j para 1 <i,j <n+1;

P2) Para todo p € Py(K), p(x) = S 1 Ni(x)p(as), onde K = conv{ay, -+ ,ani1}.
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Exemplo 3.1 Em IR?, as coordenadas baricéntricas de um ponto (x,y) com relacio
ao triangulo cujos vértices possuem coordenadas ag = (0,0), a; = (1,0) e az(0,1) sdao:

X(z,y) =1—2—y, M(z,y) =z e Xo(z,y) =y, que sao solugdes do sistema

010\[ N\ x
00 1 N l=1y
111 A3 1

g

Exemplo 3.2 Em IR? as coordenadas baricéntricas de um ponto (x,y,z) com relagao ao
tetraedro com vértices ag = (0,0,1), a3 = (0,1,0), az = (1,0,0) e a3 = (1,1,1) sao:
No(@,y,2) = 20—z —y+2), ey, 2) = H(1 =2 +y—2), Ma(@,y,2) = L0 +0—y—2)
(=14 x+y+ 2), que sao solugoes do sistema

6)\3:%

— — (e} [a)
— o — [a)
— o o —
—_ = — —
> > > >
— w no —
— I < 8

Definicao 3.3 Um Elemento Finito é uma terna X = (K, P,X) em que:
i) K € um conjunto fechado limitado com interior ndo vazio;
ii) P € um espacgo de fungoes de valores reais definido em K, de dimensao Np.

iii) Y = {Ll, Lo, --- ’LN’P} ¢ um congunto de funcionais lineares L; : P(K) — IR,

denominados de graus de liberdade.

Definicao 3.4 (Unisolvéncia) Um elemento finito X = (K, P,Xk) € unisolvente se para

toda funcgao g € P wale

Li(g) = La(9) = -+ Lup(9) = 0= g = 0. (3.7)
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Ou seja, os valores Li(g), comi=1,--- , Np, definem unicamente a fungao g.

Definigao 3.5 (6 - propriedade) Seja X = (K, P,Xk) um elemento finito. Diz-se que o

conjunto de funcoes O = {01, e ,HN,P} C P satisfaz a d-propriedade, se

em que 0;; € o delta de Kronecker.

O proximo resultado caracteriza a unisolvéncia de um elemento finito.

Lema 3.1 Um elemento finito X = (K, P,Xk) € unisolvente se e somente se existe uma

base 6 = {Hi,i =1, ,sz} de P satisfazendo a d-propriedade.

Prova: Ver [SSD04] pag. 03. O

O Lema 3.1 oferece uma sistematica para verificar a unisolvéncia de um elemento finito
X = (K,P,Xk), bem como para construir bases § = {6, } para P. Para isso, considera-se

N,
uma base arbitraria gy, - - - de P. Como para cada 0; € 0, 6; = ijf a5 g5, segue

7gN,P "
que, para cada forma linear L, € X, k=1,--- s Np, Li(0;) = ng a;j Li(gj). Logo, se
6 satisfaz a 0— propriedade, tem-se que L(6;) = d;. Se L = (Lg(g;)) for ndo singular,
segue que a = L', em que « é a matriz em que cada linha contém os coeficientes «; ; das
expansoes de #; na base gy, - - - N

A seguir apresentam-se alguns exemplos afim de ilustrar a unisolvéncia para alguns

casos.

Exemplo 3.3 Considere K um elemento de referéncia triangular formado pelos vértices
ap = (—1,-1), a1 = (1,-1) e ag = (—1,1), como na Figura 3.1, P = P1(K) o espago

de polinomios escalares, como definido em (3.1) e Xk o conjunto de graus de liberdade
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definidos por: L; : P1(K) — IR tal que

Li(g) = g(ao), (3.9)
Ly(g) = g(ar), (3.10)
Ls(g) = glas). (3.11)

Entao o elemento finito escalar (K, P1,Xk) € unisolvente.

De fato, considere {g1, g2,93} = {1,£,n} uma base para P;(K). Logo as matrizes L =
(Li(g;)) e L™* sao dadas por

1 1

1 -1 -1 0o 11
L=1 1 -1 | e L7'=| -1 1 (3.12)

1 -1 1 -3 0 3

Como a matriz L é nao singular, segue do Lema 3.1 que existe uma base § = {6; : i =

0,1,2} para X = (K, P1(K),Xk), em que

n_ g
0 = —=—2= 1
1 92 92 9 (3 3)
IS
= - 42 14
05 5 + > (3.14)
Ln
3 = —+= 1
3 515 (3.15)
que satisfaz a J-propriedade (3.8). O

Para o elemento finito X apresentado no Exemplo 3.3, o conjunto de graus de liberdade
¢é formado pelo valor das func¢oes nos vértices do elemento K. Tal situagao representa uma
conhecida classe de espagos polinomiais, os chamados Polinomios de Lagrange.

Pode-se generalizar esta situagao tomando graus de liberdade X = {L; : i =0,--- Np, }

definidos por valores nodais L;(p) = p(x;) em um conjunto apropriado de pontos x; €

K,i =0,---Np,, definem uma base de polinémios ; € Py de forma que L;(0;) = ;.
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ag

Figura 3.1: Elemento triangular

Elementos finitos (K, Py, k) construidos desta forma sao conhecidos como elementos

nodais, por terem como graus de liberdade o valor das fungoes nos nés.

O préximo exemplo mostra a unisolvéncia do elemento finito X = (K, Qo(K), Xk),
em que K é um quadrilatero, como na Figura 3.2, e os graus de liberdade X nao sao

definidos pelos valores das funcoes da base @, nos vértices de K.

Exemplo 3.4 Consideram-se K elemento quadrilateral definido pelos vértices ag = (—1, —1),

ap = (17_1); s = (1,1) e ag = (—171)} QQ(K) — span{17§7n7§2_772} e ZK _
{L1, Lo, Ls, Ly}, em que
/ g9(=1,n)dn, (3.16)
Ly(g) = / g(1,m)dn, (3.17)
/ 9(&, —1)dg, (3.18)

Li(g) = / e (3.19)

A terna X = (K, Qo(K),Xk) forma um elemento finito unisolvente. Além disso, seja
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={60;:7=0,---,3}, em que

2@ )+ 30 -0,
(&= )+ 15+ 6)
S0P =€)+ 35—,
S0P - )+ 45+ )

(3.20)
(3.21)
(3.22)

(3.23)

Denote por aj; os coeficientes de cada fungao 6 em relagao a base de Qy(K). A matriz

L = (l;j) = (Li(g;)), com g; € Qs(K), bem como sua inversa L' sdo dadas por

Logo, aj, = L7+

4 1 1
3 § 8
4 _1 1
3 _ 1 1
e L7t
4
-3 0 0
_4 3 3
3 16 16

as

a2

ao

—1 ay

Figura 3.2: Elemento quadrilateral

o=

00—

o

(3.24)

=

O proéximo exemplo mostra a unisolvéncia de um elemento finito em que os polindomios

sao vetoriais.

Exemplo 3.5 Sejam K C IR* elemento triangular, como na Figura (3.1), l;, i =0, 1, 2
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as arestas do elemento e
P={pec Pi(K):p- 7|, € constante j =0,1,2}, (3.25)

em que T; denota o vetor tangente associado ao lado l;. Seja X = {Ly,, Li,, L, }, com
Ly, : P — IR definido por

Li,(p) = /l.p - T;ds. (3.26)

J

Entao X = (K, P,Xk) € unisolvente. Além disso, uma base para X é dada por

0, — %(1+n,1—§). (3.29)

De acordo como Lema (3.1), basta mostrar que, dada uma base {g; : j = 0,1,2} para

P1(K), a matriz L = L;(gj) ¢ nao singular. Tome 19 = (1,0)7, 7, = (—g,g)T e
72 = (0,1)7 vetores tangentes aos lados ly, [; e Iy, respectivamente. Uma base para P é

formada por polindomios vetoriais da forma

p(&,n) = (ao + a1§ + azn, by + b1 + ban), (3.30)
em que p - Tj\lj é constante para cada j = 0,1, e 2. Logo, para j =0 e j = 2, tem-se que

P Toli, = ao+a&— as (3.31)

p-Tol, = bo— b+ ban. (3.32)

Cada uma das igualdades acima é constante se e somente se a; = by = 0. Agora, para

Jj=1
p-’T‘ :_a0+bo+(—a2+bl)f
1|l \/i )

(3.33)
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que é constante se e somente se by = —a,. Com isso, tem-se que todo polinéomio p € P é

da forma p(&,n) = (ag + azn, by — az€). Logo uma base para P pode ser tomada por

{90791792} = {(17 0>T7 (07 1>T7 (777 _$>T} : (3'34)

Aplicando-se os graus de liberdade dados em (3.26), tem-se que

2 0 -2 i 14
_ -1 _
L=] -2 2 e L= i i i (3.35)
0 2 2 ==

sao matrizes nao singulares, o que prova a unisolvéncia de X, bem como estabelece que

as funcoes dadas em (3.27 - 3.29) formam uma base para X.

Considerando as coordenadas baricéntricas Ao = 3(1 +n), A; = 3(—=§ — 1) e Ay =

$(1+ &), observa-se que as fungoes (3.27 - 3.29) podem ser reescritas como

Ao = MV — MV, (3.36)
A1 = AV — AV, (3.37)
Ag - /\1V)\0—)\0V/\1. (338)

Tais fungoes sao conhecidas como funcoes de Whitney e tém como propriedade possuirem
componente tangencial constante em cada aresta do elemento. Tais fungdes sao normal-

mente usadas em aproximagoes de espagos do tipo Hcurl(€2). O

Como tultimo exemplo desta secao, apresenta-se a unisolvéncia de um elemento finito

do tipo Hdiv ().

Exemplo 3.6 Considere K o elemento quadrilateral, como na Figura 3.2, e

Q= {pec Q(K):p-nl|, € constante ,j =0,---3}, (3.39)
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com m; vetor normal associado @ aresta j. Defina X = {Li;i = 0,---3} tal que L; :

Q— R, g~ [, g-ni,ds. Entio X = (K,Q,X) € unisolvente.

Com procedimento semelhante ao exemplo anterior, é possivel estabelecer a seguinte

base para o espago Q

0 = {(L O)Tv (0, 1)T7 (&, O)T’ (0, U)T} . (3.40)

Tem-se que a matriz L e sua inversa L~! sao dadas por

0 -2 0 2 0 & 0 —3
2 0 20 -1 0 2 0
L= e L'= : : : (3.41)
0 2 02 0o 1o 1
-2 0 20 i 03 0

o que prova a unisolvéncia de (K, Q, Y ), bem como estabelece as seguintes fungdes de

base

0o — %(o,—un), (3.42)
9, — i(1+5,0), (3.43)
0, — %(0,14—17), (3.44)
05 — 3(—1+§,0). (3.45)

Tais funcoes de base sao conhecidas como fungoes de Raviart -Thomas de baixa or-
dem, ou RTj, definidas no elemento de referéncia K. Na subsecdo 3.5.2 é apresentada
uma abordagem mais detalhada a respeito dos espagos de Raviart -Thomas para ordem
arbitraria £ bem como suas relacoes entre elemento de referéncia e elemento deformado

feitas através de transformacoes afins. ([l
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3.3 Operadores de interpolagcao em espacos de ele-
mentos finitos

Sejam 7;, uma particdo de um dominio Q e X* = (K*, P’ Yy:), K' € T;, uma familia de
elementos finitos unisolventes associada a esta particao. Se V' é um espago de funcoes em

que todos os graus de liberdade estejam definidos e

Vi={vh €V vy € PL,VK' €T},

entao é possivel estabelecer um operador de interpolacao I, : V' — V},, como descrito a

seguir.

Definicao 3.6 Seja X' = (K, P", Yki) um elemento finito unisolvente e 6 = {91, Oy, - ,HN,PZ}
funcgoes de base para X' que satisfazem a 6—propriedade. O operador de interpolagdo local

Myi: V — P € definido por

yi(v) = Z Li(v)6;. (3.46)

Il € linear e

Definicao 3.7 (Interpolante Global) O interpolante global, I, : V' — V}, € definido de
forma que

Para ilustrar a construgao de um operador de interpolagao global, considera-se o se-

guinte exemplo.

Exemplo 3.7 Sejam Q um triangulo definido pelos vértices ag = (—2,0), a; = (0,2) e
as = (2,0), T, = {K', K?*} uma particio de Q0 em que K' é o triangulo definido pelos

vértices ay = (—2,0), aj = (0,2) e ay = (0,0) e K? € o triangulo definido pelo vértices
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ag = (0,2), a? = (2,0) e a3 = (0,0). Em cada elemento K, i = 1, 2, considere o espago
de polinomios P = P1(K") e o seguinte conjunto de graus de liberdade S = {L%} em
que

Li(v) = v(a}), j=0,1, 2. (3.49)

Como no Exemplo 3.3, mostra-se que X* = (K* P;(K"),Xg:), i = 1,2, sdo unisolven-

tes e satisfazem a J-propriedade. Além disso possuem as seguintes bases

08 = {-052,05(x—y+2),05y},

> = {05(2—z—y), 0.5z, 05y}

Logo, pela Definicao 3.6, os interpolantes locais neste caso sao dados por

i(v) = Y v(ah)e. (3.50)

J=0

Se tomar, por exemplo, a funcao v(z,y) = (z + y)?, tem-se que

Ui (v) = 2(z+y) (3.51)

Hge2(v) = —2(x—y) (3.52)
Além disso, o interpolante global II;, é dado por

2@ —-y) 2<z<0el0<y<2+z
M(v) =

2(z +y) 0<zx<2e0<y<2-—=x

A Figura 3.3 mostra a acao dos interpolantes locais Igi(v) bem como o interpolante

global II,(v) para a funcao v(z,y). O
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15

20
0.0

(a) Operador local k1 (v) (b) Operador local TIg=(v)

[

(c¢) Operador global II;(v)

Figura 3.3: Operadores de Interpolagio para v(z,y) = (z + y)?

3.4 Elemento mestre e funcoes de mapeamento

Para efeito de simplicidade, a construcao das funcées de base de V}, é normalmente de-
finida num elemento de referéncia K e mapeadas para qualquer elemento K* € 7. Tal

mapeamento é feito por meio das Func¢oes de Mapeamento.

Segundo [CIAT74], para cada K® € 75, suponha que exista uma aplicagao invertivel

~

Fri : K — K tal que K' = Fy:(K).

Para o espaco de funcoes v € P, v : K — IR, define-se o espaco de funcoes v € P,

v: K’ — IR, em que
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v(x) = v(x)=v(F(x)). (3.53)

Para casos em que certas propriedades do espaco P precisam ser mantidas em P, a
relagdo (3.53) pode nao ser adequada. Quando isso ocorre, é necessario utilizar outro tipo
de transformagcao, como indicado nos exemplos a seguir.

Por exemplo, quando fungoes escalares de H'(K*) sdo consideradas, a relacao entre o

gradiente de funcoes definidas sobre K e um elemento deformado K é dada pela relacao
Vv(x) =dF.l - Vv, (3.54)

em que dFy: denota a matriz jacobiana associada ao mapeamento Fx:. Portanto, além
de ser bijetiva, se Fy: for continuamente diferencidvel, entdo v(x) € H'(K?®). Se além
disso, o objetivo for construir espagos de elementos finitos V;, C H'(2), a continuidade
das fungoes de base é requerida na interface comum entre elementos. Neste caso, definir as
base em K’ simplesmente mapeando as base do elemento de referéncia através da relacao
(3.53) pode nao ser adequada. Além do mapeamento geométrico, é necessério considerar
transformagoes paramétricas C' : K — K, como seré tratado na Secao 3.5.1.

Outra situagao em que a relagao (3.53) nao é adequada é mostrada no préximo exemplo

para fungoes vetoriais.

Exemplo 3.8 Sejam X = ([A(,'TA?,EK) o elemento finito dado mo FExemplo 3.5 ¢ K o
triangulo de vértices ag = (0,0), a1 = (—=1,1) e ax = (—1,0). Conforme indicado na
Figura 3.4, considera-se a fun¢do de mapeamento x = Fi(X), em que x = (§,n), definida
por

(0,9) = 5 (-0~ 1.E+1)

Recorda-se que as fungoes vetoriais p do espago de polindmios P possuem componentes
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(-11)

L7 Fg 4o
=1;1)
K

(=1,0) (0,0)

(il T3 (1,-1)

Figura 3.4: Fungao Mapeamento

tangenciais constantes ao longo de cada aresta de K. No entanto, esta propriedade é
perdida no espago P definido pela fungao de mapeamento, conforme rela¢ao (3.53). De
fato, seja By(X) = T(1=n,1+8) e By(x) = 6, 0 Ft'(x) = 1(1 + z,y). Considerando o
vetor tangente 7 = (—1,0) ligando os vértices ag € az entdao Oy(x) - 7 = —(1 + ), que
nao é constante ao longo desta aresta.

Por outro lado, considerando o espaco P definido pela relacgao

1

0(x) = WdFKé(ﬁz), (3.55)

em que | dFk| denota o determinante da matriz Jacobiana

0 -0.5
dFK = )
05 0
entao verifica-se que as func¢oes de P mantém a propriedade de componente tangencial

constante. Por exemplo, a funcio associada a 6 resulta ser 0o(x) = {—y,1 + x} que

possui componente tangencial constante em todos os lados do elemento K. O

A diferenca entre as aplicacoes (3.53) e (3.55) estd no fato de que a transformagao
(3.55) leva em consideragao a orientagao dos vetores tangentes de K para os vetores
tangentes em K, propriedade esta que é fundamental na definicao de espago polinomiais
vetoriais. Este exemplo mostra que fun¢ées de mapeamento entre espacgos de funcoes

vetoriais devem também preservar a orientacao dos mesmos.
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A transformagao dada em (3.55) é chamada de Tranformagdo de Piola e é usada como
fungao de mapeamento para fungoes vetoriais do tipo Hdiv(§2) e Heurl(Q).

Os proximos resultados estabelecem as relagoes entre funcoes definidas em chrl(f( )

e Heurl(K') bem como Hdiv(K) e Hdiv(K).
Lema 3.2 Seja 6 € Heurl(K) e 0 definida em (3.55). Entio 6 € Heurl(K ) e vale
1 L
curl@ o Fy = ——dFkcurl(). (3.56)
|dFk]
Prova: Ver [MONO3] pag. 77. O

Lema 3.3 Seja 0 € Hdiv(K ) e 0 definida em (3.55). Entio 6 € Hdiv(K ) e vale

div (). (3.57)

Prova: Ver [MONO3] pag. 79. O

Lema 3.4 Dado & € 0K, considere 7(X) e 7)(&), vetores tangente e normal em &,

respectivamente. Entao

o dFgT(X)
T(Fr (%)) dEF R (3.58)
o) _ AP0
n(Fk(x)) ETA R (3.59)
Prova: Ver [GR86] pag. 265. O

3.5 Construcao de bases de elementos finitos

Ao longo desta secdo, faz-se um estudo das construgoes de espacos de elementos finitos do
tipo H' (), Hdiv(£2) e Heurl(€2). Os resultados aqui apresentados levam em consideragao

as abordagens feitas em [MONO3], [NED86], [BF91], [BDR09] e [BRA00].
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3.5.1 Bases hierarquicas H'-conformes

Em [BDR09], a construgao de fungoes de base escalares H'-conformes é feita nas seguintes

etapas:

1. Construcao de uma base hierarquica BP para o espago polinomial P no elemento

de referéncia: Dado k natural

~

P = QuK) ou P =P(K)

para elementos quadrilaterais ou triangulares, respectivamente. A partir de agora

faremos referéncia a tal k& dado.

2. Construcoes de bases B para subespacos de funcdes P* C H'(K?) usando mapea-

mentos geométricos Fii : K — K* e transformacoes paramétricas apropriadas.

3. Construcao de espacos V;, H'-conformes de funcoes u cujas restricoes u’ nos ele-

mentos K* da particdo 7, estejam em P'.

Tanto para elementos quadrilaterais quanto para elementos triangulares, esta cons-
trugao utiliza polindmios hierarquicos de Chebychev f,(t) = cos(n arccos(t)) que satisfa-

zem a férmula de recorréncia

ft) = 1,
fl(t) = &

fat) = 2& fua(t) — fu_a(t) paran > 2.

Tais polinémios sdo ortogonais com relacio ao produto interno de L? [—1,1] com peso
w(t) = ﬁ Vale observar, no entanto, que qualquer familia de polindomios ortogonais

pode ser utilizada.
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Bases hierarquicas no elemento de referéncia
Elemento quadrilateral

Seja K o elemento quadrilateral de referéncia com vértices ag = (=1, —1), a1 = (1, —1), ay =
(1,1) e a3 = (—=1,1). A aresta unindo dois vértices consecutivos Gy, € Apm+1 (mod)s ¢ deno-
tada por [,n. Sobre K estabelece-se uma estrutura de divisdo de suas partes: o conjunto
dos 4 vértices V = {am,m = 0,1,2,3}, o conjunto das 4 arestas A= {Zm, m=0,1,2,3}

e uma face K. Feitas estas consideracoes, definem-se as seguintes funcoes:

4 funcoes de vértice @:

@do(&n) — (1 ; 5) (1 ; 77), @&1 (5777) — (1 ;— f) (1 ; 77), (360)
@&2(5’77) — (1;—£> (1_;77), @&3(5,77) — (1;£) (1_;77) (361)

As fungoes de vértices formam um conjunto linearmente independente e tém como pro-
priedades: ¢ (a,) = 0, p, S0 lineares nas arestas, anulam-se nas arestas que nao com-

partilham o vértice a,, e ndo se anulam no interior do elemento.

4(k — 1) fungdes de aresta m", k> 2

& m) = @& m)e™ (& n) + ¢ (Em]fa(6), (3.62)

G(Em) = MEMB™(E ) + " (&) faln), (3.63)

FE(E ) = F(E S (E M) + (€ M fal—E), (3.64)

G = HEMF(Em) + M (€M) fal—n), (3.65)
em que f, denota o polinomio de Chebychev de ordem n paran =0,--- , k — 2.

As funcoes de aresta @' formam um conjunto linearmente independente e sdo ca-

racterizadas pelas propriedades:

i) Se anulam em todos os vértices, ou seja, ¢'"(a,) = 0, para todo a, € V.
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ii) g}[m’"| P, = 0 para p # m. Além disso, gbim’"| i, 0<n<k-—2 sao polinomios nao

nulos em Py, o(ln)-

(k —1)? fungdes internas @Kmom > 2
P (g,m) = G (&, m)@™ (&, 1) fuo (€)fu (), (3.66)

em que 0 < ng,ny < k — 2. Tais fungoes formam um conjunto linearmente independente
e se anulam em todas as arestas e vértices do elemento.

A Figura 3.5 mostra os graficos de algumas das fungoes acima descritas.

1.0 : 1.0

(a) Funcio de base ¢ (£, n) (b) Fungéo de base gﬁi‘“o(f, n)

1.0

(¢) Funcdo de base plo-1(¢,n) (d) Funcdo de base K:0:0(¢, )

Figura 3.5: Funcoes de base no elemento mestre K = [—1,1] x [—1,1]
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Elemento triangular

Seja. K elemento triangular de referéncia com seus trés vértices V = {ao = (0,0),d4; =
(1,0),a2 = (0,1)} e trés arestas A= {[m, m = 0,1,2}, em que [, denota a aresta que
une os vertices @y, € Am1 (mod)3- Sobre este elemento triangular de referéncia, definem-se

as seguintes fungoes de forma.

3 fungoes de vértices pom:

@&0(67 77) =1- g - 9&&1 (57 77) = 57 @&2 (57 7]) =1 (367)

As funcgoes de vértices formam um conjunto linearmente independente e tém como pro-
priedades: ¢*™(G,) = 0, p, S20 lineares nas arestas que compartilham o mesmo vértice,

se anulam nas outras arestas e nao se anulam no interior do elemento.

3(k — 1) fungdes de arestas " k > 2

GomEm) = (& m)e™ (€ m) fuln + 26 — 1), (3.68)
(e = ¢ (Ene™(E ) fuln =€), (3.69)
P(Em) = ¢ (Eme™ (& mfa(l - —2), (3.70)
comn = 0,---,k — 2. Tais fungdes formam um conjunto linearmente independente e

verificam as seguintes propriedades:
i) Anulam-se em todos os vértices a,,, ou seja, ¢'™"(a,,) = 0, para todo a,, € V.

i ol Almn|. — 4 feqny Almoml. oF A0S NE
ii) Em cada aresta [, ¢ |lp = 0 para p # m. Além disso, ¢"""|; sdo polinomios nao

nulos em P,(l,), com n =0,k — 2.

(k—2)(k—1)

5 funcdes internas Kmom &n)k>3

SO (E, ) = 9™ (€ m)e™ (€ MR (€:m) o (26 = 1) fur (20 = 1), (3.71)
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com 0 < ng+ny < k—3. As fungoes internas formam um conjunto linearmente indepen-
dente e se anulam em todas as arestas e vértices do elemento K.

A Figura 3.6 mostra algumas das fungoes de base definidas sobre o triangulo K.

1090 1000

(a) Funcio escalar @ (b) Fungao escalar cpio

1.0

00

(¢) Fungdo escalar of:0:0

Figura 3.6: Funcgoes escalar para o elemento triangular

O préximo resultado foi provado em [BRAOO].

Lema 3.5 O conjunto das fungoes de forma

By = {¢™(&,n), ™" (&, m), §5m0m (€, )} (3.72)

forma uma base para o espago de polinomios P = Qk(f(), no caso de elemento quadrila-

teral, ou P = Pk(f(), no caso triangular.
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Como consequéncia do Lema 3.5, obtém-se uma estrutura de elemento finito definindo
como graus de liberdade os coeficientes multiplicadores associados as fungoes de vértice,

aresta e internas, respectivamente.

Lema 3.6 Seja X = (K,ﬁ,zk) o elemento finito em que os graus de liberdade Xy =

{Lam Ll [EnromY sqo definidos como os coeficientes multiplicadores associados a base

B, mostrada em (3.72). Isto €, sendo

P
k—2 A k—2 k-2 )
RIS 30 S M EANS 3) SN
af’rnefj im cAn=0 no=0n1=0
definem-se

Ldm : Qk(K) - R’ Ldm</lz]) = am(w)a (373)

fon Q(E) = R, Ly () = B n(1D), (3.74)

Li o P Qu(E) = R, Lg o () = Yogm, (). (3.75)

Entio X € unisolvente e a base BP satisfaz a d-propriedade.

Mapeamento das fungoes de base

Sejam 7, uma particdo de um dominio 2 e Fy:i : K — K fungoes de mapeamento
geométrico de K sobre os elementos K € 75, que sejam continuamente diferencidveis.
Como feito no elemento de referéncia, constroem-se espacgos de fungdes P* C H'(K?)

gerados por bases B¢ do tipo
B' = {p"(x), ¢'m"(x), o "™ (%)},

em que

o % (x) sdo funcdes de vértice: ™ (al) = &,

S

;=0 param # s e plmom

i ~ ~ i , ~
e plmm(x) sdo funcoes de aresta: plm™ ;i é nao nula.
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i ~ ~ . , . i
o plmomi(x) sdo fungoes internas: se anulam em todas as arestas e vértices de K.

Além disso cada uma destas classes de funcées de base apresenta caracteristicas es-

pecificas:

Fungoes de vértice. As funcoes de vértice sao definidas simplesmente pelo mape-

amento geométrico das fungoes de vértice do elemento de referéncia
pim(x) = @a:’l(Fg}(x)). (3.76)

A restricao de ¢ (x) a uma aresta | que tem a/, como vértice é um polinémio em Py (1)
valendo 1 em @, e zero no outro vértice de [. Sendo assim, se [ = f*/ é uma aresta comum
entre dois elementos distintos K* e K7 de Ty, e a’. = af entdo as funcdes de vértice %,
associada a este vértice em K', e gpafﬂ, associada a este vértice em K7/, coincidem sobre
fi . ou seja,

at

fii =

%m fis. (3.77)

Funcgoes internas. Como no caso das funcgoes de vértice, definem-se as fungoes
. i P ~ .
internas 0" (x) pelo mapeamento geométrico das fungoes internas do elemento de
referéncia

oM () = GO (Ficl (x).

Como tais funcoes se anulam na fronteira de K* nao ha requerimento de correspondéncia,
entre os coeficientes multiplicadores, ou seja, nenhuma condi¢ao adicional é necessaria

para garantir a continuidade de tais funcdes em f*7.
pfimom | =0, (3.78)

Fungoes de aresta. Neste caso, a utilizacdo apenas do mapeamento geométrico
para definir as funcoes de aresta nao é suficiente para garantir que nas interfaces comuns

entre elementos as funcoes de aresta associadas sejam coincidentes, como ilustrado nos
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proximo exemplos.

Exemplo 3.9 Seja Q = K'UK?, em que K' € o quadrildtero com vértices (0,0), (1,0), (2,1)
e (0,1) e K? € o quadrildtero com vértices (1,0), (3,0), (3,1) e (2,1). Considere o mape-

amento Fi1 : K — K dado por

1
Hem) = HE+m+o. (3.79)
1+
y&m = —. (3.80)
Portanto, a} = (0,0), ai = (1,0), al = (2,1) e al = (0,1).
Para o elemento K? seja Fr» : K — K2
1
o(&n) = JO+n+38—n), (3.81)
1+
y&m = —. (3.82)

Sendo assim, a3 = (1,0), a? = (3,0), a2 = (3,1) e a? = (2,1).

Observa-se que a aresta comum f'? = [} = [2 é representada pelos mapeamentos [} =
Fra(ly) ou 12 = Fya(ls). Sejam PH1(%) e ¢34 (%) funcdes de aresta associadas as arestas I,
e Zg, respectivamente. Utilizando os mapeamentos geométricos correspondentes, considere
Pl (x) = @il’l(Flgll(x)) e Pl(x) = @lgl(ngl(x)) A Figura 3.8 (a) mostra os gréficos
destas duas fungoes, evidenciando os seus comportamentos como fungoes de aresta, isto
é, se anulam em todas as aresta de K® diferentes de f*/. No entanto elas ndo coincidem

na aresta f'/ a que estao associadas.
Por outro lado, modificando a definicio ¢3! (x) = $1(X), através da parametrizagio
x = (&, —n) em que (£, ) = Frs(x), a compatibilidade requerida entre Pl (x) e Pl 1(x)

é verificada, como mostrado na Figura 3.8 (b).
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Suponha um outro mapeamento Fpe2 : K — K? para K? dado por

wEm) = JO+n(-3+8)+8), (359)
y(&n) = # (3.84)

dando origem a uma nova ordenacao dos vértices a? = (3,0), a? = (3,1), a3 = (2,1) e
a3 = (1,0), de tal forma que a aresta comum f'? = [2 seja representada pelo mapeamento
12 = Fyz(ly), e seja o3 (x) = aﬁlg’l(FI}Ql (x)) a funcao de aresta obtida pelo mapeamento
geométrico (3.83). A Figura 3.9 (a) mostra os graficos das funcoes ¢ (x) e @1 (x).
Novamente, observa-se que as duas funcoes de arestas nao sdo compativeis na aresta
comum. Neste caso, a modificacdo paramétrica apropriada é dada por gol%’l(x) = @lg’l(i)

com X = (=£,n), em que (£,7) = X = F3(x). Com tal parametrizacio, verifica-se a

K
continuidade das bases sobre a interface, como mostrado na Figura 3.9 (b). O
“
2 1
5 K y
12 ?
Cbé |
— — »
Fn Free
as .
~ az
l2
ig k Zl
lo A
N I
% i L
3

Figura 3.7: Mapeamentos geométricos Fi1 (3.79) e Fi2 (3.81) de K em K', i =1,2.

Comportamento similar ocorre no caso de elementos triangulares, como mostrado no

proéximo exemplo.
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Figura 3.8: Fungoes de aresta construidas com os mapeamentos geométricos Fr1 (3.79) e
Fx= (3.83): (a) sem parametrizagao e (b) com parametrizacao.

Figura 3.9: Fungoes de aresta construidas com os mapeamentos geométricos F1 (3.79) e
Fy» (3.81) (a) sem parametrizacao e (b) com parametrizacao.

Exemplo 3.10 Seja Q = KU K%, em que K' € o triangulo com vértices (1,1), (4,1)
e (2,3) e K% € o tridngulo com vértices (4,1), (5,2) e (2,3). Considere o mapeamento

Fii: K — K" dado por

x(&n) = 14+n+3E, (3.85)

y(&mn) = 1+2n. (3.86)
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Portanto, a} = (1,1), ai = (4,1) e a} = (2,3).

Para o elemento K? seja Fy : K — K? dado por

y(&mn) = 1+2n+¢. (3.88)

Sendo assim, a3 = (4,1), a3 = (5,2) e a3 = (2,3).

Neste caso, a aresta comum f12 = [} = [2 é representada pelos mapeamentos I} = Fiei (1)
ou 2 = Fyo(ly). Portanto, considerando as funges de aresta o'!(x) = @Ml (Ficl(x))
e l(x) = ¢BY(F 3(x)), observa-se na Figura 3.11 (a) que essas funcdes de aresta
nao coincidem sobre a interface f!2, evidenciando o fato de que apenas um mapeamento
geométrico nao é suficiente para garantir a continuidade das fungoes nas interfaces comuns
fi9. Modificando a definicio ¢3! (x) = $31(X), através da parametrizacio X = (£,1—&—
1), tem-se que ¢2(x) e "' (x) tornam-se compativeis na interface f9, como mostrado

na Figura 3.11 (b).

Considerando um outro mapeamento Fy» : K — K? dado por

x(&mn) = 2+ 3n+2¢, (3.89)

observa-se, neste caso, que a ordenagao dos vértices é a3 = (2,3), a? = (4,1) e a3 = (5,2)

e a aresta comum f12 = [2 é representada pelo mapeamento 2 = Fy2(ly). Definindo a

funcio de aresta o'8!(x) = QB1(F -3(x)), pelo mapeamento geométrico (3.89), observa-se
pela Figura 3.12, que as duas funcoes de arestas @' (x) e ¢/ (x) nio sdo compativeis na
f6:1(

. ~ Jo . , 2 ~ ~
aresta comum f!2. Neste caso, a modificacio paramétrica apropriada é 0! (x) = ¢01(x),

em que X = (1,&), sendo (£,7n) = Fi;(x). Com tal parametrizacio, a continuidade das

bases sobre a interface ¢ garantida, como mostrado na Figura 3.12 (b). O
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Figura 3.10: Mapeamentos geométricos Fr1 (3.85) e Fz (3.87) do elemento triangular
Kem Kt i=1,2.

/1

N
R
oy

s
R

Figura 3.11: Fungoes de aresta construidas com mapeamentos geométricos F1 (3.85) e
Fie2 (3.87): (a) sem parametrizagao e (b) com parametrizagao.

De modo geral, a escolha das parametrizacoes adequadas é feita em duas etapas.
Primeiro define-se uma orientacao global para a aresta comum f/, baseada nos indices
globais dos vértices. Mais precisamente, define-se a orientagdo positiva como aquela no

sentido do vértice de menor indice global para o outro vértice, com indice global maior.
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N\ // ““
7 <N\ /|
£ L05%, X |
! W 1y L%,
«/7/’/””//%"’;';?" W72, "
0 ////////”//////// "# % /IIIII;Z’;;;

! 27
2 ,

Figura 3.12: Fungoes de aresta construidas com mapeamentos geométricos F1 (3.85) e
Fi2 (3.89): (a) sem parametrizacao e (b) com parametrizacao.

Sendo assim, a escolha da parametrizacao das funcoes de aresta associadas a f%/, em cada
um dos elementos K e K7, deve ser de tal forma a manter a mesma orientacao escolhida.

Por exemplo, suponha que a orientacao positiva do lado f12, na particao quadrilateral
do Exemplo 3.9, seja no sentido (1,0) para (2,1). O mapeamento Fi1 leva a aresta I
sobre f'2 no mesmo sentido da orientacao estabelecida. No entanto, o mapeamento Fio
(3.81) leva a aresta I3 sobre f12 no sentido oposto da orientacdo estabelecida. Por isso foi
necessario inverter esta orientacdo usando a transformada paramétrica (§,7) — (£, —n).
Analogamente, o mapeamento o mapeamento Fx2 (3.83) leva a aresta [, sobre 12 no
sentido oposto da orientagao estabelecida. Por isso, é necessario inverter esta orientagao
usando a transformada paramétrica (§,n) — (—&,n) para se obter a continuidade dese-
jada.

De modo geral, em [BRAOO] mostra-se que é sempre possivel definir fungdes de aresta
Pmn(x) = @lmn(%), com x = (C o F.)(x), em que C = C! é uma transformada
paramétrica apropriada de forma a garantir compatibilidade nas interfaces comuns. Ou
seja, se uma interface f'9 é representada pelos mapeamentos If = Fyi(l,) ou li = Fie; (1,),

entao as funcoes de aresta correspondentes coincidem em f%7

P iy = s, (3.91)
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Observa-se que este cuidado é necessario apenas para as fungoes de aresta com n
impar, cuja restricdo a aresta correspondente é anti-simétrica com relacao ao centro da
aresta. No caso de n par, cujas fungoes de aresta sao simétricas com relagao ao centro
da aresta, obtém-se a compatibilidade entre as fungdes de aresta com qualquer parame-

trizagao utilizada.

Construcao de espacos H'-conformes

O objetivo é definir espacos de funcoes escalares v :  — IR tal que v’ = v|gi € P" e

v € H'(Q). Ou seja, v

i = v|i; nas interfaces entre elementos vizinhos K* e K7. Em

cada elemento, verificam-se expansoes em termos das bases hierarquicas

k—2 k-2
7 _ T n ,TL(), ”1
v - § : am(p @ + E : § :ﬂm ngpm + E E ’Yno,nl SD
aﬁnevl e At n=0 no=0n1=0
k—2 k-2
J E i, A E § J i E E Kj,no,m
v - am ‘2 ™+ ﬁm n % fmn + PYnO,nl
amevj l] E.A] n=0 no= Onl—

As propriedades das fungoes de vértice (3.77), de aresta (3.91) e internas (3.78) nas
interfaces dos elementos desempenham um papel fundamental para verificar a conformi-
dade de v em H' (Q). Suponha que f% seja representada pelos mapeamentos I: = Frei(ly)
ou li = F;(l,), com vértices a’ e al,, em K (ou al e a,, em K/). Lembrando que
todas as bases internas e as bases associadas a vértices e arestas que nao se interceptam
com f'J se anulam nesta interface, segue que

k—2

) _ i al % al % It
pii = g 4 ag g Pttt £ E Ben ™",
n=0

v

k—2
j j ok j J iU
V0 = ol ol ety Bl et
n=0
Ou seja, as restrigoes de v’ e v/ sobre a interface f*/ possuem uma componente relativa aos
seus vértices e outra as suas func¢oes de aresta. Lembrando a propriedade interpolatéria

das bases de vértice, resulta que as componentes associadas aos vértices correspondem as
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tradicionais aproximagoes Lagrangianas de primeira ordem. Portanto, essas contribuigoes
sao continuas na interface se e somente v’ e v/ coincidem nos vértices de fi/. Em tal caso,

restariam na diferenca v’

ii — U] pi; somente as contribui¢oes proveniente dos termos de

aresta. Além disso, lembrando que as bases ¢'=™ e ¢ coincidem sobre f7, segue que

V' i — v’

k—2
R Y] li,n
fi = § ( s,m 'r,n)@ .
n=0

Portanto, conclui-se que v é continua na aresta f*/ se e somente se v’ e v/ coincidem nos
vértices de f'7 e os coeficientes multiplicadores 3. , e (., so iguais.

Com esses comentarios, pode-se formular o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Sejam 7T, uma particio de um dominio 0 em elementos quadrilaterais
ou triangulares e B = {p%n(x), @t (x), "0 ™ (x)} bases hierdrquicas de elementos
finitos para P* C H'(K?). Seja Vi, um espaco de fungdes v, com v = v|g: € P*. Suponha
que os coeficientes multiplicadores nas expansoes de v' e v7, associados as funcgoes de
vértice e de aresta das bases B' e B?, referentes a interface comum f9 entre os elementos

K e K7, sejam iguais. Entdo Vi, é um espago de elementos finitos H'-conforme.

3.5.2 Espacos de elementos finitos Hdiv-conformes

Como visto no Capitulo 1, a principal caracteristica de fungdes v € Hdiv(2) é a continui-
dade da componente normal nas interfaces entre elementos de uma particao 7. Ou seja,

dados dois elementos distintos K e K7, e fiJ = 9K' N K7, verifica-se que

V'ni fid —I-V"l’]j fij:O. (3.92)
A construcao de espacgos de elementos finitos Hdiv-conformes foi proposta inicial-
mente por Raviart-Thomas (RT) ([RT77]), para o caso bidimensional. Anos mais tarde,

Nédelec [NED86] estabeleceu sua generalizacao para elementos tridimensionais. Pode-se

citar ainda os trabalhos desenvolvidos por Brezzi-Douglas-Marini(BDM)e Brezzi-Douglas-
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Fortin-Marini(BDFM) (ver [BF91]). Ao longo desta secao sao apresentadas as abordagens
na construcao de espagos de elementos finitos Hdiv-conformes do tipo RT ¢ BDM.
Espacos Raviart-Thomas (RT)

O procedimento de construcao dos espacos RT é feito em duas etapas. Em primeiro lugar,
definem-se os espacos nos elementos de referéncia. Em seguida, usando mapeamentos afins
e transformacoes de Piola, constroem-se os espagos nos elementos da particao .
Espacos RT no elemento de referéncia

Descrevem-se a seguir a construcao dos espagos RT no triangulo e quadrilatero de re-
feréncia.

Elemento triangular

Sejam K elemento triangular de referéncia, k£ > 0 inteiro e
Ru(K) = {o L (%) = p(X) + % (%), com p € Py(K) e g € Pk(ff)} . (3.93)

Tal espaco satisfaz as seguintes propriedades.
P1) Rg(K) D (Pu(K))*
P2) dim(Ry(K)) = (k+ 1)(k + 3).
P3) Para todo v € Ri(K), div(v) € Pp(K).

P4) Dados v € R(K) e 7, vetor normal exterior & aresta [, C 0K, entdo v - Mmli, €
Pro(lm)-
Definem-se os graus de liberdade ¥ = {Li=, LK} por
i) Li» : R(K) — IR, dados pelos valores pontuais v - f(x™) em k + 1 pontos x™ de

cada aresta l,,, ou seja,

Ly (V) = v - il (x71), (3.94)
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comm=0,1e2es=0,---,k.

ii) Dados k > 1, v = (01, 02) € Rk(f() e A1, A2 e A3 as coordenadas baricéntricas com
relagio aos vértices de K, definem-se Lf : Rk(K ) — IR pelos momentos de ordem

k — 1, ou seja,

LE®) = /K By ATA2ASS dx, (3.95)

coms=1,2ea;t+tayt+az=k—1.

Lema 3.7 Seja X = (K,Ri(K),Xz) o elemento finito em que os graus de liberdade
Yp= {L‘l;m7 Lf} sio definidos por (3.94) e (3.95). Entio X ¢ unisolvente.

Prova: Ver [RT77] pag. 298. O

O espaco de elemento finito X = (K, Ry(K), ) é denominado de espaco de elemento
finito de Ravairt-Thomas e é usualmente denotado por ﬁk.
Os espago de elemento finito mais conhecido de Raviart-Thomas é o caso em que k = 0,

ou seja, RTy = (K, Ry(K), %), com
Ro(K) = {v v = Po(K) +§<7>0(f()} .

Em cada aresta l,, C 0K, tem-se que V - 7),,|; € Po(l,n). Entdo, as fungdes de Ro(K)
possuem componentes normais constantes. Assim, ¥ ¢ formado pelos funcionais que
calculam os valores de Vv - 7),, em exatamente um ponto em cada uma das arestas I,

m =0,1e2. Uma base B = {Vo(X), v1(X), Vo(X)} para RTy(K) é dada por

Yo%) = (&n—1), (3.96)
va(x) = (£—1,7m). (3.98)

De fato, como para todo v € Ry(K), V(X) = (ap+c&, bo+cn), segue que {go, g1,g2} =
{(I,O)T, (0, 1)T, (f,n)T} ¢ uma base para RO(K). Sejam 7, = (0,—1)T, i, = (%, g)T



3.5. Construgao de bases de elementos finitos 61

e 73 = (—1,0) vetores normais associados as aresta ly, [; e I, , aplicando os graus de

liberdade definidos em (3.94) nos ponto médios p,, de cada aresta L, tem-se que

0 -1 0 0o 0 -1
L=|¥ 2 2| e L7'=|-1 0 o0 |, (3.99)
-1 0 0 1 V2 1
o que define (3.96)-(3.98) como base para RTj(K). O

A~

\&¥/|

i, (Po)

Figura 3.13: Graus de liberdade para o espaco de elemento finito RTO(K ).

Elemento quadrilateral

Seja K o elemento quadrilateral de referéncia, definido pelos vértices aq = (0,0), a1 =

(1,0), a2 = (1,1) e a3 = (0,1). Para um inteiro k > 0, define-se o espago de polinomios

Ry(K') como

Ru(K) = {v LV = Qp(K) +x Qk(f()} . (3.100)
Tal espaco de polinomios satisfaz as seguintes propriedades
P1) Ry(K) D Qu(K).
P2) dim(Ry(K)) = 2(k + 1)(k + 2).

P3) Para todo v € Ri(K), div(v) € Qi(K).
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P4) Dados v € Ri(K) e 7 vetor normal exterior a 9K, v - i € Pr(9K).
Analogamente ao caso triangular, tem-se o seguinte resultado.

Lema 3.8 Seja Xy = {Lim LK} ijf} o conjunto de graus de liberdade em Ry(K)

s, 7

definidos por

i) Lls . Rp(K) — IR sdo os valores de v -1 em k+ 1 pontos X de cada aresta ™, ou
seja,

L (@) =¥ - il (), (3.101)

S S

comm=0,1,2e3es=0,--- k.

it) Sendo v = (iy,05) € Rp(K), LK} LE2: Ry (K) — IR, sdo definidos por

sr

LEA%) = / b €0 d%,

K
LE2(%) = / B € d%,

K

com0<s<k—-1e0<r<k.
Entio RT), = (K, Re(K), %) € unisolvente.

Prova: Ver [RT77] pag. 312. O

Para k = 0, 0 espaco de elementos finitos de Raviart- Thomas de baixa ordem RTy(K),

no quadrilétero de referéncia, tem como base B = {Vo(X), v1(X), V2(X), V3(%)}, em que

Vo(x) = (0,—1+n),
vi(x) = (£0),
02(*) = (0777) )

WGE) = (—1+£0).
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Mapeamento dos espacgos de RT

Afim de mapear as funcoes v € RT;(K) em funcdes v(x) definidas sobre elementos K’
de uma parti¢ao 7, [RT77] utiliza as transformagoes de Piola, dadas em (3.55). Ou seja,
se Frei : K — K' sdo fungbes de mapeamento geométrico afins de K sobre os elementos

K € T, entao define-se
1

v = TaR]

dFv(%), (3.102)

em que X = F gl(x) Uma das propriedades da transformacao de Piola é sua invariancia
com relacdo a componente normal. Tal propriedade é amplamente requerida quando se

trata de mapeamentos de fungoes em espacos do tipo Hdiv.

Para ilustrar a agao da transformagao (3.102) sobre o espago de Raviart-Thomas RTy,
considere K elemento triangular com vértices ag = (1,1), a1 = (4,1) e aa = (2,3) e
Fx : K — K o mapeamento geométrico definido em (3.85). Entao, usando a relagao

(3.102), tem-se que

vo(x) = (—0.333333+ 0.166667 2, —0.5 + 0.166667 ), (3.103)
vi(x) = (—0.235702 + 0.235702 2, —0.235702 + 0.235702), (3.104)
va(x) = (—0.666667 + 0.166667x, —0.166667 + 0.166667y) (3.105)

é uma base para RTy(K). Além disso, dado n,,, vetor normal associado a aresta [™ definido
como em (3.59), tem-se que v; - n|m é constante em cada aresta l,,, de K, preservando,

portanto, a propriedade do espago RTy(K).

Elementos de Douglas-Brezzi-Marini(BDM)

Diferentemente do que é feito na definigdo dos espagos de Raviart-Thomas em [RT77],
para a construcao dos espacos do tipo Douglas-Brezzi-Marini em [BF91] nao se faz uso

de elemento de referéncia, a construcao sendo feita diretamente em cada elementos K da
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particdo 75,. Sendo assim, para k > 1, define-se
BDM(K") = Pr(K"),

para o caso de elemento triangular K, com dimensao (k+1)(k+2). No caso de elementos

quadrilaterais, define-se
BDMy(K') = P(K') + Si(K),
com dimensao (k + 1)(k + 2) + 2, em que
Si(K") = span{curl(z*™ ), curl(z y*™)}.

Em ambos os casos, observa-se que BDM(K") possui as seguintes propriedades:
P1) Para todo v € BDM(K"), div(v) € Pr_1(K");

P2) Para todo v € BDMy(K"), tem-se que v-n!, € Pi(I¢), em que i, é o vetor normal

exterior a l!, C 9 K*.

A partir dos espagos BDM(K") com k > 1, com uma escolha adequada dos graus
de liberdade X, pode-se construir um espago de aproximagcao para Hdiv (2). Com este

objetivo, em [BF91] os graus de liberdade sao divididos em duas partes.

e Sobre as arestas: para cada fungao de base p, para Py(l'), s = 0,---k, seja

LY : BDM,(K?) — IR definido por

1) = [ (vempds (3.106)

i
m

e No interior: sao definidos de forma diferenciada no caso de elementos triangulares

ou quadrilaterais.
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Elementos triangulares:

1. Para cada funcéo de base p, para P_y(K*), k > 2, seja LXK : BDM(K') —
IR por

LE Y (v) = /K v(x) - V ps dx. (3.107)

2. Considera-se k > 2 e o espaco de polindmios vetoriais

Pl = {v € Pp(K") : div(v) =0, v-n

po=0,m=0-- 3} (3108

(k—1)k
. 2
LE2: BDMy(K") — IR

em que dim(®%) = . Para cada fungao de base u, para ®¢, define-se

LE2(v) = / V() us(x)dx (3.109)

Elementos quadrilaterais
Para k > 2, e para cada fungao da base u, de Pr_2(K"), define-se o operador

LE': BDMpyy(K') — IR por

LE'(v) = / Vougdx. (3.110)

Com isso é possivel estabelecer o seguinte resultado.

Lema 3.9 Sejam K° elemento triangular ou quadrilateral de uma particao Tp, e Ygi =
{L?“, LE LE'2Y o5 graus de liberdade definidos por (3.106), (3.107) e (3.109), no caso
de triangular, ou Ny = {L?”, Lf} os graus de liberdade definidos por (3.106) e (3.110),

no caso quadrilateral. Entdo X' = (K', BDMy(K"),Xg:) € unisolvente.

Prova: Ver [BF91], Proposicao 3.1 e Lema 3.1, pdg. 113 - 114, e Proposicao 3.5, pag.
121. ]
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Construgao de espacos Hdiv-conformes do tipo RT e BDM

O objetivo é construir espacos de elementos finitos Hdiv-conformes do tipo RT e BDM.
Dada uma particao 7;, em elementos triangulares ou quadrilaterais K%, sejam M, (K?)

espacos do tipo BDM;,(K") ou RTy(K"). Defina

ki € Mi(KY), ¥ K' € Tp,}.

Vi={v:vi=v

Para garantir que V), C Hdiv (Q) é preciso verificar a condicao (3.92). Levando em

consideragao que v' - 0'|i;, v/ -ml|ii € Py(f?7) nas arestas comuns f*7 = 9K’ N 9KI
entre elementos distintos K* e K7, a qual é valida tanto para elementos RT quanto BDM,
basta impor a condicao

Lfij(vz‘ . nz‘ +vi. 77]') =0,

S

para todos os graus de liberdade ij associados a tais arestas.

Finaliza-se este capitulo ressaltando a importancia da definicdo adequada dos graus de
liberdade para cada tipo de espago que se deseja construir. Os graus de liberdade devem
levar em consideracao caracteristicas dos espacos envolvidos.

De acordo com o que foi visto no Capitulo 2, para aproximacgoes de problemas elipticos,
a taxa 6tima de convergéncia é obtida quando os espacos envolvidos na aproximacgao
do problema satisfazem a condi¢ao Inf-Sup (2.51). Uma alternativa para verificar se os
espacos satisfazem tal condicao é dada pela Proposicao 2.6. Os espacos aqui apresentados,
BDM e RT, foram construidos de forma que satisfizessem as condicoes da Proposicao 2.6.
Portanto, quando utilizados para aproximacoes de problemas elipticos, como apresentado

no Capitulo 2, produzem taxas 6timas de convergéncia.



Capitulo 4

Uma familia de funcoes de base para

subespacos de Hdiv({)) e Hcurl({)

O objetivo principal desta tese é construir subespagcos de elementos finitos V;, em Hdiv(2)
e Heurl(Q2) baseados em uma partigao 75, do dominio €2, com elementos poligonais trian-
gulares ou quadrilaterais. Neste sentido, o presente capitulo apresenta uma sistemética
de construgao desses subespacos, levando em consideracao seus aspectos caracteristicos.

A metodologia consiste em construir uma base vetorial pela multiplicacdo de funcoes
escalares de uma base hierdrquica H'-conforme por um conjunto de vetores conveniente,
construido de acordo com a geometria de cada elemento.

Com esta metodologia aproveita-se a estrutura hierarquica das funcoes escalares. Além
disso, como o conjunto de vetores é construido diretamente em cada elemento da particao,
evitam-se problemas relacionados com a orientacao dos vetores, como ja observado no

capitulo anterior.

4.1 Funcoes de base Hdiv-conformes

O Teorema 2.4 mostra que a principal caracteristica de fungdes em Hdiv (€2) é a conti-
nuidade das componentes normais em interfaces dos elementos de uma partigdo. Ou seja,

dados dois elementos distintos K¢, K7 € 7, com fronteira comum f*/ = K*N K7, entdo

67



68 Capitulo 4. Uma familia de fun¢oes de base para subespacos de Hdiv(Q2) e Heurl(2)

para v € Hdiv () verifica-se

Vel + v [ps =0, (4.1)

em que ni e nj sao os vetores normais externos a dK' e K/, respectivamente.

Afim de construir funcoes de base que satisfacam tal propriedade, este trabalho con-
sidera fungoes escalares ¢ de uma base hierdrquica H'-conforme [BDR09] e de um con-
junto de vetores V, convenientemente construido. Assim, uma base vetorial é definida por

fungoes do tipo

P = pV, (4.2)
A particularidade desta construgéo estda em que:

a) o vetor v ¢é construido baseando-se na geometria de cada elemento da parti¢ao 7y,
nao no elemento mestre (ou de referéncia), o que evita problemas com orientagao

de vetores, como aquele ilustrado no Exemplo 3.8.

b) as caracteristicas de conformidade para fungoes de H' () (Teorema 2.2) das fungoes
de base ¢, desenvolvidas em [BDR09], em conjunto com os aspectos especificos do

campo vetorial, possibilitam a validagao da condi¢ao fundamental dada em (4.1).

4.1.1 Elementos quadrilaterais
Bases H'-conformes

Como descrito no Capitulo 3, as bases hierdrquicas escalares H'-conformes sao defini-
das pelo mapeamento geométrico, convenientemente parametrizado, de bases hierdrquicas
para os polindmios Qk(f( ) no elemento quadrilateral de referéncia.

Essas bases escalares sao classificadas em: 4 funcoes de vértices, 4(k — 1) fungoes de
arestas e (k—1)? fungoes internas (ou de volume). Devido & importancia de tal familia na
metodologia adotada no presente capitulo, descreve-se novamente cada uma das fungoes,

a saber:
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4 funcoes de vértices (pim,

@&0(5777)_(1;5)(1;77), @&1(5777)_(1;—5)(1;77), (43)
@&2(&77): (1—55)(1_;77)7 @&3(5’77): (155)(142_”) (44)
4(k — 1) fungdes de arestas @ |k > 2
Po(E,m) = @M (E,n)EM(E,n) + $M(E, )] SalE), (4.5)
e m) = FMEE™(E,n) + G (E )] fuln), (4.6)
PEnE, ) = G2(E)[E%(E,n) + G0 )] ful—E), (4.7)
PrnE, ) = G (E )P (€, n) + G (E )] ful—n), (4.8)

com f, polinomio de Chebychev de ordem n =0, --- ,k — 2.

(k — 1)? fungdes internas @Kmom > 2

Pmom (€, m) = G (&, m)G™ (€, 1) Fag (€) fon (0), (4.9)

com 0 < ng,n; <k—2.
Usando mapeamento geométrico, com parametrizagoes adequadas, essas fungoes sao

mapeadas em bases H!'-conformes

em que

e % (x) sdo funcdes de vértice: ™ (al) = dp;.

o It n
i =0 param # s e p'm

i ~ ~ i , ~
e ©lmm(x) sdo funcoes de aresta: plm™ iz € nao nula.

i ~ ~ . , . ;
o pI"momi(x) sdo fungoes internas: se anulam em todas as arestas e vértices de K.
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Conjunto de vetores

O préximo passo consiste em construir vetores v ,m = 0,---,17 constantes em cada
elemento K' € 7). Pode-se dizer que a construcao de tais vetores é uma das chaves para
se obter a continuidade das componentes normais de bases Hdiv-conformes.

Para simplificar a exposicao, considera-se a construcdo de um conjunto de vetores v
em um elemento arbitrario K, em que omitimos o super-indice ¢ referente & numeragao
global dos elementos na particdo. Portanto, apresenta-se aqui a construcao de vetores v,,,
baseados num elemento quadrilateral arbitrario como o da Figura 4.1. Denotando por a,,
os vértices de K, a aresta l,,, ¢ aquela que une os vertices a,, € Gpmi1 (moda)y, m =0, 1,2 ¢

3.

Figura 4.1: Vetores no quadrilatero

Tais vetores sao construidos de forma a satisfazer as seguintes propriedades:

1. Para cada aresta l,,, m=0,1,2¢e 3

a) Vai3m ¢ a normal unitéria exterior e v, 12 ¢ um vetor tangente a l,,;

b) Para s = 3m, definem-se os vetores Vg e V1 tais que Vs Voo = VooV = 1.

2. No interior do elemento, Vi e V17 sdo vetores ortogonais, Vg L Vq7 .



4.1. Funcoes de base Hdiv-conformes

71

Funcgoes vetoriais Hdiv-conformes no quadrilatero

Com base nos vetores acima descritos e nas funcbes escalares associadas aos vértices,

arestas e ao interior do elemento K, definem-se as seguintes funcoes vetoriais:

4(k + 1) fungoes de aresta (plmam ¢ plmn

m=0 ploan = 10 v,
m=1 Pl = 1 ¥y,
m =9 SOlz,ag — s0(12 ‘7’67
m=3 Pl = 3 g,

paran=0,---  k — 2 para k > 2.

2(k? — 1) fungoes internas

K,no,n1 _ Kno,ni & K,no,n1 _
¥1 = Vie, P2 =
com n, ng, ny =0,--- ,k—2, para k > 2.

cplo,tn — Soal ‘7‘1) (’0107” — (plf)?n \_/')2 (410)
cpll,lIQ — QPQZ ‘74’ LPllvn f Spll’n \_/')5 (411)
(plg,as — (pa?) \_;7’ ‘Pl27n = (plg’n \_;8 (4.12)
(Pls’ao — Soao \_/3107 (pl37n = (plff’n \711 (413)
Kyno,m \_”17, € (Pémm = SDlm’n ‘_’)m+127 (414)

De um modo geral, para as fungoes vetoriais associadas ao lado [,,,, m =0, 1,2 e 3, as

seguintes caracteristicas sao observadas,

Im,a; _ a;

P TNy = @,
lm,n _ Lm,n
emrn, = P,
K,no,

Como as fungoes escalares internas ¢

para j = m,m+ 1 (mod4), (4.15)

(4.16)

™ ge anulam na fronteira de K, v,, 112 é tangente

a l,, e as funcdes escalares de aresta ™" se anulam nas arestas l;, s # m, conclui-se

que as fungoes internas possuem componente normal nula em todas as arestas.

A Figura 4.2, ilustra algumas das fungoes vetoriais construidas para o elemento qua-

drilateral de referéncia.
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Figura 4.2: Fungoes vetoriais para o elemento quadrilateral de referéncia

Em resumo, considera-se o conjunto dessa func¢oes bésicas
B —g an{ Im,am lm @41 (mod 4) lm,,m K,ng,n1 K,no,n1 lm,n} (4 17)
P = 5P 14 P P » P1 )y P2 )y P3 :

A Tabela 4.1 indica o numero de fungoes vetoriais que compdem Bp, de acordo com a

ordem polinomial.
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grau k | n° de fungoes de arestas | n° de fungoes internas
1 8 -
2 12 6
3 16 16
k 4(k+1) 2(k* — 1)
Total 2(k +1)?

Tabela 4.1: Numero de funcées vetoriais de base do quadrilatero.

4.1.2 Elementos triangulares
Bases H'-conformes

Seja K o elemento triangular de referéncia, com vértices ao = (0,0), a1 = (1,0) e ag =
(0,1) e lados Zm, m = 0,1,2, ligando os vértices ap a Apm1(mod3), € seja k > 1 um inteiro
positivo.

De acordo com [BDRO09], as fungoes de base escalares definidas sob K estdo divididas

em:

3 fungoes de vértices '

prEm) =1-&—n, @"(En) =& ¢ (En) =0, (4.18)

tal que, @ (a;) = 6 .

3(k — 1) fungdes de aresta @lmn k> 2

Pon(g,m) = ¢M(&, )™ (E,m) fuln + 26 — 1), (4.19)
(e, m) = @M(EmP™(E,m) fuln — €), (4.20)
@iZ,n (57 77) = @&2 (é.? 77)92)&0(55 n)fn(l - g - 277) (421)

paran = 0,---k — 2, verificando a propriedade de ¢®:|;, = 8;;P,(1;).
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(k—2)(k—1)

5 funcoes internas pfmom k>3

GO (€, m) = 9% (€)™ (€ MR (E:m) o (26 = 1) fur (20 — 1) (4.22)

com0<ng+n <k-—23.
Usando mapeamento geométrico, com parametrizacoes adequadas, essas funcoes sao
mapeadas em fungoes escalares basicasde H'(K?)

1K

m,n(x)7 @Ki’no’nl(

X),

em que

° gpain (x) sao fungodes de vértice: go“in (al) = i

7 ~ ~ i i , ~
o ©lm(x) sdo fungdes de aresta: p'm ™| =0 para m # s e '™ é nao nula.

i ~ ~ . o i
o pi'mom(x) sdo fungdes internas: se anulam em todas as arestas e vértices de K.

Conjunto de vetores

Simplificando a notagao, assim como no caso quadrilateral, considera-se um elemento
genérico K de uma particao triangular 7, com vértices a,, e arestas l,,,, unindo os vértices
Um € Qg1 (mod3), M = 0, 1 e 2. O préximo passo consiste em construir um conjunto de
vetores V,,, m = 0,---,13, como indicado na Figura 4.3. Esse conjunto de vetores deve

satisfazer as seguintes propriedades:
1. Para cada aresta [,

a) Vaign, ¢ a normal unitédria exterior e v,,19 é um vetor tangente a l,,;

b) Para s = 3m definem-se os vetores Vy e V,i1 tais que Vg Vg = Voo Ve = 1.

2. No interior do elemento, V15 € Vi3 sdo vetores ortogonais, Vig L Vq7 .
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Figura 4.3: Vetores associados ao triangulo

Funcgoes vetoriais Hdiv-conformes no triangulo

Uma vez definido o conjunto de vetores, constréi-se um conjunto de fungoes vetoriais,

associado as arestas de K e fungoes internas da seguinte forma

3(k + 1) fungoes de arestas ™%

m = 0 : ‘Plo,ao — S0(10 ’UO, ‘Plo,al — S0(11 ‘—/*1’ (pl(),n — <,plo,n ‘—,’2 (423)

— 1 . l17a1 — al . ll,az — a2 3 ll,n — ll,n q 4 24
m : ¥ Yovg, @ YTV, P ¥ Vs (4.24)
m=2: (plz,az — SDa,g Vg, (Pl27a3 — SDa,s \—;77 (plg,n — SDlg,n ‘_;8 (425)

K,no,n1

k* — 1 fungoes internas ¢, comi=1 2e <péj”’"

K,no,n1 K,no,n1 g K,no,n1 K,no,n1 g ln,n Im,n G

1 =@ Vig, $Po = Vi3, P3 =@ Voim- (426)

Observa-se que as componentes normais das fungoes vetoriais associadas a cada aresta

l,, satisfazem,
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(le,aj ‘n,, = SOaj, para ] =m,m -+ 1 (mod 3), (427)

My = P (4.28)

lm,n

Além disso, a componente normal das fungoes vetoriais internas se anulam em todos
os lados.
Juntando essas fungdes vetorais basicas de aresta e internas definidas sobre um triangulo,

obtém-se o conjunto

Imyn  Kmnoni  _Knoni lm,n}’ (429)

BP = {Lplm’amvso 7901 54102 7‘)03

cuja a cardinalidade esta indicada na Tabela 4.2, em funcao de k.

grau k | n° de fungoes de arestas | n° de fungoes de face
1 6 —
2 9 3
3 12 8
4 15 15
k 3(k+1) k-1
Total (k+1)(k+2)

Tabela 4.2: Numero de fungoes do elemento triangular

De posse de tais funcgoes, verifica-se o seguinte resultado.

Teorema 4.1 Seja K um poligono quadrilateral ou triangular arbitdrio. Entdo, o con-
junto de fungoes Bp, definido em (4.17), para o quadrildtero, ou em (4.29), para o
triangulo, € linearmente independente que gera um espaco de funcoes vetoriais P C

Hdiv(K).

Prova: Seja V e A os conjuntos de vértices e arestas de K. Considere a combinagao
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linear

> Zams¢lm’“s+2ﬁmn¢lm’” +

Im€A LaseV
2 k-2 k-2
Kno,n o
)SPIPIEIRLEEES 9 I SR
s=1 no= 017,1— mE-An 0

Seja [, uma das arestas de K e 7, o seu vetor normal. Considerando que as componentes
normais das fungoes internas se anulam na fronteira de K, tendo em vista as propriedades
(4.15 - 4.16) (ou (4.27) e (4.28)), lembrando que as fungdes escalares de aresta '™ se
anulam em [, para m # r, conclui-se que o produto interno desta combinagao linear com

1, se reduz a
r+1

Zars@ +Zﬁrn§0h =
em que r + 1 é entendido (mod 3) no caso do quadrildtero, ou (mod 2), no caso do
triangulo. Pela independéncia linear das bases escalares, conclui-se que o, s = 3,, = 0

Portanto, neste estagio, a combinacao linear se reduz aos termos internos

2 k-2 k-2 k—2
z : z § K,ng,n1 § E lmmn _
Vs ,no,M1 905 + H’m,n‘pB - 0
s=1 np=0n1=0 Im€A n=0

Agora, seja T, = V,112 (ou T, = V,49) 0 vetor tangente a uma aresta [, arbitraria do
quadrilatero (ou do triangulo) e considere a componente tangencial desta expressao sobre
l.. Novamente, considerando que a componente normal das fungoes internas se anulam
na fronteira de K e lembrando que as funcoes escalares de aresta ¢! se anulam em I,

para m # r, segue que
k-2
D " =0,
n=0

l'm

Novamente, pela independéncia linear das fungoes ¢"", tém-se que i, ,, = 0. Finalmente,

a combinacao linear fica reduzida aos termos

2 k-2 k-2
E K,no,n1
'78 no,m‘P .

s=1 nop=0n1=0
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Fazendo os produtos internos desta expressao com Vg e V7, no caso do quadrilatero (ou

com Vi € Vi3,, no caso do triangulo) obtém-se

k-2 k-2
E E K,no,n1 __ K,no,n1 __
Y,n0,m P1 = V2,m0,m1 P2 = O’

n():O ni =0 0 0

B
&
e
&

3

3

0 1

o que faz com que Viugn, = Y2mem = 0. Portanto, conclui-se que Bp ¢ um conjunto
linearmente independente. Como as bases escalares sao funcoes de H'(K), segue que as

bases vetoriais pertencem a Hdiv(K).

4.2 Construcao de espacos Hdiv-conformes

Um dos principais objetivos desta tese é a construcao de subespacos Vj, C Hdiv(Q2) de
fungoes vetoriais u, com u’ = u|g: € P*. De acordo com o Teorema 2.4, é necessario que

o salto da componente normal seja nulo nas interfaces dos elementos, ou seja u’ - n’

fii T+

w - ’|;i; = 0. Afim de verificar tal condicdo, considere a expansao de u’ em termos da

base vetorial hierarquica B,Pi

k—2

i § E % li.,ab, § i I,

u = am,s(p + ﬁm,n(p +
n=0

1, €A | al, eVt

2 k-2 k-2 k—2 )
§ § § % K% ng,ni § E % Lo
fy(e,no,nl Pm + Mm,nSOBm '
s=1 nop=0n1=0 Ii, €At n=0

Suponha que %7 = [, com vértices a’. e al,,, em que r + 1 é entendido (mod 3) no caso
do quadrilatero, ou (mod 2), no caso do triangulo. Considerando que as componentes

. ~ . ~ 7
normais de todas as funcoes internas e das funcoes de aresta @'m™ para m # r, se
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anulam em /%, e lembrando as propriedades (4.15 - 4.16), (ou (4.27) e (4.28)), resulta que

r+1 k—2
i i _ i at) i ling
u'-n fij—Zans(p‘ f”—i_ZﬁT,TLSDT fii-
s=r n=0

Ou seja, a componente normal u’-n’| i; é uma expansao que combina os tragos das fungoes
escalares ga“i, s=res=r+1, dos dois vértices de f'/, e das funcoes escalares de aresta
ol associadas a fi9. Consequentemente, o salto da componente normal de u sobre fiJ
se anula se e somente se a soma dessas expansoes sobre f/ for nula. Com raciocinio
andlogo da demonstracao do Teorema 3.1, no contexto de espacos H'-conformes, verifica-

se que a soma dessas expansoes sobre f'7 é nula se e somente se a soma dos coeficientes

multiplicadores das respectivas bases escalares, em K* e em K/, for zero.

: i _ i - g
Precisamente, suponha que f“7 =1, com vértices a; e a,,, de tal forma que

q+1 )

; J

P E J a

flj — Olqﬁép s
s=q

k—2
ot S0

n=0

u’ ,17]

: Jo— g i i -
Considere o caso em que a; = a,,; e, consequentemente, a;,; = a,. Sendo assim, as

. i~ i J i j i
respectivas bases sobre f1J sao ¢ | = @ ertmed| oty = 0%y e Ol =
j
plam sis. Portanto,
Pl i mil . — (af j ai| i §oNah]
w -7 ffis tu -n fra = (ar,r +aq,q+1)90 fii + (ar,r—H + Oéq’q)QO + fii
k—2
E i J ling
+ ( rn +ﬁq,n)¢ |f”'
n=0

Portanto, o salto da componente normal é nulo sobre f*/ se e somente se (3., +57,,) =

Oe(al, +a),,)=(f, +a,) =0. Analogamente, no outro caso em que a} = a;. e

J
fij = (paq+1

i
fias @

pii = gpag

oo al -
Ugy1 = @4y, de tal forma que p* Fid, segue que
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wenlps W g = (g, g e g A (g g g9
k2
+ +ﬂ,§ n phrm fiie
n=0

Ou seja, o salto da componente normal é nulo sobre f'7 se e somente se (3;,, + 3] ,) =0
i JN — (A J _
€ (ar,r + aq,q) - (ar,r+1 + aq,q—H) =0.

Como consequéncia dos argumentos anteriores, conclui-se o seguinte resultado.

Teorema 4.2 Sejam 7, uma particio de um dominio € em elementos quadrilaterais
ou triangulares K' e B’Pi bases hierdrquicas para espacos de funcées vetoriais P' C

xi € P'. Suponha

Hdiv(K?). Seja Vi, um espago de fungoes vetoriais u, com u' = u
que nas expansoes de u’ e W/, em relagdao ds bases B’Pi e B,Pj, respectivamente, a soma
dos coeficientes multiplicadores correspondentes aos termos de aresta da interface comum
f de dois elementos K' e K7, seja nula. Entdo Vi, é um espaco de elementos finitos

Hdiv-conforme.

4.3 Funcoes de base Hcurl-conformes

Para elementos bidimensionais, fungdes de Hcurl (Q2) podem ser vistas como uma rotagao
de noventa graus de fungoes de Hdiv (€2). Portanto, a construcao de funcoes de base para
Hecurl () dos elementos bidimensionais segue de maneira andloga ao desenvolvido para
fungoes bidimensionais em Hdiv (2). Ou seja, seguindo os passos da construgao, como
descrito na Secao 4.1.1 e Secao 4.1.2, as bases sao obtidas pela multiplicagdo de funcoes
basicas de H! () pelos vetores usados nas bases de Hdiv (Q2) rotacionados de 90° graus,

como descrito na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Conjunto de vetores para elementos bidimensionais em H(curl)
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Capitulo 5

Estudo numeérico do balanceamento

de subespacos de L? () e de Hdiv(Q)

No Capitulo 2 sao apresentadas condigbes gerais para existéncia e unicidade de solugao
para um problema de Poisson bem como sua aproximagoes por meio de formulacao mista.
Neste sentido, a condigao Inf-Sup (2.51), que representa um tipo de balanceamento entre
os espacos Hdiv () para o fluxo e L? (Q) para a pressao, tem um papel fundamental na
estabilidade das aproximagoes de tal problema, bem como na obtencao de taxas étimas de
convergeéncia. Uma revisao dos espacos polinomiais do tipo BDM e RT ¢ feita no Capitulo
3, os quais sao construidos de forma satisfazer a condigao de estabilidade quando usados

para aproximacao de problemas elipticos na forma mista.

E sabido que a verificacdo tedrica da condicao de Inf-Sup é uma tarefa complicada.
Existem na literatura algumas técnicas numéricas propostas para contornar tais dificul-
dades. Dentre elas, pode-se citar o trabalho [BAT96], o qual relaciona o estudo do ba-
lanceamento com o estudo de um problema de auto-valor generalizado. Outros estudos
mais recentes dizem respeito ao uso dos diagramas de De Rham [DMVRO00] na construcao
de espagos de aproximacao. Tais diagramas relacionam espagos vetoriais com operadores
diferenciais. Na sua forma discreta, possuem a propriedade comutativa que garante a

condicao de Inf-Sup.

83
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O objetivo do presente capitulo é fazer uma avaliacao dos espacos de elementos fi-
nitos hierarquicos Hdiv-conformes construidos no Capitulo 4, por meio de experimentos
numéricos, para certificar se podem ser utilizados com seguranca na discretizacao de
problemas elipticos na forma mista. A metodologia consiste em observar a evolugao da
aproximacao numérica de um problema de autovalor do tipo Steklov. No presente es-
tudo, considera-se que os subespacos do tipo Hdiv usados na aproximacao do fluxo e os
subespacos de L? () usados para a pressao estao balanceados se as taxas de convergéncia
dos autovalores mantiverem as estimativas de erro apriori existentes para este tipo de pro-
blema. A escolha por esta abordagem se dé pelo fato de que, para dominio retangulares,
os autovalores analiticos sao acessiveis.

Sao discutidos resultados para espagos de elementos finitos V;, C Hdiv (€2), construidos
no Capitulo 4, utilizados para a variavel de fluxo. No caso de malhas triangulares, supoe-se
que V}, seja do tipo Py. Para a varidvel de pressao, utilizam-se subespacos aproximantes
Y, € L? () do tipo P_1. Neste caso, verifica-se a relacao div(V},) = Yj,. Por simplici-
dade de notagao, denota-se este tipo de espacos aproximantes por Py Pr_1. Em seguida,
consideram-se parti¢coes por quadrilateros e subespacos aproximantes do tipo Q. O_1,
em que as fungoes dos subespagos V;, C Hdiv (€2) sdo do tipo Qy, e as fungoes de forma em
Y, C L*(Q) sao do tipo Q1. Neste caso, como a relagao div(V}) = Yj nao se verifica,

considera-se uma redugao V;* C Vj, de forma a garantir que div(V}}) =Y.

5.1 O Problema de Steklov

Considere o seguinte problema de autovalor: Encontrar A € IR e p tais que

Ap = 0, em Q=[-1,1?

(5.1)
@ = Ap em S
on

Sendo €2 um dominio retangular, a técnica de separacao de varidveis pode ser aplicada.

Para isso, define-se p(z, y) = v1(x)va(y) com vy, ve € C%(). Substituindo em (5.1), tem-se
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que

W) | )
w@ T wly - (5:2)

Impondo a condicao de contorno, obtém-se as equagoes

(D) )

A L) T w) (5:3)
o= w(1)

AT ED T wy (54)

Se ¢ = 0, entdo o autovalor é A = 1, tendo p(x,y) = zy como autofungdo. Suponha que
p(x,y) = v1(x)va(y) seja uma autofungao, associada a um auto valor A, com ¢ = ¢(p) > 0.
Definindo a sua dual ¢(x, y) = va(x)v1(y), verifica-se que ¢(x, y) também é uma autofungao
para o mesmo autovalor A\, com ¢(q) = —¢(p) < 0, de forma que o par {p, ¢} resulta ser
linearmente independente. Portanto, é suficiente analisar os casos em que ¢ = &2 > 0,

para os quais as solucoes sao do tipo

vi(z) = ¢rsinhéx + cycoshé x, (5.5)

va(y) = c3sin€y+ cqcosy. (5.6)

Verifica-se que as possiveis combinagoes que poderiam satisfazer as condigoes de contorno
sao com ¢z = 0 ou ¢y = 0, em (5.5), e g = 0 ou ¢ = 0, em (5.6). Desta forma,

as possibilidades para v;(x) sdo cosh&z ou sinh&x, e para vy(y) s@o cos€y ou sinéy.

cosh & ou\ = sinh £

b € cosh e Ou seja, como £ > 0,

Portanto, os autovalores devem ser da forma A =

segue que os autovalores sdo positivos.

Sendo assim, para verificar as relacoes (5.3) e (5.4), os autovalores devem ser buscados
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entre as solugoes das seguintes equagoes:

=coth, = coté,
=coth, = —tang,
=tanh& = coté,

=tanh( = —tané.

A D B N R N D

Na verdade, devido a positividade de A, apenas duas destas relagdes podem ter solugoes,
dependendo do sinal de tan&. Ou seja, em intervalos em que tan& > 0, existem as duas

possibilidades

=cothé = coté,

=tanh&( = coté.

A DS NN

Por outro lado, nos intervalos em que tan& < 0, as duas possibilidades sao

=coth, = —tang,

=tanh¢ = —tané.

DS NN

Os primeiros valores de &;, que ocorrem no intervalo [0,27), seus correspondentes
autovalores \; e autofungoes p;(x,y), figuram na Tabela 5.1. Lembra-se que todos os
autovalores \; associados a & > 0 possuem multiplicidade 2 (no entanto, por simplicidade,
as correspondentes autofungoes duais ¢;(x, y) nao foram incluidas na Tabela 5.1).

O primeiro caso ocorre no intervalor 0 < { < 7/2, em que tan{ > 0 e coth{ >
cot&. Sendo assim, neste intervalo existe um tnico possivel valor &; solugao da equagao
tanh & = cot &1, como ilustrado na Figura 5.1. Ou seja, temos o autovalor A\; = &; tanh &;

com autofuncao pi(x,y) = cosh(&; x) sin(&; y) (e sua dual ¢ (z,y) = sin(& x) cosh(&1 y)).



5.1. O Problema de Steklov 87
i ] &i Ai pi(7,y) ‘

1| 0.9375520343559806 | 0.688252742336267 | cosh(&; ) sin(&; y)
2 0 1 Ty

3| 2.365020372431352 | 2.323637753431723 | cosh(&s ) cos(&3 )
4 | 2.347045566487087 | 2.390389205105817 | sinh(&, x) cos(&4y)
51 3.927378719118806 | 3.924333023244752 | cosh(&s x) sin(&5 y)
6 | 3.926602312047919 | 3.929654506780184 | sinh(&s x) sin(&sy)
7 | 5.497803919000836 | 5.497619468368826 | cosh(&; x) cos(&r y)
8 | 5.497770367437734 | 5.497954835510735 | sinh(&g x) cos(sy)

4r ——  Tanh[£]
3+
—  Cot[£]
2+
Coth [ £]
1E
05 10 15

09T

08

PR
20

N
2.5 30

Tabela 5.1: Autovalores e autofungoes do problema de Steklov

Coth [ £]

~Tan [ & ]

Tanh [ £ ]

Figura 5.2: Ilustragao para o calculo de &3 e & (tanh&; = —tanés e coth&, = —tan&,).

No intervalo 7/2 < £ < 7, em que tan{ < 0, existem & > &4, solugdes das equagoes

tanh&; = —tanés e cothéy = —tané,, dando origem aos autovalores A3 = &3tanh &y
e Ay = {coth&y. Nesses casos, tém-se as autofungoes ps(z,y) = cosh(&3x) cos(§3y) e
pa(z,y) = sinh(& ) cos(&, y) (e respectivas autofungdes duais gz(x, y) = cos(&3 x) cosh(&3y)
e gs(z,y) = cos(€, 7) sinh(£, y)).

Analogamente, no intervalo 7 < £ < 37/2, em que tan& > 0, encontram-se &5 > &g,
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solugoes de tanh&s = cot&s e coth&g = cot &g, como indicado na Figura 5.3, dando

origem aos autovalores A\s = &cothés e A = &gtanh &, com autofungoes ps(z,y) =

cosh(&s x)sin(&5y) e pe(x,y) = sinh(&g ) sin(&sy) (e correspondentes autofungoes duais

gs(x,y) = sin(& ) cosh (&5 y) e gs(x,y) = sin(&p x) sinh (&6 y)).

1.010 +
1.005
1.000 -

o
0.995

40

4.5

— Tanh [ £ ]

— Cot[£]

Coth [ £]

Figura 5.3: Ilustragao para o calculo de & e & (tanh & = cot &5 e coth & = cot &g).

A seguir, no intervalo 37/2 < £ < 27, em que tan < 0, existem &; > &g, solugoes

das equagoes tanh &7 = —tané; e coth&s = — tan &g, dando origem aos autovalores A7 =

&rtanh & e A\g = &g coth £s. Nesses casos, tém-se as autofungoes pr(z,y) = cosh(&7 x) cos(&7 y)

e ps(z,y) = sinh(& x) cos(&s y), com respectivas autofungoes duais g7(x, y) = cos(&7 x) cosh(&7 y)

e qg(w,y) = cos(& x) sinh(&s ).

1.0006 |-
1.0004 -
1.0002 -
1.0000 -

09558 |-

0.9996 -

50

55

6.0

Coth [ £]

—Tan [ £ ]

— Tanh [ €]

Figura 5.4: Tlustracao para o célculo de & e & (tanh&; = —tané; e coth &g = — tan &).

O procedimento pode ser repetido para se obter os autovalores superiores. Observa-se

que, pelo fato de que coth £ e tanh £ tendem exponencialmente para a unidade, a medida

que £ cresce, os valores consecutivos de o1 € £oi, dentro do mesmo periodo de longitude

7/2 em que tan { ndo muda de sinal, tornam-se rapidamente préximos, o mesmo ocorrendo
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com os autovalores Ag_1 € Ag. Por exemplo, tem-se as diferencas A\ — A\ ~ 3.3 x 1074 e

>‘16 — )\15 ~ 2.6 X ].0_9.

5.2 Formulacao mista do problema de Steklov

Afim de estabelecer aproximagoes para o problema (5.1), considera-se inicialmente sua

formulac@o mista dada por: Encontrar A € IR e (u,p) tal que

u = Vp em Q,

div(u) = 0 em €, (5.7)
9 = Ap em Of).
on

Observa-se que se p € H' () ¢é solugao deste problema, entao a condigao de contorno
implica que Vp -n € HY2(9Q). De acordo com a anlise da se¢do anterior, a solucio
do problema (5.7) é dada por uma sequéncia de autovalores e autofungoes (A;,u;), com

u; = Vp; e autovalores A;, j = 1,2, ... tais que

0<A1§)\2§)\]§—>+OO, (58)

em que cada autovalor A\; ocorre duas vezes, pela sua dupla multiplicidade, salvo no caso
de Ay = 1. Multiplicando a primeira e a segunda equagao de (5.7) por v € Hdiv () e

w € L?(Q), respectivamente, e aplicando integracido por partes, tem-se que

Jou-vde+ [pdiv(v)de = X' [ (u-n)(v-n)ds,
Jq div(u) w dzx = 0.

(5.9)

Definindo a(u,v) = [, v-udz, b(v,p) = [, pdiv(v)dz e (u,v) o produto de dualidade

entre H'/2(0Q) e H~/2(082), o problema (5.7) pode ser reescrito como: Encontrar (u, p) €
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H(div) x L?(Q) tal que u-n € H/2(0Q) e

a(u,v) +b(v,p) = A" (u,v) Vve H(div), (5.10)

=

<

E
I

0 Vwe L*(Q).

5.2.1 Discretizagao da formulagao mista

Afim de considerar uma aproximagao para o problema (5.10), sejam 7, uma parti¢ao
de Q = [-1,1] x [-1,1], V} e Y}, subespagos de dimensao finita de Hdiv () e L?(Q)
respectivamente. Logo o problema discreto associado ao problema (5.10) é escrito como:

Encontrar (up, pp) € Vi, x Y}, tal que

a(up, vi) + (v, pn) = A1 (un,vi) Vv, €V, (5.11)

b(vh,wh) = 0, Yw, € Y.

De acordo com [BO91], se V}, é escolhido usando espacos de RT de ordem k e Y}, de
ordem k — 1, de forma a satisfazer a condi¢ao de Inf-Sup, entao o problema (5.14) tem

autovalores Ay 5, Ao p, -, Any € autofuncoes uyp, Ugp, -+ -, Uy tais que

N — Nin| < CRHEHD, (5.12)

IN

Wi —winlz2(0) ChFHL (5.13)

O objetivo agora ¢ testar, numericamente, se os subespacos Hdiv-conformes V},, cons-
trufdos no Capitulo 4, e subespagos apropriados Y}, de L? (2) podem ser usados com
seguranca em formulacoes mistas de forma a obter este tipo de taxa de convergéncia para
os autovalores do problema de Steklov.

Feitas tais consideracoes, se dim V,, = n e dim Y, = m entao o problema discreto

(5.11) pode ser reescrito na forma de problema de autovalor generalizado

T
Anxn anm

=" , (5.14)
Bmxn 0 Pn 0 0 Ph
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em que as matrizes A, x,, Bnxm € Chxn dizem respeito a discretizagao das formas a(-, ), b(-, -)

e (-,-) respectivamente.

A matriz
g ) (5.15)
Ban O

é uma matriz de problema de ponto de sela, conhecida por ser indefinitiva positiva. De-
vido & particularidade de sistemas que envolvem tais matrizes, faz-se aqui algumas consi-

deragoes a respeito a resolucao do sistema algébrico (5.14):

i) Como os autovalores do problema (5.11) estdo associados ao comportamento da
solucao no contorno do dominio, utiliza-se a técnica de condensacao estéatica dos

graus de liberdade associados & fronteira 0f).

Sendo assim, dividem-se os graus de liberdade em (ug, pg, u;)’, em que ug e u; dizem
respeito ao fluxo interno e de contorno, respectivamente, e py indica a pressao no

interior de €. Logo, o sistema (5.14) pode ser reescrito na forma ([PW02]),

A(JO Bgz) Agl Uy L8 1)
{oo]o
By 0 0 po | =A po |- (5.16)
0 0 CH -
AlO 0 ATl u; u;

Eliminando os graus de liberdade internos ug e py em (5.16), tem-se que

-1

u A BT AT u
0 _ 00 00 01 1 . (5.17)
Po BOO O O 0

Logo, o sistema condensado toma a seguinte forma,

Su1 = )\_1 Cll uy, (518)
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em que o complemento de Schur S é dado por

-1

Ay 0O Ay B} Ao B, Al
0 O 0 0 By O 0

ii) Adota-se uma reordenagao dos graus de liberdade de forma que as equagoes associa-
das a varidvel de fluxo u sejam sempre enumeradas antes que as equagoes associadas
a variavel p [DAD94]. Esta abordagem se justifica uma vez que o sistema (5.14) sem
tal modificagdo é mal condicionado, o que acarreta problemas em sua resolucao. Ou

seja, a ordenacao das equagoes permite inverter o sistema sem aplicar pivoteamento.

5.3 Experimentos numéricos

Inicialmente, consideram-se partigoes 7, de Q = [—1,1] x [—1,1] em elementos trian-
gulares, obtidas pela subdivisdo diagonal de uma malha quadrilateral uniforme, com
espacamentos h = 217% com s = 1, 2, 3 e 4, totalizando N = N;, = 225t = 32,128,512
e 2048 elementos, respectivamente. Os espagos vetoriais V;, C Hdiv (€2) sado construidos
como descrito no Capitulo 4, pela multiplicacio de funcoes escalares H'-conformes por um
campo de vetores apropriado. Para efeito de referéncia nos testes numéricos, os espacos
vetoriais V}, sdo denotados como sendo do tipo Py, indicando a ordem &k dos polindémios
usados nas bases escalares do elemento triangular de referéncia. Observa-se que para este
tipo de particao, os mapeamentos do elemento de referéncia aos elementos da malha sao
aplicacoes afins, de forma que as restricoes das funcoes de V}, sobre os elementos K* sao
polindémios em Py (K"). O subespago Y;, C L*(Q) é escolhido como sendo formado por
fungoes polinomiais por partes em P_1(K"), sem qualquer restricao de continuidade sobre
as interfaces dos elementos. Neste caso, em que os mapeamentos sao afins, verifica-se a
relagao div(V},) = Y},. Por simplicidade de notagao, denota-se este tipo de espagos aproxi-
mantes por Py Pr_1. Em seguida, consideram-se parti¢oes por quadrilateros e subespacos

aproximantes do tipo Qy Qy_1, em que as fungoes dos subespagos V}, C Hdiv (2) sao do
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tipo Qy e as funcoes de forma em V), C L? () sdao do tipo Qp_1.
Em todos os testes, as matrizes do problema de autovalor generalizado, na forma

condensada (5.18), sdo montadas no ambiente PZ. A inversao da matriz

AOO ng)
By 0

é obtida pela aplicagdo do método GMRES. Em seguida, os autovalores sao calculados
utilizando o software Mathematica.
Analisam-se as aproximagcoes \;j, para os primeiros oito autovalores nao nulos indicados

na Tabela 5.1, denotando a taxa de convergéncia por

ei
. €
= (5.19)

em que 62 = |\; — Ain|. Nas tabelas dos resultados dos testes numéricos, no cabegalho das
colunas contendo as taxas de convergéncia ¢ indicada a razao N, /Ny o entre os nimeros

totais de elementos nas malhas com espagamento h e h/2.

5.3.1 Elementos triangulares

Como ponto de partida, adotam-se aproximacoes do tipo P1Py. A Tabelas 5.2 e 5.3 e
a Figura 5.5 resumem os resultados obtidos neste caso, observando que a taxa otima de
O(h*) é obtida, concordando com a estimativa a priori (5.12).

As Tabelas 5.4 e 5.5 mostram os resultados para aproximacoes do tipo Py P;. Observa-
se que a taxa 6tima O(h®) também ¢ alcangada neste caso. O mesmo é observado para
pares da forma P3 P,, conforme indicado nas Tabelas 5.6 ¢ 5.7 e na Figura 5.7.

As Tabelas 5.8, 5.9, 5.10 e 5.11, bem como as Figuras 5.8 e 5.9, ilustram os resultados
obtidos com espacos de alta ordem, do tipo P4 P3 e P5Ps. Os resultados mostram
que o erro absoluto atinge a ordem de O(h'%) j4 no primeiro nivel de refinamento para

os primeiros autovalores e, a partir do segundo nivel de refinamento, para os ultimos
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(N ] h=1)2 h=1/4 | h=1/8 | h=1/16 |
A | 1.87x107% | 1.16x107° | 7.22x10°7 | 4.51x10°8
Ao | 8.88x10716 | 1.11x1071° | 2.93x107™ | 2.66x1071°
A3 | 2.41x1072 | 1.56x107% | 9.83x107° | 6.16x10~°
A | 2.37x1072 | 1.55%107% | 9.8x107° | 6.14x10°©
A5 | 2.64x1071 | 1.92x1072 | 1.25%x1073 | 7.88x107°
Xe | 2.63x1071 | 1.92x1072 | 1.25x1073 | 7.89x107°
A7 1.07 9.66x1072 | 6.6x107% | 4.22x10~*
As 1.07 9.66x1072 | 6.6x107% | 4.22x10~*

Tabela 5.2: Erros absolutos ¢} para os autovalores );, usando P1 Pp.

|>‘i|7'f2‘7'f4|7'f8‘
1]4.01] 4. 4.

3.99 | 4.
3.98 | 4.

3.94 | 3.98
3.94 | 3.98
3.87 | 3.97
3.87 | 3.97

3.95
3.94
3.78
3.78
3.47
3.47

00 ~J O U = W N

Tabela 5.3: Taxas de convergéncia 7/ (conforme definigao (5.19)) para os autovalores \;,

usando P Pg.

Figura 5.5: Convergeéncia das aproximagoes dos autovalores \;, usando P1 Py.
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[N ] h=1)/2 h=1/4 h=1/8 | h=1/16 |
A | 211 <1077 | 3.37 x1079 [ 5.25 x107 11 [ 8.14x10° 13
Ao | 6.88 x107 | 3.33 <1071 | 4.44 x1076 | 2.6x10~ 1
A3 | 4.87 x107* | 8. x107% | 1.25 x1077 | 1.93x107?
A | 362 x107* | 6.11 x107% | 9.61 x1078 | 1.49%x107?
As | 1.06 x1072 | 2.12 x107* | 3.5 x10°% | 5.49%x10°8
Xe | 1.35 x1072 | 2.6 x107* | 4.2 x10°% | 6.55%x10°8
A | 8.85%1072 | 247 x1073 | 4.23 x107° | 6.69x10°7
As | 7.19%1072 | 2.11 x1073 | 3.69 x107° | 5.88x10°7

Tabela 5.4: Erros absolutos ¢, para os autovalores );, usando Ps P;.

‘)‘i 7—}2‘7—{4|Ti8‘
A | 5.97| 6. |6.01
Ay - - =

A3 | 5.93| 6. |6.01
A | 5.89 | 5.99 | 6.01
A5 | 5.64 | 5.92 | 5.99
Xe | 5.7 | 595 | 6.

A7 | 5.16 | 5.87 | 5.98
Ag | 5.09 | 5.84 | 5.97

Tabela 5.5: Taxas de convergéncia 7/ (conforme definigao (5.19)) para os autovalores \;,

usando Ps Py.

Figura 5.6: Convergéncia das aproximacoes dos autovalores \;, Po Py.
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(N h=1/2 h=1/4 | h=1/8 | h=1/16 |
A | 2.03 x1077 | 8.04 x10719 [ 3.35 x107'2 | 2.07 x10~13
Ao | 9.54 x10712 | 2.38 x10712 | 5.59 x107 | 2.57 x107%3
Ag | 1.07 x1073 | 4.23 x107% | 1.72 x107® | 6.87 x10~!!
Ay | 743 x107* | 3.82 x107% | 1.64 x107® | 6.62 x10~'!
Xs | 3.7 x107%2 | 3.18 x107* | 1.56 x1076 | 6.52 x107°
X¢ | 3.38 x1072 | 3,57 x10~* | 1.6 x10% | 6.56 x10~?
A |4, x107' | 6.57 x1073 | 3.07 x107° | 1.33 x1077
As | 3.64 x107! | 5.33 x1073 | 2.84 x107® | 1.31 x1077

Tabela 5.6: Erros absolutos ¢ para os autovalores );, usando P3 Ps.

Tabela 5.7: Taxas de convergéncia 7; (conforme definigao (5.19)) para os autovalores \;,

usando P35 Ps.

Figura 5.7: Convergéncia das aproximacoes dos autovalores A;, usando P3 Ps.
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7.93
7.85
7.81
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autovalores, o que impossibilita a obtencao da taxa de convergéncia nestes testes, uma

vez que as aproximagoes sao praticamente exatas.

(N h=1/2 | h=1/4 | h=1/8 | h=1/16 |
A | 4.89x10710 [ 1.4 x10710 [ 1.38 x10710 [ 1.38 x10~1°
Ao | 2.21 x10719 | 2.05 x10719 | 2.01 x10710 | 2. x10710
A3 | 2.3 x107° | 3.52 x107® | 5.11 x10719 | 4.67 x10~10
A | 1.7 x107° | 248 x107% | 5.1 x10710 | 4.79 x10~1°
A5 | 2.86 x1073 | 5.1 x107% | 7.59 x1079 | 7.95 x1071°
Xe | 2.9 x107% | 6.79 x1076 | 9.46 x107? | 8.02 x10710
A7 | 877 x1072 | 1.75 x10™* | 3.03 x10~7 | 1.45 x107?
s | 7.88 x1072 | 1.44 x10™* | 2.5 x10~7 | 1.39 x107?

Tabela 5.8: Erros absolutos €} para os autovalores \;, usando P Ps.

i 7 i
‘)‘2‘712‘7—14‘7—18‘

AL -

Az | 9.35
Ag | 942
A5 | 9.13
Ao | 8.74
A7 | 8.97
As | 9.09

939 | -
949 | -
9.18 | -
917 | -

Tabela 5.9: Taxas de convergéncia 7, (conforme definigao (5.19)) para os autovalores \;,

usando P, Ps.

(N h=1/2 | h=1/4 | h=1/8 | h=1/16 |
A | 1.59 x10710 [ 1.43 x10710 [ 1.39 x10°10 [ 1.38 x10~10
Ao | 2.57 x10710 | 2.14 x10710 | 2.04 x10~10 | 2.01 x10~ 10
A3 | 4.7 x1077 | 6.94 x10719 | 4.89 x10710 | 4.71 x10~1°
A | 275 x1077 | 6.46 x10710 | 4.92 x10710 | 4.81 x10~ 10
As | 9.81 x107° | 6.6 x107% | 8.41 x1071°9 | 7.93 x10~10
X¢ | 1.59 x107* | 7.73 x107® | 8.78 x1071% | 8.03 x10~1°
A7 | 3.98 x1073 | 4.81 x107% | 2.86 x107° | 1.13 x107*
As | 3.54 x1073 | 3.82 x107% | 2.71 x1079 | 1.12 x107?

Tabela 5.10: Erros absolutos e} para os autovalores \;, usando P5 P.
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Figura 5.8: Convergeéncia das aproximacgoes dos autovalores A;, usando P4 Ps

‘ Ai i) i/ | Ti/s |
A1 - - -
A2 - - -
Az | 9.40436 - -
Ay | 8.73619 - -
A5 | 10.5376 - -
Ag | 11.0088 - -
A7 | 9.69209 | 10.7181 | -
As | 9.85606 | 10.4623 | -

Tabela 5.11: Taxas de convergéncia 7/ (conforme definigao (5.19)) para os autovalores \;,
usando Ps Py.
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Figura 5.9: Convergéncia das aproximacoes dos autovalores A;, usando P5 Pj.
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Elementos quadrilaterais

Para particoes quadrilaterias 75, os testes numéricos consideram espacamentos h = 2%
com s =1, 2, ---, totalizando N = N, = 2% elementos em 7j,.

As Tabelas 5.12 e 5.13 mostram as aproximacoes e as taxas de convergéncia obser-
vadas quando se utilizam pares de espacos do tipo Q; Qy. Esses resultados também sao
ilustrados na Figura 5.10. E sabido que tais pares de espacos nao satisfazem a condigao

de Inf-Sup. No entando, a taxa sub-6tima de convergéncia O(h?) é observada.

(AN] h=1/2 | h=1/4 h=1/8 | h=1/16 |
A1 | 1.09 x1072 | 2.68 x10~% | 6.66 x10~* | 1.66 x10~*
Ay | 6.66 x10716 | 2.22 x1071° | 4.88 x1071° | 2.22 x1071°
Ag | 7.64 x1072 | 1.95 x1072 | 4.9 x10~® | 1.23 x1073
A | 3.8 x1072 | 9.02 x1073 | 2.23 x1073 | 5.55 x10~*
X5 | 7.57 x1072 | 3.78 x1072 | 1.03 x1072 | 2.61 x10~3
X¢ | 7.03 x1072 | 3.48 x1072 | 9.37 x1073 | 2.38 x10~3
A7 1.36 485 x107%2 | 1.8 x1072 | 4.84 x1073
s 1.36 4.82 x107% | 1.79 x1072 | 4.8 x1073

Tabela 5.12: Erros absolutos e} para os autovalores );, usando Q; Qy.

’)‘i T{Z‘le4‘7_118‘
Ap [ 2.02 201 2
Ao | - - -
A3 | 1.97 1 1.99 | 2.
A | 2.07 1202 2.
As | 1. | 1.881.97
Xe | 1.02 | 1.89 | 1.98
A7 | 48111431 1.9
Ag | 482|143 | 1.9

Tabela 5.13: Taxas de convergéncia 77 (conforme definigao (5.19)) para os autovalores \;,
usando Q; Q.

Dando continuidade aos testes, as Tabelas 5.14 e 5.15 mostram as aproximacoes e as
taxas de convergéncia para aproximagoes do tipo Qs Q;. Neste caso, observa-se que o
autovalor A = 1, que no caso Q1 Qg é obtido exatamente, perde tal caracteristica, apesar
do fato da autofuncao p(z,y) = zy fazer parte do espago de aproximacao Y. Além disso,

a taxa de convergéncia O(h%), esperada para tais espagos, nao ¢ observada em nenhum
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Figura 5.10: Convergéncia das aproximacoes dos autovalores \;, Q1 Qp.

nivel de refinamento h da Tabela 5.15 (ver Figura 5.11), sugerindo que a escolha Q5 Q;

Ll L LlLdl | L L Ll L Ll L Ll L Lo L Ll

L
1071

para os espagos Vj, e Y}, nao ¢é adequada.

h

(N h=1/2 | h=1/4 | h=1/8 | h=1/16 |

A | 1.17x1072 | 4.88x1072 | 1.55x 1072 | 4.3x1074
Ao | 2.12x1071 | 6.51x1072 | 1.79x1072 | 4.67x1073
A3 | 2.08x1072 | 2.86x1072 | 1.34x1072 | 4.39x1073
A | 6.17x1071 | 2.64x1071 | 8.8x1072 | 2.53x1072
s | 8.02x1071 | 4.08x1071 | 1.64x107! | 5.52x 1072
6 1.1 6.82x1071 | 2.8x10°! | 8.9x1072
A7 1.65 1.08 4.27x1071 | 1.33x107!
s 1.97 1.34 6.41x107% | 2.21x107¢

Tabela 5.14: Erros absolutos ez para os autovalores A;, usando Qs Q.

Um outro fenémeno comum ao considerar aproximagoes de problemas mistos utili-
zando espacos nao compativeis é o surgimento de modos espririos, ou seja, resultados que
nao condizem com a natureza do problema, e do fenémeno de travamento. Para ilustrar a

presenca de tais fenomenos, consideram-se pares de espacos do tipo Qs Qp, cujos resulta-
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‘/\i| i /9 |T{4‘Tf8‘
A\ 1.26 1.66 | 1.85
Ao 1.71 1.87 | 1.93
s | -4.57x1071 | 1.09 | 1.61
A\ 1.23 1.58 | 1.8
As | 9.76x107! | 1.32 | 1.57
X¢ | 6.96x1071 | 1.3 | 1.71
A7 | 6.19x1071 | 1.33 | 1.69
Mg | 5.62x107 | 1.06 | 1.53

Tabela 5.15: Convergéncia das aproximagoes dos autovalores \;, usando Qs Q.
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Figura 5.11: Taxas de convergéncia 7} (conforme defini¢ao (5.19)) para os autovalores \;,

Q> Q1.

dos sao apresentados na Tabela 5.16, em que se observa o surgimento de autovalores que
nao fazem parte do conjunto de autovalores do problema (5.1), como indicado na Tabela

5.1.

Esses resultados negativos sugerem que os espagos de elementos finitos V, e Yy do
tipo Qk Qr_1 nao satisfazem a condicao de compatibilidade exigida para sua aplicacao

em problemas mistos.
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Ni| h=1/2 [ h=1/4 [ h=1/8 | h=1/16 |

A1 3.95 4.09 4.12 4.13
A2 3.95 4.09 4.12 4.13
A3 6. 6. 6. 6.

A4 9.6 1.25x 10 | 1.36x10" | 1.38x10!
A 9.6 1.25x10' | 1.36x10" | 1.38 x 10!
¢ | 1.06x10% | 1.31x10' | 1.4x10' | 1.43x10!
A7 | 1.06x10" | 1.31x10' | 1.4x10' | 1.43x10!
Ag | 1.13x10% | 1.79%x 10! | 2.17x10' | 2.31x10*

Tabela 5.16: Modos esptrios em aproximacoes do tipo Qs Q.

5.4 Balanceamento dos espacos de aproximacao para

malhas quadrilaterais

Observa-se que, para particoes quadrilaterais de €2 a construcao das bases para os espagos
Vi, e Y}, ndo foram feitas de forma satisfazer a condigao div(V},) = Y}, como ocorre no caso
de elementos triangulares, o que justifica os resultados positivos obtidos para partigoes

triangulare e negativos para malhas quadrilaterais.

Com o objetivo de ajustar os espacos de aproximacao para para malhas quadrilaterais,
propoe-se eliminar funcoes de V},, formando subespagos V;* C V},, de forma a garantir que
div (Vi) = Y,

Para a escolha das funcgoes que deverao ser eliminadas, lembra-se o fato de que uma

base para o espago V}, é constituida por fungoes do tipo

P =V, (5.20)

em que V é um campo de vetores e ¢ uma fungdo de base escalar. Assim, tem-se que
div(p) = v-Vo+ediv(V). Como V é constante, segue que div(p) = V- V. No elemento
quadrilateral de referéncia K , as funcoes de base ¢ pertencem a Qk(K ), 0 que indica que
V ¢ é combinagao de termos da forma (&~ 'n/ &7 n ) comi=1,---  kej=0,--- k.
Com base nestas observacoes, propoe-se eliminar todas as fungoes de base em Brp,

definidas em (4.17),que sejam construidas a partir de bases escalares provenientes de
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Qk(f() que nao sejam da forma (" n*,£°n") com s < r e r,s < k. Ou seja, eliminam-se

de Qk(f( ) as seguintes fungoes de base:

. - bk
i) 4 fungoes de arestas de ordem k, uma em cada aresta do elemento, ou seja, @ ™",

comm =0,---,3..
ii) 2k 4+ 2 fungoes internas:

a) as duas fungoes de maior ordem, tanto na diregao de & quanto de 7, ou seja,

~Kk—2k—2  ~Kk—2k-2
#1 € ¥ ~

b) k fungoes de maior ordem em uma das diregao, £ ou 7, ou seja, as fungoes do

tipo cfo{(’kf?”kfg e c,bé(’kﬁ’k*?’, num total de 2k funcoes.

Portanto, mantém-se 4k fungoes de arestas e 2(k — 1)k fungoes internas, formando um
subespago Q;(K) C Q4(K).

Construindo V;* C Vj, a partir apenas das funcdes de forma de Q%(K), e mantendo
a construgao de Y}, a partir de fungoes de Qk_l(f( ), entao verifica-se que divVy) =Y},

Refere-se este tipo de par de aproximagao por Q;Qr_1. A Tabela 5.17 representa o

nimero de fungoes de base em QZ(K ) que sao utilizadas na construgao de V;*.

grau k | n° de fungdes de arestas | n° de fungoes internas
1 8 -
2 12 8
3 16 24
k 4k 2(k = 1)k
Total 2k(k+1)

Tabela 5.17: Nimero de fungoes de base para QZ(K)

Testes numéricos usando espacgos do tipo Q; Q.

Afim de validar as modificagdes para a construcao do espago V), retomam-se os testes

numeéricos para o problema de Steklov 5.1 para odem polinomial k > 2.



5.4. Balanceamento dos espagos de aproximacao para malhas quadrilaterais 105

As Tabelas 5.18, 5.19 e a Figura 5.12 apresentam as aproximagcoes e taxas de con-
vergéncia obtidas quando os espagos do tipo Q5 Q; sao utilizados, evidenciando o efeito do
balanceamento dos espagos de aproximacao na obtencao de taxas étimas de convergéncia

para os autovalores.

(N h=1/4 ] 1/8 | h=1/16 | h=1/32 |
A | 7.97x1077 | 1.24x10710 | 1.94x 1072 | 5.32x10~ 14
Ao | 2.66x107% | 1.33x1071 | 4.x107° | 1.17x10713
g | 4.98%x1077 | 5.33x107° | 7.35%x107'" | 1.14x107'2
A | 8.25%1077 | 1.52x1078 | 2.48%x10710 | 3.9x107!2
Xs | 3.3x107° | 7.39x10°7 | 1.25%x1078 | 1.99x10~10
Xe | 3.64x107° | 7.92x10°7 | 1.33x107% | 2.12x10°10
A7 | 3.85%x107* | 1.02x107° | 1.78x1077 | 2.86x10~?
s | 3.87x107* | 1.02x107° | 1.79x107" | 2.87x10~?

Tabela 5.18: Erros absolutos e} para os autovalores \;, usando Q; Q.

’)‘i 7—{4‘7—11/8‘7—{16‘
A1 | 6.01 | 6. -
Ao | - - -
A3 | 6.55 | 6.18 | 6.01
Ay | 5.76 | 5.94 | 5.99
As | 5.48 | 5.89 | 5.97
Xe¢ | 5.52 | 5.9 | 5.97
A7 | 5.24 | 5.84 | 5.96
Ag | 5.24 | 5.84 | 5.96

Tabela 5.19: Taxas de convergéncia 7; (conforme defini¢ao (5.19)) para os autovalores \;,
usando Qj Q;.

As Tabelas 5.20 e 5.21, bem como a Figura 5.13, mostram os resultados obtidos quando
os pares de espagos Q3 Qy sao utilizados. Neste caso, mesmo com um forte decaimento
do erro absoluto com o refinamento da malha, a taxa de convergéncia manteve-se com-
pardvel as das aproximagoes do tipo Qj Q;, nao alcangando a taxa de convergéncia O(h®)
esperada.

A partir de ordem polinomial & = 4, as Figuras 5.14 e 5.15 mostram que o erro absoluto
decai conforme se aumenta o nivel de refinamento, estagnando em valores da ordem de
10719, Tal fato indica que o aumento da ordem polinomial nao melhora mais a precisiao

das aproximacoes.
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Figura 5.12: Convergéncia das aproximagoes dos autovalores \;, usando Q3 9
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(A ] h=1)2 h=1/4 h=1/8 | h=1/16 |
A | 6.19%x1078 [ 9.59x10710 [ 1.49x10~ 1 [ 2.31x10° 13
Ay | 4.44%x10716 | 1.51x107™ | 1.55%107 1% | 6.66x 1016
A3 | 2.19%107° | 3.x1077 | 4.52x107° | 7.01x10" !
A | 1.15%x107° | 1.4x1077 | 2.02x107° | 3.1x10~ !
As | 5.98x107% | 6.01x1076 | 7.83x107% | 1.16x107?
Xe | 5.71x107* | 5.6x107% | 7.18x107% | 1.06x107?
A7 | 9.39%1073 | 5.92x107° | 6.39x1077 | 8.67x107?
As | 9.37x1073 | 5.89x107° | 6.35x1077 | 8.6x107*

Tabela 5.20: Erros absolutos €], para os autovalores \;, usando Qj Q.

|T{:2‘7-1i4|7—f8‘
6.0l | 6. |6.02

6.01
6.02
6.08
6.09
6.2
6.21

6.05
6.11
6.26
6.28
6.53
6.54

Ai

1

2 -
3 16.19
4 16.36
5 |6.64
6 | 6.67
7731
8 | 7.31

Tabela 5.21: Taxas de convergéncia 7/ (conforme definigao (5.19)) para os autovalores \;,
usando Q3 Q.
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Figura 5.14: Convergéncia das aproximagoes dos autovalores \;, usando Qj Qs
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Figura 5.15: Convergéncia das aproximagcoes dos autovalores \;, usando Qf Q,



Capitulo 6

Acoplamento entre formulacoes

classica e mista

Neste Capitulo, apresenta-se um modelo de acoplamento das formulagbes mista e classica
para um problema de Poisson. A metodologia consiste em tratar o acoplamento do ponto
de vista da teoria de decomposi¢do de dominios, em que o dominio é decomposto em
subdominios, utilizando uma formulacao diferente em cada um deles, a serem tratadas
separadamente. Do ponto de vista computacional, problemas deste tipo oferecem a grande

vantagem de serem paralelizaveis.

Na simulacao desta formulacao acoplada, pretende-se utilizar na formulacao clédssica
as funcoes de forma H!-conformes, apresentadas no Capitulo 3, e na formulacao mista as

funcgoes de forma Hdiv-conformes, desenvolvidas no Capitulo 4.

A préxima segao traz nogoes gerais a respeito do método de decomposicao de dominios
para um problema modelo e tem [QV94] e [QV99] como referéncias basicas. A seguir,
propoe-se uma discretizagao do modelo acoplado utilizando os espagos de elementos finitos
H' e Hdiv-conformes tratados neste trabalho. Testes numéricos sao apresentados para
analisar a convergéncia das solugdes do modelo acoplado para um problema modelo, com

solugao exata conhecida.

109
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6.1 Formulacao acoplada

Sobre um dominio 2 C IR", considera-se o seguinte problema modelo: Encontrar (u,p)

tal que
.
u = —Vpem (2,
div(un) = em (),
(w) = f o
P = 0 em 0¥p,
u-n = 0em 00y,

em que f € L*(Q) e 9Qp e 0y denotam as regioes da fronteira de £ com condigoes de

Dirichlet e de Neumann, respectivamente.

Tem-se por objetivo decompor o problema (6.1) em dois subproblemas, a serem abor-
dados com formulagoes distintas. Para isso, considera-se uma decomposi¢ao de {2 em

subdominios §2; e €25 de forma que:

' = 09y N 0%,

0Qp = 082 N ONL.

00N = 08y N ONL.

n;, © = 1,2, denotam as normais unitarias externas a 0€2;.

A Figura 6.1 ilustra o tipo de decomposicao que se deseja considerar.

Afim de reformular o problema (6.1) no contexto de uma tal decomposigao do dominio

Q, sejam p; = plg, e u; = ulg,, com i = 1,2. Logo o problema (6.1) pode ser reescrito



6.1. Formulacao acoplada 111

oSl
Figura 6.1: Decomposicao do dominio.

como: Encontrar (u;,p;), com i = 1,2, de tal forma que

u = —Vp; em Q, (6.2)
div(wy) = f em 4, (6.3)
pr = 0 em 0Qp, (6.4)
Vp-n =-— uy-m, em I, (6.5)
p = p2em T, (6.6)

u = —Vpyem (b, (6.7)
div(ug) = f em €y, (6.8)
u-mny, = 0 em 0Qy. (6.9)

As condigoes (6.5) e (6.6) sao denominadas condigdes de transmissdo.
Pretende-se utilizar uma formulagao cldssica em §2; e uma formulagdo mista em €25.

Com este objetivo, definem-se os seguintes espagos funcionais:
o Wi ={qe H' () : qloa, =0},
o Vo ={ve Hdiv(Q):v-nloay =0},

o HJPT) ={q:3G€ H200),4r=u e {loa, =0}.
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Para cada funcao ¢ € HégQ(F) e € (HééQ(F))’, (¥,q) = [pvqds denota o produto de
dualidade entre Hy)*(T') e (HO%O(F))’. Mais ainda, se ¢ € HY?(I') e § € H'/?(0Q) ¢ a

extensao por zero em Jf), entao

7200y < Ml ey (6.10)

Para maiores detalhes dos espacos HééQ(F), bem como suas propriedades, ver [QV94].

Em Q;, substituindo a equagao (6.2) em (6.3), reformula-se o problema na forma

classica, com a condigao de transmissao (6.5)

—Apr = [ em ),
D1 = 0 em 8QD, (611)
Vpi-m = —uy-m, eml.

Em Q, mantém-se a formulagao mista, com a condi¢ao de transmissao (6.6)

U2 = —Vpyem (),
div(uy) = em 2o,

() = f ? (6.12)
u-m, = 0 em 90y,

P = py em [

\

Multiplicando a primeira equagao de (6.11) por ¢; € W, , integrando por partes e apli-

cando a condicao de transmissao, tem-se que

fqdx = Vpr - Vade — / @(Vp1 -my)ds
N o o
= Vp1 - Vqude — / @(Vpr-m)ds — /ql(Vzn -my)ds
Ql 6QD I
= Vp1 - Vqdz + / q1(uz - my)ds.
Q1 T

Multiplicando-se a primeira equagao de (6.12) por vy € V5, aplicando o Teorema de Green
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e usando a condicao de transmissao, tem-se
0 = / uy - vVodx + Vps - vadx
Qz QZ
= / Uy - Vodx +/ padiv(ve)dr — / pa(va - my)ds — /pQ(VQ - My)ds
Q2 Qo 00N I
= / Uy - vodx +/ padiv(ve)dr — /pl(VQ - 15)ds.
Q2 Q2 r
Multiplicando-se a segunda equacgao de (6.12) por go € L?*(£2,), tem-se
/ ¢ div(ug)dr = fgodx.
QQ Q2
Definem-se as seguintes formas bilineares e lineares
i) cf-,-): HY () x HY(OQ) — IR,
c(p,q) = Vp - Vqdzx. (6.13)
191
i) a(,-): Hdiv(Qs) x Hdiv(Qs) — IR,
a(u,v) —/ u-vdz. (6.14)
Q2
iii) b(,-) : Hdiv(Q) x L*(Q) — IR,
b(v,q) :/ qdiv(v) du. (6.15)
Qo
lV) fl LQ(Q'L) - Rv
fila) = | fqdx (6.16)
Q;
. prl/2
v) er(s ) s Hpy (T) x Vo — IR,
celav) = [atvom)ds (617)
r
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Logo, a forma fraca do problema acoplado (6.2)-(6.9) é dada por: Encontrar (p;, us, p2) €
Wi x Vo x L2(£2,) tal que

cpr,q) +er(q,u2) = filgr) Vo € Wh,

a(ug, va) + b(va,p2) —cr(p1,va) = 0VvyeVy, (6.18)

b(us, g2) = folge) Vo € L*(Qy).

Os Lemas 6.1 e 6.2 estabelecem a continuidade das formas lineares e bilineares acima

definidas.

Lema 6.1 A forma bilinear b(-,-) definida em (6.15) € continua. Além disso, para todo

q € LQ(QQ)
sup b(q,v)

o = Bllallzze (6.19)
vEHdiv(Q2),v#0 HV”Hdiv(Qz)

Lema 6.2 As formas bilineares a(-,-), c(-,-), cr(+, ), definidas em (6.14), (6.13) e (6.17),

respectivamente, sdo continuas.

6.2 Discretizacao do problema acoplado

Para estabelecer a discretizagdo do problema (6.18), tomam-se 7; ,, parti¢des de Q;, i =
1,2, de forma a subdividirem coincidentemente a interface I', conforme indicado na Figura
6.2 ([QV99)).

Com base nessas particoes 7; ,, consideram-se subespagos Wy, C H*(Q4), Vi, € Hdiv(Qy),
como definidos nos Capitulos 3 e 5, respectivamente, e Y, C L?(£,), de tal forma que
div(V},) = Y},. Com isso, tem-se a forma discreta associada ao problema (6.18) dada por:

Encontrar (p;, upn,pi) € Wi, X Vi, x Y}, tal que

cpp, ap) + erlay.wn) = filar), YV ap € Wy,
07 A vy € Vh, (620)

a(up, vy) + b(uy, pi) — cr(p), wp)

b(uhv qz)
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Figura 6.2: Particoes de 7;;, de Q;, 1 =1,2

Se dim W), = m, dimV;, = n e dim Y}, = [, o sistema discreto (6.20) pode ser reescrito

na forma matricial

Ansxn (CF)ZXm foz uy 0
o Coem O | | 22 =] £ | (6.21)
Bixn O1xm 0rx1 D, iia

M

em que as matrizes A, xn, C}:Xm, Cruxm © By dizem respeito a discretizacao das formas
bilineares a(-,-), cr(+,-), c(+,+) e b(+,-), respectivamente, fl e f? provém da discretizacio
s 7))y €%y ) 5 s ")y p s Jm . P G

das formas lineares f;, com i =1, 2.

Observa-se ainda que a matriz M é invertivel em Ker [BT!0]T. De fato, seja (up, p}) €

Ker [BT! 0]T. Isto é,

uy 0

T

B, Omsxi : = . . (6.22)
by,

Sendo rank B = I, logo BBT é nao singular e, portanto, u, = 0. Usando este fato em
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(6.21), com f; = fo =0, tem-se que

()" h (6.23)
Cpy, = 0.

Como C' € M,,x,, ¢ simétrica definida positiva, segue que p; = 0. Usando este fato na
primeira equagdo de (6.23), segue que BT p? = 0. Usando novamente o fato de que BB”

é positiva definida, segue que que p? = 0.

6.3 Testes numéricos

Com o objetivo de validar a estrutura apresentada para o acoplamento entre as for-

mulagoes classica e mista, considera-se o problema modelo

u = —Vpem Q=10,1] x[0,1],
div(u) = f em Q, (6.24)
P = 0 em 09,

cuja solucao exata é dada pelas expressoes

p(z,y) = sinmzxsinmy,

u(r,y) = —[rcosmawsinmy,m cosmasinTy]’,

que sao esbogadas na Figura 6.3. Observa-se que, tanto para a solugdo exata quanto para
as aproximacoes apresentadas, os esbocos dos grafico mostram a magnitude da pressao e
do fluxo.

A decomposi¢ao do dominio © = Q; U Qy é feita com €, = [0.5,1] x [0,1], Qs =
[0,0.5] x [0,1] e I' = {0.5} x [0,1]. As malhas 7}, para o dominio total Q, e 7;,, para
os subdominos €2;, sdo construidas por triangulacoes obtidas por subdivisao diagonal de

malhas retangulares uniformes em cada regido, denotando por h a longitude do menor
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Fluxo
Presséo 1416
b
-0.75 -2
0.5 1
0.25
0

0

(a) Pressao exata p(z,y) (b) Fluxo exato u(x,y)

Figura 6.3: Solugao exata do problema modelo.

lado dos triangulos. A Figura 6.4 ilustra os padroes das malhas utilizadas em cada caso.

Para a formulagao cldssica em €, define-se um subespaco W), C H'(Q) baseado em
7, do tipo Pj. Para as formulagdes mistas, consideram subespagos Vi, C Hdiv(Q2) e
Y, C L?(Q2) com fungoes aproximantes do tipo Py, Py_1. Definem-se ey, (p) = lp = pull2 )
e ep(u) = [[u— w12 os erros na norma L?(Q) das varidveis p e u, respectivamente.
Denota-se a taxa de convergéncia associada ao erro por 75,(+), como definido em (5.19).

Na formulagao acoplada, com base em particoes 7, definem-se subespacos de ele-
mentos finitos W)} € HY(Qy), V2 C Hdiv(Qs) e Y;? C L*(Q2). Denota-se ainda por, pj,
as aproximagoes da varidvel p do problema (6.24) em ;, com com i = 1,2 e por uj e
u} = Vp} as aproximagoes da varidvel u em Qs e 0, respectivamente.

Afim de fazer uma andlise quantitativa dos resultados, propoe-se:

i) Estimar o erro de aproximacao do problema quando considerada uma tnica for-

mulacao, seja ela cldssica ou mista, em todo o dominio §2.

ii) Estimar o erro de aproximagao do problema, quando considerada a formulagao aco-

plada, sobre cada subdominio.

iii) Comparar os resultados obtidos.
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) Malha 7y ) Malha 7y /5 (c) Malha 7y 4
(d) Malhas T; 12 ) Malhas 7; 1 /4 ) Malhas 7; 1 /5

Figura 6.4: Malhas 7j, e 7; ..

6.3.1 Taxas de convergéncia das formulacoes classica e mista

Sabe-se que, para a formulacao classica, as seguintes estimativas a priori sdo validas

[BCOSG]

IN

I — pullzz@) ChFH, (6.25)

IVp = Vpilliz < CR (6.26)

As estimativas 6timas de erro apriori para a formulagdo mista, usando espacos classicos

RT ou BDM de ordem k, sao (ver [BF91], pag. 139)

IN

lu — a2 ChFH (6.27)

lp = pullre@ < CR?, (6.28)
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com s < k + 1 para espagos RT e s < k para espacos BDM.

Os resultados numéricos obtidos para a formulagao classica sao mostrados na Ta-
bela 6.1 e nas curvas da Figura 6.9 (lado esquerdo). Para a formulacao mista os resultados
sao mostrados na Tabela 6.2, bem como na Figura 6.9 (lado direito). Em ambos os casos,

as ordens de convergéncia previstas pela teoria sao verificadas numericamente.

| A en(p) en(Vp) h(p) (Vp) |

’ Ordem polinomial k = 1 ‘
/2 25x107! 1.5 1. 5.65x107!
1/4  7.91x1072 8.39x107! 6.58x1071  8.41x107!
1/8 2.11x1072 4.32x1071 9.04x1071 9.58x107!
1/16 5.38x1073 2.18x107! 9.74x107"  9.89x 107!

] Ordem polinomial k = 2 ‘
/2 3.26x1072 4.66x107! 2.72 1.58
1/4  4.33x1073 1.29x107* 2.91 1.85
1/8 5.48x107* 3.34x1072 2.98 1.95
1/16 6.87x107° 8.42x1073 3. 1.99

’ Ordem polinomial k = 3 ‘
1/2  5.53x107° 1.01x1071 3.97 2.92
1/4 3.36x107* 1.32x1072 4.04 2.93
1/8  2.x107° 1.65x1073 4.07 3.
1/16  1.2x107° 2.06x107* 4.04 3.01

Tabela 6.1: Formulacao classica do tipo Px: Erros e taxas de convergéncia.

6.3.2 Taxas de convergéncia da formulacao acoplada

As Figuras 6.5 e 6.6 mostram os esbogos dos resultados obtidos para a varidvel p, do
modelo acoplado usando ordem polinomial £ = 1, 2. Lembra-se que em {25, no lado
esquerdo da regido, p, = pi é obtida pela formulagdo mista. No lado direito, em €,
pn = p;, ¢ obtida pela formulagao cldssica. Observa-se a maior suavidade de p;, em Qy,
onde a aproximagao de p} ¢ do tipo Py, enquanto que em {2y, a aproximagao de p; ¢ do
tipo Pr_1. Observa-se que, para ordem polinomial k = 2, a transigao na interface I" entre
os subdominios €2; e ), fica praticamente imperceptivel, sugerindo que as fungoes p;} e p?
se acoplam de maneira adequada.

O mesmo tipo de comportamento é observado no acoplamento da variavel de fluxo uy,,
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| A en(p) en(u) 7n(p) mh(u) |

’ Ordem polinomial k =1 ‘
1/2  2.58x107! 3.59 2.23x107Y 8.39x10°!
1/4  1.32x1071 1.03 9.69x 107! 1.8
1/8 6.57x1072 2.68x107! 1.01 1.94
1/16 3.28x1072 6.78x 1072 1. 1.98

] Ordem polinomial k = 2 ‘
1/2  7.39x1072 5.83x1071 1.87 2.76
1/4  1.95x1072 7.9x1072 1.92 2.88
1/8 4.95x1073 1.01x1072 1.98 2.97
1/16 1.24x1073 1.27x1073 1.99 2.99

] Ordem polinomial k = 3 ‘
1/2  1.63x1072 1.1x107! 2.04 2.66
1/4 2.16x10<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>