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RESUMO

Neste trabalho, demonstramos os teoremas de identificagao de restri¢des ativas para
um algoritmo de regido de confianga apresentado em {13] para resolver o problema

min flz)

sujeitaa = € {4,

onde (! C BE™ é um subconjunto convexo, nio-vazio, definido por restricdes de desigual-
] , ) P g

dade.

Assumimos hipéteses de ndo degenerescéncia primal e dual, e utilizamos a teoria de
cones combinada com alguns resultados da andlise convexa, para garantir a identificagio
das restrigdes o6timas num nimero finito de iteragdes.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste trabalho, abordamos o problema de identificagdo de restri¢des ativas para o
problema de programacao nio-linear restrita

sujeita a « € §, (1.1.1)
onde § C R" é convexo, fechado e ndo-vazio definido por = {2 € B" | ¢i(z) £ 0,7 =
1,-~,m},f: R* > Re¢;: " —» Rparai=1,---,m, sdo continuamente diferenciiveis
sobre um conjunto aberto B que contém {1.

Consideremos a t-ésima restri¢io do conjunto §2. Pensando no conjunto dos pontos
z € R™ tais que se ¢;(z) < 0, poderiamos ter a seguinte representagio geométrica:

FIGURA 1



Aqui figuram os pontos que estdo sobre a curva de nivel zero e os pontos que possuem
um valor funcional menor que zero.

Notemos que ¢;(z1) = 0. Dizemos entéo, que a restricdo ¢ esta ativa em z,. Por
outro lado ¢;(z2) < 0, e neste caso dizemos que a restricdo ¢ néo esté ativa em 3.

Se z € ) e existem restrigdes ativas em z, definimos A(z) C {1,2,---,m} o conjunto
de indices correspondentes as restricdes ativas em z. Se um algoritmo gera uma sequéncia
de pontos {z;} que converge a uma solugao z* de (1.1.1) dizemos que o algoritmo possui
a propriedade de identificacdo das restricdes ativas na solugio 6tima se existe um indice
ko tal que para todo k > ko A(zy) = A(z*) (ver Figura 2).

FIGURA 2

Restrigdes ativas em z*; sequéncia {z;} de vetores do R" convergindo para z*.
Para k suficientemente grande A{z;) = A(z*).

A identificagio das restri¢des ativas na solugdo é de grande valia ji que neste caso,
um algoritmo destinado a resolver o problema (1.1.1), reduz-se a um método de mini-
mizagdo irrestrita através de técnicas de otimizagio podendo entdo aplicar os tecoremas
de convergéncia local.

Vérios autores provam, sob hipéteses de ndo-degenerescéncia dual, que os seus algo-
ritmos identificam as restri¢des ativas na solugdo em um nimero finito de iteragbes (ver




2, 5, 6]).

Neste trabalho provamos resultados de identificagdo para o algoritmo apresentado
em [13] onde os autores provam resultados de convergéncia global com € arbitrério para
um algoritmo de regifo de conflanca que denominam RCARB (regido de confianca em
dominios arbitrarios). '

Jé foi provada a identificacdo quando € é definido por restrigdes de canalizagéo (ver

[10]).

No algoritmo RCARB, é definido um subproblema “fdcil” e a solugdo deste subpro-
blema auxiliar, que chamamos “ponto auziliar”, desempenha o papel do cldssico ponto de
Cauchy, usado em muitos métodos de regido de confianca.

Obtemos resultados de identificagio, para o ponto auxiliar, sob as hipdteses de regu-
laridade e nao-degenerescéncia de Dunn (ver [2], [8]). Assumimos a nio-degenerescéncia
dual que é um caso particular da nio-degenerescéncia de Dunn [8].

Neste contexto fizemos uso de muitos resultados da andlise convexa com destaque a
teoria de cones convexos.

E interessante salientar que apesar de considerarmos () convexo, todos os resultados
apresentados ao longe do trabalho, s3o igualmente validas se pensarmos em convexidade
local em torno da solugdo, o que vem justificar o titulo deste trabalho,

No capitulo 2, apresentamos alguns elementos de anélise convexa necessarios para o
desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 3, desenvolvermnos o essencial deste trabalho. Descrevemos o algoritmo
RCARB e através de uma série de lemas e teoremas chegamos ao resultado de identi-
ficacdo desejado.

No capitulo 4 apresentamos algumas conclusées e perspectivas.



CAPITULO 2

ELEMENTOS DE CONVEXIDADE

Neste capitulo, apresentamos as definiges e lemas bdsicos necessarios para o desen-
volvimento deste trabalho.

Alguns lemas aqui apresentados, sio classicos da analise convexa. Chamamos, con-

tudo, a atengdo para o resultado do lema 2.10 que, além de extremamente importante
para 0s nossos fins, ndo consta nas bibliografias por nds consultadas.

2.1 DEFINICOES

Definicdo 2.1: Dizemos que um conjunto M C R é convexo se, para todo
e,y € M, ) e[0,1]

rr+{1-AyeM.
Definigdo 2.2: Dizemos que M C R" é um conjunto afim se, para todo =,y € M, A € IR
Az +{(l—-XANye M.

Definigao 2.3: Seja S C R" ¢ consideremos a interse¢fio de todos os conjuntos afins M
tais que M O §. Essa intersegio ¢ obviamente um conjunto afim e a denotamos por

aff(S).

Definigdo 2.4:Seja C C R* um conjunto convexo. Definimos o interior relativo de C,
que denotaremos por r;(C) como o interior de C relativo & af f{C')



FIGURA 3

Aqui temos 5 C B* em destaque, interior relativo de S e aff(S).

5



Definigdao 2.5: Um conjunto K C B" é um cone, se para todo z € K,A >0, Az € K. Se
K é convexo, entao dizemos que K é um cone convexo.

Definigao 2.6: Seja ' C RB™ um cone. Definimos o cone polar K° de K como
K'={ye R | {3,0) S0,Y veK}.

Definigdo 2.7: Seja ¢ C R"™ um conjunto convexo e ¢ € C. O cone normal no ponto z é
definido por

N(z)={ve R*|{u,y~2)<0,yeC}.

Definicao 2.8: Seja ¢ C R” um conjunto convexo € z € €. O cone tangente T'(z) no
ponto z ¢é definido como o cone polar do cone normal no ponto z, ou seja

Podemos também de forma equivalente definir 7'(x) como o fecho do cone das diregoes
viaveis no ponto z.



FIGURA 4.2

Cones convexos K e respectivos cones polares.
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z+T(%)

FIGURA 4b

Cones normal e tangente do ponto 7.



Definigao 2.9: Seja H um espago de Hilbert e || - || a respectiva norma. Se & C H é um
conjunto ndo-vazio, convexo e fechado, a projecio sobre §2 é definida como a aplicagéo

P:H—Q, onde P(z)=argmin{llz —z[ |z € Q}.
Referéncias para as definicoes e estudo do assunto, sdo: {1, 2, 16].

Usamos neste trabalho a decomposigdo de Moreau

¢ = Pry)(e) + Py (),

que ¢ valida para todo z € RB" e y € 2 convexo (ver [15]), onde Pr,{(z) e Pyy)(2) sdo as
projecoes de = no cone tangente e normal no ponto y respectivamente.



FIGURA 5

Decomposicao de Moreau
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2.2 LEMAS BASICOS

Lema 2.1: Seja H um espaco de Hilbert e ¢ C H um subconjunto convexo fechado.
Dados z € H e Py(2) = #g a projecio de z sobre C, entdo

(z — o,y — ®¢) < 0 para todo y € C.

Demonstragao: Por defini¢éo ||z — Po{z)|| < |z — z|| para todo z € C. Suponhamos que
existe Z € C tal que

(:!I — g, 2 — .’BU) > 0. (221)

Definindo z{t) = z¢ + ¢{(Z — %q), entdo para t € (0,1},
z(t) € C.

Por outro lado [|2(t) — |2 = 7o — & + £(Z — 20)||? = [zo — |2 — 2t{zx — 26,7 — 7o) +

1217 — 2ol *.

Agora por (2.2.1), para ¢ suficientemente pequeno, |z(t) —z|| < ||zo—z]| contradizendo

que

To — Pc(:ﬁ)

Lema 2.2: Seja H um espago de Hilbert. Se € ¢ um subconjunto convexo fechado de H
e r1,72 € H entio

[ Pe(z:) — Po(za)|l < [lz1 — 22|-

Demonstragao: Pelo Lema 2.1

(1 — Po(z1), Po(zs) — Polz)) €0 (2.2.2)
{z2 — Po(za), Polz1) — Polzs)) <0. (2.2.3)
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Somando (2.2.2) e (2.2.3) obtemos

(Polz1) — Po(za), Pol(z1) — Po(z2)) £ (Polz1) — Po(xs), 1 — o3).

1Po(21) = Polaz)||* < (Pe{z1) — Polzs), 21 — 22).
Agora
{(Po(z:) — Polzz), 21 — i"z) <N Pe(21) ~ FPe(za)ff flzn — 22|,
portanto

1Fol(z:) = Polzs)| < llzy — .

Lema 2.3:Seja C C R* um conjunto convexo, z € 7;{C) e y € C {fecho de C). Entio
(1 =Nz + Ay € r;(C) para todo 0 < A < 1.

Demonstragéo: Como z € ri{C) entdo existe £ > 0 tal que

B(w,a)ﬂa-ff(C) c C.

-

)

CESYIEY
Suponhamos agora gue r € B(zy,e)) Neaff(C) onde

Definimos €y = —» bara 0 < A < 1. Notemos qgue &3 > 0.

2y = {1 - Xz + Ay. (2.2.4)

Afirmamos que r € C. Com efeito, como y € C, ent3o existe z, € C tal que |ly—z,| <

y—
g e fazendo vy, = € Y temos y = x, + €xvy €
A

flugll < 1. (2.2.5)

Definimos agora
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r— 3z

(2.2.6)

v =
Ex
Por (2.2.4), (2.2.5) ¢ (2.2.6),
r=(1=-Az+ Ay +ew, =({1-Nr+ Mz, +exvy) + eavr,

portanto

A 1
=({1—-A cvpl + Axy.
r=0 )[$+1+/\5”y+1+,\°”]+ v

Agora notemos que I%svy + rlf\svr < g, considerando (2.2.5), (2.2.6) e o fato de
que r € B(zy,€y). Por outro lado Uk €aff(Clidquerexy, € af f(C).
Logo, & + T + 1—_{1_—)\51), € B(z,e)Naff(C) C C. Portantor € (1-A)C+AC =
C.

Lema 2.4: Seja C' um conjunto convexo nio-vazio de R*. Entdao z € r,{C), se e somente
se, para todo ¢ € U, existe um 8 > 1 tal que (1 — )z + 6z ¢ C.

Demonstracao: Se z € r{C) entdo existe € > 0 tal que B(z,e) Naff(C) C C. Se
@ = z, entdo é obvio que {1 — f)z + 8z € C para todo § € Il e em particular, § > 1.
Se z # z tomemos 8 tal que 1 < 0 < + 1. Para este 8 escolhido vale entio

iz — |
(6 — Dz — z|| < € implicando que

lz+(z—2)}f — 2| <e.

Portanto z + (z —2)f € af f(C) N B(z,¢) C C e concluimos que ¢ + (z — z}0 € C.

Suponhamos agora que (1 ~ 8)r + 6z € C com 8 > 1.
1—8

1
Fazendo y = (1 — )z + 8z segue que riAe =z.

I
Suponhamos que a escolha de z foi feita com x € r;{C) (Observac¢do: Se ¢ # ¢ entao

r:(C) # ¢. Ver {16]).

Tomando A = 67! no Lema 2.3, concluimos que 2 € 7;{C). o
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Lema 2.5: Seja €' um conjunto convexo e f;: B* — R, f € C'(A),C C A aberto. Para
z € C, seja Pr(;)(—V f(x)) a projecio do vetor -V f() sobre o cone T(z). Entédo

min{(V f(z),v) | v € T(a). ol < 1} = | Proy (=T F()I

Demonstragao: Inicialmente observamos que, se v € N{(z) e d € T(z) entdo {u,d) < 0.
Com efeito {u,y — z} < 0 para todo y € C. Por outro lado, se {di} é uma sequéncia
de direges factiveis no ponto z tal que d; — d, entdo {dy,u) £ 0 e por continuidade
do produto interno {d,u) <0.

Usando a decomposicio de Moreau e o fato de que v € T(z) temos

(~V(@),v) = (Proy(=V f(2)),v) + {Puge( -V (), v), (2.2.7)

e pelo observado acima (~V f(z),v) < (Pr(—V f{x)), v} portanto (=V f(z),v) <

| Prizy(—V f(2))]], j4 que [lo]f < 1.
Se Pr;)(—Vf(z)) = 0, entdo o resultado é imediato ja que neste caso terfamos

{(Vf(z),v}) >0, e como 0 € T(z)

min{{(Vf(z),0) |v € T(=), o]l < 1} = 0 = = Prge(~V f)).

. _Prn(=Vi(@)
Suponhamos que Prn{—Vf(z (). Neste caso definimos T = .
V) 7 e~V )]

Temos ¥ € T(z) e |[T]| = 1.
Agora, por (2.2.7)

{(=V f{2),7) = | Pry(—=V f (=)
Usando o fato de que min f(r) = — méix [~ f(z)], segue que

min{(Vf(z),v} lv e T(@), vl <1} = —||Prn(=V (=)l

Lema 2.6: Seja A uma matriz n X n, inversivel. Existe a > 0 tal que [[Az| > «afjz|| para
todo = € R™,

~ 1 . _
Demonstragao: Se a = TR entdo para todo x € R,z = A™'Az logo |zl <

A7l Az} e aflz]] < {|Ax]. =

14
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Lema 2.7: (Lema de Farkas)
Seja A € R™*" e ¢ € R". Entio um e somente um dos dois sistemas abaixo tem
solucao.

Az <0,¢"z > 0 para algum = € R™,
Aty = ¢,y > 0 para algum y € R™.

Demonstragao: Ver [1]. 0

Lema 2.8: Consideremos o conjunto V' = {v,v2,--+,v},v; € R*. Suponhamos que
T={ue R*|uTv; <0,i=1,---,m}, entéio

T°={z € R"|v=> pv;,p; >0}.

i=1

Demonstragao: Seja A a matriz cujas linhas sdo formadas pelos vetores vi,z=1,---,m,
Seja ¢ € TP, entdo o sistema

Ad < 0

dd > 0,de R’
nio tem solugo.

Com efeito se Ad < 0 entdo d € T° Como ¢ € T, segue que ¢ d < 0. Portanto o
sistema (2.2,8) néo tem solucdo. Pelo Lema de Farkas existe y € R™,y > 0 tal que

T
ATy = ¢, ou seja, ¢ = Z yivi com y; > 0. Como “c” é genérico, vale o lema. 0

i=1

Lema 2.9: Seja £ um conjunto convexo e fechado, z € e v € N(z). Consideremos Po(>)
a projecdo do R" sobre o conjunto {1. Entéo

Po(z +v) = =.

Demonstragao: Pelo Lema 2.1

((z4+v)— Palz +v),2 — Po(x +v)) <0.

15



Portanto

(v, — Pa(z +v)) £ —|lz — Pafz +v)|

lz — Pa(z +0)|* < (v, Pa(z +v) — ).

Agora, se ¢ # Po(z + v) temos ||z — Po(e +v)|| > 0 e assim {v, Pa{fz + v) — 2} > 0 0
que é um absurdo ja que v € N(z). Portanto,

Pg(.’c + v) = z.

Lema 2.10: Seja @ C R® um conjunto convexo fechado ¢ f : B* — R continuamente
diferenciével sobre A C R", conjunto aberto que contém Q. Se z € Q,p > O e

Py (m — pr(:s)) =y € a projecdo do vetor z — pV f(2) sobre o conjunto £, entdo

1
1Prepy(=V I < IV Fy) - V=) + ;Ilw =yl
Demonstracgéao: Pelo Lema 2.1,

{y—(z—-pVflz))y—2 <0 (2.2.9)

para todo z € (1.

Escrevendo (2.2.9} de forma conveniente e usando a desigualdade de Cauchy — Schwarz

PV @)y —2) <~y — 2,y —2) < [ly —=llly — 2| (2.2.10)

Agora, se v € uma diregéo vidvel em y tal que [[v|| < 1, entdo 2o = y + fv € Q para
algum § > 0. Substituindo 2y em (2.2.10) obtemos

1
— (Vf(z),v) < ;1]@’—3:". (2.2.11)
Por outro lado
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.

(=VI{y) + Ve)v) = = (V) o) + (VS(z),0),

logo

= (V) o) <IIViy) = V) - (Vi(z),v). (2.2.12)
Substituindo (2.2.11) em {2.2.12) pelo Lema 2.5 resulta

I1Pro)(=V S < IV ) = ¥ 5 + 2l ~ .
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CAPITULO 3

IDENTIFICACAO DE RESTRICOES ATIVAS

3.1 INTRODUCAO
Neste capitulo apresentaremos os resultados de identificagao para o problema

min — f{z) (3.1.1)

sujeitaa z € Q,

onde  C R" é convexo, fechado e nio vazio definido por
Q={zeR"|hz)<0,i=1,---,m},
fihie CHA),i=1,---,m,Q C A aberto.

Se z € () e existem restri¢des ativas no ponto z, definimos o conjunto de indices
Alz)c I'={1,---,m} como

Alz) ={i € I'| hi(z) = 0}.
3.2 O ALGORITMO RCARB

Nesta secdo apresentamos o algoritmo RCARB abordado em [13], cuja sigla significa
Regices de Confianga em Conjuntos Arbitrarios.

Algoritmo RCARB: Dados 71,742,8, Amin, M,y tais que 0 < m < 12 < 1,8 €
(0,1], Amin > 0,M > 0 e € (0,1], wm ponto inicial g € £}, uma matriz By tal que
1Bo|| € M e um raio inicial A® > A, obtidos 2z € Q, B, = Bf € ™" tal que
||BkH < M e A% > AL, 03 passos para definir Ay e Try: 580 0s seguintes:

18



PASSO 0

PASSO 1:

PASSO 2:

PASSO 3:

Faca A «— A*

(Subproblema Facil) Calcule s2(A) a solugio global de
min  Q(s) = ;Ms|® + gi's,

sujeita a x5+ 8 €
st < A,

onde g = g(z;). Se Qi(s¥) = 0 pare.

Calcule 3¢(A) tal que

onde ¥ é definida por
Up(s) = %STB,QS +g1s
para todo s € R".
Se
Flee +5:(A)) < flaw) + 00i(5:(A)),
entdo zppr = g + 5k(AD)
A=A,
Escolha AM1 > A ;. e Bryy € R™™ simétrica tal que

| Besall < M.

Senao A « A0, onde

Brovo € [fisk(AN] 1Al

e volte para o Passo 1.

19
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Se <, > é um produto interno e |||}, a correspondente norma, entéo a solugio sg(A)

de (3.2.1) verifica

sf(A) = grgminjs + %“,
T+ 8 €,
sl < A.

Com efeito

2 _ Qk ey

(s, 5) +2< 35 4 okl

Mas |5 +ff< = M@k()

Logo, ||s + 2 || = —ka(S) e ||9k“ Portanto,
s A) = argmin|s+ %n,
zi + s € 2, (3.2.2)
lIsfl < A.

Todos os resultados apresentados a seguir, exploram a propriedade acima observada.
Notemos que sg (A) estd bem definido em (3.2.2) j& que o conjunto factivel é convexo e

fechado.

3.3 RESULTADOS PRELIMINARES

Lema 3.1: Consideremos o conjunto { definido em {3.1.1). Seja £ um ponto regular de
Q. Entdo existe um ¢ > 0 tal que, se x € B(z* ¢) N, o conjunto {VA;(z)}icarer €
linearmente independente.

Demeonstragao: Como z* é regular segue por definigéo, que o {Vh(2*)}ica(en) é linear-

mente independente. .
Suponhamos agora que para € = R existe o € B{z™,¢) N Q tal que o conjunto

{Vhi(zr)}icar é linearmente dependente Assim para cada k € IV, existem {cf},

nio todos nulos, tais que Y Vhi(zx) = 0.
i€A(z*)
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Para cada k € IV, consideremos o vetor ¢ cujas componentes 580 (cf);ca(z+), pelo afir-

k
mado acima ||c*|| # 0 para todo &£ € IV. Consideremos a sequéncia uy = ”E—k” Sendo
ux limitada, existe K; C IV infinito tal que
k]érfg up = u # 0. (3.3.1)
hy
. ha . -
Assim, se h = i entdo por definigdo de ug, JT (zi)ur = 0 para todo k € K.
ey
Como h € | segue que
k]érl?l Jg(:ck)uk = Jg(x*)u =0. (3.3.2)

Mas (3.3.2) é uma contradicdo j& que JI(z*) tem posto completo e u # 0. Portanto,
vale o resultado do Lema. -

O Lema a seguir, permite-nos caracterizar o cone tangente a um ponto regular

z € 2, onde §) é definido em 3.1.1.

Lema 3.2: Seja o conjunto definido em (3.1.1). Se z* é um ponto regular de 2, entéo

o cone tangente em z* é:

T(z*y={ve R* | {v,Vh;{z")} < 0,7 € A(z")}.

Demonstragdo: Consideremos o conjunto

§={r€ R | (v, Vh(e") < 0,5 € Alz")}.

Se d € T(2™), entdo existe uma sequéncia de direcdes factiveis {d;}, em z*, tal que
dy — d. Mas Vhf(a:*)dk < 0 para todo j € A(z*) e pela continuidade do produto
interno, Vh._rf‘(:c*)d < 0 para todo j € A(z*). Logo d€ S e

T(z*) C S. (3.3.3)
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Para mostrar a outra inclusao, consideremos dois casos:
Caso I: v=10,0 € T(z*) e a inclusao é trivial,
Caso 2: v#0e (v, Vhi(z*)) <0 para todo j € A(z™).

Neste caso, sejam Ay, Ay C A(z*) tals que:

(v,Vh;j(z")) < 0 se je A
{v,Vh;(z"}) = 0 se j€ A

Pela regularidade de z*, existe b > 0 e z(¢), curva passando por z* tal que z'(0) =
v,7(0) = 2* e h;(x(t)) = 0 Vj € A, et € (0,b). definimos uma sequéncia {t;} de
niimeros reais, do intervalo (0,b}, tal que ¢, — 0. Fazendo

z(ty) — (G
d, = M (3.3.4)
th
verificamos {acilmente que klim di, =v. Afirmamos que existe ky tal que para k > kq dg
é factivel. Para mostrar que a afirmagdo ¢ verdadeira, verificamos Inicialmente que

para k suficientemente grande e k € Ay, (dg, Vhj{z*)) < 0. Com efeito, se {dp }ren,cn
¢ uma subsequéncia de {di}ren satisfazendo {di, Vh;(2*)) > 0 para todo k € IV, e
j € Ay, entdo

Jim (dh, Vis(2)) = (v, V(7)) 2 0,

que € uma contradigao, Usando a férmula de Taylor, concluimos que existe k; € IV tal
que para todo k£ > k1 e j € A(z*), h;{z(t)) < 0. Suponha agora, que j & A(2*). Como
h;i(z*} < 0, entdo pela continuidade de by, existe ¢ > 0 tal que se @ € B(z*,¢), entao
hj(x) < 0. Pela continuidade da curva z(t), existe ky € IV tal que para todo k > k,

l=(éx) = 2(0)]] <e.

Assim para k > max {ky, by}, h;(2(t:)) < Oparaj =1,---,m. Como {1 € convexo,
segue que d; é uma diregio factivel para todo k¥ > max {ki,k2}. Fazendo ky = mdx
{ki,k;}, entio {di} ke é uma sequéncia de diregdes factiveis convergindo para v,

=kp

Portanto, v € T(z*). i
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Teorema 3.1: Seja K o cone definido por

K={v|v=> Xlvi,A >0, € R}

i=1

Suponhamos que vp = »_ Aw; com A; > 0. Entdo v € ri(K).

Demonstragao: Primeiramente notemos que

af f(K) = span{v; |i=1,---,m}.

Definimos 7 tal que M = {v; | 1 € I} seja uma base de af f(K). Pela equivaléncia
de normas no R, existe b > 0, tal que bfjz|lo < ||z]. Definimos agora a matriz V
cujas colunas sdo formadas pelos elementos de M. Pelo Lema 2.6, existe a > 0 tal que

allu]| < [|[V¥Vul para todo u € R". Tomemos agora € = -”%%% onde gy € escolhido de

tal sorte que 0 < go < min{A; |1 =1, -, m}.
Agora para todo w = Vu tal que ||w]| < £ temos

alful] < IVIVull < Vel < V7 1l
portanto
alul] £ absy e flull < beo.

Mas bl|uflce < |jul| € beo implica ||ufjee £ €o € pela escotha de €o, segue que | u; |<
min{X; [i=1,---,m}. Assimsendo vo+w € (vo+ B(0,e))Neff(K)C K e

Ty & T'.g(f'x’).
|
Teorema 3.2: Consideremos os conjuntos G = {vy,---,v,} e C = {v € B* | v =
e
Z’\i”i: A 2 0}. Se 8 € r;(C) entdo o conjunto G é linearmente dependente.
i=1
Demonstracio: Tomemos
p
vo=y_ Awi, A >0 paratodo i€ {1,---,p}. (3.3.5)

=1
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Pelo Lema 2.4, existe # > 1 tal que (1 — 8)vp + 6.0 € C. Assim

r
(1 ~8)vo € C implica (1 —8)vg = rw;,r; > 0. (3.3.6)

=1

Substituindo (3.3.5) em (3.3.6) e escrevendo de forma conveniente

Sp_:[:r'g — (1 = 9)A)v; =0,

i=1

e como r; — (1 — 8)A; > 0 segue que o conjunto G ¢ linearmente dependente. a

Corolario 3.2.1: Consideremos o mesmo conjunto G do Teorema 3.2. Se (G € linearmente
independente entao 0 & r;(C).

Teorema 3.3: Seja # C R" definido como em (3.1.1). Consideremos {zx} uma sequéncia
de pontos de {1 convergindo para z* regular. Suponhamos ainda, que z* é um ponto
estaciondrio para o problema (3.1.1). Além disso, se h;(z*) = 0, entdo o respectivo
multiplicador A; é positive (X; > 0). Entio, para k suficientemente grande, M > 0 e

hi(yyr) = 0 para todo 1 € A(z").

Demonstragao: Pelo Lema 2.2, y, — z*. Agora, suponhamos falsa a afirmacéio do teo-
rema. Isto s§ pode acontecer de duas maneiras:

1. Existe by € IV tal que, para todo k > ko,yx esta no interior do conjunto € (se

int() # ¢)
Neste caso € 6bvio que Pri,y(—V f{y)} = —V f{ye) para k > ky. Pelo Lema 2.10

lig Pry,) (- V f(yi)) = -V (") = 0, (33.7)

e como z* ¢ estaciondrio, entdo —Vf(z*) = > AVhi(z"), com A; > 0 pela
ied(z*)
hipétese. Pelo Teorema 3.1 —V f(2*) € r;(N(2™)) e por (3.3.7)

0er;(N(z™). (3.3.8)
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2.

Pelos lemas 3.2 ¢ 2.8
Nz ={veR'\v= Y  pVh{z"),p =0}

i€A(z*)

Mas, pelo Corolario 3.2.1, (3.3.8) é uma contradigio a hipdtese de regularidade
de z*.

Existem A C A(z*), préprio, ¢ K; C IV infinito tais que hi{yr) = 0 para todo
jeAeke Ky, porém, hi(yr) < 0se j € A(z") — A.
Usando a decomposi¢io de Moreau, obtemos

~ V{yr) = Prui) (= V F{ye)) + Prio(—=V fye))- {3.3.9)

Agora, pelo Lema 3.1, para k suficientemente grande o conjunto {VA;(yx);ez} €
linearmente independente e usando os mesmos argumentos da demonstracio do
Lema 3.2 e o resultado do Lema 2.8, concluimos que

Py (=V F(e)) = 30 A Vhi(ye), (3.3.10)
j€A

com ).j"? > 0 para k& suficientemente grande.

Afirmamos que a sequéncia A* = (A¥), 7 ¢ limitada.

Com efeito, se A¥ nao ¢ limitada, entdo existe Ky C K; tal que klé%’l HAL” —oe
2
k
AF # 0 para todo & € K3. Por outro lado como e ¢ limitada, existe K3 C Ky
tal que
k
lim = A#0.
ik

Como o primeiro membro e o segundo termo do segundo membro de (3.3.9) con-
vergem, entdo existe v* € B* tal que

dm Pr (=Y f(ye)) = v", (3.3.11)

Definindo para k& € K3 suficientemente grande

vk = Pri) (=Y f(ue)) = D MV R (),

JEA

[A]
]




entao

kle1\3 H'\k“ %/\ iVh;{(z*) onde A; €

tal que A = (A;);ez- Mas isto é uma contradigdo pois {Vh;(z*)},;z C
{Vhi(2*) }icae), e qualguer subconjunto de um conjunto linearmente indepen-
dente é linearmente independente. Portanto {A*} é limitado.

Extraindo uma subsequéncia convergente {A*}rex,ck, € sendo A = (};) jex tal
que {M} ek, — A, e tomando o limite em (3.3.9) com k € K} teremos

~ Vi) =Y % Vhi(2") +0,%; > 0. (3.3.12)
JEA

Agora, se A; = 0 para todo j € A, entéo 0 € r;(N(z*)) contradizendo a regulari-
dade de z*, pelo resultado do teorema 3.2.

Suponhamos que existe j € A tal que A; > 0. Pela hipétese de estacionarie-
dade de z~,

~VfE)= 2 AVh(zY). (3.3.13)

TEA{z™)

Comparando (3.3.12} € (3.3.13) chegamos novamente a uma contradigéo & regu-
laridade de 2~, j& que a inclusio A C A(z™) é estrita. 0
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FIGURA 6

Para k suficientemente grande, ki{y:) =0 com ¢ € A{z") e

ye = Po (l‘k — %Vf(:ck)).
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3.4 IDENTIFICACAO DAS RESTRICOES ATIVAS NO ALGORITMO
RCARB

Nesta secBo, provamos os teoremas de identificacdo para o algoritmo RCARB. O
lema. seguinte é uma consequéncia da propriedade observada em (3.2.2).

Lema 3.3: Seja 28 = 2 + SE(A) o ponto auxiliar apartir da solu¢do do subproblema
(3.2.1).
Entao,

|Priagy(=V fe)| <1V f(2f) — V f(wa)ll + Mzt ~ 2.

Demonstragao: Analoga 4 do Lema 2.10, considerando € como sendo a regido definida
em 3.1.1, 0

0 proximo teorema destaca uma propriedade do ponto auxiliar que é fundamental
para os teoremas de identificacdo.

Teorema 3.4: Consideremos o problema (3.1.1). Seja {z;} uma sequéncia infinita gerada
pelo algoritmo RCARB, K; C IN um conjunto infinito de indices tal que kléxln T =",
1

Suponhamos que z~ é regular e que se h;{2*} = 0, ent&o o multiplicador correspondente
A; é positivo (A; > 0).
Entao existe k; € K, tal que

hi(a:ﬁ) ={ para fodo k& K,k > k.

Demonstragdo: Como {z;} é uma sequéncia infinita, entdo, pelos resultados de con-
vergéncia global apresentados em [13], * é wm ponto estaciondrio do problema (3.1.1).
Assim,

-—Vf(x*): Z )\,-Vh,-(:r"'), (3314)
icA(z*)

com A; > 0, pela hipdtese.
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1
Lembrando que yx = Py(xr — —V f{xx)), consideraremos dois casos:

M
Caso 1: Existe ks € K; tal que |lyx — ai]| < Ak para todo k& > ks, k € K.
Caso 2: Existe K; C K, infinito tal que [jyx — 2«|| > A para todo k € K.

Suponhamos que acontece o Caso 1,

Pelo Teorema 3.3 existe ky € K tal que h;{yx) = 0 para todo k > ko, k € K;. Como
iy — i)l < Ay para todo, k > ks, k € K, entdo yx = ¢ para todo k > méx {ko, ks}.
Logo, h;{z{) = 0 para todo k > maéx {kg, ks}.

Suponhamos que acontece o Caso 2,

Pclo Lema 2.2 e a continuidade da aplicagio V f segue que
Ye — 7.

Ora, |lyx — 2&l| > Ay 2 ||lz# — 1|l para todo k € Ko, entdo

Jim [lzf — i =0, (3.3.15)
Pelo Lema (3.3)
dm Pris(=V/ (af)) = 0. (3.3.16)

Suponhamos agora que néo existe k; € K; com a propriedade do enunciado. Entio
temos duas possibilidades a considerar:

1. Existe K3 C K infinito tal que z{ € int(Q) para todo k € Ka.

2. Existe Ky C K, tal que o A(zf) C A(z*) e A(2*) # A(zf) qualquer que seja xf

com k € K4.

Na primeira possibilidade € imediato que

PT{xﬁ)(_vf(zf)) = “‘Vf((b'ﬁ),
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e por (3.3.16)
lim Prio(-S(af) =~ (") =0,

logo por (3.3.14) € o Teorema 3.1, 0 € r;(N{z*}). Mas isto é uma contradigio conside-
rando que z* é regular e o resultado do Corolério 3.2.1 .

Na segunda possibilidade, como o mimero de restricdes € finito existe K5 C Ky infinito
e A C A(z*), préprio tal que:

A(zf) = A paratodo k€ K;.
Agora usando os mesmos argumentos apresentados na demonstragdo do Teorema 3.3

(Caso 2), concluiremos que o conjunto {Vh;(z*)}ica(e+y é linearmente dependente, o
que € uma contradi¢do j& que z* é regular.

Portanto, a segunda possibilidade n&o pode acontecer se as restrigdes que sdo ativas na
solugao 2", nio sao identificadas num nimero finito de iteracoes. Esgotadas as duas
possibilidades, concluimos que existe kg € IN tal que para k > ko, k € K,

hi(z) =0 para i€ A(z™).
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FIGURA 7

Para k suficientemente grande 3, = 2
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Para impedir que as restrigbes corretas que foram identificadas pelo ponto auxiliar,
sejam abandonadas no Passo 3 do algoritmo RCARR, faremos uma hipétese adicional no
préximo teorema. Essa hipétese nio compromete os resultados de convergéncia global.

Teorema 3.5: Consideremos as mesmas hipéteses do Teorema 3.4. Além disso, suponha-
mos que se hg(xf) = 0, entdo A;(zi41) = 0. Entdo existe ko € IV tal que para todo
k> ko

A(mk) C A($k+1).

Demonstracio: Suponhamos por contradigdo que existe K5 C K infinito tal que

Alxy) ¢ A(zryy) para todo k€ Ks. (3.3.17)

Como o nimero de restrigdes ¢ finito, existe 7 € {1,---,m} e K C K5 infinito tal que

i € A(zy) mas ¢ € A{wgq) para todo k € K.

Pela continuidade de A;, se 1 € A(zz), entdo ¢ € A(z*). Pelo Teorema 3.4 hi(zf) =0
para k suficientemente grande e pela hipdtese adicional, h;(zxy1) = 0 implicando que
i € A(zj41). Mas isto contradiz (3.3.17). Segue entfo o enunciado do teorema. 0

Teorema 3.6: (Identificagdo das Restrigdes Ativas)
Consideremos o problema (3.1.1). Suponhamos que {z} seja uma sequéncia infinita

gerada pelo algoritmo RCARB tal que . Jlri-néwmk = 2", Suponhamos que z~ é regular
=S

e que se h;{z*) = 0, entdo o correspondente multipticador A; é positivo {A; > 0). Além
disso se hi(zf) = 0, entdo hi{zsi1) = 0. Entdo existe ko € IV tal que

A{zy) = A{z™) para todo & > ko.
Demonstragdo: Como o ndmero de restrices é finito, pelo Teorema 3.5 existe k, € IV |
tal que para k > &y
Alzg) = A. (3.3.18)

32



Mas (3.3.18) implica que A C A(z*}. Resta mostrar que A(z*) C A. Suponhamos que
existe { € A(z*) tal que

hi(zr) < 0 para todo k > k. (3.3.19)

Pelo Teorema 3.4, para k suficientemente grande, h;{zf) = 0 implicando que hi(z441) =
0.
Mas isto contradiz (3.3.19). Portanto,

A= Alx").
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CAPITULO 4

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Os caminhos para os nossos resultados assemelham-se aos obtidos em [6], para o
mesmo contexto de identificagdo. Contudo, percebemos que a definicio do “ponto quazi-
liar” combinado com a idéia da projecdo, mostrado em (3.2.2), levou-nos aos objetivos,
com alguma “economic” de teoria, explorando apenas os resultados da andlise convexa.

A flexibilidade na escolha da funcido modelo, no algoritmo apresentado em Conn, Gould,
Sartenaer e Toint (1993) [6], exige hipdteses adicionais que garantam estacionaridade
para um ponto limite tais como convergéncia assintdtica entre os gradientes das fungdes
modelos e gradiente da fungio objetivo, algumas propriedades sobre as curvaturas dos
modelos e outros. Acreditamos que essa diversificagdo ndo compromete as propricdades
do ponto de Cauchy generalizado {CGP), mas exige dos seus autores, para demonstracio
dos resultados de identificagdo, um desenvolvimento tedrico capaz de “compensar” as
dificuldades apresentadas pela definicdo do ponto. Uma interessante observacio, ainda
sobre esse artigo, ¢ a necessidade do limite

Him Pri)(—ge) =0

k—oo
para alguma sequéncia {y:} tal que yx — z*,k € K,yr € A(z*) para k suficientemente
grande. O algoritmo RCARB, através do subproblema (3.2.2) permite uma defini¢io na-
tural para y; que além de satisfazer a necessidade acima, coincide com o ponto auxiliar
depois de um nimero finito de iteragdes.

Pelo resultado do teorema 3.6 concluimos que o conjunto dos pontos de acumulagéo
de uma sequéncia gerada pelo algoritmo RCARB que gozam da ndo-degenerescéncia pri-
mal e dual, possuem o mesmo conjunto de restricbes ativas.

As hipéteses de regularidade e nao-degenerescéncia de Dunn, s&o exigidas em muitos

trabalhos (ver [2, 4, 5, 6, 8]). A intengéio parece ser universal, ou seja, explorar a teoria de
cones como um meio de chegar aos resultados. Nio sabemos, ainda, se estas condi¢des sdo
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necessirias, mas em alguns trabalhos como por exemplo, os de Burke e Moré {(1988) [2],
a auséncia de uma delas é substituida por uma restricio de qualificacdo que garanta os
mesmos efeitos daquela hipdtese além de garantir que um ponto estaciondrio é um ponto

de Wuhn-Tucker.

Pelos resultados obtidos, fica claro que ndo precisamos supor a convexidade do con-
junto factivel, mas sim convexidade local na solugao.

Pretendemos dar prosseguimento ao nosso trabalho buscando resultados de identi-
ficagao das restrigdes 6timas, no algoritmo RCARB, para regides nao-convexas.
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