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Capitulo I: O MoDELO MATEMATICO

§ I.1 - APRESENTACAO DO PROBLEMA:

A politica de aproveitamento da energia proveniente
de recursos hidricos levou A elaboragio e execug3o de um programa de
construgdo de barragens e usinas hidrelétricas interligadas em rios
cujo porte permitisse um aproveitamento energético razoavel.

A transformag3o de muitos rios brasileiros numa
sucessdo de lagos artificiais ocorreu num ritmo mais acelerado do gue o
aceitiavel para o conhecimento da biologia de sua fauna aguitica. Assim,
informag@es sobre a reprodugfo e compeortamento de peixes brasileiros e
gstudos sobre alteragfies ambientals sBo bastante precérias (Bazzoli et
all, 1921).

Mos periodos de fechamento das barragens, muita
atenclo & dada ao destino das populagdes terrestres, principalmente
devido & indiscutivel cobertura dada pela imprensa  aos programas
{alguns dos quais de eficiéncia questionavel) de ‘“salvamente™ ou
”repatriag&o” de espécies,

Por motivos &bvios do ponto de vista técnico, embora
sejam igualmente importantes do ponto de vista ambiental, menos atengHo
vem sendo dedicada as populag®es de vida submersa, ji4 que boa parte dos
relatérios de impacto se reportam apenas ao levantamento de espécies,
um dos poucos trabalbos em gque ba um estude mais aprofundadeo &, por
exemplo, Bazzoli et al. (1991).

Alguns estudos anteriores, referentes a padrdes
migratérins de peixes de um modo geral (Welcomme, 1985 - apud Catella,
1992} relatam que ps melhores habitat de reprodu¢®o raramente coincidem
com aqueles para a alimentag3o, levando a um processo de migragio

gsazonal entre tais aAreas.

Nos estudos mais antigos sobre migragZo a chuva era
considerada como fator principal gue desencadeava =} processo
migratériop para fins de reprodugdo (lhering, 1929, 1930, Ihering e
Azevedo, 1736, Azevedo e Vieira, 1938 - apud Petrere Jr., 19853). Mais

recentemente, tem-se considerado como principais fatores o nivel da



Adgua, juntamente com a temperatura (Schubart, 1943, Godoy, 1939 - apud
Petrere Jr., 1983). Além disso, ha referéncias (Schubart, 1943, Bayley,
1973, - apud Petrere Jr., 198%5) onde & dada wuma certa 1mportancia a
fase lunar na migra¢fo, sendo que nenhuma prova foli estabelecida.

A migrac3o de peixes em termos gerais, pode ser
classificada, segundo Bonetto (1263 - apud Petrere, 1985), de acordo
caom suas observag®es na parte Argentina do Rio Parana, da seguinte
farmas
{a) reprodutivag
{b) térmica;

{c) trdfica ou nutricionals

(d) migrag@ies de crescimento e

(e) migragles devidas a fendmenocs especiais, tais como o0s originados
pelas variag¢®es no nivel da Agus e correnteza.

Welcomme (1985 - apud Catella, 1992) reconhece
varios padrdes de movimentos migratdrios, no entanto, distingue +trés

principais:

(1) Espécies de migragav moderada pelo rio, tujos majiores movimentos de
migrag3io s3o para dispersfio nos habitat da seca. As migragdes para
os sltios favoraAveis A reprodug¢Zo podem ser rio acima ou  abaixo

sendo rara a formag®o de grandes cardumes.

{(2) espécies denominadas de &blackfish, geralmente de migrag3do lateral,
ou seja, buscando as bordas do canal principal dos rios; e

{(3) espécies caracterizadas como whitefish, de migrag¢g®o longitudinal,
caracteristica dos peixes de “piracema™, Tals migragdes estdo
vinculadas, em geral, A reprodug3o e 4 fuga de condig@es adversas
nas partes baixas dos rios e lagos.

De um modo geral, O que se tem & uma populagiEo de
determinada espécie {(ou mais especificamente de uma classe etaria da
espérie em estudo) vivendo num trecho de rio, pequenc ou grande, mas
cam dimensdes de rio. Fechada a barragem, e em quest3o de dias, o
habitat dessa populag3o muda radicalmente assumindo dimens®@es e
caracteristicas em nada coincidentes com as anteriores.

Com base nesses padr@es migratdrios trés tipos de

comportamento ser3o considerados:



{1

(2)

(3)

A populag®o estudada permanece no mesmo local, como se nZo tivesse
havido wmodificag¢3io - para espécies com este padrZo, a
caracteristica mais marcante ¢ o de lenta 2 progressiva dispers3o

populacional, de forma aleatéria.

Numa seqgunda categoria de comportamento, temos populagdes qgue
iniciam um movimento lateral progressive, em direg3o as margens do
lago em gque o ric se transformou; como se lentamente salssem A
procura daquilec que o fechamento da barragem lhes tirou: a
“beirada™ na gual se encontravam. Neste caso, temos wum  lento
processo migratdrio lateral a ser acrescentado ap movimento de

dispersio populacional.

A terceira caracterizag3io geral & de populagc®es que, a partir do

fechamento da barragem e surgimento do lago, iniciam um processo
id .

ciclico, subindo e descendo o rio, dentro da nova situagfio de rio

que flui dentro de um lago®™.

Tais padr®es estio esbogados nas figuras a seguir.

comportamento £

L L L e

comportamento 2

ULl A
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comportamento 3

fig. 2

fgtes comportamentos est3o fortemente ligados, é
claro, a outras caracteristicas das espécies observadas. NZo obstante,
0S processos migratdrios n3o se dIo em alta velocidade, mas
gradativamente (por exemplo, as velocidades oscilam entre 0,03 Km/dia
para Leoporinus sp. e 13,9 Km/dia para Duopalatinus emarginatus no Rio
S%Zo Francisco, conforme Paiva e Basteos, 1982 - apud Petrere Jr.,19835)
ap mesmo tempo em gue S alteram outros habitos e comportamentos,
devidos sobretudo a repentina e formidAvel mudanga do seu sspago vital.

Reconhecemos, também, que madelos simples
poscivelmente tém poucas chances no mundog real. Este, no entanto,
poder 4 ser muito dtil para o re-egxame de algumas idéias generalizadas
sobre migragio.

Diversos trabalhos que apresentam modelos para o
estudo de crescimento e dispers®o populacional com referéncias diretas
gu indiretas A& mwigraglao o fazem para condigdes de migrag3o
relativamente rapida, conforme, por exemplo, Gurney & Nisbet (1975},
McMurtrie (1978), Nagasawa (1980), Okubo (1980), Banks, Kareiva & Lamm
(1985), Edelstein-Keshet (1988}, Gueran & Liron (1989}, Murray (198%),
Diniz (1991}). NZo & este o caso do que foi caracterizado acima, devido
sobretudo a dois fatores: a escala de tempo do processa migratdrio e,
consequentemente, o crescimento da populaglo em termos de biomassa.

Cabe observar que no modelo ¢ possivel incluir (ou
no) fendmenos extras, como explos3o populacional. ou uma grande

mortalidade stbhita, o que daria uma descontinuidade na fungfo de



crescimento populacional, sem que isso venha inviabilizar as
aproxXximagies numéricas, iad que o método a ser utilizado comporta tais
descontinuidades. Entretanto, pelo impacto no habitat, & possivel a
pcarréncia de um tipo de stress na populacioc, acarretando dal uma pausa

na reproducXfo, nNo periodo de tempo gue estamos considerando.

§ 1.2 - FORMULACAO DO MODELO:

No modeloc matematico devem figurar termos que
descrevam os fenémenos estudados, para wma biomassa especifica num
intervalo de tempo arbitrario [0,T] e x € Q 0o dominio em Que se realiza

o estudo (o lago de barragem, ou um trecho deste):

b = b (x,y,t) = biomassa especifica

decaimento papulacinnal}

(I1.2.1) _9b {éispersﬁo papulacional} - {(mortalidade, efeito da
predagido, etc.,)

_ Jefeitos da migragio + crescimento populacional
(c/coef.constantes) em termos de biomassa

Observemos que, com a introducXo dos sinais em
(1.2.1) o©us coeficientes que ir3¥g figurar no wmodelo serfo  todos

escalares positivos.

O guatro fendmenos mencionados acima sao

modelados, respectivamente, por:

dispercio populacional:

(1.2.2) a Ab que & o gue se obtém de

(I.2.27) divia Vb) para o taso de o, dite coeficiente de

dispers3o populacional, ser constante.



Estas equac®es de dispersic sXo apresentadas, por
exemplo, em Skellam (1951}, Okubo (1980}, Edelstein-Keshet (1988),
Murray (198%).

decaimento populacional:

(1.2.3) o b , onde ¢ & o coeficiente de mortalidade,

FPara justificar esta escolha basta tomar a equacg3o:
db

™ + ob = Q , cuja solugHo analitica & dada por:

b(t) = boe_at, que representa um decaimento na

biomassa. Gurney e Nisbet (1975), para populagcSies em geral, e Welcomme
(1979), para populagBes de peixes, também sugerem esta forma (ob) para

o tratamento do fenomeno.

E
efeitos da migraglo o

(I1.2.4) div (¥ by, sendo que V¥ di a diregZo e a intensidade
do processo migratério. Em van den  Bosch

et al. (1990) & dado um tratamento similar para este termo de migragfo.

crescimento populacional:

(I1.2.9) f(b) = ab fung3oc que, para o p e rlodo de tempo
considerado neste modelo, serd a do tipo

linear para uma primeira aproximag3io.

A equagio gue se obtem, entZfo, sera:

{(1.2.8) —g%— — Y.{aa V) + ob + Y.(¥b) = f(b) para (x,t) = x[0,T]
onde O & um dominio de &R (na realidade, aqui, Rz) gque modela o
habitat (no gaso, © lago formado pelo represamento do ric}, e o

intervalo de tempo [0,T] & o periodo {arbitrario, mas inferior ao ciclo

Mentendida como a mudanga de posig3o dentro da barragem



de vida da espécie em estudo) para o processo migratério da populacio.

As condi¢®es de contorno para &2 = Fo U r, U Fz U Ty

serXo:

(1.2.7) gg =0, Vt e[0,T]

2 N, 0o vetor normal A parte externa da fronteira &0 que modela as

margens FD, F2 (fig.3) e

(1.2.8) -a gf} = {3‘[!3—89], Vitelo,T]

e N normal A parte da fronteira gue modela as interfaces da Jusante

(i"1 ~ 3 barragem) e da montante (Fa - gue delimita superiocormente, em

*
relag®o ao rio, o trecho do lago formado pela barragem) 2, ver fig.3; e

csendo B a biomasca populacional ma montante e na jusante com a qual
-]

aquela em estudo ird competir se ocorrer migragfo, e 3 um coeficiente
de permeabilidade, que indica a facilidade dessa migrag3io, tanto num

sentido quanto noutro: € uma condig3o de tipo Fick.

Tais valores podem ser diferentes para Jusante (Fi)
ou montante (Fg). N3o h& aqui perda de generalidade a0 umarmos os
mesmos valores para jusante e montante, apesar do programa desenvolvido

para o método numérico comportar também valores distintos.

Y 1 l_'z {margem esquarda}
YM
™m
o a 1
L
n
. e
r calha de rio I a
L3 I I RRRREEELELE - 1
. n
t
t
o
e
ro (margem direttar b9 x
fig. 2

"2 ~ . - =
obs.:l_'o, l_"', l_'z o I"3 sao disjuntoca e l"'oUI"t Ul"2 Ul"'3 = g =T



A condigdo inicial & dada por:

{1.2.9) bi{x,0) = bo(x) s ¥V X = Q

Este problema evolutivo de contorno assim formulado
se justifica, por um lado, com base nas observag@ies de ictidlogos no
estudo de populagtes sujeitas a alagamento natural, gue estamos
aplicando para o caso especifico de barragem. Por outro lado, os
pperadores escolhidos vém sendo usados no estudo de populagd@es com
relativo sucesso gualitativo: ver, por exemplo, Skellam (1951}, Gurney
& MNisbet (1975), Gurtin & MacCamy (1977}, Okubo (1980}, Banks, Kareiva
& Lamm (1985), Murray (1989), Hardin, Takaz & Webb (1990), wvan den
Bosch et al. {1930},

Resta ainda justificar a escolha feita para a fungHo
f(b) = ab

A op¢Eo do crescimento linear se justifica, neste

primeirc modelo:

1) por um lado, a escolha de fun¢dies gque descrevem comportamentos de
densidade—dependente fica, a nusso ver, prejudicada pela repentina
mudanga de habitat, conforme mencionado anteriormente, fazendo cair
dramaticamente a densidade populacional de todas as espécies, consi-
derando-se também um possivel aumento da capacidade suporte ou

capacidade limite.

2) como este modelo ¢ a primeira aproximag3o do problema, a opg¥o pela
fungfo de crescimento linear visa, sobretudo, auxiliar na
compreensio do fendmenc e no teste do modelo geral para intervalos
de tempo relativamente curtos em termos da vida dos espécimes, para

a populagfo em estudo.

Em Banks, Kareiva & Lamm {(1983) £ apresentada uma

equagido similar a (1.2.6) para a dispers3o de insetos, diferindo apenas



nas condig¢Bes de contorno. Neste artigo, os autores fazem um estudo
para a estimativa dos parametros, em fungZp dos dados experimentais.
Seus resultados foram bastante satisfatérios, © que nos motivou a

utilizar fun¢io aniAloga para aplicagfo em populagdes icteas.

Para futuros aperfeigoamentos do modelo, poderemos
incorporar outros tipos de fung®es (ver, por exemplo, Bassanezi e
Ferreira, 1988: Verhulst, Bompertz, Ayala, von Bertalanffy), incluindo
também fendmenos sarzonais, o que, conforme Jj4 mencionamos, poderia

tornar a fung3o f{b) descontinua.

No capitulo seguinte passaremos a formul a¢Eo
variacional e a demonstraclo da existéncia e unicidade da solugio para

o problema na sua formulaglo variacional.



Capitulo I1: A FORMULA(;KO VARIACIONAL

§ II.1 - INTRODUCAO:

Ao invés de procurar a solug3®o classica ou forte do
problema (I.2.6} - ([.2.9), iremos propor uma solug¢gqo fraca, ou no
sentido de distribuigles, ogptando por m&todos de aproximag3o de
Elementos Fimitos via o Método de Galerkin.

Outra justificativa para a solugioc fraca consiste na
possibilidade de poder usar a fungfo do crescimento populacional (em
termps de bicmassa) gque modele fendmenos descontinuos, comao  uma
colheita (ne caso, & pesca), por exemplo.

Para isso, faremos entZo a formulagio variacional do

modelo, o gue consiste em:
1- considerar as derivadas de ([.2.8) no sentido das distribuig®es,

2~ multiplicar cada termo da equag®o (I.2.6) por uma fungio v,
denaminada fun¢3o teste, sendo esta pertencente a um subespago
conveniente de H‘(Q), que denotaremos por ¥ {(explicitado adiante) e,

em seguida, fazemos a integragZo no sentido de Lebesgue sobre .

Neste casg, entfio, iremos procurar uma solugdo

b = b{x%t), também em 9, espago este dado por:

1 4
(Ii.1.1) ¥ = { v e 32[(Q,T), H (Q)]: 32 = 0 ao longo de FOZ,V te[O,T]}

onde denotaremos

(11.1.1°) (flg) = [ fix)gix)dx e <Fla> = [ fx)glxrdy
0 I r

Neste caso, tomando

(If1.1.2) —g%— — V(o Vb)) + V(¥b) + ob = ab
como
. ab
(II.1.27) 2t V(a Vb)) + 9(¥b) + (o0 — alb = 0 ,

10



teremos

(11.1.3) [% | v] - [V(chb) | v] v [vwb) | u] + (c:r—a)[b | v] = o,
Voew, Vte(o,T)

o gque nos fornece, ac fazermos uso de um teorema dao tipo Green no

segundo termo do lado direito e, tomando ¥ = (Vi, Vz), a seguinte

equacio:

oty oty ab
1.1.4 = vb W - - Vv o —
t ’ [at | "]“"[ | ”] "‘<ﬂn|*">p+ 1[6>< ‘“]"

+V2[g—§- u]+(o'—a)[b|v]=0,

YoeeFe Ve e (O, T,

Ora, de (1.2.7) e {1.2.8) obtemos que:

ab _
—a<5~n—|u>r—ﬁJ<b~BJ|o>r+ﬁu b—BHIu>r
i ) |

. 3 ) Bu denotam, respectivamente, © coeficiente de

onde ﬁJ, B -

J
permeabilidade pa jusante, a bipmassa na jusante, o ctoeficiente de

permeabilidade na montante e a biomassa na montante.

Dat, segue que:

[g_% | D] N Ql[m:,w{,] * {S’J<b|u>r + B b|u>r +v1[§—§— u] *
4 3
(11-1-57 + vz[% | u] + {0 ~ a)[b | U] = ﬁJ<BJI>+ﬁM<BHI>
r
i

r

Yoeoe¥FeVWte (0, T)

A equagio (II.1.3) & aguela que denrominamos de

formulac3o variacional ou formulag3o fraca do problema (I.2.6 - 1.2.9),

11



cuja solugio satisfazendo (I11.1.93) ¥V v € ¥, & chamada de solugio fraca
do problema (I,2.6 — 1.2.9).

Podemog observar que em (I1.1.5) aparecem apenas as
derivadas primeiras, no sentido das distribuig¢@es, da solugico b(x,t)
engquanto na equacio (1.2.6) temos também suas derivadas segundas, no
sentido claAssico. Desta forma, passando da formulagZo cléssica (I1.2.6)
para a variacional {I[.1.5) estaremos enfraguecendo as hipdteses de
regularidade da solugfio, o que proporciona um aumento da classe de
fungBes para as gquais o problema faz sentido.

Além disso, na formul agio variacional, a
demonstracio da existéncia 2 unicidade da solugido fraca se torna bem
mais simples, ao compara—-la com a da solugZo claAssica.

Assim, o problema (I.2.6) - (1.2.9) se torna,

formulado varlacionalmente:

[g‘% | "] * “[wa"] * B, l"l“’>r1+ Pu <b'0>r,,+ Vs [g"g’ | U]

(I1.1.57) vz[%p]ﬂrm [b|o] =5, BJ1> + ﬁu<BH!> + (b [ 9)8_ ()
r
- |

r
1

Yove¥FeVite(0, T

com 60(t) o operador de Dirac e

{IT.1.6) bix,y,0) = boix,y]

12
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§ II.2 - EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUCAO:

Fazendo uso do teorema de Lions {1961) (ver teorema
1.1, do capitulo 1IV), serd necessaric provar que o problema
(I1.1.2") - (II.l.6) satisfaz as hipdteses do resultado citado,
seguindo o procedimento adotado, por exemplo, em Billi Martins (1%%91),
Mistro (1992}, Castro (19923).

De fato, agrupando termos de (I1.Z2.6) como segue

abaixo 2 introduzindo a notagio usada em Lions (1961), teremos:

2 2
~ a a a _
(11.2.1) A -Z '8_x'[gi.j(x’t) E] + Z a.ﬁi(x,t) + ﬁo = 0
M i L " L
L, j=1 i=1
o que, em (11.1.5"), fornece, mediante as escolhas indicadas mais
abaixo:
(l'—‘i(b)|o)+[— u]+r3<b|u> + 3 <l:.|[v>—
at J M
r P
i g3
(I1.2.2)

= (f | v) + (bo | ©2 6o(t),
YVee¥PeVte (0, T)

Em (I1.2.2), dadas as &scolhas de

- ot quando i = j
ﬁi.j {O : Se i#=3 » de
A =V , & de
[ 3 L
A = g — A 4
o

sendo, ainda, o termo independente

(11.2.3) (F | o) =B u> £ B, <1a“| v>
rl. r&

13



constante e 60 o0 operador de Dirac gue “fixa®™ a condig3o inicial.

Passemos, agora, a verificag¢3o de estar (11.2.2) nas

condi¢®es do teorema citado, que apresentamos a seguirs:

TEOREMA:

Seja A(t, u, ¢) um operador tal gue:
(i} Vau ve% a fungio: t — A(t, w, ¢) & mensuravel,
{ii) |ﬁ(t, ty 0)[ =M " ETA " . Il o “ . . tcontinutdade de A)

H () H(£2)
(iii) I X e R tal gue: Alty 2wy, o) + A || u | , = & || u i . .
£ H ()
& 20, ue T tcoercividade de A)

(iv) Lf(v) = (f | v) + (ub | «2 6a(t} ¢ continuo em v, 2 se
(v) f e £ (-0, T); 2 () e u (%) € £%(q), entzo

nestas condigdies, existe wuma tdtmica fungio w =
32((—m,T}xW) e { uoo (—-»,0) — O } que ¢ solug3n do problema

variacional:

[a 57
(11.2.4) (Alw) ) ¥ |= vl + 3 w v + 3 W v = L {o)
| [at | ] J< | >F; e < | >r'=1l £

com wlx, Q) = ub(x)

Seja A(t,u,v) dada pelo lado esguerdo de (11.2.2) a

saber:
Ao = B = A e ] o+ B (el
r r
1 3
Com efeito, temos:
(1) A mensurabilidade do operador A(t, u, ) estad garantida pela

prépria definic3o de A{t, ., o).

14



(2) A continuidade de A{t, u, ¢} pode ser obtida pelo gue se segue:

Como
i g7 B
Alt, w, &) = a[Vu.|Vu] + Vs[&? ] u] + Vz[g | u] + (oha}[u, | v] +

’ ﬁ"<u | 0>r1+ P <u | u>r3

Para cada t € (0,T), seja H = max f{a, lo-a|} e wusando a

desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos:

af Vu Vo ds + (o-a) ) v o ds < u || u | | ¢ |
I Jnn Hico H ()

além disso, pela desigualdade de Holder, temos que:

u au
vif osds < v “-ll of L= IV || | o
Vs Iﬂ ax Vol foxi e | “.«gz o HY () HY(6)

o
Vv = v ds = |V H——H Iy £ v | w |l  »
l I J‘ 2 l &y 2 “ “-Ez l z u Hi( Sy

Hi(o

dada a continuidade da imersZo de H‘(Q) em zz(n):

n,u1v>+ﬁ <u|»> e, Beld, *
F f (F ]

+ I8, | » ioe &=
1Py “rz(rs) 22(1"9)

A

Bl e, Mel, AR [E I I he =

22 o) £ ar) 22ar) £2(ar)

b, del

2y H0) A Te))

S AR CA] B U

onde c = [[ﬁJ| + |f3“|]

13



{3)

dai

[plt e | < pfue] o o Y e e
H H () Yt HY(a

{€) )

+ Y, e e +C || » | i o1
2 Hitay HYm HYm 1

H(Q)

loge, tomando

M=,u+|v1|+|v2|+c

vem

actu o | sM fuf, Jef,
H™{2) HY ()

Para obtermos a coercividade do operador A{t,u,v), vamos usar uma
notagc3c de forma a tornar as equag@es mais compactas, conforme seja

conveniente, denotando:

|Q

9
n

y

9o
[
|Q

o
X

dal, como

CAle) | o)y + gl v o>+ﬁ‘ <u v>+k " >
| g | r P | 3 i llx2

Z A{t,v,uv) + A u )] ||

£

2
ds + (A + o - a)f |v|®ds +
0

2
Ao
Alt,o,0) + X B o], = a El_
£ IQ_LH ™,

L. 1) av 2 2
+ Vv — ¢ ds + V =— v ds + 73 v|%dy + 3 |t ds
! Iﬂ >, "'In >, "Iril | u J‘r"!' I

1



seja [ = max {IVII, |v2|} e aplicando a desigualdade de Hdlder aos

quatro Ultimos termos do lado direito desta equag3io e repetindo o

processo do item (2), acima, para os dois tltimos, temos que:

PO 2
Alt,v,u) + X " v — | + (A + o -a) el -
Y ﬂ 1“ . T g? £

™

= o

£° i
-c[ag—‘;ufzuvaxz*ligy—”ﬂxz I'““fz]‘c[““'“;z]

que pode ser reescrita na forma

2 2 2
v
Alt,v,0) + & | v | Zayf 5= 1 + (A+ o- B) | o | -
ol if tz; 8“1 22

.EZ
v au
e[ IE L e,
para a=aga+ C

faremos agora o uso de um regurso classico obtido da desigualdade

_ > = 2 1 aﬁ
pw = 7" P 2E

para quaisquer g, t positivos, que aplicado ao udltimo termo da
ineguag®o anterior, tomando
v v
= _ + —_ —
e[S 15 s =

# ) ey

nos da:

2 2 2
Ao
Alt,u,0) + X fo || = aiziu Kiuxz r N+t o - o}, -

2 2 F4
- C; 121" g"_vi."fz_ ZE; I u.‘ez )
2 2 2
G A P O R A
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- £
agora, tomando 6=m1n{[a—cz ];[K-ﬁ-o’—ﬁ—zi ]} e

gscolhendo A 2 £ convenientes, para que tenhamos & > O, chegamos a:

Alt,v,0) + X || v z6 | v | .
HY ()

(4) Como o termo independente Lf(u) de (11.2.4), dado por (II.2.2 e

I1.2.3), & constante e, além disso, temos Que:

Voe9, £ pta) || o | .

i«
220 H'(0)

0 gue nos da, ent3o:

[ tlo) | £ () [ﬁu|BH| + ﬁ‘J|BJ|] | o ||H1(m

dal, a condig¢Bo (iv) esta garantida e, consequentemente, também a

(v).
Portanto, teremos “existencia e unicidade de uma

solugdo b = bi{x,t), x {1, £t  (0,T), sendo que tal soluglo esta em
.‘Bz((—oo,TJ 3 H"(ﬂ)), com b rula para t <€ 0%,

18



Capitulo II1 - O MeETODO DOS ElLEMENTOS FINITOS

& I1T.1 - A DISCRETIZACAC DO MODELO, VIA METODO DE GALERKIN:

0O primeiro passo da discretizagio sera o da
digcretizag3o espacial, via Método dos Elementos Fimitos. Este método &
uma téecnica geral para construlir aproximagtes da solugio de um problema
de valor de contaorno. 0 método envolve a divis3o do dominio da solugido
num numero finito de subdominicos simples (os Elementos Finitos)} e
usando conceitos variaciomais construir uma aproximante da solug3o

sobre a cole¢3o de Elementos fFinitos.

Para isso, iremos trabalhar com a formulagio

variacional para a discretizaclo espacial do problema.

Escolhendo em ¥, N fungBes base e denominamos
W% 0 subespago de ¥ gerado por elas, de forma gue V v, € %% ¢ dada por:
N
(III.1.1) v = E:cq(t) ¢H(x)
=4

podemos reescrever (I1.1.35) como

ab
[ at" Ivh] * [0‘ Vbhlv”h] MR I N e L N O
(IT1.1.2) * 2

* [VCWDh)lvh] * o - a) [bhl”h] - ﬁJ<BJivh>ri M ﬁu‘:Bu'“h}rs

YVte(0,T}), Yve¥F

ou, ainda,

10



M

o (t) ~
__Ef—h'(pjlpt) + E: bj(t)(ﬂ'vﬁjIVPL)+ ﬁJE: bj(t) <Pj|¢L> +

M

j=1 j=4 j:i,jeri
(II1.1.3) N N
apj 6pj
+ BMZ b (t) <o lp> - Z b (0)V =l + Z b )V, 51w
j=12, jer i=1 i=1
b
N
+ (o - a)Zibj(t)wjlpt) OIS

v v, da base de ?%, e ¥Vte (0,T)

Observe-se que as p{s sz&o  fung@es de supaorte

compacto, gue farmam a base do subespago & gque na separagio de
variavels (II1.1.1) corresponde as variAveis espaciais. A discretizagio

seguinte & da variavel temporal, de modo &8 transformar o sistema de

Equagdes Diferenciais Ordinarias (II[I.1.3) - wvia Crank-Nicolson com
diferengas centradas em tn + é% — num sistema linear implicitamente

definido, fazendo:

ab bn+1_ Dn
i At, ~ j i ntd
(111-1-4} *E't"- ctn"' —2'—) = T . DndE b] = bj(tn+£)
n+1 n
b + b
(III.1.4°) bee + A%y 3
i n 2 2

obtemos de (III.I.3) o sistema linear

+ > Tet+L {o
(nt+i} in + d( 2 o

E .b ’ dado b

]

(I1I.1.3) & .b

onde

20



»
% -{(pj | 'pi.)[l * AZ'_t(a - a)] roa _(V‘p [V + v Az—t[ax_ qpi.] *

3p |
At At At
* VET[W Pi.] B, ey oo By T <oy ¢’L>rg}

Jij—{(vj I pi)[l-ﬁz—t(o'—a)] —a-éz—t(ijlVPi)—Vm—( il ® -

At At

—Vz"i"( 11 ») — 3, —~—-<¢> | q)r!—ﬁu—-f"@j | p?rs}

At At
¢ = 05, 1 pi.>1"1 — By 7 By | 9> ry

(o) (o (o (o () a distribuig&o inicial
b = (b1 ’ bz . ba » . . . DN p) &
da biomassa
A matriz & ¢ chamada matriz de rigidez e o vetor
)

resultante das operagdes R.b + d, para cada instante tn, (3

denominado vetor carga.

A ordem das aproxima¢®es temporais &, localmente,
ocat?y.
A escolha das fungBes teste @, sera a de elementos

finitos triangulares de primeira ordem, que consiste em:

~ Construir uma malha (dos Elementos Finitos) sobre o0 dominio O: QT
confarme o exemplo ilustrado na figura 4 (para uma malha com 90 nés),

a seguir.

Apesar do exemplo exibir uma situagZo em gque Ax=Ay,
N¥o ¢ esse o caso geral nem ha restrigfo alguma nos esquemas numéricos

neste sentido.
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.

avdvavavd)

w

rio

avavdvdvan
avdvdvdvd

N
calha \
{1\
N
N

avdvavave

1 7 18 49 2% 94 87 48 49 5% B4 &7 73 790 XM > x
r
0
fig. 4
- A escolha das fungBes base {pitx,y), pztx,y], . , ¢N(x,y)}

definidas globalmente, sZo do tipo linear por partes e satisfazendo

a seguinte condigZo:

@ (% y)zisei.=j
AR LA 0 se i & j

onde (xfyj] s30 as coordenadas do j-&simo nd da malha.
Desta forma obtemos sobre cada néd uma fungZo

"piramide" conforme a fig.2 a seguir, gque & linear por partes,

assumindo o valor 1 na j—ésimo nd e ZERD nos demais nds.

22



fig. &

A fung3o esbogada acima ¢ obtida a partir da
definigdpo por partes, em cada triidngulo da discretizagc®o do dominio,

onde sEo trabalhadas localmente usando a sistemAtica de enumerag®o dos

o~
vértices para cada triangulo, chamando de 1 o vértice de maipr Angulo e

enumerando os seguintes no sentido anti-horarioj daf definimos
localmente as 3 fun¢Bes base, ou seja, sobre cadas trifngulo. Para esta
discretizagdoc dois tipos de triangulos serio considerados, os

superiores T e os inferiores T., em cada trifngulo teremos as fungdes
=) t

base definidas localmente conforme a figura &6, a seguir.
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Y
oy = 4 XY
y P ouy? Ax By

Ay em Ti. temos: P oYy = A:
Y
“{X, Yy =
PRxy Ay
x b4
~ = o o — 4
Py 0y Ax Ay
x
: Ny = A —
5 @m TS temos PRouY? A
0 X b4
MYy = 4 - —
Py By

fig. o

Podemos observar gue desta forma as fungdes base,

Eal

definidas localmente, pi{x,y)y assumem o valor 1 no vértice "i" e ZERO
nos outros dois, propriedade esta, exigida das candidatas & fung3o
base.

Além disso, temos também a continuidade das fungdes
"pirdmide’” na fronteira de cada elementeo sendo, portanto, contipua em
QT(D dominio digscretizado), o que torna v, de quadrado integravel,
condi¢¥p necessaria para construg@o das aproximagdes por elementos
finitos.

& seguir (fig.7 e 8), apresentamos os graficos das

fun¢Bies base, definidas localmente sobre os trilngulaos inferiores.

@ (1) o)

/\
f

i
!gE;!!ﬂg
J ".'4!!;1
il

/ 5 \" :,}
f 40 {‘,fl-n‘
ég sty
] '!E{gl!ii!'l ; .I‘ : .._‘._:’..;"

i“[ig:ﬂ

i

\“‘x_-'-a. “"_
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fig. 8

Os graficos (fig.9 e 10) apresentados & sequir

representam as fung®es base definidas localmente sobre oS trisngulos

superiores.

fig. #

5



Alguns dos graficps mostram wuma irregularidade ao

longo da diagonal gue separam os 2 tipos de triAngulo. Ela existe t&o

somente na ilustraglio feita pelo software Mathematica, n3o existindo,

de fato, nas definig¢Bes das p? ‘S.

= resultados numéricos, obtidos pelo mé&todo
descrito neste capitulo est3o apresentados no capitulo V, Jjuntamente
com os que obtivemos através de t&cnicas denominadas "SUPG”

(Streamline-Upwind—-Petrov-Galerkin), descrita no prédximo capltulo.

F1-4



Capitulo IV: Uso pDE TEcNicas Do Tiro "UpwiND”

% IV.1 - INTRODUCAO:

A aproximag¢Xo numérica para a solugi3oc de equagdes
evolutivas, usualmente — devido a componente migratdria - denominadas
"de transporte", como a apresentada em (I.2.46), podem trazer sérias
dificuldades quande o©o termo advectivo-convectivo {gquarto termo na
equaglo I[.2.6) @& mais importante, isto ¢, guando ele & preponderante na
equagio.

Isto pode ser observado por uma simples comparacgio
entre os parametros a e ¥ (casp constantes), se ¥ for bem maior que a,
certamente aparecer®o oscilag@es numéricas na aproximag3o para 0SS Casos
em que o tamanho da malha excede um certue valor critico (Heinrich et
all, 1977). Problemas semelhantes aparecem também na equac3o de
Navier-Stokes, em mecanica dos fluidos, com relag3o ao termo
convectivo.,

Ao usarmos o Método dos Elementos Finitos para
ghtermos uma aproximante da soluciou com elementos lineares atraves de
uma malha uniforme, com intervalos (Ax & Ay) relativamente grandes
(malha grosseira), tais oscilag®ies indesejiveis aparecem.

A razio principal destes problemas € que a matriz
associada ao termo convectivon/advectivo € nEo simétricas, podendo gerar
cistemas mal condicionados (Moreira e Wrobel, 1983). Uma maneira de
suprimir tais fentdmenos & usando malbas bastante refinadas, de tal
forma que a convecglo/advecg3o perca & sua preponderf&ncia a nivel de
elemento. No entanto, esta estratégia tem um custo operacional alto, ja
gque para uma malha muito refineda a ordem do sistema obtido poderd ser
bem alta,

Para estabelecermos um critério onde se possa
verificar a possibilidade do aparecimento dessss oscilag®es, o mais
utilizado & a denominada "condig¢®o de Peclet" (Heinrich et all, 1977y

Brooks and Hughes, 1982Z), que apresentamos a seguir.
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Vi & a componente i do vetor ¥ de convecg3io/advecgio
ondes ﬁxi & a dimensdp maxima do subintervalo na direg3o x.
t

e o & p coeficiente de difusEo

0 valor y & denominado numerc de Peclet e ele nos
fornece uma condig3o sobre a discretizac®o do dominio de modo a
suprimir as oscilag¢®es numéricas inerentes a0 método utilizado.

Uma outra condig¢lo, que também & wuwtilizada nos
casos de advecgfo transiente (coeficiente de difusZo ZERO), dada pelo
chamado ntmero de Courant {Brooks e Hughes, 1982), é&:

V. At

1

2Ax .
i

Alguns autores reconhecem que o método dos elememntos
finitos de 1% ordem via Bubnov-Galerkin fornece aproximag¢®es dos
operadores diferenciais equivalentes a diferengas centrais (Heinrich et
all, 19775 Moreira e Wrobel, 1983). A maneira mais eficiente de se
eliminar as consequentes oscilag®es ¢ através do processo denominado
"upwind" (Christie et all, 19743 Brooks and Hughes, 1982; Johnsan,
1987) .

No praocesso de Tupwind" a idéia ¢ aproximar as
derivadas convectivas/advectivas com um esquema do tipo diferengas
regressivas, s que com isto perde-se em precis3o, J& gque para
diferengas centrais a precisfioc & de segunda ordem, enguanto para
diferengas regressivas tem-se uma precisio de primeira ordem.

Nesse sentido, o melhor esquemsa seria uma combinag¢3o
de diferengas centrais com "upwind", mais conhecido coma "upwind"

t“timo (Brooks & Hughes, 1982).
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§ IV.2 — O METODO “UPWIND":

Basicamente, o método "upwind" consiste na troca da
fungdo teste @a(x,y) por uma ocutra fung3o wi(x,y) com certo pesoc, tendo
em vista que a escolha de tais fungdes teste pode ser arbitraria. Isto
significa gue as fung®es teste pertencem a um espago diferente do
espago de fungdes geradoras (¢¥) onde a solug3o discreta bh & obtida.

Tal métpdo, onde as fung®es teste sHo diferentes das
fungdes geradoras &, muitas vezes, chamado camo um mé&todo
Petrov-Galerkin. Lembrande que nuo método Galerkin standard o espago de
fungdes geradoras e de fungdes teste, a menos de condig¢des de contorno,

=z3io v mesmo (Johnson, 1987).

Diversos autores (Christie et all, 1976; Heirinch et
all, 1977; Brooks e Hughes, 19823 Carey e Oden, 1983; Johnson, 1987)

sugerem a seguinte forma para a fungio teste, no caso unidimensional:
(IV.2.1) ultx) = ;R(x) + & F(x)

onde & & um peso, obtido convenientemente (ver, por exemplo, Brooks e
Hughes, 1982; Mistro, 1992) e F{x) & uma fungl3o positiva, sendo nula em
cada n&, satisfazendo a seguinte condig¢Zo (Mistro, 1992} em cada

elemento:

A

(IV.2.2) J Fix)dx = A; ’ Nno caso de malha uniforme
O

A figura 11, abaixo, i1lustra a situagcio de um

problema  unidimensional em gue tempos a velocidade v (do termao

advectivo), ou fluxo, constante e no sentido crescente de x.



i-1 i i+1

i-1 t L+
fig. 24

No caso unidimensional, ilustrado a&acima, a forma
usual de introduzirmos a curvatura na fun¢XZo teste linear & escolher a
fungdo F{x) guadratica, que se anula nos pontos nodais, e tomando o
peso &, positivo a esquerda do i-ésimo nd e negativo & direita do
i—ésimo nd, guando a velocidade estiver no sentido crescente do eixo X.
Se, por outro lado, a velocidade estiver no ssntido contrarioc, o peso &
tera vs sinais negativo, a esquerda, e positivo & direita do i-4simo

nd.,
Como em naosso caso, temos componentes tanto na

diregdo x, quanto y, devemos construir as fungfes teste observando o
sentido do fluxo, de modo a acrescentar a fung¢do quadriaitica antes do nd
2 subtrai-la apds o nd, fazendo assim com que ela fique encurvada como
se estivesse acompanhado o movimento do fluxo {(semelhante ap movimento

das ondas na dire¢3o do vento), dai o nome "upwind".

- 4



Além disso, para aquelas populag®des com padr3o
migratdrio da categoria "blackfish™ (comportamento 2) o sentido da
componente Vz da velocidade, muda conforme o ponto nodal, ou seja, caso
se situe entre a margem direita (Fo) e 0 eixo do rio ela serA negativa
(—VZJ 2 caso esteja entre o eixo do rio e a margem esguerda (Fz) ela
serid positiva (+V2).

Nesse sentido wvamos propor uma simplificacZo do
dominio" {fig. 12} tendo em vista a simetria em relacd3o ao eixo da rio,
para facilitar a constru¢Zo das fung®es teste para o métode Tupwind",
cujas novas condigdes de contornu estB®o descritas mais adiante. Além
disso, consideraremos também, conforme sugerem Heinrich et all (1277) e

Carey & Oden (1983), o valor &timo para &:

- _ . Z o
(IV.2.3) & = max {0 I —W}
com o sendo o coeficiente de difusio, V & componente da velocidade

(do termo advectivo) e Ax o tamanho de cada subintervalo (no caso de

malha uniforme), tal que, caso seja satisfeita a condig3o de Peclet o

valor de & ser&a IERD.

4 T I"z (margem eaquerdal
Y™
m
Nl
° A
u
n
R -]
r ' a
a a 1
N
n t
t
-
° -
l"o (@ixo do rio» XM x
fig. 12
As condigdies de contarno seri3o tratadas mais
adiante, no paragrafo IV.4.
1 : . .
Na fig. 12, jusante seria onde se encontra a varragem, montantse uma

interface gque delimita a parte superior do lago formade pela barragem.
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£ IV.3 - CONSTRUCAQ DAS FUNCOES TESTE "UPWIND" BIDIMENSIONAIS PARA
ELEMENTOS TRIANGULARES:

Para esta nova discretiza¢iog, vamos considerar o
efeito do termo advectivo da equagio (I.2.&), tanto na dire¢%o x  (no
casg do comportamento 3) guanto na diregZo vy (para © comportamento 2)
no sentido crescente de cada eixo, supondo ainda que no intervalp de
tempo estudado [0,T] nZXo haja mudanga de sentido no campo de
velocidades.

Desta forma, teremos a dired¢3o do “upwind" a direita
na direcfo x (para populac@es de peixes descendo o rio, comportamento
3) e para cima na dire¢3io y (para popula¢®es com migragfo lateral,

compartamento 2).

Na formulag3o variacional do problema, as fungles

base lineares ser3do as MmMesSMas, {pi(x,yl, AT P pN(x,y)},
consideradas no capitulo Il e tomaremos como fungdes teste uk(x,yj

aqui, da forma sugerida em Heirinch =t all (1977), adaptada a0 caso

bidimensional, gue apresentamos abaixo:

(Iv.3.1) u&(x,y) = vL(x;y) + & Fin,y)

onde & & um peso que seri obtido de acordo rcom o0s parametros
provenientes da "condigio de Peclet”, da forma sugerida em Carey & UOden
(1983) e Fi{x,y) ¢ alguma fung3o positiva, qQue se anula em cada nd e
satisfaz a seguinte condi¢®o, como em Mistro (1992), sobre cada
elemento:

(IV.3.2) J Fix,y)ds = | p(x,y)ds = 2% 4&7
o o 3

i i

no caso de uma malha wuniforme, Ccom Iﬁ sendo o i-ésimo elemento
triangular da discretizagio.

Como no capltulo [1I, vamos trabalhar sobre cada
trisdngulo definindo localmente as fung@ies teste, de forma a diferenciar

apenas para triingulos inferiores e supericres conforme ilustrado na

3z



figura 13, abaixo.

SRy = Ly + FoOoy
y,,. Wi wy ?9‘1 b4 1 y
Ay

T t : Ry = @x,ydy O FhOyd

am i emos wzm Y q’-"z(x Y 2 ey

w;{x,y} = p;(x,y} + F;(x,y)

{x, ¥y = (x,y) T Frix,yd

Yoy Py Py

em | Lemosa: alst,y) = e, y> + F~ie,y?

o > a * ypoeyr = gy 2y
b

(X, ¥} = (x,y) + Frix,y}
Waouyr = Py oy

fig. 413

Dessa forma, escalberemos as fungBes teste,

localmente, tomando Fix,y) gquadrAtica de acordoc com as equagcBes a

seguir:
Para os triangulos inferiores (Tt)’ escolhemos:
- = -2 - X
(IV.3.3) pi(x,y) = 1 e Ao
il “ _ X
{(IV.3.3") pz(x_y} = X
pricyr = —%
(IV.3.37 ") : | Ay
ﬂ»éxx o x y - 45yy " v
(Iv.3.4) F;(x,y) = + An _E + E — ,1_-l + Ay [E + A—; - 1]
46){“ ™~ " y -
(IV.3.47) Faouy) = — —o—lio t mo — i
. sy r x b 4 i
{IV.3.4" ") F;u(,y}: _T_AT-F A_y._qi-
= - — _2__9_ = - 2 a
onde 5,‘ = max {0 ; 1 VtAX } e éy = max {0 3 1 -—U——-—ZAV }

Apresentamos a seguir (fig.14), os graficos das

fung®es definidas acima, para os triangulos inferiores, lembrando que
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nas defini¢®es j4 atribuimos os devidos sinais de forma a assumir & e
b4

6y como constantes positivas para gue as fungSes quadraticas sejam

somadas ou subtraidas para obtengio da curvatura desejada.
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Para os trifngulos superiores (Ts), temos:

= X+ Y _
(IV.3.5) prmy)— A + Ay 1
iv.3.5°) ) = - X
(IvV.3. pFouyr = 1 i
proLyr = 1 —
(IV.3.32° ") " Ay
= - = =y Yo
(IV.3.6) Fgmy)_ 46& [1 o ] [&x + Ay l] +
¥ X ¥
+ — ——_— — —— —
45y[1 Ay ] [&(+ Xy 1]
’ ~ = — - * al X
(IV.3.67) Fiony) = 45){ [_1_ i ][Ax + A 1]
.. - - _ b4 _x Y
(IV.3.67°7) Froy? aéy [1 yXv ][Ax + iy 1]
— . 2 o _ . 2 a
ande 6n = max { o33 1 — V:E;_ } e 5y = max { g ; 1 - V;Z;_ }
Os graficos apresentados a seguir (fig. 13)

representam as fung®es definidas acima, para os triZngulos superiores e
lembrando, novamente, gue nas defini¢®es jA atribuimos os sinais para

que possamos asSsumir 6){ e rSy como constantes positivas, de forma Que as

fungfes gquadraticss sejam somadas ou subtraidas para obtengi3o das

curvaturas em conformidade com o "upwind".
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Definidas as fungties teste, localmente, estas ser3o

emendadas de forma a estabelecer globalmente as novas fungBes teste

v, ay)s v 06,y), ooy (XD }

as quais dever3oc ser continuas No novo dominio discretizado.
Para verificar a continuidade dessas fungdes

w“x,y), & suficiente verificarmos para umsa wﬁx,y) definida sabre um

j-ésimo nd central, conforme a figura 16, abaixo. Iremos considerar sem
Pl

el

perda alguma de generalidade x = x - xj 8y =y - yj, isto &, todas as

operac®es ser3oc num triidngulo dito de referéncgia.

fig.1s

Observando a figura acima, iremos verificar a

continuidade de wﬁx,y) somente nas fronteiras dos triangulos Ti, Tz’

T, T, T, le TS, e Ti.
Na fronteira TxTz devemos verificar a emenda L (que

estA definida sobre Ti) cam ug(definida sObre Tz)'

de (IV.3.5) e (IV.3.6) obtemos: W = ﬁ + 456 X [1 - 3-:--]

g



r
o . . = X _ . AN P SN
de (IV.3.3°") e (IV.3.4"") obtemos: Yalx=0 3y % &y I_Ay ! ]

0O que implica na igualdade das fungfes ¥V vy = [0,Ay]

Na fronteira Tsz, a emenda ¥y (que esta definida

sabre Tz) com ¥ (definida sobre Ta)’ temos gues

y = Ay(1 - =x/Ax) para X percorrendo o intervalo [0,Ax]

logo, em (IV.3.3"7) e (IV.3.4"") teremos:

»* = » »® — _ x>
9 y=Aytd-srAxy - A 46y[1 T Ax ][&x +1- Ae 1] 1 A

e, em (IV.3.9") e (IV.3.6"} teremos:

1l
[y
I

_ X X ® _ox
vs y=Aya-x/A0 1 Ax 46:{ [1 Ax ][Ax 1 Ase 1]

o que mostra a igualdade das fung®es nesta fronteira.

Na fronteira TaT4’ w3 (definida sobre Ta) emenda com

¥ {gue esta definida sobre T‘), aqui temos:

y = Ay =] x percorrendo o intervalo [0,Ax] em Tg
dai, em {IV.3.5") e (IV.3.68") vem:
= - X _ . SRR S - R 1 % _
Yily=ay™ 1 ~ & ~ %% [1 Ax ] Ax S IR LA [Ax 1]

e, y = 0 com X percorrendo o intervalo [0,A%x] em T
<+

em (IV.3.3) e (IV.3.4) tem-se:
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0 gue mostra a igualdade das fungBes nesta fronteira.

Na fronteira T4T5, v, (gue esta definida sobre T4)

emenda com ug (definida sobre Ts).

cam x =0 e y percorendo o intervalo [Q,Ay] em T4

0 que nos da em (IV,3.3) & (IV.3.4):

- = - L Y ¥ _
¥ | x=0 1 Ay + 461{ Ay [Ay ]
com x = Ax e y percorendo o intervalo [0,Ay] em T5
e, em (IV.3.5" ") e (IV.3.6""):
- = —_ .._.Y_ —_ —_ Y _L = —_— _y_ -+ ..Y_ ._..?.'__ —_
w& n=Ax 1 Ay 46}{ [1 Ay ] Ay 1 Ay aéy Ay [Ay ]

Na fronteira TsTd’ v (definida sobre Ts) emenda com

¥, {defimida sobre Td), onde

y = Ay(l — x/Ax} para ®» percaorrendo o intervalo [0, Ax]

em (Iv.3.9° ") e (IV.3.6° "), naos leva a;

-+ 2

e, em (IV.3.3") e (IV.3.4"), nos conduz &:;

= _ _ X _ _ _ b4
’P; vaAyd-xr A% 1 [l Ax] 45){ [1 [1 Ax

I x x x _  x
wz vzAyd-x Axy  Ax 463 Ax [Ax + 1 A l] Ase

gue € a igualdade para as fungdies nesta fronteira.

Na fronteira Tde’ v; (definida sobre Ts) emenda com



uﬁ (que estad definida sobre T1)’ aqui temos:
y = Q com Xx percorrendo o intervalo [(O,4Ax] em Td

que, levando em (IV.3.3'}) e (IV.3.4") nos da:

4 h4 x
wz y=0- hx - 46){ Ax [Ax - 1]

y = Ay cCOom x percorrendo o intervalo [O,Ax] em T1

g, substituindo em (IV.3.5) e (IV.3.6), nos leva a:

= 2 _ _x o x
Yily=Ay ~ Bx 4% [Ax 1]

dando-nos, portanto, & igualdade das fungdes nesta fronteira.
Finalmente, temos que, para as fronteiras T4Ts e
TiT_ as fung®es VT, ui s¥o definidas identicamente nulas sobre estas
L3

diagonais, o que nos da a continuidacde das fungtes

{u&(x,y),va(x,y),...,wN(x,y)} sobre o novo dominio discretizado QT.

& IvV.4 — NOvVA DISCRETIZACAD, VIA GALERKIN e CRANK-NICOLSON

Essa nova discretizacBoc se torna necessaria  tendo
em vista, a mudanca no dominio & a introducZ®o do “upwind”. Com relagipo
a mudanga no dominig, esta nXo trouxe alteragdes sobre as condigdes de

contorno, pois ao colocarmos a fronteira FD sobre o eixo do rio, ao
invés de sobre a margem direita, mantemos a condigio

ab
o

ja gue, sobre o eixo do rio podemos considerar apeEnss ©O 2 Processo

=0, ¥Vt €[00, T] e 1, © vetor poosigi3o normal

difusivo na dire¢fo normal e que este movimento (tipo "Browniano") ao
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longo da fronteira Fo se@ torna nulo, pelas considerag®es de simetria em

relagd3co ao eixo do rio. Assim, as condig®es de contorno serfio as mesmas
apresentadas em (1.2.7) e (1.2.8).
Para a nova formulag3o variacliomnal discretizada,

denotando

N

(IV.4.1) bh(x,y,t) = j{:bi(t) ﬁE(N,Y)

L=1

e substituindo v pelas novas fungdes teste, em ?% 0 subespago de ¥

como no capitulo I, podemos reescrever (I1.1.5) na forma:

Modb () N N
1
E: — (lewi) + }: b‘i(tJ(ﬂ|l VPJ|VWL)+ ﬁJE: bj(t) <¢j|wi> +
j:j, j=1 j=1.jEr1
w N N
a 3y 9o
+ ﬁh‘z b.(t) (pjwt) Z bj(t)(vgiﬂ’ﬂ) + Z bj(t)(vzﬂy‘i]wi)
(1v.a.z) =t-i<h, }=4 }=1
N
+ (o — a)ij(tle [w,) = ﬁJ@leize; ﬁ"‘(B“Iw"?er'"
j=t1 1 3

v v, em W;, e VYVt e (0,T)

Cabe observar gue as p{s 30 a base da parte
eepacial das fungdes, e a8 nota¢io usada acima & a mesma do capiltulo 11,

ou sSeja,

(flg) = [ f(x)g(x)dx e <Flgd» = [ fix)gix)dy
Q rooor

A discretizagio seguinte & da variavel temporal, de
modo a transformar o sistema de EquagBes Diferenciais Ordinarias
{IV.4,2) — via Crank-Nicolson - num sistema linear implicitamente

definido, fazendo:

[ LR A f
.
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a
or
23
|
o

(Iv.4.3) E?ictn+ é;’ = J.At : ! onde b?H B bftwu)
(IV.4.3") bee + 2%y 2 ﬂ.

imn 2 2
obtemos de (IV.4.2) o sistema linear
(IV.4.4) g . b o g g™, oo \ dado b
onde

+

dp
At _ At A £]°%;
G R S AL P Vi—[“‘"ax Vﬁ] *

&, = {(wj | wt)[ i

8p . l
At i At At
Vo [_ay wt] + B, = (qoj I rﬁ'i_}r1 + B, 5 <vj | wi>rs}

At At At 8o
8 - {wj | wi)[ L= = (o= at)] -2 T(v‘pjlth) -V, Gal v -

At dp. At At
~ v,=—=< -é-y—.x| vl - B, 5= (f?j ] wi.>I"1 -8B, 3 (Pj | Wi_}r-s}

At At

¢ = 6, 7 B, | wi.>l"1 — By T By | wi}l"s
5% Gion b;on ;02 ., b;ob a distribuigdo inicial
da biomassa

No capilitulo seguinte apresentamos alguns resultados
numéricos, obtidos tanto pelo método Galerkin standard, guanto pela

técnica do upwind, bem como uma anilise destes.
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Capitulo V - RESULTADOS., ANALISE € CONGCLUSOES

& V.1 — INTRODUCAO:

Para obtermos simulagSes mais realistas procuramas
na literatura especifica dados pertinentes para a estimativa dos
parametros bidticos (copeficientes de difusZo, de decaimento e de
crescimento e a velocidade de migragZo), assim como a distribuig3o

inicial da biomassa.

Neste ponto houve certa dificuldade, tendo em vista
gue a maioria dos trabalhos abordavam, as vezes, somente alguns dos
aspectos que nos poderiam fornecer tais elementos. Um dos trabalhos que
traz dados malis completos, referentes aoc curimbata { Prochilodus
scrofa), € o de Godoy (1959}, cujo estudo foi feito mo Rio Magi Guagu
(no final da década de 50) como um +todo, e n3Ec especificamente na

situagi3o de represa.

Além deste, o trabalho de Petrere Jr.(1983) foi
muito dtil para a estimativa das velocidades de migragZo, onde sdo
apresentadas as velocidades para algumas espécies distribuidas pela

América Latina.

Outra pbra de grande valia, nesta fase, foi a de
Welcomme (197%9) que traz uma ampla abordagem sobre ecologia de peixes
em rios alagaveis, trazendo modelos e estimativas de parametros para
crescimento de peixes, mortalidade, estoque e produ¢io para rios tanto
tropicais, guanto de zonas temperadas, s® que sujeitos a alagamento

natural.
5 V.2 — ESTIMATIVA DOS PARAMETROS:

Para a estimativa da mortalidade Welcomme (197%) faz
uma breve discussio sobre o assunto, trazendo estimativas para certas

espécies, cujos dados apresentamos alguns, conforme o guadro a seguir.
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Ele deixa clara a dificuldade para o tratamento deste fendmeno, tendo
em vista a grande diversidade das causas de mortalidade, bem como a
variagdo da taxa por classe etaria: para peixes de rios tropicais a
taxa de mortalidade & bem alta no primeiro ano de vida e diminuil
progressivamente & cada a3no, ja para os de rios na Iona temperada

pocarre o inverso, isto &, a taxa de mortalidade aumenta s cada ano.

eapecia rio ano 1 jano 2lane dlano 4 fonte
tropical:
Hidrocynus brevis MNiger 2,08 ©,.va - - Danscko {4075}
Tilapia rendalli Kafue 4,51} 2,40 £,40] 1,40 Kapetsky (1074)
Polypterus senegalus (Chari - o, 54| 0,54 - Daget @ Ecoutin
{1907
temperada:
Salmo trutta Bore 2,10) 2,34 1,81 - Mann(41©71)
Rutilus rutilus Tamisal O, 42| 0, 42| 0,68 0,70 |Mann{ 4071}
Gobio gobio Tamisa| 0,88| 0,60} O.BR| O.88 [Mann{1974)

Tabela 1: Coeficiente anual de mortalidade z, dado por Welcommei{ie7?o?

-zt
para o modelo Nit; = No 3 , onde t e’ o Lampo em gemanas.

Qutro trabalho gue contribuiu para a estimativa do
decaimento populacional através da retirada ouw colheita (no caso a
pesca) foi o de Mendonga et al (1987), onde & feito um diagndéstico do
processo evalutivo de pesca no reservatédrio de Sobradinho (BA), para o
periodo de 1980 a 1984, cujos dados de captura est3o apresentados no

grafico a seguir (fig. 14).

Para obtermos uma estimativa do decaimento da
biomassa {(somente devido & pesca) para este reservatdériao, calculamos a
raz3io entre captura e estoque, para cada ano, e fizemos a média

aritmética simples dessas razdes.

Segundo Petrere Jr.(1994), uma estimativa razoavel
para o estoque de um modo geral, no reservatdrio de Sobradinho, =seria
em torno de 300 Kg/hectare, o gue equivale a 30 ton/km>. Tendo em vista
que a Area do reservatdrio & de 4 200 kmz, 0O que nos da um estogque par
vDlta de 126 00Q0 toneladas e, dai, um coeficiente médio (anual) de

decaimento em torno de:

o = 0,14 (ou 144 ao ano)
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fig. 18

Outra dificuldade que tivemos foi na obteng3o do
parametro de crescimento populacional, em termos de biomassa, dentro do
modelo malthusiang de crescimento, para isso trabalhamos com o©os dados

apresentados por Welcomme (197%) referentes a estoque e produglo,

45



usando um modelo de von Bertalanffy, adotadeo em Daget o Ecoutin (1978),

para biomassa e produg®o, dado pelas seguintes equagdes:

(Vv.2.1) Bt = wt Nt {(p@so x ne de individuosy DRde
(VeZ.2) W = 0,68x107° L‘L' (principio da Alametrie com
(V.2.3) N, = Noe'z" imartalidades e L dado por:
(V.2.4) Lf. = Lm{l — exp [ -k (!.—?.o)]} (comprimant o}

Segundo Welcomme (1979) o modelo foi aplicado para a
ecpécie FPolypterus senegalus e trouxe resultadoz com bpa aproximag3o
aos dados observados, dando uma produg3o de 528,54 kg/hectare—ano (taxa
ProdugXo/Biomassa = Q,55%) para o coeficiente de mortalidade Z = 0,04 e
281,63 kg/hectare-ano {(taxa P/B = 1,123) para I = 0,10.

No entanta, para n3o perder a caracteritica de
linearidade do modelo proposto em 1.2.68, nZ%o wutilizamos o modelo
apresentado pelas equagdes (V.2.1 - ¥.2.4), tendo em vista as
dificuldades que este traria para a implementag¢do do cgdédigo numérico
pelo fato da n3p linearidade gque aparece npesse wultimo. O gQue n3o
impede, contudo, a sua tentativa em futuros aperfeig¢oamentos do nosso
modelo. Mo presente momento, o modelo apresentado acima, serviu apenas
de base para a estimativa do parametro de crescimento da biomassa.

Concluida esta fase de 'garimpagem” na literatura
foi possivel ent3o ter uma idéia, em termos espectrais, do intervalo de
valores em que estavam compreendidos os parlmetros. Contudo, uma
questio continuwava em aberto, o coeficiente de difusio, que em termos
experimentais traz indmeras dificuldades metodoldgicas, tendo em vista

dois fatores, a saber:

- a caracteristica do movimento “browniano” associada a&ao termo que

modela o fendmeno de difus3og

— 0 intrincado balango entre espalhamento e concentrag¢®o (UOkubo, 1980),

associado a movimentagc®o de cardumes.
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Nessa primeira aproximagio, optamos ent3o por uma
relagdo linear entre a velocidade de migrag@o e o coeficiente de

difusio, isto <=
Vi = Kk o,

como Tarma de superar esta gquest3o para as simulagl®es que apresentamos
nos paragrafos seguintes, ji4 gue em termos praticos o que se tem & a
velocidade de invas3o populacional, devido tanto & migrag3o (tratada

pelo termo advectivo) gquanto & difus¥o (dada pelo laplaciano).

Em van den Bosch et al.(1990) & apresentada uma
golugdn analitica para uma equsg®c de dispers3c similar a equagio
({1.2.6), sobre dominios elipticos que, segundo os autores, teve boa
aproximag® para os dados observados, na modelagem de dispersio

de algumas populagBes terrestres e de aves.

& V.3 — RESULTADOS NUMERICOS - VIA GALERKIN STANDARD:

A resoluglio do sistema dado em (II1.1.5), a cada
iteragio, foi através do método LU (via software LINPACK: SG6ECO,
SGESL). A linguagem escolhida foi o FORTRAN & o programa foli compilado
em ambiente SPARC-S5tation/SUN; as visualizag®es graficas foram obtidas
com o uso do software MATHEMATIEA, disponivel nos eguipamentos do

LABMA.

Os parimetros utilizados estZo descritos nos guadros
gque acompanham s respectivos graficos € simulam os trés padr@es de
comportamento, a saber:

- nos graficos l1-a e 1-b (fig. 17 e 18) o0s exemplos s3o para as
populac®es mais sedentérias em termos migratdrios {(comportamento 1);

- nos graficos 2-a e 2-b (fig. 12 e 20) temos a situagio para
populag®des da categoria denominada " blackfish" (comportamento 21};

- e, finalmente, nous graficos 3-a e 3—-b (fig. 21 e 22) temos a situagio

referente as popula¢®es da categoria "whitefish" (comportamento 3).
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grafico 1-a, parametros
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gréfico 1-b, par&metros=

o = 0.0001 o = 0.14 a = 0.141 v, = 0.0 v, = 0.0
B = 0.01 B. = 1.0 = 0.1 B = 2.0
J J m ™m
At = 0.5 Ax = 0.08 Ay = 0.08 N de Peclet = ©-0
= 30 dus

42 156 413

fig. 18
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grafico 2-b, parametros:
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grafico 3-3a, parametros:
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grafico I-b, parametros:

a = ©0.001 o = 0.14 a = 0.15 v, = 0.0l v, = 0.0
B = 0.01 B, = 1.5 p_ = 0.0t B_= 0.0
At = 0.5 Ax = 0.10 Ay = 0.10 NS de Peclet = 1.0

= ds

fig. 22 (descendc < rio}
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As simulagBes apresentadas nos graficos anteriores
foram obtidas limitando-se a famllia de parametros apenas a certas
condig@es de forma a contormar os problemas de oscilagd@o numérica,
provenientes da interferéncia do termo advectivo da equag¢Zo. Para
outras familias onde ocorrem tais oscilag®es iremos recorrer ao Metodo

Upwind, cujos resultados est3o apresentados no pardgrafo seguinte.

§ V.4 — RESULTADAS NUMERICOS - VIA GALERKIN COM UPWIND:

Os resultados a seguir, foram obtidos através de um
cddigo numérico em FORTRAN, complilade em ambiente SPARC-Station/SUN,
onde optamos por resolver o sistema dado em (IV.4.4) a3 cada iteragzo,
via o método da fatoragZo L.U., tendo em vista & caracteristica
evolutiva do problema, onde a matriz & & Ffixa e o vetor cargs
resultante das operagdes 2.6 + 2 & atualizado a cada iteracio. As

integrais dadas pelos termos atf 6ij e di foram calculadas,

analiticamente, com ©o usec do software MATHEMATICA, bem como as

visualizag®es graficas.

Os parametros aqui utilizados, também est30
descritos junto aos graficos, simulando 0% trés padrfes de

comportamento, a saber:

- no grafica 4 (fig. 23} apresentamos um exemplo para aguelas

populag@es malis sedentarias em termos migratdrios (comportamento 1)

- no gr&afico § (fig. 24) o exemplo apresentado & para populag@es da

categoria denominada "blackfish" (comportamento 2);

- e, por fim, no grifico & (fig. 25) & apresentado um exemplo gue se

refere aAs populag®es da categoria "whitefish" {comportamento 3).
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grafico 4, parametrnsz

o = 0.000 o = 0.11 a = 0.10 v, = 0.0 v, = 0.0
p. = 0.1 g = 1.3 p = 0.0 B = 0.0
At = 0.5 Ax = 0.20 Ay = 0.20 NS de Peclet 0.0

fig. 23
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grafico 5, parametros
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o = 0.005 o = 0.1 a = 0.13 v, = 0.01 v, = 0.0
p = 0.0 g = 0.0 g = 0.1 g = 1.0

J J m m

At = 0.9 Ax = 0.2 Ay = 0.2 NS de Peclet 4.0

fig. 29
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§ V.5 - ANALISE DOS RESULTADOS:

A simulagio apresentada pelo grafico 1-a, onde
assumimos gque a area em estudo (dominio Q) estd fechada, isto £, n3o ha
migragdes nem na montante 2 nem na jusante, mostra um lento processo de
dispers3o na Arega, com D3 pelxes chegando nas margens apds 73 dias, ou

seja, bi{x,y) # Q0 para (x,y) &€ Fo e Fz guando £ 2 75. Além disso, a

tendéncisa num prazo maior, & uma distribui¢3o homogénea da biomassa no
dominio com um crescimento da biomassa ao longo do tempo, j& Que para
esta simulag3o consideramos a taxa de crescimento da biomassa maior que

a taxa de decaimento (a > ¢). 0 que foi comprovado para um numero Maior

de iteragdes, isto &, t > 300 dias.

JA para o grafico 1-b, h& uma distribuig3do mais
heterpgénea devido a imigrag3o gue aparece na montante e na jusante,
pois nesta simulagHo assumimos que os coeficientes de permeabilidade
tanto na jusante quanto na montante s3o n3oc nulos & que a biomassa
externa, mesmo constante, & maior qQue a biomassa interna, para o©

intervala de tempo considerado (t = 1950 dias).

No grafico 2-a, houve uma certa semelbanga, em
termos qualitativos, na distribuiglo da biomassa an compari—lo com o
grafico l-a, cuja principal diferenga foli que na simulag¢do dada em 2-a3
os peixes chegaram mais rapido nas margens (em t 2 30 dias). 0 que era
de se esperar, tendo em vista gque neste caso estamos consideranda a
migra¢Zo lateral. Agui também assumimos que o sistema & fechado, ou

seja, nAo ha permeabilidade nem pa jusante nem na montante.

A simulagfo apresentada pelo grafico 2-b, mostra uma
migra¢3o mais rapida ate as margens (bi(x,y) = QO para (x,y) < Fo e Fz ,
quando t 2 3 dias} do que a simula¢Zo dada em Z2~a, no entanto, como
nessa simulagio estamos assumindo gque a mortalidade ¢ maior que o
trescimento (a ¢ ¢), a biomassa wvai decair para zzero, excetc na

montante e em suwa vizinhan¢a, para t 2 200 dias.

o8



A simulag3o obtida no gr&ficeo 3-a mostra claramente
0 processo migratério rio acima e o processo de difus3o levando a uma
dispers3o lateral, aqui consideramos os coeficientes de permeabilidade
tanto na jusante como na montante, nEc nulos, o©o que possibilitou a
passagem dos peixes pela montante, levando a uma densidade de biomassa

muito baixa dentro do dominio, decorrido um tempo maior (t > 300).

No grafico 3-b, fizemos a simulag8o para a situagSo
inversa dagquela considerada em 3-a, ou seja, migra¢3o rio abaixo, cujos
resul tados também se mostraram satisfatédrios, isto &, dentro do que

estava previsto, qualitativamente.

Ascim, de um modo geral, os resultados obtidos via
Galerkin standard, em termos qualitativos, apresentaram resultados
de acordo com o esperado, tendo em vista os parimetros considerados.
Contudo, para os graficos Z2-a e 2-b, era de se esperar uma maior
guantidade de biomassa nas margens e menor para os nds mais proximos da
calba do rio, tendo em vista a caracterista do movimento migratdrio.

Uma explicag3o para ecte fato poderia ser a
combinag¢io dos parametros relativos aos termos de difus3ioc e advedcHo,
de modo a evitar as oscila¢g®es numéricas, © que levou a um certo
equilibrio entre estes termos acarretando, consequentemente, a
distribui¢io homogé&nea da biomassa, comd no grafico 2-a estabilizando
num valor constante (aqui, assumimos a = ¢} e declinando no grafico Z2-b

(aqui, ¢ 2 a).

Esta seria uma limitag3o do modelo, utilizando o
método de Galerkin standard, tendo em vista as caracteristicas dos
parametros e da equagZo gue modela o fendmeno, n8g obstante, as
simulagBes apresentadas, mesmo gque para populagcBes ficticias, podem
trazer embasamento tedrico para estudos de campo e, a partir destes,
calibrarmos o modelo para este primeiro métoedo, ou até mesmo refuta-lo

num caso extremo.

JA com o uso da técnica de upwind, os resultados
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numéricos apresentaram diferengas qualitativas mais relevantes para
cada tipo de comportamento considerado, com resul tados mals
satisfatdrios gque os obtidos, via Galerkin standard, principalmente

pelo maior grau de liberdade para a escolha dos parametros.

Nesse sentido, os resultados obtidos se mostraram
mals adeguados as situa¢®es consideradas, dentro do intervalo de tempo

utilizado para as simulagdes (cerca de 5 meses}.

Cabe agora, um trabalho conjunto com Ictidlogos,
visando ao aprimoramento do modelo e a obteng3oc de dados de campo para

uma comparagio mails realista.

De certo modo os resul tadaos obtidocs foram
animadores, mas ao mesmo tempo frustrantes. Frustrantes pelo fato de
nao haver dados para o estudo efetivo das populag¢®es envolvidss. E, por
outro lado, animadores porgque o esquema numérico funcionou bem e pode,
certamente, ser usado no estudoc das migrag®es guando um lago ¢ formado

pelo represamento de um rio.

Certamente podemeos afirmar gue este estudo indica
que nig basta 0 simples remanejamento, como ¢ de praxe, daguelas
papulagc@es humanas ribeirinhas gque tem na pesca importante complemento
alimentar. Por um lado h& um razoavel periodo para gque se complete a
migrag®oc em dire¢Z%w As novas margens. Por outro lado ha também
csemelhante periodo para que a densidade populacional atinja aqueles
niveis suficientes para gue a pesca se realize. Estas duas

caracteristicas aparecem de modo claro nas simulagies.



§ V.6 - CONCLUSOES:

Segundo Bazzoli et al.(1991), do ponto de vista
reprodutivo, entre os peixee de fecundag¢3o interna, para os quais ha
desova (que pode ser de dois tipos: total ou parcelada), um dos
provaveis impactos sobre a ictiofauna serd o predominico das espécies de

desova parcelada, as quais desovam preferencialmente em ambientes

lénticos (de bailxa correntesza).

Welcomme (1979%) classifica varias espécies,
categorizando-as de acordo com a forma de reprodugZo 8 dentre aguelas
de desova parcelada h& uma certa predominancia para os da categoria
"blackfish", ou seja, possivelmente para a situac¥o de represa terlamos
o predominioc de populagdes com padr3o migratério lateral {buscando as

margens).

Quanto ap modelo, este poderX trazer avangds para
estudos e simulac@es, tanto nmno caso de represamento (antes que o fato
se dé), como no caso de introdugdo de espécies exdticas, de forma a
contribuir com a previs3io de poussiveis danos ambientais ou impactos
ecolédgicos, evitando assim prejuizos as populagcd®es ribeirinhas que tem

no peixe, componente importante de sua dieta,

Além disso, com O aprimoramento do presente
programa, este poderi ser bastante “til no manejo e monitoramento de
ecossistemas, para uma melhor utilizag®o deste enorme potencial ja
instalado, na producio de recursos pesgueiros, como fonte de recursos
renovaveis dentro dessa nova otica de ecodesenvolvimente (Sachs, 1923),

ou desenvolvimento sustentado, que se coloca na ordem do dia.



APENDICE

Apresentamos a seguir a listagem do programa-fonte,
codificado para FORTRAN, para a discretizagB®o espacial via Galerkin

standard e discretizag¢io temporal via Crank-Nicolson.

PROGRAM ELEFIN

PROGRAMA PARA ELABORAR E RESOLVER UM SISTEMA DE EQUACUOES LINEA-
RES, NA FORMA MATRICIAL, ASSOCIADO A FORMULACAD VARIACIONAL DO
FROBLEMA DE vALOR DE CONTORNO, QUE MODELA A DISPERSAD DA BIO-
MASSA DE PEIXES NUM LAGO FORMADO POR REPRESAMENTO DE RIO, USAN-
DO O METODO DE GALERKIN STANDARD PARA A DISCRETIZIACAO £SPACIAL,
COM UMA MALHA DE ATE 400 NOS, E CRANK-NICOLSON PARA A DISCRETI-

IACAT TEMPGRAL.

1 - Parametros do modelo:

CD = gcoeficiente de difusibilidade

By = " de permeabilidade ra jusante

Bm = " de " na montante

R = taxa intrinseca de crescimento da biomassa

S = coeficiente de predacao ou decaimento

Y1l = componente na direcao do eixo—X, da velocidade

V2 = " na " do eixo-Y, da "

Ui = biomassa da jusante (rio abaixo)

Unm = biomassa da montante (rip acima)

X{i) = distribuicaoc inicial da biomassa na represa
2 - Parametros da discretizacao:

NX numero de subintervalos no eixo—-¥

NY = numero de subintervalos no eixo-Y

********************************************

3 = Variavels da discretizacao:

I7 = contador dac iteracoes
DT = intervalo temporal
DX = comprimento de cada subintervalo no sixo-X
DY = " de cada " no elxo-Y
NT = numero de Elementos Finitos no dominio discretizado
NN = " de nos do dominio discretizado
MALHA = matriz malha

4 - Variaveis do sistemas
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Matriz de rigidez
Matriz Secundaria

= VYetor solucaoc do sistema para a IT-esima iteracao
L., AM, BN, P, O, VR = Vetor e Matrizes auxiliares

A
B
X
A

PARAMETER (MAX = 400, 3)

N =
IMPLICIT REALX4 (A-H, 0-2)

DIMENSION Z(MAX), IPVT(MAX)
COMMON /MAT/A(MAX,MAX) , B(MAX,MAX) ,D(MAX) , X (MAX),Y (MAX)
COMMON /SUB/AL(N,N), AM(N,N), AN(N,N}, P(N), Q(N), VR(N)
COMMON /VARL/NX, NY, NT, NN, NXM1, NYM1, NNY,NNYML,IT,ITMAX
COMMON /VAR2/CD,S,R,v1,v2,BJ,UJ,BM,UM,DX,DY,DT,BIN

COMMON MALHA (MAX ,N)

DATA A,B,D,X/320800%0.0/

Abertura do argquivo de dados
OPEN(I, FILE = "solucaonil’, STATUS = "new’)

Chamada da subrotina para entrada de dados e condicao inicial

CALL INICIO

Chamada da subrotina para elaborar a matriz malha

CALL MALHAM

Chamada da subrotina para elaborar a matriz de rigidez

CALL RIGIDEZ

Chamada da subrotina para a fatoracao L.U. de A:

CALL SGECO(A,MAX,NN, IPVT,RCOND,Z)
Chamada de subrotinas para o produto e resolucaoc:

DG S50 IT = 1, ITMAX
CALL PROD
CALL SGESL (A,MAX,NN,IPVT,Y,0)
DO 60 I = 1, NN
WRITE(1,70) Y(I)
DO 50 1 = 1, NN
X(I) = ¥(I)
FORMAT(E10.4)
END FILE(1)
CLOSE(1)
END

SUBROUTINE INICIO



PARAMETER (MAX = 400, N 3}

IMPLICIT REALX4 (A-H, 0-Z)

COMMON /MAT/A(MAX,MAX) ,B(MAX,MAX) ,D(MAX) , X (MAX), Y(MAX)
COMMON /SUB/AL(N,N), AM{N,N}, AN(N,N}, P(N), G(N), VR(N)
COMMON /VARL/NX, NY, NT, NN, NXM1, NYM1, NNY,NNYMi,IT,ITMAX
COMMON /VARZ/CD,S,R,V1,v2,8J,0J,BM,UM,DX,DY,DT,BIN

LR

10

15

20

25

30

35

40

45

S0

55

COMMON MALHA{MAX ,N)

Entrada, via teclado, dos parametros do modelo

WRITE(6,10)

FORMAT(® Coeficiente de Difusao, CD
READ (S5,%) CD

WRITE(6,153)

FORMAT(  Mortalidade devido a migracan, s

READ (5,%) S

WRITE({&5,20)

FORMAT(  Taxa de crescimento da Bioumassa, R
READ (S,%) R

WRITE(6,25)

FORMAT( " Coeficiente de permeab., na jusante, Bj

READ (5,%) BJ

WRITE(&6,30)
FORMAT{  Populacao externa na jusante,
READ (9,%) UJ

WRITE{(6,35)
FORMAT(  Coeficiente de permeab. na montante,
READ (5,%) BM

WRITE{&,40)
FORMAT{ " Populacao externa na montante,
READ (5,%) UM

WRITE(&,45)
FORMAT(" Componente V1, na direcao do eixo-X%,
READ (5,%) V1

WRITE(&,30)

Ui

Bm

Vi

FORMAT(  Eomponente V2, na direcao do eixo-Y, V2
READ (5,%x)} V2

WRITE(&6,55)

FORMAT( ' Intervalo temporal, DT

READ (5,%) DT

Entrada, via teclado, das dimensoes do dominio



E3

WRITE{&,50)
&0 FORMART(  Valor maximo de X, XM
READ (S,%} XM

It

WRITE(SE,62)
62 FORMAT( " No. de subintervalos em X, NX = ")
READ (3,%) NX

WRITE(S6,4&4)
&4 FORMAT{* Valor maximo de Y, ¥YM = ")
READ {(5,%}) YM

WRITE(&,65)
65 FORMAT(‘ No. de subintervalos em Y, NY = )
READ (5,%) NY

WRITE(6,70)
70 FORMAT(’ Nao. maximo de iteracoes, ITMAX = °)
READ (5,%) ITMAX

WRITE(&,75)
75 FORMAT{ ' Biomassa inicial, B{x,y,0) = ")
READ {5,%} BIN

Calculo das variaveis da discretizacao:
DX
Dy
NXMLI = NX + 1
NyYyMi = NY + 1

AM/NX
YM/NY

numero de elementos finitos

NT 2ANXENY

i

numero de nos
NXMLIXNYM1

i

NN

Preparacao da condicao inicial

NNY = NYM1/2

NNYML = NNY + 1

DO BO I = 0O, NX

XINYMI¥I+NNY) = BIN
a0 XINYMLIkI+NNYML) = BIN

WRITE(1,%) NN

WRITE(1,%) NYM1

WRITE(l,%) ITMAX

DO 90 I = 1, NN

F0 WRITE(L1,100) X(I)}
100 FORMAT(E1Q.4)

RETURN

END

SUBROTINA P/ CALEULO DA MATRIZ MALHA DO DOMINIO DISCRETIZIADO
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SUBROUTINE MALHAM

10

PARAMETER (MAX

= 400, N = 3)

IT REALXE (A-H, 0O-1)

IMPLIC
COMMON /MAT/A{MAX,MAX) ,B(MAX,MAX) ,D{MAX}, X (MAX),Y(MAX)
COMMON /SUB/AL{N,N), AM(N,N), AN(N,N), P(N), Q(N), VR(N)
COMMON /VARL/NX, NV, NT, NN, NXML, NYML, NNY,NNYM1,IT,ITMAX
COMMON /VARZ/CD,S,R,V1,v2,BJ,UJ,BM,UM,DX,DY,DT,BIN
COMMON MALHA(MAX ,N)
NYM1 = NY + 1
K =20
DO 10 J = 1, NX
DO 10 I = 1, NY

K=K+ 1

MALHA{K,1) = (J — L1)Y%NYM1 + I

MALHA(K,2) = JXNYML + I

MALHA(K,3) = (J - 1)XNYM1 + I + 1

K =K + 1

MALHA(K, 1) = JKNYML + I + 1

MALHA(K,2) = (J-1)KNYML + I + 1

MALHA(K,3) = J¥NYMi + I
RETURN
END
SUBROUTINE RIGIDEZ
PARAMETER (MAX = 400, N = 3)
IMPLICIT REAL¥4 (A-H, 0-Z)
COMMON /MAT/A{MAX,MAX) ,B(MAX,MAX) ,D(MAX) , X (MAX) ,Y{(MAX)
COMMON /SUB/AL(N,N)Y, AM{N,N), AN(N,N), P(N), G(N), VR(N)
COMMON /VARLI/NX, NY, NT, NN, NXML, NYML1, NNY,NNYML1,IT,ITMAX
COMMON /VARZ/CD,S,R,V1,v2,BJ,UJ,BM,UM,DX,DY,DT,BIN
COMMON MALHA(MAX ,N) :

10

Definicao das matrizes auxiliares ¢/0 valor das integrais locais

Do 10
DO

CONTIN

DEFININDO A MATRIZ M{I1,J)

1 =1, 3
103 =1, 3
IF (1.EQG.J) THEN
AM(I,J) = DX*DY/12
ELSE
AM(1,J) = DXXDY/24
ENDIF
UE
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DEFININDD A MATRIZ N(I,J)

AN(1,1) = (DX/DY + DY/DX)/2
AN(1,2) = —-DY/(2%DX)
AN(1,3) = —DX/(2%DY)
AN(2,1) = AN(1,2)
AN(2,2) = -AN(1,2)
AN(2,3) = 0.0
AN(3,1) = AN(1,3)
AN(3,2) = 0.0
AN{3,3) = —AN(1,3)

DEFININDO AS MATRIZES P(I,J) e Q(1,J)
P(1) = -DY/6
P(2) = -P(1)
P(3) = 0.0
@(1) = -DX/6
Q(2) = 0.0
Q{(3) = -Q(1)

DEFININDO A MATRIZ L{1,J)

AL(1,1) = DY/3
AL(1,2) = 0,0
AL(1,3) = DY/6
AL(3,1) = AL(1,3)
AL(3,2) = AL(1,2)
AL(3,3) = AL(1,1)
DO 20 I =1, 3

DEFININDO O VETOR R(TI)

VR{1l) = DY¥/2
VR(2) = O
VR(3) = VR(1)

Calculo dos parametros p/ elaborar a matriz de rigidez

PR1 = DT%{(8 — R)/2
PR2 = DT/2

PR3 = CDXxDT1/2

PR4 = VikDV/s2

PRS = v2xDT/2

Elaborando a matriz de rigidez ® a matriz secundaria

DO 70 IND

(para os elementos na fronteira X =

= 1, ZXNY



60

70

»® W M

ITR
ITF
DO 70

MOD{ IND,?2)
(-1)%X{ITR+1)
ILoc = 1, 3
IG = MALHA(IND,ILOC)
IR = IG ~ NYMLk(IG/NYM1)
DO 60 JLOC = 1, 3

JG = MALHA(IND,JLOC)

ALOC = (1+PR1)¥AM(ILOC,JLOC) + PR3I¥AN(ILOC,JLOC)
+ PRA}XP{ILOC)IX*ITF
BLOC = (1-PRL)*AM({ILOC,JLOC) — PR3IXAN{(ILOC,JLEC)

- PR4XxP{JLOC)XITF

IF({IR.LE.NNY).AND. (IR.NE.Q) )} THEN
ALOC = ALOC - PROXxQ(JLOC)YXITF

BLBC = BLOC + PRS¥Q(JLOC)XITF
ELSE

ALOC = ALOC + PROXQ(JLOC)Y*ITF

BLOC = BLOC - PROXxG(JLOC)XITF
ENDIF

IF{(ITR.EQ.1)THEN
ALOE = ALOC
BLOC = BLOC

+

BM¥PRZXAL ¢ I1.0€,JL.0C)
BMAPRZ2XxAL (ILOC,JLOC)

ENDIF
A(IG,JG) = A(IG,JG}Y + ALOC
B(I1G,JG) = B(I1G,JG) + BLOC
CONT INUE

IF(ITR.EG. 1) THEN
DLOE = UMXxBMxDT¥VR(ILOC)
ELSE
pLoc
ENDIF
D{1IG) = D(IG) + DLOC

0

Calculo para os elementos compreendidos entre

DO B8O IND =
ITR =

X >0 e X < XM

2KNY+1, NT-2%NY
MOD ( IND, 2)
(~1)¥%{ITR+1)

ILoc = 1, 3

= MALHA(IND, ILOC)

= IG ~ NYMLK{IG/NYM1)
80 JLOC = 1, 3

JG = MALHA(IND,JLOC)

ALOC = (1+PRL)¥AM(ILGC,JLOC)+PR3IXAN(ILOC,JL0C)
+ PRAXP(JLOC)XITF
BLOC = (1-PR1)*xAM(ILOC,JLOC)-PR3IXAN{ILOC,JLOC)

- PR4¥P(JLOC)XITF

IF((IR.LE.NNY).AND.(IR.NE.O) ) THEN



ALOC = ALDOC - PR3*Q(JLOC)*ITF
BLOC = BLOC + PROX¥Q(JLOCHIXITF
ELSE
ALOC = ALOC + PRSXG(JLOC)IXITF
BLOC = BLOC — PRSXQ(JLOC)*ITF
ENDIF
X
A(IG,JB) = A(IG,JE) + ALDBC
80 B(IG,J6) = B(1G6,JG) + BLGC
X
X Calculo para os elementos na fronteira X = XM
¥
DO 100 IND = NT+1 - 2%NY, NT
ITR = MOD({IND,2)
ITF = (-1)%%x(ITR+1)

DO 100 ILOC = 1, 3
IG = MALHA(IND,ILQOC)
IR = IG - NYMik(IG/NYML)
DO 90 JLOC = 1, 3
J6 = MALHA(IND,JLOC)

ALOC = (1+PR1I)Y¥AM(ILOC,JLAC) + PR3I¥AN{ILOC,JLOC)
$ + PRARP({JILOC)%ITF

BLOC = (1-PR1)}XAM(ILOC,JLOC) - PRIxAN(ILOC,JLOC)
% - PRA¥P({JLOC)XITF

IF((IR.LE.NNY).AND.{IR.NE.OQ) ) THEN

ALGC = ALOC — PRS*G(JLOC)YXITF

BLOC = BLOC + PRSAA(JLOC)XITF
ELSE

ALOC = ALOC + PROSXQ(JLOC)XITF

BLOC = BLOC - PR3XQ(JLOC)XITF
ENDIF

IF(ITR.EG.Q)}THEN :
ALOC + BJXPRZ¥AL(ILGCC,JLOC)

ALOC =
BLOC = BLOC - BJXPRZ¥AL(ILOC,JLOC)
ENDIF
A(IG,JG) = A(IG,JG) + ALOC
B(!1G,JG6) = B(IG,JG} + BLOC
g0 CONTINUE

IF(ITR,EQ.O)THEN
DLOC = UIXBJI*DTXxVR({ILOC)
ELSE
DLOC = O
ENDIF
100 D(IG) = D(IG) + DLOC

RETURN
END

SUBROUTINE PROD



PARAMETER (MAX = 400, N 3}

IMPLICIT REALX4 (A-H, 0O-I}

COMMON /MAT/A(MAX,MAX), B(MAX,MAX), D(MAX), X(MAX), Y(MAX)
COMMON /SUB/AL(N,N), AM{N,N}, AN(N,N), P(N), GQ(N}, VR(N)
COMMON /VAR1/NX, NY, NT, NN, NXM1, NYML, NNY,NNYML1,IT,ITMAX
COMMON /VAR2/€D,S,R,V1,V2,BJ,Ud,BM,UM,DX,DY,DT,BIN

COMMON MALHA{MAX ,N)

DG 20 I = 1, NN

S =0
DO 10 J = 1, NN
10 S =8 + B(I,J)%X(J)
20 Y(I}) = D{(I) + S
RETURN

END

70



A listagem a sequir, & o programa fonte, para a
linguagem Fortran, usando a técnica do Upwind de forma a2 suprir o

possivel aparecimento de oscila¢gdes numéricas.

FPROGRAM SUPG4

k=m=====-=m==m======= Programa pr‘j_ncipal E=om=====o===ow====
*==:‘L‘-===ﬂ==:=====‘_‘:::::=:==============:=======:==3===ﬁ==':ﬂ==2=========2
X PROGRAMA PARA APROXIMAR SOLUCAD DO PVC OBTIDO PARA UM MODELDO DE
¥ DISPERSAD DE PEIXES NUM LAGO FORMADO POR UMA REFPRESA HIDRELETRI-
¥ CA, USANDO METODO UPWIND E CRANK-NICOLSON, COM ELEMENTOS FINITOS
¥ DE 1A, ORDEM.
*====:—_===============:===:=:::==:==:===:===:==::::.—;::::::::::::::::::::
PARAMETER (MAX = 60, N=3)
IMPLICIT REALX4 (A-H,0-2)
COMMON /MAT/4(MAX,MAX),B(MAX,MAX), D(MAX), X{MARX), Y{MAX)
COMMON /SUB/ALI(N,N), ALS{N,N), AMI(N,N), AMS(N,N), ANI{N,N),
$ ANS{N,N) ,PIN{N,N) ,PSU{N,N) ,OIN{N,N} ,G5U{N,N}),R{N}
COMMON /VARL/CD,S,7TAX,V1,V2,PERJ,BIOJ,PERM,BIOM,BIN
COMMON /VARZ/DX,DELX,DY,DELY ,DT  NX  NY  NN,NT ,NXM1,NYML,IT,ITMAX
COMMON MALHA(MAX,N), Z{(MAX), IPVT(MAX)
DATA A, B/7200%0.0/
bATA X, D/120%0.0/
*
¥ Abertura do argquivo de dados
X
OPEN(1l, FILE = ‘solucap2.dat’, STATUS = "NEW")}
CALL INICIO
- —————.---———_————_——_—— e ————— e —
¥ Chamada da subrotina MALHAM
* ______________________________________________________________________
CALL MALHAM
B o o e
X Construcao das submatrizes
B e o e e e e
CALL EONSTRU
* _______________________________________________________________________
¥ Construcasc da matriz de rigidez
* _______________________________________________________________________
CALL RIGIDEZ
B e e e e e o e e
X Obtendo & fatoracao LU da matriz "A"
* ______________________________________________________________________

CALL SGECO(A,MAX,NN,IPVT,RCOND,Z)
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* ______________ o e e e e e e o o e e i —— — — — h o —— e et A e e e e i
X RESOL VENDD O SISTEMA VIA L.U

JadB = 0
DO 30 IT = 1, ITMAX
CAL.L PROD

CALL SGESL{A,MAX,NN, IPVT,Y,J0B)
bd 40 1 = 1, NN

40 WRITE{1,70) Y(I)
DO 50 I = 1, NN
S0 X(I) = ¥(I)
END FILE(1)
CLOSE(1)
70 FORMAT (E10.4)
END
f====r===canossr s ms oo MSs o TS ESsT oo s o C oS SaMsS oo ECooSEZSSESSCSEESSDSsS====
X SUBROTINA PARA OBTENCAO DUS DADOS INICIAIS
* ______________________________________________________________________
SUBROUTINE INICID
PARAMETER (MAX = &0, N=3)
IMPLICIT REAL¥4 (A-H,0-7)
COMMON /MAT/A(MAX,MAX) ,B{MAX,MAX), D(MAX), X(MAX), Y(MAX)
COMMON /SUB/ALI(N,N), ALS(N,N), AMI(N,N), AMS(N,N), ANI(N,N),
% ANS{N,N) ,PIN{N,N) ,PSU(N,N),RIN{N,N) ,GSU(N,N) ,R{N)
COMMON /VAR1/CD,S,TAX,Vv1,VZ,PERJ,BICJ,PERM,BIOM, BIN
COMMON /VARZ/DX,DELX,DY,DELY ,DT,NX,NY ,NN,NT ,NXML,NYML,IT,ITMAX
COMMON MALHA(MAX,N), Z(MAX), IPVT{MAX)
¥

Entrada dos parametros do problema, via teclado

L3

WRITE{(*,10}
10 FORMAT( " Coeficiente de Difusao, cD

READ(%, %) CD

I
"
St

WRITE(%,15)
15 FORMAT(" Mortalid. devido a migracao, S
READ(X,%) S

|
St

WRITE(%,20)
20 FORMAT(  Tara de cresc.da Biomassa, TAX
READ{ X, %) TAX

"
et

WRITE{(%,25)
25 FORMAT( ' Coef. de perm.na jusante, PERJ = ")
READ(X,%)} PERJ

WRITE(%,30)
3Q FORMAT (" Pop. externa na jusante, BIOJ
READ(x,x) BIQJ

i
"
bl
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45

50

35

50

65

70

80

90

75

WRITE(%,35)
FORMAT(® Coef.de perm.na montante, PERM
READ (%, %) PERM

WRITE(%,40)
FORMAT(  Pop. externa na montante, BIOM
READ(x, %) BIOM

WRITE(x,45)
FORMAT(® Comp.V1l, na dir. do eixo—X, Vi
READ(x,%) V1

WRITE(¥,50)
FORMAT(‘ Comp.Y2, na dir. do eixo-Y, VZ
READ (%, %) V2

WRITE(%,53}
FORMAT(' Intervalo temporal, DT
READ(%,%} DT

Entrada, via teclado, das dimensoes do dominilo

WRITE(X%,460)
FORMAT(® VYalor maximo de X, XM
READ(Xx,Xx) XM

WRITE(%,5895)
FORMAT(’ No. de subintervalos em X, NX
READ{X, %) NX

WRITE(%,70)
FORMAT{' Valor maximo de Y, YM
READ (% ,%) ¥YM

WRITE(%,80}
FORMAT(* No. de subintervalos em Y, NY
READ(Xx,%) NY

WRITE(*x,70)
FORMAT(’' MNo. maximo de iteracoes, ITMAX
READ{¥,%x} ITMAX

WRITE(*%,73)
FORMAT(  Biomassa inicial, B{x,¥,0)}
READ(X,%) BIN

Calculo das variaveis da discretizacao:

DX =

DY = YM/NY
NXM1 = NX + 1
NYML = NY + 1
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¥ Calculo dos pesos de upwinding
X
IF(V1I.NE.O)THEN
AUXL = 1 - Z2%CD/ABS({(V14DX)
IF(AUX1.5T.0)}THEN
DELX = AUX1
ELSE
DELX = 0.0
ENDIF
EL.SE
DELX = 0.0
ENDIF
X
IF(VZ.NE.Q) THEN
AUX2 = 1 — 2Z2xCD/ABS(V2%DY)
IF{AUX2.6T.0) THEN
DELY = AUXZ
ELSE
DELY = 0.0
ENDIF
ELSE
DELY = 0.0
ENDIF
¥
X rumero de elementos finitos
L]
NT = Z2ZXNXENY
3
X numero de nos
X
NN = NXMLENYML
WRITE (1,%) NN
WRITE (1,%) NYM1
WRITE (1,%) ITMAX
X
¥ Preparacac da condicao inicial
%
DO 100 I = O, NX
1090 X(IRNYM1L + 1) = BIN
DO 110 I = 1, NN
110 write{1,120} X(1)
120 FORMAT {(E£10.4)
RETURN
END
A oo s S S S S E EE S T S S S  es  Ce r — C ET C o RS o E RS s ST S S =SS oS == =====
SUBROTINA P/ CALCULO0 DA MATRIZ MALHA DO DOMINIQ DISCRETIZADO
f———_—— e —— e ———————————_———— ——— -

SUBROUTINE MALHAM
PARAMETER (MAX = 60, N=3)

IMPLICIT REALX4 (A-H,0-Z)
COMMON YMAT/A(MAX,MAX) ,BIMAYX,MAX), D{MAX), X{MAX}, YI(MAX)

74



o

ki

1¢

COMMON /SUB/ALI{N,N), ALS{N,N), AMI{N,N), AMS(N,N), ANI(N,N},
ANS(N,N} ,PIN(N,N) ,PSU(N,N) ,QIN{N,N) ,RSU(N,N) ,R{N)

COMMON /VAR1/CD,S,TAX,VL,VZ2,PERJ,BI0J,PERM,BIOM, BIN

COMMON /VAR2/DX,DELX,DY,DELY,DT,NX,NY,NN,NT ,NXM1,NYML,IT,ITMAX

COMMON MALHA(MAX,N), Z(MAX}, IPVT(MAX)

K =0
DO 10 J = 1, NX
DO 10 I = 1, Ny

K = K + 1
MALHA(K,1) = (J — 1)%NYML + I
MALHA(K,2) = JXNYM1 + I
MALHA(K,3) = (J — 1)%ANYML
K = K + 1
MALHA(K,1) = JXNYM1 + I +
MOLHA(K,2) = (J—-1)&NVYM1 + I + 1
MALHA(K,3) = JANYML + I

+
[
+
[

[

RETURN
END

SUBROUTINE CONSTRU

PARAMETER (MAX = 60, N=3)

IMPLICIT REALX4 (A-H,0-Z)

COMMON /MAT/A(MAX ,MAX) ,B(MAX,MAX), D(MAX), X(MAX}, Y(MAX)

COMMON /SUB/ALT(N,N), ALS(N,N), AMI(N,N), AMS(N,N), ANI(N,N},
ANS (N,N}, PIN{N,N) ,PSU(N,N) ,GIN(N,N) ,QSU(N,N} ,R{N)

COMMON /VARL1/CD,S,TAX,V1,V2,PERJ,BI0J,PERM,BIOM,BIN

COMMON /VAR2/DX,DELX,DY,DELY DT ,NX ,NY , NN, NT , NXM1 ,NYM1 , 1T, ITMAX

COMMON MOLHA{MAX,N), Z{(MAX), IPVT{MAX)

Definicao das matrizes auxiliares ¢/o valor das integrais locais

DEFININDO AS MATRIZES ALI(I,J) = ALS(I,J)

ALI(1,1) = (1 - DELY)*DY/3
ALI(1,2) = 0.0

ALI(1,3) = (1 - ZXDELY)XDY/6
ALI(3,1) = (1 + 2%DELY)XDY/&
ALI(3,2) = 0.0

ALI(3,3) = (1 + DELY)XDY/3
ALS(1,1) = ALI(3,3)

ALS(1,2) = 0.0

ALS(1,3) = ALI(3,1)

ALS(3,1) = ALI(1,3)

ALS(3,2) = 0.0

ALS(3,3) = ALT(1,1)
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Dg 10 J =1, 3
ALTI(2,d)
ALS(2Z,d)

ol

0.0
0.0

DEFININDO AS MATRIZES AMI{I,J) e AMS(I,J)

AMI{1,1) = (5 — 4%XDELX — A4XDELY)XDXXDY/&0

AMI{1,2) = (5 — B¥DELX — A4XDELY)XDX*DY/120
AMI(1,3) = (5 - 4%xDELX — B%DELY)*¥DX%DY/120
AMI(2,1) = (5 + DKDELX)¥DX%DY/120

AMI(2,2) = (5 + 4%DELX)XDX*DY/&0

AMI{2,3) = (5 + 4%DELX)¥DXXDY/120

AMI(3,1) = (5 + B¥DELY)}XDX¥DY/120

AMI(3,2) = (5 + AXDELY)}XDX%DY/120

AMI(3,3) = (5 + 4XDELY)XDX*DVY/40

AMS(1,1) = (5 + 4%DELX + 4XDELY)XDX%DY/60

AMS(1,2) = (5 + BXDELX + 4XDELY)%DX*DY/120
AMS(1,3) = (5 + 4xDELX + BXDELY)XDXXDY/120
AMS(2,1) = (5 - BXDELX)}XDX*DY/120

AMS(2,2) = (5 — 4%DELX)¥DX*¥DY/&0

AMS(2,3) = (5 - 4%DELX)¥DX¥DY/120

AMS(3,1) = (5 - BXDELY)XDX¥DY/120

AMS({3,2) = ({9 - 4XDELY)}XDX*DY/120

AMS(3,3) = (35 — 4%DELY)%DX%DY/60

DEFININDDO AS MATRIZES ANI(I.J) e ANS{(I1,J)

ANI(1,1)=(3%DXKDX-A%DELXKDXXDX+3XDYXDY-AXDELYXDYXDY )/ (6XDX*¥DY)
ANI(1,2)=(-3+4%DELY)%DY/ (&XDX)

ANI(1,3)=(~-3+4XDELX)XDX/ {(&XDY)

ANI(2,1)= ZXDELXXDX/(3%DY) - DY/ {(2%DX)

ANI(2,2)= DY/ (2¥DX)

ANI(Z2,3)=—2%DELXXDX/{3%DY)

ANI(3,1)= 2%DELYXDY/(3XDX) - DX/ {(ZXDY)
ANI(3,2)=—2%DELYXDY/ (3%DX)

ANI(3,3)= DX/ (2%DY)

ANS(1,1)=(3KkDXKDX+4%DEL X*DXKDX+3%¥DYXDY+AKDELYXDYXDY )/ (6XDX%DY)
ANS(1,2)=(-3-4%DELY ) XDY/ (&6XDX)

ANS(1,3)=(-3-4%DELX)XDX/ (&XDY)

ANS(2,1)=—2X¥DELXX¥DX/ {3%DY} — DY/(2%DX)

ANS(2,2)= DY/(2%DX)

ANS(2,3)= 2XDELXXDX/(3XDY)

ANS(3,1}=-2%DELY%DY/ (3XDX) — DX/ (2%DY)

ANS(3,2)= Z¥DELYXDY/(3%DX)

ANS(3,3)= DX/(2%DY)

DEFININDO AS MATRIZES PIN(I,J) e PSU(I1,J)
(—1+DELX+DELY ) ¥DY /&

{1-DELX-DELY}*DY/46
—(1+DELX}XDY/ 6

PIN(i,1)
PIN(L1,2)
PIN(2,1)
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PIN(2,2) = (1+4DELX)XDY/&
PIN(3,1) =-(1+DELY)XDY/6
PIN(3,2) = (i1+DELY)XDY/6.0
PSU(1,1) = (L+DELX+DELY)%DY/6
PSU(1,2) =—(1+DELX+DELY)}¥DVY/6
PSU(Z2,1) = ( 1-34DELX)*DY/&
PSU(2,2) = (~1+3%DELX)¥DY/&
PSU(3,1} = ( 1-3%DELY)%DY/&
PSU(3,2) = (—1+3Z%DELY)XDY/4

DO 20 I = 1, 3
PIN(I,3) = 0.0
20 PSU(I,3) = 0.0

DEFININDD AS MATRIZES GIN(I,J) e GSU(I,J)

QIN(1,1) = (-1+DELX+DELY)*DX/6
QIN(1,3) = ( 1-DELX-DELY)}XDX/&
RIN(2,1) =-(1+DELX)XDX/6
QIN{2,3) = {(1+DELX)XDX/6
GIN(3,1) =—(1+DELY)}XDX/&
BIN(3,3) = (1+DELY)XDX/6
QSU(1,1) = (1+DELX+DELY)XDX/&
QSU(1,3) =—(1+DELX+DELY)XDX/6
ASU(2,1) = ( 1-DELX)¥DX/&
ASU(2,3) = (—1+DEL.X)*DX/6
asu(3,1) = { 1-DELY)XDX/&
BSU(3,3) = (-1+DELY)XDX/6
DO 30 I = 1,3
QIN(I,2) = 0.0
30 @suU(I,2) = 0.0

DEFININDD O VETOR R(I)

R(i) = (3-4%XDELY)%DY/&
R(2) = 0O

R{3) = (3+4%DELY)¥DY/&
RETURN

£END

SUBROUTINE RIGIDEZ

PARAMETER (MAX = &0, N=3)

IMPLICIT REALX4 (A-H,0-2)

COMMON /MAT/A(MAX,MAX),B(MAX,MAX), D(MAX), X{(MAX), Y(MAX)

COMMON /SUB/ALI(N,N), ALS(N,N}, AMI{N,N}, AMS(N,N), ANI(N,N),
$ ANS (N,N) ,PIN(N,N) ,PSU(N,N) ,QIN({N,N) ,GSU(N,N)} ,R(N)

COMMON /VAR1/CD,S,TAX,V1,V2,PERJ,BIOJ,PERM,BIOM,BIN
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COMMON /VARZ/DX,DELX,DY,DELY DT ,NX,NY NN,NT,NXML,NYML,IT,ITMAX
COMMON MALHA(MAX ,N), Z{(MAX), IPVT{MAX)

PR
PR2
PR3
PR4
PRS

CALCULD DOS PARAMETROS P/ ELABORAR A MATRIZ DE RIGIDEZ

= DT%(S - TAX)/2
= D¥/2
= CDxDT/2
= V1xD7/2
= V24DT/2
ELABUORANDDO A MATRIZ DE RIGIDEZ E A MATRIZ SECUNDARIA
{para os elementos na fronteira X = Q)
DO 20 IND = 1, Z2¥NY
ITR = MOD(IND,2)

DO 20 ILOC = 1, 3
16 = MALHA(IND, ILOC)
DO 10 JLOC = 1, 3
JG = MALHA(IND,JLOC)

IF(ITR.EG. 1) THEN

ALOC= ( 1+PR1) *AMI ( ILOC, JLOC) +PR3I*ANI{ 1LOC, JLOC)
+ PR4XPIN(ILOC,JLOC) + PRS¥GIN(ILOC,JLOC)
+ PERM¥PR2¥ALI(ILOC,JLOC)

BLOC=(1-PR1)¥AMI(ILOC, JLOC)-PR3XANI ( [LOC,JLOC)
- PRAXPIN(ILOC,JLOC) — PRS¥QIN(ILOC,JLOC)
—- PERMXPRZXALI(ILOC,JLOC)

ELSE

ALOC=(1+PR1)¥AMS{ ILOC,JLOC) +PRI*ANS( ILOC,JLOC)
+ PRAXPSU(ILOC,JLOC) + PRSXESU(ILOC,JLOC)

BLOC=(1-PR1) XAMS ( ILOC, JLOC ) -PR3¥ANS ( ILOC, JLOC)
- PR4*PSU(ILOC,JLOC) - PRS5XQSU(ILOC,JLOC)

ENDIF
A(IG,I6)Y = A(IG,JG) + ALOC
B(IG,JG) = B(1G,JG) + BLOC

IF(ITR.EQR.1)THEN
DL OC = BIOMXPERMXDTXR(ILOC)
ELSE
DLOC = 0
ENDIF
D{IG) = D(IG) + DLOC

Calculo para os elementos compreendidos entre
X > 0 e X < XM

DO 30 IND = 2%¥NY+1, NT-ZkNY
ITR = MOD(IND,?2)
DO 30 ILOC = 1, 3
IG = MALHA(IND, ILOC)
DO 30 JLOC = 1, 3
JG = MALHA({IND,JLOC)

e



IF(ITR.EQ.1)THEN
ALOC=(1+PR1)Y*AMI (ILOC,JLOC)+PRIYANI(ILOT,JLOC)
% + PR4XPIN(ILOC,JLOC) + PRS¥QIN(ILOC,JLOC)
BLOC=(1-PR1)}xAMI (ILOC,JLOC)-PR3¥ANI (ILOC,JL0OC)
% - PR4XPIN(ILOC,JLOC) - PRSXGIN(ILOC,JLOC)
ELSE
ALOC=(1+PR1)¥AMS{ ILOC,JLOC) +PR3IXANS(ILOC,JLOC)
% + PRA4XPSU(ILOC,JLDC) + PR3¥QSU(ILOC,JLOC)
BLOC=(1-PR1)XAMS(ILOC,JLOC)-PR3*XANS(ILOC,JLOC)
% — PR4XxPSU(ILOC,JLOC) - PRS¥QSU(ILOC,JLOC)
ENDIF

A(IG,JG)
30 B(1G,JG)

A(1G,JIG) + ALOC
B(1G,JG) + BLOC

E

Calculo para os elementos na fronteira X = XM

E 3

DO SO IND = NT+1 — 2%NY, NT
ITR = MOD(IND,2)
DO 50 ILOC = 1, 3
IG = MALHA(IND, [LOC)
DO 40 JLOC = 1, 3
JG = MALHA(IND,JLOC)
IF(ITR.ER.1) THEN
ALOC= (1+PR1)%AMI (ILOC,JLOC)+PR3I¥ANI (ILOC,JLOC)

5 + PR4¥PIN(ILOC,JLOC) + PRSxQIN(ILOC,JLOC)
BLAC={1-PR1LYXAMI(ILOL,JLOC)-PR3IxANI (ILDC,JL0C)
+ — PR4XFIN(ILOC,JLO0C) - PROXQIN(ILOC,JLOC)
ELSE
AL OC={1+PR1)*AMS(ILOC,JLOC)+PR3I*ANS{(ILOC,JL0OC)
$ + PR4XPSU(ILOC,JLOC) + PROxQSU(ILOC,JL0C)
k2 + PERJX¥PRZ2XALS(ILOC,JLOC)
BLOC=({1-PR1)xAMS(ILOC, JLOC)~-PR3IXANS(ILOC,JL 0OC)
£ - PR&XPSU(ILOC,JLOC) - PRSXxESU(ILOC,JLOC)
3% = PERJ¥PRZ¥ALS(ILOC,JLOC)
ENDIF
A(IG,JdG) A(IG,dG)Y + ALOC

30 B(IG,J6) = B(IG,JG) + BLOC

IF{ITR.EG.Q)THEN
DLOC = BIDJXPERJ*DT¥R(4-ILOC)

ELSE
pLOC = 0
ENDIF
S0 D(IG) = D(IG) + DLOC

RETURN
END
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SUBROUTINE PROD

PARAMETER (MAX = 60, N=3)

IMPLICIT REALX4 (A-H,0-Z)

COMMON /MAT/A(MAX,MAX),B(MAX,MAX), D(MAX), X(MAX), Y(MAX)

COMMON /SUB/ALI(N,N), ALS(N,N}, AMI(N,N), AMS(N,N), ANI(N,N)},
$ ANS (N, N) ,PIN{N,N) ,PSU(N,N} ,QIN(N,N),BSU{N,N) ,R(N)

COMMON /VAR1/CD,S,TAX,V1,VZ2,PERJ,BI0J,PERM,BI0OM,BIN

COMMON /VARZ2/DX, DELX, DY, DELY, DT, NX ,NY NN, NT,NXML,NYML,IT,ITMAX

COMMON MALHA(MAX,N}, Z(MAX), IPYT(MAX)

DO 20 1 = 1, NN

S = 0
D8 10 J = 1, NN
10 S =5 + B(I,J)¥X(J)
20 Y(I) = D(I) + 8
RE TURN

END
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