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Introducao

Esta monografia trata principalmente o problema abstrato de Cauchy associado &

euacao de evolugdo quase linear

Owi(t) = A(t,u)u(t) + f(t,u) para 0<t<T

(Q)
u(0) = up €Y,

onde X eY sao espacos de Banach, u representa uma fungio a encontrar com valores em
X, A(t,y) é um operador linear em X que depende de ¢ € [0,T] e y € W (um subconjunto
d‘le X)e f:[0,T]xX — X éuma fungdo dada. Assumimos que {A(%,y)}t,y)ef0.1)xw € uma
fimﬂia de geradores de semigrupos de classe Cy que ndo sao necessariamente analiticos, é

por este motivo que seguindo a T. Kato, chamamos o problema (Q) de tipo “hiperbdlico”.

O objetivo da monografia é estudar e aplicar dois teoremas devidos a Kato [K4],
que com algumas hipdteses mecanicamente verificdveis, garantem que o problema (Q) é
localmente bem posto. Lembramos que o problema (Q) é dito localmente bem posto se
existem solugdes locais (i.e. existe Tp € [0,T] e u € C([0,T),Y) tal que (Q) ¢ satisfeito),
s?ﬁo Unicas as solugdes em alguma vizinhanga da origem, e a solugdo depende continua-

mente do valor inicial ug.

No Capitulo 1 enunciamos, sem demonstragio, os resultados necessarios para a me-

lhor compreensiao dos Teoremas de Kato. As referéncias principais para este capitulo sao

[BB], [Hi], [M] e [P].



Como os Teoremas de Kato para o problema (Q) apresentados no Capitulo 3, baseiam
sua demonstragdo na teoria para o problema de evolugao linear, consideramos conveniente

descrever no Capitulo 2 os resultados necessirios para nossos fins.

Finalmente, no Capitulo 4 aplicamos os Teoremas de Kato, para provar que o pro-

o

lema associado a equagdo de Korteweg-de Vries generalizada é localmente bem posto,

uando o dado inicial pertence ao espago de Sobolev H*(IR), onde s > 3.

Na)

Neste trabalho a notagdo empregada é a usual em equagdes diferenciais parciais.

A referéncia a um teorema com trés nimeros significa que o primeiro digito refere-se ao

[#)

apitulo e os outros dois a numeragao corrente do teorema dentro do capitulo considerado.

A mesma observagio vale para proposigbes, defini¢bes e comentarios.

Gostaria de agradecer ¢ Profa. Dra. Mdrcia A. G. Scialom pela constante orientagao

durante a elaboragdo deste trabalho.
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Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apenas recopilar notagdes, defini¢des e resultados utili-
zados nos capitulos posteriores. No que se segue, ndo apresentaremos as demonstragdes
|

dps resultados que podem ser encontradas nas referéncias dadas no texto.
|

1.1 Calculo em Espacos de Banach.

- Nesta segdo X e Y rerpresentam dois espagos de Banach e X' o dual topoldgico de
X . Daremos algumas defini¢oes e propriedades das fungdes definidas num conjunto dos
nimeros reais com valores em X ou em L(X,Y).

i Seja u uma aplicagdo definida no conjunto I C IR com valores em X. Como em X
témos duas topologias, forte e fraca, daremos para cada uma delas uma nogao de conti-
nLidade.

Definigao 1.1. Dizemos que u é fracamente continua em sg € I se

lim |u/[u(s)] — v'[u(so)]| =0 Vu' e X’

83— 30

e é dita fortemente continua em sg se

}_i{g”u(s)] —u(so)|lx = 0.



Se I é um intervalo fechado em IR e u : I — X é fracamente continua no intervalo I,
é|claro que u'ou € continua e portanto limitada em I para cada u’ € X’. Segue do teorema
da limitagao uniforme que |ju(t)}]x é limitada em I. Além disso, u(I) estd contido no
stibespago fechado e separavel gerado por {u(t):te@ N I}.

Seja T uma aplicagdo do conjunto I C IR com valores em L£(X,Y), vamos ter trés

efinigbes de continuidade, pois em L£(X,Y) temos trés topologias: a uniforme, a forte e

a|fraca.

[o W)

Definigao 1.2. Dizemos que T é fracamente continua em so € I se

lim [u'[T(s)u] = «'[T(so)ull =0 Vue X, ViueX

3$—30

e T é fortemente continua se

Im||T(s)u — T(so)ul|lx =0 VuelX.

$—3g

Além disso, T' chama-se uniformemente continua em sg € I se

lim HT(S) — T(So)”c(x,y) =0.

s— 380

Da mesma forma que com a aplicagio u,se T : I C IR — L(X,Y) é fracamente
continua no intervalo fechado I, temos que ||T'(s)||c(x,v) é limitado, mas T'(I) ndo est
necessariamente contido num subespaco separavel de £(X,Y).

| Vejamos agora as distintas nogdes de diferenciabilidade. Sejam u e T' como antes.

|

Definigdo 1.3. A aplicacdo u chama-se fracamente (fortemente) diferencidvel em to € I
se existe 1i(to) € X tal que t™![u(to+1t) — u(to)] tende fracamente (fortemente) para i(to)

quando ¢ — 0, neste caso escrevemos Jyu(to) por %(to).
Da mesma forma temos trés nogdes de diferenciabilidade para a aplicagao T'.

Definigdo 1.4. A aplicagio T é dita fracamente (fortemente ou uniformemente) di-
férencidvel em to € I se existe T(t) € L(X,Y) tal que t~}[T(to +t) — T(to)] tende
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-

racamente (fortemente ou uniformemente) para T(to) quando ¢t — 0, escrevemos 3,7 (¢o)
or T(to)

s o]

Um resultado que foi encontrado em [Kr,4] e serd utilizado no capitulo 2 é o seguinte:

wn

e u : [0,7] — X é continua e a derivada pela direita 9;"u de u é continua em [0, T, entao

Y é continuamente diferencidvel no intervalo [0,T] e dyu = 9 u.

Seja (I,B, m) um espago mensuravel, onde m é uma medida completa e m(I) < co.
ejamos a nogdo de mensurabilidade para as aplicagdes u: I - X eT : I — L(X,Y) em
relagao a medida m.

I%eﬁnigéo 1.5. A aplicagdo u é dita de imagem separdvel se u(I) é separavel, e de imagem

quase separdvel se existe um conjunto J C I de medida nula tal que u(I — J) é separavel.

i
]?eﬁnigéo 1.6. A aplicagdo u chama-se simples se existem constantes ndo nulas ¢; e

conjuntos mensuraveis disjuntos F; tais que para cada ¢ = 1,...,n temos m(E;) < oo e

| (@) = Yoo

onde Xg é a fungdo caracteristica de E.

~ Neste caso a fungdo u tem um numero finito de valores e a medida do conjunto
{t € I:||u(t)]|x > 0} é finita.

Ii)eﬁnigéo 1.7. A funcdo u : I — X é fortemente mensurdvel se existe uma sequéncia
{tn}nen de fungdes simples tal que
|lua(z) = u(z)l|lx — 0

para quase todo = € I quando n — oco. Dizemos que u é fracamente mensurdvel em I se

u’ o u é mensuravel para todo v’ € X.

E claro que o conjunto das fungdes fortemente mensurdveis é um espago vetorial,
e que toda funcio continua é fortemente mensurdvel. Se u é uma fungdo mensuravel a

valores reais e v é fortemente mensurdvel entdo uv é fortemente mensurdvel. Além disso,

3



o limite forte de seqliéncias {u,}n.ev de funcdes fortemente mensurdveis é fortemente
mensuravel.

As duas nogdes de mensurabilidade estio relacionadas pelo teorema de Pettis o qual

garante que uma aplicacdo é fortemente mensurdvel se e somente se é fracamente men-

w

uravel e de imagem quase separavel. Em conseqiiéncia, se X é separavel entdo a mensu-
nabilidade forte e fraca sio conceitos equivalentes.

Mais ainda, se I C IR é um intervalo fechado e u é fracamente continua, entdo u é
fortemente mensurdvel. De fato, é claro que u é fracamente mensuravel, e sabemos que
t(I) estd contido no subespago separavel gerado por {u(t):t €@ N I}, logo u é também

de imagem separavel e portanto fortemente mensurdvel.

o

Definigao 1.8. Dizemos que T é fortemente mensurdvel se T(-)z é fortemente mensuravel
para todo z € X, no sentido da definigdo 1.7, em relacdo a topologia de Y.

Suponhamos que X,Y e Z sdo trés espagos de Banach, entdo temos a seguinte pro-
ﬁosigéo devida a Kato [K3,665].
1

I?;’roposigiio 1.9. Se §:[0,T] - L(X,Y) e T :{0,T] — L(Y,Z) séo fortemente men-

siuréveis, entdo TS : [0,T] — L(X, Z) é fortemente mensuravel.

Deﬁnigéo 1.10. A integral de Bochner da fungio simples u é definida por

/udm Zc, (ENE;)

para todo E € B.

Definigdo 1.11. A integral de Bochner de uma fungdo fortemente mensuravel u € o
limite forte (se existe) das integrais de Bochner de uma seqiiéncia aproximada {u,}nemv
de fungdes simples, isto é

/ udm = lim | u,dm

E

n—oo E
onde {u,}nen satisfaz
| Tim [fun(t) — u(®)llx =0

1
|
|
|
|



!

#:ara quase todo t € I.

Notemos que se X = IR" entdo a integral de Bochner é a integral de Lebesgue. Pode
ser mostrado que a defini¢do da integral de Bochner independe da seqiiéncia {u,}ren, €
que se u é fortemente mensuravel entdo u é Bochner integravel se e somente se ||u(:)||x é
integravel.

Para a integral de Bochner temos as seguintes propriedades. A prova pode ser en-

¢ontrada em [Hi].

|
1

t’roposigéo 1.12. Se u é Bochner integravel entdo
dml| < [ {fulldm.
I [ wdmll < [ ffulldm

Proposicio 1.13. Teorema da Convergéncia Dominada. Se {un}nen é uma seqiiéncia de

fungdes Bochner integraveis que converge fortemente em quase toda parte para a fungéo
u, e existe a fungdo f a valores reais integravel segundo Lebesgue tal que ||u,(t)]]| < |f(2)]

para quase todo ¢ e todo n € IV, entdo u é Bochner integravel e

/udmz lim [ u,dm.
E

n—oe Jg

1.2 Semigrupos de Classe (). Geragao e Represen-
tagao.

Nesta segio X representa um espaco de Banach e {T'(t)};>0 uma familia a um
parametro em £(X), a algebra de Banach dos operadores lineares limitados em X. As

demonstracdes dos resultados podem ser encontradas em [P].

Definigao 2.1. A familia {T'(¢)}:>0 € um semigrupo de operadores lineares em X se
1. T0)=1e
2. T(r + s) = T(r)T(s) para todo r, s € RY.



Na préxima defini¢do consideramos a topologia forte em £(X).

Definigao 2.2. Um semigrupo {T'()}+>0 de operadores lineares é um semigrupo de classe
Co em X se paratodoz € X

Lim [T(t)z — 2||x = 0

ou equivalentemente lirtqP T(t)zr =z
t—0

Os semigrupos de classe C sdo ditos também Cy-semigrupos.

!

1

Proposigéo 2.3. Seja {T'(t)}:»0 um Co-semigrupo em X. Entéo existemw > 0e M > 1

tais que

T ()] cxy < Me* (2.1)
para todo t > 0.

Para os ntmeros reais M > 1 e w > 0, denotamos o conjunto dos semigrupos de
dlasse Cp que satisfazem (2.1) por Co(M,w). Os elementos de Co(M, 0) chama-se semigru-
pos uniformemente limitados e se pertencem a Co(1,0) sdo ditos semigrupos e contragdo.

Os seguintes corolarios sdo consequéncias imediatas da proposi¢do anterior.

Corolario 2.4. Todo semigrupo de classe Cp é uniformemente limitado em subintervalos
finitos de RE.

Corolario 2.5. Se {T'(t)}:>0 é um semigrupo de classe Co, entdo para todo z € X a

fungdo T'(-)z é continua.

O corolario 2.5 afirma que os semigrupos de classe Cy tém a propriedade de conti-

nuidade forte, e assim sdo ditos também semigrupos fortemente continuos.
©o tkAk
Se A é um operador limitado em X, ndo é dificil provar que a série Z i
k=0 :
verge em L£(X) para um operador que denotamos por e*4 e que a familia {e**};50 é um

con-

semigrupo fortemente continuo, os detalhes podem ser encontrados em [M].



1
i
efinigdo 2.6. O gerador (infinitesimal) do semigrupo {T'(t)}:5o de classe Cp em X é a
plicagdo A : D(A) C X — X definida por
1
|

Az = Jim L)z =2
t—0t t
t —_
Tnde DA)={reX: tlir& Ttz -z existe}.

Segue-se imediatamente da defini¢io que D(A) é um subespago vetorial de X e A é

um operador linear ndo limitado. Vejamos a seguir algumas propriedades dos geradores.
Proposigéo 2.7. Seja A o gerador de {T'(t)}:50. Se z € D(A) temos que T(t)z € D(A)
paratodot>0e

%T(t)x = AT(t)z = T(t) Az. (22)

Mais ainda,

t t
T(t)z —=z =/ T(s)Azds =/ AT (s)zds
0 0
ondet > 0 ez € D(A).

A seguinte proposi¢ao diz que o gerador de um Cy-semigrupo tem duas propriedades

desejaveis nos operadores ilimitados.

Proposicao 2.8. Se A é o gerador de {T(t)}+>0, entdo D(A) é um conjunto denso em X

e A é um operador linear fechado.

Lembremos que um operador linear A: D(A) C X — Y é fechado se o seu grafico é
fechado em X x Y, isto é, para toda seqiiéncia {z,}nev em D(A) convergente em X tal
que lim T'(z,) existe em Y, verifica-se que Jlimz, € D(A) e A(JLHOL ;) = lim A(z,).

A seguinte propriedade da a unicidade do gerador de um semigrupo de classe Cj.

Proposicao 2.9. Sejam {T'(t)}:>0 € {S(t)}t>0 semigrupos de classe Cp em X, com o
mesmo gerador A. Entdo T'(t) = S(t) para todo t > 0.



Suponhamos agora que A € £L(X) com norma ||A|| e consideremos o Cp-semigrupo

.

e4}:>0, entdo ;[eM — I] converge para A pois

1
31 = 1= Allegxy < 3™ =1~ |4l >0 quando ¢ — 0%,

|

If\ssirn a condicao da definicio 2.6, que é mais fraca, é satisfeita, dai que A é o gerador do
dlemigrupo.
?i Pode-se mostrar agora que se {T(t)}:>0 é um semigrupo de classe Cy com gerador
J!ﬁ, entdo T(t) = e para todo t > 0. De fato, como vimos depois do corolario 2.5,
ﬂS (t) = €'};50 é um Cy-semigrupo com gerador A, e da suposicdo junto com a proposigio
ﬁ_g, temos T'(t) = S(t) = e*4 para todo t > 0.

' Consideremos agora o problema abstrato de Cauchy (ou problema de valor inicial).
Seja X um espago de Banach e

{ Ow(t) = Au(t)+ f(t), para t>s

u(s) = uo

(2.3)

onde u : [0,00) — X ¢é a fungio a encontrar, o operador linear A : D(A) C X — X, a
fungdo f: (s,00) = X, e ug € X sdo dados.
~ Nosso primeiro passo no estudo do problema (2.3) é determinar o que entenderemos

por uma solucgao.

Definigio 2.10. A fungio u € C([s,00),X) N C*((s,00), X) é uma solugdo (cldssica) de
(2.3) se

1. u(t) € D(A) para todo t > s, e

2. (2.3) é satisfeita.

Consideremos inicialmente o problema homogéneo

{ Oiu(t) = Au(t) para t>s (2.4)
u(s) = uo.
Fazendo uma analogia com o caso escalar, (2.4) tem a solucéo formal u(t) = e(t="4y,,

mas para isto algumas restrigdes no operador A e no dado inicial uy tém que ser feitas.
Hor exemplo, da discussdo que segue & proposi¢do 2.9, A tem que gerar um semigrupo

para que e(t=9)4 faca sentido. Além disso, a defini¢io 2.10 conduz a uma restrigdqo. De

8



|
|

fato, como u(s) = tgrﬂu(t) € D(A), se up € D(A) # X ndo é possivel que u seja uma
%olugéo no sentido da definigdo 2.10. Mesmo no caso D(A) = X temos dificuldades pois
recisa-se que ug € D(A). Portanto assume-se que A gera um semigrupo de classe Cj e
o € D(A), com o que obtemos.
|
eorema 2.11. Seja A o gerador do semigrupo {T'(t)}:»0 de classe Co e up € D(A).
;:ntio o problema abstrato de Cauchy (2.4) tem uma tinica solugdo. Neste caso a solugdo
é dada por
f‘ u(t) = T(t — s)uo.

As condigbes impostas sob A e ug sio suficientes para garantir a existéncia e unici-
dade, embora nio sejam necessarias. Para uma discussio mais detalhada ver [P, 100-103].
Estudando formalmente o problema (2.3) a procura de uma solugdo, encontramos

um candidato
| u(t) = T(t - s)uo + / T(t —r)f(r)dr
ande {T'(t)}¢>0 é como no teorema 2.11. Mas, como no caso homogéneo, temos que impor

algumas condigdes ao dado inicial ug e a fungéo f, assim temos,

Teorema 2.12. Sejam A o gerador do semigrupo {T'(t)}:»0 de classe Co. Se uo € D(A)

e f:[s,00) = X é continuamente diferencidvel, entdo (2.3) tem uma tnica solugdo u e

u(t) =T(t — s)uo + /: T(t—r)f(r)dr.

Nos teoremas 2.11 e 2.12 percebe-se a importancia de poder determinar quando um
operador linear gera um semigrupo. Vamos ver que existem condigbes necessarias e sufi-

cientes para isto.

Definigdo 2.13. Sejam X um espago de Banach complexo e A : D(A) € X — X um
operador linear. O conjunto resolvente de T, denotado p(A), é o conjunto dos niimeros
A €@ tais que

(AT— A1 DM -A)TTCX DA CX

existe, é limitado e D(A] — A)~! é denso em X.



O complementar de p(A) é chamado espectro de A e representado por o(A).

Definigao 2.14. Para A € p(A) escrevemos

R(\: A) = (M — A) € £(X)

|
l
#: chama-se de resolvente de A em .
|

Se A é um operador fechado e A € p(A), o resolvente R(\ : A) é um operador fechado

¢ limitado com dominio denso em X. Segue-se que
DR(A: A)=R(M-A)=X
assim R(A : A) : X — D(A) é bijetor, isto é

(MI-—A)RMN:A)z=z VzeX
RA:A)M—-A)z=z VazeDA).
O seguinte teorema fornece uma caracterizagio para o resolvente do gerador de um

semigrupo de classe Cy em termos do semigrupo.

Teorema 2.15. Seja {T(t)}:>0 um semigrupo de classe Co(M,w) em X com gerador A.
Se Re(X) > w entdo A € p(A) e

R( : Az = /o T et dt

para todo z € X.

Assim, o resolvente de A é a transformada de Laplace de T'(t). Em particular, para
o Co-semigrupo {e*4};50 temos que R(A : A) existe se e s6 se [A] > ||A|¢(x). Em conse-
queéncia,

R(\: A)z = / e M=)ty

0
para todo Re(A) > ||A]lzx).
O seguinte teorema caracteriza os geradores dos Cp-semigrupos. Ele é conhecido

como o teorema de Hille, Yosida e Phillips.
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{Teorema 2.16. Seja X um espago de Banach. Uma condiciao necessdria e suficiente
para que um operador linear A : D(A) C X — X densamente definido e fechado gere um
semigrupo {T'(t)}:>o0 de classe Co em X, é que existam niimeros reais M > 1 e w > 0 tais
que (w,00) C p(A) e

IR(A = A llexy S M(A —w)™

para todo A > w e n € IN*t. Nesse caso

HT () exy < Me*t

para todo t > 0.

Quando M =1 e w = 0 temos condi¢des necessarias e suficientes para que um ope-
rador gere um semigrupo de classe Cy de contragbes. Este caso particular é o Teorema de

Hille-Yosida.

O seguinte corolario é conseqliéncia imediata da prova do teorema 2.16. Ver [BB].

Coroldério 2.17. Seja {T'(t)}:>0 um semigrupo de classe Cy em X com gerador A. Entao
paratodoz € X et >0

T(t)r = /\lim exp(tAy)z

onde Ay = A’2R(A: A) — M = AR() : A) € L(X) chama-se aprozimagdo de Yosida de A.

Um dos problemas fundamentais na teoria dos semigrupos de operadores é a relacdo
entre o semigrupo e seu gerador. Dado um semigrupo obtém-se seu gerador pela definicao
2.6. Uma maneira diferente de obter o gerador, ou melhor seu resolvente, € pelo teorema
2.15. Nas aplicagdes as equagdes diferenciais parciais é mais interessante obter o semigrupo
a partir de seu gerador, e a razdo para isto estd, por exemplo, no teorema 2.11.

O corolario 2.17 afirma que um semigrupo de classe Cy com gerador A é o limite da
seqiiéncia de semigrupos {exp(tAy)}i>0 gerados pelas aproximagdes de Yosida Ay de A.
Assim, podemos utilizar a notacio

T(t) = e (2.5)

para os Cp-semigrupos, onde deve ser entendido que se A € L£(X) a igualdade (2.5)

acontece como foi visto no comentario apds a proposi¢do 2.9, mas no caso em que A seja
J

11



*Jm operador linear ilimitado deve-se entender (2.5) no seguinte sentido

|

eX = Alim exp(tA))X para z€ X, t>0.

Concluimos esta secio com generalizagbes das definigbes 2.2 e 2.6 também com o

eorema 2.16.

PSS

efinigdo 2.18. Uma familia a um parametro {T'(t)}:er C L£(X) é um grupo de classe
o em X se

T(0) =1,

T(r+s) =T(r)T(s) para todor,s € R, e

lim||T(t)z — z||x = 0 para todo z € X.

badi S S I w A

O gerador de um grupo de classe Cy define-se da mesma forma que para os Cp-
semigrupos, substituindo ¢ — 0% por ¢t — 0. A familia {e!};cr onde A € £(X), é um
exemplo de um Cp-grupo com gerador A.

Se {T'(t)}ter é um grupo de classe Co em X com gerador A é claro que {T'(%)}:0
é um Cy-semigrupo e seu gerador é A, além disso {T(—%)}:»0 € um Cy-semigrupo com
gerador —A. Reciprocamente se A e —A geram os Cy-semigrupos {R(t)}i>0 € {S(t)}e>0,
entdo A gera o Cp-grupo {T(t)}:er dado por

_J R(t) se t20
() = { S(—t) se t<0.

O seguinte teorema da condigdes necessarias e suficientes para que um operador li-

near gere um grupo de classe Cj.

Teorema 2.19. Um operador linear 4 : D(A) € X — X gera um grupo {7T'(¢)}:cr de
classe Cy que satisfaz ||T(t)||¢x) < Me“™ para todo t € R se e s6 se
1. A é fechado e densamente definido, e

2. todo A tal que |A]| > w estd no conjunto resolvente p(A) de A e para tal A
HR(A - Al < M([A] =)™

para todo n € IV.
|
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1.3 Subespacgos Invariantes e Admissiveis.

Os resultados desta segdo constituem os preliminares para o Capitulo 2. Segue-se de
perto [P] e [K2].

Lembremos que se X é um espago vetorial e Y um subespaco de X, Y é um su-
bespago invariante do operador linear A: D(A) € X — X se A[D(A)NY] CY. Para os

semigrupos de classe Cj temos

Definigao 3.1. Sejam X um espaco de Banach e Y um subespaco de X. Dizemos que
Y é um subespago invariante do semigrupo {T'(t)}:>0 de classe Cop em X se T(t)Y C Y
para todo ¢ > 0.

No que segue consideramos subespagos Y que nao sao fechados em X.

Definigao 3.2. Seja A : D(A) C X — X um operador linear e seja ¥ um subespago de
X. A parte de A emY é o operador A: D(A) CY — Y onde

D(A)={z € D(A)NY : Az € Y}

Az = Az para « € D(A).

E claro que A C Aly, mas em geral A # Aly pois se YND(A) = {0} entdo A = 0. No
entanto, se Y é um subespaco invariante de A, como D(;l) =D(A)NY, entdo A= Aly.

Definigao 3.3. Sejam (X, ||-||x) e (Y, || |ly) dois espagos de Banach. Dizemos que Y
estd continuamente contido em X se ¥ C X e existe C > 0 tal que ||y||x < C||ylly para
todoy €Y.

Na definigao anterior a segunda condigao estabelece que ||-||y é mais forte que ||-||x.

No restante da secdo, X e Y sio dois espacos de Banach tais que Y estd continuamente

contido em X.
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Definigao 3.4. Seja {T(t)}:>0 um semigrupo de classe Cy em X com gerador A. Dizemos
que Y é A-admissivel se
1. Y é um subespago invariante de {T(t)}:>0, €

2. {T'(t)ly }+>0 é um semigrupo de classe Cp em Y.

Teorema 3.5. Se {T'(t)}:»0 ¢ um Co-semigrupo em X com gerador A, entdo ¥ é A-
admissivel se, e sé se

1. existe w € IR tal que R(A: A)Y C Y para A > w,

2. 4 gera um Coy-semigrupo {T(t)}i>0 em Y.

Mais ainda, quando Y é A-admissivel T(t) = T(t)|y para todo t > 0.

1.4. Familias Estaveis de Geradores.

Nesta secao continuamos apresentando alguns resultados a serem utilizados no
préximo capitulo para a construgdo dos sistemas de evolugdo. Vamos supor que X e
Y sdo dois espagos de Banach com Y continuamente contido em X, e T é um ntmero

positivo fixo.

Definigao 4.1. Seja {A(t)}:cp,r) uma familia de geradores de semigrupos de classe Co
em X. Dizemos que {A(t)}ieo,7) é uma familia estdvel de geradores se existem constantes

M > 0 e w € R, chamadas constantes de estabilidade, tais que

k
ITIRO : Alt)llecxy < M(A - w)™

i=1

para todo A > w, toda {t;}f., com0<t, <... <, <Teke IN*.

Na particdo {t;}%, um ponto qualquer ¢; pode-se repetir. Aqui e no que se se-
gue os produtos que contém {¢;}5_; serdo ordenados no tempo, isto é, se t; < t; o fator
R() : A(t;)) esta a direita do fator R(\ : A(¢;)). Notemos também que a nogao de esta-
bilidade é independente da norma do espaco, embora as constantes de estabilidade de-

Hendam.
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Suponhamos que para cada t € [0,T] o operador A(t) gera um semigrupo de clase
Co(1,w) em X, entdo a familia { A(t) }+cpo,17 é estavel com constantes de estabilidade (1,w).

h)e fato, se {t;}5.; com 0 <t; <... <t < T e consideramos A > w entdo

k k k
HIT ROA s At ey < TTHRO : At ey S JTIA —w) ™t = (A —w)~5.

|
|
|
ﬂ =1 i=1 t=1

|

lEm particular, toda familia de geradores de semigrupos de contragdo é estavel com cons-
#antes de estabilidade (1,0).

| Se {A(t)}ieo,1) é uma familia de geradores de Cp-semigrupos em X, no que segue

do trabalho, representamos por {T%(s)}s>0 0 semigrupo de classe Co(M;,w;) gerado por
A(t), para cada t € [0,T).

Proposigao 4.2. As seguintes afirmagées sido equivalentes
1. {A(t)}sepo,r é uma familia estavel com constantes (M,w).
2. Para qualquer {#;}}, com 0<#t, <... <tz <Teke N*

k k
T Tu(si)llex) < Mexp(w ) _s;)
i=1

i=1
para todo s; > 0.
3. Paratoda {t;}}., com0<t, <... <, <Teke Nt

k k
Hl:[ R(Ai s At ey < M .I__I(’\‘ —w)™!

para qualquer A; > w.

Nio é facil determinar quando uma familia de geradores é estavel. O seguinte teo-

rema de perturbacao é um critério 1til para este fim.

Teorema 4.3. Seja {A(t)}icp1) uma familia estivel de geradores com constantes de
estabilidade (M,w) e seja {B(t)}iep,r) uma familia de operadores lineares limitados em
X. Se ||B(t)||cvx) < C para t € [0,T], entdo {A(t) + B(t)}ieo1) é uma familia estavel
de geradores com constantes de estabilidade (M,w + CM).
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Seja {A(t)}tepo,r) uma familia estivel de geradores em X. Nosso resultado seguinte

¢ uma condigdo suficiente para que a familia de partes de A(¢) em Y, seja estivel em Y.

Teorema 4.4. Seja {S(t)}ieo,7r7 uma familia de isomorfismos de ¥ em X que satisfaz as

condigbes seguintes:

1. Existe C' > 0 tal que |[S(t)|lcrx) S Ce S7'(t)||cxyy < C.

2. A aplicagdo t € [0,T} — S(t) € L(Y, X) é de variagdo limitada, na norma de L(Y, X).

3. A familia {B(t)}tepp, 17, onde B(t) = S(¢)A(t)S™(¢), é uma familia estavel de geradores
de semigrupos de classe Cp em X.

Entdo Y é A(t)-admissivel para cada t € [0,T)], e {A(t)}ico) é uma familia estivel de

geradores em Y.

A prova destes teoremas pode ser vista em [P].
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| Capitulo 2

iEquagées de Evolugao Lineares do Tipo Hiperbdlico

Seja X um espago de Banach, e seja {A(t)}:¢p,77 uma familia de geradores de se-
migrupos de classe Cp em X, isto é, para t € [0,T] o operador A(t) : D(A) C X — X
satisfaz as condicdes do teorema 1.2.16. Consideremos o problema abstrato de Cauchy

associado a equagao de evolugdo linear do tipo hiperbélico
{ Owu(t) = A(t,u)u(t) + f(t) para 0<s<t<T

u(s) =y
onde T >0, f:[s,7] > X eu € Y sio dados.

Iniciamos com a definigio de solugdo para o problema (L).

Definigao 0.1. A fungio v € C([s,T],X) é uma solugdo cldssica de (L) se u €
C'((s,T),X), u(t) € D(A(t)) para s <t < T e (L) é sati<frita rm X.

Desafortunadamente ndo se conhecem condigbes simpi- - (ne garantam a existéncia
de solugbes cldssicas para (L). E por isso que nds vamos usar uma nogao mais restrita de
solucdo. Para isto consideramos um espago de Banach Y densa e continuamente contido

em X. Desta forma

Definigao 0.2. A fungdo u € C([s,T],Y) é uma solugdo a valores em Y do problema
(L) se u € C*((s,T],X) e (L) é satisfeita em X.
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As solugbes a valores em Y sdo diferentes das solugdes classicas pois para t € [s,T]
satisfazem a condicdo u(t) € Y C D(A(t)) e ndo somente u(t) € D(A(t)), além disso sdo
continuas na norma de Y que é mais forte que a norma de X. Notemos que da definigao
0.2 o dado inicial y pertence ao espaco Y.

Nosso objetivo neste capitulo é garantir, sob condigbes apropriadas, que as solugdes
a valores em Y de (L) existem, s3o tnicas e dependem continuamente do dado inicial.
Este resultado sera a base para nosso estudo das equacdes de evolugdo quase lineares do

tipo hiperbdélico, a ser feito no capitulo 3.

2.1. A Equacao Homogénea. Sistemas de Evolugao.

Nesta se¢do consideramos o problema de evolugio linear homogéneo correspondente
a (L), isto é

Owu(t) = A(t)u(t) para 0<s<t<T
u(s) =y €Y
No que segue denotamos por A o conjunto

{t,s) e R*: 0<s<t<T}

e lembremos que X e Y s3o dois espagos de Banach com Y densa e continuamente contido

em X.

Definigao 1.1. Uma familia a dois pardmetros {U(t, s)}(:s)ea de operadores lineares em
X, chama-se um sistema de evolugdo em X se

LUtt)=ITeU(t,s)=U(t,r)U(r,s) para0<s<r<t<T

2. A aplicagdo (t,s) € A+ U(t,s) é fortemente continua na norma de X, isto é, para todo

z € X temos que

HU(t,s)x — U(to, s0)z||x = 0 quando (¢,3) — (2o, s0)-
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|
|
|

Neste caso cada operador U(¢,s) é dito um operador de evolugdo.

|

Suponhamos que é possivel mostrar que existe um tnico sistema de evolugdo
{U(t, 8)}(t.s)ea associado com (H). Comparando com o caso escalar podemos esperar que
u(t) = U(t, s)y seja uma solugao de (H), isto é

| u(s) = Uls,s)y = Iy =y (1)
‘
| O U(t,s)y = Owu(t) = A(t)u(t) = AQ)U(t, s)y (1.2)

e a aplicagdo t € [0,T] — U(t,s)y é continua na norma de Y.
Como (1.1) se cumpre da definigao 1.1, nosso objetivo é provar que existe um tnico
sistema de evolugdo {U(%,5)}(s,5ea em X tal que a aplicagdo U(-, s)y é continua na norma

ﬁe Y, e aigualdade (1.2) é satisfeita. K neste sentido que temos o seguinte teorema devido

2 Kato [K2].

Teorema 1.2. Sejam X e Y dois espagos de Banach com Y densa e continuamente
contido em X, e para cada 0 < ¢t < T seja A(t) o gerador do semigrupo {Ty(s)}s>0 de

¢lasse Cp em X. Suponhamos que
Hy: {A(t)}sepo,ry é uma familia estdvel em X com constantes (M, w).

Hy: Y é A(t)-admissivel para t € [0,T] e a familia {A(t)}:co,7) de partes de A(t) em

Y, é uma familia estivel em Y com constantes de estabilidade (M, ).

Hi:' Y C D(A(t)) para todo ¢t € [0,7.. 1(t) € L(Y,X) et € [0,T] — A(t) é uma

aplicagao continua na norma de £(}/, .X).
Entéo existe um tnico sistema de evolugio {U(t,s)},s)ea em X e
Ey: (U, 8)|lcxy < Me*(=*) para todo (¢,s) € A.
Ey: 0FU(t,s)yli=s = A(s)y para todo y € Y e todo s € [0, 7).

Es: 0,U(t,s)y = =U(t,s)A(s)y para todo y € Y e (¢,5) € A.
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| No que segue 8; denota a derivada 3 direita e , representa a derivada usual, ambas
calculadas na norma de X. Antes de provar o teorema vejamos algumas proposiges
preliminares.

Inicialmente, vamos aproximar a familia {A(t)}:ep,7) por uma seqiiéncia de familias

seccionalmente constantes {An(t)}:ep,1 definida da seguinte forma: dado n > 1 escolhe-
/mos a parti¢do

| 0=t <ti<...<tt  <t"=T

i}do intervalo [0, T, onde ¢} = S—T; entdo

{ A(t) = A(tE,) se th <t<t}, k=1,...,n

An(T) = A(T)

Proposicao 1.3. As familias {A,(t)}icpo,7] com n € IV satisfazem

lim [|A,(t) = A()]lerx) = 0 (1.3)

n—oo

uniformemente em [0,7]. Além disso, para cada n € IV a familia {An(t)}icpo,1) € estavel
em X com constantes (M, w) e a familia {A,(t)}icpor] das partes de A,(t) em Y, é estével
em Y com constantes (M,d).
Prova.
. k—1 T .
Se t € [tf_,,t}F] entdo |t —t7_| = |t = ——T| < = — 0 quando n — oo. A aplicagdo
n
t€[0,T]— A(t) € L(Y,X) é continua na norma || - ||zv,x) por Hs, logo

lim [|4a(t) = ADllcwrr) = lim [JAGE,) = A®)llerx) = 0

uniformemente em [0, 7).
Seja0 <t; <t <... <ty T, entdo para j =1,...,m, existe k; = 1,...,m tal que
t; € [tr;—1,tk;]. Assim por H,

m

ﬁ(,\] — An(t)) Uleexy = 1T TIOT = Antr;=1) Hlexy S M(A —w)™

J=1
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para todo A > w. A segunda parte segue-se pois Y é A(t)-admissivel e a familia

[/i(t)}te[o,T] é estivel em Y com constantes (M,&). n

Para cada n € IN* definimos a familia {Un(t,s)}(s,s)ca de operadores lineares em X

por

{ Un(t,s) = Tip_ (t —s) se th Ss<t<LtE, k=1,...,n
(1.4)

Un(t,s) = Up(t,r)Un(r,s) se tio1 s <ty <r <ty <t<ty k<!

onde para cada t € [0,T], {Ti(s)}s30 € o semigrupo gerado por A(t). Temos que Us(t, s)
#sté bem definida em A.

Ii’roposigéo 1.4. A familia {U,(t,5)}(t,s)ea é um sistema de evolugdo em X tal que
| Un(t, 8)llcey < Met=2).
Além disso U,(¢,8)Y CY e

10 t,s)olly < Bre6-2

para todo (f,s) E Aen e NT.

Prova.
Suponhamos que (¢,s) € A é fixo e tal que para algum j =1,...,n temos
<<t < < S,
entao

Un(t,s) = Un(t, ;+m—1)Un(t?+m—1’ tj+1)Un(t?+1)3)

logo

m-1
Un(t,s) = Tt;‘+m(t - t;‘l+m—1) H Tt;‘+k(t?+k+1 - t?+k)Tt;-‘(t?+1 - 3)-
k=1
Assim U, (t, s) tem a representagio

m

Un(t,) = [[Tou(0k01 — 00) (L5)

k=0
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Ende 09 =38, Opmy1 =te o, =17

omo {A(t)}icfo,17 é estavel, da proposicio 1.4.2 temos

||Un(t,s)[|£(x) = ”H Tck(0?+k+1 - O'k)HC(X) < Mexplw Z(ak+l — k)]
k=0 k=0
donde
Un(t, 8)llcxy < Me“(t=2), (1.6)

|
lAIém disso, é claro que {Un(t,8)}(ts)ea € um sistema de evolugdo, isto é
Un(t,t) = I, Un(t,s) = Un(t,7)Un(r,s) para0 < s <r <t<Te

(t,s) € A U,(t,s) € L(X) é fortemente continua em A. (1.7)

ba. hipétese H, e o teorema 1.3.5, para cada t € [0,7] a familia {T(s)|y }s>0 é um
$emigrupo de classe Cp em Y gerado por A(t), e {A(t)}:¢o.m é estével em Y com constantes
de estabilidade (M,o). Assim dado y € Y temos por (1.5)

Un(tvs)y = HTak(0k+1 - ak)y € Y
k=0
isto é U,(t,s)Y CYe
WUt s)ylly < | TT 7w, (0s1 = o)l llully < M= y|ly. n

k=0

Como tltima proposigédo antes da prova do teorema 1.2 temos

Proposigao 1.5. Paracaday e Y

QUL(t,s)y = An(t)Unlt,s)y se t#1t;, j=0,...,n (1.8)
O Un(t,s)y = —~Un(t,8)An(s)y se s#t], j=0,...,n (1.9)
Mais ainda, para cada z € X a seqliéncia {U,(¢,s)z}nenv converge em X uniformemente
em A.
Prova.
Seja k = 1,...,n fixo e suponhamos que t}_; < t < t}. Se tf_; < s < t} entdo

Un(t,s) =Tin_ (t—s) e
OUn(tys)y =0 Tip_ (t—s)y = A(ti-) Ty (L —s)y = A (DU, 8)y
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da proposigdo 1.2.7 pois y € Y C D(A(t,)). Se s < t}_; <t entdo

Un(t,s)y = Un(t,t5_q) Un(tio1,8)y = Tt;‘_l(t ~ 15-1)Un(ti_1,8)y (1.10)
mas ja sabemos que U,(t}_,,s)y € Y C D(A(t)), entdo pela proposigio 1.2.7 em (1.10)
obtemos

O:Un(t,s)y = An(tZ—l)Tt:_, (t = th-1)Un(tiz1, 8)y

= An( :—I)Un(t’tZ—l)Un(tZ—lis)y
= An(t)Un(t,s)y-

Isto prova (1.8), a prova de (1.9) é similar.
$eja ye€Yemmn>1fixes,se 0 <s<r<t<Ter & {tF}ioU{tF}r, de (1.8) e

(1.9) segue-se que a aplicagdo r — U,(t,r)Un(r,s)y é diferencidvel em r, e

O UL (t,r)Un(r,s)y = Un(t,r)An(r)Un(r,s)y — Un(t,7)An(r)Un(r, s)y
= Un(t,D)[An(r) = Au(r)]Un(r,5)y.
Integrando em [s,t] e usando continuidade
Un(t sy = Un(t, )y = [ Unlt,)lAn(r) = An(r)Un{r, )udr-
Assim
1Un(t,s)y = Un(t,s)yllx
< [0 e llAn() = AnllzernliTatr,s)allydr
< MM UmHEr=9) )|, /st ||Am(r) = An(r)|ler,x)dr
se 7 = max{w,©} obtemos

Un(t,8)y — Un(t,s)yllx
< MMTe|ylly sup{||An(r) — An(P)ller.x) : 7 € [0, 7]}

Logo por (1.3)
[|lUn(t,8)y — Un(t,s)yl|x — 0 quando m,n — oo.

Portanto, a seqliéncia {U,(t,s)y}nev converge em X, uniformemente em A. Como Y €
denso em X e ||U,(t, s)y||¢v) é uniformemente limitado, {U,(¢,s)z}nenv converge em X

u‘iniformemente em A, para cada z € X. N
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Prova do Teorema 1.2.

Definimos U(¢,s) em X por

Ut,s)z = JingoUn(t,s)z para z € X, (t,s)€ A. (1.11)

S claro que U(t,t) = I, U(t,s) = U(t,r)U(r,s) se 0 < s <r <t < T, e da convergéncia
niforme temos a convergéncia forte da aplicagdo (¢,s) € A — U(t,s) na forma || - [|x;
ortanto {U(2,3)}t,s)ea € um sistema de evolugdo em X.

De outro lado, para (t,s) € A temos por (1.6)
Ut s)zllx = I|im Ualt, s)zllx = lim |Ua(t, s)allx
< lim ||Un(t,)allex)llz]lx < Met=|z]|x
entdo [|U(t,s)|lcx) < Met=2), o que prova E;.
Mostremos que E; é valida, isto é, para caday € Y

lim Uls+hs)y—y _
R0+ h

A(s)y (1.12)

em X para todo s € [0,¢].
De fato, fixando 7 € [0,7] seja 0 < s < r <t < T. Como na proposigao 1.5, se

r#£10, k=0,...,n entdo podemos derivar r + Uy (t,r)T,(r — s)y, e assim de (1.9)

AU (t, )T (r = s)y = Un(t,")[A(r) — An(D)]Ts(r — s}y,
integrando em [s,t] obtemos

T,(t = s)y = Un(t, )y = [ Unlt,r)[A(T) = An(P)ITe(r = )y
Portanto
I (¢ = s)y = Un(t,s)sllx < MALCIlyly [ 14(7) = Aulr)l ey
onde v = max{w,}. Passando ao limite quando n — oo, de (1.3) temos
IT,(¢ = s)y = Ut sollx < MLyl [1AE) - ADlleqendr. (113)

Escolhendo 7 = s et = s+ k em (1.13), e dividindo por k > 0 temos

1 MMeh s+h
EIITs(h)y =U(s+h,s)yllx < h IIyIIY/S [|A(s) = A(")l|cqv,x)dr,
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assim por Hj !
ZHT,(h)y ~U(s+h,s)yllx =0 quando h — 0%, (1.14)

Observando que se 0 < s < s+ h < T, entdo

[T+ hs)y = 3] = 2 [Uls + hys)y = Tu(h] + 3 [Ty - o]

se conclui de (1.14) que

HU(3+h,3)y_y _ Ts(h)y_y“ -0 quando h— 0t. (115)
h X
Como hlir& Zs—(ﬁ)ﬁy—:—y = 9FT,(t — s)y|i=s = A(s)y segue-se de (1.15) que o mesmo

acontece com 9 U(t, )=, €

OfU(t,s)le=s = A(s)y

o que prova Fj.

Vejamos agora que para cada y € Y
O;U(t,s)y = =U(t,s)A(s)y para (t,s)€ A.

Observamos primeiro que se h < 0 entao 0 <t+h <t <Te

%[U(t,t +h)y — y] = %[U(t,t +h)y — Ts(—h)yJ + ;{[Ts(_h)y - y]-

Escolhendo 7 =t e s =1+ h em (1.13), e dividindo por || > 0 temos

|3, my=mim] | < 22wl [ 14 - A0
assim
“%[U(t:t +h)y — Tt(—h)y} ”X—> 0 quando A — 0.
Portanto Ut Ry—y  hemy—y
i b = lim ——=—= = —A(t)y. (1.16)

Assim supondo que 0 < s < s+ h < T entio paray € Y

U(t,s + )y = U(t, )y
h

y—U(s-}—h,s)y]'

:U(t,s+h)[ ;
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Como ||U(t,s + h)|| < Me“T, de (1.16) consegue-se

lim U(t,s + h)y - U(t,s)y - _
h—0~ h

U(t,s)A(s)y.

Agora, supondo que 0 < s+ h<s<T,entdoparay €Y

U(t,s+h)y - Ul(t,s)y U(s+h,s)y—y
h =U(t’3)[ h }

assim por (1.16)
hlir(l)rl_ Ult,s + h)y},: - U(t,s)y Ut 5)Als)y

o que prova Ej.

‘ Para provar a unicidade, suponhamos {V (¢, s)}(t,s)ea é outra familia de operadores
lineares limitados em X que satisfaz as mesmas propriedades de {U(t,s)}t,s)ea- Sejam
n>1e0<s<t<T dados, entdo paray € Y a aplicagdo r € [s,t] — V(t,r)U,(r,s)y é

diferencidvel se r # t? onde j = 0,...,n, pela proposigio 1.5. Assim
OV (t,7)Un(r,8)y = V(t,r)An(r)Un(r, )y — V(t, ) A(r)Un(r, 8)y.
Integrando em [s, ] e pela continuidade
Un(tss)y = Vit )y = [ V() An(r) = AU (r,s)ydr.

Assim

”Un(t73)y - V(tas)y”X
4
< /sIIV(t,T)llz:(X)HAn(T)—A(T)Ilc(Y,X)HUn(T,S)yllydr

O t
< ##Sllly [ 114n() = ADlleqrndr
onde S = sup{||V(¢,r)|lzxy : (t,7) € A}, donde
[|Un(t,8)y — V(t,s)yllx = 0 quando n — oo,

logo JLrl;loUn(t,s)y = V(¢,s)y, portanto U(t,s)y = V(¢t,s)y para y € Y. Mas Y ¢ denso
em X, entdo U(t,s) = V(¢,s) para cada (t,s) € A. n
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Notemos que nio obtemos uma solugio a valores em Y para o problema (H), isto
é, ndo provamos a igualdade (1.2). A razdo para isto, é que as hipSteses ndo garantem
que A(t)U(t,s)y faca sentido para todo y € Y. Levando em conta isto, para obter uma
solugdo a valores em Y precisamos que U(t,s)Y C Y para todo t € [0,T]; que em relagéo
a norma de Y a aplicagdo ¢ € [0,T] ~ U(t, s)y seja uma aplicagdo continua, e a igualdade
(1.2) seja satisfeita.

A seguinte proposi¢do mostra que a existéncia e unicidade do sistema de evolugao
associado ao problema (H), junto com duas das condigGes acima, garantem a existéncia e

unicidade de solugbes a valores em Y.

Proposigao 1.6. Suponhamos que {A(t)}:e0,17 satisfaca as hipéteses do teorema 1.2, e

%eja {U(t,5)}t,5)ea seu sistema de evolugdo associado. Se
Ey: U(t,s)Y CY paratodo (¢,s) € A, e
Es: Para cada y € Y a aplicagao (t,s) — U(t, s)y é continua.

Entdo para cada y € Y a fungéo u(t) = U(t,s)y com s <t < T, é a unica solugao a
valores em Y do problema (H).

Prova.
Temos que u(s) = U(s,s)y =y e a aplicagdo t € [s,T] — U(¢,s)y € Y é continua por Fj,
assim u € C([s,T],Y). Agorasejas <t <t+h <T,entdo

Ut +h,s)y=U(t,s)y = U({+ht)U(E,s)y—Ult,s)y
[U(t+ h,t) = 1|U(t,s)y.

De E5 no teorema 1.2 obtemos

Uit + h,s)y—-Ult,s)y

Ou(t) = hE%l— h
= hlirc1)1_ Ut + hl,ls)y — y] Ut,s)y = A()U(t, s)y. (1.17)

Como u € C([s,T],Y) e A € C([0,T),L(Y, X)) entdo 8u € C([s,T],X). Portanto
u € CY([s,T],X), e de (1.17) pela proposicio 1.1. temos Ju(t) = A(t)U(t,s)y, isto é
Bpu(t) = A(t)u(?). n

l
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O problema é agora impér condigbes a familia { A(t) }i¢p,77 para que o tnico sistema
de evolugdo associado satisfaga as hipéteses da proposigao 1.6. Kato em [K2] substitui

H, por

H; : Existe uma familia {S(t)}:cjo1) de isomorfismos de Y em X tal que S(¢): Y — X

é fortemente continuamente diferenciivel e
S(t)A(t)S(t)™! = A(t) + B(t)

onde B(t) é fortemente continua.

Entdo Kato mostra que Hy e H; implicam H,. Logo do teorema 1.2, existe um tnico
sistema de evolugio em X que satisfaz F;, E; e F3. Finalmente prova que as hipéteses
qu’ H; e H; também implicam as hipSteses na proposigio 1.6. Esse resultado é fortalecido
em [K3] substituindo estabilidade por quase estabilidade em Hj, e continuidade forte por
mensurabilidade forte em H;.

Neste trabalho, visando a aplicagdo que faremos no capitulo 3, vamos substituir
simplesmente H; , como em [K4], e logo segue-se o caminho acima descrito.

Consideramos entdo
H: Existe um isomorfismo linear S : Y — X tal que
SA(t)S™! = A(t) + B(?) (1.18)
onde B : [0,T] — £(X) é fortemente mensuravel e limitada de [0,7] em L£(X).

A relagdo (1.18) deve ser interpretada da maneira seguinte, se y € Y entao
S~ly € Y C D(A(t)), A(t)S™ 'y € Y e vale a igualdade.
Nosso objetivo agora é mostrar que com as hipdteses Hy, HJ e Hs, satisfazem as

hipdteses da proposigao 1.6. Como foi dito, primeiro provamos a seguinte proposigao.

Proposigéo 1.7. As condigdes H; e Hf implicam H,.

Prova.
E claro que o isomorfismo § satisfaz as condigdes (1) e (2) do teorema 1.4.4. Além disso,
de Hy afamilia {A(t)}iepo,1) é estdvel em X, e de HY existe C' > 0 tal que [|B(t)||zx) < C
para todo ¢t € {0,7T]. Logo, pelo teorema 1.4.3,

{A(t) + B(t) = SA()S ey
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¢ uma familia estavel de geradores com constantes de estabilidade (M,w + CM); assim
a condigio (3) do teorema 1.4.4 é satisfeita. Portanto, ¥ é A(t)-admissivel para cada

t € [0,T], e {A(t)}eepo] € uma familia estivel de geradores em Y. =

Proposigdo 1.8. Seja {U(t,s)}(:ea um sistema de evolugio em X tal que
Ut 8)llex)y € M para todo (t,s) € A. Se {H{t)}epor) € L£(X) é uma familia for-

temente mensurdvel e limitada, entdo existe uma tnica {W(t,s)}.qea € £(X) tal que
H
W(t,s)z = U(t,s)z + f W(t,r)H(r)U(r,s)xdr (1.19)
E

para cada z € X, e W(t, s)z é continua em (t,s) € A.
Prova.

Seja = € X e definamos {W,(¢,5)}(s,s5ea por
Wolt,s)x = U(t,s)z

Woaa(t,s)z = _/:I-Ifn{i,r]H[r}U(r,ajxdr.

Para cada (t,s) € A fixo, o integrando em W,y é fortemente mensurdvel pela pro-
posicio 1.1.9. Como {H(t)}gpr € limitada de [0,7] em £(X), existe NV € IR™ tal que
[|H(t)||c(x) £ N para todo t € [0,T].

Afirmagao. Para todo n € IV temos que W, (t,s) € L(X) e
MHINT
Wty s)alle < S (e = o) el (1.20)
De fato.
Por inducéo, como ||Wy(t, s)z||x = ||U(2, s)z||x < [|U(L, 8)|]eexy < M, temos que,

t
WAt s)zllx < /sH”’Ht1‘)||::::»:]|JH(="}||.cfx}||U[?'TS}H:{x}Hﬂf”J{dr

< MN(t - s)|jel|x.
Supondo (1.20) temos
t
[[Wasa(t,s)z||x < f, Wt o)l oo | H (W) e TU (ry 8)l gy ]| x dr
MAINRHL e
< Thxile}aa—r} dr

;u'nﬁ-i _:.1.|Ilrn+1

= m{f_— )" || x
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o que prova (1.20). E claro que W,(t,s) é linear e de

sup{|[Wa(t, allx : el = 1} < X e

temos que W, (¢,s) € L(X). o

Afirmagdo. Para cada n € IV, W,(t,s) é fortemente continua de [0,T] em L(X).

{ De fato.

Estendemos W,,(t,s) e U(t,s) a [0,T)? fazendo W) = 0 e U = 0 fora de A, entdo para
fa,da. reX

i
i
|

Wt s)e = Waltellx < /OTIIPVn(tn,r)H(r)[U(r,sn)—U(r,s)]xllxdr

T
+ /0 Wt r) — Wal(t, r)|H(r)U (r, s)z|| xdr.

Assim

[|[Wa(tn, sn)x — Wi(t,s)z||lx = 0 quando ¢, —t e s, —s

pois o segundo membro converge para zero pelo teorema da convergéncia dominada. Por-
tanto, W,(-,-)z : A — X ¢é continua, logo W,(t,s) é fortemente continua de [0,T] em

L(X). ]

Definimos -
W(t,s)z = > W,(t,s)z (1.21)

n=0
que converge uniformemente em A na norma de X, pelo critério de Weirstrass. Entao
W(t,s)z é continua de A em X, i.e. W(t,s) é fortemente continua.

E ébvio que W(t,s) é linear e para todo z € X temos que

o (o] Nn n
Wt s)ellx < D 1IWaltss)llecollellx < DM —(t = s)"llellx

n=0 n=0

= MMz x.

Assim
sup{lIW (2, $)ellx : fellx = 1} < MeMNE=9)

donde W (t,s) € L(X). Além disso, W (t,s) é solugao da equagéo integral (1.19). De fato,

da convergéncia uniforme em (1.21) temos
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U(t,s)z + /: W(t,r)H(r)U(r,s)zdr
= U(t,s)z + i/j Wo(t,r)H(r)U(r, s)zdr

= U(t,s)x + ZWn+l(t73)x

n=0
pois pela definigdo Wy(t, s)z = U(t, s)z.

Para a unicidade, suponhamos que V(¢ s) satisfaz as condigées do teorema, entdo

Vit,s)o =Ult,s)a+ [ Ve, ) H(r)U(r, s)zdr

iogo t
W(t,s)z - V(t,s)z = / [W(t,r) = V(t,r)|H(r)U(r, s)zdr

portanto
W) = ViLs)llx < [ IV, r) = Vit D H (DU (r, )l xdr
< MN [ 1w - Ve llewllallxdr
pelo lema de Gronwall resulta que
IW(t,5)2 - V(t, s)allx = 0

entdo W (t,s)z = V(t,s)z para todo z € X, assim W(t,s) = V(t,s).

Portanto, se a familia { A(t) }¢¢[o,1] satisfaz as condigdes Hj, H} e Hj, pela proposigéo

anterior, podemos aplicar o teorema 1.2. Finalmente o seguinte teorema mostra que com

as mesmas hipéteses também se verificam E, e Fs, isto é, pela proposigao 1.6, existe uma

Unica solugdo a valores em Y do problema de evolugdo (H).

Teorema 1.9. Se {A(t)}p,1) verifica Hy, Hf e Hj, entdo para todo y € Y existe uma

.. .
unica solugdo a valores em Y

u(t) = Ult,s)y

de (H), onde {U(t,s)}(t,s)ea é 0 tinico sistema de evolugéo associado com {A(t)} 0,77 pelo

tForema 1.2,

31



Prova.
ba proposigdo 1.7 e o teorema 1.2, existe um tnico sistema de evolugdo {U(t,s)}(t.s)ea
Jgue verifica F,, E; e F;s.
teja z € X, da hipétese H} e da proposigio 1.8 temos uma tnica familia fortemente

ontinua {W(t,5)},s)ea de operadores lineares limitados em X satisfazendo

| :
| W(t,s)z = Ult,s)z + / W(t,r)B(r)U(r, s)zdr (1.22)

| W (t,s)e = SU(L ) + [ " SN (2, 1) B(r)U(r, s)zdr. (1.23)
Vejamos que U(t,s)S™! é a solugdo tinica de
| V(t,s)z = STU(t, s)x + / V(t,r)B(r)U(r,s)cdr
De fato, se z € X entdo S~z €Y e
o, U(t,r)S = —U(t,r)A(r)S 'z

mas de HY temos

A(r)S™! = STHA(r) + B(r)]

parar € [0,T], se y € Y C D(A(t)), assim
. U(t,r)S™ 'z = =U(t,r)S~A(r) + B(r)]z. (1.24)

Do teorema 1.2,

OrUn(r,8)x = An(r)Upn(r, s). (1.25)
Logo de (1.24) e (1.25) obtemos

B,U(t,r)S ™ Wnlr,s)y = —U(t,)STA(R) + B(r)Un(r, s)y + U(t,r)S™ An(r)Un(r, )y
= U(t,r)S™[An(r) — A(r) = BIUn(r, s)y

integrando em s, t]

S, (t,s)y = U(t,s)s7'y = /: U(t,r)S7AL(r) — A(r) — B(r)|Un(r, s)ydr.  (1.26)
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Como
¢ -1
[ Ur)S T An(r) = ADIUa(r, s)ydrleer)
t
S/, NU@, ) e 1S Ml e 1 An(r) = AP e 1Ua(ry ) conlylly dr
. t

< MM ylly [ 114a(r) = Al legydr = 0

quando n — oo, passando ao limite quando n — oo em (1.26) obtemos

U(t,5)S7y - 70t sy = [ “U(t,r)S" B(r)U (r, s)ydr.

Como os operadores nesta igualdade sio limitados e Y = X temos
¢
U(t,s)S™lz = S7U(t,s)z + / U(t,r)S™'B(r)U(r, s)zdr (1.27)

para todo z € X.
Portanto de (1.23), (1.27) e pela unicidade, concluimos que existe uma tnica familia
{W(t,s)}t,s5ea C L(X) fortemente continua tal que A

ST'W(t,s) = U(t,s)S™*. (1.28)
Sejay € Y entdo Sy € X e
Ut,s)y=S"'W(t,s)SyeY

isto é U(t,s)Y C Y o que prova Ey. Além disso, U(t,s)y é a composigdo das aplicagdes
continuas

AL T xSy
o que prova Ejs. Portanto, pela proposicio 1.6, para todo y € Y a fungdo u(t) = U(t,s)y

é a Unica solugao a valores em Y de (H). n

Antes de concluir a segdo, provamos algumas estimativas para

Ulleo,cx) = Sup{l|U(¢, 8)llc(x) : (F,5) € A},

¢ para
Ulloo,cvy = Sup{||U(2, s)l[c(r) = (t,8) € A},
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em termos das constantes primitivas de { A(t) }+¢jo,77, isto é, suas constantes de estabilidade
(M,w), [ISlleerxy, 157 lexyy e

|

| || Blleo,c(xy = Sup{[|B(t)llc(x) : t € [0,T]}

Proposigdo 1.10. Suponhamos que {A(t)}+¢[o,r] cumpre as condicdes Hy, Hy e Hs, entdo

o sistema de evolugdo associado {U(t,5)}(,s)ea satisfaz

NUlloo,c(x) < Me*™ (1.29)

U looc(ry < MIISIler xS ™| ex vy eT M Bl cx) (1.30)

N

| Prova.
Notemos que de Ey, [|U(t,s)||cx) < M=) para todo (t,5) € A, logo

U loo,c(xy = Sup{l|U(t, 8)|lcx) : (¢,5) € A} < Me*T,

o que mostra (1.29).
Agora, de (1.28) temos que U(t,s) = ST'W(¢,s)S, logo

NU(, s)lleery < USHex)

1ISTHleax W ()l eex)- (1.31)

Mas de (1.22),

t
Wt 9)llex) < IIU(t,S)Hc(X)+/s W (&, r)leeoll BrlleollU(ry o)l dr-

Entéo, por (1.29)

1
e [W(t,9)llepn < Me + M [ e IW(E,0) oo 1B cgxdr.

Agora usando a desigualdade de Gronwall e multiplicando por e obtemos
Wt ) Loy < Meste9+¥ 1Bl
Logo, substituindo em (1.31)
U 8)llery € MIS]lellS ™ legerye I+ INLOIEEES

34



Portanto,

Sup{||U(t, s)llcqry = (8,5) € A}

M”SHC(Y,X) I IS-IIIL(X,y)eT(“"+1\’!”B”o<>,C(X))

[[Ulloo,ccv)

IA

o que prova (1.30). -

Antes de encerrar a se¢io, mencionamos que a prova do teorema 1.9, é devida a J.R.
Dorroch [D], e é mais simples que as apresentadas por Kato em [K2] e [K3].

Também, é importante destacar entre as generalizagdes do teorema 1.9, a de Ko-
bayasi. Em [K2] e [K3] se assume na hipStese H; que ¢t € [0,T] — A(t) é uma aplicagio

continua na norma de £(Y, X). Em [Ko] o teorema é fortalecido substituindo a continui-

dade pela continuidade forte [veja a definigdo 1.1.2].

2.2. A Equacao Nao Homogénea. Solugoes Amenas
(Mild).

Nesta secio {A(t)}:epo,1) é uma familia de geradores de semigrupos de classe Cp em
X satisfazendo as condigdes Hy, Hi e Hj, e {U(t,s)}(t,5)ca € o sistema de evolugdo asso-

ciado, conforme o teorema 1.9.

Teorema 2.1. Seja f € C([s,T],X). Se u é uma solugdo a valores em Y de (L) entdo

u(t) = U(t,s)y + /St U(t,r)f(r)dr. (2.1)

Prova.

Das propriedades de {U(t,5)}(:,s)ca € da definigdo de u segue que a fungio
r € [s,T) — U(t,r)u(r)
é continuamente diferencidvel em X e
orU(t,r)u(r) = =U(t,r)A(r)u(r) + U(t,r)[A(r)u(r) + f(r))
U(t,r)f(r).

I
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Integrando de s até ¢ encontra-se (2.1). -
Observe-se que (2.1) faz sentido se f € L!([s,T], X), e assim temos a seguinte

Definigdo 2.2. Se f € L'([s,T],X) ey € Y, a fungdo continua

w(®) = Ut,sly + [ Ult,r)f(rdr

¢ chamada solu¢do amena (mild) do problema (L).

Assim, o teorema 2.1 garante que se f € L'([s,T],X), toda solugédo a valores em

Y de (L) é uma solugdo amena. No entanto, a fungao definida em 2.1 pode ndo ser
diferencidvel em relagio a t, logo para garantir a reciproca precisamos impér condigées
adicionais sobre y e f. Em primeiro lugar temos a seguinte proposicao.
Proposigao 2.3. Sejam y € X e f € L'([s,T],X). Se
t
u(t) = Ult, )y + [ U(t,r)f(r)dr

parat € [s,T], entdo u € C([s,T],X) e

[ulloox < NNUllso,ccxy (Hyllx + [1F1h.x) (2.2)

onde [fulfox = Sup{llu(t)llx 5t € [5, TN} e lflhx = [ 1157 llxdr.

Prova.
Supondo f € C([s,T])X) entéo é claro que u € C([s,T],X) e

t
lu(®llx < ”U(t,s)”C(X)HyHX‘l‘/; UGl el f(r)l|xdr

< N0 leconollx + [ 15 lxdr

logo
[lelfoo x < 1UJoo ey (Nl + [1f1]1.%)-

Suponhamos f € LY([s,t],X), como C([s,T],X) é denso em L([s,t],X), existe uma
seqiiéncia {f,}nenv em C([s,T],X) tal que fan, isto é ||f, — flli,x — 0 quando

n — o0o. Para cada n € IV definimos

un(t) = U(t,s)z + /St U(t,r)fo(r)dr para te€[s,T].

36



lun®) = u(@llx = 1| [ UEAalr) = el
< I [0 llfatr) = Fllxdr
[lun(t) — w(®)llx < |Ulloo,ccx)llfa = fll,x = 0 quando n — oo.

Logo u € C([s,T},X) e a prova da desigualdade (2.2) é imediata.

De modo anélogo se prova.

Proposigio 2.4. Sejamy € Y e f € L'([s,T],Y). Se
t
u(t) = Ut,s)y + [ Ult,)f(r)dr
para t € [s,T], entdo u € C([s,T],Y) e

[ullsoy < NUHoo,cery(lylly + 111y )-

Podemos agora provar

Teorema 2.5. Seja

u(t)=U(t,s)y + /st U(t,r)f(r)dr.

Pelo ja visto u, € C([s,T)], X) para cada n € IV, e u, — u uniformemente em {s,T] pois

(2.3)

SeyeYefeC(sT],X)NLY[sT],Y), entao u é uma solugdo a valores em Y de (L).

Além disso,

10su]loo, x < [ Alloo,cevx)[ulloo,y + [ f1o0,x (2.4)
onde ||A]lw,cv,x) = Sup{l[A(t)|lcrx) : t € [s,T]}-
Prova.
Se consideramos o problema de evolugéo linear homogéneo
Ow(t) = A(t)v(t) 0<s<t<T
(2.5)
v(s) =y
sabemos da secdo anterior que v(t) = U(t,s)y é sua solugdo a valores em Y, isto é

v e C(s,T),Y)NCY(s,T],X) e satisfaz (L). Mostremos a seguinte afirmagao
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Afirmacgao. A funcdo .
w(t) = / U(t,r)f(r)dr (2.6)

é solugdo do problema

Owu(t) = A(t)u(t) + f(t) 0<s<t<T
{ (2.7)
u(s) = 0.
De fato.
Como w(s) = /SU(t,r)f(r)dr = 0, resta calcular d,u. Supondo A > 0 temos que s <t <
t+h<Te ’

w(t + h’z — w(t) _ _’1;[/:+h U(t + h,r)f(r)dr — /: U(t,r)f(r)dr]
1

= 2 [ Wit +hr) = UG + /tHh e+ A ()i

= /OT X[s,:l(r)U(t + h’r;)L — U(t’r)f(r)dr + % -/tt+h U(t + h,r)f(r)dr.

Pelo teorema da convergéncia dominada

/OT Ao y(r) Ut + h,rz = Ult,r) f(r)dr = A(t)w(t) quando h — 0%

enquanto
1 qt+h
E/ U(t+h,7)f(r)dr — f(t) quando h — 0%
t

pois é o valor médio no intervalo [¢,¢ + k] de uma fungdo continua. Assim
Bhu(t) = Alt)ult) + £(2)
No caso h < 0 o argumento é andlogo, portanto
Buu(t) = A(yw(t) + £(2) 2.38)

e a afirmagio esta provada. O

Logo a fungio u(t) = v(t) + w(t) tém as seguintes propriedades:

38



i. ue€C[s,T],Y) da proposigio 2.4, pois y € Y e f € L([s,t],Y).

w € C((s, T.X).
i, u satisfaz (L), pois u(s) = v(s) + w(s) = y e
du(t) = Ou(t) + duw(t) = At)v(t) + A(t)w(t) + (1)
= A(D)[v(t) + w(t)] + £(t) = A(t)u(?) + f(1).
Dai obtemos que u é uma solugéo a valores em Y de (L)

louilx < |lA@u®)llx + 117 (@)]]x
< AGONewollu@®lly + [1F@)]x
< Nl Allso.cv.xyltellooy + 11 f1loo,x

logo

10culloo,x < {|Alloo, v x)l[tellooy + [ flloo,x -
Para concluir a se¢do observamos que de (2.3) e (2.4) temos a desigualdade

HOet|loo,x < I flloo,x + | Allco,cv,x) U oo, vy (Ulylly + [ fll1y)-

2.3. Teoremas de Perturbagao e Convergéncia.

. ue€ CY(s,T],X) pois v € C*((5,T],X) e f € C([s,T], X) implica, de (2.8), que

(2.9)

Nas aplicagbes as equagdes nao lineares, é importante conhecer a dependéncia da

solugdo de (L) quando A(t), f(t) € y sdo submetidos a pequenas perturbagdes. Conside-

remos outro problema do mesmo tipo
{ ow(t) = At)w(t)+F(t) 0<s<t<T

v(s) =7.

|
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resultados nesse sentido sao os teoremas 3.2 e 3.4.

Proposigdo 3.1. Sejamy € Y e f € L!([s,T],Y). Se definimos

iKentz?;o
llw(®)llx < W lloo,cx) (A — A)ullyx.

~ Prova.!
Consideremos y € Y e h(r) = W(t,r)U(r,s)y. Entdo

O.h(r) = =W (t,r)A(r)U(r,s)y + W(t,r)A(r)U(r, s)y

logo

assim

W(t,s)y ~ Ult, )y = /S Wt OTA(E) — A©IU(E, s)yde.

Substituindo (3.3) em (3.1)

wt) = [ WEOAE) =A@ s)ye
+f / W (t, E)[A(E) — A©)IU(E, ) f(r)dédr

= [ WEMAE - AW s)vde
+/s / W (t,E)[A(E) — A)IU(E,r)f(r)drdé

- /SW ,6)[A(e) - (5)][ (€, s y+/3 U(ﬁ,r)f(r)dr]dé

= [ Wit AE) - AO(©d.

(M Como u € C([5,T],Y), entdo do teorema 2.5 (A(t) — A(t))u(t) € X.
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os mesmos Y e S, e seja {W(t,5)}(1s)ea o sistema de evolugio associado.

w(t) = W(t,5) = Uty + [ (W(t,r) = Ut} )dr

Suponhamos que as hipéteses do teorema 1.9 sio satisfeitas pela familia {A(t)}sefo.7) com

Um dos objetivos desta segdo é estimar v — u uniformemente nas normas || - ||x e

|| - |ly, onde u e v sio as solugdes amenas de (L) e (L) respectivamente. Os principais

(3.1)

(3.2)

(3.3)



Portanto
w(®)|x < |Wlso.cx)|(A = A)ull x. N

Teorema 3.2. Sejamy € Y, f € LY([s,T],Y), 7€ X e f € L*([5,T],X). Se u e v séo

as solugbes amenas correspondentes a (L) e (L) entdo

llv = wlloox < IWlleoco)[llF = yllx +1IF = fllux + [I(A = Aullx].  (3.4)

Prova.

Temos que

u(t) =U(t,s)y + /: U(t,r)f(r)dr e

t —
o(t) = W(t,8)7 + / W(t, ) (r)dr.
Logo
t _
v(t) —u(t) = W(t,s)y—U(t,s)y + / (W(t,r)f(r) = U(t,r)f(r)dr
gsomando e subtraindo termos, depois de agrupar convenientemente obtemos

v(t) — u(t) = wi(t) + wa(t)

onde
wi(t)= Wi, )@ -9)+ [ WEnFe) - (ol (3.5)

walt) = W (t,9) - U,y + [/ W(t7) = U7 () (35)
Se t € [s,T], de (3.5) obtemos

hea®llx < WG MeeollT =il + [ W EAewol Fe) - Fo)llxdr
< W lloo,cox 115 = wllx +1[f = fllix]
e comparando (3.6) com (3.1), aplicando a proposi¢io 3.1 temos
llw2()]1x < W lleo, e 1(A = A)ulls x.
41
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Portanto

llv(2) = u@®llx < W loo,ce [T = yllx + IIF = fllx + (A - A)ullsx]

para todo t € [s,T], o que prova (3.4). _ -

Se no teorema anterior tomamos y =7, f = f e A = A obtemos

Forolério 3.3. Sejamy € Ye f € L}([s,T],X). Entdo (L) tém no maximo uma solugao.

Do teorema 2.5 e o coroldrio 3.3 temos garantida a existéncia e unicidade das solugoes
a valores em Y para o problema (L).

O seguinte resultado serd utilizado no préximo capitulo para estabelecer a de-
pendéncia continua no dado inicial para as equacbes quase lineares. Denotamos por B(t)

o operador correspondente a B(t) da hipétese HJ .

Teorema 3.4. Sejam y,7 € Y e f, f € L'([s,T),Y). Se u e v sio as solugdes correspon-
dentes a (L) e (L), entao

o = ulleoy < K[I[F7 = ylly + IF = flly + I(B ~ B)Sullix + ||h]loc,x] (3.7)

onde i’ depende apenas de ||W/||co,c(x) € || Blloo,x, €
¢
h(t) = [W(t,s) - U(t,s)]Sy + / [(W(t,r) = U(t,r)]g(r)dr

g(r) = 5f(r) = B(r)Su(r)

Prova.

E claro que
[lv(®) —u(®)lly < 157 Hlex)ISv(E) = Su(®)l]x- (3.8)

Como Su(t) é solugdo de

{ daw(t) = A(t)w(t) + (SF(t) — B(t)Su(?))



segue que .
Su(t) = U(t,s)Sy + / Ut,r)[Sf(r) — B(r)Su(r)]dr. (3.9)
Analogamente Sv(t) é solugdo de
{ drw(t) = A(t)w(t) + [(SF(t) — B(t)Sw(t)]
w(s) =Sy

portanto

Su(t) = W(t,5)Sg+ [ W(tr)[ST(r) ~ Blr)S(r e (3.10)
Assim de (3.7) e (3.8)

1Su(t) = Su@)llx < WlleocellI7 = vlly + 1IF = Flluy + 1B = B)Sullix + [[klloo.x]
W oo |1 Blloo.x /s [So(r) — Su(r)]dr.

Entdo o resultado segue pela desigualdade de Gronwall. N

Antes de provar alguns teoremas de convergéncia para as solugbes das equagoes de

evolugdo, vejamos as seguintes proposigoes.

Proposigéo 3.5. Seja {Th}nen C L(Y, X) tal que T}Lr&Tny existe para todoy € Y. Se
denotamos o limite por Ty, entéao

1. Existe M € (0, c0) tal que ||T,)|cv.x) < M,

2. T€ LY, X) e ||T||lcvx) S M, e

3. T,y — Ty uniformemente em compactos.

A primeira parte da proposi¢do anterior é uma conseqiiéncia do Principio da Li-
mitacao Uniforme, a segunda se obtem do Teorema de Banach-Steinhaus, e para a terceira

temos que lembrar que todo conjunto compacto em Y é totalmente limitado.

Proposigao 3.6. Sejam T,T, € L(Y,X), n € IN, tais que Sup,n||Thllcv,x) < o0 €
HTny — Tyl|x — 0 quando n — oo para todo y num subconjunto denso D de Y. Entado

T, — T fortemente.

|
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Para a prova pode-se consultar [K5].

Consideremos a seqiiéncia de problemas de Cauchy em X

(L)

{ Ou™(t) = A™(t)u™(t) + f*(t) 0<s<t<T
u™(s) = y".

| Suponhamos que para cada n € IV, a familia {A"(t)}:ejo,1) satisfaz as condigdes

Hy: {A™(t)}tefo,7) € uma familia de geradores estavel, com constantes de estabilidade

(M, w).

H}: Existe um espago de Banach Y, densa e continuamente contido em X, e um iso-

morfismo linear S : Y — X tal que
SAM()S™' = A™t) + B*(t)
onde B": [0,T] — L(X) é fortemente mensuravel e limitada de [0,7] em £(X).

H3: Y C D(A™(t)) paratodot € [0,T], A™(t) € L(Y,X) et € [0,T] — A™(t) é continua
na norma de L(Y, X).

Além disso, suponhamos que {||B"||; x }nen € limitada. Segue que os sistemas de evolugao
{U™(t,3)}(2,5)ea associados a {A™(t)}ie[o,r] existem e sdo uniformemente limitados tanto

em L£(X) como em L(Y). Assim a solucdo amena de (L") é

w(t) = Ut 5" + [ “Un () f(r)dr (3.11)

Os seguintes teoremas garantem a convergéncia de u" para a solugdo amena do pro-

blema (L).

Teorema 3.7. Além das hipdteses acima, suponhamos que

A™M(t) — A(t) fortementeem L(Y,X) q.t.p. t€][0,T] (3.12)
e que
| i " = i 3.13
| m(lg)rio/EHA (t)ler,x)dt = 0 uniformemente em n, (3.13)
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onde m(-) denota a medida de Lebesgue. Entdo
U"(t,s) = U(t,s) fortemente em L(X) (3.14)

uniformemente em relagio a (t,s) € A.
Prova.
Devido a limitagao uniforme da familia {U"(¢,s)}.cn € pela proposi¢do 3.6 basta provar
que
Ut(t,s)y - U(t,s)y com y€eY (3.15)

em relagdo & topologia de X uniformemente em (s,t) € A. Derivando U™(t,r)U(r, s)y em

relacdo a r, utilizando (L) e (L") temos

o.U™(t,P)U(r,s)y = U"(t,r)A(r)U(r,s)y — U™(t,r)A™(r)U(r,s)y
Ur(t,r)[A(r) — A*(")]U(r, s)y

f

e integrando em relagéo a r € [s,t] obtém-se
Ult,s)y — U(t, )y = [ U A — AU (r, s)ydr.
Como {U™(t,s)}nen é uniformemente limitada temos
() - Ut shullx < € [ AW = AU o)lledr — (3.16)
mas U(+,-)y : A — X é continua, entio
K ={U(r,s)y:(r,s) € A}

¢ um conjunto compacto.

T
Afirmagao. nllfg/o Sup, e ||(A™ — A)(r)yllxdr = 0.
De fato.
Pela hipétese A™(t)——A(t) em L(Y, X) para t € [0,T]\ N onde m(N) = 0, temos pela
proposigéo 3.5 que (A™ — A)(t)y — 0 uniformemente para y € K para cadat € [0,T]\ N

fixo. Em conseqiiéncia
lim Sup,exll(4” = A))yllx =0 te[0,T] N. (3.17)
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Seja fa(t) = Sup,ex||(A™ — A)(t)y||x, entdo {fu}nerv é uma seqiiéncia em L([0,7],m).
Como a convergéncia q.t.p. implica convergéncia em medida em espagos de medida finita,

de (3.17) obtemos que {f, }nen converge na medida para zero. Além disso

[fa(t)] = Supyexli(A™ — A)(t)yllx
< Supyexll(A™ = A)Olerx)llyllx
< M([|AM O evxy + A ex))

onde M = Sup,cxl|yl|x. Pela proposicio 3.5, existe No € (0, 00) tal que
A leerxy S No e A evx) < Mo,

assim |fn(t)] < 2MN,. Logo pelo teorema da convergéncia de Vitalit?, {f,} converge

para 0 em L!, isto é

T
lim /0 Sup, e xcll(A™ — A)(r)yl|xdr = 0. O

n—oo

Portanto em (3.20)

10, 9)y = Ut 9lx < € [ Supyerli(A(r) = A(r))yllxdr = 0

quando n — oo, e assim obtem-se (3.15). »
Uma conseqiiéncia imediata do teorema anterior e de (3.3) é

Teorema 3.8. Além das hipdteses do teorema anterior, se y* — y em X e f* — f em

LY([s,T],Y), entao u™ — u em C([s, T}, X).

(2) Seja {fa}nen uma seqiiéncia em LP, 1 < p < 0. Se f, — f na medida, g € L? e |f,| < g, entdo
fa">f- [B, 76-78).
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Capitulo 3

Equagoes de Evolugao Lineares do Tipo Hiperbdlico

Neste capitulo discutimos o problema abstrato de Cauchy associado a equagdo de

evolugdo quase linear do tipo hiperbdlico

Owu(t) = A(t,u)u(t) + f(¢t,u) para 0<t<T
(Q)
u(0) = ug
num espago de Banach X. Assumimos que para cada ¢ e u, A(t,u) é um operador linear
em X que gera um Cy-semigrupo (ndo necessariamente analitico), f : [0,T] x X — X é
uma fungio dada e u: [0,7] — X.
Nés apresentaremos dois teoremas devidos a Kato [K4], para (Q), um deles de
existéncia e unicidade, e o outro sobre dependéncia continua da solugdo no dado ini-
cial. Estes resultados sio locais. Em geral a continuagio de solucdes para t > T é um

problema dificil, e ndo o consideraremos neste trabalho.

3.1. Teorema de Existéncia e Unicidade.

O problema (Q) é diferente do problema (L), considerado no capitulo anterior, pelo

fato de que A e f dependem explicitamente da solugdo u do problema. No entanto, a
i
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prova do teorema 1.3 estd baseada na teoria para (L).
A idéia é simples. Consideramos um certo espago métrico £ de fung¢des definidas em

[0,T] com valores em X, entdo para cada v € £ consideramos o problema linear

Owu(t) = A(t,v(t))ul(t) + f(t,v(t)) para 0<t<T
(L¥)
u(0) = uo
Da teoria linear obtemos uma tnica solugao u¥ de (L"), e assim temos definida a fungao
®: & — £ tal que ®(v) = u¥. Provaremos entdo que & pode ser escolhido como um

espago métrico completo e ® é uma contragido. Logo, pelo principio da contragdo, existe

uma tnica u € £ tal que ®(u) = u é a solugdo procurada para (Q).
Para seguir o programa acima descrito, temos que formular a seguinte hipétese para

o espago X.

X: Sejam X e Y dois espagos de Banach reflexivos tais que Y estd densa e continua-
mente contido em X. Além disso, existe um isomorfismo S : Y — X e a norma de

Y é escolhida de forma que S seja uma isometria.

Provamos agora a seguinte proposicao.

Proposigao 1.1. Se a funcdo ¢ : [0,7] — Y é limitada na norma de Y e continua na
norma de X, entdo g é fracamente continua (e fortemente mensurdvel) como uma funcao
com valores em Y.

Prova.
Seja t, — to em [0,7], entdo g(t,) — g(to) em X e ||g(¢,)|!s ~ C paratodon > 1. Assim
existe uma subseqiiéncia t,, — to e umy € Y tal que g(t,,) — y fracamente em Y. Mas
X' CY', entdo g(t,,) — y fracamente em X. Portanto y = g(¢y). Agora se g(t,) néo

converge fracamente em Y, entéo existe y’ € Y e uma subseqliéncia ¢, — t, tal que
I < ylyg(tnk) >—-< yl,g(tO) > I > 50 > 0.

Assim temos uma contradigio, pois uma subseqiiéncia da subseqiéncia {g(t,,)} tem que
convergir fracamente a ¢(%o). Portanto g é fracamente continua em Y. Da discussdo que
segue a definicdo 1.1.7, temos que g é fortemente mensuravel como fung¢io com valores
?m Y. -
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A3:

A4:

fa:

Para o operador linear A e a fungio f temos as seguintes hipoteses.

: Para cada (t,w) € [0,T] x W temos que A(t,w) gera um semigrupo de classe

Co(l,w) em X, onde W = B,(yo) é uma bola aberta em Y e w é um nimero real,
i1sto é
”e’A(t,W)HC(X) S ews’ S 2 O’ (t)w) € [O’T] x W (11)

: Para cada (¢t,w) € [0,T] x W temos

SA(t,w)S™! = A(t,w) + B(t,w) (1.2)

onde
B(t,w) € L(X) e ||B(t,w)llexy <M (1.3)

com A; > 0 uma constante.

Para cada (¢t,w) € [0,T] x W temos A(t,w) € L(Y,X). Além disso, para cada
w € W a aplicagdo t € [0,T] — A(t,w) é continua na norma de £(Y, X), e para
t € [0,T] a aplicagdo w € W — A(t, W) é Lipschitz continua, isto é

[A(t,w1) = A(t,w2)ller,x) < pallwr — wollx (1.4)
onde p; é uma constante.

Para todo (¢,w) € [0,T] x W temos que A(t,w)yo € Y e
AG®, wyolly < X2y t€[0,T], weW. (1.5)
A fungdo f : [0,T] x W — X é limitada,

NGt w)llx <p, t€[0,T], weW (1.6)

Para cada w € W, t € [0,T] — f(t,w) é continua de [0,7] em X e para cada
t € [0,7] a aplicagdo w € W = f(t,w) é Lipschitz em X, isto é

[1£(t,w1) = F(t,w2)l|x < pallwr — wollx (1.7)

onde y; é uma constante.
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Temos entdo o teorema de existéncia e unicidade

Teorema 1.2. Suponhamos as hipdteses X, A; — A4 e f; sdo satisfeitas. Se ug € W

entdo existem Ty € [0, e uma tnica
u € C([0, o], Y) n C*([0, T, X)

solugdo do problema (Q).
Prova.

Como W é uma bola aberta em Y, escolhemos R > 0 tal que up € Br(yo) € Brlyo] € W.

Consideramos o conjunto

E={v:[0,T]=Y /[v@®) - wlly <R e veC([0,To], X)} (1.8)
onde Ty € [0,T] sera determinado adiante. Se v € £ definimos
AY(t) = A(t,v(t)). (1.9)

Devido a hipétese A;, A¥(t) gera em X o semigrupo {e*4"®},5, de classe Co(1,w). Por-
tanto, da discussdo que segue & definicdo 1.4.1, a familia {A”(t)}icp,11 € estavel com

constantes de estabilidade (1,w), isto é

n
II eSiA"(t5)
i=1

< Mexp(w ) s;) (1.10)
£(x) fi‘: !

para toda seqiiéncia finita {t;}7.; com 0 <t; <... <t, <Tes; >0.
Afirmagao 1. A funcdo t € [0,T] — A¥(t) é continua na norma de L(Y, X).

De fato.
Temos que A¥(t) = A(t,v(t)) € L(Y, X) e se ¢, € [0, To)

[|A¥(t) — A" (to)llcqv.x) HA(t,v(t)) — A(to, v(to))||cv,x)

< AR v(E) — At v(o))lleqrx)
+HIA(t, v(to)) — A(to, v(to))llc(v.x)

pallv(t) — v(to)l|x

| +l|A(t, v(to)) — A(to, v(to))llc(r.x)

IA
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pois da hipdtese A3 a aplicagdo A(t,-) é de Lipschitz para cada t € (0, Tp). Além disso, a

fungao A(:,v(to)) é continua. Logo, quando t — ¢, temos
|A°(t) — A*(to)llcv,x) — O

isto encerra a demonstragao. a

Notemos que por A, temos
SAY(t)S™! = A¥(t) + B¥(t) (1.11)

onde BY(t) = B(t,w) € £(X) e ||B*(t)lleex) < A

Afirmagao 2. A fungio t € [0,T] — B(t) é fracamente continua (e portanto fortemente

mensuravel).
De fato.
Seja y € Y. Entdo de (1.11)

A'(t)S 'y = STTAY(t)y + ST B (t)y
como S~y € Y segue da afirmacido 1 que o lado direito de
STB'(t)y = A'(#)S7 'y — STTAY(t)y

é continuo na norma de X. Portanto { — S~?B”(t)y é continua na norma de X. Mais

ainda
ST B Mllecxy < NSl 1B (Ollex) < MIISH lew-

Como Y é denso em X segue que t € [0,T5] — S™'B*(¢)z é continua para todo z € X.

Além disso esta funcio é uniformemente limitada em Y. De fato,
157 B (t)z]ly = IB"(t)zllx < Mllzllx.
A proposicao 1.1 implica entido que
te[0,Tg) = S'B*(t)z €Y

é fracamente continua. Em conseqiiéncia t € [0,Tp] — B(t) € L(X) é fracamente

continua. =
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As afirmagdes 1 e 2 mostram que as hipéteses H;, Hf e H; do teorema 2.1.9 sio satisfei-
tas. Existe portanto um inico sistema de evolugdo {U¥(t,s)}(:,s)ea com as propriedades
FE; — FE5 dos teoremas 2.1.2 e 2.1.6.

Afirmagdo 3. Seja f¥(t) = f(t,v(t)). Entdo |[f*(¢)|ly < p1 para todo t € [0,T] e
t — f(t,v(t)) é continua na norma de X e fracamente continua (logo fortemente men-

suravel) como fun¢do a valores em Y.
De fato.

A desigualdade segue trivialmente de f;. Além disso,

I1f°@) = Fallx < |If(v(2) — £t v(to))llx
+|[f (¢, v(t0)) — f(to, v(t0))llx
< pallv(t) = v(to)llx
+Hf (2, v(to)) — (2o, v(to))llx

e a continuidade segue imediatamente. A iltima parte da afirmacgao é consequéncia das

duas primeiras e da proposicio 1.1. O

Devido & afirmagio 3, podemos aplicar o teorema 2.2.5 para obter a unica solugdo u®(t)

do problema
{ Ow(t) = A*(t)u”(t) + f¥(t) para 0<t<T

u?(0) = upo.

Ela é dada por t
u”(t) = U"(¢,0)ug +/0 U*(t,r)f*(r)dr (1.12)

u¥ € C([0,To),Y) n C*([0, To), X) (1.13)
uma vez que ug € Y e f* € C([0,T0], X) N L*([0,T0],Y).

Afirmagao 4. Existe Ty € [0,T] tal que a aplicagdo v € £ — ®(v) = u" transforma
Eemé.
| De fato.



Devido a (1.13) temos que u” € C([0,Tp], X) para todo Tp € (0,T]. Resta provar que
existe Ty tal que u(t) € Brlyo] qualquer que seja t € [0, Ty]. Observemos que
¢
()= = Ut,0uo+ [ U'(Lr)f*(r)dr = go
= U*(t,0)(uo — yo) + U"(¢,0)y0 — %o
t
U(t,r) f(r)dr.
+ [Urt,n(ryar

Mas {U*(t, $)}(¢,s)ea satisfaz E5 do teorema 2.1.2, logo

11
Uv(t,O)yo — Y = Uv(t; O)yO - Uu(t’t)yo = —A a,.Uu(t,T)yodT'

/Ot U*(t,r)A%(r)yodr.

Portanto
w(t) w0 = U(,0)(o = 30) + [ UY(6NIf*() + A*(uoldr.
Como ||S||ev,xy = 1S |cv,x) = 1, da proposigéo 2.1.10, temos
[1U°(¢,9)llery < expl(w + A1)To).
Além disso ||AY(s)yolly < A2 por Ay e ||f(s)||y < i1 pela afirmagdo 3, portanto
[[w”(t) = wolly < |U¥(¢,0)(uo — yo)lly

+Amwmmummhvm%mwr
< U (4, 0)leqr o — wolly

+ [0 @M IO + 147 Yvolly

t
el g — yolly + [ eIl + dodr

IN

< eletM)Do [Huo —yolly + (1 + /\2)T0J' (1.14)

Como ||uo — yolly < R é possivel escolher Ty > 0 tal que o lado direito de (1.14) seja

menor que R, o que prova a afirmacdo. O

Agora se v,w € £ consideramos a métrica
d(v,w) = SUPogtSTOHU(t) - w(t)lix-
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Afirmagao 5. (£,d) é um espago métrico completo.
De fato.
Suponhamos que {v, }ncv é uma seqiiéncia de Cauchy em £, entdo existe v € C([0, To). X)

tal que ||vn(t) — v(¢)||x — O uniformemente em [0, Tp]. Além disso

[loa(lly < llva(t) = volly + llyolly < B+ |lyolly

para todon € IN e t € [0,T]. Fixando t € [0, Ty, da reflexividade de Y(!) existey € Y e

uma subseqiiéncia {v, (t)} tal que

Un,(t) =y fracamente em Y.

Mas X’ CY’, assim

v, (t) — y fracamente em X.

Portanto y = v(¢) e v, (t) — v fracamente em Y. Como Bglyo] € um conjunto convexo
e fechado em Y, é fracamente fechado. Portanto v(t) € Bg[ys]. Como t € [0,Tq] foi

arbitrario, temos v € £. Assim &£ é completo. a

Afirmagao 6. Existe Ty € [0,7] tal que ® : £ — £ é uma contragao.
De fato.

Utilizando as equagoes

[@)t) = u*(t) = U*(t,0)uo + [ U, ) fUr)dr

(D)) = (1) = U*(t, 0o+ [ U¥(t,r)f*(r)dr
temos que
() — u(t) = [U”(t,O)—U'”(t,O)]uo+ /Ot U)o (r) — F(r))dr

+ [0°(,) = U6 () (1.15)

(1) Seja E um espago de Banach reflexivo e {z,} uma seqiiéncia limitada em E. Entdo existe uma
subseqiiéncia de {z,} que converge na topologia o(E, E’). [Brézis, pag. 50].
|
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Mas
o.U(t,r)U¥(r,8)ug = U*(¢t,r)[A¥(r) — A*(r)]U™(r, s)uo

entdo integrando de s atét
t
U¥(t,s)ug — U¥(t,s)ug = jr U*(t,r)[AY(r) — A¥(r)|)U¥(r, s)updr.

Logo ,
U(t,0)uo — U™ (¢,0)uo = /0 U¥(t,r)[A%(r) — A*()|U¥(r, 0)ugdr.  (1.16)

Por outro lado,

[ 10750 = U (6 s)uol ()

= [ [0rtnae) - a5 s, o) 5 (s)drds

=/ t [ U7t )As) = AU (s, f () drds. (1.17)
Substituindo (1.16) e (1.17) em (1.15) temos

UH) - w1 = [ U(69)[(A°(5) = A%()u(s) + 17(s) = £2(5)]ds.
Como [[U*(t, 8)]2(x) < €™ segue de (1.16) que
d(u,u") < e [11F* = 2l + 1A = A7) o). (1.18)
Mas por fi temos que [|£4(2) = F*(O)llx < pallo(®) = w(t)llx o assim
17 = P lhx < paTod(v, ).

Além disso

I(A°() — A*@)e*®)llx < [1A"(E) = A¥Oll ey |l @)]ly

<
< pd(v,w)To(lluolly + R),

portanto,
(A" = A*)u*|l1,x < pad(v, w)To(lluolly + R).
Substituindo em (1.18),

d(u,u) < Toe*® i + gl lyolly + 1B (v, ) (1.19)
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e a afirmagdo estad provada. o

Aplicando o Principio da Contragdo (ver [KF])a & : £ — £ obtemos que existe uma

tnica u tal que ®(u) = u, isto §é,

u(t) = B(u)t) = U(t,0)uo+ /otU“(t,r)f“(r)dr

_ U“(t,O)uo+/0t U™ (t,r) f(r, u(r))dr

que € a solugdo procurada. n

3.2. Dependéncia Continua.

Para demonstrar a dependéncia continua da solugao u do problema (Q), no dado

inicial ugp, vamos considerar a seqiéncia de problemas
{ Oiun(t) = An(t, un)un(t) + ful(t,u,) para 0<t<T
Q")

u,(0) = ul

onde n € IV.

Além das hipdteses A; — A, e fi, com os mesmos X,Y,S e W assumimos também:
As: Existe puz > 0 tal que
[|Br(t,w1) = Bu(t, wo)llexy < pallwr — we|x
para todo t € [0,7T] e wy,w, € W.
f2: Existe ug > 0 tal que
| falt,w1) = fa(t, w2)lly < pallwr — wolly

para todo t € [0,T] e wy,wy € W.
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Assim temos,

Teorema 2.1. Suponhamos que (Q") satisfaz as hipdteses X,A; — As, f1 e fz

uniformemente(? em n € IN. Suponhamos também que para cada (¢,w) € [0,T] x W

| An(t,w) =5 A(t,w) em L(Y,X) (2.1)
B.(t,w) =~ B(t,w) em L(X) (2.2)
fa(t,w) — f(t,w) em Y (2.3)

‘quando n — oco. Entdo se up,ul € W e u® — uy em Y quando n — oo, existe T} € (0,7

tal que existem solugdes unicas

u, € C([0,71],Y)nCY[0, T3], X)
(2.4)
ua(0) = u,
para (Q"), e uma tnica solugdo u € C([0,T1],Y) N C*([0,71], X) para (Q) e
un(t) > u(t) em Y, uniformementeem ¢t € [0,7}] (2.5)
Prova.
Como na prova do teorema 1.3 consideramos o conjunto
E={v:[0,T] =Y /|lv(t) —wlly <R e veC([0,To], X)}.
Para cada v € £ consideramos a seqiiéncia de problemas lineares
O, (1) = AL (t)un(t) + fU(t), para 0<t< T,
(L)
un(0) = uy

onde AZ(t) = An(t, (1)) € £2(8) = fult,0(t).
Para cada n € IV existe!® uma tnica solugio u, do problema (L) definida em [0,T5] e
u, € € se Ty é bastante pequeno. Assim, a fungio @, : £ — & definida por ®,(v) = u, é

uma contragao, e o ponto fixo correspondente é a solugio de (Q").

() Isto quer dizer que todas as constantes w, Aj,...,pus independem de n € IV.
(3) Para cada n € IV procedemos como na prova do teorema 1.3.
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Da uniformidade das hipéteses e as relagdes (1.14) e (1.19), é facil verificar que a escolha
de T, e o fator de contragdo v < 1 de @, independem de n, e portanto serdo considerados
iguais. Além disso, sem perda de generalidade, vamos supor que o tempo de existéncia

da solugdo e o fator de contragio para (Q) sdo também T e 4.

Afirmagao 1. ||u,(t) — u(t)||x — 0 uniformemente para t € {0, T].
De fato.

Como ®,(u,) = u, e ®(u) = u temos

Supocrcry||un(t) — u(d)llx = d(un,u)

d(unyu) = d(Bn(un), B(u))
< d(®n(un), ®(u)) + d(Pn(u), d(u))
< 1 d(un, w) + d(Ba(w), B(w).
Entao
(1 = 7)d(t, ) < d(@n(u), B(w))
isto é
Supogeer, llun(t) — u(®)llx < 1—i—7d(¢>n, (), B(w)). (2.6)

Mostremos que lim d(®,(v), .(v)) = 0 para todo v € £. De fato, consideramos o pro-

blema linear

O (t) = AY(H)u(t) + f*(t) para 0<t<Tp

(L*)
UU(O) = Ug

0

. — Ug em X,

das hipéteses u

AY(t) — AY(t) = An(t,v(t) — A(t,v(t)) = 0 em L(Y,X)
) = (1) = fult,v(t) — f(t,v(t)) — 0 em Y.
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Além disso, como ||A.(T, w)||¢(v,x) é fortemente limtiada em t,w e n, temos

m(lg)ri.o _/E”An(t)Hc(y,x)dt =0

uniformemente em n. Entao aplicando o teorema 2.3.7 temos que a solugio v, de (L},), é

tal que v, — v em C([0, Ty}, X) quando n — co. Assim em (2.6)

Jim Supog,cr,|lun(t) — u(?)|lx = 0.

a
Como u, é a solucio de
Ouun(t) = Al (B)un(t) + fin(t) para 0<t<Tp
(Ln)
ua(0) = uy

temos pelo teorema 2.3.4

llun = ulleoy < K'llug = olly + [1fa = flluy + I(Bn — B)Sullix + l[Alleex]  (2.7)

onde

falt) = fult,un(t)), B.(t) = By(t,un(t)),
f(t) = f(t,un(t)), B(t) = B(t,u(t)),

ha(t) = [UWa(t,5) = U(t,0))Suo + | [Un(t,s) = U(t, s)]g(s)ds o8

g(t) = Sf(t) — B(t)Su(t)
onde U, e U sao os operadores de evolugio para (L,) e (L?) respectivamente, e K’ uma

constante que depende de R e Ty mas ndo de n. Da hipédtese f, temos que

To
= Flly = [ 11l un(t) = £ ()]
< Bl = wlloy + [ 1n = Dulivds. (29

Além disso de fa, A;s e ||Su(t)|lx < |Ju(t)l] £ |lvolly + R, temos
1B = BSullx < [ [Balt,ua(t)) = Bt u()ISu(0)Lxct
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IA

To
pa [ llun(®) = u(®)llvlISu()] xdt

+ [P 1B = Bt u(e)Su(t)lLxdt
< ws3Tolun — ulloo,y (lyolly + R)
+ / (B, — B)(t, u(t))Su(?)||xdt. (2.10)

Assim de (2.9) e (2.10)

o= flly +I(Ba— B)Sullix < [pa+ us(l|yoHY + R)]To||un — ullooy
+ [0 — )t (el
+ 1B = BY(t u(e)Su(b)ll et
Escolhendo T; suficientemente pequeno tal que

K'a = K'[ug + ps(|lyolly + R)IT1 < 1,

temos em (2.7),

T
0< (1= Ka)llun~ullooy < Kl = wolly + [ (s = Nt u(®)lIvet

Ty
+/0 I(Br = B)(t, u(t))Su(t)l|xdt

Mas quando n — oo temos ||ul — uglly — 0 por hipétese, e por (2.3)

tim [ 110 = £t u(t)llydt = 0.

n—00 0

Além disso, de (2.2) e o teorema de convergéncia dominada

tim [ |[(Ba = B)(t, u(t))Su(t)||xdt = 0.

n-—oo 0

Afirmagao 2. ||A||s,x — 0 quando n — oo.
De fato.

Por (2.4) é suficiente mostrar que se n — oo, entio
Un(t,s) = U(t,s) = 0 em L(X) (2.12)
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uniformemente em (¢,s) € A.
Notemos que g € L*([0,7],X). Como

Anlt, un(t) = At u(t)) = [An(t, un(t)) — Anlt, u(e))] + [Anlt, u(t) — Alt, u(t))

temos que
An(tun(t)) — Alt,u(t)) — 0 em L(X)

pois da hipStese Az e da afirmagao 1
|| An(t, un(t)) = An(t, u(t)llcrxy < pallun(t) — u(t)]lx — 0
uniformemente para t € [0,T3], e de (2.1) temos
An(tu(t)) — A(t,u(t))——0 em L(Y,X).

Entédo pelo teorema 2.3.7 obtemos (2.12). o

Portanto em (2.11)

lim ||up, — tl|o,y =0
n—eo

0 que completa a prova. -

Na verdade o teorema 2.1 é muito mais geral pois engloba tanto o dado inicial quanto

os coeficientes da equagao.

3.3. Comentarios.

1. Na hipétese (X), o fato que os espagos X e Y sejam reflexivos é muito restritivo.
Mas esta propriedade dos espacos X e Y é fundamental na prova de que o espago
de fungdes £ é completo.

Em [KS] e [S3], Kobayasi e Sanekata eliminaram a condigao de reflexidade imposta
aos espacos X e Y. No entanto eles ainda utilizam o operador S.

| Em [K9] Kato, néo somente elimina a reflexidade, também consegue relaxar as
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condigdes impostas a S. Em lugar do isomorfismo de Y em X, ele usa um operador
linear fechado U de X a um terceiro espago de Banach Z tal que D(U) =Y, e
substitui

VAU~ = Alt,y) + B(t,y),  B(ty) € L(X)

por outro tipo de condigao.

Nos teoremas 1.2 e 2.1 as hipdteses sio mecanicamente verificaveis, exceto a
condigio A;. Ela impde que {A(t,¥)}(y)eo,71xw seja uma familia de geradores
de semigrupos de classe Co(1,w), com a finalidade de tornar a condigio de estabili-
dade da familia mais trivial (veja o cometéario apds da definigdo 1.4.1). Lembremos

que em geral ndo é facil mostrar que uma familia dada é estavel.

Para verificar a condi¢do A; nds podemos utilizar, por exemplo, as proposigoes
4.0.2 ou 4.0.3, ou também o Teorema de Lumer-Phillips que enunciamos a seguir.
Teorema de Lumer-Phillips. Seja A um operador linear com dominio D(A)
denso no espago de Hilbert X. Se A é dissipativo (veja a definigdo 4.0.1) e existe
Ao > 0 tal que R(AoI — A) = X, entao A é o gerador de um Cop-semigrupo de
contragoes.

O teorema anterior é também valido (com o mesmo enunciado) se X é um espago

de Banach, mas nesse caso temos que mudar a definigdo 4.0.1.

A hipdtese Ay é trivialmente satisfeita se yo = 0.



Capitulo 4

Aplicagao a Equacao Generalizada de
Korteweg-de Vries

Neste capitulo vamos a considerar o problema de Cauchy para a equagao de
Korteweg-de Vries generalizada, e provaremos que é um problema localmente bem posto
no espago de Sobolev H*(IR) com s > 3, supondo que o dado inicial pertence ao mesmo
espago.

Vejamos antes algumas definigbes e proposigbes a serem utilizadas no capitulo (as

demonstragdes podem ser vistas em [P]). Vamos supor que X é um espago de Hilbert com

produto interno (,-).

Definigao 0.1. O operador linear A : D(A) C X — X é dissipativo se para cada
z € D(A) temos que Re(Az,z) <O0.

Proposigao 0.2. Seja A o gerador de um Cy-semigrupo de constragdes em X. Se B é
dissipativo e satisfaz D(A) C D(B) e

||Bz|| < af|Az][+ Bl|z|| para =z € D(A) (0.1)

onde 0 < a<1lef>0. Entdo A+ B gera um Cyp-semigrupo de contrages.

A condigéo (0.1) diz que o operador B é A-limitado.
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|
P’roposigéo 0.3. Se 1A é um operador auto-adjunto, entdo A gera um Cy-semigrupo de
|

|
kontragc")es.

Finalmente lembremos as seguintes propriedades para os espagos de Sobolev H”.

Proposigao 0.4.
1. Para s <t, H'(R) C H*(R) e ||ul|s < ||u||; para u € H'(IR).

2. Se s > 1/2 entdo H*(RR) C C(IR) e para u € H*(RR)

|lullo < Cllulls

onde |[ullee = Sup,cglu(z)|.

Denotaremos por / a integral sobre todo IR, e o produto interno e a norma em

H*(R) por (-,-)s € || - ||s respectivamente.

4.1. Equagao Generalizada de Korteweg-de Vries em
| H*(IR), s > 3.

Nesta segdo consideramos o problema de Cauchy para a equagio de Korteweg-de

Vries generalizada

Up + Upgr +a(u)u, =0 para t>0, z€R
(G)
u(0,z) = uo(x)
na qual a € C®(R, IR). Todas as fungdes sio assumidas com valores nos reais.
Como foi dito, vamos mostrar que o problema (G) é localmente Lem posto em H*(IR)

onde s > 3 é um numero real fixo. Para isto é suficiente verificar as hip6teses dos teoremas
3.1.2e3.2.1.
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Hipdtese X.

Sejam X = L*(IR) com produto interno (-,-) e norma ||- ||, e seja Y = H*(IR), onde
s 2> 3 é um numero real fixo. Sabemos que Y esta densa e continuamente contido em X.

Definimos S em Y por

Su(z) = [(1 +€)UE)](z), para u€.

Proposigao 1.1. S € L(Y, X) é um isomorfismo isométrico.
Prova.
Para cada u € Y temos que (1 + £2)*/?4(¢) € X, e como a transformada de Fourier é um

operador unitdrio de X em X, temos que
Su=[(1+€)"a¢)]" € X

assim R(S) C X. Além disso, por Plancherel

ISull® = [|(SwYI* = /(1 +€%)*Jae)l*de = |lull;.

Logo S € L(Y, X) é uma isometria (em conseqiiéncia injetivo), com imagem R(.S) fechada.

Nejamos que S é sobrejetivo. Com este fim notemos que se v € C§°(IR) entdo

Su=v e (47O =00 @ 1(6) = ok

Também
Ja+eymerd = [1a)rde = 1) = lloll
Assim u € H*(IR) e Su = v. Portanto C3°(IR) C R(S). Logo tomando o fecho em X

X=CoB) CRE) CX =X

temos que R(S) = R(S) = X. |

Isto prova a hipdtese X.
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Hipo’tese A

1
|
|

Escolhido ug € H*(R), seja R > ||up||s um nimero real fixo e consideremos a bola

W = Bgl0] = {ve H(R): ||v|l, < R}.
Definimos o operador Ag por

{ D(Ao) = H3(R)

Apu = —u para u € D(Ay).

Temos entdo a seguinte proposigao.

Proposigao 1.2. Ay é o gerador de um Cy-semigrupo de contragdes em X.
Prova.

Temos que (Aou, u) = 0 para todo u € D(Ap) pois
(Aou, u) = —/8§u.ud:v = /u@iudm =— /u(—c?gu)d:c = —(Aou, u).
Da proposicao 0.3, obtemos que Ay gera um Cy-semigrupo de contragoes em X. n
Antes de continuar com a verificagdo da hipétese A;, observemos que 9,a(y)(z) é

(j:ontl'nua pois a € C®(R,R), e limitada se y € W. De fato, notemos primeiro que
O,y € H*"1(IR) pois y € Y, e como s > 3 segue da proposicdo 0.4. que 9,y € L°(IR) e

10:9ll0 < KH0:ylls-1 < Kllylls < KR
pois
lolZ = [+ G OrE = [(1+€)elge)lde
< [U+EyIae)rde = Iyl

Assim

l|0zallL> = Sup,egr|0:a(y)(z)] = Sup,crld-a(y(z))0:y(z)l
< 10:ylleoSup,erlOa(y(z))| < aK R
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onde a = Sup,gl|0:a(y(z))| < .

Para cada y € Y, definimos o operador linear A;(y) por

{ D(A(y)) = H'(R)
Ai(y)u = —a(y)0,u para u € D(A;(y)).

Vamos provar as seguintes proposigoes.

1
Proposigao 1.3. Para cada y € W, A,(y) — wl é dissipativo para todo w > ~aKR,

2
onde K € uma constante que ndo dependede y € Y.
Prova.
Para todo u € H'(IR) temos
(A1(y)u,u) = —/a(y)azu.ud:c = —% a(y)dudx
= % / B.a(y)utdz < ~||0ua||pe / udz
< %aKRHuH?.
Alérn disso, se w > %QI(R temos
| -
((A1(y) = wDu,u) = (Ai(y)u, u) —wllu]]* < (FaK R - w)|ju|]* < 0.
1
Portanto A;(y) — wl é dissipativo para todo w > -2—aKR. n
Proposigao 1.4. Sew > %aI\’R, entdo A;(y) — wl é A limitado.
Prova.
Para todo u € Y temos
I(Aw(y) —whul| < |la(y)0xull + ||wul]
< la@llso0xul] + w|lul]. (1.1)

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtemos

102ull < MI|2ul ][],
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Logo da desigualdade de Young, para todo ¢ > 0
10zull < elloZull + C(e)lfull-

1
Tomamos € = ————— e substituimos em (1.1), logo
2Na(y)lle (11), log

1(Ax(y) — wlu|| < -;-HAoull +Cllu]| para todo u € D(A)

0 que prova a proposigao. n

Definimos o operador A por
{ D(A) =Y
A(y) = Ao+ Ai(y) para y € D(A).

Notemos que para cada y € Y, D(A(y)) = H3(IR) e A(y)u = —3u — a(y)o,u.

Temos a seguinte proposigdo, a qual prova a hipétese A;.

Proposigao 1.5. {A(y)}yew é uma familia de operadores lineares em X que geram se-
jmigrupos de classe Cy(1,w), onde w > éaKR.

Prova.
Das proposigdes 1.4, 1.5, e pela proposicao 0.2, temos que o operador A(y) — wl gera
um semigrupo de classe Cj de contragdes para todo w > §aKR. Assim® A(y) gera um

Co(1,w)-semigrupo em X. m
Hipdtese A,.

Seja S(IR) o espago se Schwartz das fungdes em IR rapidamente decrescentes no

infinito.
Notemos que se u € S(IR) entao Su € S(IR) e

0*Su=S0fu para ueS(UR) e ke IV (1.2)

(1) Se {S(t)}¢0 é um Co(M, 0)-semigrupo em X com gerador A — BI, entdo {T'(t) = eP'S(t)}s>0 é
}um Co(M, B)-semigrupo em X com gerador A. A reciproca também vale.
|
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Agora seja M, o operador de multiplicagdo por a, isto é

Mau(z) = a(y(z))u(z)

Usando M, podemos escrever

Logo se u € S(IR) temos por (1.2) que

[SA(y) — A(y)Slu = [SM, — M. S](—0u).

Provamos a seguinte estimativa

Proposigio 1.6. Para todo u € S(RR)
I(SMa — MoS)u|| < Csllalls]|ulls-

| Prova.
§eja u € S(IR) e denotemos a(z) = a(y(z)). Entdo

| [(SMa = MaSH](€) = (1 + €)P(Mau)(€) = [(MaS)u]"(€).
Mas (M) (€) = (@ * @)(€) para toda ¢ € S(R), logo

[(SMa = MaS)ul™€) = (1+€)2@=@)(¢) — [ax(Su)")(¢)

= [[(1+ €272 — (1 + n®)*/*a(¢ — n)i(n)dn.

Pelo teorema do valor médio temos
(1477 = (L+27)72 = s(1+67) 210} |¢ —
onde 8 pertence ao intervalo de extremos ¢ e . Assim
(14 €372 = (L4 %)/ < s(1 4 67)7D2)6 — ]
donde
L+ &7 = (L") < s[(1+ €07 — (149" — )
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onde y € W é arbitrario. Temos que M, € L(Y'), a prova pode ser encontrada em [H].

(1.3)

(1.5)



|

>ortanto de (1.4) e (1.5) obtemos

(SMa = MaSHINON < s [(1+€)D72e — glla(e — n)lia(n)ldn
+ 5 [(L+ )07 — nlface - m)lja(n)ldn.

Seja g tal que 3(¢) = €[1a(¢)], entio

| [(SMa = MSWNOL < s [(1+€)6/5(¢ — n)fata)ldn

| +s /(1 +n?)=D12G(¢ — n)[a(n)|dn
sT(€) + sy(€). (1.6)

Seja f1 tal que f1(¢£) = |@(€)], entdo

L(§) = (+&)¢ [5e —n)fi(e)dn
= 1+ DG« fi) = (14 ) 2(gfi)NE).

Logo

1L)* = /(1 + &) (g f)NOPdE = llgfill3-1 < CPllgll_1 1A=
j;ois s —1 > 2. Mas,
| 1Al = [0+ A©PdE = [(+€ylae)rde = lully
e também

oIy = [(1+ €y g Pde < [(L+ €y @) rde = llall2.

Portanto,
]| < Cllallsflulls-1- (1.7)

Agora seja fp tal que f>(€) = (1 + £2)(=1/2|5(¢)], entéo

1(€) = [9(€ = mhn)dn = @ * )(6).

Assim, da desigualdade de Young
1511 = 113 * Bl < 1§l @l fal]
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onde

= / (1+ &) a)Pdé = |ull2,

Bllow = [la@d= [lelaed = [ |ei(ijt§:¥,2| (€)1d¢

(Jea+eraora)” ([ ) < lall

IA

Logo
|| < llaflallulls-1 < wllalls]lull-1- (1.8)

De (1.6), (1.7) e (1.8) obtemos
I(SMa — MaShul| = [[[((SMa = MuS)ul| < sCllalls|lulls-1- n
Portanto de (1.3) e a proposigéo 1.6, obtemos

IISA(Y) — A@)STull = [I[SMa — MaS|(-8:u)l]
< sCllalls|0zulls-1 < sCllallflulls

para todo u € S(IR). Agora, para cada y € W, definimos o operador linear B(y) por

{ D(B(y) = S(R)
i (1.9)
B(y)u = (SA(y) — A(y)S)S™'u para u € S(R).
Entdo para todo u € S(IR) temos que
1B(y)ull < sCllall,|IS™ ulls < sCliall,|lull. (1.10)

Assim B(y) é um operador linear limitado. Como S(IR) é denso em X, extendemos

B(y) a X por continuidade e obtemos o operador linear B(y) tal que
B(y) € L(X) e [[B@)llex) < sCllalls =X para y € W. (1.11)

Vejamos agora a seguinte proposi¢do
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f!’roposigéo 1.7. Para cada y € W temos que D(SA(y)S™!) = D(A(y)) e
|
| SA(Y)S™ = A(y) + B(y)

|
. Prova.

%eja y € W, u € D(A(y)) = H*(R) e {u,}nenw uma seqiiéncia em S(R) tal que u, — u
tj;rn H3(R). Entéao por (1.9)

Ay)S n = STA(Y)un + B(y)us]
e como B(y)u = Ji_rgé(y)un obtemos que
A(W)S u, S A(y)u + B(y)u] quando n — oco.

Por outro lado nlino'loS‘lun = S"lu em X, e como A(y) é um operador fechado temos que

S7lu € D(A(y)) e

A(y)Su, =, A(y)S'u quando n — oo.

‘Logo
| A(y)S™u = ST A(y)u + B(y)u] € H*(R).

Portanto u € D(SA(y)S™1) e

SA(y)S™'u = A(y)u + B(y)u

isto prova que SA(y)S~! é uma extensio de A(y) + B(y). Além disso, se A > w entdo
A€ p(Ay)) e

S[A(y) = M]S7'u = A(y)u + B(y)u — Mu  para u € H*(RR).

Portanto(?

S[A(y) = M]S™! = A(y) + B(y) — M
isto ¢, SA(y)S™! = A(y) + B(y)- n

©) Sejam A, e A, dois operadores lineares fechados em X tais que A; é uma extensdo de A;, A é
injetivo e A, é inversivel. Entdo A; = A,. [H].
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De (1.10) e a proposigao 1.7 temos verificada a hipétese A,.

Hipdtese Aj.

Vamos mostrar a seguinte proposigao.

roposigdo 1.8. Para cada y € W, D(A(y)) 2 Y, A(y) é um operador linear limitado
eY em X, e existe p; > 0 tal que

A(y1) — A(y2)ller.x) < mllyr — v2llx

para todo y,,y; € W.
Prova.
Como s > 3 temos que D(A(y)) = H*(R) 2 Y para caday € W. Além disso, parau € Y

temos que

Al = 1182ull + lla(y)ull < [103ul] + lallool 10l < (1 + llalloo)lully
{aois ||6%u|| e ||8;u|| ndo sio maiores que ||ulls. Logo
| Sup{||A(y)ull : llull =1} <1+ [lalle

|
%z portanto A(y) é um operador linear limitado de Y em X. Agora, se y1,72 € W entao

i)ara ueY
A{y)u — A(y2)u < (a(y2) — a(y1))0zu
assim
HA(y)u — A(y2)ull £ la(yz) — a(y)|IHzulls-1
< Supewldza(z)] |[Y1 — yal| |[ulls.
Portanto
HA(y1) = A(y2)ller,x) < Supzew|dza(z)| |y — yallx
e a prova esta completa. |

Assim temos verificada a hipdtese As.
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|
|
|
|

T‘Iipétese Aq.
!
1 E trivialmente satisfeita pois W = Bpg[0] é uma bola centrada na origem.

Fipétese As.

| Provemos que existe u3 > 0 tal que

1B(y1) — B(y2)lleex) < psllyr — alls

para cada y;,y2 € W.

De fato, é facil ver que
B(y) = [M,S — SM,)8.S™"
onde ¢ = a(y). Entdo
B(y1) = B(ya) = [S(Ma, = May) — (M, — M,)S]0:57
Como M,, — M, = M,,_,,, temos que

B(y1) - B(yz) = [S(May-a)) = (May-2,)510:57" = B(yr — 92)-

Portanto
I1B(y1) — B(y2)llz(xy < sClla(yr — y2)lls < sC'[lyr — w2l

isto completa a prova. n
Isto prova a hipétese As.

Hipodtese f; e fs.
Sao trivialmente satisfeitas pois f = 0.

Tendo verificadas as hipdteses dos teoremas 3.1.2 e 3.2.1, podemos enunciar o se-

guinte teorema.
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Teorema 1.9. Para todo ug € H*(IR), onde s > 3, existe Tp € IR* e uma tnica fungdo

u € C([0, To], H*(IR)) N C*([0, To], L*(IR))

Tal que u € solugio de (G), e u depende continuamente de ug.

|
|
|

42 Comentarios.

1. O argumento dado anteriormente mostra que a forma do termo 82 em (G) nio
tem significado especial. Este termo pode ser substituido por P(D)u com qualquer
polinémio P, de grau m > 2, com a seguinte condi¢do: se m é um numero par,
o sinal do coeficiente do termo principal tem que ser (—1)™/2. Neste caso pode-se

escolher Y = H*(IR) com s > m.

2. Em [K6] Kato prova a existéncia, unicidade e dependéncia continua do dado inicial
3 ’ . ’ Id

para a solucdo local quando ug € H*(IR) com s > 5 (s = oo é incluido). Além

disso, a solu¢do permanece no mesmo espago do dado inicial. Para aplicar o teorema

3.1.2, neste caso, fazemos uma transformacao preliminar da incégnita por
u(t) = T(t)v(t) (2.1)

onde {T'(t)}:50 é o Co-grupo unitario em H*(IR) gerado pelo operador “skew-
adjoint” 82 em cada H*(IR). Substituindo (2.1) em (G) obtemos a equagdo de

evolugdo quase linear para v
Jw + A(t,v)v =0,

onde A(t,y) = T(~t)a(T(t)y)0,T(t) é um operador linear que depende de t e
y € H*(IR). Ao verificar as hipSteses correspondentes ao teorema 3.1.2, o trabalho

é analogo, exceto pela hipStese A;. Em lugar de As, pode-se provar que

te[0,T]— A(t,y) € L(Y, X)

(6]



é fortemente continua, e ndo continua na norma de L(Y, X)) como requer As.
E importante notar aqui que o resultado de Kobayasi [Ko] para as equagdes de
evolucdo lineares, mencionado no final da segdo 2.1 do capitulo 2, permite mostrar

que ¢ suficiente a continuidade forte de
te[0,T]— A(t,y) € L(Y, X)
no caso quase-linear. Assim o teorema 3.1.2 pode ser aplicado.
Kato também considera em [K6] o problema de Cauchy para a propria KdV, isto é
Ut + Uppr +uu, =0 para t2>0, z€ R
u(0,z) = up.

Prova-se neste artigo que o problema é globalmente bem posto se uy € H*(IR) com

s > 2, e a solugdo permanece no mesmo espago.
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