UM PROBLEMA DE TRANSITIVIDADE DA
TEORIA DE CONTROLE

Este exemplar corresponde a redacgio final da
tese devidamente corrigida e defendida pelo
Sr. Gonzalo Astorga Tapia e aprovada pela
Comissao Julgadora.

Campinas, 24 de novembro de 1995

. Ly

\../
Prof. Dr. Luiz A.B. San Martin

Orientador

Dissertacao apresentada ao Instituto de
Matemaética, Istatistica e Ciéncia da Com-
putacao, UNICAMP, como requisito parcial
para a obtencio do titulo de Mestre em
Matematica.

UMICLKP
BIBLIOTNGA GENTRAL




-0

3

332374-0

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

As88p

Astorga Tapia, Gonzalo
Um problema de transitividade da teoria do controle/
%ygnsmlo Astorga Tapia. -- Campinas, [SP :s.n],

Orientador : Luiz Antonio Batreira San Martin
Dissertagio (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Mateméatica, Estatistica e Ciéneia da Computagio.

1. Teoria do controle. 2. Lie, Algebra de. 3. Lie, Grupos de. 4.
Representagoes de grupos. 5. * Acdes transitivas. 6. * Representagfes de
algebras. 1. San Martin, Luiz Antonio Barreira. Il Universidade Estadual de
Ca;n‘ﬁuhﬁs Institnto de Matematica, Estatistica e Ciéncia da Computagio.

Lil, Q.




UM PROBLEMA DE TRANSITIVIDADE DA
TEORIA DE CONTROLE

Aluno: GONZALO ASTORGA TAPIA

Orientador: Prof. Dr. LUIZ A.B. SAN MARTIN

IMECC-UNICAMP



Tese de Mestrado defendida e aprovada e de novembro

pela Banca Examinadora composta pelos Frofs. Drs.

AV

-
7

de 199 >

Prof (a). Dr (a). Edmundo Capel ¥Oliveira

7

Prof (a). Dr (a). Marcio Antonio de Faria Rosa

Prof (a). Dr (a). Luiz Antonio Barrera San Martin



A Sebastidn, Delinda, Isabel
y todos los mios.



AGRADECIMENTOS (cronolégicamente) A:

Deus

Delinda Tapia
Lucinda Astorga
Alonso Ossandon
Francisco Torres
Geraldo Avila
Lz San Martin
Pedro Cafuogno
Fatima Espindola
CNPq e FAEP

Deus



INDICE

Introdugao ... ... . 1

Capiiulo I

1. Controlabilidade Sistemas Bilineares de Equagées Diferenciais ............... 1
1.1.1 Sistemas Controlaveis ........ ... ... . i 1
[.1.2 Um Teorema de Proximidade para Semigrupos .................... . 2
[.1.3 Acao Transitiva de um Grupo numa Variedade .............. ... .. 7
[.1.4 Sistemas Bilineares ........ .. ... ... . 8
2. Classificagdo para m = 2 .. oo e 9
[.2.1 Aigebra de Lie Transitiva sobre uma Variedade .......... ... ... ... 10
1.2.2 Caracterizacdo no Caso m = 2 ... ... ... .. 11

Capitulo II:

1. Simplicidade de & ... . 19
11.1.1 Simplicidade dos Grupos Transitivos em S™ 1 .. ... . ... ... ... 21
2. Os Grupos Classicos ... ... ..o 29
[1.2.1 Classificacio de Killing-Cartan ......... ... ... .. ... ... ........ 29
I1.2.2 Representacdoes Candnicas em GL{(n, IR) ... ... . ..... . ..... 30
11.2.3 Propriedades de Cohomologia ...... ...................cc......... 33
11.2.4 Grupos Transitivos sobre S™ !, nimpar .......................... 38
250 Cason —1=1{4) ... . 39
26 O Cason—1=3{4) .. .. .. 45
3. Os casos N0 ClASSICOS ... ...ttt e e 49
11.3.1 O Grupo Excepcional G5 e a Algebra de Cayley K ... ...... .. .... 50

11.3.2 A Transitividade de Goem S® ... ... . ... . ... ... ... 52



I1.3.3 Cosntrugdo do Grupo Spin(n) ... ... ... i i i 52
I1.3.4 A Algebra de Jordan ...........c...oooomoiee i 55
[1.3.5 Transitividade de Spin(9) em S, e Spin(7)em ST ........... ... . 62
[1.3.6 Tabela dos Grupos Transitivos em S™7% . . .. ... ... ... . . ... 63
Capitulo III:
1. Acdo Tranmsitiva sobre IRJ ... . i 64
II1.1.1 Transitividade sobre Raios .......... ... . ... ... ... ..... .. 65
IIT.1.2 A ndo Compacidade dos Grupos Transitivos ... ....... ........ 67
I11.1.3 Conjugacidade dos Compactos em GL(n,IR) .................... 68
2. Reformulagdo do Problema, Casos (I), (II) e (III) .. .71
[11.2.1 Irredutivilidade e Redutividade .......... ... ... ... ... ... 72
I11.2.2 Grupos Transitivos do Tipe I ... ... ... .. ... oo ... 74
123 Tipo 11 .o 77
II1.2.4 Tipo M oo e 79
[11.2.5 Tabela Geral ....... .. ... i e 80
Apendice ... 81
Refer@ncias ... . 85



INTRODUCAO

Tendo como objetivo classificar os grupos de Lie & C GL{n, IR), cuja agao natural
sobre IR", seja transitiva sobre IR™ — {0}; vejamos qual é a importancia de tals grupos.
Consideremos o seguinte sistema de equagoes diferenciais;

2 A (A ()
onde A; é uma matriz real n X n e u;(f) uma funcéo real ¢ = 1,- -, r; estudar se o sistema é
controldvel ou nao, pode ser feito de uma maneira indireta, dada a seguinte equivaléncia:

“O sistema (%) € controldvel se e 56 se a dlgebra de Lie gerada por {+ Ay, -+, 1A}
€ a dlgebra de Lie de um grupo de Lie G C GL{n,R), onde a agdo natural de G sobre
IR™ € transitiva sobre R™ — {0}

BEsta equivaléncia, que é a motivagao do objetivo deste trabalho, é provada no
Capitulo 1, onde também ¢ feito, em forma direta a classificagio dos “grupes transitivos
sobre IR* — {0}”, fazemos esta excecio para n = 2, pois resultados utilizados na classi-
ficagao geral dos grupos, exigem n > 2 por consideragoes topoldgicas.

Um trabalho prévio, foi obter os grupos de Lie compactos conexos transitivos sobre
§m~1, requisito fundamental para achar os grupos transitivos em JR® — {0}. Dito trabalho
constitui o Capitulo II, no qual foram utilizados propriedades de cohomologia dos “grupes
cornpactos conexos cldssicos” e do grupo excepcional G, como também um imporiante
teorema que diz:

“Se G € um grupo de Lie compacto conexo, transitivo sobre S, entio G € simples
ou, G € “essencialmente” o produto direto de um grupo simples G| com SO(2) ou Sp(l},
onde G, € transitivo sobre 717

No Capitulo 111, é feita a classificacac dos grupos de Lie G € GL(n, IR}, transitivos
sobre IR™ — {0}, com a ajuda da classificacdo obtida no Capiftulo II, mais dois teoremas
mostrados por Boothby em [W]. Um desies tem sua prova baseada num outro resultado
mais geral, sobre variedades compactas simplesmente conexas, dai a exigéncia de con-
siderar S™ ! com n > 2. Propriedades de g, a dlgebra de Lie do grupo &, tais como
irredutibilidade, redutibilidade e outros conceitos algébricos como semi-simplicidade, rep-
resentacao (de dlgebras, e de grupos), sio de grande importancia, para concluir o trabalho.



CAPITULO I

1. CONTROLABILIDADE. SISTEMAS BILINEARES DE EQUACOES
DIFERENCIAIS

Sejam X1, ..., X campos de vetores '™ numa variedade conexa M dimm M =n > 0
e Q uma familia de fungdes u : IR — R u(t) = (uy(t),. .., ux(t)) satisfazendo algumas
propriedades convenientes. Neste trabalho, £} serd o conjunto das funcées constantes
por partes. Em M consideraremos sistemas de equagdes diferenciais, deferminadas pelos
dados anteriores como segue:

{ji_j = u (X (2} + .+ up(t) X (2) )

onde r € M.

Uma solucao da equagdo (1) é uma curva z : IR — M (™ por partes t.q. seu vetor

dx .
tangente m coincide com o lado direito de (1), para cada z = z{t).

O sistema (1) se diz controlavel em relacio & familia de funcdes de controle €2 se para
dois pontos quaisquer p,g € M, e T > 0, 3u € e uma solucao z de (1) (determinada
poru) t.g. z(0) =pe z(T) =q.

Seja 3" uma familia de campos de vetores, sobre uma variedade diferenciavel M.

DEFINICAO 1.1.1: Define-se AL(Y) como a algebra de Lie gerada por 33, i.é. o
menor subespaco de campos, que contém Y e colchetes de Lie sucessivos de campos de

3.

DEFINICAO 1.1.2: Para cada z € M define-se AL(Y)() como sendo o subespaco de
T:M como segue:

AL Dz = {X(x):X € AL}

e SZ = {thlo..,on;;tizﬂeXiEZ}



0 semi-grupo gerado por »_, onde Z; denota o fluxo determinado pelo campo 7.

OBSERVACAQO: 1) Em geral néo é possivel compor X; com X, se os campos nio sao
completos. Na definicio de 5 D consideramos s6 as composigoes possivels, com restrigao
de dominic se for necessirio.

2) Para campos invariantes em grupos de Lie, esse problema nzo existe pois os
campos sao completos.

DEFINICAO 1.1.3: Para cada & € M define-se:

Sy () ={pls). v €Sy}

OBSERVAQ;\O: Pelo mesmo problema de completude considera-se:

chSZ t.gq. z € dom .

TEOREMA 1.1.4: Suponhamos que AL{(> ){z) = T, M, entdo para cada aberto U C M
que confém z lem-se que:

mt(Sy(x))NU £46.

PROVA.: Esta ser4 feita por indugao, mostrando que existem em S__(z), arbitrariamente

préximas de z, subvariedades de dimensao 1, 2,. .., até dimensao n. Os dltimos sao aber-
tos em M, e como estac em Sz(z), o int SZ(:L) estd arbitrariamente préoximo de z o
que prova ¢ teorema.

Fixemos entao I/ C M aberto com z € /. Temos que:

IXed tg  X(@#0

de fato, se

X(z)=0 VvXe),

terjamos que:



[X1, Xo](z) = O
(X1, [Xo, Xa[l(2) = 0

e asslm por diante com X1, Xg,... € ) 0 que implica:

AL ) (z) =0

contradizendo a hipdtese do teorema.

Seja entdo X € 3 com X (z) # 0 e f1(t) = Xy(z) que é uma curva em M, (subvariedade,
de dimensao 1) e

{Xi(z);t > 0} C S}:(:I-')‘

Agora para £ > 0 suficientemente pequeno N = {X,(z) ; t € (0,£)} C U é uma subvar-
iedade de dimensao 1, arbitrariamente proxima de z.

Se dim M = 1 o teorema estd provado.
Se dim M > 1, também temos que Yz > 0, 3Y € 3~ t.q. para algum t € (0, ¢):

Y(Xi(z)) e X{(Xi(z)) sto £.i.
De fato suponha por absurdo ¢que

e >0, VY €, Y(Xi(2)) e X(Xi{z)) sdo £.d. Yt e (0,¢)

entao todo ¥ € Y. é tangente 4 subvariedade {X;(z);0 < t < g} assim, qual-
quer colchete entre elementos de ), tambhém seria tangente a subvaricdade, entao
dim AL(3)(X(z)) = 1 ¥t € (0,¢) absurdo pois dim M > 1, o que garante a ex-
isténcia de Zy, 22 € AL(Y]) t.q. Z1(z) e Zo{z) sho £.4..

Por continuidade Z;{y) e Zy(y) sao ¢.i. para y numa vizinhanca de x e portaufo:

Z1(Xi(x)) e Zy( X (z))

sao f.4. para f suliciente pegueno.
Seja entdo Y € ) 1.q.

Y(X,(z)) e X(X:(x))

sao £.i. para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno e definamos:



sao £.i. para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno e definamos:

\

f2:V — M, onde é uma V vizinhanca da origem em IR*

Jo{s,t) =Y, 0 Xe(2).

As derivadas parciais de f; sdo:

L5

%Jiﬁ(s,t) = (dYs}x,(o(X(Xi(z))

I

Y(Y, 0 X,(z))

d
se Z é um campo vetorial E?Zg(.’ﬂ) = Z(Z:(z)) em particular:

9/ ,
5. (00 = Y(Xi(2))
dfa .
5 (08 = X(Xif2))-
Escolhendo t suficientemente pequeno tem-se que: %(U,t) e %(U,t) sao L.i., e

portanto, {(dfz)en ¢ 1 —1 e fo é uma imers&o local, assim a imagem por f; de alguma
vizinhanga V; de (0,%) é uma subvariedade de dimensdo 2, arbitrariamente préxima de
X, (pela escolha de t}.

o

’ YA

a - -

AN X {2 N




OBSERVACAO: V(s,t) € V, temos que t > 0 pois nos fluxos de X estamos conside-
rando s tempos positivos, (ver Definigdo de SZ).

Seja Vo, = {(s,t) € Vo;5 > 0}

Vou
1. --_____'J_4;

ot

Entdo f5(15,) C SZ(:E) subvariedade de dimenséo 2 arbitrariamente proxima de .

Se dim M = 2, o teorema esta provado.

Se dim M > 2.
Sejam X,Y € 3 t.q. Y(X,(z)) e X(Xi(z)) sdo £.1. para algum ¢ pequeno.

Seja também Z € ¥, definamos entdo fa(r,s,t) = Z. o Y, 0 X;(z) numa vizinhanca
W da origem de IR®, assim temos que:

Dorat) = 27 0¥, 0 (@)

%(r, 5t) = (dZ,)y,ox, @) (Y (Ys 0 Xi(2)))

%(T‘,S,t) = d(zron)xt[f)(X(Xt(a’.)))

e também,



%(o,s,t) = Z(Y, 0 X(z))

or

Ofs _ 9fs Ofs . . 8f

-g(ﬂ,sj) = —g(s,t)} e = (0, 5,1) = 30 (s,t).
dfo

e dfa - _ .
Por continuidade, para s, t pequenos E-f—o(s,t) (s,t) sao £.i. contidos num
5

e 2
ot
subespago de dim2 de Ty,ox,»)M. podemos escolher entio Z tal que Z(Y, o X,(z)) seja

€. com eles pois dim M > 2 e assim f3 é uma imersao local e f(Wg) é uma subvariedade
de dimensao 3, onde Wy e uma vizinhanca de (0, 5,¢) com, s et > 0 além disso ¥(r', ', ¢') €
Wy temos que s',# > ( seja entao

Wor = {{r,s,t) € Wy » > 0},
assim temos que f{Wy,) é uma subvariedade de dimensdo 3 arbitrariamente préxima de

Xe f(WO'r) - SZ(:L')

Esse raciocinio pode ser repetido até atingir a dimensao de M. Pois M ¢ de di-
mensao finita. . O

COROLARIO 1.1.5: Seja (¢ um grupo de Lie conexo, com dlgebra de Lie g. Seja
também Y C g um subconjunto simétrico {ou seja, X € 3, =p— X € }.) quegera g
como dlgebra de Lie, l.e. AL(3)(g) = T,G, Yg € G. Em particular AL(32)(1) = TG, 1
1dentidade de &, entao temos que:

Sz(l) =G,

PROVA: Pelo teorema anterior:

Sz(l):{ehxlo“.oet"xk,‘ X?;EZ,t;.;zgirl,,”,k}

tem interior nac vazio em G, mais ainda, int Sz(l) intersepfa toda vizinhanca da iden-
tidade 1.

S Z(]) é um semi-grupo e como y. é siméirico, entio:

gt e Sy Vo € Sy,

pois



(X1 o oeXeyl = (=X

logo Sz(l) também é grupo.
Seja g € ind Sz(l), entao
g tint Sy~(1) € S5~(1) pois Sy~(1) é grupo.

Como g~ Yint 5'%:(1) e um aberto que contém a identidade 1, e qualquer vizinhanga

de 1, num grupo topolidgico conexo, gera o grupo, assim temos que:

52(1) = G.
ol

DEFINIQI&O 1.1.6: Uma acao 7 de um grupo G sobre uma variedade M se diz transitiva
se Vz,y € M,3g € G;8(g,x} = y ou equivalentemente se existe z, € M 1.q.

Guo = {A(g,z0) ; g€ G} = M.

Consideremos agora o seguinte caso particular do sistema geral (1), o sistema bilinear
sobre M = [R™ — {0} = R}

dz

i (ui(t)Ar 4 . +u () A0z (2)
Onde Ay, ..., 4, sdo matrizes teais n x n,u(t) = (ui(t), ..., u.{t)) fungdes de controle
constantes por partes sobre IR, e A,z é expresso na base canénica de IR®, i =1,...,r.

TEOREMA 1.1.7: Para que o sistema (2) seja confrolavel, é necessario e suficiente que
a dlgebra de Lie g == AL(Y)) seja a dlgebra de um grupo de Lie G € GL(n, IR}, onde a
acao natural de G sobre IR™, é transitiva sobre IRjj, e >, = {£A;,---, LA, }.

PROVA: Temos que Y. é simétrico e gera a algebra de Lie do grupo G, entao pelo
coroldrio anterior

Sy(1) = G, que é transitivo sobre Ry,

Sejam p, ¢ € IR" — {0} entdo Jg € G, ounde:



g:etlxlo‘.,oeth‘“; X?;Eth-zO, t=1,...,k, paraalgamke¢c IN

tal que

definamos T = t; + ... + t;
( etip t €0, tg

elt=tr) Xi-1 gt Xi t € ftr, teoy + ti

{ AT NX gt Xa L o etﬁ:X}cp t e [T — 11, Tl

a(t) é solucdo de (2) com controladores u; (t),. .., ux(t) tal que:
( Xk t e {01 tk‘]

X1 1€ [t tro1 + te)
u (AL e (t)A, =

Claramente temos que:

al0)=p e  oT)=gq
portanto o sistema (2) é controldvel.
Suponhamos agora que o sistema (2) é controlavel 1.é. ¥V z,y € IRY, 3 uma solugao
alt) de (2) t.q
@: [0, T} = R" com a0} =zea(l)=y

o se escreve como (3) assim existem X; € ¥.,4; > 0 i =1,..., k, para algum k € IV tal
que

t 0 X, T
y = ¢ 1X1 12X o ot e,

portanto o grupo G = {e"X1 0 e"X2 0 o e%¥k: X, € 30 1, > 0} é transitivo sobre RE.



Como g = AL(Y]) é a 4lgebra de G, temos provado o Teorema. a

Este & o teorema que motivou a classificar os grupos mencionados na Introducao e
em seu enunciado. O objetivo original era classificar os sistemas bilineares controliveis.

2. CLASSIFICACAO PARA n =2

No Capitulo III se provarao dois teoremas importantes para classificar os grupos
conexos transitives sobre Rf, um deles exige n > 2, (por razdes topoldgicas). Por esse
fato o caso n = 2 serd tratado agora separadamente. Se n = 1 o sistema {2} néo é con-
troldvel pois Ry = IR — {0} ndo é uma variedade conexa.

Seja G um grupo de Lie agindo numa variedade M, e g a algebra de Lie de G, cada
X € g define um campo de vetores X em M pela férmula

Xx) = %emp(tX)(x) L weM

A aplicacio X — X define um homomorfismo de g e a algebra de Lie dos campos de
vetores de M. Para cada x € M o espaco tangente a orbita Gz é

TG, ={X(2);X € g}.

DEFINICAO 1.2.1: Seja gz = {;((x),X € g}, sc diz que g é transitiva sobre M se
gr =T .M Yze M,

PROPOSICAQ 1.2.2: A drbita gz é uma subvariedade aberta de M se ¢ s8¢ se
T.M =gz

De fato, uma subvariedade é aberta se e s6 se, sen espac¢o tangente em algum ponto
coincide com o espaco tangente da variedade. O

COROLARIO 1.2.3: Se a variedade M é conexa, entao & é transitivo sobre M se e s6
se g for transitiva sobre M.

PROVA: Se G é (transitivo entdo Gae = M Vi € M, logo

gr = T (Gz) = T M

Portanto g é transitiva.



Reciprocamente se g é transitiva sobre M, entdo por 1.2.2 todas as érbitas Gz sao
abertas em M. Assim, dada uma érbita Gzg ela é aberta e o seu complementar em M
também. é aberto pois é uniao de drbitas, logo Gzg é fechado em M pois é complementar
de um aberto, assim Gz é aberto e fechado em M que é conexa, entdao Gz = M, ie, G
é transitivo sobre M . O

Seja agora G C GL{r,IR) um grupo de Lie, e considere sua agdo canénica em
iR"?;{0} é uma Orbita de G e IR} € conexo para n > 2. Assim para verificar que G ¢é
transitivo em IRf, é suficiente mostrar que sua algebra de Lie g, é transitiva sobre IR}, g
é uma subdlgebra de gf(n, IR) a édlgebra de Lie de todas as matrizes n x n. A exponencial
em (7 é a exponencial usual de matrizes, entao para X € g e v € IR", temos

X() = SeapliX)()
= Xz

=0
onde Xz é o produto da matriz X por z € IR"®. Com isto, mals o corolirio anterior, se
tent:
PROPOSICAQ 1.2.4: Seja G C GL(n, IR) um grupo de Lie, n > 2. Entao & € transi-
tivo sobre IR? se ¢ s6 se, g é transitiva sobre RY, l.e. R" = {Xa, X € g} =gz, YV € R,
(W

Assim o seguinte teorema determina totalmente o caso n = 2.

TEOREMA 1.2.5: As tnicas subdlgebras transitivas em gf(2, IR) sio:

a) gl(2, R), ) sl(2,R), «¢) so(2, R) @ RI,

associadas respectivamente aos seguintes grupos de Lie conexos

a) GIT(2, R), b) Si2, R}, ¢ SO(2, R)- IRYI
que $20 os linicos grupos conexos transitivos sobre IR%
PROVA: Mostraremos que as trés dlgebras acima sdo transitivas, depois que sao as

Unicas.

a) gl(2, R) claramentc é transitiva.

10



b) Seja (zq,y0) € IR3, se zp # 0, entéo para

1
— 0 0 0
To

A= e B = 1
Yo 1 — 90
Tz T Ty
Ty Ty

temos que:

ol lodeeln - 10 ]

assim para (z,y) € IR? arbitrério a matriz ¢ = 3 A + yB é tal que:

el =1 ]

Apora, se yg # 0 entao

1 1=
0 — Yo yg
A= 5o . B =
]
0 0 0o —
o

satisfazem

A F I P S R

analogamente para (z,y) € IR? arbitrario, a matriz C' = 14’ + yB’ satisfaz

Yo y '
Claramente A, A’ B, B, ', C’ € sl{2, R).

Portanto sl(2, [R) é transitiva.

11



A

¢) so{2, R) @ R] = {[
algebra, como no casc anterior, provaremos que para qualquer ponto de IR3, ex-
istem matrizes que levam ele na base candnica de R?. (A transitividade se conclui

facilmente deste fato).

U . )
\ };)\, uE IR}, para mostrar & transitividade desfa

Seja (z,y) € IRE, entao 22 +y% # Qe

S MR I E M R

Portanto h = so(2, IR) @ IRI ¢ transitiva.

Provaremos que sao as finicas subalgebras transitivas de gl{2, IR).

1. gl{2, IR) nio possui subdlgebras transitivas de dimenséo 1, pois dimgz < 1 <
dimIR>, se dimg = 1. Portanto a fransitividade nio é possivel.

2. sl{2, IR) nao possui subdlgebras abelianas de dimensao 2.

De fato: seja.H:[é {11},13:[8 é}:Q:[? 8}umaba3edesl(2,jﬁj

temos que: [H,P]=2P,[H, Q)= -2Q [P, Q]=H.

Suponhamos entio que existe h uma subédlgebra abeliana de s1(2, IR) gerada por X
e Yie h=ger{X Y} entéo existem: a; b, 1 = 1, 2, 3 reais tais que:

X =a H +asP+0:Q e Y =0H+bP + b0,

além disso

= 2(a1bs — agh1 )P + 2(ash1 — a1b3)@Q + (agbs — azbe)H
entao

12



a1by = aghy |, a1bs = aszby | a2bs = aghs

logo X, Y sdo {.d., 0 que é uma contradigao.

. sl(2, IR) nao possui subdlgebras transitivas bidimensionais.
Por 2, é 86 verificar esta afirmacao para subalgebras nao abelianas.

AFIRMACAO: Para toda subdlgebra h C sl(2, R) de dimenséo dois existe uma
base 3 de IR®, tal que todo elemento de h na base g se representa:

(a. b ) com g, b€ R.
0 —a

PROVA: Como h é néo abeliana, existe uma base {X, Y} dehtalque [X, V] =7Y,
ou seja ¥ é um auto-vetor associado ac autovalor 1 de:

ad(X) : sl(2, R} — sl(2, R).

Tome a forma candnica de Jordan de X. Como tr X = 0 essa forma canénica é um

dos seguintes tipos:
a 0 01 0 —b
0 —a)'v0 0] % \e 0 )

Os dois tiltimos nao ocorrem. Se X [osse como a segunda matriz, entdo ad(X) seria
nilpotente, o que contradiz o fato de ad(X ) ter um autovalor igual a 1.

Se X fosse do terceiro tipo ad X teria como autovalores, ++/2b; ¢ (. Assim X é

_ 1
como no Primeiro caso, os autovalores de ad X sao 0 e —2a, logo a = ) e Y sendo

anto-vetor associado ao autovalor 1 ¢é triangular superior com zeros na diagonal. O
que prova a afirmacao.

Sejam agora hi e hg subalgebras de dimensdo dois e 8, 2 as respectivas bases
garantidas pela proposicio. Entdo a matriz de mudanca da base 3y para a base §;
realiza uma conjugag¢ao entre hy e ho.
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Podemos concluir dai que todas as subélgebras de s1{(2, R), de dimensio 2 sio
conjugadas i.e. ¥ hy hy C sl(2, IR) subdlgebras de dimensao 2 existe P matriz 2 x 2
inversive] t.q.

h; = P thyP,

e com Isto, se uma for transitiva a outra também o serd.

De fato, sejam u, v € IR? e h; transitiva sobre IR? e conjugada ho, entio, existe P
tal que, h; = P~thoP, temos também que existe A € hy tal que AP 'y = P~ ly
pelo transitividade de h;, logo:

PAP M=

entao h, também é transitiva.

Assim para mostrar que s1(2, IR} nao possni subdlgebras transitivas bidimensionais,
basta exibir uma nao transitiva.

—A u

Seja entéo: h = {{ 0 3

};,\,u € IR} subalgebra de sl(2, R) disn h = 2 nao

abeliana, com base:

S Ot L Do | D R N

Portanto h nao é transitiva, o que prova a afirmacao 3.

. Se X €sl{2,R),eh = RX & IRI é transitiva entéao: h é isomorfa a so(2, R) % R/.

f
SejaX:[i _J]etomeAEh

aa + 7 ab

A:o:X+,6I:[aC ceaip| ®PER

com autovalores 3+ | a | {—det X)%,ﬁ“ || (—det X)z.
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Os autovalores de X sao (a® + be)'/2, —(a® + be)/? daf que:

oe det X < 0, X é diagonalizavel, e para todo o, § A é da forma:
¢ 0
0 #

Se det X =0, entao X é equivalente a uma matriz X' que possui uma linha ou uma
coluna nula.

entao h nao é transitiva.

Entac existe uma base para h tal que A possui uma das duas formas:

e 0 a b
‘41'“1:5 a}:Ag_lo G:i$

portanto h nao é transitiva. Assim para h ser transitiva sé pode acontecer que
det X > 0, entao os autovalores de A sio complexos, portanto A é equivalente a
uma matriz da forma:

a h ) ,
[ _ l que é o que queriamos provar.

. Se h =k & IRI tal que k C sl(2, IR} e dim k == 2 entao h nao é transitiva.
Foi visto no item 3 que se dim k = 2, entao existe uma base para k tal que:
AU

k—{[o _/\],)\,uelﬁ}

entao se A € h nesta mesma base:

portanto h nao é transitiva.
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6. Se h C gl(2, R) é transitiva e existe X € h tal que irX # 0, entdo IRT C h.

Como h é transitiva, temos que 2 < dim h < dim 4

(a) Sedim h =4

h=gl(2 R)=sl{2,R) D RI assim RI Ch
(b) dim h =3

Scja 7« gl(2, R) — sl{2, IR} a projecao definida por:

a—d
™ =
e d . d—a
) 2
Neste caso 0 < dimw(h) < 3.
Temos que dim Kerm =1, denotemos T = 7| entdo
h

Kerm C Kern, logo dim Kerw

Se dim Kerr =1 T nao é 1 — 1 entao existem X e ¥ € h distintos t.q.

(X)) =n(Y) = #s(X=-Y)=0
= X -—-YelRl —kerw
— RICh

eh =k& RI, comk C sl(2, R)dim k = 2, pelo item 5, h nao é transitiva

portanto temos uma contradicao.

Agora se dim kerT = 0, temos que ¥ : h — sl{2, IR) é um isomorfismo de

algebras.
Assim,
7lh, h] = [T(h), T(h)] — [s1(2, R),sl(2, R)] = s1(2, R)

de tal forma que:
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(h,b] = h.

Seja Z €hentio Z =) X, Yil o€eBR  XpYieh i=1,...,r,

i=t
tr Z =Y aitr[X;¥]] = 0 entéo Z € s1(2.IR)
i=1
assim h C sl{2, R) e h = sl{2, R) absurdo.
Logo a unica subdigebra transitiva de dimenséao 3 é s1(2, IR).

dim h = 2.

Seja 7 : gl(2, R) — sl{(2, R) a projegao, e seJa T = n{ : h — sl(2, IR) temos
h
que 0 < dim w(h) < 2.

Se dimT(h) = 0= dim Ker7™ =2 absurdo.
SedimT(h)=1=>7néoél—1elRI Ch,pordh~so(2 R)d RI.
Sc dim7(h) =2=h c 7(h) & RJI.

Como T(h) € sl(2, IR) é bidimensional, pelo item 5, 7(h) & R nao é transitiva,
e logo h nao é transitiva.

No caso que dim7(h) =1 [ C h Csl(2, R) & IR] entio

h=RX & R/ com X €5sl(2, R)

pelo item 3 h ~ so(2, IR) & IRI portanto

so(2, IR) & RI

€ & tinica dlgebra transitiva de dimensao 2. 0
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CAPITULO II

Neste capitulo sera letta a classificagio dos grupos G compactos conexos que agem
transiliva ¢ efelivamentc sobre S™ 1 o8 quais sdo essenciais para conseguir o objetivo
principal, que ¢ o de sc obter os grupos transitivos sobre JRE. A relag@o entre esses grupos
transitivos sera vista com detalhes no inicio do Capitulo III.

1. SIMPLICIDADE DE G.

Anotaremos algumas defini¢des e fatos que serdo utilizados em tal classificagao. To-
dos os grupos considerados neste capitulo sio de Lie e compactos, convencionalmente
assumiremos os grupos finilos como caso particular. Subgrupos serdo considerados fecha-

dos.

Para uma agio 6 de um grupo ¢ numa variedade diferenciavel M denotaremos
gr =0(g,2), Vee G,z € M.

DEFINIGAO 2.1.1: a) Scja & um grupo agindo sobre uma variedade diferencidvel M.
Define-se:

Go={geG; gv=2 Yoe M}.

“e” & o0 elemento neutro de G.

b) Se diz que  age eletivamente se (o = { e } onde
OBSERVACAO: Gy é um subgrupo normal fechado de G.

Seja ¢ € M fixo, um fato importante e de grande utilidade é que: M e G/H séo
homeomorfos, onde H = {h € G;ha = 2} é o subgrupo de isotropia de G em z e G/H o
espago quocicnte.

PROPOSIGAO 2.1.2: Seja (G, um grupo agindo transitivamente sobre uma variedade
M. Entao Gy contém todos os subgrupos normais contides em ff = {h € G hz =z},z €
M fixo.
PROVA: Seja N C H onde N é um subgrupo normal de G i.e.

gNg™' =N Vg€ G,
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ou seja

Vi e N,h = ghyg™* Vg€, algum % € N.
Pela transitividade de & sobre M

VyeM Jg,€G; gz=y

Ry = ghgy
= gy;;l:E h_.l € H
= guu=y Vye€M.

Logo h € Gy. VR € N.
Portanto N C . 0

Uma consequéncia disto ¢ que: G é cletivo se ¢ 6 se H nao contém subgrupos nor-
mais de G, diferentes de {e}.

DEFINICAO 2.1.3: Um grupo G é simples se sua algebra de Lie g é simples, i.e.
[g,8] # 0 e g nao possui ideais préprios.

Se um grupo é simples um resultado imedialo é que ele nao possui uma decomposicao
como produto dircto de subgrupos de dimensdo positiva.

DEFINICAQ 2.1.4: O posto p(@) de um grupo de Lie compacto conexo, é a dimensao
de um subgrupo maximal abeliano de G, o qual é sempre um grupo toroidal, i.e. produio
direto de copias do grupo SO(2).

OBSERVACAO: a) Todos os subgrupos toroidais maximais sao conjugados.

b} Cada elemento de G esta contido em pelo menos um subgrupo toroidal maximal.
¢) Entenderemos grupo de posto 0 como equivalente a grupo finito.

d) Se X é subgrupo normal de G, entdo

p(G) = p(H) + p(G/ ).
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Em particular sc¢ G = (f; X (i3, entdo todo subgrupo toroidal maximal de G é da
forma T x T; onde T; é subgrupo toroidal maximal de G; 7 = 1,2.

e) A dlgebra de Lie de um subgrupo toroidal é uma subalgebra de Cartan e o posto de
G coincide com o posto de sua algebra de Lie.

DEFINICAO 2.1.5: Sejam Gy,...,G, grupos de Lie € N um subgrupo normal finito
de G =G; X...x Gy, 0 grupo G/N se diz que é essencialmente o produto de Gy,...,{,.

Todo grupo de Lie compacto conexo é cssencialmente o produto de grupos simples,
simplesmente conexos ¢ um grupo toroidal.

DEFINICAO 2.1.6: Define-se R,_, = $0(n) o grupo de rotagdes sobre S™' ¢ Ry = §3

o recobrimento universal de Ra. [y pode ser caraclerizado como Sp(1), o grupo dos qua-
ternios de norma 1. Em geral, £, denolara o rccobrimento universal de £,,.

Uma vez estabelecidas essas defini¢des ¢ notagdes, podemos enunciar o seguinte re-
sultado, que serd essencial na classificagido dos grupos Lransitives nas esferas uma vez que

reduz de maneira decisiva os casos a se considerar.

TEOREMA 2.1.7: Seja G um grupo de Lie compacto e conexo agindo transitiva e
efetivamente sobre $*~1.

a) Se n é impar entdo G é simples.

b) Se n € par entao ( é simples ou é essencialmente o produto direto de dois grupos
simples 1 e G onde G é By ou Ry, e Gy age transitivamente sobre $™71.

PROVA: Seja G = (G) x Gy)/N, ¢ G = G x G agindo sobre S com a agdo induzida
de G.

S¢ G age efetivamente entdo G age quasi-cietivamente, no sentido que somente um
numero finito dos seus elementos induzem a transformagio identidade de 5™ (de fato
csses sdo 08 clementos de V).

Sc denotamos FNz a agio de (7, entldo gz é a agdo de G.

Segr =z Vze S*, logo
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gNz ==z
entdo N =N pois G é efetivo
assim g€ N.

Para z € 5™ fixo seja:

H ={h € G;hz =z},

temos que:

G/H ~ §*1

onde ~ denota homecomorlistio.

Para n = 2 a classificagio geral ja foi feita, seja entdo n > 2, assim G/H & simplesmente
conexo ¢ portanto H é conexo.

Consideraremos ¢y ¢ Gy como subgrupos de G.
Precisaremos das seguintes propriedades do posto de G e H.
(1) Se n é impar entao p(G) = p(H)
(2) Sc n é par entdo p(G) = p(H) + 1 {ver [M/S]).
Seja n impar. Consideremos T' um subgrupo toroidal maximal de fI

Escja h=hhs€ H, onde h; e G;z1=1,2.

Por (1) T é também um subgrupo toroidal maximal de G assim T =1, x T, onde
T; ¢ subgrupo toroidal maximal de (&}, ¢ = 1,2, entdo

hi,ho eTCH
logo H=H, x H, onde H; =HNG;i=1,2

portanto GfH =~ G/ H, x Gy/1L,.
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Como G/H ~ 8" ¢ a esfera nio é uma variedade produto, Gy/H; ou Go/H; é s6 um
ponlo.

Suponhamos que G2/ Hz ¢ um ponto, logo Gy = Hy € H , (3 é um subgrupo normal
de G pela Proposicao 2.1.2 os clementos de (f3 induzem a transformacao identidade de
S71 entdo: G| =~ G /(G é necessariamente transitivo sobre §%~1.

Suponhamos agora que G ¢ efetivo. Se G néo for simples entdo G = (G; x Gy)/N
como antes, e G seria quasi-efetivo ¢ portanto H o subgrupo de isotropia nio contém
subgrupos normais infinitos de G, neste caso G tem dimensio positiva, logo é infinito,
esta contradicdo mostra que (' é simples.

Scja agora n par.

Como no caso antcrior:

GIH ~ 8" e G=G, x (.

Nao sabemos se H ¢ produto direto de H NGy e H N Gy, consideremos entio
[ o menor subgrupo de G t.q. Il CT e’ = I'y xI'; onde [; é subgrupo de Gy, i = 1,2.

Scja

entdo m(H) =T 1=1,2.
Claramente m;(H) € I';. Tomando, por exemplo, 7 = 1, entdo

?T%(II) X ?Tg(j]r) Q F'[ X Fg =T,
Sejahe Hyentdo h=hh h; € Gy, 1=1,2¢
h; = ?T,j(h) « ?I';(H)

assim

h = hihgy € m(41) x 7o H)

portanto
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H Cm(H) x m(H).

Como I' é o menor com tal propriedade,

I'=T, x Ty = () x w,( H).

[sso mostra que:

I =m(H); i=1,2.

Intao temos que I'; é conexo :=1,2.
Seja H; = G; N H, serd mostrado que H; é subgrupo normal de Ty, i = 1,2.
Como (; é subgrupo normal de G, entdo H; é subgrupo normal de H.

7; ¢ um homomorf(ismo, assim temos que: f; = w;(li;) é subgrupo normal de
Fg = ?T,_(Iq),t = 1,2

Mostraremos agora que: I'/H,T'y/Hy ¢ I'y/ H, sao homeomorfos, para isto usaremos
orbitas.

Sejaz € §*! t.q. H = {g € G, gz = z}, o subgrupo de isotropia associado a I'; é:
H={¢el,gz=z}=T;NnHCHi=1,2
como I C 'y x I'; entido
ff{G{ nH C G,‘ ] F} X Fz
= Gin =1
logo H; C T'; N H, portanto H; ¢ subgrupo de isotropia de T';.
Como I'; ¢ transitivo sobre I'i(z) temos que T/ H; ~ Ti(x).
Agora H C T, logo H ¢ o prdprio subgrupo de isotropia de T', entdo:

T/H ~T(z).
Seja g1 € 'y = m;1(H), logo
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dh e H tq 7]'1(}'],) =, he H g Pl X Pz

assim b = g(¢, com g2 €1

agora, he=1 = (it =<
= g7 1927 = g7 'w
= Q1T = g; T.

Entdo Vg, € 1,39, € Ty L.

-1
NE =Gy T.

Tal alirmagdo também ¢é verdadceira trocando a ordem dos indices. Isto prova que:

P] (.’L‘) = 1—‘2(:17)
Como I'(z) = I'){I';(z)) temos que:

I(z) =T (z) = I'y(x).
Portanto T/ ~ T\ /H; ~ T/ H,.

Além disso, T'(z) =Ti(z) € Gi(z) e T(2) C Gy(=)

logo  ['(z) C G((z) N Galx).

Seja agora y € Gi{z) N Ga(x)
entao y=qz=gr, 6 €Gi=12
assim glg.z_l:f: =z

G eH C Iy xTy

logo -
o8 g1 €Iy e gzler

entdo y = g1z € I'i{z) = T'(2).
Portanto  ['(x) = Gi(z) N Gax),  conjunto que denotaremos por £

Determinarcmos agora a estrutura de F.
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Counsideremos I'y / H, que ¢ homeomorfo a F', como H; ¢ um subgrupo normal fe-
chado de Ty, entdo: Ty /H, é um grupo de Lie, compacto e conexo pois é imagem de Iy
(compacto ¢ conexo) pela projegdo, que é continua.

Suponhamos que p{I';/ H;) = 0 como é conexo contém um ponto s6, entao:
Fl = th e F2 - h(g,
logo

H=H xH

assim pelo mestoo argumento usado no caso n impar:

G, ou G, é transitivo sobre S™7%,

Mostraremos agora que se p{I'y/H,) > 0, entdo p(I'/H;) = 1.

Scjam p,p1,pz os postos de G, Gy, G, respectivamente, temos que p = p1 + ps e
p(H)=p—1.

Seja T um subgrupo toroidal maximal (s.t.m) de H,dim T'=p—~1eT C 1", onde
T' é s.t.m. de G, também temos que:
T'=TyxTyonde T} é stom.de Giedim Ti =p; t = 1,2.

Como: TCTixTy e pir4+ps—1l=dim T
=dim TNT\+dim TNT,

temos que dem T'OT = { pi—l
ou p

assimn p(f) = p(HNG) =4 P71
oz

além disso p(I'1) £ p1, e Hy é subgrupo normal de I';, entdo, a equagao:

p(I') = p(C1/ H1) + p(H:)
e nossa hipétese que p(I'y/H1) > 0, implica que:

p(T3) = p(#h) > 0.

O que deixa como Unica opgao:



p(T) =pr e p(H) =p 1.
Portanto p(I'/Hy) =1

Assim temos que [y /H; é homeomorfo com uma das trés seguintes variedades,

a) a esfera §'
b) a esfera S° ou

¢) o espago projetivo 7 [S].
Fato que também ¢ valido para I = G(z) N Ga(=).
Sera provado agora que () ou Gy é transitivo sobre $771,
Temos que HC T, xIL,=1'CG.
Considercmos a aplicagao

w:G/H = GT @(gH) = ¢T

a qual € um homomorfismo sobrejetivo.

Agora;
Ker ¢ = {gH;gT =T}
= {gH;g €T} =T/H.

Portanto GIU ~ (GJH)/ (T H)
Como

GIH~8"', ¢ Fx~T/H

ﬁ:(;l )(Gg ¢ I'=T1yxTy
enté.o Sn_l/Fﬁ(Gl/F;) X (6'2/1.12)
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F é uma esfera-homoldgica de dimensao 1 ou 3, pelo teorema de Gysin {Gl, temos que
G /T ou G2/T'y é um ponto s, suponhamos que isto acontece com G, /Tz, entéo:

Gg = Fg.
Temos que: F=Tyz)elGy=T,
entéo, Gi(z) N Gyz) = F = Gy(x)
logo Go(z) C Gi(z).
Mas

Glz) = Gi(Cal=))

< Gla)

assim Gi(z) = G(z)

como { e transitivo sobre S™77,
temos que (I} também ¢é transitivo sobre %71,

Suponhamos agora que G ¢ eletivo, sabemos que Hyx = z, além disso,
dado y € S*! A¢; € Gy Lg. y = gi(2), entéo:

gHgly =y
g gy = H

pois os elementos de G e Gy comutam, assim Hyy =y Yy € S%1,

Entdo, todo elemento de Hy induz a identidade de S™1, logo, H, C o,
Gy é quasi-elelivo, consequentemente H; é um grupo fAnito

GQ/I‘IZ = F;g/ffg ~ 111/1('1.1

entao (¢ homeomorfo a um grupo de posto 1, i.e. Gy é homeomorfo com Ry, R; ou R,
(Mas ainda é isomorfo a um deles).

Agora é s6 provar que (7; ¢ simples.
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Suponhamos que nio seja, entdo Gy = G x (", pelo mesmo argumento usado para
G, temos que:

(G é tansitivo sobre S*! e G* é isomorfo a Ry, 1, ou R3, assim:

G =G xG"x Gy

O fator G" x (73 nio ¢ isomorfo com Ry, B; nem Ra, e pelo que lemos provado até
agora, tal [ator teria que ser transitivo sobre S*~!, mas isto n&o ocorre para n > 4, pois
um dos fatores " ou (4 teria que ser transitivo sobre S*~! o que ¢ claramente impossivel.
Portanto ¢y é simples.

Para n = 4, faremos a analise utilizando a classificagio de Killing-Cartan para grupos de
Lie compactos conexos snnples.

Como dim (5 = 1 ou 3 e G, ¢ transilivo sobre $° dim G; > 3, G, é semi-simples i.c.
Gi=CG"'x...x (" com G simples, i =1,...,7

(a) Se dim G = 3 entdo dim G; = 3.
Mas grupos simples de dimensdo positiva, tem dimensdo > 3. Logo (4 ndo pode
ser decomposio como produto de tais grupos.
Portanto (¢; ¢ simples.

(b) Se dim G, = 1 entdo 3 < dim () < 5.
Neste caso (7 também nao é decomposto como produto de simples, assim G é
simples.
Falo que prova completamente o teorema. g

2. 0S GRUPOS CLASSICOS

Utilizando propriedades de cohomologia de grupos {ver [M/S]) determinaremos quais
$30 os 1inicos grupos classicos transitivos na esfera S™ . Como consequéncia do Teorema
2.1.7, consideremos agora grupos simples transitivos sobre $»~1.

De acordo com a classificacio de Killing-Cartan, todo grupoe de Lie compacto conexo
simples é localmente isomorfo a um dos seguintes grupos:

1. SO(n) n+#2,4
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2. SU(n)
3. Sp(n)

4. Os cinco grupos excepcionals: Gy, Fy, I’g, Br, Ey de dimenséo 14,52,78,133 e 248
respectivamente (ver [H)).

Lembremos que:

dim S0{n) = n(n_—ll

dim SU(n) = n®-1
dim Sp(n) = n(2n+1)

= n par

p(SO(n)) =

n lmpar

2
p(SUMm))=n—-1  p{Sp(n))=n

Denotaremos por a a representaciio candnica de GL(m,&) como subgrupo de
GL(2m,R), e § a rcpresentagdo candnica de GL(k,H), os automorfismos JH-lineares
do espago IH*, como subgrupo dc GL(4k, R), onde JH sio os quatérnions.

Cada ¢ = & 4+ y; + u; + vx € JH age sobre JH* por multiplicago a direita, assim
determina uma transformagio JR-linear de #*. Como IH* com escalares restritos a IR é
isomorfo a R, esta a¢io de ¢ determina um clemento v(q) € GL{4k, R) o qual comuta
com as matrizes de imagem de .

As matrizes assim determinadas sdo dadas como segue:

(A + Bi) = (A ‘B)

B A
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(P —R -Q —-S
B(P + Qi+ Rj+Sk) = g 'g ":DS _QR
\ S @ R P

[ 2] —yl —ul —vl
yl I ol —ul
WD) = | 41 —of 21 gl
\ vl ul —yl =/

A, B,m xm; PQ,R,S k X k matrizes reais e [ = 2d k X k; se denotarmos por ¢ a
representagao de GL(k, #]), como subgrupo de GL(2k,0')

: : P -R @ S Y.
2 4 ' —
(1 -i-Q.a-i—h’.j-i—.Sr"c)*(R p )+(S —Q)E
temos que f = a o . O grupo Sp(n) pode ser visto como o grupo das matrizes quater-

nionicas # X i cujas imagens por ¢ sao matrizes unitarias.

PROPOSIGCAQ 2.2.1: Os grupos O(n), SO(n); U(n), SU(n) ; e Sp(n) agem transitiva-

mente sobre as esferas 771, 5271 ¢ §47~1 respectivamente.

PROVA: Scjam ¢, = (1,0,...,0) ¢ z = (@1,...,%,) € S, procuramos A € O(n) tal

que Ae; = .

Scja agora  {vy,...,v,} uma  base ortonormal de JR™ onde
vy =2 eV = (@5 Tni)yt =10,
1 Iz ... Zim
A=| T T e o)
x'n 3::";2 e m;&ﬂ

pois a basc é ortonormal, e também temos que Aey = z. Logo O(n) é transitivo sobre

St
Se det A = 1, temos a transitividade de SO(n), se det A = —1, pegamos A’ € SO(n)

obtida de A por uma permutagio de duas colunas, deixando a primeira fixa, assim também
se tem que A'e; = z, portanto SO(n) também ¢é transitivo sobre S™'.

30



Agora U(n) age sobre S*~! através da representagio o, i.e. para A € U{n) e
z € §%1 4 aclo ¢ dada por aA)z.

Sejam e = (1,0,...,0),z = (21,...,72,) € S* ! e {2,...,2,} uma base ortonor-
mal de @, com z; = (@1 + tZp41,. .., &n + t&2n). Igual ao caso anterior, a matriz A que
possui como velores colunas os clementos da base {z1,...,2,} é tal que

a(A)ey =z
Portanto U(n) é transitivo sobre 521,

Denotemos del A = €, se e? = 1,4 € SU(n). Se ¢ # 1, consideremos a aplicagio
T:3" —-q",

T(Zajz_,-) = e""aajozjo - ZCY_,'ZJ' Jo =,£ 1,
)

i#io

é claro que 7' é um isomorfismo, logo {z1,...,e"®2;,...,2,} é uma base ortonormal de
&*, logo
' —i¢
A = [zza...e7%2j o Zo)nxn € SU(R)
pois

det A = e det[z ...z,
= e Vet A=1

claramente a{A)e; = =.
Portanto SU(n) € transitivo sobre $27~1,
Agora para Sp(n), as contas sido andlogas as feitas para O(n) e U(n).

Seep = (1,0,...,0) e x = (21,...,T4n) € S}, pegamos uma base ortonormal de
H}'n‘ {ql yeeey qn} com

¢ = (T1 + i @onp1 + JTngt + EBanttse ., Tn F 130 + o0 + EXan)

assim A = [¢1,42... 4] € Sp(n) e B(A)er = z, andlogo ao caso complexo Sp(n) age
alravés da representagido 4. Temos assim provado a proposigao. a

OBSERVACAO: S0(n), SU(n), Sp(n), e grupos localmente isomorfos sdo chamados os
grupos compactos conexos classicos.
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Precisamos agora de algumas propriedades de cohomologia, de tais grupos. O
simbolo R(M) denota o anel de cohomologia com coeficientes racionais do espago M, =
denota 1somorfismo e X produto topoldgico.

TEOREMA 2.2.2: Para os grupos simples temos as seguintes igualdades:

a) R(SU(n)) = R(S$*x 5% x...x §¥ 1)

b) R(Sp(n)) = R($*x 8" x...x 541

c) R(SO(2n)) = R(S*x 8" x...x 85 x §¥-1)
d) R(SO(2n+1)) = R(S*x 8" x...x §%1)

e} R(G) = R(S*x SM)

Grupos de Lic compactos conexos, localmente isomorfos, possuem o mesmo anel de
cohomologia pois a cohomologia desses grupos é isomorfa a cchomologia da representagio
trivial de suas respectivas dlgebras de Lie {ver [Ch./E]). Particularmente, se G ¢ um grupo

de Lie € N um subgrupo normal finito de G entdo ¢ € G/N possuem o mesmo anel de
cohomologia.,

0 seguinte teorema nos da inlormagao sobre o anel de cohomologia do subgrupo de
isolropia de (¢, que é importante para a classificagfio dos grupos transitivos na esfera.

TEOREMA 2.2.3: Scja ¢ um grupo de Lic compacto conexo, transitivo sobre S™! ¢
I o subgrupo de isolropia em z € St

a) Sen par, B(G) = R(Il x S* Y edim H >0

b) Se n fmpar, B(H) = R(Il x 57,11 produto topolégico de esferas de dimensio
impar e

R(G) = R(TT x §*~%).
Este teorema foi provado por Samelson [S]. o

Sabemos que para n impar qualquer grupo de Lie compacto conexo transitivo sobre
871 & simples.

Estudaremos com mais detlalhe tais grupos simples.

PROPOSICAO 2.2.4: Seja G um grupo de Lie compacto agindo cfetivamente, sobre
uma variedade compacta M. Dada uma érbita NV de G seja
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Gn={9€G9y=y Vy€ N}

suponha que G admita um ponto fixo em M. Entdo existe uma érbita N de G tal que
(n e fintlo.

PROVA: Para z € M scja Gy = {g € (592 = z} o subgrupo de isotropia em z.
Claramenie temos que

Gy = [ Ga
zEN

¢ portante Gy um subgrupo fechado, logo de Lie, de (¢. Assim Gy é finito se for discreto,
isto &, se a algebra de Lie se anula. Precisamos achar entdo uma orbita N ial que a
algebra de Lie de Gy é zero.

Scja gz a algebra de Lic de (7, ¢ para uma 6rbita N denotemos por gy a dlgebra de
Lie de (. Entao

gN — ﬂ B
TEN

De fato,

Xecgy & erptXcly Yie R

& erptXeG, Ve R, Ve N
& Xcg, Voo N
~

Xe ()8
zeN

Seja agora ¢ € G, temos que

Adggn = Ad)( N &)

e N
= [ Ad(g)s:
zEN
pois Ad(g) ¢ inversivel. Além disso, como gG.g™" = Gy, entdo Ad(g)ge: = gz, portanto
Ad(gign = gn, como g ¢ arbitririo, tem-se que gx € um ideal de g. Assim, fixando
z € N,gn ¢ um ideal de g contido em g.
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Seja 1 € g, 1 ideal de g, como Ad(g) ¢é inversivel 1 = Ad(g)(1) V¢ € G, além disso
Yy € N,3g € G tal que y = gox

1= Ad(g)(i) C Ad(g0)(8z)
= B
= By

logo 1 C gn, ou seja, para ¢ € N, tcm-se que gx ¢ o maior ideal de g conlido em g..

Portanto, para achar a érbita desejada, ¢ suficiente encontrar z € M tal que g, nao
contem ideais de g, assim tomamos N = G(z).

Agora como (7 ¢ compacto, g ¢ da forma
g=51@..0gPc
com ¢ o centro de g ¢ g; ideals simples compactos.
AFIRMACAO: Existe y € M tal que ¢ g, = 0.

Essa afirmacgdo sera provada adiante. Como consequéncia tem-se por analiticidade que o
conjunto

Oc={y € M;eng, =0}
é aberto ¢ denso em M. Essa preocupagio com o centro, em primeiro lugar, se deve ao

seguinte: seja h a soma dos ideais simples

h=g:1®.. O

Entae h tem um numero finito de ideais que sdo as diferentes somas das componentes

simples (ver [J]).

Além disso, se ¥ € O¢ e i é um ideal contido cm g, entdo 1, pois caso contrario i
inferceptaria c. De fato, tome X € i, suponha que X ¢ h e scja

comz € ¢,z #0eY; € g comY; # 0, existe W; € g; tal que [W;,Yi] # 0 pois g; é

simples, entdo
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[I’V;X] = [I/Vh}/;-} 74 0

ou seja g; N1 #£ 0, de novo pela simplicidade de g; € 1 0 que ¢ um absurdo.

Seja agora B uma base h que é unido das bases correspondentes as componentes
simples. Para cada X € B, o conjunto

Ox ={z € M; X ¢ g.}

¢ aberto e denso (pois é nao vazio, j4 que a agdo ¢ efetiva) em M.

Dessa forma

N 0s

XeB

¢ aberto e denso. Mas essa intersecdo csta contida no conjunto

Ohn={zeMg e Vi=1,...,k}

o qual também ¢ aberto ¢ denso. Daf que

O=Ocm0h

¢ aberto ¢ denso ¢ em particular ndo vazio. K claro que para um ponto de O, sua algebra
dc isotropia nae contém ideals, ]4 quc a interscgao com o centro se anula, ¢ nenhuma,
componentc g; pode estar contida na isotropia.

PROVA DA AFIRMACAO: Seja z um ponto fixado por G. Em particular, z &
fixado pelo grupo conexo cuja dlgebra é c, e portanto essa algebra se representa em
T,M. Denotemos por p essa representagdo. Entao ker p = 0, pois se X € ker p entdo
exp tp(X) =1 Vit € IR. Mas a agdo no espaco tangente é localmente equivalente a acdo
na variedade. Entdo o fato que exp tp(X} = 1, implica que exp tX fixa todos os pontos
numa vizinhanga de x,Vt € IR e portanto por analiticidade, exp X fixa todos os pontos
de M o que contradiz o fato de que a ag¢do é efetiva; a menos que X = 0. Por ouiro lado,
os elementos p(Y) e Y € ¢ sdo antisimétricos em relagio & métrica e como ¢ € abeliana,
existe wma base do complexificado de Tp M, tal que em relagdo a essa base p(Y) ¢ da
forma:

p(Y) = diag{iMi(Y),...,id(Y)}

(isto €, os elementos de Y {ém autovalores puramente imaginirios, por serem anti-
simétricos, e sdo simultaneamente diagonalizaveis sobre os complexos). A partir daf e
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do fato que kerp = 0, existe v € T, M tal que VY € ¢,exp tp(Y)v # v para algum ¢ € R,
Como ezp tp(Y) ¢ linear, v pode ser tomado arbitrariamente proximo da origem. Usando
de novo a equivaléncia local entre as agdes no espago tangente e na variedade, se chega
existencia de y € M tal que VY € c existe t € R tal que (exp 1Y)y # y, o que prova a
afirmagio. 0

PROPOSICAO 2.2.5: Seja G um grupo de Lie compacto, agindo elelivamente numa
n{n+1)

orbita M compacta conexa, n-dimensional. Entio dimG < 5

PROVA: (por indugao em n = dim M),

Se dim M = 0 enlio dim G = dim G, onde G, é a isotropia de & num ponto =z,
logo G = G, ou seja g, = z Vg € G como z é arbitrario, G{z) =z Vo € M mas G ¢é
efetivo, logo G = {e}.

Suponhamos agora que a proposi¢ao ¢ verdadeira ate orhitas de dimensédo n — 1.

Seja z € M ¢ H = G, o subgrupo de isotropia de G em z. H é um grupo
de Lie agindo efetivamente sobre M, e pcla proposi¢io anterior, existe uma drbita
N = H{y),y € M tal que Hy ¢ finito, onde Hy = {h € H;hz = 2 V2 € N}, entdo
H/Hy (que ¢ efetivo sobre N) possui a mesma dimensao que H.

(n—1)
2

Pelas hipéteses de indugdo, dim H = dim H/Hy < n’ pois dimN < n—1,

vamos verilicar isto.
Se ¢ =y, temos que N = {y},ese z # y entdo z ¢ N.

Portanto seja qual [or o caso N é uma subvariedade prépria de M, como M é conexa,
enldao dim N < n.

Entao

dim G = dim H+dim M
< (n —zl)n .
n(n+1)
2
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n(n+1)

LEMA 2.2.6: Seja G grupo de Lie compacto conexo de dim G = transitivo

e efetivo sobre uma varicdade M,dim M = n, entdo M com uma métrica invariante é
isométrica a 5™, e G ¢ continuamente isomorfo a SO(rn + 1). Mais ainda I a isotropia de

G ¢ isomorfo a S0(n).

PROVA: E conhecido que podemos introduzir uma métrica invariante em M, com tal
métrica M é de curvatura constante. Como M é compacto e simplesmente conexo, ne-
cessariamente ¢ isométrica a S, A isometria T : M — 8™, leva G num grupo compacto

n{n + 1)
2

rotagbes de S™, o que prova o lema. a

conexo T'GT™! de rolagdes de dimensao , portanto TGT ™! contém todas as

TEOREMA 2.2.7: Se¢ n é impar, entio o tnico grupo G compacto conexo classico que
pode ser transitivo sobre ™! e localinente isomorfo a SQO(n).

PROVA: Pelo Teorema 2.2.3, b) o ancl de cohomologia de G tem que ser isomorfo ao de
um espago que contém S*"~3 como fator esfera, e do Teorema 2.2.2, ¢), d) temos que se
um grupo SO{m) possul uma tal cohomologia entdo m > n.

Seja m impar m = 2m’ + 1

R(SO{m)) = R(S®x S x...x 8™

= R(S"x 85 x...x 8§

. . ..___ 1
portanto m > n, e pela Proposicdo 2.2.4 dim G < n(n:z )

-1 -1
Assim se algum SO(m) for transitivo sobre S™! entéo m(m2 ) < n(n2 ) e

m 2> n logo m = n.

Se um grupo SU(m) possui um anel de cohomologia como o observado para @,
fazendo uma analise como a anterior lemos que me -+ 1 > n, entao:

dim SU{m) > dim SO(n).

Portanto SU(m) nio pode ser transitivo sobre S7!, pois neste caso nio é isomorfo com

SO(n).

n—1
2 1

Analisando o caso Sp(m), temos que: m >
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l§

R(Sp(”’ - 1)) R(S* % 87 x ... x §%

e dim Sp(n;l) = ﬂ%ﬂf‘.

* o . I . .y _ - 7 — 1
Assim o dnico grupo simplético que poderia ser transitivo sobre ™1 é Sp( ), mas

2
-1
este fato contradiz o Lema 2.2.5 pois SO(n) e Sp(fw—-ﬂ) néao sio isomorlos. O que prova

2

0 Leorema. O

Apora considercmos csferas de dimensao n—1 {mpar, isto é com. n par. Estudaremos
separadamente os casos n — 1 = 1(4) e n — 1 = 3(4).

TEOREMA 2.2.8: Sejan — 1 = 1(4). Os dnicos grupos compactos conexos cldssicos

(, que agem transitivamente sobre $™~1, sdo localmente isomorfos a SO{r) e SU(%).

PROVA: Pclo Teorema 2.2.3, a), G “contém” S™ ! como um fator esfera, em seu anel
de cohomologia, e pelo Teorema 2.2.2, b), d), & ndo pode ser Sp(m) qualguer m, nem
S0O(m) m impar, pois S*! para n —1 = 1(4) ndo é um fator esfera no anel de homologia
deles. Agora fazendo uma anélisc como no teorema anterior, temos que, o dnico SO(m)
transitivo sobre S™* com m par é SO(n).

Se

¢ = SU(m)
R(GY = R(§*x S8°x...x 5%

como tinhamos dito, pelo Teorema 2.2.3, S*~! é uma das esferas do lado direito da iiltima
igualdade.

Entdo n—1<2m -1
. SR
ou seja —.
] m - 2
Se m = % pela Proposicdo 2.2.1 SU{m) ¢ transitivo sobre S™ 1.
Se m > g—, seja H o subgrupo dc isotropia de G, pelo Teorema 2.2.3 a)

R(ﬁr) :R(SS X 8% % ... x S §MFE L. x52m—1)
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S6 aparece um 92 no seu anel de homologia portanto H é simples (ver Proposicao A4
apéndice) ¢ comparando R(H) com a tabcla do Teorema 2.2.2, H 86 pode ser SO(5), Sp(2),
ou um dos grupos excepcionais Iy, fis, Bz ou Es. (Iles ndo sdo excluidos por esse teo-
rema).

Sc H = Fy, entdo dim H = 52 assim

2
n—l=m?_1-52 e n>(%) 52

logo
n=m’—52 e ni—4n—208 <0

como n — | = 1{4) da desigualdade concluimos que:

n==6,10 ou 14

agora nenhum desses valores dd uma solugao inteira para m com m? —n — 52 = 0.
Portanto H nao pode ser Fy, analogamente, H nao ¢ g, E7, nem .

Agora se H = S0(5), entdo R(H) = R(5% x S7), logom =4 e n < 8 ou sejan =2
ou n = 6. Para n = 2 a classificagdo ja foi {eita por isso ndo consideraremos essc caso.
Sejaentao n =6 i.e. n —1 = 5.

Se SU(4) agir transitivamenle sobre S°, pelo Lema 2.2.6 SU(4) teria que ser isomorfo
a SO(6). Apcsar das dlgebras de Lie serem isomorfas, o ceniro de SU(4) é Z, ¢ o centro
de SO(6) ¢ Z,. Portanlo nao podemos ter transitividade.

Pela mesma andlise Sp(2) nao pode ser isotropia de SU(4).
Temos agora a prova completa do teorema. !

DEFINICAO 2.2.9: Scja S C (', G grupo de Lie agindo numa varicdade M. Sc diz que
z € M ¢ um ponto estacionério de § se é fixado por 5.

—n-2
LEMA 2.2.10: Se /I ¢ um subgrupo conexo fechado de SO(n) disn H = (n )2(” ):

entdo H ¢ continuamente isomorfo a SO{n — 1) ou R._; o recobrimento universal de

SO(n —1).

PROVA: Seja M = SO(n)/H e z¢ € M fixado por H.
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As transformagdes de K agem linearmente sobre T,y M, que € isomorfo a JR*, como
H € compacto e conexo, podemos assumir H € SO(n).

A acao dos elementos de H nas vizinhangas de zq ¢ localmente equivalente a acao
em Ty, M, isto ¢, o seguinte diagrama comuta

VcM 5 veMd
v Ly
wcT, M % wcr, M.

Oude V ¢ vizinhanga de 2y ¢ W vizinhanga de 0 € T,,, M, g o difeomorfismo determinado
pela agio de SO(n) sobre M, ¢ um difeomorfismo.

AFIRMACAO: H ¢ cfelivo sobre Ty, M ~ R™.

Se ndo for existe g € H \ {I,-1}; tal que {dg),, = I. Pelo diagrama temos que
gz =z, Yz € V, com a topologia quociente ¢ ¢ um difeomorfismo analitico, entdo

gr=x VYV € M.

Portanto SO(n) e SO(n)/Z nao sdo cfetivos em M, onde Z = {I,—1} é o centro de
SO(n) n par. Obs.!

Logo Il ¢ II]Z sio clctivos. Pela dimensio de H temos que:

I ou HiZ ¢ SO(n — 1)
assim Il = SO(n — 1) ou H = fin_s. 0

LEMA 2.2.11: O grupo SO(n) nao contém subgrupos préprios de dimenséo maior que
a dimensdo de SO(n —1).

PROVA: Seja H subgrupo proprio de SO(r), tal que dim H > dim SO(n — 1).

Como SO(n) é simples, possui no maximo um conjunto finito de elementos que fi-
xam todos os pontos de M = SO(n)/H assim, SO(n) é quasi-efetivo sobre T, M, zq € M
fixado por .

Scja k =dem T, )M = dim M, H' a componente conexa de H, entdo:
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H' C SO(k)

logo dim SO(n — 1) < dirn H' = dim H < dimSO(k) isto implica que £ > n — 1 assim
dim SO(n)/H >n— 1,

dim H < L"‘gﬂl_n: (”“1}2(”_2) — dim SO(n — 1).
Portanto dim H = dim S0O(n — 1). G
O conjunto de elementos de SO(n) que fixam ¢;,i = 1,...,k < n, onde {e1,...,¢ex}

base canonica de 2%, é isomorfo a SO(n — k), mergulhado em SO(n) como segue:

SO(n~k) — SO(r)

I, 0
A—~>(U A)'

Tal conjunto é um subgrupo de SO(n), que denotaremos por @Qn—i. O subconjunto
quc deixa invariantc o primeiro ¢ixo, serd denotado por @, suas matrizes sdo da formas:

I 0
A—(U B),com BeO(n-1).
LEMA 2.2.12; Se H é um subgrupo préprio fechado de SO(n) t.q. Q,—1 € H entdo

H=Qu1oul=0Q,.

PROVA: Pelo Lema 2.2.11 dim H = dim Q,_1.H é compacto entdo ¢ um niimero finito
k

de translagdes a esquerda de Q1 i.e. H = | |g:@n1, g € SO(n).

i=l
Consideremos a agdo de H sobre $"~!' = S0{n)/Q,.-1 ¢ lembremos que e; € IR™ é
fixado por Qn—1.

Seja h € H e h™'(),_1h uma das componentes concxas de H, como [ € h™'Q,_15,
entao

Qn—-l = h_l Qn—] h

logo H C N(Qn-1), onde N{Qn-1) é o normalizador de (J,—y, agora (¢:Qu-1)er =
9i(Qn_1€1) = gie1, este ponto é fixado a esquerda por Qo
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9(1Qn—1g£ = Qn-1 t=1,..., k entao
Qﬂ—lgi = giQn—‘l

assim
Qn—l(.qie'l) = (Qn—lgi)el
{g:@n-1)e1

= gi€1

I}

a
rd . 0
gie1 € necessariamente da forma | | | € By,a=+*le
0
+1

0
9’:—(0 A) A€ O(n-1)
portanto & < 2.
Se k=1 ecntdo I = Q,-), ¢ se k =2 necessariamente temos que H = @, _,- 0

LEMA 2.2.13: Seja H um grupo concxo mergulbado em SO(n) com dimH =
dim SO{n — 1), entdo H é conjugado a @,

PROVA: Pelo Lema 2.2.10 H ¢é isomorfo a SO(n — 1) ou R,._2, ent3o conhecemos seu
anel de cohomologia. Consideremos H agindo sobre $™ = SO(n)/SO(n — 1). Primeiro
mostraremos que [/ nao pode ser transitivo sobre S™1

1) Sejan — 1 = 2m, neste caso

B(H) = R(S$Px 85" x...x 5™ x 5™
R(§® x §" x ...x §%T x §n%),

Pelo Teorema 2.2.3, b) R(I[) = R(II x §*~3), esta contradigio prova que H nao
pode ser transitivo sobre S™1,
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ii} n — 1 impar ou seja, n = 2m, agora:

R(H) = R(S®*x §" x ... x §*%),

Pelo Teorema 2.2.3, a) R(H) = R(U x S™ ') onde U é a isotropia de H,sen —~1 ¢
da forma 5,9,13, ..., claramente H nio pode ser iransitivo sobre 5" 1.

S6 resta estudar o caso n —1 =3(1) ie. n —1 =4k -1,
R(H) = R($®x 8 x...x§%1x . x35%%
= R($®x 5" x...x 8" x... x50,
Se H for transitivo sobre S™!

RUY= R(S®x ... x §"% x §"3 x|, . x §2%),

Como no Tcorema 2.2.8 (# ¢ simples), aqui U é simples, ¢ como S™ ! ndo ¢ um fator
esfera no seu anel de cohomologia, I/ ndo ¢ isomorfo a nenhum grupo classico.

Agora se U = Fy entdo dim U = 52, por outro lado

dimU = (”_1)2(””2)—@"1)
_ (n—1)(n—4)
2

nao tém solugdo intcira, assim U £ Fy.

Fazendo a mesma analise dimenstonal, {f ndo é Fg, f£7 nem [y,
Isto deixa como tnica possibihidade que:

U=G, e H=50(7).
Mas pela Proposigio A2 (ver apéndice), SO(7)/G; nao é homeomorfo a §7.

56 falta analisar o caso 4k — 1 =8k —5ic. k=1ouscjan—1=23.

Neste caso
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R(H) = R(8%)
logo

H = 80(3),dim H=3 ¢ dim U =0.
Pela cfetividade de I sobre S C 8%, temos que U = {I}.

Assim H/U = SO(3) que nao ¢ homeomorfo a 5.
Portanto SO(3} nao é transitivo sobre S°.

Assim temos que f ndo ¢é transitivo sobre S™7.

—D(n—-2
Pelo Lema 2.2.10 H é efetivo, como dim H = )2(?1 )

confirma a existéncia de uma drbita de dimensao n — 2.

, a Proposicao 2.2.5
[ Todas as drbitas de I sdo (n — 2)-dimensionals exceto para duas de dimenséao
menor, ver [M/Z] e {M/S]].

A tnica 4rbita de SO(n ~ 1) ¢ R, de dimensio menor que n — 2 é um ponto, seja
z tal] ponto, portanto

HCR,, ={g € SO(n); gz = z}.

Como fi,; ¢ conjugado a @n-1, entao H é conjugado a um subgrupo de (),_1, pela
dimensao de H, temos que H ¢ conjugado a Qy—1. O

TEOREMA 2.2.14: Seja n — 1 = 3(4), os dnicos grupos compactos conexos classicos,
transitivos sobre ™1, sdo:

SO(n), sv(i’%) e Sp(%).

PROVA: Anélogo aos Teoremas 2.2.7 ¢ 2.2.8, dos grupos SO(m) m par e SU(k) somente
S0(n) e SU(%) sao transitivos sobre S™!.
Scja agora G = Sp(k) transitivo sobre S™*, entéo

R(G) = R(S®x §"x...x 5% 1) e n—1<dk~1
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3 ) )
logo L—L < k. Pela proposicio 2.2.1 sabemos que Sp(%) é transitivo sobre ™1, seja
n
7 < ke H a isotropia de GG

R(H) = R(S® x 57 x ... x 8™ x ... x 5%,

Claramente H ndo é cldssico, mas pode ser um dos grupos excepcionais.

Se H = G, entdo G = 5p(3) edk —1 = 111e n—1=3,7 G ndo ¢ transitivo
sobre 5% pois dim G/H = 1.

Pela Proposicio A3 Sp(3) ndo é transitivo sobre S7 (ver apéndice).
Suponhamos [ = Fy,dim H = 52, assim temos que:

ek

n—l=k2k+1)-52 ¢ 7

entao

2+ k—(514+n)=0 ¢ n’—6n-—408<0

da desigualdade n = 4, 8,12, 16, 20.
Para n = 4,k = 5, mas dimSp(5) = 55, pela Proposicio (2.2.5) Sp(5) ndo pode ser
transitivo sobre S%. Os outros nao dio solugdo inteira para k, portanto H # Fj.

Pcla mesma analise feita para £, H n&o ¢ nenhum dos grupos excepcionais. Por-

tanto entre os grupos simpléticos sé Sp(%) é transitivo sobre ™1,
seja agora G = S0(m) m =2k +1

RG)=R(S*x 8T x...x 8% 1) e n—-1<4dk—1
ngzgm, sejan+2

R(H) = R(S*x 87 x...x 8% x §"F x ... x §%1),

logo < m

H a isotropia de G, claramente # nao pode ser classico.

Se H = Gy entio @ =50(7) en—1=3,7 dim G/H =7, entdo G ndo é transitivo
sobre 53,

Pela Proposigio A2 SO(7) nio é transitivo sobre 57 (ver apéndice).
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Por questdes de dimenséo, (como no caso anterior Sp(k)), H ndo é nenhum dos gru-

pos excepcionais.

n -4 2

Suponhamos que SO(m} scja transitivo sobre S™! com =m = 2k + 1, seja

H a isotropia de SO(m)

R{H) = R(5%x &7 x ... x §%9),

Logo H ¢ isomorfo a SO(2k — 1) ou Sp(k —1).

a) Suponhamos que i é isomorfo a Sp(k — 1).

Consideremos SO(m) agindo naturalmentc sobre S2*, H como subgrupo de SO(m)
também age sobre S%*. Por 2.2.7 H ndo é transilivo sobre §2.

Orbitas da acdo de H de dimensio positiva sio pelo menos de dimensdo 2k — 2
(Proposigio 2.2.5). Mas H ¢ isomorfo a Sp(k —1). Pelo Lema 2.2.5 H nio pode ter
érbitas de tal dimensdo pois Sp(k — 1) ndo € isomorfo a SO(2k — 1).

Logo I possui pclo menos wina drbita de dimensdo 2k — 1, como em 2.2.13 todos
tem dimensao 2k — 1 exceto duas de dimensaoc menor, que necessariamente tem
dimensio 0.

Entao H possui um ponto estacionario, logo H esta contido na isotropia de
SO(2k + 1) i.e. H C SO(2k).

Consideremos M = SO(2k)/H,z o ponto estacionario de H e H agindo linear-
mente em T, M, dimm M = 2k — 1, como no Lema 2.2.10 H C SO(2k-1) dim H =
dim SO(2k — 1) entdo eles coincidem mas isto contradiz o fato de f ser isomorfo a
Sp(k —1).

Portanto H nao pode ser isomorfo a Sp(k —1).

Suponhamos que H é isomorfo a SO(2k — 1), ¢ consideremos SO(m),m = 2k + 1,
agindo canonicamente sobre 5%, H também age sobre S** come subgrupo, mas ndo
transitivamente (Teorema 2.2.7).

Afirmagao: H nZo possul orbitas de dimensdo 2k — 1.

Se tiver, todas suas érbitas sao da mesma dimensdo exceto duas H{z), H(y) de
dimensao menor.

Se H(z) ou f(y) ¢ um ponlo, H é conjugado a um subgrupo de Q3¢-1 (Lema 2.2.13),
como H é isomorfo a SO(2k — 1) pode ser mergulhado canonicamente em (o1,
assim SO(2k + 1)/ H seria homeomorfo a SO(2k + 1)/@Qax—2, mas este iiltimo ndo é
homeomorfo a S$%~1 (ver Proposigiao Al, no apéndice) o que contradiz o fato de H
ser 1sotropia de SO(2k + 1).

Entao H{z) e H(y) ndo sto um ponto, e como séo de dimenséo estritamente menor,
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pela dimensdo de H so podem ter dimensdo 2k — 2.

Assim H,, a isotropia de H (ou sua componente conexa da identidade) ¢ isomorfo a
SO(2k — 2) (Lema 2.2.10).

Seja z € S*\ (H{z)U H(y)), se z é suficientemente préximo de z, H, é isomorfo
a um subgrupo de H,.

Como dim H(z) =2k —1

dim H, = dim H - (2k-1)
= dim SO(2k —2) — 1.

Mas SO(2k — 2) nido possui subgrupos de tal dimensdo, portanto H nado possui
orbitas de dimensdo 2k — 1.

Assim toda 6rbita de H sobre SO(2k + 1}/SO(2k) = §* é (2k — 2)-dimensional.
O tnico grupo localmente isomorfo a SO(2k—1) ¢ Rop..2 seu recobrimento universal,
assim H = 50(2k —2) ou H = Rg_3. Veremos que esta dltima opgio é impossivel.
As tnicas 6rbitas (2k — 2)-dimensionais que Roka pode ter sio $%*% e RP¥*-2,
O centro de Ropq {1,—1}, como cle ¢ conexo e transitivo nas érbitas, —I possui
um ponto fixo xy.

Seja z um clemento de uma Srbita, JA € SO(2k — 1); Az = =

(—Nz = (=I)Azy

= Azpg==z

Assim —1 fixa todo ponto das érbitas, logo fixa toda a esfera S%*, o que contradiz
o fato de SO(2k + 1) ser efetivo em 5%,

Portanto H = SO(2k — 1).

Pelo Lema 2.2.13 H, a isotropia de H é conjugado a Qgx..3 ou a @4y, dependendo
se H(z) é homeomorfo a S%*-? ou IRP%~?% respectivamente.

Pelo Lema A6 (ver apéndice) temos que 2k—2 < k entéo k < 2, pata k > 2 SO(m) =

2
S0O{2k + 1) nao é transitivo sobre 5™ onde m = nte

Agorasek=1n—1=3e H =50(3), H, ={I}.

Comeo vimos no Lema 2.2.13 SO(3) ndo é transitivo sobre 5°.

Se k=2 n—-1=7, H=S80(5) e H,=50(3).

Mas SO(5)/S0(3) nio é homeomorlo a 57 (Proposigao Al).
0 que prova tolalmente o Teorema. O
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3. 0OS CASOS NAO CLASSICOS

Sera feito aqui um resumo de um apéndice de [Wh] onde esta em detalhe a transiti-
vidade dos grupos Spin(9), Spin{7) ¢ G, sobre as esleras S, 57 e 5%, respectivamente.

TEOREMA 2.3.1: Seja G um grupo de Lic compacto conexo, agindo transitiva e efe-
tivamente sobre um espago simplesmente conexo M, com caracteristica de Euler y (M),
um ndmero primo. Entdo ¢ é simples.

A prova pode ser vista em [Bo. 1], a qual é baseada no seguinte:

TEOREMA 2.3.2: Seja M um espa¢o homogéneo a um grupo de Lie compacto conexo
G, com isotropia H. Entdo x(M) é positiva se p(H) = p{G).

Neste caso x(M) = o{W)/o(W) onde W e W; so os grupos de Weyl de G e H

respectivamente.
A prova pode scr vista em [H/S).

Para grupos de Lic compactos, em {B/S] temos a lista dos subgrupos conexos maxi-
mais, que possuem o mesmo posto do grupo, em [W] encontra-se a ordem dos grupos de
Weyl para grupos simples.

Se M = 5%, x(M) = 2.
De tais classificagbes, temos que os tnicos casos onde

o(W)/o(W;) = 2

sa0 0s seguintes:

a) G = SO@2m+1) ¢ H=S02m)m=1,2,...
by G = Gy e H=S5U(3).

Onde (5 é o grupo (excepcional} de automorfismos da algebra de Cayley K, que age
transitivamente sobre 5% com subgrupo de isotropia SU(3) (ver [Wh]).

Assim temos o seguinte:

TEOREMA 2.3.3: O tnico grupo de Lie compaclo conexo simples, agindo transitiva-
mente sobre $¥, m # 3 é localmente isomorfo a SO(2m + 1). Para m = 3, além de
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S0(3), existe também G,. =
O grupo G e a dlgebra de Cayley sao construidos da seguinte formas:

Considerando IH, como a dlgebra associaliva dos quaternios, a algebra de Cayley é
K = H @ H com o seguinte produto, sejam u,v € K,u = (a, b),v = (¢, d),
uv = (ac - db, da + bé)
isto define uma &lgebra real K (isomorfa a IR® como espago vetorial).
Sejaep =1 = (1,0). O centro de K é IRep A conjugagio em K é dada por @ = (@, —b),

que estende naturalmente a conjugagao de @ e #f. Definamos em K o seguinte produto
interno

{u,v) = %(uﬁ + vT%)

o qual coincide com o produto interno candnico de IR

Termos que T = u se ¢ s6se u € IRep € U = —u se e s se u € um “nimero de
Cayley” puro , (u € (IHeg)t). Consideremos agora e; = (1,0}, e = (J,0),e3 = (£, 0),e4 =
(01 1)105 = (033‘)166 = (U:J) e ey = (Oak)

Um automorfismo de X ¢ uma transformagdo linear nao-singular de K em K tal que

T(u-v)=T{uwT{v), Yu,v € K.
PROPOSICAO 2.3.4: Se 7' é um automorfismo de K, entéo:

1) T| =idae
Reu

9) T(@ =T Vuek

3) T é ortogonal.
PROVA:

1) Se ¢ € IRcy entéo a = aeg, ¢ € IR

T(e) = «T(co)
T(eo) = T{eo-ey) = T(eq)  T{eo) |
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como T'(eg) # 0 pois T' é um automorfismo, temos que T'(ea) = eg, logo

T(a) =a Ya € IReqg.

2) Pela linearidade de T ¢ da conjugagio, se segue que basta mostrar T(7) = T{(u)
para u =¢;,t=0,1,...,2.
Para u = ¢g j4 foi visto em 1).
Agora como €, = —¢; 1 = 1,...,7, temos que

T(®) = T(—e)=-T{e)
= T(ei),

pois T'(e;) € um numero de Cayley puro.
3)
(Tu,Tv) = {Tulv+ToTu)
= ATulv+ Tviw)

(T'(uv) + T'(v7))

R SNl N

= T
= T{u,v) = (u, 'u) pois {u,v) € JRep = I

uv + Uu

MH—‘

0

OBSERVAGAO: Como G, é conexo, podemos considerar G, C SO(7), agindo sobre os
nimeros de Cayley puros Ko ~ R,

Consideremos agora uma tripla ortonormal (4, b, c) de elementos de K. Uma tripla
sera chamada “especial” sc e 86 se ¢ é orlogonal a ab.

TEOREMA 2.3.5: Se (4, b,¢) é uma lripla especial, entdo existe um automorfismo T
de K, tal que:

T{e1) = a,T(e2) = b,T{e7) = c. (ver[WhA]).
COROLARIO 2.3.6: (; age transitivamente sobre S¢ G I ~ R,

PROVA: Esta é imediata de 2.3.5, para a € S® tomamos b unitério ortogonal a a, e ¢
também de norma 1 no complemento ortogonal do subespago gerado por «,b,ab, assim
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temos que {a, b, ¢) ¢ uma tripla cspecial, € pelo tcorema anterior, temos que existe T € G,
tal que:

T(B1) =da
Portanto Gie; = S8. a

Agora estudaremos um pouco acerca da transitividade dos grupos Spin{9) sobre 5°
e Spin{7) sobre S7. Comegaremos com um pequeno resumo da construgdo dos grupos

Spin(n).

Seja V um espago vetorial real, dotado de um produto interno {-,-} e uma norma |||,
e seja também {vy, ..., v,} uma base ortonormal de V, existe uma 4lgebra associativa com
unidade ¢ = C(V) (dlgebra de Clifford) que “contém” V, construida como segue. Seja
24 um elemento associado com A € N = {1,...,n}, como espago vetorial, C' é o espago
gerado por tais elementos, dim C = 27, identificando v(;; com v; podemos considerar V
como subespaco de C.

Scja £{A, B) = (=1)™, onde m ¢ o niumero de parces (a,b) coma € A,b€ Bea > b.
O produto em C é definido por bilinearidade e pela condigdo

VAatp = E(A, B)‘UA&B

onde AAB é a diferenga simétrica dos conjuntos A, B.

Entao verifica-se que:

1) vy € o elemento unidade 1.

J) 'U.;'UJ‘ = -“‘U_;.'Ug, .’. ?,'!1 J

4) Se A={ay,...,ax} com a; < ag < ... < gy, entdo

VA = Ua,Vay - - - Vay -

OBSERVACAO: Consideremos uma 4lgebra associativa A com elemento unidade 1 e
uma transformagao linear

AV — A tal que AMz) = |z|*1, Vz eV
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Diz a propriedade universal para dlgebras de Clifford, que existe uma nica extensdo de
A a . Podemos definir tal extensao como segue

Ava) = Mvgy) ... Mvg,) com A= {as,...,a}
Em particular, z* = ||z)]*1sez € V C C.

Pelo processo de polarizagio (ver [C]) obtemos:

yz +zy = 2y, 2)1 Yy,z€V (%)

DEFINIGAO 2.3.7: Denotaremos por C, o subespago de C gerado por elementos va
com A de cardinalidade par.

TEOREMA 2.3.8: (), ¢ uma subalgebra de C, se dim V é impar €}, é simples i.e. nao
possui ideais ndo triviais. (Ver [Whj). 0

Definamos uma aplicagéo linear ¢ — & de C' em C, a qual leva um elemento da base
k(k—1) . . il . ~ ,
vy sobre (—1)7z wvga, onde k é a cardinalidade dec A. E claro que tal aplicagido é um

anti-automorfismo de C, de periodo 2; que chamaremos “involugdo principal”.

DEFINICAO 2.3.9: T = T(C) = {c € C tal que C & inversivel ¢ ¢V ¢ 1¢V} é chamado
o grupo de Clifford.

PROPOSICAO 2.3.10: Para ¢ € I, a aplicacio linear p(c} de V em V dada por
p(c)z = czc™!, é ortogonal, e p de I' em O(n) é uma representagéo de grupo.

A prova emerge da definicao de p(c) e de (*}.
DEFINICAO 2.3.11: p serd chamada a representacao vetorial de I'.

LEMA 2.3.12: Scz € Viz # 0, enldo = € I’ e p{z) = —6,, onde &, ¢ & reflexdo no
hiperplano ortogonal a z. '

PROVA: Como z% = ||z|>: 1 entdo ' = 11_331?
Seja y €V, por (x) zy = —yz+2{z,y)1
2(x,y)
logo .:r;ya:_l = —y+——tzeV
° el
T
como &, (y) = y—2{z,3 )||_:c-||—2 (ver [C])

92



temos que  p(z) = —b,.

O
Seja I'y, = 'N Gy, se xq,...,T2 € V todos nao nulos entdo x = zyz9...39, € T,

logo p{z) = 64, 0...046,, edetp(z) = 1. Temos que V7 € SO(n),r é produto de uma
quantidade por reflexdes é,,,...,d;,, , entdo:

S0O(n) € p(Ty).
PROPOSICAO 2.3.13: p(I',) = 50(n) e (ker p) N T, = Rol, Ry = R~ {0} (ver

[Wh]).
a

COROLARIO 2.3.14: Um elemento ¢ € C, esta em T, se existem zy,...,x2 € V tais
quc ¢ = I1T3...T3p. 0

PROPOSICAO 2.3.15: Parac€ T, ez € V temos que 12T = cze™.

PROVA: E f4cil ver isto para os clementos da base de V por lineariedade cumpre-se para
qualquer z € V. 0

Imediatamente de 2.3.13 concluimos que se ¢ € T, entdo

xcc = Tcx Yz eV
logo Tc € Z,z o centro de C
como ¢tc € I, entdo tc€ ZNT, = MKyl
ouseja ¢ = Al
Sciam ¢, 0 €1 Mere)l = (Te)ae
&(Tier)es
= Me)Me)l

Portanto

Aleres) = Aer)A(ez),

¢ assim A define um homomorfismo de T’y em Ry.
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DEFINICAO 2.3.16: Define-se Spin(n) = ker A C I,

OBSERVACAO:

1} Sec& Spin(n) €&c=1 com ¢ = 21%3... T2y, €NL80 T = TarLor—y .+ . T1.

2) Rigorosamentce terfamos que escrever Spin(V), mas dim V = n i.e. V ~ IR" entio

Spin(V) ~ Spin{r) = Spin(IR").
TEOREMA 2.3.17: Scja c € C,c € Spin{n) se 3 z{,...,22, € V unitarios, tais que
€= I;T3...Ty. (Ver [Wh]) o

OBSERVACAO: Sc V é subespago de W, (como espago produto interno e normado)
com dimn W = m, podemos considerar Spin{n) subgrupo de Spin(m).

Consideremos agora a algebra excepcional de Jordan, J, i.e., o conjunto das matrizes
Hermitianas com entradas na dlgebra de Cayley X, um elemento X € J possui a forma

£i T3 T
X = T3 52 I ($*)
Ty T1 &

com z; € K, ¢ € IR. Assim J como [R-espago vetorial possui dimensio 27. O produto
em J, chamado produto de Jordan é dado por:

1
X-Y= E(XY-FYX)
onde XY é o produto usual de matrizes. J é comutativa mas nao é associativa.

Seja F;; a matriz com 1 na entrada de i-ésima linha, ¢ j-ésima coluna, ¢ 0 nas outras,
(1,7 = 1,2,3). Assim

E:‘jEkE — 5jkE£f-,n 6jk a delta dC I(I‘OI]BC](BI‘.

Sejam também E; = Fy, F; = I — I, I a matriz identidade e

& 4] (5"}) = 33E23 4+ E!j;}g
az(x) = By +Ths
asz(z) = zBz+TEy
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Assim o; é um isomorfismo linear de X com um subespago U; de J, e J é a soma direta

J=RE, @REOREGU, QU dUs
A matriz X de (*x) é dada por:

X =3 LB+ ai(zi)
g==1

i=1

¢ a tabela de multiplicagio de 7, ¢ dada pela comutatividade e por

E: E; = &;F;

0 i=j
Eioaj(z) = § '
5%(@ L]

as'(:{,') ' aa’(y) el (2’3, y)f‘;
1

ai(z) - aigi(y) = 50!;4_2(? Z) (indices mod. 3)

Notemos que nio existe ambiguidade ao escrever X™ = X - ...+ X (n fatores).

3
DEFINICAO 2.3.18: Define-se $(X) = 3 & e ¢(X) = t(X?). Fazendo algumas contas
i=1

COMProvalros quae:

3 3
q(X) =38 + 2> _|l=lf?
i=1 i=1
PROPOSICAO 2.3.19: A forma qua.dré.t.ilca, g ¢ positiva deflinida. J & um espago pro-
duto interno e normado, com norma (¢{X))?. O

L . , 1
Agora, para simplificagdo de calculo definimos || X || = Eq(X), temos que o produto
interno associado ¢é

(X,Y) = (X V)
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A decomposi¢do anterior de J em soma dircta é ortogonal com respcito a este produto
interno, e o; : K — U; é uma isomeiria.

Em [W] também é demonstrado o seguinte:

TEOREMA 2.3.20: Se 7 é um automorfismo de 7, entio as formas, t e ¢ so invarian-
tes sob 1.

Em particular, 7 é uma transformacio ortogonal. |

Afim de estudar os automorfismos de J, vejamos primeiro os idempotentes da
dlgebra.

Se X é a matriz (*x), entdo X? = X se e 56 se

Gy Fleal® + lzall® = b

(&

(bo(z) T Lo@)%a() + To(3)To(z) = To()

onde {o(1),0{2),0(3)} sao as permutagdes ciclicas possiveis de {1,2,3}.

DEFINICAO 2.3.21: Um idempotente E # 0 se diz primitivo se e sé se os unicos
idempotentes X tais que £+ X = X sao O ¢ E. Chamaremos P ao conjunto de todos os
idempotentes primitivos.

Consideremos agora Fjy o grupo de Lie excepcional, dos automorfismos da algebra de
Jordan J. Este é um subgrupo fechado do grupo linecar L(J) ~ GL(27, R). Pelo Teorema
2.3.20 F; € O(27), assim Fy é um grupo de Lie compacto, F, age transitivamente sobre
o espago P dos idempotentes primitivos, chamemos de H o subgrupo de isotropia de Fj.
Nosso objetivo agora ¢ estudar a estrutura de ff.

Scja g; + J — J a operagao de multiplicacao pelo idempotente primitivo E; ¢ =
1,2,3, logo

. 1
6,‘()&) =&LE 4 Ezaj(xj)
i
E facil ver que g; como JR-transformacao linear, tem uma representacao matricial diagonal,
¢ seus autovalores séo 0,7 e 1. Assim podemos decompor J como
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T =70 ® 5(%) ® J:(1)

onde J;{}) é o autoespago associado ao autovalor A.

Nao € dificil ver que:

J;(G) = U;@foﬂﬂj
J#i
1
Jilz1 = DU
7() = RE

Seja H; o conjunlo dos automorfismos de J os quais fixam £;.
PROPOSICAO 2.3.22: Cada Ji()) é invariante sob ;.
PROVA: Seja T € H;,e Y € J, entao

THE-Y) = T7VE)-T7HY)
= E-T7MY)

Seja agora X € T'(Ji(N), ¢ Z € Ji(A) tal que X = T(Z) entéo:

X)=2
= E; - T'l( )= (J)
= TYE-X)=
= E.X= /\T(Z)
= E,‘(.X) = AX

Portanto X € J;(A) iLe. T(J(A) C Ji(A) VT € H..

0

Também temos que F; é fixado por cada elemento de H;, logo o complemento orto-

gonal V; de IRI; em J;(0) ¢ invariante sob [1;.

Seja X € T(V:), e Z € V; com X =T{Z) temos que
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(Z2,Y) VY € RF;

(71X, 7)

(X,TY)

(X,Y) pois T(Y)=Y VY € RF,

I

Portanto X € V;, o que verifica nossa afirmacio.

Fazendo W; = Ji(3), temos entéo o seguinte:

TEOREMA 2.3.23: Existe uma decomposi¢ao em soma direta de J
J=REORFE®V,0W,

a qual é invariante pela agéo de H;. O

Vejamos o caso ¢ = 1; sejam X € V; e Y € RF; assim

d 0 90 0 0 0
X = 0 51 I ; Y = 0 7 0
0 = & 0 0 g
Entao
1
Oz(X,Y) = Etr(X-Y)
i
= §H(€z+€3)
logo £y = —&s.
Portanto

0 ¢ 0
0 7x ¢

Tomaremos o grupo de isotropia H como sendo o grupo H;. Para simplificar a
notagao, omitiremos o subindice ¢ = 1.

Os elementos dos espagos IRE, IRF,V e W, séo da forma:
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£E 00 0 00
EE = (OOO),?}Fz(OnU)
0 0 0 00 7
00 0 0z %
Viz,¢) = 0 ¢ = ) eW(y,z):(E 0 0)
0 ¢ y 00

respectivamente.
Sejam V € V e W € W, depois de um célculo um pouco tedioso é possivel ver que:

1
V- Wi = SIVIIWI

TEOREMA 2.3.24: H é isomorfo com Spin(9). a
Da prova deste teorema foi obtida a construgdo da chamada “representacgdo spin”.
Seja F a algebra dos endomorfismos de W e definamos 8 : V — F por:
0(X) = Lax
W
onde Lyx é a multiplicacio por 2X em 7.

Entao

O(X)P(W) = 4X-(X-W)
= X|I'w

Assim 0(X)* = [|X]|?I,1 a identidade em W, entdo pela propriedade universal para
algebras de Clifford, podemos estender § a um homomorfismo 8

§:C—F onde C =C(V)

Seja B, : C, — F a restricio 8, = 8] .
CP

Como dim V = 9 e dim W = 16, temos que dim C, = 2% e dim F = 16* = 2°, além disso
pelo teorema 2.3.8 €, é simples ou seja seus vinicos ideais sdo os triviais, como C), nao é
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nula e como ker 6, é um ideal de C}, necessariamente kerd, = 0 i.e. 8, é um isomorfismo
de C, em F.

Seja agora 81 : Spin(9) — F, dada por §, =9

Spin(9)
Se X eV e |X]=1,entio
(X)W = Le(W)]
= X W
= [ XilIw] =W

logo é;(X) é ortogonal.

Se Z € Spin(v) >~ Spin(9), entdo Z = Z1Z,... Zy, com ||Zi]l=1 e Z;eV

16:(ZYW = [[61(Z1) o ... 08,(Za W)
1 Z1}l16:(Z2) o . ... 0 6:1(Za, J(W)]
= [16(Z2) 0. ..06:(Zs) (W)

= W]
Portanto 6,(Z) também é ortogonal.

Como Spin{9) é conexo, a aplicagdo X — det §;(X) é constante, §,(X) é ortogonal,
X=X1... X0 € det §(X;) = £1 claramente det §,(X) =1 VX € Spin(9}, logo 8, é
uma representacdo 1 — 1 de Spin(9) em SO(W) = SO(16). O

Também podemos construir uma representagio v de Spin(9) em SO(J), como a
soma direta das representacdes triviais em IRE @ IRF, a representagao vetorial pem V, e
a representacio spin §; em W, Como §; é 1 — 1, também ~ é 1 — 1, Utilizando fortemente

os teoremas 2.3.20 e 2.3.23, € provado em [W] que y(Spin{9)) = H.

O grupe H age sobre S$'° (através da representagéio &), com Hy = Spin(7) como
subgrupo de isotropia (ver [Wh]).

TEOREMA 2.3.25: H = Spin(9) age transitivamente sobre S*.
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PROVA: dim Hy = 21,dim H = 36
logo dim HfHy = 15.

H{[H, é uma subvariedade de $*°, a qual é fechada pois H é compacto, claramente H/ H,
€ aberto em S'° pois s3o da mesma dimensio, portanto

H/Hy = 8Y.
O

Hp fixa um certo vy € V, e como pode ser visto em [Wh] deixa invariantes os subespacos
Ui,1=1,2,3. De aqui que cada ¢ € Hy determina um nico operador linear a; : K — K
tal que

olai(z)) = o5(oi(z)) 1 =1,2,3;,2 € K

tal operador é o; = o 000 .

PROPOSIQAO 2.3.26: Se definimos w;(0) = 0;,0 € Hy, entdo w; é uma representacio
ortogonal 1 — 1, de Hy em SO(8) =~ SO(K).

PROVA: Claramente w; é um homomorfismo de Hy em GL(KX)

{oi(z),05(y)} = (a7t ocoau(z),ai' 0 g0 ey}
= {z,y)

pois @; € uma isometria € ¢ ¢ ortogonal. Pelo mesmo critério para §;, temos que

det w;{o) = 1.
Agora w; é 1 — 1 pela unicidade de o; para o. O

Ho = Spin(7) age sobre 57, através da representagio 6; = wy, seu subgrupo de isotropia
é G (ver [Wh]), como no teorema 2.3.25, por questdes dimensionais temos que, Spin(7)
age transitivamente sobre 57. O

Completamos assim a lista dos compactos conexos que agem transitivamente na es-
fera S*1, n > 2. Eles sio ordenados na tabela a seguir donde os tipos dos grupos sio
colocados na vertical e a dimensdo da esfera na horizontal. Ez quer dizer grupo excepci-
onal, V.S. ndo simples e C¥f classicos.
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n—1par |n—1=14)}| n—1=3(4)

ct | SO(n) 50(n) SO(n)

Ez | Gyyn=1 Spin(9) n = 16
Spin{(7)n=2=8
n n
5 () u(3)

Sp(g) x Sp(1)

Denotando tais grupos por f(l:f:mos que a acio de K é linear, isto é, agem por uma
representagdo &y sobre R} com §p(K) = K C SO(n}, assim para:

i) K = SO0(n) 6 =1d

ii) K = SU(m) ou U(m) & = « representados em SO(2m) (ver se¢do dois deste
capitulo)

iii) K = Sp(k) 6 = B, representado em SO(4k). A representagio de Sp(k) x Sp(1) é
dada por § na primeira coordenada e por multiplicagio a direita de quatérnios na
segunda coordenada.

iv) K=0G, §=1id (ver o comego desta segao)

v) K = Spin(9) ou Spin(7) 8 = 61 e 8 = 6, respectivamente (representagdes expli-
cadas também nesta se¢3o).

A terceira linha da tabela acima é determinada a partir do teorema 2.1.7 b). Com as
notagdes desse teorema, o grupo (1 tem que ser um dos grupos das duas primeiras linhas.
Como a agio, em cada caso, é linear, a outra componente deve estar contida no centrali-
zador de G, no grupo de todas as transformagdes lineares. O centralizador de SO (n) é
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dado pelas matrizes reais miltiplas da identidade. Portanto esse grupo ndo aparece como
componente na terceira linha. A situagao é a mesma no caso dos grupos excepcionais. J4
o centralizador de SU (m) é dado pelas matrizes complexas m x m maltiplas da identi-
dade. Isso faz aparecer na terceira linha todo o grupo unitario. Por fim, a representacio
de Sp (k) é feita por intermédio da aplicagao 3 e os elementos desse grupo comutam com
as transformacdes lineares dadas por multiplicacio A direita por quaternios, o que faz com
que aparec¢a na tabela o grupo Sp (k) x Sp(1).
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CAPITULO III

Neste capitulo sera feita finalmente a classificacao dos grupos conexos G € GL(n, IR)
cuja acao natural sobre IR™ é tramsitiva sobre IRF. DPara isto precisamos de dois im-
portantes teoremas mostrados por Boothby [B] e que serdo apresentados também neste
capitulo, também precisamos como ja foi dito da classificacdo dos compactos conexos
transitivos na esfera S™ 1, que foi feita no capitulo anterior.

3.1. ACAO TRANSITIVA SOBRE R}

Consideraremos subgrupos de Lie conexos ¢ C GL(n, IR) com a ac¢do natural sobre

R™.

DEFINICAO 3.1.1: Diremos que (& é transitivo, se sua acdo é transitiva sobre IRj.
PROPOSICAOQ 3.1.2: Seja (-,-) o produto interno usual de IR™ e suponha que G seja
transitivo, entao a aplicacao:

¥ G x S gnl onde ||z|| = (z,z)'/?

. Az
(A, x) — Axz=
| Az]]

define uma acao transitiva de G sobre S"1.

PROVA: Sejam A, B € G,z € IR},

1
I} Ayl

1 1
= Tl 'A(uBscuB 9
|Bz| ABa

lABz| {Bzl|
ABa
|ABz||

= AB=xz
1

: -1
Ixz = —a=ux pois = € S

edl
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Logo * é uma acao de ¢ sobre S771,
Sejam x,y € S™ ! como G é transitivo, entdo: IA € G tal que y = Ax.
Claramente Axz =y
Portanto G é transitivo sobre S™*~! em relacio a acao *. O
OBSERVAQAO: Por §-transitivo, entenderemos: transitivo em relacio a acao .

DEFINICAO 3.1.3: Uma direcio ou raio em [R"™ é uma semi-reta comecando na origem.

. —F
Para um raio r em IR™ com = € r escreveremos z = 1, claramente, 2,y € r se x = Ay
com A > (; para a matriz Any, tem-se:

Azx = Ay

loge Az e Ay também pertencem ao mesmo raio assim podemos definir:

PROPOSICAQ 3.1.4: Seja H subgrupo de GL{n, R), H & *-transitivo sobre S™71 (%
acdo da proposicio anterior) se e s6 se H com a ag¢do natural sobre JR™ é transitivo sobre
raios.

PROVA: Suponhamos que H é »-fransitivo sobre 5!, Sejam ry, 7o raios de IR" e
:cé:?'iﬂS“‘l i=1,2

assim v, :;.,;, por hipétese: JA € H t.q. 2= A+,

logo
1
T C AT
17 21]]
assim .
o
To=A%L1
Portanto
-
Ta — A.’Ll
= Aﬂfil
= Ary
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i.e. H é transitivo sobre raios.

Reciprocamente suponhamos agora H iransitivo sobre raios.

Sejam z,y € S™ ! entdo A € H tal que Y= A z=Az

entao Ar ey
) Ag
assim =y
| Az]|
ie. y=A=*zx.
Portanto H é #-transitivo sobre S™ 1. 0

PROPOSICAO 3.1.5: Se G e G' sio conjugados em GL(n, IR), entdo G é transitivo se
e s6 se G’ é transitivo.

PROVA: Seja G transitivo, temos que

¢'=cagc! com C € GL(n, R).

Sejam vy € R

logo Cle, Oty € R}

entao JA € G tal que ACT 1z = C 1y

logo CAC 2=y CAC'ed"

Portanto G’ é tansitivo. O

OBSERVACAO: O mesmo vale para transitividade sobre raios, a prova é basicamente
a mesma da proposicao anterior.

TEOREMA 3.1.6: Seja G transitivo, K subgrupo compacto maximal de G e < - - >
um produto interno K-invariante em IR™ n > 2. Entao K € transitivo na esfera unitaria

- {z e R" < z,x>=1}.

PROVA: Pela Proposigio 3.1.2, G é x-transitivo sobre S77! que é simplesmente conexo e
compacto, logo 3K ; subgrupo compacto maximal que é #-transitivo sobre ™! (ver [M]).
Entéo pela Proposicao 3.1.4, K é transitivo sobre raios, como também todo K conjugado
de K. Como todos os compactos maximais em G sdo conjugados entre si (ver [I]) entdo
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K ¢ transitivo sobre raios,

logo K &% —transitivo sobreS™ 1.
Seja < -, - > um produto interno K -invariante, i.e.

< Az, Ay >=<z,y > VACK.
Se define ||z]|, = (z,2)?, 8! ={zec R (z,y)=1}e

Az
(A, z)
Az

Da mesma forma que na Proposigao 3.1.2 © € uma acao de G sobre S 1e (f é @-transitivo
sobre S™1,
Repetindo a analise feita no comeco da prova temos que K é transitivo sobre gn—1,
Sejam

zy€S" e AdeK tqy=A®z

entao
Az
¥ = v
| Azl
B Az
e lx
- Ag.
Portanto K é transitivo sobre S™!. O

OBSERVACAO: Se G é limitado em GL(n, IR), entdo suas érbitas sdo limitada em R™,
assim uma condicio necessdria para G ser transitivo é que seja ilimitado.
Logo uma reciproca para o teorema anterior, é o seguinte:

TEOREMA 3.1.7: Se G é ilimitado ¢ possuir um subgrupo compacto maximal X com
acao natural transitiva sobre S® !, esfera unitaria de um produto interno K -invariante
< -, - >, entao 7 é transitivo.

Sem perda de generalidade podemos supor K € O(n) agindo sobre S™ ! a esfera

unitaria canénica e < -,- > como sendo o produto inferno candnico de R, isto decorre
das seguintes proposigoes.
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PROPOSICAO 3.1.8: Todo subgrupo compacto K de GL(n,IR) é conjugado em

GL(n, R) a um subgrupo compacto K’ de O(n).

PROVA: Sejam (-,-) o produto interno candnico de IR", e < -,- >, produto interno X -
invariante.

Sejam A4 a matriz do produto interno < ., >, assim temos que:

Portanto

VB e K
yiAz

A=B'AB YVBEK.

e VayelR"
= {z.4)

= (Bz, By)

= (By)'A(Bz)
= y'B'ABz

Como A é definida positiva, 3! matriz N nao negativa tal que 4 = NN.

Seja

K'=N.-K-N71 e

logo (B'z, B'y)

B'=NBNleg!

= (B'z)'B'z

= 'NT'BINNBN 'z
= o!N"'B*ABN 1z
= y'NTAN'z

= yt:r;

= (z,y)

Portanto K’ é subgrupo de O(n), compacto e claramente K é conjugado com K,

O

PROPOSIGCAO 3.1.9: Seja K subgrupo compacto de GL{n, IR) transitivo sobre 5™

esfera unitdria do prednto interno K-invariante <
K’ C O(n) conjugado com K é transitivo sobre S™ 1.

ot

>, entao qualquer subgrupo

PROVA: Como K é transitivo sobre S*}, entdo K ¢ transitivo sobre raios, mas K’ é
conjugado com K, logo K’ é transitivo sobre raios. Pela proposicdo 3.1.4

K' & x-transitivo sobre S™ !
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Lembremos que % € a agio:
Axz=—-—— com |-| anorma usualde IR"

logo para z,y € S™ ! arbitrdarios, 34 € K' tal que: ¢ = A xy. Neste caso é claro que
Axy = Ay '

Logo r = Ay.

Portanto K' é transitivo sobre 5771, O
Assumimos entdo K C O(n), substituindo G ¢ K por conjugados se for necessirio

(coujugacio preserva transitividade). Tem que ficar claro com isto que os grupos a serem

classificados sao a menos de conjugacao.

PROVA DO TEOREMA 3.1.7: Sejaz € R} ¢ || - || 2 norma usual de R"

entao ﬁ € 8™' denotemos §; = §™!
z
T
logo K— =35, sejalzl|=r
[l]]
assim Kz=rS5 =25,
onde S, = {z € R™;||z|| = r}, ou seja, as Orbitas de K sdo esferas. Como G é conexo,

suas orbitas Gz também sa0 conexas.

G = U KA, KA suas classes laterais,

A
entio Gz = U%GK Az = UAGG'S""
onde r = || Az|| e UAGG denota unido disjunta.

Portanto Gz é uniaoc de esferas é conexo, (geometricamente pode ser pensado como um
“ anel”), logo é suficiente provar que uma orbita de G possui vetores arbitrariamente
grandes e arbitrariamente pequenos.

Cada A € GL(n, IR), escreve-se unicamente em GL(n, R) como produto A = {79

onde I é ortogonal € § simétrica definida positiva. Os autovalores de S s&o reais e posi-
tivos.
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Como S é simétrica entdo é diagonalizdvel, i.e. existe D = diag { Ay, .

Ai>0e D =USU! U; matriz ortogonal,

n
assim trS =1t,0 = ZA@:
i=1
como D? = U132U{
entao .52 =1,D% = Zx\f
i=1
ki)
logo Zafj =t,A"A onde A = (Qyi)nxn
(2%

Za%} = t,A"A onde A = (a;;)nxn
E,f

= 1 {USHYUS)
= t,8US

= t,.8°

= i‘,\f.
=1

.y A} tal que

Com isto podemos concluir que os autovalores de S, parte simétrica de G, sdo lim-

itados se as entradas a;; de todas as matrizes de @ sdo limitadas.

simétrica de A.
Como G é ilimitado, entdao, Aa; A € G também & ilimitado L.e.

YVN>0, 3Ac @@ ; dqa> N.

Seja z unitdrio tal que Sz = Mgz, entao

Asl = juse)
= {5

assim, para qualquer NV arbitrariamente grande JA € G tal que

|Az]| > N

para ) = (1,0,---,0) temos que:
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x € Key logo Az € Gey.

Portanto Gey possul vetores arbitrariamente grandes.

OBSERVAQAO: Se A1, ---, Ap sao os autovalores de uma matriz inversivel A, entao
Mt A1 sdo os autovalores de A

Sejaentao e >0, AN CIN e ACGtalque N~} <« e Ao > N
portanto 0 < )\El < £,

Seja = unitdrio tal que S7'z = Ay', onde S é a parte simétrica de A em
GL(n,R), A =US,

[(A™Mzl] = Usz|
= 187z =2 <«

tambeém temos que
zcKey e (A)'2€Gey

assim Ge; também possul vetores arbitrariamente pequenos, e portanto:
Gey = IR}
ie. ¢ é transitivo.
3.2 REFORMULACAO DO PROBLEMA. CASOS (1), (II) E (IIT)
Seja G um grupo de Lie, § uma representacao de G em R™ e @ = §(G) C GL(n, R).

DEFINICAO 3.2.1: § se diz transitiva sobre IR} ou simplesmente fransitiva se G = é(é)
for transitivo.

DEFINIGAO 3.2.2: § é irredutivel se néo existe V # 0 subespago préprio de JR™ in-
variante para 4(#),V ¥ € G.

A fim de atingir nosso objefivo, pensemos na seguinte pergunta mals geral: Quais
sao os grupos de Lie concxos ¢, que possuem uma representagdo § sobre IR", a qual é

transitiva sobre IR}, ¢ para um tal G, quais sao as representagdes com essa propriedade?

DEFINICAO 3.2.3: Seja g uma &lgebra de Lie, ¢ p uma representagio de g em
gl{n, IR), p se diz irredutivel se néo existe V # 0 subespago préprio de IR"™ invariante
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para p(a) Ye € g.

PROPOSICAO 3.2.4: Se uma representagao § de ? em GL(n, R), é irredutivel, entio
p = (d8). a representacao de g (a dlgebra de Lie de &) em gl{n, IR); é irredutivel.

PROVA: Sabemos que o seguinte diagrama comuta (ver [V])

G L acaeLnR)
exp T T exp
g =T.G L 7T/GCgln, R)

Seja X €g e Tx =p(X): R" — R™
Suponhamos que existe V' subespago prdoprio nao nulo de IR™ tal que
Tx(V)CV, VXeg
entao (eap Tx)(VYCV, VX é€g.
Pela comutatividade do diagrama acima temos que:

Slezp X{VICV, VX e€g

seja:i‘6é,sabemosque:ﬁ:e:r;le-...-ea:pXkondeX,;,Eg, i=1,---, k, assim
5(:}3)(1/') = 5(€Tp Xl-..,'e.',L‘p Xk)(V)
= §lexp X1)-...-Slexp X )(V)YC V

como % € G é arbitrario isto vale Y3 € G fato que contradiz a irredutibilidade de ¢.

Portanto p € irredutivel. |

Assumindo G conexo e § transitiva, é claro que § ¢ irredutivel, logo p = (d8)e
também o é, e para g a algebra de Lie de &, temos que g é redutiva, l.e.:

E=g.9 98- dcC
onde g;,¢ = 1,...,r, sao ideals simples de g e ¢ é o centro (ver [J]).

OBSERVAGCAO: Seja p uma representacao de uma 3lgebra de Lie g redutiva e
k = ker p, a redutibilidade de g implica a existéncia de um ideal complementar a k
em g. pé determinado pela sua restricao a este ideal sobre o qual é 1 — 1, além do mais, a
imagem deste ideal é a mesma que g (por p). Portanto desde o ponto de vista da dlgebra
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de Lie, sem perda de generalidade, podemos assumir p injetiva. Assim no nosso caso 2
§ . G — G é um homomorfismo recobrimento. Contudo, uma vez que G € determinado
podemos achar seus recobrimentos, portanto ¢ suficiente determinar os grupos transitivos

G C GL(n, IR).

Seja K um grupo de Lie compacto conexo transitivo sobre S" ! e K = 50(%‘] -
O(n), onde 8y é a representacao mencionada no final do Capitulo IL.

Denotemos as dlgebras de Lie de G, G e K por g, g e h respectivamente, como § é
um recobrimento, p : g — g € um isomorfismo,

Agorah =h;@.. ®h,dciondeh; Cg;i=1,...,rec; Cc{g=g1P... PgDc, ¢
a decomposicio andloga a de g). De acordo com a tabela dos grupos transitivos na esfera

(Cap. I} temos que » = 1, exceto no caso K = Sp(k) x Sp(1), onde r = 2.

DEFINICAO 3.2.5: Seja V um espaco vetorial e 3 C gé(V). Dizemos que ¥ é irre-
dutivel se ndo existir, um subespaco de V invariante, para toda transformacao de ).

Com isto temos que se § é uma representacao transitiva de um grupo de Lie G,

em IR™, entio g é irredutivel, e consequentemente h também é. Como ¢ o centro de g,
centraliza h, pelo Lema de Schur (ver [S/W]) temos que:

a) c={A; A€ R / =idnxn} ou

b) A imagem por a de {{v + iw)l ; u,v € R, ] = id m x m} (ver definicio de o no
Cap. 11, item 2).

Usando este fato nosso problema se divide em trés casos:

(I) r = 1 e g1 = hy, i.e, a parte semi-simples de g € simples e compacta.
(II) » = 1 e g1 2 hy, ou seja a parte semi-simples de g é simples e nao compacta.
(IIT) » = 2 e hy & he = sp(k) & sp(l). Isto corresponde ao grupo compacto K =

Sp(k) x Sp(1), e contém subcasos similares a (I) e (II).

Uma vez feita a classificacio dos grupos compactos conexos transitivos sobre 771,
e a reducac do prohlema aos trés casos anteriores, estudados eles serao em forma separada
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obtendo assim os grupos desejados.

CASO (I) 3.2.6: Aqui temos que h = h; @ ¢y a dlgebrade liede K, eg = h1 & c a
algebra de Lie de G, e g é isomorfa g,

O grupqx;ﬁ tem que ser isomorfo a um dos grupos compactos simples transitivo
sobre esferas, K = U(m) = SU(m) x L

Agora o que resta é determinar C' ¢ centro de G, 0 _qual tem que ser ihmitado,
pols assiin, pelo Teorema 3.1.7 temos a transitividade de K x €. Como C ¢é o grupo
correspondente a algebra de Lie €, e temos que 1 < dim ¢ < 2, logo dim € = 1 ou 2.
Como C' estéd contido no centralizador da componente semi-simples, dim C' = 2 sé ocorre
no caso em que esse centralizador admitir matrizes complexas.
Temos entao os seguintes grupos transitivos sobre IR].

Grupos transitivos de tipo 1

a GL(.R) dmC 0@

i) SO(n) x C n 1 I
ii) SU(m) x C 2m 1ou?2 o
i) Sp(k) x C ak lou2 4
iv) a} Gox 7 1 I
b) Spin(7) x C 8 1 8o

c) Spin(9) x C 16 1 81

Onde K x C éo grupo gerado por K e (', e 0 grupo procurado é a imagem de KxC
por 8 em GL(n,IR). 6, 62 sdo as representacoes vistas no Capitulo 1.

Em todos os casos o centro é

C = {exp A;AE R, I =idnxn}
— {M:A> 0,1 =idnxn},

E para os casos (ii), (iii), temos também a op[cdo

C ={ezpoa(zl);z €€, ] =id m x m}.

CASO (I1) 3.2.7: Pelo fato da dlgebra de Lie g ser nao compacta, este caso apresenta
uma maior dificuldade. Como p : § — g é um isomorfismo, podemos assumir o mesmo

para & : G — .

Mesmo sem conhecer ainda & e G, é possivel considerar que & possui um dos grupos
K transitivos sobre 5”7! como seu subgrupo compacto maximal (ver 3.1.6). Além do

74



mais § tem que coincidir sobre K com as representaces de K em S0O(m) (descritas no
final do Capitulo II) os quais denctamos genericamente por 8.

O procedimento para determinar todas as possibilidades para G, é o seguinte:
12 - Verificar quais sao os grupos simples € 1 que possuem 0S grupos K (transitivos sobre
571}, como subgrupo compacto maximal. Tais grupos podem ser vistos em [H] (tabelas
IV e V, do Capitulo X)}.
29 - Encontrar as representacoes § de él que coincidem sobre K com 8p. (Problema

resolvido com a ajuda da lista dada por Jacques Tits em [T], dos grupos de Lie simples e
suas representacoes}). A questao é conferir as dimensoes das representagoes § de Gy, para

as quais em poucos casos, temos que §y = 6‘ _, 0 que reduz as possiveis §'s para cada Gy,

K
a poucas opgoes, as quais serao estudadas separadamente.
Uma vez feito isto as condicoes do teorema 3.1.7 verificam-se facilmente.
Daremos agora uma lista dos grupos simples que serdo os possiveis G; (ver [H}).

a) SL{n,@),SL(n,IR), os grupos de matrizes com determinante igual a 1, complexas
e reals respectivamente.

b) SO(n,d), o grupo de matrizes A € SL(n, ) tais que:

AtA=In=4ddn xn.

c) SO*(2n), formado pelas matrizes A € SO(2n,€), as quais deixam invariante a forma
anti-simétrica

T
(21, z?n) - Z("zi:?_n—e—i + 3n+z'~7i)
=1

Ou seja A € SO*(2n) se e s6 s¢ ALJ,A = J, e A'A = I,, onde

"N~ 0 )
d) SU*(2n), as matrizes A € SL(2n,T'), as quais comutam com a transformacéo o de

@*", dada por:
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(z.'h e Zpy Zpddy

' 32?1.) - (En+1| B

e) Sp(n,IR), o grupo das matrizes 4 € GL(2n, IR) tais que:

AT A = T,

f) Sp(n,@), as matrizes A € GL(2n,&) tais que:

AT A= T

Aplicando o primeiro passo, temos os possiveis 1, para cada K.

1‘-7'2‘}’.',: _31: R |

3]
3
s

K a,
i) SO(n) SL{n,IR) ou SO(nd)
iy  SU(m) SL{m,a@) , n=m
i)  U(m) SO*(2m) ou Sp(m,R)n=2m
iv)  Spk) SU*(2ky  on  Sp(k,@)n = 4k

Grupos transitivos de tipo II

G GL(LR) dimC &
1) SL{n, IR) x C n <1 id
ii) SL{m, @) x C 2m. <2 a
it} Splm, R} x C 2m <1 id
iv)  Spk,@)x C 2k <2 a
v)  SU*(2k) x C 4k <2 o
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Existem também as possibilidades correspondentes aos trés casos onde K é transitivo
sobre S% ST e S5, 0s quais nao foram colocados nesta tabela, pois eles sao descartados
por questoes de dimensao de representagao 9, como sera explicado logo abaixo.

Agora checando as representacdes dos possiveis G, vemos em [T] que a representacao
de menor dimensdo § para SO{n,@') é sobre R™, e também para SO*(n); portanto 6| _

nao pode ser igual a dg, e esses grupos nao podem ser transitivos sobre R}. Pelo mesmo
motivo sdo eliminados os casos excepcionais, dos grupos transitivos sobre §% 87 e G159,
Obtendo assim os seguinfes cinco casos, com as representacoes indicadas, em cada caso é
possivel incluir qualquer subgrupo conexo € do centro C'. O centralizador da ilgebra h,
correspondente a 1 é novamente o grupo dos multiplos por escalar, real ou complexo, de
I, € GL(n, R) ou GL(n, @), indicaremos tambhém em cada caso o limite da dimenséo de
(', o qual é dado da mesma maneira que no Caso [



OBSERVACAO: SU*(2k) pode ser identificado também com o grupo SL(k, H), das
matrizes quaterniénicas B tais que def p(B) = 1. (¢ o homomorfismo definide no Cap.
11 item2). De fato, se B € SL(k, H), por definicio ¢(B) € SL(2k,{). Seja A = ¢(B),
ve]amos que A comuta com o. Temos que

Q —R+iS
B:P+iQ+jR+kS,A:(P+?Q R“)

R+iS P —iQ

U 3l mn
J(v)—(_ﬁ) para u,v €@,
AT P+iQ —R+1iS T
Ny T O\ R+i8 P—iQ —u

[ Pv+Ru + i(Qv-— Su)
~ \Ry-Pu + i(Sv+Qu

logo

por outro lado

A"\ Pu—Rv + i(Qu+ Sv)
TMNe) T Ru+ Pv + i(Su—Qu)
_ P54+ Ry + Q7 - Su)
N Rt —Pu + i(Sv+Q7
Portanto, w(B) comuta com o, ou seja p(SL{k, H)) C SU*(2k).

A Ay
Az Ay
plexa k x ki =1,2,3 4, o fato que Ag = 7 A, implica que

Reciprocamente, seja A € SU*(2k), escrevendo A = ), com A; matriz com-

A4:ZI e AQZ—Kg

entao podemos reescrever A, da seguinte maneira

Ao ( Ei4+iFy —F +iFy

B4 iF, En By ) F;, Fy matrizes reais k x k (1 = 1, 2)

Assim é claro que A tem como pré-imagem por ¢, em SL(k, H) a matriz quaternidnica
By +ilEs + 3B + kFs.

Portanto
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W(SL(k,H)) = SU*(2k) e J(SL{k, H)) = a(SU(2k))

CASO (III) 3.2.8: O tnico caso que resta considerar, é aquele em que o subgrupo
compacto maximal é K = Sp(k) x Sp(1},n = 4k, o qual age sobre 5771 através da rep-
resentagio ¥, definida para (A4, q) € K, por ¢ {4, q) = 8(4) - v(q).

Consideremos o caso em que §; = h;, i = 1,2, ou seja em que a parte semi-simples
de g é compacta. Temos que ¢’ = (dv). : hy & hy — gé(4k, IR), opera as matrizes da
mesma maneira que ¥. Do Caso I (iii) temos que a dlgebra de Lie

sp(k) = {¢U — jV + kWU, V, W, matrizes reais simétricas %k x k}

correspondente ao grupo Sp(k), é neccssariamente um conjunto irredutivel de trans-
formacoes lineares sobre o espaco quaterniénico H®. Pelo Lema de Schur nos quatérnios
(ver Apéndice), o conjunto das transformacdes lineares sobre H*, que comutam com todo
elemento de sp{k) é H - I, (agindo por multiplicacio a direita), assim o centralizador de
sp(k) & sp(1) é a maior subédlgebra comutativa de HI; a qual comuta com sp{1), ou seja
c —= IRI.

Portanto & = sp(k) @ sp(1) @ RI, e temos assim a primeira possibilidade para G,
0 grupo

G = Sp(k)x Sp(1) x RTIy
s Sp(k,) pee I‘I{)

onde Ho = H — {0}.

Suponhamos agora que h, C &, i.e. ,a parte semi-simples de § é nio compacta, ou
seja K| = Sp(k) C G, conferindo nas tabelas de [H], temos agora duas opgdes para Gh
(o grupo associado a g1}, com K, = Sp(k) como subgrupo compacto maximal, SU*(2k)
e Sp(k,d'), mas este 1iltimo nao possui representacoes irredutiveis de tipo quaternionico,
mas ainda, tais representacoes {ndo triviais) sé podem ser reais (ver {F / HJ).

Portanto, SU/*(2k) é a tnica possibilidade para Gy, pela observagio feita no Caso II
podemos identificar ST7*(2k) com SL(k, H), e como no caso acima, a algebra de Lie de
GL(k,H),

slk, HY = {U +4V — jW + kZ;2trU = 0}
é um conjunto irredutivel de transformacdes quaternionicas; fazendo a mesma andlise an-

terlor temos que ¢ = [RIy, assim, agora a cota para a dimensdo de € o centro do grupo,
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Completamos entao, a classificacao desejada, com os:

Grupos transitivos de tipo 1I1

G GL(,R) dimC &
i} Sp(k) x Hy 4k 1 ¥
i) SL(k, H)x Hy Ak 1 "
i) SL(k, H) x Sp(1) Ak 0 ¥
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Uma vez concluida a classificagio, entregamos a seguinte tabela com todos os:

Grupos transitivos sobre K[

G GL(- R)

1) S0(n) x C n
2) SU{m) x C 2m
3) Splkyx C 4k
4) a) (o x O 7

b)  Spin(7) x C 8

c)  Spin(9) x C 16
5) SL(n,R) x C n
6) SL{m,@)x C 2m
7 Sp(m,R) x C 2m
8) Sp(k, @) x C 2k
9) SU*(2k) x C 4k
10) S;D(,l) X Ho 4k
11y SL{k,H) x Hy Ak
12)  SL(k, H) x Sp(1) 4k

Tais grupos constituem a ferramenta fundamental para determinar quando um sis-
tema bilinear é controlével, (Teorema 1.1.7).

80



APENDICE

PROPOSICAO A.1: SO(2m + 1)/80(2m — 1) nao é homeomorfo a S,

PROVA: Seja V,, ; a variedade Stiefel SO(n)/SO(n — k). Podemos ver em [St] que:

o (Vo g) = oo se n-—k éparou k=1
RTRR T Y Z, se m—k éimpare k> 1

no nosso caso temos quen = 2m+1 e k =2, logo

0

W(Qm—l} ( VQm--- 1 ,2) = Z
0

e cono Tom1 (94" by =
temos a prova da proposicao. O
PROPOSICAO A2: SO(T) ndo age transitivamente sobre S7 com isotropia Ga.
PROVA: Suponhamos o contrario, entao
SO(7)/Ga = 87

e a sequéncia

é uma fibracao.

Como a sequéncia de homotopia de uma fibracac é exata, temos a seguinte sequéncia
exata, de grupos e homorfismos

o ma(8T) B T (Ge) B m(SO(T) B w87y —
mas 12(S7) = 71(ST) = 0, logo i* & um isomorfismo, como

T1(Ge) =0 e m(SO(7)) = Z>»

temos uma contradicao, isto prova a proposicao. O
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PROPOSICAO A3: $p(3) ndo é transitivo sobre S7 com isotropia G,

PROVA: Novamente contradizendo a proposigac temos que

seria uma fibragao, e a seguinte sequéncia teria que ser exata
Ty A vy b - Fs 7
= W5(ST) = ng(Ga) = wa(Sp(3)) = wa(ST) — .
como

?TE,(ST) = ?T,i(ST) =0
entao

wa(Ge) =~ wa(Sp(3))
o que € um absurdo pois

T4(Ga) = 0 A 74(Sp(3)) = Zq

PROPOSICAO A4: Seja G um grupo de Lie compacto com anel de cohomologia
R(G)=R(S*x . x 8%°% x §"3 . x §%7%)
Entao G é simples.

PROVA: Como & é compacto entao G = H x T onde H é um grupo de Lie semi-simples
e T um grupo toroidal, (que é um produto de esferas unidimensionais) como no anel de
cohomologia de G nao existem tais esferas, temos que G € semi-simples, entao

H (G, R) = Ho(G,IR) =0 e Hs(G,IR)#0 (ver [Pol)

Seja entdo G = Gy X Gg x ... X G, com G; simples ¢ = 1,...,r

ror 1 i—=j
H3(G,R) = Y (PHzs, (G, IR), 8 = { 0 i 79;
7 .

j—=1li=

Por hipétese & 56 tem uma esfera S no seu ancl de cohomologia, entao esta ultima igual-
dade 56 acontece se v = 1.
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Portanto G é simples. O
LEMA DE SCHUR QUATERNIONS
Um quatérnion @ + bi + ¢j + dk pode ser reescrito como

a+bi + 5{c — di)

pois ij = k. Dessa forma, um espaco vetorial V sobre os quatérnions pode ser considerado
como um espaco vetorial sobre @', com a dimensido dobrada e a multiplicagao por j em
V define um anti-automorfismo no espago vetorial complexo. (um anti-automorfismo é
uma transformacao T de um espago vetorial complexo que satisfaz T{u + v) = Tu + Tv
e T{zu)=72zT(u) com z €d). A multiplicagdo por 7 é um anti-automorfismo porque
ij = —ji. Vice-versa, seja V um espago vetorial complexo ¢ J um anti-automorfismo
de V que satifaz J? = —1. Entao V pode ser visto como um *“espago” vetorial sobre os
quatérnions definindo a multiplicacao por j como sendo a acao de J. Em resumo, um
espaco vetorial sobre os quatérnions é o mesmo que um par (V, .J) espaco vetorial V sobre
@ munido de um anti-automorfismo J que satisfaz J? == —1. Fixe um par desses.

Seja W C V um subespaco (sobre @) de V. Entdo W é um subespaco vetorial sobre
08 quatérnions se e s6 se gu C W para todo v € W e todo quatérnion g e isso ocorre se
e s6 se W & invariante por multiplicagao por j, isto é, W é invariante por J. Em outras
palavras, os subespacos de V' que sao subespacos sobre os quatérnions sao aqueles que sio

invariantes por J.

Seja T uma transformacao linear {sobre ¢') de V. Entdo T é uma transformagio
linear sobre os quatérnions se e s6 se T{qu) = g7 (u) para todo quatérnion ¢ e isso ocorre
se e s6 se T{ju) = §T(x) o que é equivalente & T'J = JT. Em outras palavras, as trans-
formacoes lineares de V' que sdo transformacoes lineares sobre os quatérnions sdo aquelas
que comutam com J.

PROPOSIQ;&O A5: Seja I um conjunto irredutivel de transformacoes lineares (sobre
08 quatérnions), isto é, nio existe nenhum subespago (sobre os quatérnions) invariante
por I'. Seja T uma transformacao linear (sobre os quatérnions) que comuta com todos os
elementos de I'. Entdo 7' é multiplo de identidade,

DEMONSTRACAO: E essencialmente a mesma do caso complexo: considerando T
como uma transformacao linear sobre @ seus auto-espagos sao invariantes pelos elementos
de I' pela comutatividade. E como 7' é uma transformacao linear sobre os quatérnions, T'
comuta com J e daf que seus auto-espagos sdo invariantes por J, isto é, sao subespagos
sobre os quatérnions. Portanto tem um tnico autovalor, de onde se conclui, como no caso
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complexo, que T é um miiltiplo da identidade.
LEMA A8: Seja H = SO(m), mergulhado em SO(n). Suponhamos queV z € S" ! Hz

(o subgrupo de SO(m) que fixa z) é conjugado em SO(m) e um dos subgrupos @1 ou
@y de SO(m). Entdo m < 72—1 Ver a prova em [M/S].
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